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Prefagé

Prezenta lucrare se deosebeste de multe altele care abordeaza
subiecte specifice mecanicii analitice, intrucat ea cuprinde atat capitole
de teorie, cat si capitole consacrate doar rezolvarii de probleme. Astfel,
aceastd lucrare este simultan atit o culegere de prelegeri/lectii de
mecanicd analiticd — prin capitolele I si II — cat si o culegere de
probleme rezolvate de mecanica teoretica — prin capitolele 111+ VIIL.

La ora actuali existdi un numdr foarte mare de lucrari de
mecanica teoreticd/analiticd, atat in limba romand, cat si in principalele
limbi de circulatie internationald, unele dintre ele chiar foarte bine
scrise; cu toate acestea, din experienta dobandita in predarea cursului de
»Mecanica analiticA si a mediilor deformabile” studentilor de la
Facultatea de Fizicd a Universitatii ,,ALL. Cuza” din lasi, am ajuns la
concluzia ci o serie de notiuni fundamentale ale mecanicii analitice
(cum ar fi cea de legatura sau constrangere, ori cea de deplasare
elementara — pentru a da doar doua exemple) trebuiesc explicate mai pe
indelete si din perspective diverse, pentru a fi intelese in profunzime.
Exact acest lucru isi propune lucrarea de fata, atat prin partea ei
teoretica, cat si prin aplicatiile propuse. De obicei, acestor notiuni — cu
toate cd sunt fundamentale — li se acordd un spatiu relativ redus in
marea majoritate a lucrarilor, trecandu-se cu destul de multa usurinta
peste unele aspecte mai subtile si mai dificil de ,,prins” la o prima
lecturd sau audiere. De aceea, In paginile acestei lucriri am insistat
(credem noi suficient) asupra acestor notiuni, dand un numar
consAiderabil de exemple concrete, pentru a usura si mai mult intelegerea
lor. In acest sens, am ramane profund recunoscitori tuturor celor care,
parcurgand aceastd carte, ne vor impdrtasi impresiile lor in legaturd cu
continutul acesteia, cit §i eventualele sugestii si/sau observatii asupra
modului de prezentare ales.

Evident, nu ne-am putut opri asupra tuturor notiunilor de baza
ale mecanicii teoretice — acesta ar fi fost un demers care ar fi implicat un
volum incomparabil mai mare al lucrarii — ci ne-am axat pe acele notiuni
care sunt absolut necesare pentru dezvoltarea ulterioard a formalismelor
propril mecanicii teoretice.
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De asemenea, spre deosebire de marea majoritate a culegerilor
de probleme rezolvate de mecanicd analiticd (si nu numai), unde
enunturile problemelor sunt separate de sectiunea dedicatd prezentarii
solutiilor, noi am preferat rezolvarea acestora imediat dupd enunt.
Precizam ca rezolvarea tuturor problemelor a fost ficutd extrem de
amanuntit, cu respectarea algoritmilor de rezolvare prezentati pentru
fiecare formalism in parte, pentru a oferi modele de rezolvare a
problemelor de mecanicad analiticA cu un pronuntat caracter didactic.
Calculele au fost efectuate in detaliu, pas cu pas, astfel incat cititorul nu
trebuie sa mai foloseascd aproape deloc stiloul si hartia pentru ,,a
deslusi” acele formule si/sau relatii intermediare care, fiind considerate
usor de dedus, sunt cel mai adesea omise. In plus, in cadrul acelor
probleme care au condus la ecuatii neliniare, ecuatii transcendente etc.
care nu admit solutii analitice, sau la integrale care nu au primitive
exprimabile prin functii analitice cunoscute, pentru a oferi solutii
complete si/sau finale ale problemelor abordate, am utilizat soft-ul
specializat atat in calcul analitic cat i numeric Mathematica 4.0,
prezentand — acolo unde am considerat necesar — si liniile de comanda
(specifice acestui soft) care au permis rezolvarea concreta a
respectivelor probleme.

Materialul este structurat in 8 capitole, 3 anexe si o bibliografie
cu 59 referinte. De asemenea, el cuprinde un numar de 104 reprezentari
grafice, folosite pentru a usura urmdrirea rationamentelor si/sau
explicatiilor. Datoritd volumului si asa destul de mare al lucrarii, nu am
prezentat aplicatii din toate capitolele mecanicii analitice. De exemplu,
lucrarea nu contine nici o problema de mecanica corpului solid-rigid,
din teoria elasticitatii s.a. Aceste subiecte urmeazd sia constituie
continutul unui al doilea volum al lucrarii.

Dorim sd ne exprimim speranta ca lucrarea de fata va veni in
sprijinul studentilor facultitilor de fizicd (si nu numai), raspunzand
cerintelor acestora in ceea ce priveste lamurirea unor aspecte peste care,
din lipsa de timp si spatiu, ,,s-a trecut” mai repede in cadrul cursurilor
predate la catedrd. Sperim, de asemenea, ca acest material va fi §i un
instrument util de lucru la seminariile si/sau laboratoarele de mecanici
analitica.
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Autorii doresc sa multumeasca cu profundd recunostinti si cu
aleasa consideratie d-lui Voltaire Teodorescu, membru al Catedrei de
Fizica Corpului Solid si Fizicd Teoretici a Facultatii de Fizica de la
Universitatea ,,ALL. Cuza” din lasi pentru nenumdratele si deosebit de
utilele discutii pe marginea unor subiecte importante de mecanicd
teoretica §i, in special, pentru profunzimea si finetea observatiilor
domniei sale in legatura cu multe aspecte legate de modul de intelegere
si predare a notiunilor fundamentale ale mecanicii analitice, care ne-au
ajutat in elaborarea prezentei lucriri. De asemenea, dorim sa aducem
sincere multumiri d-rei Aurelia Apetrei si d-lui Adrian Catana, studenti
ai aceleiasi facultiti, pentru ajutorul pretios in tehnoredactarea lucrarii.

Autori
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Introducere

In anul 1788 Joseph Louis Lagrange (1736-1813) a publicat la Paris
lucrarea ,,Mécanique analytique”, care contine atat contributiile lui, cat si
sinteza principalelor contributii ale inaintasilor sai, dintre care amintim pe
Jean Bernoulli (1654-1705), Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698-
1759), Leonhard Euler (1707-1783) si Jean le Rond d’Alembert (1717-
1783). Aceasta poate fi consideratd prima lucrare ,,serioasd” de mecanici
analitica, contributii semnificative fiind aduse apoi si de citre Karl Gustav
Jacobi (1804-1851), Rowan Hamilton (1805-1865), Jules Henri Poincaré
(1854-1912) s.a.

Mecanica analitica (sau teoretica) este primul curs de fizicd
teoretica predat studentilor care urmeaza cursurile facultatilor de fizica.
Aceasta deoarece, printre altele, in cadrul acestui curs sunt prezentate
principalele ,instrumente de lucru”, cu ajutorul carora, ulterior, pot fi
abordate si alte capitole de fizicd teoretica, precum: electrodinamica,
mecanica cuantica, teoria relativitatii, teoria campurilor clasice si cuantice,
fizica statisticd etc. In cadrul prelegerilor de mecanici analitici, orice cadru
didactic de predare va include, in mod obligatoriu, formalismele de baza
cu ajutorul cdrora poate fi rezolvata o problema de mecanica si anume:

1. formalismul clasic-newtonian;

2. formalismul ecuatiilor Lagrange de speta I;

3. formalismul ecuatiilor Lagrange de speta a I1-a;
4. formalismul lui Hamilton;

5. formalismul Hamilton-Jacobi.

La toate acestea se mai adaugd unele ,instrumente” secundare, insa
deosebit de utile in unele situatii concrete, cum ar fi: principiul lucrului
mecanic virtual (utilizat cu precadere In rezolvarea problemelor de
echilibru), principiul lui Maupertuis (sau principiul actiunii minime, util,
printre altele, in determinarea geodezicelor diverselor varietati spatiale),
teorema Noether (deosebit de utild in determinarea integralelor prime),
ecuatiile Routh (care, in unele situatii — cum ar fi cea a existentei
coordonatelor ciclice — prin introducerea asa-numitelor variabile Routh, pot
usura rezolvarea problemelor), parantezele Poisson (cu ajutorul cirora pot
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fi determinate integrale prime noi, pornind de la cel putin doua integrale
prime independente cunoscute i utilizand teorema Poisson),
transformarile canonice (care, in wunele situatii, prin schimbarea
coordonatelor si/sau impulsutilor generalizate pot simplifica rezolvarea
problemelor foarte mult), formalismul variabilelor unghi-actiune (util in
rezolvarea problemelor referitoare la sistemele fizice care au o miscare
periodicd) etc.

Principalul scop al prezentei lucriri este acela de a prezenta intr-un
mod care se doreste cat mai inteligibil unele notiuni fundamentale
specifice mecanicii analitice si de a exemplifica utilitatea acestora prin
rezolvarea unor probleme concrete. De aceea, lucrarea de fatd are un
dublu caracter:

- unul pur teoretic, specific primei parti a cdrtii, care este dedicatd
introducerii si explicarii unor notiuni si principii fundamentale ale
mecanicii analitice si

- unul aplicativ, specific partii a doua a lucrarii, consacratd
exemplificarii modului de utilizare a formalismelor invatate in
cadrul cursurilor de mecanicd teoretica, prin rezolvarea unor
probleme mai mult sau mai putin ,,celebre” de mecanica analiticd
(si hu numail).

In cadrul lucririi sunt prezentate urmdtoarele notiuni §i principii
specifice mecanicii analitice:

1. notiunea de legitura sau constrangere (cap. I);

2. notiunea de deplasare elementara (cap. I);

3. notiunea de lucru mecanic virtual (cap. I);

4. principiul lui D’Alembert (cap. 1I);

5. principiul lui Hamilton (cap. II),

si sunt rezolvate:

1. problema pendulului gravitational, prin intermediul tuturor
formalismelor amintite mai sus (cap. I1I);

2. probleme de determinare a pozitillor de echilibru cu ajutorul
principiului lucrului mecanic virtual (cap. IV);

3. probleme de calcul variational (cap. V);

1 . . .. . . ..
De exemplu, problema izoperimetriei cercului, ca exemplu de problemi de calcul variational,
nu este specifici, totusi, in mod exclusiv mecanicii analitice.
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4. probleme diverse (de exemplu: masina Atwood simpld si dubla,
pendule cuplate, pendul cu punct de sprijin in miscare oscilatorie,
pendulul gravitational dublu etc.) cu ajutorul formalismului
ecuatiilor Lagrange de speta a II-a (cap. VI);

5. probleme de studiu a echilibrului si determinare a perioadei micilor
oscilatii ale unor sisteme mecanice (cap. VII);

6. probleme de mecanica fluidelor (cap. VIII).

In capitolele dedicate rezolvirii de probleme, acolo unde situatia a
cerut-o, am dezvoltat elementele de teorie strict necesare pentru
intelegerea rationamentelor si calculelor efectuate [de exemplu, in cazul
problemelor de calcul variational am prezentat succint cateva elemente de
teoria calculului variational (am definit notiunea de functionald si am dat
conditiile necesare si suficiente de extremum pentru functionale), in cazul
studiului intr-un sistem de referintd neinertial a pendulului cu punct de
sprijin in miscare oscilatorie am prezentat pe scurt elemente referitoare la
fortele de inertie etc.]. Cel mai adesea, marea majoritate a autorilor preferd
sa prezinte aceste elemente teoretice auxiliare la sfarsitul lucrarilor, sub
forma de anexe. Principalul motiv invocat pentru a justifica aceasta alegere
este pastrarea unei anumite coerente $i a unei continuititi a chestiunilor
prezentate. Cu toate acestea, noi am preferat ,,sa facem unele paranteze”
chiar in locurile unde se impuneau trimiteri citre anumite anexe sau, si
mal rau, citre alte lucrari, considerand ca in acest fel am venit in sprijinul
cititorului, lamurind problema ,,pe loc”. Sperim ca marea majoritate a
cititorilor ne va Impartasi punctul de vedere si totodata va aprecia modul
nostru de a proceda, chiar dacd, uneori aceste ,,paranteze” sunt cam lungi.



Notiuni fundamentale de mecanicd analiticd 11

Capitolul I

Nogiuni fundamentale de mecanica analitica

I.1. Notiunea de legiturd sau constringere

Aceasta notiune joacd un rol fundamental in mecanica analitica si
este totodata o notiune specifici mecanicii analitice, in sensul ca, spre
deosebire de marea majoritate a notiunilor de baza ale mecanicii teoretice
— care sunt Intalnite $i in cadrul mecanicii fizice fenomenologice
(mecanicii clasice-newtoniene!) — aceasta apare numai in cadrul mecanicii
analitice. De altfel, aceasta este notiunea care deosebeste in mod clar un
sistem fizic din punctul de vedere al , libertatii” corpurilor care il compun,
in cadrul celor ,,doud mecanici”: cea clasici-newtoniana si cea analitica.

De exemplu, in mecanica fenomenologica (clasicd, newtoniana) un
corp aflat in miscare in camp gravitational exterior nu este considerat un
corp liber, deoarece, aflandu-se in camp gravitational, asupra lui

actioneazd permanent forta de greutate, G=mg. Pentru a intelege
lucrurile cat mai exact trebuie sd precizam ce inseamna ca un corp este
,liber” in cadrul mecanicii fizice fenomenologice. In acest sens, precizam
cd, in contextul amintit, prin corp lber se intelege acel corp asupra caruia nu
actioneazd nici o fortd. BEvident, aceastd definitie este una pur teoretica,
idealizatd, Intrucat In realitate nu existd nici un corp in Univers asupra
cdruia sa nu actioneze nici o forta.

Spre deosebire de acestea, din punctul de vedere al mecanicii
analitice, corpul considerat mai sus este un corp liber. Deci, chiar daca
asupra corpului actioneazd permanent forta de greutate, din perspectiva
mecanicii teoretice el este totusi un corp liber. Diferenta provine din
modul de intelegere al notiunii de , libertate” in cele doua situatii. Astfel,
in cadrul mecanicii analitice, un corp este considerat liber atat timp cat el

1 . " . . . o . - -
Cum ar fi, de exemplu, notiunile de: punct material, miscare, viteza, acceleratie, masa, forta,
inertie, energie cinetici, energie potentiald, lucru mecanic etc.
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nu este constrans in nici un fel s se deplaseze dupi orice directie si/sau
sens (dacd ne referim doar la miscarea de translatie?) si sa aiba orice?
vitezd. In limbajul specific mecanicii analitice, se spune despre un astfel de
corp ci el posedd/are numirul maxim posibil de grade de libertate. De altfel,
cele doud notiuni, cea de legiturd sau constrangere si cea de grad de
libertate sunt foarte strans legate intre ele, dupa cum vom vedea.

Asadar, atat timp cat un corp se poate misca dupa oricare din cele
trei directii reciproc perpendiculare ale unui reper triortogonal fatd de care
se studiazd miscarea corpului in spatiul euclidian tridimensional si are
totodatd libertatea de a se roti in jurul oriareia din cele trei axe de
coordonate — ambele miscari, si cea de translatie si cea de rotatie ficandu-

se cu viteze |\7|SC (pentru a nu iesi din cadrul mecanicii relativiste)

arbitrare — spunem despre acesta ca este un corp liber.

In cadrul mecanicii analitice notiunea de legaturd sau constrangere
se defineste astfel:

Definitie: Numim /egaturd sau  constrangere, orice conditie de ordin
geometric sau cinematic care limiteazd posibilitatile de miscare ale unui
corp.

Sa observam ca in cadrul acestei definitii se face referire atat la
conditii de ordin geomsetric (acestea au efect direct asupra multimii de valori
pe care le poate lua in timpul t al miscarii vectorul/ de pozitie al corpului
respectiv, '), cat si la conditii de ordin cmematic (aici se are in vedere
restrictionarea posibilititilor de miscare ale corpului in ceea ce priveste

multimea de valori pe care le poate lua in timpul t al miscarii viteza V=T a
corpului respectiv). Avand in vedere cele mentionate mai sus, din punct
de vedere matematic, o legaturd sau constrangere se va putea exprima sub
forma implicitd, astfel

f(F, v, t)=0, (1.1)

% Daci, de exemplu, dimensiunile acelui corp nu pot fi neglijate (corpul nu poate fi considerat un
punct material) atunci trebuie avute In vedere si posibilitatile lui de a efectua miscari de rotatie
sau miscari combinate (translatie simultan cu rotatie).

8 Evident, pastrandu-ne in limitele mecanicii relativiste (|\7| <C, unde C este viteza luminii in

vid).
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unde, functiei f i se cere de obicei si fie o functie de clasi C' pe
domeniul ei de definitie®.

Conditiile de ordin geometric se pot realiza in mod concret/practic
obligand corpul sa se deplaseze pe o anumitd curbd fizicd (de exemplu,
miscarea unui teleferic pe cablul lui de sustinere), pe o anumitd suprafatd
fizica (de exemplu, miscarea unui corp pe un plan inclinat), sau intr-un
anumit domenin tridimensional (un anumit ,,volum”, care este delimitat fizic
de o suprafatd inchisd; de exemplu, miscarea unei pietricele in interiorul
unei mingi de fotbal).

Orice legatura apare si isi manifestd efectul prin intermediul unei
Jorte de legaturd. Aceste forte de legitura obligd corpul sa satisfaca legitura:
de exemplu, sd se miste pe o anumitd curbd sau pe o anumitd suprafata,
fard a parasi curba sau suprafata respectiva.

Aici apare o deosebire clara intre mecanica newtoniand si cea
teoretica: in timp ce in cadrul celei dintai nu se face nici o deosebire
(principiald) intre eventualele diferite tipuri (ca naturd) de forte, in cadrul
mecanicii analitice se face o distinctie clard intre forgele aplicate corpurilor si
cele de legaturd. Aceasta, deoarece, in cadrul mecanicii clasice (newtoniene)
este imperios necesar sa cunoastem de la bun inceput #ae fortele (de orice
naturd sau provenienta), macar ca directie si sens, pentru a putea astfel
scrie ecuatia fundamentald a dinamicii (ca expresie matematici a
principiului actiunii fortelor), care std la baza rezolvirii oricirei probleme
de mecanicd in cadrul acestui formalism. Intrucat fortele de legatura sunt
adesea greu de ,,identificat” — in sensul cd, de cele mai multe ori, nu se
cunosc de la inceput modulul, directia si sensul acestor forte — ,,puterea”
formalismului clasic-newtonian de rezolvare a problemelor este relativ
scdzutd.

Cu totul alta este insda situatia in cadrul mecanicii analitice. In
cadrul formalismelor dezvoltate in cadrul acesteia, cunoasterea a priori a
fortelor de legatura este inlocuitd prin cunoasterea expresiilor analitice ale
legaturilor (in cadrul formalismului ecuatiilor Lagrange de speta I), ceea ce
este mult mai facil decat a cunoaste fortele de legitura, sau, pur si simplu
nu mai este nevoie si fie cunoscute nici mdcar aceste expresii ale

4 N . . .. . ..
Deoarece, in cadrul formalismului ecuatiilor Lagrange de speta I, pentru scrierea ecuatiilor
corespunzitoare trebuie si existe gradientul acestor functii scalare.



14 Capitolul 1

legaturilor (cum este, de exemplu, cazul formalismului ecuatiilor Lagrange
de speta a II-a, a formalismului ecuatiilor canonice ale lui Hamilton, sau a
formalismului Hamilton-Jacobi). In toate aceste cazuri (in cadrul oricirui
formalism propriu mecanicii analitice) fortele de legaturd se determina
(evident, daca acest lucru se doreste) abia la sfarsit, dupa ce legea de
miscare a corpului/sistemului a fost determinati. Tocmai de aici provine
»forta” crescuta a formalismelor mecanicii analitice fata de cel clasic-
newtonian; aceste metode permit rezolvarea unui numar mult mai mare de
probleme — chiar si a acelora care implica legaturi complicate, pentru care
fortele de legatura nu pot fi cunoscute de la inceput.

I.1.1. Clasificarea legiturilor pentru punctul material

Legaturile pot fi clasificate pe baza a cel putin trei criterii, $i anume:
1. dupa modul in care sunt exprimate — prin ega/itati sau prin inegalitdtz
2. In functie de absenta sau prezenta explicitd a #mpului in expresiile lor;
3.1n functie de absenta sau prezenta explicitd a vizezes In expresiile lor;

Cea mai generald forma de exprimare analitica a unei legdturi
(lasand la o parte aspectul legat de primul criteriu) este cea datd de relatia
(1.1):

f(F, v, t)=0.

1. Din punctul de vedere al primului criteriu de clasificare, legiturile pot fi
exprimate prin egalitafi — $i atunci sunt numite bilaterale — sau prin inegalitati
— caz in care sunt numite wnilaterale.

Exemple de legaturi bilaterale:
1) miscarea unui corp de masa M pe o sferd situatd in camp gravitational

(pendulul sferic — vezi Fig. 1.1):

X+ +% =R, sau, f(X, %, %)=X+X+X-R=0; (1.2)
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inl]

X3
Fig. .1

ii) miscarea unui corp pe o suprafati conicd, de deschidere unghiulara 26
(vezi Fig. 1.2):

X+ % =(R-x1g6)",

sau,

f (X %, %) =X+ —Xtg%0 + 2R x;tgf — R? = 0; (1.3)

X3

Fig. 1.2
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iif) miscarea unei particule pe suprafata unei sfere de raza fixa R, al carei

centru de misci rectiliniu si uniform cu viteza V., = (é, b, C):
(x—a02+(y—b02+(z—c02:F¥,
sau,
f (%, %, X t)=(F; t)=(x—at)"+(y-bt)" +(z-ct)’ ~R* = 0;(1.4)

iv) miscarea in camp gravitational a unui corp de masi M atarnat de o tija
rigidd ideald de lungime | (pendulul gravitational cu tijd — vezi Fig. 1.3):

X:L2+X22:|2783u3 f(xl’ XQ):X12+X§_|2:0.

(8] X,
oP=1 ot} - ﬁl
E.} PD (to)
P(t>t,)
G
X
Fig. 1.3

Exemple de legaturi unilaterale:
i) migcarea in camp gravitational a unui corp de masa M atarnat de un fir
flexibil si inextensibil (pendulul gravitational cu fir — vezi Fig. 1.4):

X+ <1, sau, f(x, %)=x+x—12<0; (1.5)
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O X,
T T
\ |OB|=1 ot !
L loPI=1 ) !
s f.-'
N
N P(t>t,) L S
\\ H i
A el Y m_
L TR
Fig. 1.4

1i) miscarea unei particule de masa m in interiorul unei mingi de rugby
(presupusi a avea forma unui elipsoid de rotatie, cu semiaxele a, b si C)
care este fixa (in repaus):

2 2 2 2 2 2
%+%+§sl, sau, (X, %, ><3)=%+%+%—1§ 0; (1.6

iif) miscarea unei particule de masa m in interiorul unei mingi de fotbal
(presupusi a fi o sferd de razd R), in miscare rectilinie si uniformd, viteza

centrului sferei fiind V, = (é, b, C):

(x—at)2+(y—bt)2+(z—ct)2 <R,
sau

f(x, %, %; t)=f(F, t)=(x-at)" +(y-bt)" +(z-ct)’ = R*<0.(1.7)

2. Din punctul de vedere al celui de-al doilea criteriu, legiturile pot
contine in expresiile lor analitice timpul in mod explicit — si atunci ele se
numesc reonome sau nestationare, sau, dimpotriva, timpul nu apare in mod
explicit in aceste expresii — caz in care legiturile se numesc scleronome sau
Stationare.

De exemplu, legaturile exprimate de relatiile (1.1), (1.4) si (1.7) sunt
reonome (sau nestationare), iar legaturile exprimate prin relatiile (1.2),
(1.3), (1.5) si (1.6) sunt scleronome (sau stationare).
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3. In sfarsit, din punctul de vedere al celui de-al treilea criteriu, legiturile
pot fi geometrice sau finite — daca In expresiile lor analitice nu intervin
vitezele In mod explicit — §i, respectiv, cnematice sau diferentiale — daci
vitezele apar in mod explicit in expresiile lor analitice.

De exemplu, legaturile (1.2)+(1.7) sunt geometrice (sau finite), pe
cand (1.1) este o legaturd cinematica (sau diferentiald). Un alt exemplu de
legitura cinematica este cea care apare in cazul miscarii unui corp care este
fortat sa aiba tot timpul vectorul viteza instantanee tangent la curba pe
care se migca — de exemplu, o hiperbola de semiaxe a si b si cu distanta
focala ¢,

(x-0) % _
& b
In acest caz, legatura mai sus amintita se scrie astfel:
F 04 % %, %) =07 (% —9) % —a%% =0. (1.8)

Derivand total in raport cu timpul expresia (1.1) a celei mai
generale legaturi geometrice, obtinem

of . of

— X +—=

0% ot
ceea ce arata faptul cd orice legaturd geometrici poate fi scrisd ca o
legatura diferentiald liniara (liniara in componentele vitezei). Evident,
reciproca acestei afirmatii nu este adevarata.

Acele legituri diferentiale care pot fi puse sub forma geometricad
sau finitd se numesc zntegrabile. Legaturile geometrice impreuna cu cele
integrabile formeaza clasa legiturilor olonome. Legaturile neintegrabile
impreuna cu cele unilaterale formeaza clasa legaturilor neolonomse.

Nu exista metode generale de rezolvare a problemelor care implica
legituri neolonome. In aceste situatii, fiecare problema este studiata
separat prin metode si cu mijloace specifice, cat mai adecvate. Evident,
pot fi situatii in care problema si nu admita solutie analiticd si atunci doar
metodele numerice sunt cele care pot furniza informatii despre miscarea
sistemului respectiv.

De obicei, legiturile sunt investigate (caracterizate) din punctul de
vedere al tuturor celor trei criterii simultan. Astfel, legatura (1.3) este

>
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bilaterala, scleronoma si finitd, (1.7) este unilaterald, reonoma si
geometricd, iar (1.8) este bilaterald, scleronoma si diferentiala.

Intotdeauna existi o foarte strinsi legiturd intre numirul de
legituri si numarul gradelor de libertate ale unui anumit sistem mecanic.
Definitie: Se numeste numadrnl gradelor de libertate al unui corp, numarul de
parametri reali independenti care determina in mod univoc pozitia in
spatiu a acelui corp.

Aceasta definitie poate fi generalizatd in mod banal la un sistem de
corpuri (particule), numarul gradelor de libertate fiind o marime aditiva.

Daca respectivul corp este un punct material, atunci el poate avea
maxim trei grade de libertate, corespunzator celor trei posibilitati de
miscare de translatie dupa cele trei axe ale unui reper triortogonal. Daca
acel corp este un solid rigid, atunci el poate avea maxim sase grade de
libertate (trei ale miscarii de translatie si trei pentru miscarea de rotatie —
sunt posibile maxim trei moduri independente de rotatie in spatiul
euclidian tridimensional). Numarul maxim de grade de libertate il are doar
acel corp asupra ciruia actioneazd doar forte aplicate (nu existd nici o
forta de legitura, deci nu exista legaturi). In general, cu fiecare noud
legiturd geometrica bilaterala, numarul gradelor de libertate scade cu cate
o unitate. Numarul de legaturi nu poate depdsi numdrul gradelor de
libertate. Daca cele doua numere sunt egale, atunci starea® corpului (sau a
sistemului de corpuri) este complet determinatd doar de legituri,
indiferent cate forte aplicate actioneaza asupra corpului (sistemului de
corpuri).

I.1.2. Problema fundamentala a dinamicii punctului material supus
la legaturi

Enunt: Fiind date: masa punctului material, m, fortele aplicate
asupra punctului material (a ciror rezultanti este F) si conditii initiale

compatibile cu legiturile, T, =F(t,) si T, =T (t,), si se determine legea de

5 . e .
Care poate fi de repaus sau de migcare relativa fatd de un anumit reper.
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miscare a punctului material, =T (t) si fortele de legiturd (a ciror

rezultanti este L).

Rezolvare: Vom rezolva aceasti problema pentru cazul in care
punctul material este obligat sa se miste pe o curba fixa.
i) Curba este datd parametric: X =% (Q), i =1 2, 3, unde q=q(t) este un
parametru real care depinde de timp. In cel mai general caz, dependenta
functionala a lui F este F= If(f, F, t), astfel incat, dacd tinem cont de

_ . x=%(d) _
parametrizarea facutd, obtinem F(f, r, t) - F(q, d, t). Problema se

rezolva facand apel la principiul fundamental al dinamicii:
m=F+L, (1.9)
unde T si L sunt necunoscute. Proiectand ecuatia vectoriali (1.9) pe axele
de coordonate ale unui reper triortogonal Oxyz (considerat in spatiul
euclidian E;), in raport cu care studiem miscarea punctului material,

obtinem:

m =F+L, (i=13). (1.10)
Acesta este un sistem de trei ecuatii diferentiale ordinare de ordinul
doi, pentru patru necunoscute: L,, L, L, si @, deoarece, in virtutea
parametrizarii, F =F (q, d, t). Pentru a-1 putea rezolva in mod univoc
mai avem nevoie de incd o ecuatie. Aceasta se determina in felul urmator
(vezi Fig. 1.5): descompunem forta de legiturdi L in doui componente

vectoriale reciproc  perpendiculare, L si L, L=L+L, unde

componenta L, este tangentd la curbd in punctul curent, iar componenta

L, se afli intr-un plan perpendicular la curbd in acelasi punct. Aceastd

componenta (Ln) se numeste de obicei reactiune normald, iar cealalta (L[)
se numeste forfd de frecare. Daca L, =0, atunci corpul se misca fira frecare
(evident, acesta este un caz ideal), iar curba (17) se numeste perfect netedi

sau ideald. In cazul in care L, =0, forta de legiturd L este tangenti la o

curba numita perfect rugoasd.
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Fig. 1.5

In continuare vom presupune
curba (F ) ideala (L[ :O), si, deoare-
ce in orice punct al curbei care

reprezinta traiectoria corpului de masa
m (si care, in acest caz, coincide cu

legitura) viteza V=T a corpului este
tangent la traiectorie (la curba (77)),
putem scrie
L-v=xL,+yL,+2,=0.
(1.11)
Acum problema este rezolvabila (cel putin in principiu, dificultati

majore putand sa apara in continuare datoritd expresiei fortei aplicate F)
in mod univoc, intrucat suntem in posesia unui sistem de patru ecuatii

:EZEH“ (i=13), (1.12)

cu tot atatea necunoscute, g si L, (i :LS). Rezolvarea acestui sistem de

patru ecuatii diferentiale furnizeaza solutia problemei: q=q(t), care
b b >

exprima legea de miscare a corpului pe curba (F ) si componentele
L, (i zﬁ) ale fortei de legatura.

In vederea formuldrii metodei ecuatiilor Lagrange de speta I de
rezolvare a problemelor de mecanici vom aborda in continuare aceeasi
problema, dar in situatia in care
ii) Curba este data sub formad implicitd (ca intersectie a doua suprafete
spatiale),

{fl(x, y, 2)=0,
f,(x, y, 2=0.

Solutia problemeti in acest caz se poate obtine in douda moduri:
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a) rezolvand un sistem de sase ecuatii cu tot atitea necunoscute,
sau

b) rezolvand un sistem de cinci ecuatii cu tot atitea necunoscute,
ceea ce, evident, este mai simplu.

a) In primul caz sistemul este urmatorul:

=L,
XL, =0, o

f.(x, y, 2 =0, (I —l3), (1.13)
f,(x, y, 2)=0.

iar cele sase necunoscute sunt X, Y, z, L, Ly st L,.

b) In cea de-a doua situatie, pentru a determina sistemul de cinci
ecuatii, vom descompune (oarecum la fel ca in cazul in care curba era datad

parametric) forta de legatura L tot dupi doua directii, dar care, de aceasta
data, nu mai coincid cu directiile tangenta si normala la traiectorie, ci cu
directiile gradientilor celor doua functi, Vf, si Vf,, adicd directiile
normale la suprafetele spatiale a ciror intersectie da curba (F ) Astfel,

presupunand si acum curba ideald (legitura nu comporta frecare), putem
scrie (vezi Fig. 1.6):
L=0+L,=u Vi +v Vi,

unde x si v sunt doi scalari (care nu pot fi simultan nuli) — coeficienti de
proportionalitate intre componentele L, si L, ale fortei de legiturd si
vectorii gradient ai celor doud functii, Vf, si respectiv V1, .

Pe componente, ecuatia vectoriald diferentiald a miscirii se va scrie
astfel:

iy of, of, [ —
MK = F + a—):w a_>:’ (i=13), (1.14)

iar sistemul de cinci ecuatii cu cinci necunoscute (X, Y, z, u# si v) va fi
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Fig. L.6

M =F b Oty 02,

OX% OX,
f.(x, y, 2)=0, (i =L_3). (1.15)
f,(x, y, 2)=0.

In acest fel sunt determinate si legea de miscare a corpului, I =T (t)

si forta de legatura, L= u Vi, +v Vi,.

Obsetrvatie: In rezolvarea problemei fundamentale a dinamicii punctului
material supus la legaturi am considerat — atat in situatia in care curba care
exprima legatura era datd parametric, cat si in cazul in care aceasta era datd
sub forma implicita — ca legatura este ideala (cu alte cuvinte, forta de
frecare este nuld). Evident, aceasta este o restrictie foarte drastica, in
realitate totdeauna existand frecari. La prima vedere, ar aparea cd aceasta
metoda de rezolvare nu poate fi utilizatd in cazul unei probleme reale.
Totusi, situatia nu este chiar atat de ,,sumbra”, deoarece, daci fortele de
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frecare sunt cunoscute®, fie acestea F, (E L, ) , atunci formalismul
prezentat mai sus este In continuare valabil, singura modificare aparand in
ceea ce priveste fortele aplicate,
EF=F+F,.
Deci, atunci cand fortele de frecare (componentele tangentiale ale

fortelor de legatura, L) sunt diferite de zero dar cunoscute, ele pot fi

considerate ca si forte aplicate, iar problema se rezolva la fel ca mai sus.

I.1.3. Clasificarea legiturilor pentru sistemele de puncte materiale

Fie un sistem de N =2 puncte materiale. Daca In orice moment de
timp t al miscdrii vectorii de pozitie ai celor N puncte materiale,

F (1), (i =1LN) si vitezele lor, (1), (i =1L N) pot lua valori arbitrare,
atunci spunem ca sistemul este liber (nu este afectat de legaturi sau
constrangeri). In caz contrar sistemul de puncte materiale se numeste
supus la legituri.

Cea mai generala expresie (lasand la o parte faptul ca aceasta poate
fi exprimatd printr-o egalitate sau printr-o inegalitate) a unei legaturi
pentru un sistem de N puncte materiale se scrie astfel:

f(rl, (SR (T /R (R rN;t):O (1.106)
si reprezintd, la fel ca in cazul unui singur punct material o conditie de
ordin geometric (prin intermediul vectorilor de pozitie, T, (i =1 N) ai
celor N puncte materiale) si/sau cinematic (prin intermediul vectotilor
viteza, T, (i =1 N) ai celor N puncte materiale) care limiteaza
posibilititile de miscare ale punctelor materiale din sistem.

Clasificarea legaturilor pentru un sistem de puncte materiale se face

exact la fel ca in cazul unui singur punct material, dupa aceleasi trei criterii.
De exemplu, relatiile

® Pentru detalii vezi nota de subsol de la rezolvarea problemei pendulului gravitational prin
intermediul formalismului ecuatiilor Lagrange de speta 1.
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f (R By B By B t)=0, (=10, 1<3N) (117)

J

reprezintd | legaturi bilaterale, reonome si diferentiale, iar
£ (G B o T ) =0, (j=11, 1<3N) (1.18)

exprimd tot | legituri bilaterale, reonome si finite (geometrice). Atat
(1.17), cat si (1.18) sunt totodatd legaturi olonome. Numarul de legituri
care limiteaza posibilitatile de miscare ale unui sistem de N puncte
materiale nu poate fi mai mare de 3N. Si aici, ca §i in cazul unui singur
punct material, daci | =3N, atunci starea sistemului (repaus sau miscate
relativa) este complet determinata de legituri, indiferent de numarul si

modul de actiune a fortelor aplicate, Ifi, (i :l,_N ) Cu alte cuvinte, in

situatia in care | =3N, starea sistemului este determinati complet (de
legaturi) fird a mai fi necesari rezolvarea ecuatiilor diferentiale ale
miscarii.

De asemenea, la fel ca in cazul unui singur punct material, orice
legatura geometrica sau finitd poate fi pusa sub forma cinematica sau
diferentiala prin derivare totala in raport cu timpul. De exemplu, realizand
acest lucru pentru legaturile (1.18), avem

N

. of _
> (orad fj)-ﬁ+a—t‘:0, (lel),

i=1

care este o legiturd cinematica liniara in viteze, de tipul
N . . .
Si(F 7 ) i(F 7 Foot) = -
DG (R, By Bys t)-E 405 (R By oo T3 1) =0, (j _LI).
i=1

In schimb, nu toate legiturile cinematice pot fi integrate pentru a
putea fi aduse la o forma finita (geometrica). Legaturile diferentiale care
pot fi puse sub forma finiti se numesc ntegrabile. In caz contrar ele se
numesc neintegrabile sau de tip Pfaff (sau inca, pfaffiene). Toate celelalte
denumiri si notiuni (cum ar fi legiturile olonome, numirul gradelor de
libertate etc.) se definesc la fel ca in cazul unui singur punct material.
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I.1.4. Ecuatiile Lagrange de speta I

Ecuatia fundamentald a dinamicii pentru punctul material cu
numarul de ordine i, a carui masa este M, se scrie astfel

mi =F+L, (i=13), (1.19)

reprezinta rezultanta fortelor aplicate acestui punct material, iar

unde F

L, este rezultanta fortelor de legitura pentru acelasi punct material.

Dupa cum am vizut, in cazul unui singur punct material, daca
acesta este supus unei singure legituri ideale exprimabile sub forma
f(x,y,2=0, (1.20)
(corpul este obligat si se miste pe o suprafatd perfect neteda a carei
ecuatie sub forma implicita este (1.20)), forta de legitura este

L=L =uVf,
iar daca punctul material este supus la doua constrangeri ideale de tipul
f,(x,y, 2 =0,
(%Y, 2) (1.21)
f,(x, Yy, 2)=0,

(corpul este fortat sd se deplaseze fard frecare pe curba aflata la intersectia
suprafetelor spatiale date de relatiile (1.21)), atunci forta de legaturd se
scrie

L= Vi, +v Vi,.

Generalizand aceste rezultate pentru un numdr de | <3N legituri
ideale care afecteaza miscarea unui sistem de N puncte materiale, putem
scrie cd forta de legaturd care actioneazd asupra punctului material cu
numarul de ordine i este

L =2yj (grad, f;). (1.22)

Introducand relatiile (1.22) in ecuatiile (1.19) obtinem N ecuatii
vectoriale diferentiale de ordinul doi

n]ﬁ=|3i+Z|:,¢zJ.(gradi f;), (i:L—N), (1.23)

care, completate cu ecuatiile (1.18) ale legaturilor olonome (considerate
ideale), formeazd un sistem de 3N+ ecuatii scalare
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=i Y (i=1N, j=11) (1.24)

cu tot atitea necunoscute: X, V., Z, (i =l_N) ST (j =]j)

Ecuatiile (1.23) se numesc ecuatiile agrange de speta I si stau la baza
formalismului de rezolvare a unei probleme de mecanicd cu ajutorul
sistemului de ecuatii (1.24), apeland la algoritmul prezentat in capitolul
dedicat studiului pendulului gravitational (vezi subcapitolul I1I-2, pag. #).

I.2. Notiunea de deplasare elementara
I.2.1. Deplasiri elementare reale, posibile si virtuale

Aceasta este o altd notiune fundamentala — cel putin la fel de
importantd ca si cea de legaturd — necesari intelegerii formalismelor
,,superioare” ale mecanicii analitice (cel al ecuatiilor Lagrange de speta a
II-a, cel al ecuatiilor canonice ale lui Hamilton etc.).

De altfel, necesitatea introducerii si studierii notiunii pe care am
prezentat-o pana aici — cea de legiturd — ne apare acum ca evidenta,
intrucat pe baza ei am elaborat formalismul ecuatiilor Lagrange de speta I.
In mod analog, notiunea de deplasare elementara ne va ajuta sa stabilim
un formalism si mai general (si astfel, mai ,,puternic”) de rezolvare a unei
probleme de mecanica (si, dupa cum vom vedea, nu numai), anume,
formalismul ecuatiilor Lagrange de speta a II-a.

Elementul esential il reprezinta si aici tot fortele de legatura.
Introducand notiunea de legatura — care, dupa cum am vazut, din punct
de vedere matematic se poate reprezenta sub forma unei expresii analitice,
care depinde de vectorii de pozitie ai punctelor materiale, de vitezele
acestora si eventual de timp — am reusit sd evitam (in cadrul formalismului
ecuatiilor Lagrange de speta I) necesitatea de a cunoaste explicit fortele de

legitura, E, , incd de la inceput. Totusi, pentru a putea rezolva o problema

in cadrul acestui formalism este necesar sa cunoastem expresiile analitice
ale legaturilor.
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In cele ce urmeazi, vom vedea cum, introducand notiunea de
deplasare elementara, vom reusi sd eliminim chiar §i necesitatea de a
cunoaste expresiile analitice ale legaturilor (care, de cele mai multe ori sunt
mult mai usor de determinat, in comparatie cu fortele de legituri). In
acest fel ,,puterea” de rezolvare a problemelor in cadrul formalismelor
bazate pe aceasti notiune creste simtitor, putand obtine o solutie
completa chiar si in acele cazuri in care este dificil sa identificam expresiile
analitice ale legaturilor. In mod sintetic si schematic, am putea prezenta
situatia in felul urmator:

Formalismul clasic (newtonian)
Obligativitatea cunoasterii tuturor fortelor

inca de la inceput (mécar ca directie $i sens)

\
Formalismul ecuatiilor Lagrange de speta I
Nu necesita cunoasterea fortelor de legatura
Obligativitatea cunoasterii expresiilor analitice ale legaturilor
\J
Formalismul ecuatiilor Lagrange de speta a 11-a
Nu necesita cunoasterea fortelor de legatura
Nu necesitd nici cunoasterea expresiilor analitice ale legaturilor
Obligativitatea cunoasterii doar a numarului de legaturi

Evident, gradul de generalitate al formalismelor (si implicit
,puterea” lor de rezolvare a unei probleme) creste de sus in jos, in sensul
indicat de sagetile verticale.

De fapt, introducerea notiunii de deplasare elementard are o
origine foarte pragmaticd. Dupad cum este simplu de inteles, a rezolva o
problema de statica este mult mai usor decat a rezolva una de cinematicd
si, cu atat mai mult, una de dinamica. Daca rezolvarea unei probleme de
staticd presupune, de cele mai multe ori — din punct de vedere matematic
— rezolvarea unei probleme de algebrd’, cu totul alta este situatia atunci

Cel putin in ceea ce priveste determinarea pozitiei si/sau conditiei de echilibru a unui sistem de
puncte materiale.
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cand avem de rezolvat o problema de dinamicd; in acest caz, trebuie sa
rezolvim o problema de ecuatiile fizicii matematice (de reguld, este
necesar sa determindm solutia unui sistem de ecuatii diferentiale de
ordinul doi). $i atunci, ideea este de a face cumva, astfel incat sa
»transformam” o problema de dinamica intr-una de statica. Astfel,
necesitatea de a determina Jegile de miscare ale punctelor materiale din sistem
(ca solutii ale unui sistem de ecuatii diferentiale de ordinul doi, scris
pentru problema de dinamicd respectiva) ar putea fi inlocuitd cu
necesitatea de a studia echilibru/ unui sistem de puncte materiale (ca
,,sarcind” specifica (,,task”) a problemei de statica corespunzatoare acelei
probleme de dinamica). Ori, pentru a realiza acest lucru (pentru a studia
echilibrul unui sistem de puncte materiale) trebuie sa deplasam cu cantitati
elementare (de aici si numele notiunii pe care o analizdm, anume, aceea de
,»deplasare elementard”) punctele materiale ale sistemului din pozitiile lor
initiale (de echilibru) si sa studiem cum ,,se comportd” punctele materiale
aflate sub actiunea tuturor fortelor la care sunt supuse, la acest
ntratament” (cu alte cuvinte, sa studiem ce efect au aceste deplasari
elementare asupra staticii sistemului de puncte materiale).

Cum se poate realiza concret acest aparent ,,miracol”’; anume, de a
»transforma” o problema de dinamicd intr-una de statica, vom vedea
atunci cand vom discuta despre principiul lui D’Alembert. Partea a doua a
,»task”-ului, adicd studiul echilibrului sistemului de puncte materiale (ca
esentd a problemei de statica ce corespunde problemei de dinamica
initiale), se poate face, dupa cum vom vedea, cu ajutorul principiului
lucrului mecanic virtual®. Dar, pentru a enunta acest principiu, trebuie sa
introducem mai intai notiunea de lucru mecanic virtual, iar pentru a defini
aceastd notiune, este necesar sa clarificim ce se intelege prin deplasare
elementard virtnald.

Asadar, in cele ce urmeaza vom cauta sa introducem cat mai pe
intelesul tuturor notiunile de:

1) deplasare elementara reald,

1) deplasare elementara posibild si cea de

8 De fapt, principiul lucrului mecanic virtual permite doar determinarea pozitiei si/sau conditiei
de echilibru a unui sistem de puncte materiale. Studiul stabilitatii acestui echilibru constituie o
altd problema.



30 Capitolul 1

iif) deplasare elementara virtunala,
toate acestea fiind foarte strans legate intre ele, intr-un mod care, de cele
mai multe ori este dificil de inteles. Autorii nu au pretentia de a prezenta
problema in mod exhaustiv (sub toate aspectele ei mai mult sau mai putin
particulare), insd, considera cd, prin modul in care va fi prezentat acest
subiect, vor contribui la intelegerea lui intr-o maniera usoara, logica si
integratoare”.

Fie un sistem de N2>2 puncte materiale supus unui numdr de
| <3N legituri olonome. In ceea ce priveste intelegerea notiunii de
deplasare elementard reald, lucrurile sunt foarte simple. Dificultatea constd
insd, in a intelege cat mai bine celelalte doua notiuni, aceastd intelegere
neputandu-se obtine decat daca facem inca de la bun inceput distinctia
necesara intre problema analizatd in cazul unui sistem supus unor legaturi
scleronome — pe de o parte — si in cazul unui sistem supus unor legaturi
reonome — pe de alta parte. De altfel, ,,factorul timp” este cel care joaca
aici rolul esential. Din pacate, tocmai acest fapt nu apare cu suficientd
claritate in unele lucriri care abordeaza acest subiect.

In intervalul de timp elementar (infinitezimal) dt, fiind sub

—

actiunea fortelor aplicate, F, si satisfacand ecuatiile legaturilor (oricare ar
fi acestea), precum si conditiile initiale compatibile cu legaturile, punctul
material cu numarul de ordine i se va deplasa cu cantitatea elementara
dr . Aceasta deplasare are loc efectiv, este unicd, si, de aceea, este numitd reald.

Aceasta este ceea ce trebuie sa se inteleaga printr-o deplasare elementard reald.

In ceea ce priveste celelalte doua tipuri de deplasiri elementare,
cele posibile si cele virtuale, pentru a intelege corect cum stau lucrurile,
vom considera cd sistemul de puncte materiale este supus unor legituri
olonome reonome, fie acestea

f (5, B o B 1) =0, (j=11). (1.25)

® Autorii doresc si aduci pe aceasti cale sincere multumiri d-lui Voltaire Teodorescu, cu care au
avut discutii extrem de fructuoase i caruia ii datoreaza intelegerea la care au ajuns. De asemenea,
autorii isi exprima intreaga consideratie si gratitudine fatd de d-1 prof. dr. Ioan Merches, autorul
lucririi ,,Applied Analytical Mechanics” [34], care a constituit un material de studiu valoros si
totodatd un punct de inspiratie in elaborarea acestei lucrari.
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In evolutia spatio-temporald a sistemului, punctele materiale se

deplaseaza pe traiectoriile lor reale, T =T(t), (i =ZL_N ) Pentru a usura

analiza ne vom referi in continuare la un singur punct material din sistem,
fie acesta cel cu numadrul de ordine i. Fixandu-ne atentia asupra acestui
punct material la un moment oarecare de timp!?, t, <t<t, (unde t, si t,

sunt momentele de timp intre care urmarim evolutia sistemului de puncte
materiale), si urmdrind miscarea In continuare pe parcursul intervalului
clementar (infinitezimal) de timp, dt, acesta (punctul material) are — in
principiu — posibilitatea sa se deplaseze cu cantititile elementare, pe care le
vom nota tot cu df, de-a lungul unei infinititi de traiectorii,

corespunzatoare infinitatii de valori ale vectorului viteza, [ (toate

compatibile cu legaturile), pe care — tot in principiu — punctul material le
poate lua in acel moment de timp arbitrar ales, t. Aceste deplasiri, dr]

(infinite ca numar), sunt numite deplasari elementare posibile. Spunem ,,in
principiu”, deoarece, in realitate punctul material se va deplasa cu o
singurd viteza (cea reald) pe o singura traiectorie (cea reald), cu cantitatea
elementard dri (deplasarea elementara reald). Cu alte cuvinte, multimea

deplasirilor elementare reale (dacd ne referim acum la toate punctele
materiale din sistem, cdrora le urmarim miscarea intre momentele de timp
t si t+dt) este inclusi in multimea deplasirilor elementare posibile,
deplasarile reale fiind acelea care, dupd cum am precizat mai sus, satisfac
Simultan:

1) ecuatiile diferentiale ale miscarii;

ii) ecuatiile legiturilor si

iii) conditiile initiale compatibile cu legaturile.

Sa considerim acum legatura fixata (cu alte cuvinte, o transformam
brusc/instantaneu dintr-o legiturd reonomd, Intr-una scleronomd), sau,
altfel spus, sa ,,inghetim” legitura la momentul de timp t+dt. Deplasarile
elementare pe care ,le poate realiza”!! in aceste conditii punctul material,

1011 acest fel, practic noi fixam pozitia punctului material, la cea pe care o are la momentul de
timp arbitrar ales, t.

1 Am pus intre ghilimele ,,le poate realiza”, deoarece, timpul fiind ,,inghetat” aceste deplasari nu
se fac in timp, ci sunt instantanee. Altfel spus, aceste deplasiri au un caracter pur geometric, si
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fird a viola legatura, sunt si ele tot infinite ca numar (si, daca luim In
consideratie caracterul lor vectorial, atunci acestea sunt infinite si ca
directie si sens) si se numesc deplasdri elementare virtuale.

Pentru a putea intelege mai usor aceste elemente, vom da in
continuare trei exemple concrete, doud dintre acestea fiind ilustrate grafic.

Primul dintre ele se referd la miscarea unui punct material obligat
sa rimana pe un plan inclinat (legatura in acest caz este reprezentati de
suprafata planului inclinat). Pentru a face legatura reonoma, vom
presupune ca planul inclinat are o migcare de translatie cu viteza constanta

V. an» ca in Fig. 1.7.

plan >

In Fig. 1.7 sunt ilustrate doud pozitii succesive ale planului inclinat
(legiturii) separate in timp de intervalul infinitezimal dt si in spatiu de
distanta infinitezimala dr,,,. Astfel, la momentul de timp t, muchia AB a
planului inclinat se afld in punctul Q(t), iar dt secunde mai tarziu, in
punctul Q'(t+dt). Pozitia fixatd la momentul de timp arbitrar ales, t, a
punctului material P este precizatdi pe figura prin punctul P(t), iar
P'(t+dt) reprezinta pozitia reald a punctului material la momentul de
timp t+dt. Conform definitiei, vectorii elementari (infinitezimali) avand
ca punct de aplicatie punctul P(t) si varfurile in punctele P', B, P,, P,, P,
(s.a.m.d.; practic, existd o infinitate de puncte de acest gen — in fapt, toate
punctele din planul inclinat), adica vectorii df, dr, df,, dr; si respectiv dr,
reprezintd deplasari elementare posibile ale punctului material P. Dintre

acestea, doar una singurd este cea reald, anume df = PP'. Si observim ci
toate deplasarile elementare posibile satisfac legatura. in schimb, acestea
nu ,,satisfac” nici ecuatiile de migcare si nici conditiile initiale compatibile
cu legiturile. Acea deplasare elementara posibila care satisface aceste
ultime doua cerinte este unica, are loc in mod efectiv si este numita reald.
Sa ,,inghetdim” acum totul la momentul de timp t'=t+dt (este ca
si cum am realiza o fotografie, adicd ,,am lua un instantaneu” la momentul
de timp t"). Aceasta inseamna ca ,,am surprins” planul inclinat in pozitia
in care el se afla in momentul ,,inghetarii”, adicd aceea in care muchia AB

nu reprezintd deplasari care si rezulte ca urmare a modificdrii In timp a pozitiei spatiale a
punctului material.
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a planului inclinat se afld in punctul Q'(t") =Q'(t +dt). Acum, daca ,,iesim
din timp” putem vedea punctul material ,miscandu-se”!? doar pe
suprafata planului inclinat. Este ca §i cum legitura reonoma (planul
inclinat aflat in migcare cu viteza V,, ) s-ar transforma intr-o legiturd

scleronomai (planul este considerat fix la momentul t'=t+dt).

traiectoria reala traiectoria reali

A

7 i
Al g = Vogandt

Q) Q'(t+dt)
Fig. 1.7

Deplasarile elementare pe care ,le poate realiza” in aceasta situatie
punctul material P, astfel incat legitura sa fie respectata se numesc
deplasdri  elementare virtuale. Evident, acestea sunt deplasari elementare
nefectuate” doar pe suprafata planului inclinat (cu alte cuvinte, sunt
tangente la legituri). In plus, aceste deplasiri sunt, asa cum precizam si
mai Inainte, pur geometrice, ele nerealizandu-se in timp (se fac dupi ce
»am iesit din timp”). Exemple de astfel de deplasiri elementare sunt
reprezentate in Fig. 1.8.

Pentru a le deosebi de cele posibile, deplasirile elementare virtuale
sunt notate cu litera greceasca delta mic, &. In Fig. 1.8 sunt date doua
categorii de exemple de deplasari elementare virtuale (care, In esentd, sunt
identice):

- cu un singur indice, cum sunt o1, si OT,;

- cu doi indici, cum ar fi 81, , sau Ofy,.

12 Este valabili acceasi observatie pe care am ficut-o in nota de subsol precedenta.
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Aceasta diferenta de notatie apare datorita faptului cd am preferat
ca deplasarii elementare reale, di, si nu-i atasdm nici un indice (atunci
cand am dat exemple de deplasari elementare din fiecare categorie: reale,
posibile si virtuale), deoarece aceasta este unica.

traiectoria reali ==
o1y,
A
Oty
N dr, dr ﬁz &
drg., = ﬁﬂmdt
Q) Q'(t+dt)

Fig. 1.8

Sa aratam in continuare ca, intotdeauna, o deplasare elementara
virtuald poate fi scrisa ca diferenta a doud deplasari elementare posibile.
Pentru a realiza acest lucru, sa consideram un sistem de puncte materiale
supus la | legituri olonome reonome, de tipul (1.25):

f (5, B o R t)=0, (j=11).
Diferentiind aceste relatii, obtinem conditiile pe care trebuie sa le satisfaca

deplasirile elementare posibile, df, (i = ].,_N) :

N of, -
2 (grad; f,)-df +—Ldt =0, (i=11), (1.26)

unde am tinut cont ca T, =T (t), (i =1N ) Considerand dt=0t=0 (care

exprima conditia pentru a obtine deplasirile elementare virtuale —
reamintim cd acestea sunt instantanee), din (1.26) rezultd relatiile
satisticute de aceste deplasari:

ZN:(gradi f,)-0r =0, (j=1I). (1.27)

i=1
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Deoarece grad, f; sunt vectori perpendiculari pe suprafetele legiturilor

£ (G G oo T ) =0, (=11}, din relagiile (1.27) rezulti ci deplasarile
elementare virtuale sunt totdeauna zangente la legaturi. Nu acelasi lucru se
poate insa spune despre deplasdrile elementare posibile (si, evident, si

despre cele reale). Intr-adevidr, daca legaturile sunt scleronome (de
exemplu, fj (fl, Iy .oy Ty ) =0, (j =]j )), atunci relatiile (1.26) satisficute

de deplasirile elementare posibile devin

> (grad 1,)-07=0, (j=11), (1.28)

i=1
ceea ce aratd cd, In aceasta situatie si deplasarile elementare posibile sunt
tangente la legaturi. In schimb, dacd legaturile sunt reonome, atunci

aceastd proprietate nu mai ramane valabila, caci, din relatiile (1.26) rezulta
N

of. _
e _
;(gradi f;)-dr =0 (i=11).
Sa scriem acum relatiile (1.26) pentru doud seturi distincte de
deplasiri elementare posibile, df; " si df} ",
N

of. —
> (grad f;)-di+—rdt=0, (i=11)

i=1
st

N . of. R

;(gradi f,)-dr +—Lat=0 (i=11)
si sa le scadem. Obtinem

N

> (grad, f,)-(dr-di*)=0, (j=1I),

i=1
care, daci introducem notatia

of = di—dr", (i=1N), (1.29)

se scrie
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adica exact relatiile (1.27) satisficute de deplasarile elementare virtuale.
Deci, intotdeauna, deplasirile elementare virtuale pot fi scrise ca diferenta
a doud deplasari elementare posibile.

In acest fel apare si mai evidenti notatia pe care am utilizat-o in
Fig. 1.8, in care, deplasirilor virtuale le-am atasat uneori un singur indice,
iar alteori doi indici. De exemplu, deplasarea elementara virtuala or, se

obtine ca diferenta dintre deplasarile elementare posibile dr, si dr, (vezi
Fig. 1.8),
or, =dr, —dr.
La fel, deplasarea elementard virtuald oT,, se obtine ca diferenta dintre
deplasirile elementare posibile df, si dr, (vezi Fig. 1.8),
or,, =dr, —dr.
In general, pentru astfel de deplasiri elementare virtuale (care sa

rezulte prin diferenta a doua deplasiri elementare posibile, nici una dintre
ele nefiind deplasarea elementari reald, notatd simplu cu di), putem scrie

OF =di,—dr, (¥m n=LN).
In cazul in care una din cele doud deplasiri elementare posibile este chiar
cea reald, avem
o =+drzdr, (i=LN).
De exemplu (vezi Fig. L1.8), pentru deplasarea elementara virtuald oOf;

avem

ST, = —dF +df,,

[y

iar pentru Of,,
or, =dr —dr,.

Al doilea exemplu se refera la un balon de forma sfericd, cu centrul
fix, aflat in proces de umflare. Acesta este un exemplu de legiturd
reonoma foarte usor de inteles si este ilustrat grafic in Fig. 1.9. Pentru a nu
complica figura si a putea urmari mai usor explicatiile vom reprezenta si
aici (ca si In cazul exemplului cu planul inclinat) doar doud pozitii
succesive ale suprafetei balonului, de raze R si R+dR. Evident, raza
balonului variaza continuu, la momentul — arbitrar considerat — t, raza
avand valoarea R, iar la un moment ulterior, departat infinitezimal de t
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cu cantitatea dt, raza are valoarea R+dR (vezi Fig. 1.9). Si presupunem
cd pe suprafata balonului se miscd o furnica, consideratd punct material.
Daca balonul are la momentul initial t; =0 raza nula, centrul in punctul de

coordonate P(O, 0, 0) si viteza de crestere a razei balonului este
constantd, fie aceasta Vg, atunci expresia analitica a legaturii este

f(xy % t)=x*+y*+2°-Vit? =0.

X i R +dR

Fig. 1.9

La momentul de timp t, furnica se afla in punctul P(t) pe sfera de
razd R=R(t) =Vgt. La momentul ulterior, t'=t+dt ea se poate afla — in
principiu — in oricare din punctele B, B,, B, P, P, etc!3. situate pe sfera
de raza R'=R(t)=Vvit'=R+dR. Atunci, vectorii dfj, dr,, dr,, di si
respectiv df,, corespunzitori punctelor amintite, vor reprezenta (conform

definitiei) deplasdri elementare posibile. Evident, dintre toate deplasirile
posibile (infinite ca numadr, directie si sens) una singura are loc in mod
efectiv. Aceasta este, deci, unicd si este numita deplasare elementard reald,

13 Existi o infinitate de astfel de puncte.
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fiind aceea care satisface (pe langa ecuatia legaturii, care este satisficuta de
toate deplasarile elementare posibile) si ecuatiile diferentiale ale miscarii, si
conditiile initiale. Pentru a o deosebi de celelalte deplasiri elementare
posibile, am notat-o simplu, cu dr si este cea care corespunde punctului
P(t+dt) (reprezentatd cu o linie mai groasda in Fig. 1.9). ,,inghe‘génd”
acum (la momentul de timp t+dt, cand furnica se afli pe sfera de razi
R") balonul (legitura) — altfel spus, oprind brusc umflarea balonului (ceea
ce este echivalent cu a ,scleronomiza” instantaneu legitura), furnica are
posibilitatea de a se misca doar pe suprafata sferei de raza R+dR.
Deplasarile elementare ,efectuate” de furnica in aceastd situatie sunt
realizate (toate) pe suprafata sferei de razd R', nu au loc in timp (cdci
timpul a fost ,inghetat”), deci sunt deplasiri imaginare (virtuale), pur
geometrice, neavand nimic de-a face cu miscarea reald a furnicii (care se
face in timp) si se numesc deplasiri elementare virmale. In Fig, 1.9 am
reprezentat doar doua astfel de deplasiri, din infinitatea lor, anume, OT,, si

oT,. Dupa cum se poate observa cu usurinta din figura, aceste deplasari

pot fi scrise (acest lucru fiind valabil pentru orice deplasare elementara
virtuald) ca diferenta a doua deplasiri elementare posibile!+:

Oy = iy —dr,
s1, respectiv,
or, =dr —dr,.

In fine, ultimul exemplu pe care dotim si-1 prezentim (de aceastd
data fara reprezentare grafica) pentru a intelege mai bine doar natura
deplasirilor elementare virtuale este acela al ,rularii” unui film intr-un
cinematograf. Chiar daca acest exemplu este mai dificil de reprezentat
grafic si necesita astfel o putere mai mare de vizualizare mentald, totusi, el
este foarte sugestiv. Filmul (imaginea, sau actiunea) care apare ci se
deruleaza continuu pe ecranul cinematografului reprezinta de fapt o
succesiune de cadre (care nu sunt altceva decat niste sui-generis fotografii
— cu alte cuvinte, imagini luate instantaneu), care sunt proiectate pe acel
ecran cu o frecventa de aparitie (data de viteza de rulare a filmului de pe

14 % . . . . .
In ceea ce priveste notarea acestor deplasiri elementare virtuale, este valabild aceeasi
observatie, pe care am ficut-o In primul exemplu, cel cu planul inclinat.
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bobina sursa pe cea colectoare) mai mare sau cel putin egald cu frecventa
caracteristicd de sesizare distincta (de cdtre ochiul uman sanatos si normal)
a imaginilor care se succed rapid. Frecventa de succesiune a unor imagini
ce mai pot fi Inca sesizate ca fiind distincte de catre aparatul vizual al unui
om ,,normal” si sanatos are o valoare situatd in jurul a 16-20 de cadre pe
secunda’>. Sa presupunem ca in timpul unei proiectii cinematografice, la
un anumit moment de timp, operatorul de imagine realizeaza un stop-
cadru (rola tractoare/colectoare a filmului este opritd). Atunci, pe ecran va
apdrea o imagine statica (de fapt, un cadru din succesiunea foarte mare de
cadre — ,fotografii” — care sunt separate intre ele de intervale foarte
inguste care nu contin nici o imagine; este ceva foarte asemanator cu un
film foto obisnuit, numai ca ,fotografile vecine” sunt foarte
asemanatoare, in sensul ca difera foarte putin una de alta ca §i continut,
fiind totusi distincte). In acest moment (cind pe ecran apare proiectat un
singur cadru §i imaginea este statici — este ceea ce in exemplele anterioare
am numit ,inghetarea” legaturii) putem aduce tot felul de ,retusuri” la
imaginea proiectatd. De exemplu, putem desena fire de iarba pe sol, fire
de par in mustata unui personaj etc. Toate aceste mici (infinitezimale)
modificiri (care, toate pot fi reduse la linii) sunt acele deplasdri elementare
virtuale. intr—adevér, acestea nu au nimic de-a face cu imaginea reald (daca
filmul nu s-ar fi oprit, pe ecran nu ar fi aparut aceste modificari facute de
noi, ci imaginea reald), ele sunt tangente la legiturd (completarile noastre
sunt desenate pe suprafata ,,fotografiei-cadru”), sunt pur geometrice si nu
se fac in timp (timpul, pentru personajele si actiunea din film ,,s-a oprit”),
adica sunt instantanee (ot =0).

% Daci frecventa de succesiune a unor imagini depédseste aceastd valoare, atunci ochiul uman nu
mai poate sesiza ci este vorba de imagini separate, ci le percepe ca fiind ,,un film continuu” —
imaginile dau senzatia de continuitate. Dimpotrivd, dacd frecventa cu care se succed acele
imagini (cadre) este mai micd decdt aceastd valoare, atunci acele imagini (,,fotografii”) vor fi
sesizate ca fiind distincte. De exemplu, daca ochiul uman ar avea aceasta frecventd caracteristica
mai mare de 50 de cadre pe secunda (sau, altfel spus, de 50 Hz, care este frecventa curentului
electric alternativ de la reteaua de 220 V, de alimentare cu energie electricd a locuintelor) atunci
el nu ar mai percepe lumina emisi de un bec cu incandescenti ca fiind continud, ci ar percepe-o
ca si cum becul ,,ar palpai”. Acest efect apare evident atunci, cand, intr-o emisiune de televiziune
este prezentat monitorul unui calculator; oricine isi aminteste cd pe ecranul filmat al monitorului
imaginea apare ca si cum ,,s-ar da peste cap” (ca si cum monitorul ar fi ,,defect”).
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O relatie de incluziune intre multimea deplasirilor elementare
virtuale si cea a deplasirilor elementare posibile, apare numai in cazul
legaturilor scleronome. Daca legatura este reonomad, cele doua multimi nu
au nici un element in comun, iar daca legitura este scleronoma, atunci
orice deplasare elementard posibild este totodata o deplasare elementara
virtuald. Cu alte cuvinte, in cazul legiturilor scleronome, multimea
deplasarilor elementare posibile este inclusa in multimea deplasarilor
elementare virtuale. Daca facem notatiile:

- Mk - multimea deplasarilor elementare reale;

- Mg - multimea deplasarilor elementare posibile;
- Mpgy - multimea deplasarilor elementare virtuale;

atunci, sintetizand, pentru legaturile scleronome avem urmatoarea relatie
de incluziune intre cele trei multimi:

Mper © Mpee © Mgy,
iar daca legitura este reonomad, atunci
MDER < MDEP’ MDERﬂMDEV =, MDEPﬂMDEV =J.

O alta imagine sintetica (sub forma de tabel) asupra celor trei tipuri
de deplasari elementare arata astfel'o:

Deplasari Deplasari Deplasari
elementare reale | elementare posibile elementare virtuale

Satisfac ecuatiile & % &

de miscare

Satisfac conditiile &) & >
initiale

Satisfac legiturile & & 4

Au loc in timp & &G >
Sunt instantanee o 9 &
Sunt pur o @ &
geometrice

Sunt tangente la 9] 9 &

16 Proprietitile enumerate in tabel (asupra celor trei tipuri de legituri) sunt valabile strict in cazul
legaturilor reonome. Daci legaturile sunt scleronome, trebuiesc avute in consideratie precizarile
anterioare din text.
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| legitura | | | |

I.3. Notiunea de lucru mecanic virtual. Principiul lucrului mecanic
virtual

I.3.1. Principiul lucrului mecanic virtual

Dupa cum am vazut in paragraful precedent, inlocuirea unei
probleme de dinamica cu o problema echivalenta de statica ar avea marele
avantaj cd, din punct de vedere matematic, ar permite inlocuirea unei
probleme de ecuatiile fizicii matematice cu una de algebra. Mai exact,
necesitatea de a rezolva un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul doi ar
putea fi inlocuita cu aceea a rezolvirii unui sistem de ecuatii algebrice.
Cum se poate realiza in mod concret aceasti ,echivalare” intre o
problema de dinamica si una de statica vom vedea in paragraful urmator.
Cat priveste insa studiul efectiv al unei probleme de staticd, trebuie sd
precizam cd, esenta unei astfel de probleme consti intotdeauna in
namurirea” a doud aspecte, din care primul se referd la determinarea
pozitiei si/sau conditiei de echilibru a unui sistem de puncte materiale.
Acest lucru poate fi realizat cu ajutorul principiniui lucrului mecanic virtnal. 1a
al doilea aspect — si el la fel de important ca primul — anume, studiul
stabilitatii echilibrului unui sistem de puncte materiale, nu ne vom referi
aicl.

Notiunea de /Jucru mecanic virtual apare cu necesitate in cadrul
demersului pe care ni l-am propus, deoarece, asa cum tocmai am precizat,
rezolvarea unei probleme de statica implicd, intr-o prima etapa, studiul
echilibrului unui sistem mecanic. Dupd cum stim, la modul cel mai
general, aceasta se face in felul urmitor: se modifica pozitille punctelor
materiale ale sistemului cu cantitati (deplasiri) elementare virtuale si se
urmdteste/constatd apoi ce efect au aceste mici deplasdri asupra staticii
sistemului. Cum oricdrei deplasiri elementare dif a punctului de aplicatie

al unei forte F 1i corespunde un lucru mecanic elementar dW=F -dr,
unei deplasiri elementare virtuale OF ii va corespunde un asa-numit /ueru

mecanic virtual, OW = F - SF .
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In termenii deplasarilor elementare virtuale conditia de echilibru se
obtine astfel:

Fie un sistem de N2>2 puncte materiale si Of o deplasare
elementara virtuala a punctului material cu numdrul de ordine i, P,
asupra ciruia actioneazi forta aplicatd F . Atunci, prin definitie

SW=F .61 (1.30)
este Jucrul mecanic virtual realizat de aceasta forta. Intrucat punctul material
este in echilibru static, ﬁzO, si atunci, din expresia matematica a

principiului fundamental al dinamicii, scris pentru acest punct material,
mf = F +L,

ramane
0=F +L.

inrnul';ind scalar aceasta relatie cu OT, si sumand dupa indicele i, obtinem

N
ZF
i=1

Daci legaturile sunt ideale (cu alte cuvinte, daci fortele de legatura au doar

Mz

ot = (1.31)
i=1
componente normale la legituri), L E(E,) . =(I: )l, tinand cont cd

totdeauna deplasarile elementare virtuale sunt tangente la legatura,
ST = (6T )|

nul:

" rezulta cd lucrul mecanic virtual al fortelor de legitura este

N ~ N _
le L -oF :;(Li ),-(e7), =0.
Deci, in cazul legaturilor ideale, relatia (1.31) se scrie:
N
D F 61 =0, (1.32)
i1

sl exprimd — matematic — principinl lucrului mecanic virtual, care se poate
enunta astfel:

Conditia necesard §i suficientd pentru ca un sistem de puncte materiale supus
unor legdturi ideale sd fie in echilibru este ca lucrul mecanic virtual al tuturor fortelor

aplicate sd fie nul, pentru orice deplasdri virtuale compatibile cu legaturile.
Fie
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f (5 T o B t)=0, (=11,
| legaturi ideale cate limiteazd posibilitatile de miscare ale sistemului de

puncte materiale. Dupd cum am vazut in paragraful precedent, deplasarile
elementare virtuale satisfac relatiile

ZN:(gradi f,)-6n =0, (j=11), (1.33)
i=1
sau
NOof e o
—LOX Loy +—-67 =0, (j=1I). 1.34
;(m )Hayi y'+a; Z‘J (J l) (1.34)

Pe de alta parte, relatia (1.32) — care exprima principiul lucrului mecanic

virtual — mai poate fi scrisd sub forma:
N

D (Xi6% +Y,8Y, +Z,67)=0, (1.35)

i=1

unde F :(Xi, Y., Zi), (i :ZL_N ) Daca deplasirile elementare virtuale

(8%, 3y, 67), (i =1_N) ar fi liniar independente, atunci din (1.35) ar

rezulta urmatorul sistem de ecuatii algebrice:

X, =0,
¥ =0, (i=1N), (1.36)
Z =0,

a carui solutie ar furniza pozitia de echilibru: X, VY, 7, (i :ZL_N ) , pentru
sistemul de puncte materiale. Insa, relatiile (1.34) reprezintd | constrangeri
pentru setul de deplasiri virtuale (5)§, oY, 5;), (i =1N ), care, astfel,
nu pot fi considerate ca fiind independente.

Pentru a rezolva problema (adica pentru a determina pozitia de

echilibru a sistemului de puncte materiale) vom utiliza metoda
multiplicatorilor lui Lagrange. In acest sens, vom inmulti relatiile (1.34) cu

scalarii nenuli 4, (j =11 ) , vom suma dupi | si vom aduna rezultatul la

expresia (1.35) a principiului lucrului mecanic virtual. In acest fel, rezulta:
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N

z [x +Z/1 ]5>g +{Y+|Zl a;jéy, [zi+§sz—2]5; =0,

i= J
(1.37)
relatie care trebuie satisficuta de orice 8X;, JY;, dZ, (i =1N ) Deoarece

deplasarile virtuale 6X%;, oY;, 0z, (i =1N ) se supun celor | constrangeri

(1.34), inseamna cd, din numarul total de 3N deplasari virtuale, doar
3N -I sunt liniar independente. Solutia problemei rezultd astfel: se
egaleaza cu zero | paranteze rotunde din cele 3N cate sunt in total in
relatia (1.37), obtinandu-se astfel | ecuatii algebrice pentru necunoscutele

A5 (] :]j) In acest fel, in (1.37) riman doar 3N —| termeni (in catre

A5 (] :]j) au fost determinati) corespunzitori celor 3N —I| deplasari

virtuale liniar independente. Coeficientii acestor deplasari virtuale (adica
cele 3N —| paranteze rotunde care au rimas in (1.37)) vor trebui s se
anuleze, deoarece relagia (1.37) reprezintd acum o combinatie liniard de
,vectori!”” liniar 1ndependent1 In acest fel, toate cele 3N paranteze
rotunde din relatia (1.37) trebuie sd se anuleze, rezultand astfel un sistem
de 3N ecuatii algebrice cu 3N +| necunoscute (cele 3N coordonate care

dau pozitia de echilibru: X, Yy, Z, (i =ZL_N) si cei | multiplicatori
Lagrange, /”Lj, (j =]j)) Pentru ca problema si aiba solutie unicd,
sistemul celor 3N ecuatii algebrice se completeaza cu relatiile analitice
care exprimid cele | legiturd, f (7, F,, ..., Fy, t)=0, (J =]j), rezultand

astfel un sistem cu 3N +| ecuatii, pentru cele 3N +| necunoscute,

7 Vectorii” liniar independent] fiind cele 3N =1 deplasiri virtuale liniar independente.
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X, + Z—J:,

z OX

|
Y + ;t.—J':o, _ _
|Z:;]ay ( .
Z+z/1 =
fj(Fl, Ty vens FN;t):O.

In acest fel problema este rezolvati complet.
I1.3.2. Principiul vitezelor virtuale

Principiul lucrului mecanic virtual mai are o formulare, anume, cea
in termenii asa-numitelor vifege virtuale, caz in care el este cunoscut sub
denumirea de principinl vitezelor virtuale.

Prin analogie cu definitia vitezei obisnuite,

_odar .

V=—>=T,

dt
se introduce notiunea de vitegd virtuald, definita prin
V= or , (1.39)
ot

unde, tot prin analogie cu cazul obisnuit, ot ar desemna intervalul virtual
de timp in care are loc deplasarea elementara virtuala oF . Evident, aceasta
este o definitie formald, deoarece, aga cum am vazut in paragraful dedicat
deplasirilor elementare, o deplasare virtuala este una pur geometrica,
instantanee, considerata pentru ot =0. Totusi, facand abstractie de aceasta
observatie, noua forma a principiului lucrului mecanic virtual — aga
numitul principiu al vitezelor virtuale — se dovedeste a fi deosebit de util
in determinarea conditiei/conditiilor!® de echilibru cinematic!® a/ale unui

'8 Trebuie si observim ci, aga cum este si normal, daci pentru cazul echilibrului static vorbim
despre ,,pozitie/pozitii” de echilibru, in cazul echilibrului cinematic vorbim despre
,»conditie/conditii” de echilibru. Aceasta, deoarece, in cazul echilibrului cinematic, punctele
materiale ale sistemului aflindu-se intr-o continui miscare, acestea nu pot avea o ,,pozitie” de
echilibru, ci, in acest caz va trebui satisficuti o anumita ,,conditie” de citre diversele marimi
caracteristice sistemului (forte, momente ale unor forte, diverse alte elemente specifice
sistemului) pentru ca s se asigure conditia de acceleratie nuld (conditia de echilibru cinematic).
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sistem de puncte materiale. Toate consideratiile ficute anterior riman
valabile si aici, chiar daca echilibrul nu mai este unul static, deoarece, in
do

ambele cazuri [ =0 (& =——=¢; =0, pentru miscarea circulara). Intr-

' dt
adevir, conditia [ =0 (respectiv & =0) nu inseamnd numai repaus (viteza
liniara sau unghiulara nuld) — ceea ce corespunde echilibrului static — ci si
miscare, numai ci o miscare uniforma, realizatd cu viteza (liniard sau

unghiulara) constanta,
V, =T =const. (respectiv @ = const.), (1.40)
ceea ce corespunde echilibrului cinematic.
Din acest punct de vedere, principiul vitezelor virtuale reprezintd o
extindere a principiului lucrului mecanic virtual, la cazul in care constanta
din relatiile (1.40) nu este obligata sa ia valoarea zero.

Expresia matematica a acestui principiu poate fi dedusa banal
pornind de la cea a principiului lucrului mecanic virtual,

N
é\/\/ Z I:I 6ﬁ N . 6‘_’ N .
= 1= ZZ i~—|=Z|:i~\7i =O, (1.41)
51: §t i=1 §t i=1
Pentru miscarea circulard, aceasta relatie se scrie astfel:
N
Z Moa; N
W _ £ =M, %% =3 M =0. (1.42)
ot ot i=1 ot i=1

Intrucat in relatille (1.41) si (1.42) are dimensiunile unei

ot
puteri, aceastd forma a principiului lucrului mecanic virtual mai este
numita uneoti si principinl puterii virtuale. Asupra acestei forme a principiului

19 ; : o A -1 : . s oA
Despre un sistem de puncte materiale se spune cd este in echilibru cinematic atunci cand are o
miscare uniforma (atat in ceea ce priveste miscarea rectilinie — cand acceleratia liniara é:%

este zero — cit si cea circulari — cind acceleratia unghiulari & =92 este nuli).
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lucrului mecanic virtual vom reveni, dupa ce vom introduce notiunile de
coordonate generalizate $i spatiu al configuratiilor.

I1.3.3. Principiul lui Torricelli

In cazul particular cind singurele forte aplicate sistemului de
puncte materiale sunt fortele de greutate proprie a punctelor materiale,
principiul lucrului mecanic virtual primeste forma principinlui lui Torricelli.
Acesta se enunta astfel: Conditia necesard §i suficientd pentru ca un sistem de
puncte materiale supus unor legaturi ideale 5i asupra caruia sunt aplicate doar fortele de
greutate proprie ale punctelor materiale sd fie in echilibru este ca variatia virtuald a
cotei centrului de greutate al sistemului sd fie ero, 62 = 0.

Pentru a rezolva o problema de echilibru static cu ajutorul acestui
principiu, putem utiliza urmatorul algoritm:

1) atasam sistemului de puncte materiale un sistem de referintd

triortogonal (de preferinta cartezian), avand axa Oz orientata

vertical,
2) identificim numdirul | de legituri, stabilim numairul gradelor de
libertate ale sistemului, N=3N—-| (unde N reprezinti numairul

punctelor materiale din sistem) si asociem fiecarui grad de libertate
o anumitad marime variabild caracteristica sistemului, astfel incat sa
rezulte in final un set liniar independent de N astfel de marimi
(n>0 parametri liniar independenti, care sa caracterizeze
sistemul);

3) determinim cota centrului de greutate?’ al sistemului de puncte
materiale, cu ajutorul uneia din urmatoarele relatii de definitie:

N

i) z;="—= —z Mz , daca sistemul este discret, sau

M =
Zm i=1

i=1

2 Presupunand ci extinderea spatiald a sistemului de puncte materiale este relativ mici (astfel
incat acceleratia gravitationald sd nu varieze sensibil in limitele ei), putem identifica centrul de
greutate al sistemului de puncte materiale cu centrul lui de masi. Formulele pe care le vom da
mai jos sunt scrise in sensul acestei presupuneti.
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4)

j zp(X, y, z) dxdydz
1

i) z, = (®) = J- zp(X, Y, z) dxdydz, daci siste-
[ p(xy, 2) dxdydz M g,
(D)
mul are o distributie continud de masa in domeniul spatial D;
cota centrului de greutate determinata la punctul 3) al algoritmului
se va exprima ca o functie de cei N parametri liniar independenti
ce caracterizeaza sistemul de puncte materiale,

2o =2 (&0 &1 o ).

Calculdm apoi diferentiala cotei centrului de greutate, 0Z;:
dzg = X, (& &v v &,)AE+ X, (&, &,y o &,)dE, +.
+ X, (& &0 o 6,) DS,

o identificim cu prima variatie dz; =07Z;,
0z = X1(§11 oy v é:n)§§1+xz(§1! Sor s fn)5§2+
+ X, (& & oo £3) 08,

si rezolvam ecuatia 0z;=0. Tinand cont de faptul cd setul de

T (1.43)

parametri &, &,, ..., &, este liniar independent, si setul de variatii
virtuale o0&, 0&,, ..., 6&, va fi tot unul liniar independent, si atunci,

din (1.43) va rezulta urmitorul sistem de N ecuatii algebrice in
necunoscutele &, &,, ..., &,:

X, (& & o &)
X, (60 &ov o &)

0,
0,

Xy (&1 & o &)=0.

Solutiile reale ale acestui sistem vor furniza pozitia de echilibru a
sistemului de puncte materiale.
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Capitolul II

Principii ale mecanicii analitice

I1.1. Principiul lui D’Alembert

In paragraful precedent, am enuntat principiul lucrului mecanic
virtual si am indicat metoda de determinare a pozitiei (respectiv a
conditiei!) de echilibru pentru un sistem de puncte materiale. Aceastd
metoda este utild in rezolvarea problemelor de statici (respectiv de
cinematica), constituind instrumentul de baza in rezolvarea problemei
fundamentale a staticii. Totusi, ,,miracolul” despre care vorbeam in
paragraful consacrat deplasirilor elementare, anume, acela de a
ntransforma” o problema de dinamica Intr-una de staticd, realizeaza acest
lucru doar intr-o prima faza — ce-i drept, foarte utild — anume, atunci cand
consideram sistemul mecanic (fizic) in spatiul real al miscarii, permitand
enuntarea principiului lui D’Alembert dar, dupa cum vom vedea, pana la
urma problema revine la a rezolva tot o problema de dinamicd, insa nu pe
spatiul real — unde problema este foarte complicata uneori — ci pe spatiul
configuratiilor, unde aceasta se simplifica (prin comparatie cu problema de
dinamica din spatiul real), adesea foarte mult, in sensul in care vom vedea
in continuare.

Astfel, sa observim ca rezolvarea unei probleme cu ajutorul
formalismului ecuatiilor Lagrange de speta I devine din ce in ce mai
dificila, pe masurd ce numdrul N de corpuri din sistem si numarul de
legaturi | cresc. Se poate ajunge in situatia in care sistemul de 3N +|
ecuatii (cu tot atatea necunoscute) sia devind imposibil de rezolvat chiar si
numeric din cauza numadrului foarte mare de ecuatii. Simplificarea
problemei a fost rodul imaginatiei creatoare si intuitiei marelui savant care
a fost Lagrange. El a observat un fapt aparent simplu, dar foarte
important: cu cat numarul de ecuatii ale sistemului (1.24) creste — si aici ne

14 . . . .. .
In cazul unui echilibru cinematic §i nu static.
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intereseaza in primul rand cresterea numarului de ecuatii datorata cresterii
numdrului | de legituri (numdr care se adund la 3N) — cu atat numairul
gradelor de libertate ale sistemului scade (pentru a obtine numarul
gradelor de libertate, din 3N s¢ scade numadrul de legaturi: n=3N-1).
Asadar, lui Lagrange i-a venit ideea geniald de a inlocui numarul mare de

necunoscute T, (i =1, N) si 4, (j zl,l), cu numdirul mai mic (cu atat

mai mic, cu cat numarul de legaturi e mai mare) al altor necunoscute — si

le notam cu g, (k:Ln) — necunoscute egale ca numar cu numairul

gradelor de libertate N ale sistemului. Aceste noi necunoscute se numesc
astazi variabile Lagrange, sau — pentru a tine cont de provenienta lor (ele

practic ,,inlocuiesc” coordonatele din spatiul real al miscarii, T, (i =1N ))

— coordonate generalizate. $i, fiind niste coordonate, este firesc sa ne
intrebam: ale carui spatiu? Spatiul coordonatelor generalizate se numeste
spatinl confignratiilor, este un spatiu abstract si de el ne vom ocupa mai
indeaproape dupa ce vom discuta despre coordonatele generalizate.
Asadar, coordonatele generalizate au fost introduse cu scopul de a
inlocui problema rezolvarii unui sistem de ecuatii diferentiale de ordinul

doi (pentru cele 3N+| necunoscute T, (i:l_N) si /1]-, (J:]j) din

cadrul formalismului ecuatiilor Lagrange de speta I) cu aceea a rezolvirii
unui sistem de aceeasi naturd, dar cu un numar mai mic cu 2| ecuatii

(pentru cele N=3N-| necunoscute q,, (k=]71)) In plus, formalismul

in cadrul caruia se poate realiza acest lucru este mult mai general,
permitind abordarea problemelor si din alte capitole ale fizicii (si nu
numat).

Modul concret in care se poate face trecerea de la coordonatele

spatiului real, T, (i :],_N), la noile coordonate, q, (kz]?]), numite

dupa cum am precizat mai sus, coordonate generalizate, nu urmeazi un
algoritm bine stabilit si unic. Alegerea cat mai adecvati a coordonatelor
generalizate depinde de ,,indemanarea”, intuitia si experienta celui care
doreste si rezolve o problema pe aceastd cale, dar, intotdeauna aceasta
2
,trecere”,
= O
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trebuie sd respecte anumite cerinte, si anume:
1) cerinte obligatorii:

1) alegerea coordonatelor generalizate trebuie sa se facad
intotdeauna astfel incat si putem exprima toti vectorii
de porzitie ai punctelor materiale din sistem in functie de
aceste coordonate generalizate si, eventual, de timp:

[ =0 (G G o Oy )=F(a, 1), (i=1N); @21)

1i) sa respecte ecuatiile legaturilor, adica si avem:
f, (0 Gpr v Qs 1) =
=, (F(q, 1), F(Q, 1), -, Fy(q, 1); ) =0, (j :LI);
1it) sa existe transformarea inversa, adica sid putem exprima
toate coordonatele generalizate in functie de vectorii de
pozitie,

G =G (0 Ty o i 1), (k=1n); 22

2) cerinte facultative:

1) alegerea coordonatelor generalizate trebuie sa tind cont
de proprietitile de simetrie ale sistemului fizic studiat;
1i) alegerea coordonatelor generalizate trebuie sa se facd

astfel incat rezolvarea noilor ecuatii diferentiale (in noile
coordonate) sd poata fi facuta cat mai usor;

1if) alegerea coordonatelor generalizate trebuie si conduca
la o expresie cat mai simpld a functiei lui Lagrange
(pentru sistemele naturale) sau a fortelor generalizate si
a energiei cinetice (pentru sistemele care nu admit un
potential, fie el chiar generalizat)?2.

Ca si coordonatelor spatiului real al miscarii, T, (i =1 N),
coordonatelor generalizate li se cere sa fie functii continue de timp, cel

putin de doud ori derivabile (pentru a exista ¢, (k:]?l), analoagele

acceleratiilor & = r, (i =1,N ) din spatiul real).

Notiunile noi pe care le-am utilizat aici (cum ar fi: functia Lagrange, forte generalizate etc.) vor
fi explicate ultetior, tot in cadrul acestui paragraf, consacrat principiului lui D’Alembert.
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Spre deosebire insd de coordonatele spatiului real (a caror unitate
de masura este totdeauna metrul), coordonatele generalizate pot fi marimi
din cele mai diverse. De exemplu, putem alege ca si coordonate
generalizate: elemente de lungime de arc, elemente de suprafata, unghiuri,
componente de potential/antipotential sau de intensitate a unor campuri
fizice, entropia, componente de viteza unghiulard etc. Mai mult, de cele
mai multe ori alegerea coordonatelor generalizate nu este unicd, ci este
posibild o transformare punct cu punct pe spatiul acestor coordonate,
adica putem defini un alt set de coordonate generalizate, prin

d, —>qk-:qk-(0ﬂ, (o SO o I t), (k:Ln).
Daca sistemul de puncte materiale nu este supus nici unei legaturi,
atunci ca si coordonate generalizate pot fi utilizate chiar coordonatele
spatiului real, in diverse reprezentiri (carteziand, X, Y, Z, (i =1, N), sau

una specifica sistemelor de coordonate curbilinii ortogonale, cum ar fi cea
a coordonatelor sferice sau a celor cilindrice). De exemplu, pentru
sistemul prezentat in Fig. 1.2, existand o singura legatura,

f (X, %, %) =X + X —%2t9°0 + 2R X960 - R* =0,
rezulta ca punctul material care se misca pe suprafata conului are

N=3-1=2 grade de libertate. In acest caz exista mai multe posibilitati de
a alege cele doud coordonate generalizate asociate celor doud grade de

libertate. De exemplu, putem alege perechea (0, 0,)=(X, %) sau, la fel
de bine, perechea (Q;, 0,)=(¢, %;), unde ¢ este unghiul dintre axa OX, si

proiectia In planul XOX, a vectorului de pozitie a punctului material. Si

acestea nu sunt singurele posibilititi. I.asam cititorului sa identifice si alte
asemenea perechi de variabile?. Daca facem prima alegere, atunci relatiile
(2.1) se vor scrie astfel:

X =%,
x, = [ (RItg0)-x,] %,
X =X,

3 Mai existi cel putin incd doui astfel de posibilititi.
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iar dacd facem cea de-a doua alegere, atunci avem
X =(R-xtg 6)cosg,
X, =(R-x1g #)sing,
X =X

I1.1.1. Spagiul configuragiilor

Dupa cum deja am precizat, spatiul configuratiilor este spatiul
coordonatelor generalizate Q, (kan). El este un spatiu matematic

abstract (nu are corespondent fizic, real, decat in anumite cazuri

particulare) si, de obicei, este notat cu R". Un punct P al acestui spatiu
are N coordonate — setul celor N coordonate generalizate. Denumirea sa
de spatiu ,,al configuratiilor” provine din faptul cd punctele acestui spatiu
nu reprezinta altceva decat ,,configuratii” ale sistemului de puncte
materiale in spatiul real, fizic. Dupa cum stim, ansamblul tuturor celor N
vectori de pozitie T, T, ..., [y (considerati la un moment de timp dat, t)
ai celor N puncte materiale ale sistemului defineste ceea ce numim
confignratia sistemului de puncte materiale (la acel moment de timp).
Relatiile (2.1) ne aratd cd, a cunoagte toti vectorii de pozitie ai punctelor
materiale din sistem, este echivalent cu a cunoaste setul celor n

coordonate generalizate (¢, (kz]j’l). Astfel, intreaga configuratie a

sistemului de puncte materiale din spatiul real (adica toti T, I}, ..., Ty

considerati la momentul de timp arbitrar t) este sintetizatd intr-un singur
punct al spatiului configuratiilor — punctul care are ca si coordonate cele

N coordonate generalizate ¢, (k:l, n). Aceasta este o treaba

formidabila! Cunoscand pozitia unui singur punct din acest spatiu abstract
la un moment de timp oarecare t, cunoastem de fapt pouzitiile tuturor
celor N puncte materiale in spatiul real la acel moment de timp. Acest
punct din spatiul configuratiilor, care contine in el intreaga configuratie a
sistemului din spatiul real se numeste punct reprezentativ al sistemului de puncte
materiale, sau simplu, punct reprezentativ. Mai mult, a urmadri evolutia
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temporala a sistemului de puncte materiale, cu alte cuvinte, a cunoaste
toate cele N traiectorii (date, de exemplu, parametric prin relatia

vectoriald T =T (t), (i :ZL,_N) sau, prin setul de relatii scalare

X =x(t),y=Vy(t),z=2(@1), (i :ZI.,_N)) este echivalent cu a urmairi

evolutia temporald a unui singur punct, anume, punctul reprezentativ in
spatiul configuratiilor. Cu alte cuvinte, cunoscand o singura traiectorie in
spatiul configuratiilor (traiectoria punctului reprezentativ, numitd si
tratectorie generalizatd) cunoastem de fapt traiectoriile tuturor celor N
puncte materiale ale sistemului. Intr-adevdr, cunoscand relatiile

O =G, (1), (kz]?]) (care reprezinta legea de miscare a punctului

reprezentativ in spatiul configuratiilor si totodata ecuatiile parametrice ale
traiectoriei lui — traiectoria generalizatd), prin intermediul relatilor (2.1)

cunoastem de fapt toate cele N legi de miscare T =T (t), (i =l,_N ) ale

tuturor punctelor materiale din sistem, legi care reprezintd in acelasi timp
ecuatiile parametrice (parametrul fiind chiar timpul) ale traiectoriilor
punctelor materiale in spatiul real.

Obsetvatii:

1) Traiectoria generalizata nu reprezintd nici una din traiectoriile din
spatiul real a vreunui punct material al sistemului, ci ,,inglobeaza”
in ea toate traiectoriile celor N puncte materiale ale sistemului;

2) Traiectoria generalizatd poate fi privitd ca o succesiune de puncte
reprezentative, fiecare dintre acestea reprezentaind configuratia
intregului sistem la momentele succesive de timp din decursul
evolutiei temporale a acestuia.

I1.1.2. Forte generalizate

Diferentiind relagiile 2.1)in raport cu timpul, obtinem

. or; or NI
dr = ;aq g+, (i=1N), 2.3)

care poate exprima:
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1) deplasarea elementara reald a punctului material P in intervalul

de timp dt, daci F =F(q, t) verifici toate cele trei conditii

(ecuatiile diferentiale ale migcdrii, ecuatiile legaturilor si
conditiile initiale compatibile cu legaturile);

1i) o deplasare elementara posibild a aceluiasi punct material, supus
unor legituri reonome,

f (0@ 1), (0, 1), - (@ 1) 1)=0, (j=11), 24

(daci T =T (0, t) verifici doar ecuatiile acestor legituri);

Daci in (2.3) facem dt — ot =0, atunci di; —» oF, si dg, — dq,, i,

conform definitiei, relatia obtinuta, adica
n

" or; N
ot =Y —15q, (i=1N) (2.5)
pzele

va exprima o deplasare elementara virtuald a aceluiasi punct material,
supus legaturilor reonome (2.4).

Semnificatia marimilor dg, din relatiile (2.3) si 60, din relatiile
(2.5) este analoaga marimilor corespunzitoare din spatiul real, dfi si JF;.
Deci, dg, poate desemna:

) o deplasare elementari reald a punctului reprezentativ in spatiul
configuratiilor, daca g, = (| (t) satisfac in spatiul configuratiilor
toate cele trei cerinte (corespunzitoare celor satisficute de
F=F (0, t) in spatiul real), anume: ecuatiile diferentiale ale
miscarii (ecuatiile Lagrange de speta a II-a), conditiile initiale
compatibile cu legiturile, Q=0 (t;) si G, =0 (), (kz]?l)
din spatiul configuratiilor si ecuatiile legaturilor (2.4);

i) o deplasare elementard posibila a aceluiasi punct, daca acesta
satisface doar ecuatiile legaturilor reonome

(70, 1), B(a 1), - Tu(a, 1) 1)=0, (j=11),
iar 8¢, desemneazd o deplasare elementara virtuala a punctului

reprezentativ in spatiul configuratiilor. Daca q,, 0,, ..., 0, sunt liniar

independente, atunci si setul deplasarilor elementare virtuale
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corespunzitoare, 60, 00,, ..., 0Q,, are aceeasi proprietate (este un set de

N deplasiri elementare virtuale independente).
Sa revenim acum — aga cum am precizat in paragraful precedent —
la notiunea de lucru mecanic virtual. In spatiul real, lucrul mecanic virtual

al tuturor fortelor F, (i =1N ) aplicate unui sistem cu N =2 puncte

materiale, la deplasirile elementare virtuale JF,, (i =1, N) este

Inlocuind aici mirimile 8T date de relatiile (2.5), obtinem

aw=Zﬁ-5ﬁ=i7'(iﬁ5qkj:i(iﬁﬁj5qk: 26)

i 0g,

not N
= Z Qké‘ Oy
k=1
unde, prin definitie,

df. N _ oF

Q = D R—- @.7)
ERCLe

sunt numite forfe generalizate. Deci, in spatiul configuratiilor, principiul

lucrului mecanic virtual se scrie astfel:

M:iQké‘qk =0. (2.8)

Intrucat fortele aplicate Ifi, (i :l,_N ) au o dependenta functionald
de tipul
lfi :E(ﬁ_’ I72! ey rN, ﬁ_a f}za ey I_”N; t))

avand in vedere relatile (2.1), concluzionam ci fortele generalizate

Q. (k = ]71) au o dependenta functionala de tipul

Q. =Q (G Gy s Gy Gy G, o Gi 1), (k=11), 2.9)

unde marimile

qﬁ%, (k=1n) (2.10)
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se numesc (prin analogie cu cazul coordonatelor din spatiul real) vizeze
generalizate si sunt legate” de vitezele din spatiul real T, (i =1, N) prin

relatiile

. o or . or (i —
k1 00

L +—, (i=1N .
4.+ (i=LN), (2.11)

care rezulta din (2.3) prin impartire la intervalul infinitezimal de timp dt.

Observatie: Dupd cum se observd din relatiile lor de definitie, fortele
generalizate nu se masoard in newtoni decat in cazul particular cand
coordonatele generalizate au dimensiune de lungime. Rezultd asadar ci, in
general, fortele generalizate nu sunt de fapt forte (in sensul obisnuit,
newtonian, al termenului). Semnificatia fortelor generalizate este data
totdeauna de cea a coordonatelor generalizate cirora le corespund (cu care
sunt asociate, dacd ne referim la expresia (2.8) a principiului lucrului
mecanic virtual scris in spatiul configuratiilor). Chiar daca, in general,
fortele generalizate nu au dimensiunea unei forte, produsul dintre orice
forta generalizatd si coordonata generalizatd corespunzatoare (prin relatia
(2.8)) are dimensiunea unui lucru mecanic (Joule). De exemplu, daci
coordonata generalizatd este o marime care se masoara in metri, atunci
forta generalizatd corespunzatoare este o forta obisnuita (newtoniana), dar
dacd coordonata generalizata este o variabila unghiulard, atunci forta
generalizatd este un moment al fortei (deci, se masoara in N-m) etc.

Aceastd observatie este valabild si in cazul principiului vitezelor
virtuale. Dupd cum am vazut in paragraful precedent, principiul vitezelor
virtuale deriva din principiul lucrului mecanic virtual. La fel cum principiul
lucrului mecanic virtual poate fi scris atat pe spatiul real, cat si in spatiul
configuratiilor, si principiul vitezelor virtuale se bucurd de aceeasi
proprietate.

Intr-adevir, avem,

F -or — -
Z . 16qk o 00 _

— N N
5t TSt =2 R =R

i1 i1 i1 k=1 00

c>;|2;
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SpReat:
Y[y, (212
o 0g, k=1
unde prin W, (kz]?l) am desemnat vitezele virtuale generalizate,

00,

W, =—=, (kzl,n). Referitor la definitia acestor viteze virtuale
ot
generalizate, este valabild si aici observatia facutd cu ocazia introducerii

Y | AR OR-er oon )
notiunii de vitezd virtuald ,,obisnuitd”, V, =?t', (l =1 N)- Daca in relatia

(2.12) W, este o vitezd ,,obisnuitd” (newtoniand), adicd masurabild in m/s,
atunci forta generalizati corespunzitoare ei, Q,, este o fortd ,,obisnuita”
(newtoniana), dar dacd, de exemplu, viteza virtuald generalizatd W, este o

viteza unghiulard, atunci forta generalizata asociata va fi un moment al
fortei etc.

In concluzie, in spatiul configuratiilor, principiul vitezelor virtuale
se scrie sub forma

W‘;ka =0. (2.13)

Si ne reintoarcem acum la principiul lui D’Alembert. Mai intai
trebuie sa precizim ca acesta face parte din categoria principiilor
diferentiale ale mecanicii analitice, adica, din categoria acelor principii care
tin cont de comportarea sistemelor mecanice (fizice) la variatii
infinitezimale ale coordonatelor si vitezelor. Scris pe spatiul real, in esentd,
principiul lui D’Alembert nu face altceva decat, asa cum spuneam si in
introducerea acestui paragraf, sa realizeze acel ,,miracol” al transformarii
unei probleme de dinamica intr-una de statica. Cum se poate acest lucru?
Foarte simplu, dupa cum urmeaza:

Si consideram, la fel ca de obicei, un sistem de N2>2 puncte

materiale, B,

P, ..., P, supuse fortelor aplicate F, (i :].,_N) si fortelor
de legituri L, (i :ZI.,_N), datorate unor legaturi olonome. Principiul

fundamental (lex secunda) al dinamicii newtoniene scris pentru punctul

material P are urmatoarea expresie matematica:
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mr=F+L, (2.14)
si este valabil pentru orice punct material din sistem, deci pentru orice
i =1,_N . Aceasta este expresia principiului actiunii fortei intr-un sistem de
referinta inertial. Acest fapt, adesea de la sine subinteles si trecut prea usor
cu vederea, este extrem de important. De ce? Pentru ca tocmai aceasta
observatie permite realizarea acelui asa-zis ,,miracol” despre care am tot
amintit. Cum? Prin introducerea notiunii de fortd de inerfie. Din picate,
destul de des aceastd notiune este inteleasa rau, sau in cel mai fericit caz, in
mod deformat. Si aceasta, deoarece nu se are in vedere deosebirea clard
care trebuie ficuta intre studiul comportarii unui sistem fizic fata de un
sistem de referinti inertial — pe de o parte, si fata de un sistem de referinta
neinertial — pe de altd parte. Din aceastd cauza, fortele de inertie sunt
numite deseori, in mod nefericit, forte fictive sau forte imaginare. Aceasta
imagine deformati asupra fortelor de inertie este prezentati uneofi
elevilor incd din clasa a IX-a, atunci cand acestora li se preda pentru prima
data acest subiect. De fapt, dacd nu se face clar distinctia amintitad mai sus,
nici nu poate fi altfel. Intr-un anumit sens, utilizarea denumirii de forte
fictive sau forte imaginare data fortelor de inertie ar fi scuzabila si astfel ar
putea fi toleratd, numai cu conditia de a fi constienti de faptul ca atunci
cand folosim aceste denumiri ne raportdm la un sistem de referintd
inertial*. Aceasta, deoarece, asa cum ar trebui si stim, intr-un sistem de
referintd inertial, fortele de inertie pur si simplu nu existd. Nu ci ar fi
imaginare, sau fictive, sau complementare etc. Pe de altad parte, intr-un
sistem de referintd neinertial aceste forte exista, sunt reale, deci pot fi
considerate — si chiar trebuie sa fie considerate — ca forte aplicate. Dar
atentie! Esentiald este reportarea noastrd, ca si observatori, la un tip de
sistem de referintd sau altul (inertial sau, respectiv, neinertial).

Totusi, ce sunt aceste forte de inertie? Efectul lor I-am putut simti
cu totii (si astfel ne-am putut da seama cat de ,,reale” sau ,,ireale” sunt), de
exemplu, atunci cand, calatorind cu un mijloc de transport in comun (cum
ar fi un tramvai aglomerat in care, evident, trebuie si stam in picioare), in

* Si chiar si asa, pentru a elimina definitiv orice posibilitate de confuzie si orice ambiguitate, este
de preferat sa se renunte la aceste denumiri. In acest fel se elimini posibilitatea de a lisa elevilor
(mai ales celor din clasa a IX-a, care abia stipanesc conceptul de fortd) o imagine confuzi,
dubioasi, asupra existentei sau inexistentei acestor forte.
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momentul in care conducitorul acelui autovehicul franeaza brusc (pentru
a evita un accident, de exemplu) suntem nevoiti si ne scuzam fati de
persoana din fatd (care, la randul ei trebuie s se scuze fatd de cea din fata
ei s.a.m.d.) pentru cd, fird si dorim aceasta (sau, uneori, chiar dorind, insa
fird si gasim un motiv bine intemeiat !) ,,am luat-o in brate”. Marimea
fortei cu care suntem ,impinsi” in fatd (la franare) sau in spate (la
accelerare) depinde de viteza de variatie a vitezei acelui mobil, cu alte
cuvinte, de acceleratia (negativa sau, respectiv, pozitivd) imprimatd
autovehiculului®. Totusi, un trecator care se afla in repaus pe trotuar nu
sesizeaza si nu poate determina (din sistemul lui de referinta, care este
inertial®) existenta nici unei forte care sa actioneze asupra calitorilor din
mijlocul de transport. Tocmai din aceasta cauza existd tendinta de a numi,
in mod gresit, fortele de inertie ca fiind ,,imaginare” sau ,,fictive”. Din
acest exemplu banal putem identifica doud din cele trei caracteristici ale
fortelor de inertie, anume, directia si sensul. Fortele de inertie au aceeasi
directie cu cea a directiei acceleratiei sistemului de referintd neinertial
(tramvaiul aflat in miscare accelerata, in exemplul nostru) si sens opus fata
de sensul acestei acceleratii (la franare avem tendinta de a merge ,,inainte”,
iar la accelerare, ,,inapoi”). Asupra marimii (modulului) acestei forte nu
putem face decat o apreciere calitativa (dacd luam in considerare exemplul
dat aici) si anume, cd acesta este direct proportional cu acceleratia
sistemului de referinta neinertial (tramvaiul, in exemplul considerat).

Aceste observatii sunt corecte si in deplind concordanti cu
definitia teoretica datd fortelor de inertie. Astfel, prin definitie, marimile
(—mﬁ) (fara sumare) din relatiile (2.14) sunt de obicei notate cu

def .

J = -mr (2.15)

® Referindu-ne tot la exemplul dat mai sus, dacd viteza cu care se deplaseazd tramvaiul este micd
sau foarte micd, atunci efectul frandrii este foarte mic, uneori insesizabil. Dar, dacd viteza este
foarte mare si vatmanul franeaza brusc (cu alte cuvinte, deceleratia imprimatd tramvaiului este
foarte mare), atunci cu sigurantd ,,vom lua persoana din fati in brate”.

® Aici trebuie si avem in vedere faptul c4, in realitate, nu existd sisteme de referintd inertiale la
modul absolut. Insi, cu o aproximatie mai mult sau mai putin buni, putem considera ca un
anume sistem de referinta este inertial. in cazul exemplului dat de noi, trotuarul poate fi
considerat un sistem de referintd inertial.



Principii ale mecanicii analitice 61

si sunt numite forge de inertie. Intr-adevar, dupa cum se poate observa,

aceste forte au aceeasi directie cu acceleratia T,

sens opus (datoritd
semnului minus din relatia (2.15)), iar factorul de proportionalitate de care
vorbeam mai sus este (in acord cu principiul fundamental al mecanicii
newtoniene) chiar masa corpului (punctului material).
Cu ajutorul acestor forte, principiul fundamental al dinamicii
exprimat prin relatiile (14) capata forma
F+L+J =0, (i=1N). (2.16)

Aceastd relatie exprimi sub forma matematica principiul lui I)’Alembertt,
care se enunta astfel: In orice moment de timp excista un echilibra perfect intre fortele
aplicate, fm‘e/e de legdturd i forfele de inerfie care actioneazd asupra unui corp.

Tinand cont de observatiile ficute mai sus relativ la fortele de
inertie si de modul in care este enuntat, rezulti cu necesitate ca acest
principiu nu poate fi valabil decat intr-un sistem de referingﬁ neinertial.
Acesta este chiar sistemul de referintd in care ,,miracolul” la care ne-am
referit la inceput poate fi realizat. fatr- adevar, relatiile (2.16) nu exprima
altceva decat conditiile de echilibru pentru un sistem de N puncte
materiale (rezultanta tuturor fortelor care actioneaza asupra fiecarui punct
material din sistem este zero). In acest fel problema de dinamicd s-a

transformat intr-una de cinematici (F =V, = (const.), ) sau chiar de statici

(daca vitezele T, =V, sunt nule), deoarece in acest sistem de referinta toate

acceleratiile &, (i =1 N) ale celor N puncte materiale din sistem sunt

nule:
mg=F+L+J =0, (i=1N). 2.17)
Vom ilustra aceasta situatie intr-un caz foarte simplu. Fie in acest
sens un corp paralelipipedic de masa M care se misca uniform accelerat,

cu acceleratia 8 >0 sub actiunea unei forte F, pe un plan orizontal, ca in
Fig. I1.1.
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Fig. IL.1

Deoarece N=G=mg si ‘lff‘:,u‘lq

, rezulta ca acceleratia corpului este

F|-umg F
a=|a=—"——=—-xg>0. (2.18)

m m
In sistemul de referinta inertial S (sistemul de referinta ,,al laboratorului”)
corpul de masad M se misca uniform accelerat cu acceleratia data de relatia

(2.18) spre dreapta (vezi Fig. 11.2).

_a
4 8 | F
T ¥ 11 e ——
; >
X Ff {——}

Fig. I1.2

Un observator din sistemul de referinta neinertial S' (referential
solidar cu corpul, deci, care se misca spre dreapta cu aceeasi acceleratie
a>0 fatd de sistemul de referinta ,,al laboratorului”) va sesiza ca, fatd de
el, corpul este in repaus (vezi Fig. 11.3).
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Fig. IL.3

Fortele (F, F;, G si N) care actioneazd asupra corpului in
> >
referentialul inertial S vor actiona si in referentialul neinertial S'. Insa,

faptul ca in S' corpul este in repaus nu poate fi explicat decat daca
acceptam ca in acest referential mai apare o forta, care are aceeasi directie

si acelasi modul cu rezultanta fortelor’ F si Iff , dar sens opus acesteia,
F=—(F+F )=-ma. (2.19)
Aceasta este tocmai forfa de inerfie. Fa este o fortd reald (aplicatd) in
referentialul neinertial S' si are rolul de a ,,explica” situatia fizica concreta
care apare in acest referential (faptul ci r=0). Deci, raportandu-ne la
referentialul S' (si implicit, luind in considerare forta de inertie F) am

transformat problema de dinamica intr-una de statica. Intr-adevir, in S'
avem

ma,=F+F, +G+N+F =0, (2.20)
adici 8,=r=0. Spre deoscbire de fortele F, F,, G si N care

actioneaza atatin S catsiin S', forta de inertie F nu actioneaza decat in
referentialul neinertial S'. Cu alte cuvinte, in sistemul de referinta inertial

S, forta de inertie pur si simplu 7 existd.
> >

7 . . o . .
Evident, e vorba despre rezultanta tuturor fortelor care actioneaza asupra corpului, dar, avind

in vedere faptul cd aici G+ N =0, la forta rezultantd vor contribui doar F si F; .
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Sa observam ci ,,miracolul” transformarii problemei de dinamicd
intr-una de statici nu rezolva problema pana la capit. Intr-adevir, daci
am dori sa studiem acum problema de statica la care am ajuns, ar trebui sa
cunoastem toate fortele care actioneaza asupra corpulul in referentialul

neinertial S', deci si forta de inertie, F =—m . Ori, aceasta nu este

cunoscuti deoarece ar presupune problema de dinamica deja rezolvata.
Intr-adevir, pentru a sti acceleratia T este nevoie si cunoastem legea de
miscare T =T (t) (sau macar cea a vitezei F= r(t)). Am dat astfel peste un
cerc vicios: pentru a rezolva problema, trebuie si-i cunoagtem solutia! De
aceea, solutia trebuie cdutata in alta parte. Acest lucru a fost realizat pentru
prima data tot de catre Lagrange, pornind de la principiul lut D’Alembert,
dar scris intr-o forma usor diferitd de (2.16). Pentru a o determina vom
inmulti scalar expresia (2.16) cu deplasirile virtuale din spatiul real al

miscirii, SF, (i J,_N) Rezulti:

i +J,-o1 ZN:(F+J)5f 0, 2.21)

i=1
unde am tinut cont c4, in cazul legéturilor ideale,

Zh 5T, -Z( ) (0T i =0

normal

Relatia (2.21), care se mai scrie sub forma

N
Z}(F +Ji)-§ﬁ_Z(F mf;)-5% =0 (2.22)
1= i=1
exprima principiul lui D’Alembert sub forma datd de catre Lagrange. El se
enuntd in felul urmator:
Suma lucrurilor mecanice virtuale elementare ale tuturor forfelor aplicate si de
inertie care actioneazd asupra unui sistem mecanic SUpus unor legdaturi ideale este nuld.
Aceasta forma a principiului lui D’Alembert este mult mai utild
deoarece nu contine fortele de legatura. Fa este utilizatad pentru a deduce
ecuatiile diferentiale de ordinul doi ale miscarii sistemului in spatiul
configuratiilor. Aceste ecuatii sunt unele dintre cele mai importante —
chiar celebre — din intreaga fizica si poartd numele de ecuatiile lni 1.agrange
de speta a 1l-a, sau, mai simplu, ecuatiile lui 1agrange. Modul de deducere a
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acestor ecuatii este prezentat foarte bine in multe lucrari de specialitate® si
de aceea nu ne vom opri asupra acestui lucru aici.

Dupa cum se poate observa, pand la urma, rezolvarea problemei de
dinamica din spatiul real nu a putut fi ocolitd total, ,trecerea” printr-o
problema de statica (enuntata intr-un referential neinertial, pe spatiul real),
pentru a ajunge in final tot la o problema de dinamica (dar pe spatiul
configuratiilor) avand totusi un castig: problema de dinamica de pe spatiul
configuratiilor este mai usor de rezolvat decat cea din spatiul real al
miscarii. Aceasta fie doar si datoritd faptului cd sistemul de ecuatii
diferentiale de ordinul doi are mai putine ecuatii (cu 2l , unde | reprezinti
numarul de legituri).

In incheierea acestui paragraf vom prezenta, fird a indica modul
concret in care pot fi obtinute din principiul lui D’Alembert (2.22),
ecuatiile lui Lagrange de speta a II-a. Acestea sunt:

- pentru sistemele pentru care nu poate fi definit un potential (si
deci, nici o functie Lagrange),

d( oT oT —
=12 —q, (k=ln), (2.23)
dt\ g, ) 0o

unde T =T(qk, A '[) este energia cineticd a sistemului de puncte
materiale, iar Q,, (k :ZI?l) sunt fortele generalizate;

- pentru sistemele naturale (sistemele pentru care poate fi definit un
potential, fie el si generalizat),

di[a—!‘j—izo, (k=1n), (2.24)
t\ 94 ) oo

unde L= L(qk, Oy t)=T(qk, G t)—V(qk, t) este functia lui Lagrange
pentru sistemele care admit un potential simplu (,,obisnuit”) si
L= L(qk, (ohR t):T(qk, O t)—V(qk, G t), pentru sistemele care admit

un potential generalizat (care depinde de viteze).

8 Vezi de exemplu lucrarea ,,Applied Analytical Mechanics”, ,, The voice of Bucovina” Press,
Tasi, 1995, elaborati de 1. Merches si L. Burlacu (pag. 52).
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I1.2. Principiul lui Hamilton

Principiul lui Hamilton este un principiu de bazi nu doar In
mecanica analiticd, ci, am putea spune, fird si exageram, in intreaga fizica.
El face parte din categoria principiilor integrale, fiind totodatd (dupa cum
vom arita in detaliu) un principiu variational. Spre deosebire de principiile
diferentiale, cele integrale considera miscarea unui sistem fizic intr-un
interval finit (51 nu infinitezimal) de timp. Aceste principii opereaza cu
variatii globale (si nu infinitezimale) considerate fie pe spatiul real, fie pe
cel al configuratiilor.

Inainte de a prezenta principiul lui Hamilton mentionam cd, la
modul absolut nu exista vreo diferentd intre cele doud categorii de
principii (cele diferentiale si respectiv cele integrale), caci, dupa cum vom
vedea, intre principiile mecanicii analitice existd o legdturd foarte stransa,
oricare ar fi categoria acestora.

Pentru a intelege mai usor rationamentele vom incepe analiza
noastri in spatiul real al miscirii, R®.

Fie un sistem de N=>2 puncte materiale, supus la | legituri
olonome,

fi (R Fit) =0, (k=11 (2.25)

si sd presupunem cunoscutd legea de miscare a sistemului de puncte
materiale in spatiul real,

r=r(t), (i=1N) (2.26)
in intervalul finit de timp t, <t <t,.

Fie, de asemenea, o alta lege de miscare a aceluiasi sistem de
puncte materiale,

=@, (i=1N), 2.27)
care satisface ecuatiile legaturilor (2.25), fard a verifica ecuatiile diferentiale
de ordinul doi ale miscdrii (de exemplu, ecuatile fundamentale ale
dinamicii scrise pentru un sistem supus la legituri sau ecuatiile Lagrange
de speta I) si nici conditiile initiale compatibile cu legiturile. O astfel de
miscare o vom numi (prin analogie cu terminologia utilizatd in cazul
deplasirilor elementare) wiscare virtuald. Vom cere (prin analogie cu cazul
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functiilor y=Yy(x) € C*[a, b], pe a ciror multime este definitd functionala

b
J(y) :'[ f (X, Y, y') dx, si care trebuie sa treacd — toate — prin aceleasi

douid puncte P(a, a) si Q(b, b) situate pe ,frontiera domeniului” de
variatie a variabilei independente Xe[a, b] — vezi subcapitolul V.1,
observatia de la pagina #) ca cele doud traiectorii descrise de legile de
miscare (2.26) si (2.27) sa treacd prin aceleasi doud puncte P, si P,
corespunzitoare celor doud momente de timp t; si t, (cu alte cuvinte,
vom cere ca cele doud traiectorii ,,s4 coincidd” la capetele intervalului de
variatie a variabilei independente, care aici este timpul t — vezi Fig. 11.4),
adica
T(t) =1 () sif(t,)=F ), (i=1N). (2.28)
Definind deplasarea virtuald OT, ca reprezentand variatia vectorului
de pozitie al punctului material cu numarul de ordine i dintr-un punct al

traiectoriei reale (C) intr-un punct infinitezimal depirtat de acesta si

apartinind traiectoriei virtuale (C,y ) = (C) prin (vezi Fig. 11.4):

SO =F®-7 @, (i=1N), (2.29)
conditiile (2.28) se vor scrie astfel:
SH(t)=0, o7(t,)=0, (i=1N). (2.30)

B(t) ~
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Inci de la inceput evidentiem faptul ci, pentru a gisi relatia
matematica ce exprima principiul lui Hamilton, vom porni de la relatia
analoaga ce exprima principiul lui D’Alembert sub forma data de catre
Lagrange. In acest fel este mai mult dect evidents , inrudirea” dintre cele
doua principii ale mecanicii analitice (legatura amintita chiar la inceput).

Principiul lui D’Alembert se scrie astfel:

N
>.(F-mi)-sr =0,
i=1

de unde,

N .. N —
2 mi-oh =3 F-6
i=1 i=1

sau, exprimand derivata de ordinul doi a vectorului de pozitie I ca

derivata celei de ordinul intai,
N N N
2 mr - F = [ mf, J 2m
=1
d(&, . N N
=E[Z r- j >.mr ZF ST = 6W.

Analizand termenul Zmﬁ-é‘ri , se observa ca el provine din variatia

"1

-9
al

'M

2.31)

N

virtuald a energiei cinetice T = Z— m ‘ﬁ‘ a sistemului de puncte materiale.
i1 2

Intr-adevar, evaluand energia cineticd a miscarii virtuale, avem

Ll L2 1Y = 2 18 -2 5 ol =2
T _Egm‘n‘ _E;m‘n—én‘ _Eiz_l:m(‘ri‘ —2ri-§ri+‘§ri‘ )_
1{ .12 .. 1{ 2Ny L. NGO
=2 ym([ff -2t -0t =2 S mlif > me -of =T - Y me o,
2i:l 2i:l i=1 i=1

de unde,

N . . *
> mE -5t =T-T =05T.
i=1
Utilizand acest rezultat in relatia (2 31) putem scrie

%@mﬁ-ﬁﬁj—gmﬁﬁﬁ (Zmr 5rj iT of =W,
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de unde,
di<
a[zmrﬁﬁrﬁ]:ﬂww:a(nw). (2.32)
i1
Integrand acum aceasta relatie intre momentele de timp t, si t, si tinand
cont de relatiile (2.30), obtinem

tp

j%(imﬁ.gﬁj dt:f5(T+W) dt,

sau

bl
t2

[imﬁ-ﬁ}

i=1

N N t
=D mi- 87 (t,) - > mi; - 6% () =0= [ 5(T+W) dt,
Yy i=1 i=1 t

adica,
t
[s(T+w)dt=o0,
[
unde am tinut cont de relatiile (2.30). Avand in vedere comutativitatea

operatorilor de integrare, I o dt si variatie, O+, relatia precedentd se mai

scrie:
t
5 [(T+w)dt=o0, (2.33)
4

si reprezintd expresia matematica a asa-numitului principin al lui Hamilton
generalizat, denumire datd din motive pe care le vom prezenta ulterior.
Daca fortele aplicate sistemului de puncte materiale sunt forte

potentiale, adicd daca ele deriva dintr-un potential V(F, t), atunci,
evaluand potentialul corespunzator miscarii virtuale, V (F*, t) , avem
V(F t)=V(R, 5, o T t) =V (=08, §-6T, .., -7 t)=
N
= V(E, By o T t)—Z(gradiv)-aﬁ+o(|5ﬁ|2):v(;, By oo i )=

i=1
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sau,
V(F', t)=V =V +ow,
de unde,
oW =—(V-V')==5V,

care, inlocuita in expresia (2.33) conduce la

5T(T—V)dt=5TL dtzéTL(F, r,t)dt=0, (2.34)

t, t t
unde L(f, F, t):T(I‘;, t)—V(f, t) este functia lui Lagrange scrisa pe

spatiul real.
Relatia (2.34) reprezinta expresia matematica a principinini Iui
Hamilton dar nu este folosita in forma in care a fost determinata aici,

deoarece marimile I; si I care apar ca variabile in expresia functiei lui

Lagrange nu sunt independente, ci satisfac aceleasi constrangeri, date de
relatiile (2.25). Din aceasta cauza intreg rationamentul ficut mai sus se reia
pe spatiul configuratiilor, R". In acest fel, coordonatele si vitezele reale
vor fi inlocuite prin analoagele lor generalizate de pe spatiul
configuratiilor. Intrucit coordonatele generalizate sunt independente, si
vitezele generalizate vor fi la fel, ceea ce va duce la forma finald, corectd, a
principiului lui Hamilton,

t t t
5 [(T-V)dt=5 [Ldt=5[L(q, g t)dt=0.
t, t t
Nu vom relua toate calculele facute anterior pe spatiul real, ci vom
indica doar etapele principale. Astfel, legilor de miscare (2.20) si (2.27) din
spatiul real le vor corespunde legile de miscare

G = (), (k=1n) (2.26)
si respecttv

G =d.(t), (k=1n), (2.27)
din spatiul configuratiilor, iar conditiilor (2.30) din spatiul real le vor
corespunde noile conditii din spatiul configuratiilor,

59.(t)=0, 50,(t,)=0, (k = l_n), (2.30)
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variatiile virtuale ale coordonatelor generalizate fiind definite cu ajutorul
unor relatii analoage celor de pe spatiul real, (2.29), adica,

59, () =g, ®—a.(t), (k=Ln). (2.29)

Deoarece coordonatele generalizate sunt independente, rezultd ca,
exceptand conditiile (2.29) si variatiile virtuale ale lor, q,, (k =1, n) sunt
independente. In plus, conform definitiei, aceste variatii sunt i
instantanee (cu alte cuvinte, nu se fac in timp) ceea ce, intr-o reprezentare
graficd cu axa timpului In abscisd si cu axa ordonatelor sintetizand prin

,»compactificare” toate cele N dimensiuni ale spatiului configuratiilor,
implica ortogonalitatea acestora la axa timpului (vezi Fig. 11.5).

qk

P, (t,)
s
Y r
9%, -7 (Ch) =(C,)
Bt) 4,0
t
0 t

Fig. IL.5

In aceste conditii, expresiei (2.34) din spatiul real ii va corespunde
urmitoarea expresie pe spatiul configuratiilor:

t, t,
& [Ldt=5 [L(q, q t)dt=0. (2.35)
t Y
Integrala
t
S=5(q) = j L(q, g, t)dt (2.36)

4

este Numita zntegrala actinnii sav, simplu, actinne.
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Cu ajutorul ei, relatia (2.35) se transcrie astfel
0S=0. (2.37)
Aceasta relatie extrem de simpla contine totusi in ea, esentializata,
intreaga mecanica analiticdl Fa exprima principinl lui Hamilton pentru
sistemele naturale supuse la legituri olonome, care se enunta astfel: Dintre
toate tratectoritle generalizate posibile, care trec prin doud puncte fixe din spatinl
configuratiilor, corespunzdtoare la doud momente de timp v, i t,, miscarea reald se

realizeazd pe acea traiectorie, care face actiunea stationard. Deoarece, de cele mai
multe ori extremumul integralei actiunii este un minim, acest principiu mai
este numit uneoti si principinl actinnii minine.

El a fost publicat de catre William Rowan Hamilton in anul 1834 si
de atunci putem spune ca fizicienilor le-a fost pus la dispozitie un
instrument deosebit de important de studiu, in principiu, a oricarui sistem
fizic, nu doar mecanic.

Asa cum am spus mai sus, principiul lui Hamilton contine in esentd
intreaga mecanica analiticd. Cu alte cuvinte, toate rezultatele formalismelor
de bazad ale mecanicii analitice (cel lagrangean si cel hamiltonian) pot fi
obtinute pornind de la acest principiu. Si aritam acest lucru.

1. In cazul formalismului lagrangean vom arata cum, pornind de la
principiul lui Hamilton, pot fi deduse ecuatiile lui Lagrange de speta
a Il-a, atat pentru sisteme naturale (cu potential simplu si
generalizat), cat si pentru sisteme pentru care nu poate fi definit un
potential, fie el chiar generalizat (pentru care fortele aplicate nu sunt
forte potentiale):

i) pentru a deduce ecuatiile lui Lagrange se speta a II-a pentru
sisteme naturale cu potential simplu, V =V(q, t), vom

porni de la forma (2.37) a principiului lui Hamilton,

t
5S= 5j L(g, g, t) dt =0,
4
pentru variatii 0Q virtuale si independente (arbitrare?®) ale
coordonatelor generalizate. Astfel, avem:

% .. dar satisficand condigilor 8¢, (t,) =0 si 5, (t,)=0.



Principii ale mecanicii analitice 73

58:5TL(q g, t) dt:TdL(q g, 1) dt_j i5q idq dt =
o T 2 00, < oG, -
ty

oL oL d( oL
_j_éqkdt '[ 26, 5qkdt_;[8q 0Q,dt + ;';dtL(?_qk O Jdt_

t Lo

¢ oL oL #d( oL
- oqdt = | —oq,dt + o —|— oq.dt =
Idt( j Ic’ﬂq i (8% QK] Idt(@qJ -

4 y b

- j—a“qkdt (t >5qk(t>——<t1>5qk(l) | jt((fﬂaqkd—

4

[ fU ‘f[dt(a—qk]‘a—qjaq‘“‘"

unde am avut in vedere conditiile (2.30°) satisfacute de
variatiile virtuale ale coordonatelor generalizate, O0,.

Deoarece 6q, sunt arbitrare, din relatia de mai sus rezultd
cu necesitate ecuatiile cautate,
i[i)—i_o (k=1n); (2.38)
dt\ og, ) oo
ii) in cazul sistemelor naturale care admit potentiale
generalizate, trebuie sa aratam cd forma (2.33) a principiului

lui Hamilton este echivalenta cu (2.37), cu conditia ca
fortele generalizate sa poata fi scrise sub forma

df{ov ) oV —
=—| — |-——, (k=1n), unde V=V(q, g, t) este
Q dt{an - (k=1n) (g, G 1)
potentialul generalizat. Intr-adevir, dupd cum foarte usor se
poate arata, daca fortele generalizate au o astfel de
reprezentare, atunci ecuatiile Lagrange de speta a Il-a in

oT —
=Q. (k=1n fi scri
) aqk =Q, ( 1 ) pot fi scrise

. d
forma generala, —| —
dt(aqk
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sub forma uzuali, d i o _ (k Ln), adicd tot
dt\ oq, aqk

cu ajutorul unei functii Lagrange, dar in cate potentialul V
este unul generalizat: L(q, ¢, t)=T(q, g, t)-V(q, g, t). Sa
aratam asadar ca (2.33) trece in (2.37) daca are loc

0= 5[ (T+W)dt=[(5T +oW)dt ja“Tdt+jaWdt_

4

_jaTdt+ij5qkdt _j5Tdt IB (%/j—%/}ﬁq dt =
k k

k

_jsTdt jgt@:j 5q,dt — j—éqkdt_jaTdH

b

jgt( Jdt j—éqkdt j—a“qkdt_ja”Tdt+
.,

t t
oV oV oV ¢
—oq, | - —0(, + oq jdtz oTdt +
(wk j I(aqk “og - j

t [

+E“ 250, (t;) (t )50, (t,) - j oVdt = j STt -

1

—fé\/dt :fa(T ~V)dt :jaLdt :5[ Ldt =5S=0. ged

iif) in vederea deducerii ecuatiilor Lagrange pentru sisteme care
sunt supuse unor forte aplicate care nu derivd dintr-un
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potential (fie el si generalizat) vom porni de la forma (2.33)
a principiului lui Hamilton. Avem,

0= 5j (T+W dt—]%(5T+éW dt j5Tdt+j5Wdt_

l tl 1 1

2 oT oT
= (—5qk ) §qkjdt+IQk5qkdt I—ﬁqkdt+

k

k

+I—5qkdt IQk5qkdt —I 5qk I§L_5ijdt_

l

t.
: 0T oT
_Idt( j&qkdtJrIQk&qkdt [=- % 50, dt + (6q 5qk]

t, Y4 k

t

4

oT % oT oT
_ I o (aq j&qkdt + j Q,5q,dt = tj - 5qdt +a—_(t2)><

x50, (t,) ——(n)aqk (t)- j jt [ aq ]a‘qkdt + [Qoqd -

:_I{dt [%}E_Qk}&qkdt (k=1n),

unde am tinut cont de conditiile (2.30°). Cum variatiile
oq,, (k =]71) sunt arbitrare!®, din relatia anterioard
rezultd cu necesitate ecuatiile cautate,

d(oT —

—| — ——_Qk, (k=1n). (2.39)

dt\ og, ) oo,

Intrucat relatia (2.33) permite deducerea pe cale variationala
atat a ecuatiilor Lagrange de speta a II-a pentru sistemele
naturale care admit un potential generalizat cat si a

19 Mai putin conditiile (2.30’).
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ecuatiilor Lagrange de speta a II-a pentru sistemele supuse
unor forte nepotentiale, (2.39), se spune ci ea exprimai
principinl lui Hamilton generalizat.

2. In cazul formalismului hamiltonian vom arita cum poate fi dedus
pe cale variationald sistemul de ecuatii canonice ale lui Hamilton,
»inima” formalismului hamiltonian. Astfel, utilizand expresia (2.37)
a principiului lui Hamilton si definitia functiei lui Hamilton,

H=pg -L,avem:
t, t, t,
0=5S=5[Ldt=5[(pg —H)dt=[[5(pg)-oH | dt=
t t t
t, 6 t ty
= [(psa, +a.5p, ) dt - [ SHdt =] psa,dt + [ g pdt -
t 7] o] 4
# oH oH #d iy
_J(_5qk +a_pk5pk dt :!;E( pk5qk) dt _j p.oq,dt +

t t
¢ ¢ oH oH
+qu5pkdt_j(a_5qk+£5pk]dt (pkqu
g k

j poqdt +

t t
f . ¢ oH oH
+,[Qk5 pkdt _J‘Lﬁ 5qk + op 5pk)dt =Py (tz)5Qk(tz) -
: Kk

oH

t t t
2 . 2 ) 2 8H
—p(t) 5, (1) - j b5, dt + j Gopdt—| [—5qk +—5kadt -
t aqk apk

ezl

unde, din nou am avut in vedere relatiile (2.30”). Datorita faptului ca

variatiile o0, si 0P, (k 2171) sunt arbitrare!!, din relatia de mai

! Este valabili si aici observatia ficuta la nota de subsol precedenta.
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. ) s .. oH
sus rezultd cu necesitate ci P, +——=0 si Q, —?z 0, care
k k
reprezinta sistemul ecuatiilor canonice ale lui Hamilton:
G =+ oH
Kk — T ~_
op,
(2.20)
b, = oH
Kk —_ T T .
op,

Observatii A
1. Principiul lui Hamilton este un principiu variational. Intr-adevar, o
comparatie rapida a rezultatelor obtinute in acest paragraf cu acelea
prezentate in paragraful dedicat functionalelor si extremelor
acestora, scoate in evidenta o identitate de forma intre cele doua
cazuri (vezi subcapitolul V.1). Acest lucru reiese cu claritate din
corespondenta urmatoare:

Variabila independentd X < Variabila independenta t

Variabila dependenta Variabila dependenta
(parametrul variational) < (parametrul variational)
y=Y(X) q=q(t)
Functia de clasa C? Functia lui Lagr.ange
f=f(xVY) < L=L(t g, q)

Functionala Functionala actiunii

IW=[Txyy)&x o S@=[Lt g od
X

4

Ecuatiile Euler-Lagrange Ec. Lagrange de speta a II-a

d|( of of . dfoL) oL —
sl ot o Gl e bem
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Dupa cum am vazut in paragraful dedicat calculului variational,
solutiile Yy, =¥,(X) ale ecuatiilor Euler-Lagrange sunt acele

»puncte” in care functionala de baza (functionala care a determinat
forma concreti a acestor ecuatii prin intermediul functiei
f(X, Y, Y)) este stagionard; cu alte cuvinte, solutiile ecuatiilor
Euler-Lagrange sunt acele ,puncte” in care functionala este
extrema (minima sau maxima), acestea numindu-se si extremzale. Din
acest punct de vedere, solutiile ecuatiilor Lagrange de speta a Il-a
t2
nu sunt altceva decat extremalele functionalei actiunii, S= j L dt.
t1
In aceastd lumini, principiul lui Hamilton poate fi enuntat astfel:
Miscarea reald a wunui sistem figic dat este cea descrisd de extremala
Jfunctionalei actinnii. Cu alte cuvinte, dintre toate functiile Y, =V, (X)
de clasi C?® definite pe intervalul temporal te [tl, tz] si care
satisfac conditiilor yi(t;)=a, Y (t,)=b, (i=12,..), unde a si b
sunt doua constante reale, miscarii reale a sistemului ii corespunde
acea functie care face functionala actiunii extrema.
Deoarece in acest paragraf am utilizat marimi ce pot fi definite in
raport cu orice sistem de referintd, urmeaza ca principiul lui
Hamilton nu depinde de alegerea coordonatelor;
intreaga informatie despre sistemul fizic studiat este continuta intr-
o singura functie scalara, functia lui ILagrange, care, odata
cunoscuta permite determinarea simpla si rapidd a ecuatiilor
diferentiale ale miscarii, precum si a legilor de conservare asociate;
Principiul lui Hamilton poate fi utilizat pentru a descrie intr-o
manierd unitara i alte sisteme fizice (in afara celor mecanice), cum
ar fi, de exemplu, campurile fizice. Acest lucru este posibil datorita
faptului ca termenii care intrd in expresia functiei lui Lagrange au
dimensiuni de energie (marime care poate fi definita pentru orice
sistem fizic), in timp ce nu orice tip de miscare/interactiune poate
fi descrisd prin intermediul fortelor (care, uneori, sunt foarte greu
de identificat). De exemplu, ecuatile fundamentale ale
electrodinamicii (ecuatiile lui Maxwell), cele ale teoriei elasticitatii
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(ecuatiile Lamé), ecuatia fundamentald a mecanicii cuantice
nerelativiste (ecuatia Schrodinger) etc., pot fi deduse pornind de la
principiul lut Hamilton;

5. Din cele amintite mai sus reiese faptul ca principiul lui Hamilton
are un grad de aplicabilitate extrem de mare, fiind unul dintre cele
mai generale principii ale naturii. Odata identificatd functia lui
Lagrange ce caracterizeazd un anumit sistem, putem spune ca ,,am
prins in ecuatie” acel aspect al universului. In acest scop existd mai
multe criterii-principii care trebuiesc luate in consideratie atunci
cand dorim sd construim functia lui Lagrange pentru un anume
sistem fizic. Acestea sunt:

- Principinl superpozitier. Daca sistemul este alcatuit din cel
putin doua particule, atunci functia lui Lagrange a intregului
sistem trebuie sa contind trei grupuri de termeni: (1) termeni
care s descrie fiecare particuld din sistem, ca si cand aceasta
ar fi singura, (i) termeni care si descrie interactiunea dintre
fiecare particula a sistemului cu oricare altd particula din
sistem si (i) termeni care si descrie interactiunea fiecarei
particule a sistemului cu campurile de forta exterioare
(evident, daca acestea axista);

- Principii de invariantd. Actiunea trebuie sa fie construita in asa
fel incat si fie invarianta la transformarile grupului de
simetrie ce caracterizeaza sistemul fizic studiat. De exemplu,
in cazul mecanicii clasice-newtoniene, acest grup este grupul
transformarilor Galilei-Newton, mecanicii relativiste 1i
corespunde grupul transformarilor Lorentz-Einstein etc.;

- Principiul de  corespondenta. Acest principiu cere ca toate
rezultatele cunoscute intr-un domeniu particular al unui alt
domeniu mai general sa poata fi obtinute din principiul lui
Hamilton aplicat in domeniul mai general. De exemplu,
trebuie ca toate rezultatele mecanicii clasice-newtoniene sa
poata fi obtinute din principiul lui Hamilton aplicat in
cadrul mecanicii analitice;

- Principiul simetriei. Functia lui Lagrange trebuie construita
astfel incat aceasta sa fie nu doar cea mai simpld cu putinta,
ci si astfel incat sa conduca la ecuatii diferentiale ale miscarii
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care si evidentieze/inglobeze proprietitile de simetrie ale
sistemului fizic studiat. In acest fel, rezolvarea acelor ecuatii
va fi mult usurata. Acest lucru poate fi luat in consideratie
prin  alegerea potriviti/convenabili a coordonatelor
generalizate.
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Capitolul III

Problema pendulului simplu

(sau matematic, sau incd, gravitational)

In cele ce urmeazi vom rezolva problema fundamentali a
dinamicii unui sistem fizic cu legaturi in cadrul a sase formalisme (clasic-
newtonian, al ecuatiilor Lagrange de speta I, al ecuatiilor Lagrange de
speta a 1I-a, al lui Hamilton, formalismul Hamilton-Jacobi si formalismul
variabilelor unghi-actiune) pentru a scoate astfel in evidenta asemanarile si
deosebirile care existd intre aceste formalisme §i pentru a sesiza gradul
sporit de generalitate (In stransid legaturd cu cresterea ,puterii’”) a
formalismelor mecanicii analitice fata de cel clasic-newtonian — pe de o
parte — dar si a formalismelor mecanicii analitice intre ele! — pe de alta
parte.

Sistemul fizic particular pe care-l vom studia este alcatuit dintr-un
corp de dimensiuni neglijabile (punct material) care se deplaseaza in plan
vertical pe un arc de cerc in camp gravitational uniform si omogen. Acest
sistem mecanic poate fi realizat cu ajutorul unei tije rigide de masa
neglijabila, fixatd la capitul superior intr-o articulatie ideald si avand la
celalalt capat un corp de masa m asimilabil unui punct material.

Precizam ca ne vom opri doar asupra studiului migcarii acestui
sistem intr-un caz particular relativ simplu, si anume, cel al oscilatiilor de
amplitudine oarecare, libere, armonice si neamortizate, intrucat cazul
general (cel care se referd la miscarea neliniard, amortizata si eventual in
regim fortat) necesitd cunostinte de dinamica neliniara (implicaind notiuni
specifice cum ar fi: puncte de bifurcatie, atractori stranii, coeficienti
Lyapunov etc.) si iese din cadrul consideratiilor din aceasta lucrare. In
plus, principalul scop pe care il urmarim aici este acela de a oferi un
exemplu de aplicare a cunostintelor teoretice dobandite in cadrul cursului

! De exemplu, formalismul ecuatiilor Lagrange de speta a 1I-a este mai general si are o arie de
aplicabilitate mai mare decat cel al ecuatiilor Lagrange de speta 1.
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de mecanici analiticd, referitoare la cele sase metode distincte de rezolvare
a unei probleme de mecanica.

II1.1. Formalismul clasic (newtonian)

In cadrul acestui formalism se consideri cunoscute masa corpului,
fortele care actioneaza asupra corpului (inclusiv fortele de legitura) si
conditiile initiale compatibile cu legiturile, si se cere si se giseascd legea
de miscare, traiectoria si eventual alte elemente caracteristice miscarii.

Dorim sia evidentiem incd de pe acum faptul ca una dintre
principalele deosebiri dintre formalismul clasic (newtonian) si cele cinci
formalisme ale mecanicii analitice este cea referitoare la fortele de legitura,
care trebuiesc cunoscute incd de la Inceput (micar ca numar, directie si
sens) in cadrul formalismului newtonian, pe cand, in cadrul formalismelor
mecanicii analitice ele se determind abia la sfarsit.

Rezolvarea problemei in cadrul acestui formalism se bazeaza pe
principiul fundamental al dinamicii (lx secunda), care furnizeaza ecuatia
diferentiald a miscarii. Evident, pentru a putea scrie expresia matematica a
acestui principiu trebuiesc cunoscute toate fortele care actioneaza asupra
corpului (deci si cele de legitura), iar rezolvarea ecuatiei diferentiale a
miscarii necesitd cunoagterea conditiilor initiale (pozitia si viteza la
momentul considerat initial). Solutia acestei ecuatii diferentiale reprezinta
chiar legea de miscare a corpuluz, T =T (t).

Si notim cu G forta de greutate (forta aplicati corpului) si fie T
forta de legaturd (tensiunea din tija). Pentru a scrie ecuatia fundamentald a
miscarii vom alege un reper cu originea in punctul de suspensie a tijei,
avand axa OX verticald, orientatd in jos, iar axa Oy orizontald, orientata
spre dreapta, aga ca in Fig. I11.1.
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Fig. ITL.1

La momentul initial, t=0, corpul se afla in punctul P(X,, Y,) si
este in repaus (V,, =0, V,, =0). La un moment oarecare de timp, t, tija
face cu verticala unghiul #(t) . Proiectand ecuatia fundamentald a miscarii
pe cele doua axe, putem scrie:

Ox: mX=mg-T cosé,
Oy: my=-Tsiné,

sau,

X=gq —Icose,
m
- (3.1)
y=——sgné.
m

Suntem astfel in posesia unui sistem de doua ecuatii diferentiale cu
patru necunoscute: X, Yy, 6, T. Pentru a-l rezolva vom apela la ecuatiile
parametrice ale traiectoriei corpului de masa m,

x=Rcosé,

y=Rsing.
Derivatele totale de ordinul unu si doi in raport cu timpul ale
acestor ultime doua relatii sunt
x=-RAsing,
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y = R9cosd
sl respectiv,
% =—Rdsind— RH? cosb

y = RO cosf — RA?sing .
Cu acestea din urma in (3.1) obtinem:

_Ritgo-RP=—9 _T
cosd m

RO — RO? tg0 = T tgé,
m

(3.2)

care este un sistem de doud ecuatii diferentiale cu doua necunoscute, deci
rezolvabil in mod univoc.
Prin eliminarea lui T intre cele doua relatii (3.2) obtinem

é+%sin9:0, (3.3)

care este ecuatia diferentiald a miscarii.

In cazul in care unghiul 6, =6(t,=0) are valori mai mici decat
cinci grade de arc, sinusul unghiului € <@, poate fi aproximat cu valoarea
unghiului exprimata in radiani,

sng=6
si atunci ecuatia (3.3) devine
b+ % =0, (3.4)

care este binecunoscuta ewatie diferentiald a oscilatornlui liniar armonic. Deci,
in acest caz (conditii initiale care sa respecte restrictia €y <5") corpul de
masa M efectueazd oscilatii libere? neamortizate3, izocrone, cu
amplitudinea si faza initiala depinzand de conditiile initiale. Solutia ecuatiei
(3.4) poate fi scrisa in cel putin patru moduri:

0=AE" + Ag'™, (3.5 a)

23 VT
In sensul cd oscilatiile nu sunt fortate.
3 I N . . N . PN .
Oscilatiile au loc In vid (nu exista frecare intre corp si mediul in care acesta se misca —
observatie valabild si pentru tijd), iar articulatia este ideald (nu existd pierderi de energie prin
frecare in articulatie).
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6 =B, sina,t + B, cosat , (3.5Db)
0=Csin(apt+9¢) (3.5¢)

si
6 =Dcos(at+v), (3.5 d)

unde @} 2%, iar constantele arbitrare de integrare A si A, B st B,, C

si @ sirespectiv D si y, se determina din conditiile initiale. De exemplu,
dacd vom considera solutia (3.5 c), avem
6,=0(t,=0)=Csing
st
6, = w,C cosg =0.

v T - : 5
Cum C nu poate fi zero, rezultd ¢ =— si atunci, din ,=Csing rezultd
2

C =4, deci solutia finala va fi
o(t) = Hosin(a)ot +%) .

In acest caz, perioada miscarii oscilatorii armonice a pendulului

T, = 2z = 272'\/E (3.6)
Wy g

si depinde doar de lungimea pendulului (tijei), R, fiind independentad de
amplitudinea miscarii (cu alte cuvinte, oricare ar fi amplitudinea miscarii
oscilatorii armonice libere i neamortizate, daca ea indeplineste conditia de

este

oscilatii mici, 8, <5, perioada rimane tot timpul aceeasi; astfel de oscilatii
se numesc zgocrone sau tfantocrone *).

S studiem acum cazul in care unghiul 6, are o valoare oarecare.
Evident, in aceasta situatie ecuatia diferentiala a miscarii nu mai poate fi

integrata imediat si, in plus, trebuie sa vedem dacd miscarea mai raimane
una oscilatorie. Pentru aceasta vom transforma derivata de ordinul doi in

44 . . N o . .. N . .
In limba greacd fanto inseamna acelasi/aceeasi, iat chronos inseamnd dmp.
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raport cu timpul a unghiului € intr-o derivata de ordinul unu in raport cu

0, astfel:
d’0 d(d@j d (d@jd@__déé__ldéz

T dtldt) doldt)dt do” 2de
Inlocuind § astfel transformat in ecuatia (3.3) obtinem
32
di = —Eg nég
de R

si separand variabilele, avem
d6? =29 sinodo,
R
de unde,
0> = 2%(0050 —cosf,),

adica,

ézi\/z—r\?(cose—coseo). (3.7)

Cum @ trebuie sa fie o marime reald (ea exprima de fapt viteza
unghiulari, care este o marime fizicd obsetrvabild/masurabild), cantitatea
de sub radical trebuie sa fie o marime pozitiva,

(cos#—cosh,)>0,
ceea ce conduce la
6] < 6,.

Observam asadar cd miscarea in acest caz are doud puncte de

Intoarcere, anume,
6,=-6,, 0,=+06,.

Sa analizdm in continuare modul de variatie a marimilor 6 = 6(t) si
6 =0(t). Pentru aceasta vom considera axa verticali OX ca axd de zero
pentru valorile unghiului @: unghiurile masurate pe arcul de cerc spre
dreapta le vom considera pozitive, iar unghiurile masurate spre stinga,
negative.

Vom incepe analiza pornind din punctul initial, caracterizat de
6 =6, si 6 =6,=0. Pentru a usura analiza vom nota punctul de plecare
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cu litera A, punctul de trecere prin zero a unghiului € cu C s.a.m.d. (vezi
Fig. I11.2).

et

Fig. I11.2

In intervalul A— B — C unghiul @ scade prin valoti pozitive pani
la zero, iar @ (viteza unghiulard) scade de la zero (cat era in A) la valoarea
minimi, 6, , prin valori negative. De acest lucru ne putem convinge usor
dacd vom utiliza definitia derivatei unei functii intr-un punct si desenul

ajutator din Fig. IIL.3. Intr-adevir,
6=99 _im 49 _im %=
dt 4150 At t,—oh tz _tl
In intervalul C—>D—E unghiul @ scade prin valori negative

pana la cea mai mica valoare a sa, —6, (corpul nu poate trece de acest

<0.

punct, mergand spre valori mai negative ale lui €, deoarece punctul
6 =—-6, este punct de intoarcere), iar € creste, tot prin valori negative

(dupa cum se poate constata in urma unei analize ca mai sus) pand la
valoarea zero.
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-~ —

- T
-7 A8 T
-

— At = A
L=trat=t 15 (t)
AB=0,-8,<0 P ()

D
P,(t +At)

Fig. I11.3

Pe intervalul E— D — C unghiul € creste prin valori negative
pani la valoarea zero, iar 6 creste (de data aceasta prin valori pozitive)
pand la valoarea maximi, 6, , pe care o atinge in C. In intervalul
urmator, C—B— A, unghiul 6 creste prin valori pozitive pana la
valoarea maxima (initiald), 6, si nu poate trece de acest punct (mergand

spre valori mai mari decat 6,) deoarece si punctul € =+6, este punct de

intoarcere. Viteza unghiulara, 0 scade in acest interval de la valoarea sa
maxima la zero (prin valori pozitive). Din acest moment, miscarea se reia
exact la fel, de unde tragem concluzia ca, si in acest caz, miscarea ramane
una oscilatorie.

Aceastd analizd poate fi completatd cu cea realizatd in termeni
energetici. Daca vom considera ca nivel de referinta pentru energia
potentiald gravitationald planul perpendicular pe axa OX, care trece prin
punctul C, atunci, deoarece legatura este ideald (nu exista pierderi
energetice prin frecare si nici prin alte mecanisme), energia potentiald
maxima din punctul A este ,cheltuitd” pe seama realizdrii lucrului
mecanic de catre campul gravitational, care duce la cresterea energiei
cinetice a corpului de masd M (nuld in punctul A) la valoarea sa maxima
(valoare numeric egald cu aceea a lucrului mecanic realizat de campul
gravitational si egald cu energia potentiald din punctul initial A) din
punctul C, unde energia potentiala este nuld. Neexistand pierderi de
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energie si fiind implicat un camp conservativ (campul gravitational)
energia totald a sistemului se conservd. Am putea spune cia are loc o
»transformare” continua de energie, intre cea cinetica si cea potentiala,
energii care ,trec”’ succesiv prin valorile nule si maxime (obtinute in
punctele A, C si E) in alternantd (cand una dintre ele este maximai,
cealalta este nula si viceversa). Sinteza acestei analize este prezentatd in
tabelul urmator:

Punctul — A C E C A
0 [ ¢ 0o O -4 2 0 7 4
] 0 (=) '. 0 ] (+) 0
e(t) \‘ emm él é‘ emax \‘

Ec 0 /l Ecmax \‘ 0 /| Ecmax \' 0
E, |E. N~ 0 7 E. N 0 / E.

Deoarece (facand abstractie de semn) miscarea se face in mod
identic pe fiecare din cele patru subintervale ale unui ciclu complet,

ABC — CDE — EDC — CBA, rezulta ca perioada miscarii este de patru
ori intervalul de timp corespunzator oricaruia din cele patru subintervale.

De exemplu, daci notim cu (4t) . intervalul de timp necesar corpului

pentru a parcurge primul subinterval (arcul de cerc/traiectorie ABC),
atunci perioada miscarii va fi

T= 4(At) -
Pentru a-1 determina pe 7 utilizam relatia (3.7). Deoarece, conform

tabelului de variatie de mai sus, 0 este negativ pe intervalul ABC, avem

0 =%= _\/E(cosH—COSHO) ,
dt R

de unde,

e do __[rR do

20 ./cosd —
\/zlg(cose—coseo) 9 ycosd-cost,

sl atunci,
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e R ? do
r=4(4t) =4 j dt=—4| " | =
29 ; +Jcosd —cosé,

\/7 J \/cos6’ cosf,

In continuare vom exprima perioada miscarii, 7, in doud moduri,
cel mai des intalnite in aplicatii:
1) cu ajutorul integralelor eliptice complete de speta I si
2) prin intermediul unei serii de puteri pare ale sinusului amplitudinii
unghiulare a migcarii, 6.

(3.8)

In acest sens, in integrala (3.8) s realizam urmatoarea schimbare
de variabila:

sing—sinﬁsin =ksin
> > () o,

) . . o . 2}
unde am ficut notatia evidentd, K=sin3

Avem atunci,

1 6
—cos—df=kcosep dop,
5955 ¢ do

de unde,

40 - 2k cosg dgo'

0
Cos—
2

Pentru mirimea (C0S6—C0S#,) care apare in integrandul din (3.8) avem

cos@ —cosf, = —(1-cosd)+(1-cosh, ) =—2sin’ g +2sin? % _

=—2k*sin’ g + 2k = 2k* (1-sin® p) = 2k’ cos’ .

Prin inlocuirea acestor relatii in (3.8) rezulta
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2k cosp do

V ’[\/m V 0 COSQ\/E kCOS(D
2

Sy N

_ \/E J”Z'L_4\/E i‘L
g 0 }l_sinzz g oﬂl—kZSinZ(D
Am ajuns astfel la o integrala de tipul

%, '[\/1 k*sin? (/)

numitd zntegrala eliptica de speta 1. @, se numeste amplitudinea, iar K se
numeste zodulul integralei eliptice de speta I. Integrala

2
K (k)= F[E, kj:jd—(”_
2 0 J1-k*sin’p
se numeste zntegrald eliptica completd de speta 1. Aceste integrale nu au
primitive exprimabile prin functii analitice cunoscute si, de obicei, ele se
tabeleaza.
Cu ajutorul acestei integrale, perioada pendulului matematic in

regim de oscilatii armonice libere, neamortizate, de amplitudine oarecare
se poate scrie astfel

R

r=45 (E k] \f ([m (3.9)

Sa gasim acum cea de-a doua forma pentru 7, cea exprimabila ca o
serie de puteri. Pentru aceasta si observim cd, excluzand valoarea

singulard 6, =7, avem |k| <1. Atunci, dezvoltand in serie integrandul din
(3.9) obtinem
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1

J1-k?sin® o

=1+i1.3.5....-(2n—1) kaninZn(p:lJri(Zn—l)!! K2 g2
~ 2.4.6-..-2n w1 (2n)!!

:1+%k25in2¢)+;%ik4sin4go+...:

(2n 1) 2n 2n
=1+ Z;‘ = K 0.

(3.10)

Intr-adevir, notaind k*sin’p=1z, pentru functia f(2)= avem

1
Vl1-z

urmatoarea degvoltare in serie Taylor in jurul punctului z=7;:

df 1(d*f 2
f@)=1f(z)+ (dzlzo(Z—onE( 7 LZO(Z_Z") e

Daca z,=0, atunci degwoltarea in serie se numeste de tip Mac-Lanrin si se

df 1(d*f
f(2)=f(0)+ (d j z+5( 7 j 2 +...
z=0 : z=0

2
In cazul nostru, f(0)=1, d—f=l ! df :§ 1 etc.

dz 2 (1_ 2)3/2 > d22 4 (1_ 2)5/2

scrie astfel

Inlocuind, obtinem

f(z):1+;z+2—izz+ 1+2135 ~2n=D o _

&~ 2.4.6-..-2n
L& @n-pn & @i,

ceea ce justifica relatia (3.10). Deoarece |k| <1, seria de puteri (3.10) este

uniform si absolut convergenta pe intervalul (O, 7r). Aceasta ne permite

sa o integrim termen cu termen (operatorii de integrare si sumare comuta
in acest caz, adica integrala seriei este egald cu seria integralelor). Pentru a
face acest lucru sa deducem mai intai o formuld utild, numita formula lui
Wallis.

Fie in acest sens integralele de forma
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=|sin”p dg,

I2n

O Ly VN

unde N este un numar intreg.
Putem scrie

l,, = jsinzn(p do = j9n2”2¢(1— cos’ go) do= isinznz(p do—
0 0 0

_J‘Smngo cos’pdp=1, , —jsinzn’zgocos2 @ do
0 0

si integrand prin parti ultimul termen din relatia de mai sus,

. : 1 1 . 5
2n-2 _ 2n-1 _ 2n-1 2
sn’"?pcos’ @ dgo—_([COSgo d( sin goj_zn_l[sm (DCOS(Z)]O

2n-1

[ ——

1 o Vo 1 Foon
_sing) dg = do ,
(2n—1Sln (pj( sinp) do 2n—1£Sln a4

O Ly O

avem

1 ., 1
sn"pdep=1, ,——1,,
! QA =1, on_1 2"

I2n = I2n—2_ on—1

de unde rezultd urmaitoarea relatie de recurenta:
2nl,, =(2n-1l,, ,.

Dand valori lui n dela 11a n obtinem

n=1; 2:1,=1,
n=2; 4|4=3|2=1'—23|0
n=3; 6|6=5|4=%|0
n=n-1; _135.(2n-3)

2(n-Dl,, ,=2n-3l,, , = 2.-4.6-....(2n-4) °

n=n; 20l = (@n-1)l, - 1-3-5-...-(2n-1) N
2.4.6-...-(2n-2)
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de unde,

_135..-(n-1) _135.. (2n DI _135...(2n-1) 7
N 2.4.6...2n ° 2.4.6-. 2:4.6-..-2n 2

b

ceea ce reprezinta formula cautata (a lui Wallis).
Tinand cont de aceste rezultate, putem scrie

i &1.3.5...-(2n-1) n g
1+ k dop =
2 %46 .2 4 v

n=1

5w a5 e )

si atunci, pentru perioada pendulului matematic in regim de oscilatii
armonice libere, neamortizate, cu amplitudine mare (oarecare) se obtine

expresia
SO (S
e e
g2 |

7 &= .o 7 &l =D L, F . o
= 77K |sin do |==—+ 77K |sin do |=
2+Z[ o ! 0 (p] > Z{ > l ¢ do

(3.11)
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Acest rezultat este exact (nu am ficut pand aici nici un fel de
aproximatii). Dacd amplitudinea oscilatiilor satisface relatia 6y <x/2,

atunci putem dezvolta in serie si SmEO. Folosind binecunoscuta

dezvoltare in serie a functiei trigonometrice sinus,
) 1 i 1

SNX=X-—X+=X— = )

3l 5l . |:0 2I +1

2I +1
bl

avem

2

Intrucat de multe ori in practica este suficient sa ne oprim la primii
trei termeni ai acestei dezvoltiri in setie, sa determindm in cele ce urmeaza
coeficientii numerici C, (i=1, 2, 3, 4,...) ai primilor patru termeni ce

0 3 Y [@j': 6 &% ., % 6 |
2 (2I+1)! 281 2°.31 2°.51 277

apar ca puteri pare ale amplitudinii de oscilatie §, din dezvoltarea in serie

a lui 7. Primul coeficient este> C, =1, cici, conform relatiei (3.11) avem
2 4 6 2 4 6
r=To(C,+C +Cyfly +C,05 +...) =T, (1+C,05 +C,y + C,05 +...) =
2 4 6
=T, (1+C,0; +C 05 +C,05).
Pentru a determina ceilalti trei coeficienti, C,, C, si C, trebuie si
observam ca la coeficientii numerici ai diverselor puteri pare ale lui 6,

contribuie mai multi termeni ai seriei (3.11), dupa cum urmeaza: pentru

C, contribuie doar termenul corespunzator lui n=1, pentru C, termenii
corespunzatori lui N=1 si N=2, iar pentru C, termenii corespunzatori lui
n=1, n=2 si n=3. Astfel, din relatia (3.11) avem
=T, 1+16m %, O gneth, 25 gpebo, L
4 2 64 2 2304 2
(3.12)
20, 9 gnso ﬁgneﬁ}_

+
4 2 64 2 2304 2
Cum

®Tisand la o parte factorul T, = 27Z\/§ .
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3 5 7 3 5
OSSR S S S
2 2.1 2.3 2°.50 2°.7 2 48 3840
putem scrie
9 (6 & & & Y &
2 0 0 o Y _% 4
sin* = {21 TR TR 27‘7!+...J n +0(6;). (3.14)
Deci, tinand cont de relatia (3.12), coeficientul lui 6; va fi
11 1
44 16
Pentru a-l1 determina pe C, trebuie sa utilizim si expresia lui

(3.13)

sn* %0 Din relatia (3.13) rezultd

> T\ 2y 23 de

_(eo_es 6 _ o j

4@_[90_49: & 4 j

Tl 21 2.3 B 2
2 2
x9°—95+9°5—9°7+ i0—3+'95 (97)
2 28.31 2°.51 7.7 T 2 48 3840\
3 5 2 2 6 3 5
o b, % +0(€07) % % 2&-0—°+2&-6—°+0(0§) x
2 48 3840 4 2304 2 28" 2 3840
2 6 3 5 2 4 6
X 0_0_{_6_0_2&0_0_{_2&9_04_@(9(?) H_ 9 24> 9 (QB)
4 2304 2 48 T2 3840 4 48 1440
2 4 6 4 6
B loy B\ o(ge)|=_boo(ep).
4 48 1440 16 96
(3.15)

Scriind (3.14) astfel incat si punem in evidenti coeficientii lui ; si 6,
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6 (6 & & ¢ (e, @& & ?
sin? 2= 2204 0 ___0_4 e (907) =
2 |2 32 5L 712 2 43 3840

2 6 3 5 2 4 6
9 O zi.i+2@.9_0+@(9§) G _ 6) O (95‘)
4 2304 2 48 2 3840 4 48 1440

(3.16)

pentru coeficientul C; rezulta urmatoarea valoare:

S (I A
4\ 48) 6416 3072’
unde am avut in vedere c4, in acord cu (3.12), coeficientii lui sinz%0 si

.0, 1 . _
SN — sunt — §1 respectlv —.
4 64

In sfarsit, pentru a-1 determina pe C, va trebui sa considerim si

contributia lui Sinﬁ%0 la termenul in 67 :
2 pa 6 3 2 pa 6 2
sneo (% % G +O(¢9§) % % % (eg)
2 4 48 1440 4 48 1440
2 4 6 4 6
S S 7 ) R 3
4 48 1440 16 96
NN 07
204 0 4 o(8) |=2+0(6).
(4 48 1440 (°)j 64 (%)
3.17)

Atunci, tinand cont de (3.12), (3.16), (3.15) si (3.17), pentru C,

rezulta valoarea

. =

1
4 64 | 96) 2304 64 737280

1,9 (. 1),25 1_ 173
1440 * 64

V4 o
Asadar, pentru 6, < — putem scrie cd
2
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T=2r1 E[l+i9§+ 11 07 + 173 9§+...j:
g\l” 16 ° 3072 ° 737280

=21 B(1+i002+ 11 05 + 173 Hoej
gl 16° 3072 ° " 737280

Daca amplitudinea oscilatiilor este mica (6?0 <5°) termenii care

(3.18)

contin &7, 6, etc. sunt neglijabili in raport cu unitatea si se reobtine

binecunoscuta formula (aproximativa) a perioadei oscilatiilor izocrone,

T, = 27r\/§ (3.19)

Aceasta formuld este utilizatdi in constructia ceasornicelor
astronomice, pentru care ¢, =130".

In ceea ce priveste forta de legituri (tensiunea din tiji), T, trebuie
precizat faptul ca in cadrul acestui formalism ea trebuie cunoscutd de la
bun inceput (macar ca directie si sens), cdci altfel problema nu poate fi
rezolvata (aceasta forta trebuie utilizatd pentru scrierea expresiei
matematice a principiului fundamental al mecanicii, care sti la baza

formalismului clasic-newtonian). Aceste doud caracteristici ale lui T
(directia si sensul) rezulta din Fig. 1I1.1, iar modulul poate fi determinat
utilizand relatiile (3.1), (3.3) si (3.7) astfel:
Din a doua relatie (3.1) rezulta
B, y  m(ROcosd—RI’sing
L
siné sinéd
in care, daca tinem cont de (3.3) si (3.7) gdsim
m( R cos - R6*sing)

bl

T:— : =
snég
m{R| - Ising |coso-R 2—9(0059—005490) sing
R R
= : = (3.20)
sing

= mg(3cosd —2cosb,).
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Cu aceasta, problema este rezolvatd in cadrul formalismului clasic-
newtonian. Si abordim acum aceeasi problema utilizand formalismul
ecuatiilor Lagrange de speta 1.

II1.2. Formalismul ecuatiilor Lagrange de speta I

In cadrul acestui formalism problema se enunta astfel: date fiind
masa corpului, fortele aplicate corpului, ecuatiile analitice ale legaturilor si
conditiile initiale compatibile cu legiturile, sa se afle legea de miscare a
corpului, fortele de legitura si eventual elementele miscarii (traiectoria,
perioada miscarii etc.).

Dupi cum putem observa, in cadrul acestui formalism (ca si in
toate celelalte din cadrul mecanicii analitice) nu este necesard cunoasterea
a priori a fortelor de legaturi, acestea aparand aici ca necunoscute ale
problemei, determinandu-se a posteriori. De altfel, acesta este si principalul
avantaj al formalismelor mecanicii analitice. In cadrul formalismului
ecuatiilor Lagrange de speta I, cunoasterea fortelor de legaturi este
inlocuitd de cunoasterea expresiilor analitice ale legiturilor (date ori sub
forma explicitd, ori sub forma implicitd). De cele mai multe ori fortele de
legiturd nu sunt cunoscute de la inceput si determinarea lor este adesea
deosebit de dificild. In cazurile in care aceste forte nu pot fi cunoscute
incd de la bun inceput, formalismul clasic (newtonian) nu poate furniza
solutia problemei. Singura rezolvare nu poate veni decat dinspre unul din
formalismele mecanicii analitice.

In cele ce urmeazi vom rezolva aceasti problemd in cadrul
formalismului ecuatiilor Lagrange de speta 1. Algoritmul de rezolvare a
unei probleme in cadrul acestui formalism este urmatorul:

unde N reprezintd

i) identificarea fortelor aplicate F, (i =1 N) ,
numarul de corpuri (puncte materiale) din sistem si exprimarea lor
pe componente in raport cu un referential (sau mai multe) ales(e)
in mod convenabil;

ii) stabilirea conditiilor initiale compatibile cu legiturile f[, =T (t,) si

ﬁo = I7‘i(to) 5
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iif) identificarea legiturilor si determinarea expresiilor analitice ale
acestora, fk(Fl, [ t):0, (k:l,s), unde S reprezintd

numarul de legituri;
iv) scrierea si rezolvarea sistemului de 3N +S ecuatii (cele 3N ecuatii

de speta I ale lui Lagrange, mr = F +> Agrad f,, (i :]_,_N) si
k=1

cele S expresii ale legaturilor) cu cele 3N +S necunoscute (cele
3N coordonate X =X (t), ¥, =V, (t) si z =2z(t) sicele S constan-

te nenule 4, K :]TS);

v) determinarea fortelor de legiturd L, (i =1,N ) utilizand relatiile lor
de definitie, L = Z:/ikgradi f,.
k=1

Inainte de a »aplica” acest algoritm in cazul problemei de fatd
precizam cd formalismul ecuatiilor Lagrange de speta I este valabil doar
pentru legiturile ideale. Evident, aceasta situatie este extrem de restrictiva,
ea fiind o idealizare care nu isi are corespondent in realitate. Totusi, in
masura in care fortele de frecare sunt cunoscute®, acestea pot fi
considerate ca si forte aplicate si adaugate acestora din urma.

Fata de sistemul de referinta ales ca la inceput (pentru formalismul
newtonian), singura forta aplicatd (forta de greutate) are urmatoarele
componente,

6 P o . . o
De obicei fortele de frecare se determind pe cale empiricd. De exemplu, in cazul miscarii
relative de translatie a doua corpuri, se determind pe cale experimentald ca forta de frecare este

propottionald cu reactiunea normald, F; = 4N, coeficientul de proportionalitate g fiind numit

coeficient de frecare (static sau la alunecare). In cazul deplasirii unui corp intr-un fluid vascos, tot pe
cale experimentald se giseste cd forta de frecare la viteze mici (in regim laminar) este

propottionald cu puterea intai a vitezei relative de miscate a corpului fatd de mediu, F; =-k V,,

unde K este un coeficient care depinde de vascozitatea fluidului in care are loc miscarea si de

forma sectiunii transversale a corpului, iar la viteze mari (regim turbulent sau de tranzitie) aceeasi
. . . . . . = 12~ ~

fortd este proportionald cu pitratul vitezei relative, F, =—k |Vr| V, in care V este versorul

directiei de miscare a corpului, iar K este o ,,constantd” ce depinde de densitatea mediului in

care are loc miscarea, de aria sectiunii transversale a corpului si de un asa-numit coeficient de_formdi

al corpului (notat de obicei cu C, si strins legat de calititile ,,acrodinamice” ale corpului).
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G=(mg, 0, 0),
iar conditiile initiale sunt, evident, aceleasi cu cele din cazul formalismului
clasic (newtonian),
o =(%» Yor 0)=(Rcosé,, Rsing,, 0)
si
r=0.
Fira a restrange deloc generalitatea problemei am considerat ca
miscarea are loc in planul XOy (sau, echivalent, in planul z=0).
Corpul de masid m este supus la doud legaturi, si anume:
f(x y)=x*+y -R*=0, (3.21 a)
si
f,(z)=2=0. (3.21b)
Deoarece sistemul in discutie contine doar un singur punct

material, indicele | nu-si mai afld rostul, iar sistemul de ecuatii care
conduce la legea de migcare a corpului de masa m este

2
mr=G+Y Agrad f,,

k=1
f(x y)=x+y -R*=0, (3.22)
f,(z)=z=0.

Expresiile gradientilor celor doui functii f, (k=1 2) care

exprima legaturile sunt

grad f, =2x1 +2y] (3.23 a)
si respectiv
grad f,=0 (3.23 b)
si atunci, notand A, simplu cu A, sistemul (3.22) devine
MX = mg + 24X,
y =21Y,
::er v —yR2 _o, (3.24)

z=0,
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care este un sistem de patru ecuatii cu tot ataitea necunoscute (X, Y, Z, /1).

Relatia (3.24 ¢) permite parametrizarea legiturii f (X, y) sub
forma
X=Rcosd,
{ y=Rsing,
si atunci, primele doua ecuatii ale sistemului (3.24) pot fi rescrise astfel:
m(-R&sin6 - RY* cos) = mg + 2ARcos0),

. . (3.25)
m(RHcosH— R923in9)= 2)Rsiné.

In acest fel problema este simplificata, intrucat totul revine acum la
a rezolva un sistem de doud ecuatii diferentiale cu doua necunoscute:
functia € =0(t) si scalarul nenul 4. Trecand termenul mg din membrul
drept al primei ecuatii din (3.25) in membrul stang si impartind apoi cele
doui ecuatii, obtinem

~RIsind - RO cosf—g _ cosd
Rd cosf — RH*sing sng’

de unde rezultd o ecuatie diferentiald de ordinul al doilea pentru 6:

é+%sine=o, (3.3)

care coincide cu ecuatia (3.3) obtinutd in cadrul formalismului clasic-
newtonian.

De aici incolo rezolvarea problemei urmeaza exact aceeasi cale ca
in cadrul primului formalism (newtonian). Singura diferenti este

modalitatea de determinare a fortei de legitura, L, care aici nu este
cunoscuta — initial — nici macar ca directie si sens (si, cu atat mai mult, ca
mdrime/modul). Aceasta se poate determina din relatia ei de definitie,

~ 2
L=> Agrad f, = Agrad f, + L,grad f, = Agrad f, =
k=1
=2AxT +21y] = 2AR(V cosf+ sing).
Modulul acestei forte (de legitura) este
C[= B+ = L=Var’ R cos 0+ 41°RPsin’ 0 = 2R, (3.26)

unde A poate fi determinat din relatia (3.25 b),
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m( R cos® — RI*sin6)
2Rsinég
m{ R(—gsi n 9) cosf — R[Zlg(cose — cos@o)}si n 9}

2Rsing
mg (2cos 6, —3cosb)
2R ’
in care am utilizat relatiile (3.3) si (3.7). Asadar, pentru marimea fortei de
legitura rezultd valoarea

L = 2AR=mg(2cosé, —3cosb), (3.27)

expresie care, pana la o diferentd de semn (care va fi explicatdi mult mai
usor si cu un grad sporit de evidenta in cadrul formalismului urmator, cel

al ecuatiilor Lagrange de speta a II-a) coincide cu cea a lui ‘ﬂ =T data de
relatia (3.20). Rezultatul este corect, deoarece nu putem spune cd am
obtinut pentru o aceeasi marime (modulul fortei de legaturd) doua valori
diferite, prin doua procedee diferite, Intrucat |L| :|T|. Acest lucru reiese

imediat, avand in vedere cd, in mod riguros matematic, relatia (3.26) se
scrie astfel:

=2+ = L=V4r’Re cos” 0+ 44°RP sin” 0 =
~|22R,

ceea ce conduce la relatia evidentd,

|L| = mg|2cosd, —3cos6| = mg|3cosd — 2costy| =T

b

adica, exprimata in N (newtoni) forta de legaturd are o aceeasi valoare
numericd. Diferenta de semn apare datoritd faptului ci vectorii T si L au
sensuri opuse (gradientul, avand directia si sensul normalei exterioare la
curba ce reprezinti legitura (traiectoria), este opus ca sens vectorului T
asa cum a fost el considerat, adica avand sensul normalei interioare la
traiectorie (inspre centrul de curburi) — vezi Fig. I11.1).
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II1.3. Formalismul ecuatiilor Lagrange de speta a II-a

In cadrul acestui formalism, problema se enunti la fel ca in cazul
precedent, diferente aparand doar in ceea ce priveste modul concret de
rezolvare a problemei. O diferentd notabild, chiar si fatd de formalismul
ecuatiilor Lagrange de speta I, este faptul cd, in acest caz (ca §i pentru
formalismele care vor urma) nu este nevoie sa cunoastem in mod concret
nici fortele de legaturd (ce nu era nevoie si fie cunoscute nici in cadrul
formalismului ecuatiilor Lagrange de speta I), dar nici micar expresiile
analitice ale legiturilor (lucru esential totusi pentru formalismul ecuatiilor
Lagrange de speta 1), ci doar mumadrul acestor legaturi. Astfel, in cadrul
formalismului ecuatiilor Lagrange de speta a II-a (formalism bazat — asa
dupd cum i spune si numele — pe ecuatiile Lagrange de speta a II-a),
algoritmul de rezolvare a unei probleme oarecare este urmatorul:

i) identificarea fortelor aplicate F, (i =1, N), unde N reprezintd

numarul de corpuri (puncte materiale) din sistem;

ii) stabilirea conditiilor initiale (compatibile cu legaturile) in spatiul
real, Fo =T (ty) si Ko =T (%)

iii) identificarea legaturilor (aici este esential numarul S al acestora si

mai putin expresiile lor analitice), a numarului gradelor de libertate
efective ale sistemului, N=3N-S si alegerea convenabild a

coordonatelor generalizate, d, =q;(t), j=1n;

iv) stabilirea ,relatiilor de legatura” intre spatiul real si spatiul
configuratiilor, I, =T (g, 0, ..., d,; 1) =T (q; t), (i =l,_N), inversa-
rea lor, g; =q;(;, 15, ..., Ty; )=0q;(F; 1), (j =ZI?I) si determinarea
conditiilor initiale in spatiul configuratiilor, ;o =0;(t,),
qjo = q]' (t), (] :ﬁ);

v) determinarea, dupa caz, a energiei cinetice T:T(q, qg, t) si a

tortelor generalizate Qj = Qj (q, ds t) — in cazul sistemelor pentru
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care nu poate fi definit un potential, sau a functiei Lagrange
L(q, d, t):T(q, d, t)—V(q, g, t) — pentru sistemele naturale’;
vi) scrierea si rezolvarea ecuatiilor Lagrange de speta a Il-a,

dfoL | oL . . .

—| — |-——=0, (] :Ln), determinand astfel, cu ajutorul
dt{ oq;, | oq,

conditiilor initiale din spatiul configuratiilor, legea de miscare in
acest spatiu, ; =g (t), (J =1 n) , care reprezinti totodatd ecuatiile
parametrice ale traiectoriei generalizate a migcdrii In spatiul
configuratiilor;

vii) determinarea legii de miscare in spatiul real, T; = Fl(q i (©); t) =T (1),
(i=N; j=1n);

viii) aflarea fortelor de legaturd din expresia matematica a principiului
fundamental al dinamicii pentru sistemele cu legaturi,

=i -F, (i=1N).

In continuare vom utiliza acest algoritm pentru a rezolva problema
pendulului matematic in regim de oscilatii armonice libere, neamortizate,
pentru o valoare arbitrara a amplitudinii de oscilatie.

Singura fortd aplicatdi sistemului este forta de greutate,
Gz(mg, 0, O), ale cirei componente au fost exprimate in raport cu

sistemul de referintd xOy din Fig. 111.4.

Conditiile initiale in spatiul real al miscarii sunt, evident, aceleasi cu
cele din cazul formalismelor anterioare (clasic-newtonian si cel al ecuatiilor
Lagrange de speta I),

o :(Xo' Yoo 0) :(RCOSHO' Rsing,, O)

st

unde, fird a restrange generalitatea problemei cu nimic, am considerat ca
miscarea are loc in planul z=0.

" Un sistem mecanic se numeste #atural daci pentru el poate fi definit un potential (simplu sau
generalizat).
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f I0C| =R o v

Fig. 1114

Miscarea este afectatd de doua legaturi (cele deja precizate in cadrul
formalismului ecuatiilor Lagrange de speta I), astfel ca sistemul are doar
un singur grad de libertate, N=3N-5=3-1-2=1. Acestui grad de
libertate i se asociazd o coordonatd generalizatd a carei alegere nu este
unicd. De exemplu, ca si coordonatid generalizati putem considera
coordonata X a corpului, sau coordonata Yy, sau lungimea de arc |
(masuratd de-a lungul traiectoriei in raport cu un punct de referinta
arbitrar (dar convenabil) ales, de exemplu in raport cu punctul C), sau, in
fine, unghiul 6 dintre axa OX si tja. In cazul general, alegerea
coordonatelor generalizate depinde de experienta (celui care studiaza
problema) in rezolvarea problemelor de mecanica analitica, de ,,fler”, de
intuitie si, in principiu, trebuie sa tina seama de simetria si particularitatile
sistemului, astfel incat coordonatele generalizate alese sa conduci la ecuatii
Lagrange de speta a II-a cat mai usor de rezolvat. Oricum, totdeauna este
posibild o transformare ,,punctuald” in spatiul configuratiilor, care permite
alegerea unui alt set de coordonate generalizate in locul celui initial,

q; —>9,'=q '(Oﬂ, (o IR0 t), (J 2171), daci in primele coordonate

rezolvarea ecuatiilor Lagrange de speta a 11-a se dovedeste a fi dificild sau
chiar imposibila (din punct de vedere analitic).
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Asadar, ca si coordonatd generalizata asociatd unicului grad de
libertate al corpului, vom alege coordonata unghiulara 6.

Relatiile care fac legitura intre coordonatele X si y ale spatiului
real si coordonata generalizata € (a spatiului unidimensional al
configuratiilor) sunt

X=Rcosd,

y=Rsinég.
Conditiile initiale in spatiul configuratiilor sunt
o(t, =0)=6,,

O(t,=0)=6,=0.
Intrucat acesta este un sistem natural (pentru el poate fi definit un

potential si deci o functie Lagrange) nu suntem nevoiti si recurgem la
varianta mai complicatd a ecuatiilor Lagrange in formularea cu energia

cinetica T =T(q, qg, t) si fortele generalizate Q; =Q, (q, d, t),

d(or) ot -
A1 a1 o (j=1n), 328
&2 | 2q =2 (i=1n) (3.28)

L= O . . .
unde Q, = z F -—- sunt fortele generalizate, ci vom face uz de ecuatiile

i1 q;
Lagrange de speta a II-a in formularea cu functia Lagrange L=T-V,
unde potentialul V (care, de la caz la caz, poate fi un potential simplu,

V =V (F, t), unul generalizat (sau depinzind de viteze), V :V(ﬁ, r, t),

sau chiar o energie potentiali, V =V (F)), in aceastd situatic este chiar

b
energia potentiald a corpului. Totusi, pentru a indica metoda generald de
calcul, nu vom scrie direct expresia lui V, ci o vom deduce conform
»retetei standard”: dupd cum stim, sistemele naturale sunt acelea pentru
care poate fi definit un potential, adicd acele sisteme pentru care fortele
aplicate sunt forte potentiale (forte care deriva dintr-un potential),

. formal dV

F=-grad V(F, t) = —-—.

dr;

Atunci, diferentiala potentialului este egald cu lucrul mecanic elementar al
fortelor aplicate sistemului, luat cu semn schimbat,
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avV=-F-dr.
In cazul de fata, avand in vedere ca singura fortd aplicata este forta

de greutate G= (mg, 0, O) , rezulta

dV =-mgdx,
de unde, prin integrare, obtinem
V =-mgx+V,.

Constanta arbitrard de integrare V, se determina prin alegerea convenabila
a nivelului de referintd pentru potential (energia potentiald). Intr-adevir,
deoarece grad(V+V,)=grad V, unde V, este o constanti, rezulti ci
niciodata un potential (o energie potentiald) nu este univoc determinat(a).
Cu alte cuvinte, avem intotdeauna deplina libertate in a alege (in mod
convenabil) pozitia nivelului de referinta al potentialului (energiei
potentiale). De obicei, constanta V, (si implicit pozitia nivelului de
referintd pentru energia potentiald) se alege astfel incat expresia
matematicd a functiei care exprimd acest potential (enetgie potential) sd
fie cea mai simpla cu putinti. In cazul de fata, daca luam
V(x=0)=0,

adica dacd vom considera nivelul de referintd pentru energia potentiala in
planul yOz, sau, echivalent, X=0, atunci V, =0 si energia potentiald se va
scrie

V =V (X) =—mgx. (3.29)
Cum Xx=Rcosf, rezulti ca expresia potentialului V in coordonata

generalizatd 6 este
V (6) = —mgRcoséd .
Energia cinetica a corpului va fi (conform definitiei generale,

. 1 =12 _ 1 o 1 ) .2 22\,
T_Em‘ri‘ _mexi _Em(x +y +2 )).
1 1 :
T==m(x*+y?)==mR%?, 3.30
5 (%*+9°) ; (3.30)
iar pentru functia Lagrange a sistemului obtinem expresia
L :%mRzéz +mgRcosé . (3.31)

Ecuatia Lagrange de speta a II-a pentru sistemul analizat este
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E(G_L.j oL, (3.32)

dt\o0) 06

Din relatia (3.31) rezultd ca a—L.: mR?0 si atunci d 8_L :g(mRzé):
’ 00 dt\og ) dt

= mR?0 , iar % =-mgRsin#. Asadar, ecuatia Lagrange devine

mMR%) + mgRSiNG=0 < é+%sin9:0, (3.33)

adica aceeasi ecuatie diferentiala pentru variabila unghiulard @ ca si cea
obtinuta prin metodele specifice celorlalte doud formalisme analizate
anteriof.

De aici incolo rezolvarea problemei se face in mod identic ca si
prin formalismul clasic sau cel al ecuatiilor Lagrange de speta I, singura
deosebire aparand in ceea ce priveste determinarea fortei de legatura, care,
in cadrul acestui formalism rezultd din expresia matematicd a principiului
fundamental al dinamicii sistemelor cu legaturi,

L=mi-F, (i=1N). (3.34)

Inainte de a determina forta de legaturd, facem observatia ca,

pentru a-l determina pe 0 in acest caz® nu mai suntem nevoiti sa apelam
la artificiul matematic utilizat in cadrul formalismului clasic-newtonian
pentru exprimarea lui @ ca detivata totald in raport cu @ a lui 0?12, 6
putand fi obtinut prin intermediul unui element specific formalismului
ecuatiilor Lagrange de speta a II-a, anume, cu ajutorul unei integrale prime
a ecuatiei Lagrange (3.32). Intr-adevir, deoarece timpul nu apare explicit
in expresia functiei Lagrange (3.31), rezulta cd ecuatia (3.32) admite
integrala prima

. OL

60— —L =congt.,

00
care este forma particulard (pentru cazul sistemului fizic analizat) a
integralei prime
. oL .
g, —— L =const., (j =ln)
aq

i
i

81n cadrul formalismului ecuatiilor Lagrange de speta a II-a.
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a ecuatiilor Lagrange de speta a Il-a, i 6—L —i:O, (j :]71), in
dt{ og; | oq,

cazul in care lagrangeanul sistemului nu depinde explicit de timp, si care,

dupa cum stim, in cazul legaturilor scleronome, exprima energia totald a

sistemului (care se conserva).
oL 2p .. 0L .
Cum % mMR°@, integrala prima 49@— L=const. se va scrie

astfel:
0% o mre?— Lreer - mgRcosé =
00 2
= % mR?9% — mgRcosé = const. = E,
unde E reprezintd energia totala a sistemului. Constanta din relatia de mai
sus (care este chiar energia totald E) se poate determina utilizand
conditiile initiale, O(t, =0) =6, si O(t, =0) =6, =0. Rezulti
const. = E = -mgRcos6,
si atunci integrala prima devine
%mRzé2 —mgRcos# = —-mgRcosb,,

de unde,

0% = ZEQ(COSG —cosd,),

ceea ce conduce la expresia lui 6:

0= i\/Z—S(cose— cosd,) (g.e.d).

In cazul general, pentru rezolvarea unei probleme oarecare?, se
poate apela si la cel de-al doilea tip de integrale prime a ecuatiilor
Lagrange de speta a II-a, anume, acela corespunzitor variabilelor ciclice:
dacd functia lui Lagrange nu depinde explicit de o anume coordonata
generalizatd (coordonata care, in aceastd situatie, se numeste cic/icd), atunci
impulsul generalizat corespunzator acelei variabile ciclice se conserva.

% Nu este cazul problemei de fata.
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Intr-adevir, si presupunem ca (], este o coordonatd generalizatd care

satisface aceastd conditie (este variabila ciclicd). Atunci, evident

ALy
oq,
si, utilizand ecuatia Lagrange pentru g, i i —i=0, rezultd ci
dt\ og, ) 0q,
d( oL .
—| — |=0, ceea ce implica
dt{ aq,
ﬁ = p, = congt.,
aq,

. . oL . . 3
unde, prin definitie, p, =g este impulsul generalizat corespunzator

o

coordonatei generalizate (], .

Revenind la determinarea fortei de legitura, sa observim c4,
intrucat in acest caz N =1, indicele i din relatia (3.34) nu-si mai are rostul,
si, de aceea, pentru problema de fati avem

L=mF—F=nr-G. (3.35)

Spre deosebire de formalismul ecuatiilor Lagrange de speta I, unde
am determinat mai intai proiectiile fortei de legatura pe axele de
coordonate, acum ne vom raporta la un sistem de axe ortogonale strans
legat de traiectoria corpului, avand una din axe tangenta la traiectorie $i cu
sensul dat de cresterea variabilei unghiulare € (axa al carei versor l-am
notat cu 7 — vezi Fig. II1.4) iar cea de-a doua axd, normali la traiectorie in
punctul curent, avand sensul dat de normala exterioara la curba ce
reprezinta traiectoria (axa al carei versor este notat in Fig. I11.4 cu v).

Componentele fortei de legituri L pe cele doud directii (de versori
7 si V) sunt

LZ'

L.-7 (3.36)
st

r
I
i
<~

(3.37)
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Pentru a determina proiectiile L, si L, ale lui L pe cele doui

directii, vom scrie mai intai expresiile versorilor 7 si v fatd de sistemul de
referintd XOy . Pentru aceasta vom utiliza Fig. II1.4, din care rezulta ca

T=7,+7,=— sin0+ jcosd
$1
V=V, +V, =icosf+]sng.
Din relatia (3.35) avem
L =(mx-mg, my, 0)
L =L-7=[(mx—mg)i +nmy] |-(- sind+ ] cosd)=
=m(g-X)siné+mycosé,
$1

L, =LC-v =] (mk—mg)i +my] |-(7 cos6+jsing) =
=m(X—g)cosd+mysind.
Avand in vedere ca
% =—R@sing — RY? cosd

st

y = R cosd—RA*sind
in care

0% = 2Fg(cose —cosb,)
st

6=-Ysno,
R
pentru L avem
L, =m(g+RIsing+RH* cosd)sind + mRY cos’ 0 -
—mRA?sin@cosd = mgsind + mRE sin? 6 + mRY?sin 6 coso +
+mR6 cos’ 8 — mRY?*sin@ cosh = mgsind + mRI = mR(é’#%sinej:O,
(3.38)
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ceea ce era de asteptat, tinand cont de faptul ca legatura este ideala (forta
de frecare, datd de componenta tangentiala a fortei de legatura, trebuie sa
fie nula).

Pentru proiectia pe directia normalei la traiectorie a fortei de
legatura, L, , avem

L, = —m(Résin¢9+ RO cos + g)cose+ mMRE siné cosd — mRY*sin” @ =
= —mg cosf - MRF (sin & cosd —sind cosd) - mRY? (cos” O +sin’ ) =
=—mg cosé — 2mg ( cosé — cosé, ) = mg (2cosé, —3cosb),
(3.39)
, obtinem

L=|L,|=mg|2cosd, —3cosd)|. (3.40)
Se observi ci in cadrul acestui formalism am obtinut exact aceeasi
valoare pentru forta de legitura ca si in cadrul formalismului ecuatiilor
Lagrange de speta I, adica o valoare opusa ca semn celeia determinata prin
formalismul clasic-newtonian. Diferenta de semn apare acum foarte

de unde, pentru modulul fortei de legatura, L = ‘ L

evidentd, ea datorindu-se faptului ci vectorii T (tensiunea din tiji — vezi
Fig. III.1) si v (normala exterioard la traiectorie — vezi Fig. 111.4) au
sensuri opuse.

Cu aceasta problema este complet rezolvata si in continuare o vom
aborda in cadrul unui nou formalism, cel hamiltonian.

I11.4. Formalismul ecua;iilor canonice ale lui Hamilton

In cadrul acestui formalism enuntul problemei este acelasi cu cel
din cazul formalismului ecuatiilor Lagrange de speta I (sau de speta a II-a).
Pentru a rezolva o problemi oarecare prin formalismul hamiltonian
(formalism care are la baza sistemul de ecuatii canonice ale lui Hamilton),
se poate utiliza urmatorul algoritm:

1) identificarea fortelor aplicate F, (i :l,_N), unde N reprezintd

numarul de corpuri (puncte materiale) din sistem si exprimarea lor
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pe componente in raport cu un referential (sau mai multe) ales(e)
in mod convenabil;

i) stabilirea conditiilor initiale (compatibile cu legaturile) in spatiul
real, Ty =T () si G, =T (t);

iii) identificarea numarului gradelor de libertate ale sistemului fizic
studiat, N=3N-S si alegerea convenabild a coordonatelor
generalizate, g; = g (t), (j =171);

iv) stabilirea ,relatilor de legatura” intre spatiul real si spatiul
configuratiilor, I =T (q,, 0,, ..., d,; ) =T (q; t), (i zl_N);

v) determinarea functiei lui Lagrange L = L(q, d t) a sistemului si a
impulsurilor generalizate, canonic conjugate cu coordonatele

: oL .
generalizate, P, —a—qj, ( ] —].,n),
vi) inversarea  relatilor T =T(q, 0,, .., 0, ) =T (q; t), (i :].,_N)

pentru a determina coordonatele generalizate ca functii de
coordonatele  spatiului  real, q;=0q;(F, I}, ..., Iy; 1)=q;(F; 1),

(J :]71) si stabilirea conditiillor initiale 1n spatiul fazelor,

qjoij(to)a Pjo = pj(to): j:]?];

vii) determinarea functiei lui Hamilton (hamiltonianul sistemului)

utilizand relatia de definitie: H = p;q; —L=H (q, p, t);

viii) scrierea si rezolvarea sistemului de ecuatii canonice ale lui

Hamilton,
q. = +ﬁ’
- » (3.41)
oH
P; = —a—qja

ceea ce conduce la legea de miscare a sistemului in spatiul fazelor,

q,=q;(t), p;=p;), (jz]?]) (care reprezintd totodatd i
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ecuatiile parametrice ale traiectoriei generalizate a sistemului in
spatiul fazelor);

ix) determinarea legii de migcare in spatiul real, F; =T, (t) ;

%) determinarea fortelor de legaturd, L, =mr, —F, (i -1,N ) .

In continuare vom utiliza acest algoritm pentru a rezolva problema
pendulului  gravitational in regim de oscilatii armonice libere,
neamortizate, pentru o valoare arbitrard a amplitudinii de oscilatie 6.

Singura fortd aplicatd sistemului este forta de greutate,
G=(mg, 0, 0), ale circi componente au fost exprimate in raport cu

sistemul de referinta xOy din Fig. 111.4.

Conditiile initiale sunt, evident, aceleasi cu cele din cazul
formalismelor anterioare (clasic-newtonian, cel al ecuatiilor Lagrange de
speta I si speta a 11-a),

o =(%» Yor 0)=(Rcosé,, Rsing,, 0)

st

unde, fara a restrange in vreun fel generalitatea problemei, am considerat
cd miscarea are loc in planul z=0.

Miscarea este afectatd de doua legaturi (cele deja precizate in cadrul
formalismului ecuatiilor Lagrange de speta I), astfel cd sistemul are doar
un singur grad de libertate, N=3N-s=3-1-2=1. Ca si coordonata
generalizatd asociata unicului grad de libertate al corpului, vom alege
coordonata unghiulard € (la fel ca in cadrul formalismului ecuatiilor
Lagrange de speta a 11-a).

Relatiile care fac legitura intre coordonatele X si y ale spatiului
real si coordonata generalizata 6 (a spatiului unidimensional al
configuratiilor) sunt

x=Rcosé,

y=Rsing.
Determinarea functiei Lagrange (a lagrangeanului sistemului) se

face la fel ca in cadrul formalismului ecuatiilor Lagrange de speta a Il-a,
obtinandu-se urmitoarea expresie:
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L :%mRzé'2 +mgRcosé .

Impulsul generalizat canonic conjugat coordonatei generalizate @
va fi
oL :
P, =—=mMR%). (3.42)
00
In acest caz, spatiul fazelor este unul bidimensional, un punct
oarecare al acestui spatiu avind doud coordonate, (6, p,). Conditiile

initiale in spatiul fazelor vor fi
o(t,=0)=6,,

pe(to =0) :( pa)o = mRzé(to =0)=0,

iar hamiltonianul sistemului este
H:pé—L:p&_lmRz p; —
¢ mR? 2 m’R*

mgRcosé =
(3.43)

1 P, —mgRcosd =H (4, p,)
2 mR? PO

Sistemul de ecuatii canonice ale lui Hamilton pentru pendulul
matematic in regim de oscilatii armonice libere, neamortizate, de
amplitudine oarecare se scrie astfel:

9:+2_H,
Py

3.44
p__a_H (3.44)
“ 007

Tinand cont de expresia (3.43) a hamiltonianului, sistemul de
ecuatii (3.44) devine

_ P
CmR?’ (3.45)
p, =—MgRsiné.

Acesta este un sistem de doua ecuatii diferentiale de ordinul intai
cuplate. Pentru a-l rezolva vom urmairi sa decupldam cele doud ecuatii.
Derivand total in raport cu timpul prima ecuatie a sistemului (3.45)
obtinem
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__b
=2
mR
care — introducand P, din a doua ecuatie a sistemului — devine
-- Rsing :
§o_MORINO_ g,
mR R

sau
é+%sin9:0, (3.46)

adica ecuatia diferentiald satisfacutd de coordonata generalizata 6. Dupa
cum se poate observa cu usurintd, aceasta coincide cu ecuatia
corespunzatoare (cea pentru variabila @) obtinutd in cadrul formalismului
ecuatiilor Lagrange de speta a II-a.

De aici incolo rezolvarea problemei decurge la fel ca in cazul
formalismului ecuatiilor Lagrange de speta a Il-a, atat in ceea ce priveste
analiza §i determinarea elementelor miscarii'?, cat si a fortei de legatura,

L=n7-G.

I11.5. Formalismul Hamilton-Jacobi

Problema se enunta la fel ca in cazul formalismului ecuatiilor
Lagrange de speta I. In ceea ce priveste rezolvarea unei probleme oarecare
prin intermediul formalismului Hamilton-Jacobi (formalism care are ca
nucleu ecuatia Hamilton-Jacobi) trebuie sa urmam etapele algoritmului de
mai jos:

i) identificarea fortelor aplicate F, (i =l,_N), unde N reprezintd

numarul de corpuri (puncte materiale) din sistem;

0 cy observatia ci determinarea lui @ urmeazi metoda din cadrul formalismului clasic-
newtonian (bazati pe acel artificiu matematic simplu) si nu cea a formalismului ecuatiilor
Lagrange de speta a II-a, deoarece, chiar daci sistemul de ecuatii canonice ale lui Hamilton este
echivalent cu ecuatiile de speta a II-a ale lui Lagrange, totusi, in cazul de fata avem de rezolvat
acest sistem si nu ecuatiile lui Lagrange, deci nu mai putem utiliza cele doud tipuri de integrale
prime amintite in cadrul formalismului anterior.
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iif)

1v)

Vi)

stabilirea conditiilor initiale (compatibile cu legiturile) in spatiul
real, T, =T (t,) si I’. ﬁ(to);

identificarea numadrului gradelor de libertate ale sistemului fizic
studiat, N=3N-S si alegerea convenabili a coordonatelor

generalizate, g; =g (t), (j :ﬁ);

stabilirea ,relatiilor de legiturd” intre spatiul real si spatiul
configuratiilor, T =T (¢, Oy, ..., Q,; t) =T (0 1), (i :].,_N), inversa-
rea lor, ; =q;(F, I, ..., Ty; )=0q;(F; 1), (j :]?1) si determinarea
conditiilor initiale in spatiul configuratiilor, ;o =0;(t,),

jO:qj(tO)’ (J :ﬁ);

determinarea functiei lui Lagrange a sistemului, L= L(q, ds t), a
impulsurilor  generalizate (canonic conjugate coordonatelor

generalizate), P, :%, (j :]71) si stabilirea celor 2n conditii
di

initiale in spatiul fazelor, ¢, =q;(t,), P, = P; (L), (J =ﬁ);

determinarea functiei lui Hamilton (a hamiltonianului sistemului),

H= quj_L:H(q’ P, t);

vii) scrierea si rezolvarea ecuatiei Hamilton-Jacobi,

0S 0S 88 68
—+H|q,q, .. 0,

=  t|=0, (347
at 6(:11 aqz aqn

unde S=95(q, t) este functia principald a Ini Hamilton, solutie a
ecuatiei Hamilton-Jacobi;

viii) determinarea legii de miscare in spatiul configuratiilor, q; =q;(t),

1X)

X)

(j = ﬁ) , utilizand teorema Jacobi;
determinarea legii de miscare in spatiul real, T =T (t), (i =1N ),

utilizand relatiile stabilite la punctul iv) al algoritmului;
aflarea fortelor de legitura utilizand expresia matematica a
principiului fundamental al dinamicii pentru sistemele cu legaturi,
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[=mi-F, (i=1N).
Vom aplica acum acest algoritm pentru a rezolva aceeasi problema
a pendulului matematic in regim de oscilatii armonice libere, neamortizate
si de amplitudine oarecare.
Pentru aceasta, sa observam mai intai (conform primului punct al
algoritmului) ca singura forta aplicata sistemului este forta de greutate,

G=(mg, 0, 0),
ale cirei componente au fost exprimate in raport cu sistemul de referinta
XOy din Fig. I111.4.
Conditiile initiale in spatiul real sunt, evident, aceleasi cu cele din
cazul formalismelor anterioare,

o =(%» Yor 0)=(Rcosé,, Rsing,, 0)
si

unde, fara a restrange generalitatea problemei cu nimic, am considerat ca
miscarea are loc in planul z=0.

Miscarea este afectatd de doua legaturi (cele deja precizate in cadrul
formalismului ecuatiilor Lagrange de speta I), astfel cd sistemul are doar
un singur grad de libertate, N=3N-5=3-1-2=1. Acestui grad de
libertate ii vom asocia ca §i coordonata generalizatd — din motive lesne de
inteles — aceeasi variabild unghiulard @, ca si in cazul ultimelor doua
formalisme (Lagrange si Hamilton).

Relatiile de legitura intre coordonatele X si y ale spatiului real si
coordonata generalizata @ sunt

x=Rcosé,

y=Rsing,

iar conditiile initiale in spatiul configuratiilor se scriu astfel:

ot, =0) =0,

O(t,=0)=6,=0.
Urmaitoarele doud etape ale algoritmului presupun determinarea
lagrangeanului si a hamiltonianului sistemului. Nu vom face aici inca o
data acest lucru (modul concret de obtinere a celor doud functii se gaseste
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in cadrul formalismelor corespunzitoare), ci vom da direct expresiile
matematice pentru L=L(q, ¢, t) si H=H(q, p, t). Dupa cum am vazut,

L= % mR?0? + mgRcosé

st
2
H :l pH
2 mR?
Pentru a scrie ecuatia Hamilton-Jacobi vom tine cont de teorema
Jacobi, conform careia

—mgRcosé . (3.48)

oS . —
Pj=7—, ] :1! n.
] aqj
In cazul nostru, avand un singur grad de libertate, p,=—, astfel ca
functia lui Hamilton devine
1 (a8sSY
= — | —mgRcosd,
2mR? (80) Mo
iar ecuatia Hamilton-Jacobi este
6S 1 (e8SY
—+ — | —mgRcosé =0. 3.49
ot 2mR? (89] o (5:49)

Pentru rezolvarea ecuatiei Hamilton-Jacobi (3.47) nu existd o
metoda generald, infailibild, ci, de la caz la caz se urmdreste ca, utilizand
diferite procedee (in functie si de forma particulard pe care o are aceastad
ecuatie) sa se determine solutia ei. Totusi, in multe situatii concrete se
poate utiliza metoda separarii variabilelor (a timpului, t, a variabilelor

ciclice, (], , sau a unor perechi de variabile, (qa, %) ).

Oricare ar fi situatia, solutia problemei in cadrul acestui formalism
este data de

Teorema Jacobi: Daca S(ql, Oys -os Gy &, &y ooy &5 t) este O

solutie (integrald) completal! a ecuatiei Hamilton-Jacobi, atunci solutia
generald a sistemului de ecuatii canonice ale lui Hamilton!? este data de

11 o . y . . . . T .
O solutie (integrali) completd a unei ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai este o solutie
(integrald) care contine atitea constante arbitrare independente cate variabile independente are
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_S , _9os

05 2 3.50
oq, ' Oa (5:0)

P;

unde bj , (J =1, n) sunt noi constante.

Nu vom demonstra aici aceasta teoremd, ci, precizam ca, odatd
cunoscuta o integrala completa a ecuatiei Hamilton-Jacobi,

S(% Oys - Oy &, &y ooy @ t), solutia problemei rezulti imediat prin

inlocuirea acestei integrale complete in relatiile (3.50-2), ceea ce furnizeaza
legea de miscare in spatiul configuratiilor,

A, =0, (2 8, - &, by by, Bit), (J=10),
cele 2n constante arbitrare de integrare, &, &,, .., &, b, b,, ..., b,
determinandu-se din cele 2n conditiile initiale.

Legea de miscare in spatiul real, T =T(t), (i :l,_N), se poate
determina apoi cu ajutorul relatiilor stabilite la punctul iv) al algoritmului,
r=7(a; t), (i=1N).

Revenind la situatia concreta a problemei pe care o analizam,
trebuie si determinim o integrala completa, S:S(H, E, t), a ecuatiei

(3.49). Aceasta integrala completa depinde de o singura constantd

acea ccuatie. Ecuatia Hamilton-Jacobi ate (N+1) variabile independente (cele N coordonate
generalizate (], (] =]71) si timpul t). Totusi, deoarece variabila dependentd S(q, a, t) intrd

in ecuatia Hamilton-Jacobi doat sub formi de derivate partiale, una din cele (N+1) constante
arbitrare trebuie si fie pur aditivd, adicd

S(Gh, Gpy v Gy &y By vy &y, Bgi 1) =S(Q, Gy v s &, &, ooy &y t)+CONSE,
unde, fird a restrange generalitatea problemei cu nimic, am considerat ca fiind aditivd cea de-a
(n+1) -a constantd, a,,,. Deoarece la derivare aceastd constantd ,,dispare”, ea poate fi omisi,

astfel  incat  solutia  completi ~a  ecuatiei  Hamilton-Jacobi se va  scrie
S(Oﬂ, o Oy &, &y, o A t), cele N constante arbitrare independente, a, (] =l,n),

numindu-se esentiale.

2 Observim astfel, ¢4, intre cele doud formalisme (cel al ecuatiilor canonice ale lui Hamilton si
cel al ecuatiei Hamilton-Jacobi) existd o foarte stransd legatura (ca, de altfel, si intre formalismul
ecuatiilor Lagrange de speta a 11-a si cel al ecuatiilor canonice ale lui Hamilton).
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(arbitrard) esentiald (pe care am notat-o — nu intamplitor!®> — cu E),
deoarece exista doua variabile independente (€ si t).

Deoarece functia lui Hamilton (3.48) nu depinde explicit de timp,
acesta se separa (ca variabild independenta) si putem cauta o solutie a
ecuatiei Hamilton-Jacobi de forma

S(0, a, t)=W(0, a)+S(a, t), (3.51)
unde @ este constanta (arbitrard) esentiald a problemei, iar W si § sunt
douid functii deocamdati necunoscute. Introducand (3.51) in ecuatia
Hamilton-Jacobi a problemei noastre,

§+ H| 6, oS =0,
ot 00
obtinem
oS (a t oW(o, a
L+H 0, ¥ =0. (3.52)
ot 00
Intrucat primul termen depinde doar de variabild independenta t,
iar termenul al doilea depinde numai de variabila independenta @, ecuatia
(3.52) poate fi satistacutd doar daca fiecare din cei doi termeni sunt egali

cu o aceeasi constantd (dar cu semne diferite), pe care o vom nota cu E:

H ((9, %j =E (3.53)
00
st
5 _
e E. (3.54)

Deoarece solutia completa a ecuatiei (3.52) nu poate depinde decat
de o singura constantd esentiala, rezultd ci a trebuie si fie chiar E. Din
ecuatia (3.53) apare acum evident de ce am preferat sa notam constanta
din ecuatiile (3.53) si (3.54) cu E: legitura fiind scleronoma si functia lui
Hamilton nedepinzand explicit de timp, inseamna cd aceasta din urma are
semnificatia energiei totale a sistemului, care se conserva, E = congt.

Ecuatia (3.53) se numeste ematia Hamilton-Jacobi redusd, iar din
ecuatia (3.54) rezulti ca

13 < < < . . L .
Aceastd constantd nu este altceva — dupa cum vom vedea — decit energia totald a sistemului,
care se conservi (deci este o constanti).



Problema pendululni simplu 123

S(a t)=S(E, t)=-Et,

astfel incat, relatia (3.51) devine

S=5(6, a, t)=S(0, E, t)=—-Et+W(0, E). (3.55)
Aceasta este integrala completi a ecuatiei Hamilton-Jacobi a
problemei noastre, %+H(6’, %j:O. Pentru a determina functia

W(8, E) trebuie si rezolvim ecuatia Hamilton-Jacobi redusi (3.53). Vom

vedea 1nsa cd nu este nevoie sia cunoastem in mod explicit aceasta functie
(in cazul de fata). Cu

L 05 _ow
06 06
in expresia functiei lui Hamilton, aceasta devine
1 (oW
= —— | —mgRcosé,
2mR? ( 00 j m
iar ecuatia Hamilton-Jacobi redusa (3.53) se va scrie
1 (WY
—— | —mgRcoséd =E
2mR? ( 00 J m
De aici obtinem
oW
— =+,/2mR*(E + mgRcosd) ,
00 \/ ( m )

de unde,

W(9, E)= J_r'[\/ZmRZ(E+ mgRcosd) dé.

Din teorema lui Jacobi (relatia 3.50—2) — care, in cazul nostru, se scrie
0S

—=b — rezulta:

OE
oW
—t+—=D. (3.56)
OE
Din motive de omogenitate dimensionald constanta b trebuie si fie una
temporala (trebuie sa se masoare in secunde); de aceea o vom nota cu t;.

Atunci, relatia (3.56) devine
W 4,
oE
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adica,

J_riEU\/ZmRZ(E+ mgRcosd) de} =t+t,,

sau, tinand cont ca E este o constanta esentiald, iar 6 este o variabild
independenta,

o
ija—E[\/ZmRZ(E+ mgRoos0) | do=t+t,,

sau inca,
dé
+| ~ —t+t,.
\/ 29 coso
mR R
De aici rezulta «cd ,functia” t+t  este primitiva functiei

N 1
\/ Zg cosd
mR R

derivarea totald in raport cu @ a ,functiei” t+t,, obtinem

d 1

in raport cu variabila independenta . Atunci, prin

@(t +t) == = ,
\/ <9 cosd
mR? R
sau,
\/ Zg cosd
mR? R
sau, incd,
d16’ =+ 1 ,
e \/ 2E 29 cosé
dt mR
ceea ce conduce la
0= a9 _ + \/ S+ Zg 2 cosh.
dt mR R

Introducand o noud constanta prin
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const. = cos@, =———, (3.57)
mgR
obtinem pentru @ expresia
0=+ \/Z—Fg(COSQ—COSQO), (3.58)

relatie identica aceleia obtinute anterior prin alte doud metode (utilizand
un artificiu matematic simplu — in cadrul formalismului clasic-newtonian —
si integrala prima a energiei — in cadrul formalismului ecuatiilor Lagrange
de speta a I1-a).

De aici incolo rezolvarea problemei se face la fel ca in cazul
formalismului ecuatiilor Lagrange de speta a 1I-a.

Observatie: modul in care am introdus noua constanti, C0S6, —

data de relatia (3.57) — este in concordantd cu expresia energiei totale a
sistemului, dedusa in cadrul formalismului ecuatiilor Lagrange de speta a
IT-a, E=-mgRcosg, .

IT1.6. Formalismul variabilelor unghi-ac;iune

Acest formalism poate fi utilizat cu succes in rezolvarea
problemelor referitoare la sistemele care realizeazi o migcare periodica. El
deriva din formalismul Hamilton-Jacobi si consta, in esenta, in utilizarea
unor variabile canonice noi, anume: variabilele actiune, J, si variabilele unghi,

\ . I . 3 .
W in locul ,parametrilor canonici” constanti Q,=b, i

ad
P =a, (0{=]?1), unde N reprezintd numarul gradelor de libertate ale

sistemului.

Sa prezentim pe scurt esenta acestui nou formalism. Pentru
aceasta sa considerdm un sistem conservativ cu un singur grad de libertate.
In aceste conditii putem scrie

H(a,p)=E, (3.59)
unde E reprezintd energia totald a sistemului, care se conserva. Relatia
(3.59) este ecuatia implicitd a unei curbe in planul fazelor si reprezinta
traiectoria generalizatd corespunzitoare evolutiei sistemului considerat.
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Proprietatile migcdrii periodice sunt date de tipul traiectoriei
generalizate. Putem vorbi de doud tipuri de miscari periodice:

1. Dacd traiectoria generalizati este o curbd inchisd, miscarea este
numitd sibratie. In acest caz coordonata generalizata ¢ oscileaza
intre doua valori constante, atat g cat si p fiind functii periodice
de timp, cu aceeasi perioada (vezi Fig. 111.5);

P

Fig. ITL5

2. Daca, rezolvand ecuatia (3.59) obtinem p= p(q,E) ca o functie
periodica de  variabila g, cu perioada (,, adica
p(q+kq,, E)=p(q, E), keZ, miscarea periodici este numitd
rotatie, sau, uneoti, miscare de revolutie. In acest caz!4 coordonata q

poate lua orice valoare (vezi Fig. 111.6).

Mentiondm cd existd sisteme care sunt caracterizate simultan atat
de o migcare de vibratie, cat si de una de rotatie. Un astfel de sistem este,
dupid cum vom vedea, chiar cel analizat in cadrul problemei de fata,
anume, pendulul simplu.

Deftinim variabila actiune prin

J =<j’> pdq, (3.60)

unde integrala se ia pe un ciclu complet de variatie a coordonatei (. Ea
reprezintd atat aria suprafetei inchise de curba din Fig. IIL5, cat si aria
hasuratd din Fig. I11.6, corespunzitoare unei perioade a migcarii de rotatie.

Y Un exemplu simplu de astfel de sistem este un corp solid-rigid care se roteste in jurul unei axe
fixe.
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Din modul in care este definita, marimea J are aceleasi dimensiuni

t
cu integrala actiunii SzIL dt. Tinand cont de relatiile p=p(q,E) si
4
(3.60), rezultd ca J=J(E), de unde, inversind dependenta functionala,
rezulta ca E=E(J). Integrala completd corespunzitoare hamiltonianului
(3.59) este!’> §(q, E), sau, daca tinem cont de faptul ca E=E(J),
obtinem

S=5(q, E). (3.61)

|

s |

P

Fig. I1L.6

Variabila canonica W asociatd lui J este numitd variabild unghi si se
defineste prin

0S
W=—, 3.62
0J (5:62)
iar noul hamiltonian — tinand cont de relatiile (3.59) si E= E(J) —va fi
H=*(@). (3.63)

Deoarece coordonata W este asociatd cu un moment cinetic, ea are
dimensiunea unui unghi. Cu aceasta alegere, ecuatiile canonice conduc la

15 . . . o o Lo
Si depinde de o singuri constantd esentiald, E .
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i= T _q
ow (3.64)
oM

W=+—=v(J),
a3

ceea ce Inseamna cd J=const. (lucru deja cunoscut, cici am vizut cd
J=J(E), cu E=cong.). In consecintd si v este o constanta (ce depinde
de J). Integrand (3.64 — 2) obtinem

w=wvt+¢, (3.65)
unde @ este o constanta (arbitrard) de integrare.

Pentru a gasi semnificatia variabilei v vom determina modul de
variatie al variabilei unghiulare W la un ciclu complet de variatie al
coordonatei  (atat pentru o miscare de vibratie, cat si pentru una de
rotatie). Avem,

Aw= 95 anan q= cJS— = Jcﬁpdqzl.

Dacid notam cu 7 perioada corespunzitoare unui ciclu complet,
ultimele doua relatii dau AW=v At=v 7=1, de unde,
v==—. (3.66)
T
Acest rezultat arata faptul ca v este frecventa miscarii periodice de
variatie a lui (. De aici rezulti o concluzie foarte importanta: perioada

(62)

unei miscari poate fi determinata fard a fi necesar sa rezolvim ecuatiile de
miscare, dacd se cunoaste dependenta de variabila J a hamiltonianului.
De asemenea, inversand relatia (3.61) si utilizand (3.65) poate fi
determinata dependenta temporala a coordonatei (.

Sa aplicim formalismul prezentat mai sus la miscarea de ,,vibratie”
a pendulului simplu.

Dupa cum am vizut in cadrul formalismului ecuatiilor Lagrange de
speta a II-a, lagrangeanul sistemului este

L= % mR?6% + mgRcosé .

Deci, in acest caz =86, iar impulsul generalizat corespunzitor este

p_& =mR%0,
00
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ceea ce conduce la urmatoarea forma a hamiltonianului,
H = pd-L = mR?*9? —%mRzé2 —mgRcosé =

1 : p’

=3 mR’6” — mgRcosé = P mgRcosé = E.

Atunci, ecuatia traiectoriei generalizate in planul fazelor, (6, p),
este

p = +,/2mR?(E + mgRcos6) , (3.67)
iar variabila actiune J, conform definitiei, va fi
_60 Ho
J=-2[[2mR*(E+ ngcos@)Tl2 do = 4[[ 2R (E+ ngcosé?)]l/2 do.
0

%

Ecuatia a doua a sistemului (3.64) se va scrie

oH_ 1 1 (&)
o= Foal)
oH ©E
si atunci, conform lui (3.66),
T= 14 , (3.68)
v dE

sau, efectuand derivata,
(23 & 2
r=49 | J/2mR? (E+ mgRcost) do =4 2mR 40 =
dE{ 3 5 2\/ng2 R® (0050 —cos6,)

T do /
=4
0 \/ ZF\?(COSH cosb, ) ‘/0050 cosd,

rezultat obtinut deja in cadrul primului formalism, prin intermediul caruia
am rezolvat problema (formalismul clasic-newtonian). De aici incolo,
rezolvarea urmeazi aceeasi cale ca in cadrul formalismului newtonian. In
ceea ce priveste determinarea fortelor de legiturd (in acest caz, tensiunea
din tija), remarcam faptul cd formalismul variabilelor canonice unghi-
actiune nu pune la dispozitie nici o modalitate concreta in acest sens. De
altfel, formalismul de fatd este utilizabil doar pentru sisteme care



130 Capitolnl 111

efectueaza o miscare periodicd, caz in care problema centrald este
determinarea perioadei miscarii.
In cazul micilor oscilatii (6, <5°), tindnd cont de aproximatia

cosH=1—9—2+o(04);1—9—2,
2 2

obtinem hamiltonianul
2

p p o’ p mgRo*
H= —mgRcosf = ——-mgR| 1-— |= -mgR+ ,
e Y e Y ( > ) o ™ 2

2

sau, omitand termenul constant (—ng) ,

2
H=_P_ MRV g
2mR 2

2
p=i\/2mR2(E— ngRH J

2

de unde,

ceea ce conduce la
6y R92 12 &y 1/2
J=-2| [2mR2(E—mgTH d0 =2 | [ 2mR? (2E-mgRe?) | do =
6 —b

=2 gj (4mER? - 2mEgR6?)  d0 = 4E g?(l—§02)1/2d¢:
9

,90

y1tr 284 v+
—4E [N [ cosy dy =4E |~ | de:mzﬁ [,
g g L4} 2 g 141 2

£}
+1//1JJ:”00521// dl//:|=4E E z+(8in21//)w1+;r oE E
2 gl 2 4 g
21 1

In relatia de mai sus am folosit schimbarile de variabila

[mgR .
0, ]—=¢p=9n
oF 2 v,
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@, =0y, /rr;;ER ,iar y, =arcsin(—¢, ). Asadar,
J=2zE \/E , (3.69)
g

ceea ce conduce la binecunoscuta formuld a perioadei micilor oscilatii
(izocrone) ale unui pendul simplu,

r=d—J= ZH\/E. (3.70)
dE g

Dupa cum am vizut, ecuatia traiectoriei generalizate in planul
fazelor pentru pendulul simplu este
p= J_r\/ZmRZ(E +mgRcoso) .
Valoarea p=0 a impulsului generalizat corespunde valorii particulare a
unghiului @ datd de

cosd, = —i. (3.71)

mgR
Daca E<mgR atunci pendulul efectueazd o miscare periodica,
unghiul @ variind intre valorile limitd (—6,) si 6,, cu 6, dat de relatia
(3.71). In acest caz avem o miscare ,,de vibratie”, iar traiectoriile
generalizate in planul fazelor (€, p) sunt curbele inchise notate cu (1) in

Fig. I11.7.
Dacd E > mgR, atunci nu exista nici o limitare pentru unghiul 8,

atit unghiul @, cit si unghiurile 6+ 2kz (keZ) conducind la aceeasi

stare de miscare a sistemului. Traiectoriile generalizate din planul fazelor
sunt in acest caz curbele notate cu (3) in Fig. I11.7.
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(3}

<<

(1}

(2,
j (€9

(33
3

Y
0
A

>>
>>

Fig. I11.7

O situatie speciald apare in cazul limiti E = mgR, pentru care se
obtin curbele notate cu (2) si (2°) in Fig. IIL.7. Aceste curbe corespund
valorilor @ =x7 (in cazul general, #=(2k+1)zr) si p=0 care
desemneazi pozitiile de echilibru instabil ale sistemului'®.

*
*

*

In incheiere ne propunem sia evaluam abaterea de la timpul
real/exact pe care o face un pendul astronomic (pentru care amplitudinea de

oscilatie este 6,=130") in timp de un an, in ipoteza ca el efectueaza

—
g

luand in considerare doar abaterea de la ,,conditia de izocronicitate”!”.
Perioada ,,exactd” (cea care tine cont de dependenta acesteia de
amplitudinea 6 a oscilatiilor) este data de relatia (3.9):

oscilatii izocrone cu perioada

' In acest caz, o mica perturbatie poate scoate pendulul dintr-o astfel de pozitie, iar punctul
reprezentativ din spatiul fazelor parcurge curba (2) sau (2°).

Y Nu vom considera efectul asupra acestel erori datorat variatiei acceleratiei gravitationale sau
altor factori, cum ar fi: abaterea de la caracterul armonic al oscilatiilor, amortizarea nenuld a
oscilatiilor etc.
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R
onm \fjm

.6 . A . o VA
unde k= SInEO. Diferenta de timp inregistrata in decurs de o perioada, in

cele douad situatii, este

2
AT :Tnon—izo _Tizo :2\/E lzj.d—go—ﬂ']>o
g | 9y1-K’sin*gp
Cu alte cuvinte, ceasornicul care efectueaza oscilatii izocrone
(ceasornicul ,,ideal”) ,,va merge inainte” cu AT secunde pentru fiecare
perioadd. In unitatea de timp pendulul care misoard timpul ,exact”
efectueaza

1
V . =
non-1zo
Tnon—izo
oscilatii complete, ceea ce inseamna cd in timp de un an (365 de zile) el va

realiza un numair de

., =365-24-3600-v

~365-24-3600
non-izo — Tnon_izo

oscilatii complete. Rezulta ca diferenta de timp inregistrata de cele doua
ceasornice in timp de un an este

:N%GAT:365.24.3600.@:365,24,3600,(1_ T j:

non-izo

At(l an)

non-izo

zl2 -1
T d
=365-24-3600-| 1- 365-24-3600- = .
( 2K(k)] ( I «/1sin”§sn2<aJ

Efectuand calculele numerice, pentru At(l an) € obtine urmatoarea valoare:

A, =1350,897 5= 22,515 min,

iar pentru o zi se obtine valoarea
Za L
adica o diferenta destul de mare pentru a considera ,,buna” functionarea

unui ceasornic in ipoteza oscilatiilor izocrone. Aceasta se datoreaza
diferentei destul de mari dintre perioadele de oscilatie corespunzatoare

~3,701s,
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celor doud cazuri, care, pentru un pendul care ,bate secunda” (adica

g

2
73

pentru care R= ) este de

AT(ls) =T

onim ~ T = Toon iz —1=1.000042838 1= 42,838 uis.

0 =
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Capitolul IV

Probleme rezolvate cu ajutorul principiului lucrului
mecanic virtual

Problema 1

Utilizand principiul lucrului mecanic virtual, si se determine pozitia
de echilibru a sistemului din Fig. IV.1. Se cunosc: masele celor doua
corpuri, M si m,, unghiul « al planului inclinat si distanta @ de la varful
planului inclinat pana la axa scripetelui. Se neglijeaza frecarile §i raza
discului scripetelui, iar firul se presupune inextensibil. De asemenea, se
presupune cd in tot timpul migcdrii corpul de masa m nu pariseste
suprafata planului inclinat, iar corpul de masi m, se deplaseazi doar pe

verticala.

Rezolvare
Si identificam mai Intai legaturile care ,afecteazd” miscarea

corpurilor.
Atasam fiecarul

“"};\ |FD|+|DE|=L corp in parte cate un
S lcD|=a sistem de referinta,
p |DE|=1 ca in figurd. Dupa
C 7 A A |CE|=+% cum se poate cons-
tata cu usurinta din
o Ji s o Fig. IV.1, ecuatiile
m, A r m, legaturilor sunt:
o E e fi(z)=2=C,
2 G, unde constanta C;
o poate fi consideratd
| B

nuld, fard a restrange
Fig. IV.1
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cu nimic generalitatea problemet;

e f,(¥,)=¥%=0, (corpul de masi m nu piriseste suprafata planului
inclinat);

o fi(¥)=Y%.=C;

e f,(z)=2=C;si

o fi(x, %)=X+2axsina+x,+a(a+1l)-L=0.

Facem observatia cd si constantele C, si C, pot fi considerate
nule, fira sa fie afectat cu nimic gradul de generalitate al problemei. Cu L
am notat lungimea (constantd) a firului care leaga cele doua corpuri, iar in
scrierea legiturii f, am utilizat teorema lui Pitagora generalizati in
triunghiul oarecare CED si am presupus ci originile celor doua sisteme de
referintd (fatd de care raportam migcarea corpurilor) coincid cu punctul C
(varful planului inclinat). Rezulta deci ca sistemul are 3-2-5=1 grad de
libertate.

Principiul lucrului mecanic virtual se scrie astfel:
N

D> F .67 =0, (4.1)
i-1
unde N reprezintd numarul de corpuri din sistem, iar F, (i =1, N)
reprezinta fortele aplicate acestor corpuri; in cazul nostru, acestea sunt
fortele de greutate, G, si G,. Atunci, relatia (4.1) devine
G,-or+G,-or,=0. (4.2)
Fata de sistemele de referintd corespunzatoare, vectorii din relatia
de mai sus se vor scrie pe componente astfel:

G, =(mgsina, —mgcose, 0),
G,=(myg, 0, 0),
ST, =(=6%, 0, 0)

st



Probleme rezolvate cu ajutornl principiniui lucrului mecanic virtnal 137

oT, =(6%, 0, 0),

unde am tinut cont de sensul (conventional ales) de miscare a ansamblului
celor doud corpuri (corpul de masi m urca pe planul inclinat, deci se
miscd in sens contrar sensului pozitiv al axei OX,). Tinand cont de aceste

relatii, expresia (4.2) a principiului lucrului mecanic virtual devine
-mgdox sSina+m,gox, =0. (4.3)
Expresia (4.3) este o combinatie liniara nuld a marimilor &X i
0X,, cu coeficientii constanti mgsina si m,g. Evident, cele doua variatii
virtuale ale coordonatelor celor doud corpuri, 0% si dX, nu pot fi liniar
independente. In caz contrar ar trebui ca mgsina =0 si mg=0, ceea ce

este absurd. De altfel, acest lucru noi deja I-am gasit, intrucat am aratat ca
sistemul are un singur grad de libertate, deci, doar o singura variagie
virtuald a coordonatelor celor doud corpuri este liniar independenta. In
consecinta, cele doua variatii, 06X si 0X, sunt liniar dependente si va
trebui sa eliminam una din ele. Pentru aceasta sd observam ca (vezi Fig.
IV.1) o variatie a coordonatei X a corpului de masa m este identicd unei

, adicd,

variatii a mirimii $=|CE

0% =65, (4.4)
si o variatie a coordonatei X, a corpului de masa m, este egald cu o
variatie a marimii | =|DE| (firul fiind inextensibil, cu cat urca sau coboara
corpul de masd m,, tot cu atat se mareste, respectiv se micsoreaza,

distanta | = | DE

), adica,
ox,=06l. 4.5)
In concluzie, a determina o relatie intre cele doua variatii virtuale
0% sl O0X,, este echivalent cu a determina o relatie intre marimile 8S si

ol . Acest lucru se poate face cu usurintd utilizand teorema lui Pitagora
generalizatd in triunghiul CED:

1 =a’ +s* —2ascos(7— ) =a’ +s° + 2ascos f =

B

= a2+sz+2ascos(——a =a’+s’+2assina.

N
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De aici, prin diferentiere, avem
2l dl =2sds+2adssna,
sau,
| dl =(s+asina)ds.
Trecand acum de la diferentiale la variatii virtuale infinitezimale,
rezulta relatia cautata
| 6l =(s+asina)ds,
care, tinand cont de relatiile (4.4) si (4.5), devine
| 6%, =(s+asina)sx,

de unde,
5)(2 _ S+ alsma 5)(1
Inlocuind &x, din aceasta relatie in (4.3) obtinem
-mgox sina + mZgSJralﬂax1 =0,
sau, aducand la acelasi numitor si dand in factor o,
[-mglsina + mg(s+asina)]sx =0, (4.6)

relatie valabila pentru orice variatie virtuald infinitezimalda &X,. Cu alte

cuvinte, 0% fiind arbitrara, paranteza patrata trebuie sd se anuleze; ceea ce

rezulta reprezintd tocmai conditia cautatd de echilibru:
-mglsina+m,g(s+asina)=0,

sau

—mg Va2 +s +2assina sinag+m,g(s+asina)=0,

sau inca,

mg vJa2+s’ +2assina Sina = mg(s+asina),
care, prin simplificare cu g # 0 si ridicare la patrat, conduce la urmatoarea
ecuatie de gradul doi in S:

. . . 2
ny (a® +s°+2assina )sin* a =M (s+asina)’.
Aceasta se mai scrie astfel:

s’ (m; —n¥sin® ) - 2sasina (n{ sin® ¢ - Mg ) + a” sin & (M - ) =0
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si are solutiile
asina(nf'sin® o —ny)

2T Sfsna
\/azsinza(nfsinza—rrﬁ)z—azsinza(rrﬁ—rrf)(rrﬁ—nfsinza)
*
m —nmfsin’ a '

sau

ﬂﬁgmaqﬁﬁ{@_@x@_@gm@

=asng| -1+ ,
22 m —n¥sin’a

Solutia acceptabila din punct de vedere fizic este

ﬂ@_@gﬁ@ipﬁ_@x@_@gm@

s=s =asna -14,
2 M —nfsin’a
care se mai scrie
. cosa+/M —nY sin®
s=s =asina m 025 mzz n} @ “1|=
m —m’sin®«
4.7)

asina[ m 05 —1}.
JE—nPsna
Se observa faptul ca, pentru ca sistemul si aibd o pozitie de
echilibru, trebuie sa fie indeplinite simultan conditiile
M —msin? >0
si
m cosa

>1.
Jm—msin’a
Cu alte cuvinte, trebuie ca sistemul
M —mesin?a > 0,
m cosa > /M —n?sin’ «

(4.8)

sa fie compatibil.
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Sistemul (4.8) mai poate fi scris si astfel:

m,

|Sina|<—,
m

m >m,.

Putem sesiza cu ugurinta ca sistemul este compatibil, rezultand si o
conditie necesard asupra unghiului ¢ al planului inclinat; avand in vedere

o v o ..
ciae [O, E] , aceasta conditie este

M
a<acsin—%,cu m >m,.
m

In aceste conditii, sistemul este in echilibru pentru

m cosa
\/rng—mfsinza

s=asina -1. (4.9)

Problema 2

Sa se rezolve problema precedentd utilizand principiul lui
Torricelli.

Rezolvare

Intrucat sistemul este supus doar fortelor de greutate proprie a
punctelor materiale, problema poate fi rezolvata si utilizand principiul lui
Torricelli. De altfel, principiul lui Torricelli nu este altceva decat o forma
particulara a principiului lucrului mecanic virtual, si anume atunci cand
singurele forte aplicate sistemului de puncte materiale sunt fortele de
greutate proprie a punctelor materiale.

Principiul lui Torricelli ,,spune” simplu ca

52, =0, (4.10)
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unde Z; reprezinti cota centrului de greutate al sistemului de puncte

materiale.

Urmand algoritmul de rezolvare a unei probleme cu ajutorul
principiului lui Torricelli, descris in paragraful dedicat lucrului mecanic
virtual, trebuie sa atasim sistemului de puncte materiale un sistem de
referintd unic (unul si acelasi pentru toate corpurile sistemului), de
preferintd un reper triortogonal cartezian, avand axa Oz verticala (vezi
Fig. IV.2). Vom alege apoi ca nivel de referinta pentru energia potentiala a
sistemului planul Z=0 (altfel spus, planul XOy), caz in care coordonata z
a centrului de greutate al sistemului (cota centrului de greutate) va fi data
de relatia!

N
2AM

2o = 5 = 2AM, (4.11)
i=1

unde N reprezintd numarul total de puncte materiale ale sistemului, iar

N
M=>m

i=1

este masa intregului sistem discret de puncte materiale.
In cazul nostru N =2, astfel ca relatia (4.11) devine
+
mz+mz (4.12)
m+m,

In acest fel, problema devine (cel putin pentru moment) o problema de
geometrie plana. Pentru a ugura rationamentele vom simplifica figura,
pastrand In ea doar elementele strict necesare determindrii coordonatelor
verticale Z si z, ale celor doua corpuri (vezi Fig. IV.3).

ZG:

Astfel, se observa ca avem
a=|CD|, | =|DE|, s=|CE|, z =|EN|=|AH|, z, =|AF|.
De asemenea,

[FC|+a+I=L,

1 4 . . . Lo . . N ~ ~ A A

In ipoteza cd extinderea spatiald a sistemului nu este intr-atdit de mare, incat campul
gravitational si varieze sensibil intre cele mai indepartate extremitati ale domeniului ocupat de
corpuri.
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o |FD|+|DE|=L
o lcDl=a
a |DE|=1
[ 7 |CE|=5
B 5
m, | g m,
= E
G =
20 1, G,
Y| - [ B
o
X
Fig. IV.2
|AC|-2z =s sina
si
|AC|=z,+|FC|.
D
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F
E
H
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Fig. IV.3
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Din aceste relatii rezulta
IFC|=L-a-I,
z =|AC|-s sina
si
z, =|AC|-|FC|=|AC|-L+a+!.
Cu aceste rezultate in relatia (4.12) avem

7, =MATMZ _ 1 [m(|AC|—s sina)+mz(|AC|—L+a+I)]=

m+m, m+m,
:|AC|(ml+mz)—”E(|-—a)+mzl—mssina.
m+m, m+m,
Avand in vedere faptul ca |AC| = const., rezulta cd putem scrie
ml -ms sina
=C 4.13
=TT T mam, &1

unde, prin C, am notat marimea constanta

c ™ |AC(m+m,)-m,(L-a)
i m +m,
Diferentiind relatia (4.13) si trecand apoi de la diferentiale la variatii
virtuale infinitezimale, obtinem
52, = m,ol —m Js sina .
m-+m,
Utilizand aici relatia dintre ol si 0S obtinutd in rezolvarea problemei
precedente,

| 6l =(s+asina)ds,

gasim,
(stasina) ;o o ss sna
m+m,
1 : :
=—————|m(s+asina)-mlsina |Js.
'(m+mz)[ ( ) ]

Cum 05 este arbitrara, din relatia de mai sus rezulta
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m,(s+asina)-mlsina =0,

sau

m,(s+asina)= m~s?+a?+2assine sina,

care, prin ridicare la patrat conduce la urmatoarea ecuatie de gradul doi in
S:

m (s+asing)’ =nf (s +a’+2assina)sin’ a
ce se mal poate scrie si astfel:
s’ (m - sin® ) - 2sasina (Y sin® ¢ -} ) + a° sin” & (M — ¥ ) = 0,

adica aceeasi ecuatie de gradul doi in S obtinuta in rezolvarea problemei
precedente. De aici incolo rezolvarea se face exact la fel ca in problema
precedenta.

Problema 3

Utilizand principiul lui Torricelli si se determine pozitia de
echilibru a tijei omogene si rigide de lungime 21 din Fig. IV.4. Se
cunoaste raza semicilindrului fix (incastrat) R, iar frecirile se neglijeaza.

Rezolvare
Dupa cum simplu se poate observa din Fig. 1V.4, pozitia de

echilibru a tijei este determinatd univoc doar de unghiul o € (0, %), care

este astfel necunoscuta problemei.

Inci de la bun inceput putem anticipa (ceea ce va trebui si reiese si
din calcule) ca tija omogena si rigida AB nu va putea ramane in echilibru
in interiorul semicilindrului, decat daca centrul ei de greutate C ,,cade” in
interiorul semicilindrului. Evident, daca centrul de greutate este in afara
semicilindrului, forta de greutate, prin momentul pe care il creeaza in
raport cu polul N, va ,rasturna” tija, care astfel va cadea in afara
semicilindrului.
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lAC|=|CB|=1
|po|=|0ON|=R

Fig. IV.4

Problema poate fi rezolvata cu ajutorul principiului lui Torricelli,

deoarece singura forti aplicati tijei este forta de greutate proprie G =mg,
unde M este masa tijei omogene. Alegand un sistem de referintd cartezian
cu axele ca in Fig. IV.5 si nivelul de referintd pentru energia potentiala ca
fiind planul orizontal care trece prin diametrul DN al semicilindrului
(planul xOy), problema devine (cel putin pentru moment) o problema de
geometrie pland. Mai exact, trebuie si determinim segmentul |MC|: Z;

din Fig. IV.5.

OP_1 AB

[MC|=:,
|AC|=|CRB|=1
|DO|=|ON|=R

Fig. IV.5
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Avem,
IMC| =|NC|sina = (|AN|-|AC|)sina =
=(2|AP|-1)sina =(2Rcosa -1)sina.
Cota centrului de greutate al tijei este deci
Zs =(2Rcosa —1)sina. (4.14)
Principiul lui Torricelli ,,cere” ca 6z;=0. Diferentiind relatia
(4.14) si trecand apoi de la diferentiala la variatia virtuald infinitezimala,
obtinem
82, =| —2Rsin’ a +(2Rcosa —1 ) cosa |5 =0.
Cum oa este arbitrar, relatia anterioard implicd anularea parantezei
pdtrate:
—2Rsin® o +(2Rcosa —1)cosa =0,
adica,
—2Rsin’ o+ 2Rcos’ & —| cosa = —2R(1-cos’ &) + 2Rcos’ o —| cosar =
=4Rcos’ a —| cosa — 2R=0,
care este o ecuatie de gradul doi in COSc . Solutiile acestei ecuatii sunt

144124+ 2R

(cosoe)ly2 = R

Deoarece a € (O, %), doar solutia cu semnul plus are sens fizic, deci

[ ++/12+32R?

cosq =— (4.15)
8R

In concluzie, tija va ramane in echilibru in interiorul semicilindrului

in pozitia data de unghiul
2 2
| +12+32R J .16

o = arccos
{ 8R

Deoarece Vo, —1<cosa <1, va trebui sia cerem ca (vezi relatia

(4.15)):
_| ++/17 +32R? -

8R

CoSa 1.

Aceasta este echivalent cu
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|2 +32R? <64R* +1*-16RI ,
adica,
| <2R, 4.17)
ceea ce inseamnd cd centrul de greutate al tijei trebuie ,,sd cadd” in
interiorul semicilindrului, asa cum am precizat inca de la inceput.
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Capitolul V

Probleme de calcul Variagional

V.1 Elemente de calcul variagional
V.1.1. Funcgionale. Diferengialele unei funcgionale.

Definitie: Se numeste functionald o aplicatie definitd pe un spatiu liniar X,
sau pe o parte a lui X, cu valori in corpul scalarilor peste care este definit
spatiul liniar X .

Deci, la modul cel mai simplu, putem privi o functionald ca pe o
»functie” al cirei domeniu de definitie este o multime de functii si al carei
codomeniu este o multime de ,,numere” (scalari').

Din modul in care este definitd rezulti cd, de fapt, o functionald
este un operator.

Fie J(y) o functionald definiti pe un domeniu D al unui spatiu
Banach B, cu valori pe dreapta reald £ .

Definitie: Se numeste spatiu Banach un spatiu liniar normat si metric
complet (completitudinea este deci asigurata in raport cu metrica).
Definitie: Se numeste spatiu complet un spatiu liniar in care orice sir Cauchy

este convergent catre un element al spatiului.
Definitie: Se numeste jir Canchy in spatiul metric (X, d) un sir {X”}neN

de elemente ale lui X care satisface proprietatea: V ¢ >0, 3n, € N astfel

incat d(x,, X,)<é&, ¥V n mxn,.

! Trebuie si avem in vedere aici cd, in functie de natura spatiului liniar X, scalarii acestuia nu
sunt intotdeauna numetre/cifre (fie ele reale sau complexe). Cu alte cuvinte, trebuie si avem griji
sd intelegem notiunea de scalar in sensul cel mai larg (in general, scalar # numdr, cu toate ¢4, in
mod obisnuit, prin scalar intelegem un numar — cel mai adesea — real).
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Definitie: Se numeste distantd pe multimea X orice aplicatie d definita
pe XxX cu valori reale pozitive, d:XxX >R, care satisface
proprietatile:

D,: d(X, y):0 daca si numai daca x=Y, (X, ye X);

D,: d(x y)=d(y, X), VX yeX;

D,: d(x, y)<d(x z)+d(z y), VX Y, ze X,

Definitie: Se numeste spatin metric orice pereche (X, d) ,unde X este o
multime, iar d este o distantd definiti pe X .

Definitie: Se numeste spagin normat, un spatiu liniar pe care s-a dat (s-a
definit) o norma, p.

Definitie: Se numeste nomnd orice seminorma care satisface proprietatea:
p(x)=0 = x=0.

Definitie: Se numeste seminormd o functie cu valori reale, p: X — R, care
satisface proprietatile:

N, p(x+y) < p(x)+py), VX yeX;

N, : p /”LX |ﬂ| p(X), V X, ye X si A un scalar nenul.

O normai se noteaza de obicei astfel: p(X) ||X||

Fie deci J(y) o functionald in conditiile precizate anterior. Fie si
ye D, he B astfel incat y+he D.
Definitie (diferentiabilitate 1): Spunem cd functionala J(y) este
diferentiabild in ,punctn/” > 'y daca diferenta J(y+h)—J(y) se poate scrie
astfel:
J(y+h)=3(y)=6(y, h, J)+r(y, h, J),

unde & (y, h, J) este o functionald liniard in h,

5(y, ah+ph, J)=a 5(y, h, J)+B 5(y, h,, J),

2 Am folosit ghilimele pentru cuvantul ,,punct”, deoarece in acest context cuvantul punct este
utilizat oarecum fortat, pentru a pastra limbajul utilizat in cadrul analizei matematice a functiilor
obisnuite. De fapt, aici acest ,,punct” este o functie. Din aceastd cauzi, metaforic vorbind, am
putea spune ci o functionald este ,,o functie de functii”.
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cu o si f doi scalari, iar r(y, h, J) este o functionald care satisface
conditia
r(y. hJ3)

[h

Definitie (diferentiabilitate 2): Spunem cia functionala J(y) este

lim
Inj—0

diferentiabili in ,punctnl” y daci existd S(Y, h, J) o functionald liniari in
h, astfel incat

lim[ J(y+h)-J(y)-5(y, h, J)]=0.

[0
Definitie: In conditiile din definitia de mai sus (a diferentiabilititii unei
functionale intr-un ,punct”), functionala o (y, h, J) se numeste
diferentiala functionalei J(y).
Teorema: Daca 0 ( y, h, J) existd, atunci ea este unica.

Nu ddm aici demonstratia acestei teoreme (demonstratie care se bazeaza
pe metoda reducerii la absurd).

Deﬁni;ie: Daci functionala r ( y, h, J) se poate reprezenta sub forma

1
r(y, h, 3)2552()’1 h, J)+r,(y, h, J),

unde,
5,(y, th J)=t* &,(y, h, J)
st
Iim—‘rz(y’ " J) =0
|0 ||h||2 ’

atunci functionala 6, (Y, h, J) se numeste diferentiala secundi a functionalei

J(Y).

Pentru a intelege mai usor aceste notiuni vom prezenta in
continuare analogia remarcabila care existd intre acestea si cele referitoare
la o functie obisnuita.

Fie agadar o functie f:l c R— R definitd pe un interval | al axei
reale si cu valori in multimea numerelor reale, derivabila in punctul X, €.

Atunci, pentru X# X, putem scrie



Probleme de caleul variational 151

FX) = 06) = F'00)(X=%) +a(X)(X=X,). ®

Deoarece functia f(x) este derivabila in punctul X, €|, avem

f(X) FO%) _
—%

= f (x0)+I|ma(x)_f (%)

X—)XQ

de unde, rezulti cu necesitate ca

limea(x)=0.
X—>Xg
Daci notim diferenta X—X, cu h, atunci X= %, +h si putem scrie
I|ma(><0+h) 0
Foo+h = F)=hf () +ha(y+h) = hiix).

Functia g=hf'(x) (care este in mod evident liniard in h) se

numeste diferentiala functiei f(X) in punctul X, si, de obicei, se noteaza
b b

not.
g = df (%)) . Cu aceasti notatie, liniaritatea in h se scrie astfel:

(ah + Bhy) (%) =df (%, ah+ph)=(ah+ph,) f'(x) =
=a hf'(x)+B T (x)=adf (x,h)+pdf (x,h)=
=a h f'(x)+ 6 h (%)

Analogia cere urmatoarele corespondente mai mult decat evidente:

J - f

y - X

h - h
S(y. h,J) - d(x,h f)
r(y,h,J) > r(x, hf)

unde am folosit notatiile

f (%) (X=%) =hf'(x)=df (%, h)=d(x, h, )
st

a(R(x=%)=h a(x+h)=r(x, h, f).

I m—‘ (v h 9)
LECH
va corespunde in cadrul acestei analogii urmatoarea conditie asupra
functiei a(X):

Conditiei de limitd asupra functionalei r(y, h, J), =0, ii
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lim
h—0

N a6+ _fima(x) = lime(x) =0.
h h—0 X=X

not.
Amintim si faptul cd de obicei se prefera notatia h = dX, astfel ca
diferentiala functiei f in punctul X, se scrie astfel: df (x;) = f '(x,)dx.
Pentru a sesiza analogia si in ceea ce priveste diferentiala secunda a
unei functionale, vom utiliza dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(X) in

jurul punctului X;:

F(3) = F06)+ FORHX=%)+ £ ORI (X %)" +O(x= %)’
(%)
= £00)+ FI0QIX= %)+ £ ORHX= 1) + ARX- )"

unde am utilizat notatia

L) (X=%;)? =— IO (X=%) + f('“)(xo)(x %) + .
cu conditia evidenta
1Lm A(X)=0.
Avand in vedere relatia (*), si dez?;oltarea in serie Taylor (**) rezultd
a(9(x=%) =5 1ORNX= )" + SIX= %),

Utilizand notatia cu h=X—-X,, putem scrie

a(X)(x—x%)=h a(x+h)=r(x, h, f):%hzf "(%,) + h?B(%, +h),
sau, dacd definim variatia secundd (de ordinul doi’) a functiei f(X) in

punctul X, prin
5,F = 1" ()(Xx=%)* =h*f"(x) =6,(x, h, ),

avem

1
r (%, h, f):§52(x0, h, f)+1,(%, h, f),

unde am introdus notatia evidenta

% Aceasta ar mai putea fi numita (ca sa pastrim limbajul din teoria functionalelor) ,,diferentiala
secundid” (sau de ordinul doi) a functiei f(X) in punctul X, siar putea fi notatd prin d, f (X;) .
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6 (X, h, f)=h’B(x,+h).
Evident,

8,(%, th, £) =(th)” f "(x,) = t?h*f "(x,) =t26,(%,, h, f)
st

|h|_|;];| r2(X0|:]2h’ f) =|h|_|;T(;I hzﬂ(:g‘i‘h) :le[ﬂ(xo'f'h)]:)l(l_[poﬂ(x)zo,

ceea ce duce analogia pana la capat, daca, in plus, la lista de corespondente
de mai sus le addugam si pe urmatoarele doua:

5,(y, h, J) > 8,(%, h, f),

Ly, h )= (%, h f).

Un exemplu de functionala foarte des intalnit in cadrul mecanicii

b
analitice este J(Y) =I f (X, Y, y') dx, in care, functiei f (X, Y, y') 1 se cere

sa satisfaca anumitor conditii de continuitate.
Fie deci functia f(X, y, Z) de clasi C* pe domeniul D: a<x<b,
—00 <Y, Z<+0, cu derivate partiale in raport cu y si z uniform continue.

Definitie (continuitatea intr-un punct in limbaj (&, 7(¢))): Fie functia
f:lcR—>R si X, €l un punct din domeniul ei de definitie. Spunem ca
tunctia f(X) este continud in punctul X, daca V £>0, I n(e)>0 astfel
incat | f(X)— f (%)< &, V xel, deindati ce [x— x| <n(e).

Observatie: i depinde doar de & dacd ne referim la continuitatea intr-un
singur punct. Acesta va depinde insi (in general) si de punctul X, daca ne

referim la continuitatea pe intreg intervalul | < R.
Definitie (continuitatea intr-un punct in limbajul vecinatitilor): Fie
f:lcR—>R si X el.Se spune ca functia f(X) este continud in punctul

% daci VU(f(x)), IV(x), astfel incit VxelNV(x), f(X)e
U(f(%).

Definitie (continuitatea intr-un punct in limbajul sirurilor): Fie
f:lcR—>R st X, €l. Se spune ca functia f(X) este continud in punctul
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X, daca V {)gq}neN un sir convergent la X, sirul {f(x)} este

neN

convergent la f(X,).
Definitie: Fie functia f:l cR—>R. Se spune ci f(X) este wniform
continud pe | — R dacd V >0, 3 n(e) >0, astfel incat |f(X") - f(X')| <eg,
Vv x', x"el deindati ce |X'—X"| <n(e).
Obsetrvatie: 77 depinde doar de & si este independent de X' si X" ce
satisfac |X'—X"|<77(8). Fie f(x) doar continud pe | cR si X'el. Daci
pastram X' fix, la un & dat corespunde un 7 care se schimba daca ¢ se
schimba, dar care depinde si de X' ales, adica 7=n$(g, X'). Daca X'
parcurge multimea |, ¢ fiind fix, multimea valorilor lui 7(e, X') are o
margine inferioara, no(g):\jr;lll; {77(8, X')}. Daca n,(¢) >0, spunem ci
¢ fix
functia f(x) este uniform continua pe | .
Teoremd: O functie continud pe un interval compact* este uniform
continua pe acel interval (de exemplu: f(x)=x%, xe[4, 3]).
Teortema cresterilor finite (Lagrange): Fie functia f:lcR—>R si
a, bel doud puncte din intervalul | . Daca
L, : functia f este continud pe [a, b] si
L, : functia f este derivabila pe (a, b),
atunci® 3 ce(a, b), astfel incat
f(b)-f(a)=(b-a)f'(c).
Observatie: Adesea se considerd urmaitoarele formuldri echivalente
pentru relatia f(b)- f(a)=(b-a)f'(c):
1. f(x)-f(a)=(x-a)f'(£), a<é<x;
2. f(a+h)-f(@=hf'(a+6h), 0<6<1.
Definitii: Spunem ci functia f:l c R—> R este derivabildi in punctul
f()— (%)
X=X

X, €1, dacd raportul are limita finita in punctul X,. Limita

4 . . N .. ...
Un interval compact este un interval inchis si marginit.

®Simbolul 3 inseamni existd cel putin”.
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insdsi se numeste dervata tunctiei f(X) in punctul X, si se noteazd cu

FO)—f(x%) _
X=X

f'(%): lim =f'(%).

X=X

Revenind, si consideram functionala
b
Iy)=[f(xy y)d

definiti pe multimea functiilor y=y(X) e C*[a, b], care satisfac in plus
conditiilor y(a)=0, y(b)=0. Daca definim drept norma pe spatiul

l

atunci multimea acestor functii formeaza un spatiu Banach® B.
Fie acum h(X) o functie din acest spatiu Banach. Evident,

y(X)+h(x) € B si atunci este bine definita functionala
b

J(y+h):j f(x y+h, y'+h")dx,

a

acestor functii marimea

Mﬁzma{wpww» sup [y'(0)
xe[a, b] Xe[a, b]

deci putem calcula diferenta
b

J(y+h)—J(y)=Jla f(x y+h, y+h) dx—f f(x y y)dx=

b
=I[f (%, y+h, y'+h)-f(x, v, y')]dx.
Aplicand teorema cresterilor finite sub integrala, rezulta
b
J(y+h)=J3(y) :J[ f(x y+h y+h)-f(xy, y')]dx:

o, of of o
:.E[[ha(x, y+6h, y'+9h')+h'w(x, y+6h, y'+¢9h')}dx,

® Am considerat ca si spatiu liniar de definitie a unei functionale un spatiu de tip Banach,
deoarece pe o astfel de structurd matematicd avem definite toate notiunile matematice utile in
cadrul mecanicii analitice §i anume: notiunea de convergenti, cea de continuitate, cea de
derivabilitate si cea de integrabilitate.
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unde 0<O<1.
Utilizand notatiile
’ not.
(ﬂ = ﬂ(x y+6h, y'+6h'), 0<0<1 (5.2)
oy oy
st
: not.
(ﬂ = ﬂ(x y+6h, y+6h'), 0<0<1, (5.3)
oy oy

relatia (5.1) se poate scrie mai simplu astfel:

h[ij +h'[ij dx, 0<f<1.
8y -

J(y+h)—J(y):j Py

Introducand acum noi notatii:

%(x, y+6h, y'+0h')—%(x, %) = %J —%: o
st
%(x, y+6h, y'+¢9h')—%(x, Y, y') = %) —%: f,

o _of . of . . ..
si tinand cont de faptul ci v si — sunt uniform continue, rezulta ca
y

V £>0, 3 5(¢) >0, astfel incat

of ) of
AR
oy) oy

st
[i) A g <o,
oy oy

de indati ce
(y+6h)—y|=|6h|<|h|<n(e)
si, respectiv,

‘(y'+ oh')— y" =|6h’| < |’ <n(e),
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adica — tinand cont de definitia normei — de indata ce ||h||<77(5). Cu
notatiile (5.2) si (5.3) avem,

J(y+h)-J(y)= J(h @m %jdxq (hf,+h'f)dx.  (5.4)

Utilizand proprietatile integralelor, se poate cu usurinta verifica faptul ca

integrala
of of
L(h h —+h'— |dx
={[n 5o

este liniard in functia h. Intr-adevar,

L(ah +ph,)= I{(amm)—ﬂamm) ay}
gl e

al(h)+AL(h,).
Apoli,
b b
J(hf+h ) dx < max (b nd) [(]fol+|f.f)dx
adica,
b
Thl ” o+ Nt ) dx < [(| fo]+| £, dx < 25(b-a). (5.5)

Deci (5.4) di o descompunere a lui J(y+ h)—J(y) intr-o functionald

liniard in h(X) si o a doua ce satisface conditia (5.5). Cu alte cuvinte,
conditiile de diferentiabilitate sunt satisfacute, iar diferentiala lui J(y) este

s(y, h 3)= j[h % hgy—fjd (5.6)

Avand In vedere faptul ci functia f (X, Y, y') este de clasi C® pe
domeniul ei de definitie, f e C’(D),unde D: a<x<b, —o<y, y'<+w,
putem integra prin parti termenul al doilea din (5.6) si obtinem
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_[h —dx_( ;f, T —Th%[%]dx.

Dar
of of :
h— —h(b) (b y(b), y'(b))-h(a) —(b, y(a), y'(a))
'), oy
si cum h(x) € B, avem h(a) =0 si h(b) =0, ceea ce conduce la
d( of
y, h, J h(x){———[ ﬂdx. (5.7)
o I oy dx\ oy’
Generalizarea acestui rezultat 1a cazul unei functionale de tipul
b
jf(x, Yo YL Y e Y o,
in care functia de (n+2) variabile, f (X, v, ¥, y" .., y(”)) este o functie

de clasi C" pe domeniul ei de definiie, D: a<x<b,
0 <Y, Y, .., YV <+, se poate face cu usurinti. Astfel, printr-un
rationament analog se poate deduce expresia diferentialei acestei
functionale,

of |\ d? ([ of Ldn (o
s(y, h, J) Ih(X){———{WJ—Fy(wJ—F..ﬁ -1 dxn(mﬂdx.

(5.8)
Alte exemple de functionale mai des intalnite (impreuna cu
diferentialele lor) sunt:

t
) J(X) :J. f (t, X(1), X(t)) dt, unde functia X, care depinde de variabila
b

(parametrul) t este o functie vectoriali (cu N componente),

X(1) = (% (1), % (1), .. %,(1)) si X(t):%

Prin calcule analoage celor efectuate in cazul functionalei J(y),
pentru diferentiala functionalei J(X) rezultd expresia

(x h, J) IZn(){—_——(aa; ﬂdt, (5.9)

t, i1=1
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if) J(z)=_|. f (x, Y, Z(X, Y), %(x, y), %(x, y)J dx dy, pentru care se

0

of o0 of o[ of

Q

obtine

. oz . z
1n care p:& st =—.

oy

V.1.2. Extremele functionalelot
A) Conditii necesate de extremum

Fie J(y) o functionald diferentiabild definita pe un spatiu Banach
B.
Definitie: Yy, se numeste ,,punct” de maxim relativ al functionalei J(y)

daca 3 V(y,) o vecinitate a lui Y,, astfel incat, V yeV(y,),
I <)
Definitie: Yy, se numeste ,,punct” de minim relativ al functionalei J(y)
daca 3 V(y,) o vecinitate a lui Y,, astfel incat, V yeV(y,),
3= 3(y).
Teorema: Daci J(y) este o functionala diferentiabila si Yy, este un
mpunct” in care J(Y) este extremd, atunci, V he B,
5(y0, h,J)zO. (5.11)
Deci, o conditie necesard pentru ca Y, sa fie un punct de
extremum pentru functionala J(y) este ca diferentiala functionalei,
5(y, h, J) , s se anuleze In acest punct.
Definitie: ,,Punctele” Y, in care este satisficuta conditia (5.11) se numesc

exctremale.
Cu alte cuvinte, extremalele unei functionale sunt acele functii
Yo(X) care anuleaza prima diferentiald a functionalei.
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B) Conditii suficiente de extremum

Teorema: Daca functionala J(y) admite diferentiala prima & (y, h, J) st

diferentiala secundi &,(y, h, J), atunci conditia necesard si suficientd

pentru ca ,,punctul” Y, si facd pe J(y) maximai este ca V he B, sd avem
5(Yor N, 3)=0, r(y, h, J)<0,

iar pentru ca ,,punctul” Y, si faci pe J(y) minimi este ca V he B, si

avem
5(Yo: N, 3)=0, r(y, h, J)=0.
Intr-adevir, pentru ca J(y) admite diferentiald prima, avem
J(Yo+h)=3(¥o)=6(Yo, h, I)+r (Y, h, J).
Dar 6 (yo, h, J) =0 este conditia necesara ca Y, sa fie extremald. Rdmane
J(Yo+h)=I(¥e) =1 (Yo, h, J).
Deci, pentru ca Y, si fie punct de
- maxim relativ, adicd pentru ca J (y0 + h) —J(Y,) £0 este necesar si
suficient ca r (yo, h, J) <0;
- minim relativ, adicd pentru ca J (yO + h) —J(Y,) 20 este necesar si
suficient ca r (yo, h, J) >0;
Se poate arita ca, pentru a fi indeplinite aceste conditii, trebuie sa avem

— conditia necesari: 6,(Yo, h, J)<0,
1) Pentru ca r(yo, h, J)SO,

— conditia suficienti : 5, (y,, h, J)< C||h||
— conditia necesari : &, (ym h, J) 0,

2) Pentru ca r(Y,, h, J)>0, . .
— conditia suficienti : 5, (y,, h, J)= C||h||

unde C >0 este o constanta.
Teoremi: Fie 2 cR" un domeniu din spatiul Nn-dimensional abstract
R", X=(X, X, .., X,) €2 un punct din acest domeniu $i H multimea

functiilor h(X) =h(x, X,, ..., X,) continue pe domeniul £ si care, in plus,
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se anuleaza pe frontiera 02 a lui 2. In aceste conditii, daci A(X) este o
functie continua pe 2 si

[hOYAX) dx=0, ¥ h(x) e #,
Q
atunci A(X)=0, V xe Q2.
b
Fie functionala J(y)= _[ f(x,y,y)dx. Conditia necesara de

extremum pentru aceasta functionald este ca diferentiala ei, (5.7), sa se
anuleze:

; o d
5(y, h, J)=£h(x){5—&

Intrucat:

~heC?[a, b];

(%H dx=G(y)=0, V h(x).

- h(a)=0, h(b)=0;
- f eCZ(aS X<b, —wo<y, y'<oo), (deci i—i[i] este continuad),

oy dx\ oy’

ne situam exact in conditiile teoremei anterioare, care ne asigura ca, pentru

b
ca Ih(x) {ﬁ—i( o ﬂ dx=0, V h(X), este necesar si suficient ca

oy dx| oy’
@_g(ﬂjzo_ (5.12)
oy dx\oy'

care este numitd ecuatia Enler a extremalelor. Aceasta se mai poate scrie
astfel:

o*f , o°f |, o*f  of
|2y + ly+ l__=
oy oyoy'~  oxoy' oy

Pentru functionala

(5.13)

J(X) :]2 f(t, x(t), X(t)) dt,

unde X(t) = (Xl(t), % (t), ..., Xn(t)) , ecuatiile extremalelor sunt
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of df of . —
a0 -0

Aceste ecuatii au fost deduse pentru prima datd de citre Euler in
anul 1744 si ulterior au fost utilizate de citre Lagrange in mecanica. In
prezent ele sunt cunoscute sub denumirea de ecuatizle Euler-1agrange.

Pentru functionala
b

jf(x, VARTARYANN y(”)) dx,

a

conditia necesara de extremum (ecuatia Euler a extremalelor) este
2 n
ﬂ_i i +d_2 i +.“+(_1)n d i =0.
oy dxloy') dx*|oy" dx" | oy™
Fie o ecuatie diferentiald de ordinul n, datd sub forma implicita,
F(% Yy, y" y(”)):O.

Definitie: Se numeste integrald intermediard (sau de ordin K) a ecuatiei date, o
ecuatie diferentiald de ordin N—Kk, ce contine K >1 constante arbitrare,

v(X% ¥ ¥, 0 ¥, Gy Gy §) =0
si care este verificata de integrala generala
(% Yy, C,C, .., C,)=0

a ecuatiei diferentiale date.
Pentru k=1, ecuatia diferentiald de ordinul n-1,

Z(X’ Yo Y e YO, C):O,
care depinde de o singurd constantd de integrare, C, se numeste zntegrald
primd a ecuatiei diferentiale F (X, AR VARR VAR y(")) =0.

Integrale prime ale ecuatiilor Euler-Lagrange,

R
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1.

Sa presupunem ca functia f nu depinde explicit de y;. Atunci

ﬂ=0, iar din ecuatiile Euler-Lagrange rezultd ca i(gi}:O,
i X yl
adica

i = const. (5.14)

o,
In cazul in care functia f nu depinde explicit de variabila
independenta X, o integrald prima a ecuatiilor Euler-Lagrange este

of
y,—— f =const. (5.15)
9%

Intr-adevir, si derivim total in raport cu X relatia (5.15). Avem:

dfgot) dy o oot e ot o
dX layl dX > > |ayl idX ayl ayl i ayl i >

o« o 0f dfof
sauincd, =Y, | ———| — ||=0 g.e.d.
oy, dx\ oy,

Observagie: Pentru a determina diferentiala functionalei

J(y) :_[ f(x y, y')dx

definiti pe multimea functiilor y=y(x)eC?*[a, b], am considerat ci
aceste functii satisfac in plus conditiilor y(a)=0, y(b)=0. Toate
consideratiile pe care le-am facut pentru a deduce ecuatia Euler a
extremalelor acestei functionale raman valabile si dacd vom considera
conditiile mai putin restrictive y(a)=a, # 0 si y(b) =l # 0. Esentiale sunt

insa conditiile h(a) =0, h(b) =0, care cer ca, daca functia Y, = ¢(X) trece
prin punctele P(a, &) si Q(b, by), atunci si curba y(X)=¢(X)+h(x)=
=Y, (X) + h(X) si treacd prin aceleasi puncte (vezi Fig. V.1).
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¥(x)

Q(b, by)

¥(X) = 3,(3) + h(x)

B

Fig. V.1

C) Extremele condigionate ale func;ionalelor

b
Fie functionala J(y)= j f(x y, y)dx, in care functa y=y(X)

este supusd unei constrangeri, care se exprima prin intermediul unei alte
functionale de acelasi tip (definita pe acelagi domeniu) ca J(Yy), anume,

b
G(y) = I g(x y, y')dx=const.=C.

Pentru a determina extremele conditionate ale acestei functionale
vom apela la urmatoarea
Teorema: Pentru ca Y, sa fie un ,,punct” de extremum a functionalei
J(y), unde y(x) satisface conditiei suplimentare G(y)=C, este necesar
ca Y, sia anuleze diferentiala functionalei W(y)=J(y)-AG(y), unde
A # 0 este un scalar oarecare nenul.

Deci, pentru determinarea extremelor conditionate ale unei
tunctionale, J(y), se cauta extremele libere ale unei noi functionale,
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W(y), construiti cu ajutorul functionalei initiale si a functionalei care
exprima conditia (constrangerea), G(Y), astfel

b

W(y)=3(y)-AG(Y) = [[ f (% ¥, y)=49(x ¥, ¥') |dx=[w(x, y, y')dx,

a

unde prin W am notat functia W= f —4g, cu A scalar oarecare diferit de
zero. Solutia unei astfel de probleme implici determinarea atit a
extremalelor conditionate ale functionalei J(Yy), cat si a scalarului 4 #0.
Acest lucru se poate face utilizand teorema de mai sus, care furnizeaza
sistemul de doua ,,ecuatii”:

s(y, h, W)=0,
G(y)=0,

cu doud necunoscute: Y, (extremala) si 4.

V.2. Probleme a caror rezolvare necesita elemente de calcul
variagional

1. Problema brahistocronei

Cronologic vorbind, aceasta problema — care a fost formulatd
pentru prima data de catre Jean Bernoulli in anul 1696 — este prima
problema de calcul variational. Ea se enunta astfel:

Dintre toate curbele situate intr-un plan vertical si care trec prin
doua puncte date (fixate) si se determine aceea de-a lungul careia o
particuld grea se deplaseaza fira frecare in timpul cel mai scurt.

De altfel, cuvantul brahistocronad provine din alipirea a doud
cuvinte grecesti, anume: ,,brachistos” (care inseamnai ,,cel mai scurt”) si
,,chronos” (care inseamna ,,timp”).
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Rezolvare

Capitolul 1V
Alegand un sistem de referinta ca in Fig. V.2, unde cele doui

R,(0, 0) si P(X,, V¥,), putem sctie

. V.2,
puncte fixe sunt (fard a restrange cu nimic generalitatea problemei)
b

ds=v dt
unde V este viteza particulei de-a lungul curbei, iar dt este intervalul
infinitezimal de timp in care particula a parcurs distanta infinitezimala de-a
lungul curbei, ds.

(5.16)

P, (0, 0)
0

e

E(x,.v)

-
(y[-"

Fig. V.2

De aici, pentru intreg intervalul temporal necesar particulei sa se
deplaseze din Ry(0, 0) in B(x, y,) obtinem,

t_jdt_PldS

BV

(5.17)
repaus, in ambele cazuri se obtine

Pe de alta parte

Viteza V poate fi obtinutd din teorema variatiei energiei cinetice
sau din legea conservarii energiei. Tinand cont cd particula pleacd din
>

SV =mgx, (5.18)
20X.
(ds)” = (dx)* + (dy)®

(5.19)
= (dx)*(1+y"),
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unde y'= —y De aici rezulta ca

ds=dx\/1+y*? . (5.20)

Introducand acum (5.19) si (5.20) in relatia (5.17), pentru timpul cdutat, t,

se obtine relatia
1 % [1+y? %
t= dx=| f(x y") dx. (5.21)
Tl

Dupa cum se poate observa, timpul t a fost obtinut sub forma
unei functionale a carei functie ,caracteristica” f(X, y) nu depinde de

vatiabila dependentd Y = Y(X). Aceasta inseamni ci pentru ecuatia Euler

dfat) a
dx\oy') oy

avem urmadtoarea integrald prima:

a extremalelor,

i = const., (5.22)
oy

(X y) =y 1+Xy . (5.23)

1
Considerand pentru constanta din relatia (5.22) valoarea F, unde a
a

unde

este 0 noud constanta si tinand seama de (5.23), relatia (5.22) devine
y 1
\/x(1+ y'2) J2a’

de unde, prin separarea variabilelor obtinem

t X
= dx. 5.24
y !JZa_x X (5.24)

Pentru rezolvarea acestei integrale vom face schimbarea de variabila
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=Uu. 5.25
2a—X -23)
Avem,
1
v2a— X+ \/_
2Jx V23— X gy gy
2a—X
sau,
a
dx=du,
\/;(Za— X)3/2
de unde,
du 3/2
dx = — (2a—x)¥2J/x . (5.26)
a
Din (5.25) rezulta ca
2au’
- , 5.27
1+u? 627

care, introdusa in (5.26) conduce la

du 2a [ 2a uvJ2a 4au

dx=— du 5.28
a l+u* V1+u® 142 (1+ u®)? -28)
Cu (5.25) si (5.28) in (5.24) obtinem
u 4au2 u 1 u
=|——— du=-2a|ud =-2
y J(;(1+ u®)? { (1+ uz) [(1+u J <1+u }

:—Za{l Y _(arctg u)‘:} = —Za(

+Uu

Ficand acum o noud schimbare de variabild prin

—arctg uj

0
u=tg—,
92

din relatia anterioara rezulta
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tg?
y=-2a _ZQ_Q = —Za(si ngcosg—gj =
1+1tg2 2 2 2 2
2
2 2
iar din relatia (5.27) pentru X rezultd
tg® 0
) v
X = 2au2:2a 29:2asin2Q=a(l—cose).
2
LO.O)B D na | y
O /_ '
a —
A
E
X
Fig. V.3
Asadar, am obtinut
x=a(1-cosf),
(5.29)

y=a(f-sinb),

care reprezintd ecuatiile parametrice ale unei cicloide avand ca baza axa
Oy si concavitatea in sus (vezi Fig. V.3). Constanta pana aici arbitrard a
este chiar raza cercului care, prin rostogolire fird alunecare pe axa Qy
genereaza cicloida. Intr-adevir, dupa cum rezulta din Fig. V.3, cicloida va
fi generatd de punctul B, (fix fatd de cercul de razd @, care se rostogoleste

fara frecare pe axa Qy). In plus,
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= |OA|=|DC]+ |ER| a+[CRIsn 0~ |-

=a—acosd = a(1-cosb),
iar pentru Y avem

y=[0B] = |0D| - [BD| = DR, - [BD| = DR - [EC] =
= a@—acos(@—%j =a(f-sing).

Asadar, curba de-a lungul cireia o particuld se deplaseaza fard
frecare, intre doud puncte situate la cote diferite in camp gravitational, in
timpul cel mai scurt, este cicloida (un arc de cicloida).

2. Problema lantigorului

S4 se determine forma curbei de echilibru dupd care se ageaza un
lant omogen de lungime datd, |, sub actiunea propriei greutdt si

suspendat intre doud puncte date B (X, ¥;) si B (X, ¥,).

Rezolvare

Conditia de echilibru a lintisorului este ca energia lui potentiald
gravitationald si fie extremd (In acest caz, minimd). S4 evaluim aceastd
energie potentiald. Pentru aceasta vom impdrti lintisorul in elemente
infinitezimale de lungime, astfel incat, de-a lungul fiecarui element de
lungime, sa poata fi neglijata variatia coordonatei verticale Yy (vezi Fig.
V.4).

Atunci, considerand planul XOZ ca nivel de referingd pentru
energia potentiald, elementul de lungime dl reprezentat in Fig. V.4 va
avea energia potentiald gravitationald

dE,=dmgy=d 19y, (5.30)

unde A =1/m este masa unititii de lungime a lingisorului, M fiind masa
lui. Deoarece

(cl) = (cx)" +(dly)",
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considerand numai solutia pozitivd, putem scrie

PQ{XT }2}

H_________________________

L
o x dx 2
Fig. V.4
dl =1+ y*? dx, (5.31)
unde Yy'=dy/dX. Atunci, energia potentiald a intregului lant va fi
R R X
E,= jdEp = jdl AQy =Ag jy 1+y? dx (5.32)
R R X

si se observa ci aceasta este datd (lasand la o parte constanta multiplicativa
AQ, care nu influenteaza In nici un fel extremele functionalei energiei
potentiale) de functionala:

E(y) = .[ yy1+y*? dx. (5.33)
X

Asadar, pentru a rezolva problema trebuie sa impunem conditia ca
functionala (5.33) si fie extrema. Dar, conditia care exprima faptul ci
lantisorul are o lungime datd (constanta),

| = le = j 1+y? dx (5.34)
R X

reprezintd o constrangere pentru functiile Y=Y(X) cate realizeazd
extremumul functionalei energiei potentiale. Deci, avem de a face cu o
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problema de extremum conditionat. Dupa cum se poate observa cu
usurinta, constrangerea (5.34) se exprima printr-o functionala de acelasi
tip cu cea cdreia trebuie si-i determinam extremumul,

L(y) = j 1+ y'2 dx = const. (5.35)
X

Conform teoriei, a determina extremumul conditionat al
functionalei (5.33) cu constrangerea (5.35) este echivalent cu a determina
extremele libere ale unei noi functionale,

F(y) = E(y) - uL(y), (5.36)
unde u este un scalar nenul, in rest arbitrar. Asadar, pentru a determina
forma curbei de echilibru a lantisorului trebuie si gasim extremalele
functionalei (5.36). Pentru aceasta este necesar sa rezolvim ecuatia Euler a

extremalelor
i(ij — ﬂ =0, (5.37)
dx\oy') oy

pentru aceasta functionala:

F(y)= Xf[(y—ﬂ)\/l+ y'ﬂ dx:xf f(y, y) dx,
X X
unde

fQy, y)=(y—p)y1+y=.

Intrucat f(Yy, ¥) nu depinde explicit de variabila independentd X,
Inseamna ca avem urmatoarea integrala prima:

y'i—f =const.=C, (5.38)
oy
care se mal scrie

(y-um)2y'

y —(y-p)yJl+y?=C,
2J1+y”

sau, aducand la acelasi numitor,

y—u=-Cyl+y”,

de unde, prin ridicare la pitrat, pentru y'? obtinem
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y?= 5[ (y-uy-c].

c?
Considerand numai solutia pozitiva, de aici avem
dy 1 2 2
! = — — C R
y dx C (y ;O
sau, separand variabilele,
dy dx

Pentru a integra aceastd ecuatie diferentiald facem schimbarea de variabild

y—u=Cchu. (5.39)
Deci, dy =C sh u du si obtinem
J-CshuduzlJGC
Cshu C
sau,
u=é+q,
de unde,

X
chu=ch(—+QJ.
C
Introducand acest rezultat in relatia (5.39) obtinem extremalele cautate,
X
y:y+Cd(E+qJ. (5.40)

Evident, doar una dintre curbele acestei familii infinite (ca numir de
functii) va fi aceea care ne intereseaza pe noi, anume, aceea care trece prin
punctele B(X, Vy,) si P(X,, Y,) si care, in plus, satisface constrangertii
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(5.34). Impunand aceste conditii, rezulta urmatorul sistem de trei ecuatii
algebrice pentru cele trei constante necunoscute (1, C si C,) din (5.40):

y,=u+C Ch(%JrClj’

Y,=u+C ch(%+cl),

| = j\/1+ shz(1+ clj dx,
C

X

care se mal scrie astfel:

y,=u+C ch(%+Cl],
Y, =u+C ch(%+cl),

I=C sh(%mlj—c sh(%+clj.

Lasam in seama cititorului rezolvarea acestui sistem. Prin inlocuirea
expresiilor constantelor g, C si C; (solutii ale sistemului de mai sus) se

obtine rezultatul final al problemei. Se observd ca forma curbei de
echilibru a lantisorului este datd de functia cosinus hiperbolic. Din aceasta
cauza curbei cosinus hiperbolic i se mai spune si ,,curba lantisor”.

3. Problema izoperimetriei cercului

S4 se determine forma curbei plane, de lungime dati, |, care
inchide suprafata de arie maxima.

Rezolvare
Conform Fig. V.5, aria suprafetei delimitatd de curba inchisa (F )

este data de relatia



Probleme de calcul variational 175

y

Fig. V.5

4= [ 0,000 [ 2(00x= [ 0, (b [ ()=

=] ¢1(x)dx+T¢2(x)dx —— i o, (X)dx+ i @,(X)dx | =
=—¢ydx

(7)

unde am scris aria cdutatd ca diferenta a doua arii: una’, a suprafetei
mirginite de graficul functiei Yy =@,(X) (pattea superioard, situatd intre
punctele A si B, a curbei inchise /7), axa absciselor si cele doud drepte
din planul XOy de ecuatii X=a si X=Db, si cealalti®, a suprafetei
mirginite de graficul functiei Y=¢,(X) (partea inferioard, situati intre
punctele A si B, a curbei inchise /7), axa absciselor si aceleasi doud
drepte din planul XOy de ecuatii X=2a si X=D.

Pentru a scrie intr-o forma mai simetrica relatia de mai sus, ii vom
aduna ,,zero” scris astfel

7 . . . Co . . .
Este vorba despre aria suprafetei hasurate o singura datd, cu linii paralele cu prima bisectoare.
8 . . . .
Este vorba despre aria suprafetei dublu hagurate (in carouri).
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1 1 1
0= E(Cf)d (xy)= E(Sf)x dy+§(<1_[>) y dx
si obtinem

1 1 1
A = —(cjj) y dx+5(ix dy+§(gr5) y dx = E((f)(x dy—y dx). (5.41)

Daca presupunem curba /" datd parametric,

{x= X(t),
y=y(t), telt,t,]

cu a=X(t)) si b=X(t,), atunci aria =# va fi dati de relatia

1 ) .
A== (xy-yx)d. (5.42)
2
Problema revine deci la a determina extremalele functionalei
1 X .
F(x )= § 09 - yit, (5.43)
(r)

cu conditia ca perimetrul curbei /” si aiba o lungime data:
I= = J(ax)*+(dy)" = b5+ y dt,
(r) (7) (r)

. dx .. d
unde X=— si y=—y.
dt dt
Asadar, avem din nou o problema de extremum conditionat pentru
o functionala. Modul de rezolvare a problemei este identic cu cel din

problema precedenta. Functionala care exprima constrangerea este
L(X, ) = <j> JX2 + 2 dt =const. =1 (5.44)
(r)

si se observa cd este de acelagi tip cu functionala cireia trebuie si-i
determinam extremalele. Conform teoriei generale trebuie sa construim o
noua functionala,
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G(% ¥)=F(x y)=AL(x, ¥) = qSE(xy— YX) = A5 + yﬂ dt =
(1)
= $ g(x(), y())dt,
(1)
(unde A este un scalar nenul, in rest arbitrar) ale cirei extreme libere sunt
totodata ,,punctele” de extrem conditionat pentru functionala (5.43).
Pentru a determina extremalele functionalei G(X, Y) trebuie si rezolvim
ecuatiile Euler-Lagrange corespunzadtoare:

E(a_gj_a_g_o

dtlox) ox
dfag) a9 _g,
dtloy) oy

1, . ——
g(x, y)=§(xy—y><)—i X+ Y2

Efectuand derivatele necesare, (5.45) devine

(5.45)

unde

i _ly_lL _ly—o
dt| 2 /5(2+y2 2 ’
d +£x—ﬁ,¢ +£>’<:O,
| 2 X+y? ) 2
sau,
3¢+ y? —x W
X* + y°
_y_ﬂ“ > .2 :O’
X4y
y ><2+y2—y),(2 24
+X—-A - Yy =0,
X*+y

sau inca,
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y‘_l_lm‘ h (5.46)
X Jr1+ﬂb—xy_y"(3,2 =0.
Ky

Solutiile care deriva din X=0 si ¥Y=0 nu sunt acceptabile, astfel
cd ramane o singurd posibilitate, anume, anularea parantezei patrate, care,
pana la o diferentd de semn este aceeasi in ambele ecuatii:

%y —
1+ lm

b

sau,

yoyx _ 1 (5.47)

32
.2 .2
(%*+¥) A
Pana aici nu am spus nimic despre parametrul t. Alegind acum in
mod convenabil acest parametru, mai precis, considerand cd parametrul t
este chiar lungimea arcului de curbi, | (misuratd in raport cu un punct
tixat de pe curba /), avem

G CIC i

si atunci, din (5.47) ramane

-3y ==
L

Aceastd ecuatie diferentiald de ordinul doi cu doud necunoscute,
X=X(t) si y=Y(t) se completeazi cu o a doua ecuatie care rezultd prin
derivarea in raport cu parametrul t a relatiei (5.48), anume,

X¥+yi=1 = XX+W=0.
In acest fel obtinem un sistem de doud ecuatii diferentiale de ordinul al

doilea pentru X=X(t) si y=y(t):
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1
= (5.49)

XX+ yy=0.
Pentru a-l simplifica procedim astfel: din a doua ecuatie scoatem
e X siil introducem in prima. Rezulta
p $ p

1
y =X 5.50
y=- (5.50)

Repetdm operatia, scotand acum din a doua ecuatie din (5.49) pe Y si
introducandu-1 in prima ecuatie a aceluiasi sistem. Se gaseste

1
X=——yY. 5.51
A FRd (5.51)
In acest fel am obtinut un sistem de doua ecuatii diferentiale, tot de
ordinul doi, dar mai simplu:
x=-A""y,
{ y (5.52)

y=+17"X.
Integrand o data, rezulta
{X:—ﬂ*y+cp
y=+4"x+C,.

Prin inlocuirea lui X si Y astfel obtinute in (5.48) gasim ca

2
1=%+¢=[ q (C+ j,
A A

(AC,—y)* +(AC, +x)" = 22,

sau

sau incd,

(x+4C,)" +(y—AC,)" = 4%, (5.53)
care este ecuatia unui cerc situat in planul XQOY, cu centrul in punctul de
coordonate C(XC, yc) = C(—lCZ, /1Cl) si de razi R=A. Evident, cele

trei constante nedeterminate (dintre care A trebuie in mod obligatotiu si
fie nenuld) riman in continuare astfel, problema nefurnizand date
suplimentare care sia le determine. De altfel, problema este rezolvatd
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complet, caci am aflat raspunsul cautat: curba plana de lungime data
(fixatd) care inchide suprafata de arie maxima este cercul (orice raza ar
avea — deci, oricare? ar fi constanta A #0 si oriunde s-ar afla in planul
XOy — deci oricare!® ar fi constantele C; si C,). Evident, dandu-se aria
suprafetei Inchisi de curbi poate fi determinatd constanta 4, C; si C,

rdmanand in continuare nedeterminate.

4. Problema suprafetei de revolutie de arie minima

Fie doud puncte date (fixate), P(X, ¥;) si R(X,, Y,) in planul

XOy al unui triedru ortogonal. Si se determine forma curbei Y= Y(X)
care, trecand prin cele doud puncte, genereaza printr-o miscare de
revolutie in jurul unei axe (de exemplu, axa OX) suprafata de arie minima.

Rezolvare

Suprafata corpului care rezulti prin miscarea de revolutie a unei
curbe plane in jurul axei OX (vezi Fig. V.6) este compusi din trei parti:
doui suprafete circulare (bazele ,,trunchiului de con”) si suprafata laterala
a ,,trunchiului de con”. Cum ariile suprafetelor circulare sunt fixe, fiind
determinate de coordonatele Y, si Y, (segmentele de lungime Y, si Y,
joacd rol de raze ale cercurilor respective), problema revine la a determina
forma curbei plane, Y = Y(X), cate, ptin miscare de revolutie in jurul axei
OX genereazi suprafata laterald a ,,trunchiului de con” de atie minima.

Dupa cum se poate observa din Fig. V.0, ariile celor doud

suprafete  ale ,bazelot” circulare sunt § = 7Z'y12 =const.  si
2 . : . . .
S, =7y, =const., iar aria suprafetei elementare a ,,benzii” de litime!! ds

si lungime 27y (vezi Fig. V.7 in care este prezentatd sectiunea din planul
XOy a ,,corpului” din Fig. V.0) este

9 oA L
Care rimane astfel nedeterminata.
10 . .
Care riman, si ele, nedeterminate.
1 < 1. . . N . y
Aceastd litime este suficient de mic4, astfel incat putem aproxima ci toate punctele de pe arcul

ds au aceeasi ordonati Y.
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dS=2ryds, (5.54)

ds=/(dx)’ +(dy)” =1+ y? dx,

in care y'=dy/dx.

unde

Fig. V.6

Atunci,

dS= 27y 1+ y"” dx,

iar aria laterala a , trunchiului de con” este

S=2z[ y1+y* dx. (5.55)
X

dy
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Dupa cum se poate observa, aceasti arie (lasand la o parte
constanta multiplicativd 27, care nu afecteaza extremele pe care le
cdutim) este determinatd de functionala

S(y) :ng«/1+ y? dx= f f(y,y") dx. (5.56)
X X

Asadar, problema revine la a determina extremele libere ale
functionalei (5.56). Acestea pot fi aflate prin rezolvarea ecuatiei Euler a

extremalelor,

dfor —ﬂzo. (5.57)
dx\oy') oy

Intrucat functia f(y,y) nu depinde explicit de variabila

independenta X, o integrala prima a ecuatiei diferentiale de ordinul doi
(5.57) este

y'i— f =const.=C. (5.58)
oy
Avem,
oW
o' 1+y?’
care introdusai in (5.58) conduce la
l2
W___yfi+y?=c,
Ji+y?
sau,
~y=Cy1+y*?,
sau 1nca,
y?=C*(1+y7?),
de unde,
2 1
y 2 :F(yz_cz).
Oprindu-ne doar la solutia pozitiva, avem
Ly 1=
= " = —_ C s
Y dx C Y

sau, separand variabilele,
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_dy _dx
2 _C? c
Integrand nedefinit, obtinem
[==—===+c. (5.59)
y* C2
Integrala din membrul stang se poate calcula usor cu schimbarea de
variabila

y=Cchu. (5.60)
Atunci, dy=C Sh u du siintegrala devine
Cshu Cshu
J | du=[
\/y C2 JC2(ch?u-1) C shu

Asadar, avand in vedere si relatia (5.59) am gasit ca

du = jdu u.

u:é+Cl,

de unde, aplicand ambilor membri functia cosinus hiperbolic si utilizand

relatia (5.60), rezultd
chu= ch( +C j Y
C c’

adica

y=C ch(C +Clj,
care reprezinti functiile cautate. Valorile concrete ale constantelor
arbitrare de integrare C si C; determind o singura curba cu proprietatea
cerutd in enuntul problemei, care trece prin punctele date, B(x, ;) si
P,(X,, ¥,). Intr-adevdr, impunand conditia de trecere a curbei
y(X) =C ch[(x/C)+C,] prin cele doud puncte, rezultd urmitorul sistem

de doua ecuatii algebrice pentru cele doud necunoscute C#0 si C;:

y,=C Ch(%-l-clj,

y,=C ch(%+cl).



184 Capitolul 1

Deci, curba care, trecand prin doud puncte date, genereaza printr-o
migcare de revolutie in jurul axei OX o suprafata de arie minima este
,curba lantisor”, adica un cosinus hiperbolic.

5. Problema geodezicelor unei varietdti riemanniene

Sa se determine geodezicele unei varietati riemanniene nN-
dimensionale, <R, .

Rezolvare

Cu toate cd aceasta este o problema specifica mai degraba teoriei
relativitatii generale decat mecanicii teoretice, am preferat sa o includem in
lucrarea de fatd, deoarece este un exemplu concludent si important de
problema de calcul variational.

Inainte de a rezolva problema proptiu-zis, si definim notiunile care
intervin in enuntul ei, anume, notiunea de geodegicd si cea de varietate
riemannieand.

In termeni geometrici, geodezica este cutba care uneste dous puncte
dintr-un anumit spatiu pe drumul cel mai scurt. In termeni dinamici, dupa
cum vom vedea, geodezica reprezintd traiectoria pe care se deplaseaza liber
un punct material intr-un anumit spatiu. Evident, forma curbei care
reprezintd o geodezicd depinde de structura spatiului pe care este definita.
De exemplu, in spatiul euclidian tridimensional, E,, dupa cum bine stim,
distanta cea mai scurtd dintre oricare doud puncte este cea masurata de-a
lungul liniei drepte care trece prin cele doud puncte. Totodata, privind
problema din punct de vedere dinamic, in acest spatiu un corp liber se va
deplasa rectiliniu si uniform in raport cu un sistem de referinta inertial.
Aceste rezultate pot fi obtinute si pe cale variationala astfel:

In spatiul euclidian tridimensional, distanta dintre doua puncte
infinitezimal departate este datd de elementul de linie

ds=d 7|=/(cx)’ +(dy)’ +(d2)’ = Jaxdx, (i=13), (5.61)

unde,

X=X X=Y X=z.
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Patratul elementului de linie,
ds? =[d [’ =dr-dr =(dx)’ +(dy)” +(dz)’ =dxdx, (i=13) (5.62)
se numeste zetrica spatiului euclidian tridimensional E;.
Daca parametrizim o curba oarecare din acest spatiu prin
x=x(@), (i=13),
unde t este parametrul, distanta dintre doud puncte, P'(X',y', z') si
P"(x", y", 2") de pe aceasta curba, va fi datd de

As= j dS:Ivﬂ/d)g (t)ax (t) :Nﬁ dt, (5.63)

unde,
. adx
T
iar
)9‘ =X%(t) s X =% (t,) .
Se observa ca distanta A4S este datd de o functionala de tipul
t.
f dx
J(X)=| f(t, x, X)dt, cu x=—/,
(%) j (t % X)dt, cu x=—
in care functia f este
f(0) = %X .
Deoarece aceasta nu depinde explicit de variabila dependenta x(t),
rezulta ca ecuatia Euler a extremalelor,

d( ot ) of o
&) v

admite integrala prima

of
—= <t )
x (con )J

=C,, (i=13), (5.64)
sau,

aixj( XX)=%:CJ’ (i=13). (5.65)

a) Considerand ca parametru t lungimea arcului de curba s, avem,
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fd)g dx. w/d)qd \/ dS
ds ds 2 L

care, introdusa in (5.65), conduce la
x=C;, (i=13), (5.66)
sau,
X; =C;s+ C; , (5.67)
unde C}, (J 21?.%) sunt trei noi constante arbitrare de integrare. Cele sase

constante de integrare Cj st C}, (J :]?3.) pot fi determinate din conditia

ca punctele P' si P" sa se afle pe curba.
Explicit, relatiile (5.67) se scriu astfel:

x=C;s+C,,
y=C,s+C,,
z=C;s+C,.
Eliminand parametrul S obtinem,
y=C, x-G, L+C, _Ge, +[—(:2(:1+C'2J:klx+k2 (5.68)
Cl Cl 1
st
z=C, y_CZ+c;,=3x+{—C3CZ+c;]=k3x+k4, (5.69)
C C
2 2 2

unde ki, (i =]7f) sunt noi constante, care se exprima in functie de
constantele Cj st C}, (j :]?3) prin relatii ce pot fi identificate din (5.68)
si (5.69). Relatiile

{yz ke (5.70)

z=kx+Kk, ,
reprezinta ecuatiile unei drepte in spatiul euclidian tridimensional E;. Cu

alte cuvinte, geodezicele spatiului euclidian tridimensional sunt dreptele.
b) Considerand ca parametru t timpul, relatia (5.65) devine
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r\‘/j'|2 :Cja (J:]-:_S),

sau, inmultind numaratorul si numitorul fractiei cu masa M# 0 a corpului,

gzch (i=13). (5.71)

P

Corpul fiind liber, rezultanta fortelor care actioneaza asupra lui este zero,
ceea ce, conform principiului fundamental al dinamicii,

g_dp

dt’

A o o - — . . 12 .
inseamna ca impulsul P al corpului este constant, deci |p| = const., iar

din relatia (5.71) va rezulta ca

pj = Kjl (] :1’_3)9
unde K;, (j :]?3) sunt tret constante. Deci,

m =K, (j=13). (5.72)
Pe de altd parte, teorema variatiei energiei cinetice ne asigura faptul ca
energia cineticd a unui corp liber este constanti. Tinand cont si de faptul
ca |f)|2 =const., rezultd cd masa corpului este constanta. Intr-adevir, din
m|\7|2 =C' si |r)|2 =m’ |\7|2 =C", rezulti ca m=C"/C'=cong., unde C' si
C" sunt doua constante. Atunci, relatiile (5.72) se vor scrie

%; = K; =(const.),,
sau,

X =K t+x,;, (i=13), (5.73)

unde X, (j :E) sunt trei constante arbitrare de integrare ce pot fi

determinate din conditiile initiale. Asadar, in spatiul euclidian
tridimensional un corp liber se misca rectiliniu si uniform, conform legii
(5.73) care, vectorial, se scrie sub forma

F=K't+T,
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si care reprezintd ecuatia unei miscdri rectilinii i uniforme, cu viteza
K'= congt.

Pentru a defini notiunea de wvarietate riemanniand, trebuie sa
introducem mai intai notiunea de metricd, iar pentru a defini metrica unei
varietati trebuie sa introducem notiunea de fensor metric fundamental. Dupa
cum vom vedea, existd o stransi legaturd intre tensorul metric
fundamental si notiunea de variantd a tensorilor (componentele covariante
ale tensorului metric fundamental nu sunt altceva decat produse scalare
corespunzatoare ale versorilor bazei directe (covariante), iar componentele
contravariante ale tensorului metric fundamental sunt produse scalare ale
versorilor bazei duale (contravariante)). De aceea, in continuare ne vom
referi pe scurt la notiunea de variantd, si, din aproape in aproape vom
defini toate notiunile amintite mai sus. Varianta tensorilor este de doud
feluri: co-varianta si contra-varianta. Astfel, vorbim despre fensori covarianti
si tensori contravariant. Strict matematic, marimile tensoriale covariante se
pot defini, de exemplu, ficand apel la legea de transformare a derivatelor
partiale ale unei functii scalare, iar marimile tensoriale contravariante pot fi
definite, de exemplu, utilizand legea de transformare a diferentialelor
coordonatelor unui spatiu N dimensional. Aceasta modalitate de a defini
marimile tensoriale co- si contra-variante nu oferd insa o imagine cat de
cat intuitivd asupra necesitatii de a introduce aceste notiuni $i nici nu
surprinde esenta acestei necesitati, fiind mult prea arida din acest punct de
vedere. De aceea, in continuare vom face apel la o altd modalitate de a
introduce notiunea de varianti a tensorilor.

Ca si alte notiuni matematice intalnite in fizica (de exemplu,
distributia ¢ a lui Dirac — care a fost introdusa din necesitatea de ordin
fizic de a extinde valabilitatea unor relatii din mecanica cuantica a
sistemelor cu spectru discret la sisteme cu spectru continuu si mai apoi
pentru a defini densitatea de sarcina electricd a unor distributii discrete de
sarcind — sau functia Heaviside (numitd si functia treapti-unitate) — care a
fost introdusa in fizica pentru a descrie efectul actionarii unui comutator
intr-un circuit electric etc.) si notiunea de varianta isi are o justificare fizica
(mai exact, geometricd, dupd cum vom vedea) concreta si ,,palpabila”.

Dupa cum se stie, gravitatia este omniprezentd, iar efectul ei
geometric este acela de curbare a spatiului (mai exact, a continuumului
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spatio-temporal). Apare astfel necesitatea utilizrii — pe astfel de spatii — a
coordonatelor curbilinii (generale). Doar local (si acest ,,Jocal” este foarte
relativ, depinzand de intensitatea campului gravitational) putem aproxima
spatiul ca fiind plat si utiliza in consecintd sisteme de coordonate
corespunzatoare (carteziene).

Pentru a preciza cadrul si pentru o intelegere mai usoard, ne vom
referi in continuare la un spatiu cu doar trei dimensiuni, generalizarea la
spatii cu mai multe dimensiuni putand fi facuta cu usurinta. Astfel, intre
cel mai simplu (si totodatd particular) tip de reper — cel cartezian — si cel
mai general, exista doud tipuri ,,intermediare” si anume: i) reperele care
utilizeaza coordonate curbilinii ortogonale (axele de coordonate sunt
curbe, dar in orice punct din spatiu vectorii tangenti la axe formeaza un
triedru ortogonal) si ii) reperele care utilizeaza coordonate ,,rectilinii” dar
neortogonale (axele de coordonate sunt linii drepte, dar in orice punct din
spatiu versorii axelor formeazi unghiuri diferite de 90° — vezi Fig. V.8).
Din acest punct de vedere, am putea considera cazul cel mai general (in
care axele de coordonate sunt curbilinii, iar versorii lor sunt neortogonali)
ca rezultand dintr-o ,,suprapunere” a celor doud cazuri intermediare.

Sistemele de coordonate curbilinii ortogonale sunt tratate in multe
lucrari (vezi, de exemplu, [1]), si se poate arita ca efectul ,,curbarii” axelor
de coordonate este aparitia coeficientilor Lamé. De aceea, in continuare nu ne
vom opri asupra acestui caz, ci vom analiza cealaltd situatie (cel de-al
doilea caz ,intermediat”, in care axele riman rectilinii, dar nu mai sunt
ortogonale). Dupd cum vom vedea, efectul neortogonalitatii axelor de
coordonate este necesitatea de a introduce notiunea de varianta.

Pentru a usura reprezentirile grafice vom considera — pentru
moment — un spatiu cu doar doud dimensiuni (generalizarea la trei
dimensiuni este banala). S consideraim in acest spatiu bidimensional un
acelasi vector &, raportat insi la doua sisteme de referinta diferite: unul
ortogonal si unul neortogonal (vezi Fig. V.9). In prima situatie (vezi Fig.
V.9 a) putem scrie
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Fig. V.8
—&.0,
A=t (5.74)
a=a-u,
not. not.
sidacd notam & = ap, si 8, = a,U,, atunci avem
a=4a+a, (5.75)

unde G, st U, sunt versorii celor doud axe, iar @, si @, sunt componentele

vectorului a (proiectiile ortogonale ale vectorului @ pe cele doud axe de
coordonate).



Probleme de caleul variational 191

Fig. V.9

In cea de-a doua situatie (vezi Fig. V.9 b) se observa ci exista doua
posibilititi de a considera proiectiile vectorului @ pe axele de coordonate
si, in consecintd, doua moduri de a defini componentele vectorului a:
unul, coborand perpendiculare de la extremitatile vectorului pe cele doua
axe (ceea ce conduce la componentele notate cu @ si a,), iar celalalt,

ducand paralele la cele doud axe din extremitatile vectorului @ (ceea ce
conduce la componentele notate cu @ si a,).

Constatam astfel cd in prima situatie putem scrie

a =a-u,
T (5.76)
a,=a-u,,
not. . not. . . .
dar, dacd notam & = a, si & = a,l,, atunci nu mai ramane valabila

relatia (5.75), adica acum

a=a +a,. (5.77)
In celilalt caz, al componentelor & si a,, daci notim
—' — 'U ,
A=ah (5.78)
&, = aU,,
atunci se pastreaza valabilitatea relatiei (5.75), in sensul cad
d=3+4a,, (5.79)
dar nu mai putem scrie o relatie de tipul (5.74) deoarece, in acest caz
,# a0,
% ! (5.80)

a, #a-u,.
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Cu alte cuvinte, componentele @ si @, nu mai rezultd ca produse scalare
ale vectorului cu versorii axelor de proiectie.

Constatam agadar, ca in cazul sistemului de referintd cu axele de
coordonate rectilinii si neortogonale, ori este valabila o relatie (de exemplu
(5.76)) si nu este valabild cealaltd (adica (5.77)), cum e cazul
componentelor fira ,,prirn”Z ori are loc situatia inversi, ca in cazul
componentelor cu ,,prim”. ,, Impicarea” celor doua tipuri de relatii poate
fi fiacutd, In ambele cazuri, prin introducerea asa-numitei bazge duale.

Fie in acest sens U, V si W un triplet de vectori necoplanari (liniar
independenti), deci care pot constitui o bazd in spatiul euclidian
tridimensional E,. Atunci, orice vector @ din E, poate fi scris sub forma

a=Al+uv+vw, (5.81)
unde A, 4 si v sunt trei scalari (nu toti nuli, daca vectorul @ nu este
vectorul nul) care se numesc componentele vectornlwi @ in baza datd
{T, v, W}.

Sa introducem acum alti trei vectori, pe care 1i vom nota cu u, v

si W, prin intermediul urmitoarelor relatii (de definitie):

0-0=1 [v.0=0, [W-0=0,
0-v=0 {V.v=1 {W V=0, (5.82)
0 -w=0, |V -W=0 |W Ww=1

Un exemplu de astfel de triplet de vectori U,V si W este
urmatorul:
_ VX W v Wx U s UxV
U=——"—, V=—"""7 W=">—""3, (5.83)
(4, v, W) (4, v, W) (4, v, W)
unde (U, v, \TV) = U-(\7><\7v) este produsul mixt al celor trei vectort. Intr-
adevir, se poate ardta cu usurinta ca vectorii dati de relatiile (5.83) satisfac
relatiile de definitie (5.82). Lasim acest exercitiu simplu in seama
cititorului.
Din modul in care au fost definiti, rezultd ca, la randul lor, vectorii
U,V si W sunt liniar independenti, deci formeaza, de asemenea, o baza

in . Ei se numesc vectori duali vectorilor U, V si respectiv W, iar baza
$ >
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formatd de el se numeste baza duald bazei directe, formata din vectorii
U, V. si W. In plus, se poate verifica usor faptul ca dualul dualului unui
vector este vectorul initial, adicd

(V) =v, (5.84)

Cu ajutorul vectorilor bazei duale se pot exprima componentele
oricarui vector in baza directd (adica scalarii A, ¢ si v din relatia (5.81))
ca produse scalare ale vectorului respectiv cu vectorii corespunzatori ai
bazei duale, astfel:

A=a-u,
pu=a-v, (5.85)
v=3a-w,

relatii ce pot fi cu usurinta verificate folosind (5.81) si (5.82).
Revenind acum la problema noastrid, observim cd, utilizand

vectorii bazei duale {U1 , Uz} (bazi duald bazei directe {0, U,}), in cazul
reperelor cu axele de coordonate rectilinii, dar neortogonale putem scrie
atat o relatie de tipul (5.75) pentru componentele fira ,,prim”, adica
a=a,+a,,
dar in care,
& =a,
& = a0,
cat si o relatie de tipul (5.74) pentru componentele cu ,,prim”, adica
a =
a‘z =a-uU,,
dar in care U, si U, trebuiesc inlocuiti cu T, si respectiv T, , adici,
a =
%,

(5.86)

.ul’

Q)

-U*,

*

U,

(5.87)

o
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Intr-adevir, in primul caz aveam a =a-0,, a,=4-0, si a# & +4,.
Dar, daca & si &, sunt dati de (5.86), putem scrie o relatie de tipul (5.75)
sl in acest caz:
d=al, +a,0, =8 +4,
cdci, tinand cont de (5.85) si (5.84) avem

*

a =a-(4,) =a-q,

a,=a-(0,) =a-a,
adica exact relatiile (5.76) si astfel cele doua tipuri de relatii ,,au fost puse
de acord” (in sensul ca sunt valabile simultan).

In cazul al doilea aveam a=4& +4&,, dar &, #4a-0, si a,#4a-0,. In
schimb, daci aici punem T, si G, in locul versorilor T, si respectiv U,
atunci ultimele doud relatii pot deveni egalititi, adici a =&a-0; si
a,=4a-0,, deci, si in acest caz este valabili o relatie de tipul (5.76),
deoarece, conform cu (5.81) si (5.85) avem

a=al +al,=a+4a,,
in acord cu (5.78) st (5.79), deci problema este rezolvata.
De obicei se utilizeaza alte notatii, anume

not. not.

.= a, U = o,
a% not. st ' not. (588)
a, = a (U, = 0

In acest fel, intr-un reper neortogonal orice vector a are doud
seturi de componente: unul cu indicii jos,

=a-0,
{1 _a R (5.89)
- 2
si altul cu indicii s,
a'=a-u,
R (5.90)

Componentele cu indicii jos se numesc covariante, iar cele cu indicii
sus se numesc contravariante. Baza directi este formati din versorii
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covarianti, iar cea duald din versorii contravarianti'2. In plus, din Fig. V.9
b se observi ci, dacd unghiul dintre axe devine de 90°, atunci cele doui
tipuri de componente coincid, cici proiectia perpendiculari pe axe devine
totodatd si proiectie paraleld cu axele de coordonate (de exemplu,
perpendiculara din A pe axa OX, devine in acelasi timp paralela la axa
Ox, si invers). De aceea, in cazul sistemului de coordonate ortogonal,

componentele covariante si contravariante coincid.
Asadar, orice vector are pe un spatiu neortogonal doud seturi de
componente: unul de componente covariante (daca vectorul este exprimat

in baza duali sau contravarianta, {Ul, a2, Ua}) si unul de componente

contravariante (daca vectorul este exprimat in baza directa sau covarianta,
{Ty, Ty, U}). De exemplu, pentru vectorul de pozitie T=xT +y]j+zKk,
intr-un spatiu tridimensional neortogonal putem scrie
P =30+ %,0% + x0°,
unde X, X, si X, sunt componentele covariante ale vectorului de pozitie
scris in baza duala (contravariantd) si, de asemenea,
=X, +x°0, + X°0;,
unde X', X* si x> sunt componentele contravariante ale vectorului de
pozitie I, de data aceasta, in baza directd (covarianta).
Atunci, si diferentiala vectorului de pozitie poate fi scrisd in doud
moduri:
dr = dx,0" + dx,0® + dx,0°
st
dr = dx'd, + dx’d, + dx°,,

iar metrica spatiului va fi

2 De fapt, in virtutea relatiilor (5.84) denumirea de baza directd (respectiv duald) este relativa,

cele doui baze, {Ul, UZ} si {Hl, 02} , fiind una duala celeilalte.
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ds? =|dr| = dr -dr =
. (O + dx, 07 + T ) - (it + dx, 07 + dxa® ),

= > (o', + T, + dx, ) - (dX'G, + dx’d, + dX’dy ),

(G + dx,0* + dx,G°) - (X', + dX°T, + X ).
Cu noile notatii, relatiile (5.82) se pot scrie ,,condensat” astfel:
| | i,
G =6 z{l = (5.91)

sl atunci avem

. (dxa')-(dxa’)=(d"-a’)dxadx;,
= > (oG )-(ox'd; ) =(g,-g;)dxdx’, (5.92)

(dxd')-(ox'dy ) = (d' - ) dx ax’.
Dacd utilizam  pentru produsele scalare dintre versorii

contravarianti si respectiv covarianti notatiile
not

(Ui U]) — gij’
not
(ui'uj) = O
si dacd tinem cont de (5.91), atunci metrica (relatia (5.92)) poate fi scrisd
sub urmatoarele trei forme:

ds® = gdxdx, = g;dx'dx’ = dxadx', (5.94)

(5.93)

putand identifica astfel zemsorul metric fundamental contravariant, Q" si
respectiv covariant, @;. Din perspectiva prezentatd aici putem da si o
interpretare geometrici componentelor tensorului metric fundamental.

Astfel, se observa din (5.93) ca acestea nu sunt altceva decat produsele
scalare ale vectorilor bazei duale (contravariante) pentru tensorul metric
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fundamental contravariant si respectiv produsele scalare ale vectorilor
bazei directe (covariante) pentru tensorul metric fundamental covariant.
Din ultima egalitate a relatiei (5.94) rezulta ca

dx = g;dx’, (5.95)
adica proprietatea de coborare a indicilor cu ajutorul tensorului metric
fundamental covariant, iar din g"dx dx; =dx dX (vezi, de asemenea, relatia
(5.94)) rezultd

dx' =gdx;, (5.96)
adicd proprietatea de ridicare a indicilor cu ajutorul tensorului metric
fundamental contravariant.

Cu aceste lucruri precizate, fie In continuare un spatiu euclidian
m-dimensional, E, si VY, Y,, .., ¥, coordonatele carteziene ale unui

punct P din acest spatiu. Patratul distantei dintre punctul P si unul vecin
P' (cu alte cuvinte, elementul de linie) este

ds’ =dy,dy,, (j=1m). (5.97)

Sa considerdim acum in E, o varietate (subspatiu) N-dimensionali,

L., (n<m) si fie X', X*, ..., X" coordonatele unui punct din <®,. Intrucat
y] = y] (Xl’ XZ’ veey Xn), (J :]_’_rn), avem
2 %

ds dddx* = g, e (j=Lm; i, k=Ln), (5.98)

ox oxk
unde am utilizat notatia
gik(xl,xz,...,x”):gki ==Lk (j =1m: i, k:Ln)
OX OX
pentru marimea care nu este alta decat zemsorul metric fundamental. Acesta
este un tensor covariant, simetric, de ordinul doi. Daca @, =J,, adica
daca varietatea <R, este euclidiana, regasim metrica (5.97).

Daca metrica (5.98) este invarianta la transformarea generala de
coordonate

X =X (xl,xz,...,x”), (i :ln),

atunci variefatea <R, se numeste riemannieand.
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Sa determinim in cele ce urmeaza ecuatile diferentiale ale
geodezicelor unei varietiti riemanniene <£,. Fie pentru aceasta

X (i =]7l) coordonatele ce definesc pozitia unei particule care se
deplaseaza in <R, si fie, de asemenea,

X =X (s), (i=Ln), (5.99)
ecuatiile parametrice ale unei curbe care trece prin doua puncte date, P, si

P,. Lungimea arcului de curba dintre cele doua puncte este

L(X) = 'Pfds: T\/gikdx‘dxk = ]g\/gikxi % ds, (5.100)
R R R

unde X =C:j—x. Curba (5.99) reprezinta o geodezica daca functionala L(X)
S

data de relatia (5.100) este extrema (cu alte cuvinte, daca distanta dintre
punctele B si P,, masurata de-a lungul curbei, este extremal?). Pentru

aceasta trebuie ca functia

f(x % 8)=y/g X%, (i, k=1n) (5.101)

sa satisfacd ecuatiile Euler-Lagrange,

d( of of . —
| aa=0 (=10 102
Avem:
af 8 Li ek 1 a ol oK
——=—— (4 XX | = 2——e——— (g, XX ) =
e 8)'(1( Yic ) 2 gikxi)-(k ox (glk )
1 i ok 1 . K .k
=0 o =—0,. X =0,.X,
\/gikxlxk - \/gikxlxk " *
deoarece
: dx' dx* 1 : ds
JG XX =, [g, ——— == /g, dXdx =—=1. 5.103
glk glk dS dS dS glk dS ( )
Apoi,

134 ..
In general, acest extremum este un minim.
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d( of d : 09 dx' | ok i i o
o) (ot )= G G X ek = Te R v

st

% :%(\/ gikxixk ) :;. 0 (gikxixk) =

2\ gy X X ox!
o1 g 100k
2,Jg, XX X 2 ox!
unde am avut in vedere din nou ci /g, X X* =1 (vezi (5.103)).
Inlocuind toate aceste rezultate in ecuatiile (5.102) obtinem

Bie gisge - LB g,
ox 2 ox!

XXk,

ok
9, X +
sau,

o Ml e L G
9X 15| o oxX
ok 1 agji LKoo ag] 20
=g, X +=| - XX +—= XX k %X
! 2| ox OX 2 ox

09, . Gy ... oG .
=g, %4 | B gy Do gogoe B gog |
J 2| ox ox ox!

09, 0g. _ .

=g, X" +1 gJ.k + g:j —69* X x< =0.
: 2 ox  ox¢ ox

Daci introducem notatia

o 1(0g, 09, og
Ly = 2B, g:_ag,_k , (5.104)
' 2 ox ox*  ox

1(691« i ok 8gjk -i-kj_l%xixk_

X X i
2 ox!

ultima ecuatie se va scrie
9 X + T XX =0, (5.105)
Cantitatile (5.104) se numesc sinbolurile Christoffel de  speta 1.
fnmuh,:ind relatia (5.105) cu g” si sumand dupd j obtinem forma finali a
ecuatiilor diferentiale ale geodezicelor,
9"g, X+ 9" M XX =6 X + M XX =X + XX =0, (5.106)
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unde am utilizat o noua notatie,
not

gjlrik,j = Filk >
cantititile 77y numindu-se simbolurile Christoffel de speta a Il-a. Se poate arita

taptul ca, in general, simbolurile Christoffel (atat cele de speta I, cat si cele
de speta a II-a) nu sunt marimi tensoriale!* (Ia o transformare generald de
coordonate aceste marimi nu se transforma ca si tensorii). Exceptie face
cazul particular al transformarilor liniare de coordonate.

Asadar, ecuatiile diferentiale ale geodezicelor unei varietati
riemanniene N-dimensionale <R, sunt

£+ X% =0, (i, k 1=1n). (5.107)

Acestea reprezinta totodata ecuatiile de miscare ale unei particule

libere in campul gravitational. De altfel, cantitatile a =X+ XX nu
reprezintd altceva decat componentele contravariante ale vectorului N-
dimensional al acceleratiei particulei in <R, . Spre deosebire de a, (I :]71) ,
cantitatile K (I :]?l) nu sunt vectori N-dimensionali (nu se transforma

ca si vectorii N-dimensionali la o transformare generald de coordonate).
Obsetvatie: Daci notim cu
_ 1 % %K
¢ - 2 gik >

atunci ecuatiile Euler-Lagrange

d(o 0 .
sla) a0 (-39

conduc la acelasi rezultat (5.107). In consecinta, principiile variationale

st

¥ Pentru demonstratie vezi, de exemplu, lucrarea autorilor Ioan Merches si Daniel Radu,
,»Electrodinamicd”, Ed. Univ. ,,ALI. Cuza”, Iasi, 2002, pag. 429.
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P
5 [ g X% ds=0
R
sunt echivalente.
Aplica;ie: Sa se determine geodezicele unei sfere de raza unitate.

Pentru o sferad de raza r | elementul de arc este

ds* =dr?+r?d6” +r’sin’ 6dg?. (5.108)
Daci raza sferei este I =1, atunci relatia de mai sus devine
ds’ =dé” +sin’ 6de?, (5.109)
iar principiul variational care ne conduce la rezultatul dorit,
o f ds=0

poate fi scris astfel:

ds? 4% +s
5jds=5jd—;ds:5j +3

2

22 ody” ds=5[(6*+sin’6p?) ds=0,

.. dg¢ . . d . . L -
unde d=— si go:d—(p. Functionala cireia trebuie si-i determinam
S

extremalele este deci
P2

PZ
F(0, 9)=[ (0, 6, p) ds=[(6°+sin®0p*) ds,  (5.110)

G R
unde P, si P, sunt doud puncte fixe (date) pe suprafata sferei, iar functia
f este datd de

t(0, 0, p)=0"+sin’6” =1. (5.111)
Ecuatia Buler-Lagrange pentru variabila ¢ este
d ﬁ —ﬂ=0. (5.112)
ds\o¢p ) Op
Efectuand derivatele necesare,
a—f,=2sjn29¢, ia—f, =40 ¢ sinf cosf+2 sin*0 ¢, I o si
oQ ds\ o¢ op

inlocuindu-le in (5.112) obtinem
@+ 2ctgd 0o =0. (5.113)
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Pentru a gasi ecuatia explicita a geodezicei, g0:¢(¢9), trebuie s
eliminam parametrul S intre ecuatiile (5.111) si (5.113). Inainte de a realiza
acest lucru sa observam ca ecuatia (5.113) mai poate fi scrisa astfel:

dep+2¢ ctgf d6 =0,
de unde, separand variabilele:

- d(sing
9 _pcigo do - 2202090 __pd(Sn0)

@ siné sné
si integrand, gasim
. C
Ing=-2In(sin@)+InC=In| —— |,
adica
C

T

unde C este o constanta arbitrara de integrare. Apoi, deoarece

2
49:%:%(1—(/’:%@(1@ ¢ -| 99 @*, utilizand (5.111) si faptul ci
ds de ds dg de

¢ =———, obtinem
sin’ @

2 2
0% +sin? G¢? =(g—9j @ +sin? G¢? =¢2KS—GJ +sin29}=
@ @

2 2
= C1[99) gz |-t
sn"@|{ de

sau,
2 )
% :Snze(anQ_CZ)’
do C
de unde, prin separarea variabilelor, avem

C dé

do = .
Y sind \/sin? 9 - C?

(5.114)

Integrand,
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C dé
Id¢=ISin9 \/Sinzﬁ—Cz >

avem:

_[ C do
siné \/sin? 9-C?
unde (—¢,) este o constanti arbitrari de integrare. Pentru a efectua

=0—¢, (5.115)

integrala din relatia (5.115) facem schimbarea de variabila
sn*0-C*=¢2.
Cu aceasta, integrala devine

C de d¢
=C . 5.116
Ising \/Sinzé’—Cz I(§2+C2)\/1—C2—§2 ( )

Aceasta este o integrald de tipul

J' dx
(x2 +a2)\/b2 —x2
in care a=C si b=+1-C?, pentru care avem!5

I dx _ 1 arctg X Ib?+ a2
(x2+a2)\/b2—x2 aa’ +1? a\b*-x* |

Atunci, integrala din membrul drept al relatiei (5.116) va fi egala cu

Cj( d¢ s Jsin?§—C? ’

=arctg| —————— |=arct
£P+C*)y1-C*-¢? ? Cy{1-C?-¢? " Cooso

iar (5.115) devine

arctg Jsin’9-C* |
CCOS@ ¢ ¢0:

sau,

> Vezi tabelele cu integrale din lucrarea autorului M.L. Smoleanski, ,,Tabele de integrale
nedefinite”, Ed. Tehnicd, Bucuresti, 1972, pag. 86, al. 28.5 b (in care existd o greseald de tipar,
anume, In cazul b, in loc de ya>acC, trebuie considerati inegalitatea inversd. In scrierea

inegalititii am folosit notatiile din cartea citatd; deci, nu trebuie si se confunde constanta a din
aceastd inegalitate cu cea din text).
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\Jsin?@-C?

Ccoséd

=tg(¢)_¢0)>

sau inca,
B 1 _ C
\/1+tg2(go—goo) J1-C?
Aceasta este ecuatia unui plan care trece prin originea sistemului de
coordonate, care este totodata centrul sferei. Asadar, geodezicele pe care

le cautim sunt cercurile mari ale sferei, obtinute ca intersectie a planului
determinat mai sus cu sfera (vezi Fig. V.10).

cos(p— ;) ctgd. (5.117)

Fig. V.10

Pentru a scoate mai clar in evidentd faptul cd (5.117) reprezinti ecuatia
unui plan care trece prin originea sistemului de coordonate, sa transcriem
aceastd ecuatie in coordonate carteziene. Pentru aceasta vom utiliza
relatiile de transformare cunoscute:
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X=rsSn@cose,
y=rsindsing,
Z=1C0SsH,

in care trebuie sa punem r =1.

Avem,

. X y .
COS — = COS@ COS +SNesn =—CO0Sp, +————9In =
(0—,) P C0Sp, +SiNPSing, = - cosg, + - sng,

C C cosé C z
=—C'[96’= - = - )
1-C° J1-c? snd 1-c?sind
sau,
Z=ax+py, (5.118)

care este in mod evident ecuatia unui plan in spatiu, ce trece prin originea
sistemului de coordonate carteziene Oxyz. In relatia (5.118)

e \1-C? cosg,
C

st

V1-C?sing,

p- 1
C
sunt doud constante care, la randul lor depind de constantele arbitrare de

integrare C si ¢, care pot fi determinate impunand conditia ca planul sa

treaca prin cele doud!® puncte fixe (date), P, si P,.

16 17 - : . . . 5 .
Evident, un plan este determinat univoc de trei puncte necoliniare. In cazul acesta, al treilea
punct este originea sistemului de coordonate.
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Capitolul VI

Probleme rezolvate cu ajutorul formalismului
lagrangean

1. Magina Atwood

Sistemul mecanic numit magina Atwood consti — In esenta — din
doua corpuri de mase m si M, legate printr-un fir inextensibil, de

lungime |, trecut peste un scripete de raza r si moment de inertie | (vezi
Fig. VI.1). Sa se scrie ecuatia diferentiald a migcarii sistemului utilizand
formalismul lagrangean. Se vor neglija frecirile.

Rezolvare

Sistemul este unul natural, intrucat singurele forte aplicate sunt
fortele de greutate ale corpurilor si, dupa cum stim, acestea sunt forte
potentiale (chiar conservative).

oY sl Considerand si scripetele ca un al
l treilea corp ce apartine sistemului si
X tinand cont de Fig. VL1, ecuatiile
v.=1_x legiturilor care restrictioneaza
.= 2= - . .

=7 miscatea corpurilor sunt

e f(z)=27=0, (fara a
Eﬂ v N -
- = 2 restrange cu nimic
a=x - EEI — generalitatea problemet,
2 putem considera ci miscarea
G, corpurilor are loc in planul
z=0);
Fig. VI.1

e f,(z2)=2=0, (idem),
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e f,(z)=12=0, (scripetele nu are migcare de translatie);

e f,(y)=y,=C/(=const.), (corpul de masa m se miscd doar de-a
lungul axei OX);

o f.(y,)=Y,=C,(=const.), (corpul de masi m, se misci, de
asemenea, doar de-a lungul axei OX);

o f,(Y,)=Y,=C,(=const.), (scripetele nu are miscare de translatie);

o f (X, X)=%X+X—1=0, (firul este inextensibil?);

e f(6)=x%=0.

In concluzie, sistemul are 3-3—8=1 grad de libertate, caruia ii vom
asocia coordonata generalizatd X (=X ). Pentru a scrie functia Lagrange a

sistemului trebuie si determinam energia cineticd a acestuia $i potentialul.
Deoarece scripetele are raza de dimensiuni finite $i un moment de

inertie care nu poate fi neglijat, trebuie si ludm in considerare si energia

cineticd a miscdrii de rotatie (in jurul propriei axe) a scripetelui. De aceea,

T=n+g+g=%mmf+%@wj+%mﬁ

1Amde @ este viteza unghiulari de rotatie a scripetelui in jurul axei proprii.
Intrucat firul nu aluneca pe scripete, viteza liniard a unui punct oarecare de
la periferia discului scripetelui coincide cu viteza migcarii de translatie a
corpurilor de mase m, si respectiv m,, anume |\71| = |\72| = X. Atunci,
1,1 ,1 , 1 , 1 ., 1%
T _Emlx1 +§mzx2 +§Ia> _Emlx +§mzx +§I prg

In ceea ce priveste potentialul (in fapt, energia potentiald a)
sistemului, considerand ci scripetele — fiind fix — are energia potentiald V,
constantd, putem scrie

V=V, +V,,

! Facem observatia cd am presupus raza discului scripetelui mici in comparatie cu lungimea
firului, |L<<ﬁ. In caz contrar, ar trebui si modificim ecuatia i f, in f,(x, X,)=
=X +X +(7r—2)r —1=0. Chiar cu aceastd ,corectie” rezultatele finale riman corecte,
deoarece efectul acestei ,,corectii” este aparitia in expresia energiei potentiale V; a termenului

constant, (71 - 2) M, gr , care, in expresia lagrangeanului poate fi omis.
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unde V, este energia potentiala a celorlalte doua corpuri (de mase m si

m,). Conform ,,retetei”, pentru aceasta avem

dV, =—-dA=-G,-di, -G, - dr, = -mgdx, —m,gdx,,
de unde,
Ve =—Mgx —m,gx, +V,,
constanta arbitrard de integrare V,, putind fi consideratd nuld prin
alegerea convenabild a nivelului de referintd pentru energia potentiald.
Intr-adevir, considerand V,(x =0, x, =0) =0, rezulti V., =0. Atunci,

V =V, +V, =-mgx, —m,gx, +V, =—magx—-m,g(l - x)+V, =
=—(m-m,)gx—mygl +V,,
cu V, = const. Functia Lagrange a sistemului va fi deci
1, 1 5, 1%
L:T—V=§n1x o mX +§Ir—2+(ml—mz)gx+ngl -V,

care, lisind la o parte termenii constanti (Mgl —V,), este echivalenti cu

lagrangeanul
L=T-V :%(nll+n12+l—2jx2+(n1—n12)gx.
r

Ecuatia Lagrange de speta a II-a pentru coordonata generalizata X

este
i(ij_%ﬂ)_ ©.1)
dt\ox) ox
Efectuand derivatele,
%—ﬁ + +I—)x
OX MMz )%
s memoga)
dt \ ox MM rz)
oL
&_( _rnZ)g’

ecuatia (6.1) devine

(mmﬁr'—z]x—(m—mz)gﬂ, (6.2)
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de unde rezultd acceleratia (constanta) a sistemului:

(m-m)g

a=X= i
m+m+ 5

= const. (6.3)

2. Magina Atwood dubla

Se considera sistemul prezentat schematic in Fig. VI.2, numit
magina Atwood dubld. Masele scripetilor sunt neglijabile si nu exista frecare.
Sa se scrie ecuatiile diferentiale ale miscarii sistemului si sa se determine
acceleratiile celor trei corpuri utilizand formalismul lagrangean.

Rezolvare
Sistemul este natural, deoarece singurele forte aplicate sistemului
sunt fortele de greutate.

I
N-‘-‘

I
e

Fig. V1.2
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Ecuatiile legaturilor care limiteaza posibilitatile de miscare ale celor
trei corpuri sunt (vezi Fig. VI.2):

e f,(z)=27=0, (fird a restrange cu nimic generalitatea problemei,

putem considera cd miscarea corpurilor are loc in planul zZ=0);

e f,(z)=12 =0, (idem);
o f,(z)=2=0, (idem);
e f,(y)=y,=C/(=const.), (corpul de masa m se miscd doar de-a

lungul axei OX);

o f.(y,)=Y,=C,(=const.), (corpul de masa m, se miscd, de
asemenea, doar de-a lungul axei OX);

o f(y;)=Yy,=C,(=const.), (corpul de masa m, se deplaseazd doar
in lungul axei OX);

o (X, %, X)=2X+X+X%X-2,-1,=0, (fircle de lungime | si
respectiv |, sunt inextensibile?).
In concluzie, sistemul are 3-3—-7=2 grade de libertate, carora le

vom asocia coordonatele generalizate & (=X) si &, (vezi Fig. VI.2).

Pentru a scrie functia Lagrange a sistemului trebuie sa determindm energia
cineticd a acestuia $i potentialul (in fapt, energia potentiala).

Deoarece vom neglija razele scripetilor in comparatie cu lungimile
celor doua fire, ca si momentele de inertie ale scripetilor, energia cinetica a
sistemului va fi data de suma energiilor cinetice ale migcdrii de translatie

de-a lungul axei OX a celor trei corpuri de mase m), (i = 1?3) . Avem,
1 2 1 02 1 02
T=T+ T+ T=omu[ +om [ +omv[ =
2 2 2
1

2 1 2 1 -2_1 ) 1 2 1 2
—2n1>(1+2mzxz+2msxa—2ml§1+2mzxz+2msxe’

% In scrierea ecuatiei pentru aceastd legaturd am neglijat razele discurilor celor doi scripeti. Ca si
in problema masinii Atwood simple, efectul acestei aproximatii se risfringe doar asupra energiei
potentiale a sistemului, care va diferi de cea ,,reald” printr-o mirime constantd, ce poate fi lisatd
la o parte in expresia functiei Lagrange. Daci tinem cont de razele finite ale discurilor scripetilor,
atunci expresia legiturii  f, devine f,(x, X, X3) =2X + X% +X% -2, -1, + 2(72' -2)r,+
+ zr,=0.
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unde trebuie si tinem cont de ecuatiile legiturilor pentru a exprima pe X
si X in functie de & si &,. Din Fig. VL2 se observi ci (in ipoteza
neglijarii razelor celor doua discuri ale scripetilor?),

X2:|1+‘§2_X1:|1+§2_‘§1>

de unde,
. . - \2
ng = (632 - 931) ‘
Tot din Fig. V1.2, in cadrul aceleiasi aproximatii*, se observa cd
X =l +%-25,,
de unde,

)'(g :(Xz _252)2 z(éz _51_252)2 :(_51_52)2 =(6él+ééz)2'
In concluzie, energia cinetica totala a sistemului va fi
T=om& e Tmx o me = mé s Zmy (4 -4) +Im(4+4)
2 7t 2 2 2 7t op\vr o m g ami
(6.4)

Pentru a determina expresia potentialului (energiei potentiale a)
sistemului vom utiliza ,,reteta standard™:

dV =-dA=-G;-df, -G, - dF, -G, - df, = -m gdx, — m,gax, - m,gdx,
de unde,
V = -mgx, —m,gx, —m,gx; +V,,
constanta arbitrard de integrare V, putand fi luati zero prin alegerea
convenabila a nivelului de referinta pentru energia potentiala. Intr-adevir,

considerand V(% =0, X, =0, X;=0)=0 rezulti V, =0. Atunci, in aceeasi

3 . . . . L. . . .
Acelasi rezultat final (In ceea ce priveste expresia energiei cinetice totale a sistemului) se obtine
. v . M o2 M i~ — —_ — —_ J—

si daci vom considera expresia ,exactd” a lui X,, adicd X, =l +&,-¢& (72' 2) r—r,,

deoarece la derivare marimile constante ,,dispar”.

4 . .. . . . o . o . o .

Si aici, daci dorim si lucrim ,exact”, va trebui sd considerdm pentru X, expresia

X=X +1,-2&, - (71' - 2) r, , care conduce la aceeasi energie cinetica totald. Motivul este acelasi

cu cel mentionat in nota de subsol precedenta.
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aproximatie> (razele discurilor scripetilor sunt neglijabile in raport cu
lungimile celor doua fire inextensibile),

V = -mgx —mgx, —mgx, =-mgé -mg(l +&,- &)~

—m,g(l,+%,—25)=-mg& -mg(l,+&-&)-mg(l,+

+H+& -5 -25)=-g(m-m,—-m,)& - g(m-m,)&, -
—gl,(m, +my)—myl,.

Tinand cont de expresiile obtinute pentru energia cineticd T si
energia potentiald V , functia Lagrange a sistemului va fi

L=T-V=Zmé+2m,(&-4) +2m(G+4) +

+g(m—m,—m)¢ +g(m-m)s,
unde termenul [gll(mz+m3)+n'gg|2] fiind constant, a fost lasat la o

(6.5)

(6.6)

parte.
Cele doua ecuatii Lagrange de speta a II-a (corespunzitoare celor

doua grade de libertate si respectiv celor doud coordonate generalizate &

si &,) sunt

E[i —i:O (6.7)
atlag ) ag
st
i[ al.' 6" (6.8)
dt\ o0&, 652
Efectuand derivatele,
s_lé:_mlérl (éz_él)'*'ms(él"*’éz)s
d( oL .
dt(aéj G(m+m+m)+&(m-m),

® Daci lucrim »exact”, atunci la expresia deja obtinutd a energiei potentiale trebuie sa addugim
termenul ¢ (7z - 2)(mzr1 +my, ) +gmyr,, care va apirea cu semn schimbat in expresia

lagrangeanului si care, fiind constant, poate fi omis (cei doi lagrangeeni sunt echivalenti).
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oL
o5

:mz(ézz_éél)"'ms(él"'éz)a

g(m-m,—-m,),

oL
o,
d( oL

dt(%j &(my—my)+&,(m+m,),
8L
652

ecuatiile (6.7) si (6.8) devin
&(m+m+m)+& (m-m)-g(m-m,-m)=0 (6.9)

g(m,-m,),

sl respectiv,
G(M—m, )+ (m,+m)-g(m,—m)=0. (610)
Ecuatiile (6.9) si (6.10) formeazd un sistem algebric in
necunoscutele & si &, (cele doud acceleratii; vezi Fig. VI.2):

{é;(mmz+ms)+§'2(ms—mz)—g(m—mz—ms)—
&(my—m,)+& (m+m)-g(m—m)=
Substituind &, din ecuatia a doua a sistemului,
g = &”ﬁt(g%)
in prima ecuatie a aceluiasi sistem, obtinem
)_(mz—ms)z(
m, +m,

(6.11)

E(m+m,+m, g+&)-g(m-m,—m)=

sau,
(m-m)") (m-m)
m, +m, m, +m,

&l m+m+m— -g(m-m,—-m,)=0,

de unde,
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(m,-m,)’

éé:g o m +(m—m,—m,) )
' (m-my)
M memy =
(m,—m)* +(m, +m)(m -m,—m,)
_ m, + M, -
(m+m, +m,)(m,+m,)—(m,—m,)
m, +m,

(M, —my)° +(my+my)(m-m,—-m,) _
(m+m,+m)(m,+m,)—(m,—m,)’
m (m, +m,)-4mm,
m (m, +m,)+4mm,’

iar pentru &, obtinem

. m-m m,—m, nl(rmms)—4mzms]
&= g+é g+g =
? mz+rr5( )= mz+mg( m (m, +m,)+4m,m,

g mz—mg,(1+ m(mﬁms)—mrmjz
my+m (- m(m,+m)+4amm,

_ mz—rrg( 2m(m, +m,) ]: 2m (m, —m,)

m, +my { my(m,+my)+4mm, )7 my(m, +my)+4mm,
Asadar, cele trei acceleratii ale corpurilor (8, =&, a corpului de
masd m, fatd de reperul inertial XOy, &, =&,, pentru corpul de masi m,
si respectiv a,=-a,=-¢&,, pentru corpul de masi m,, in raport cu

scripetele de raza r,, care este un reper neinertial) sunt



Probleme rezolvate cu ajutorul formalismnini lagrangean 215

o =& =g M(mtm)-dmm,
PT m(m,+my)+4mm,
. 2m (m, —-m,)
a,=£=0 : (6.12)
27 m(my+my)+4mm,
2m, (m, —m,)
—_ — _g .
B m (m, +m,)+4m,m,

3. Pendulul cu punct oscilant de suspensie

Punctul de suspensie al unui pendul gravitational, de lungime | si
masa M, se misca pe directie orizontala oscilatoriu liniar armonic, dupa
legea X =acosayt (vezi Fig. VI.3). Sa se scrie ecuatiile de migcare ale
sistemului utilizand atat un sistem de referintd inertial, cat si unul
neinertial.

Rezolvare

Cazul I — Sistem de referinta inertial (SRI)

Vom nota cu @ unghiul format de tija ideala a pendulului cu
verticala. Alegem sistemul de referinta inertial (,,fix” in raport cu sistemul
de referinta al laboratorului) cu originea in punctul ,,de echilibru” al
oscilatorului, O, a carui lege de miscare este X, = X =acosa,t , avand axa

xr OX dupi orizontala si Oy dupa

verticala descendenta (vezi Fig.
VL3).
Ecuatiile legiturilor sunt:

1) (% y)=(x=X) +y*-1?=0;
2) f,(z)=z=const.(=0),
astfel ca sistemul are 3—2=1 grad

de libertate, cdruia 1i vom asocia
Fig. V1.3 drept coordonata generalizatd un -

.
mg
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ghiul 6. Fata de reperul inertial considerat, putem scrie
X=X+lsin@=acosa,t+1sn0,
{ y =1 cosé
si
X = —aw, Sinwgt +160 cosé,
{ y=-10sino.
Energia cinetica a sistemului este

:—m‘ ‘_ m(x*+y*) = ; m(a’w} sin® gt - 2al ayf'sinmgt cosd +1°6°).

Deoarece sistemul este unul conservativ, pentru energia potentiald
(gravitationala) avem
dV =—dA=-G-dr = -mgdy,
de unde

V =-mgy = —mgl cosé

astfel ca functia Lagrange este

L=T-V :%m(a wZsin® ot — 2a|a)0¢95|na)otcose+lzt92)+ mgl cosé .

N y 1 : .
Avand in vedere faptul cd termenul Emaza)g sin® @yt poate fi scris

sub forma
lrnaza)(fsin"’coot :Emaza)2 dit_sn2ef)_
2 2 Pdt\2  4a,
_d {1ma @, (2wt —sin 20 t)} dF(t)
dt| 8 dt

unde F(t) = ma 2w, (2wt —sin2wt) este o functie care depinde doar de

timp, acesta poate fi omis din expresia functiei Lagrange, obtinand
lagrangeanul echivalent
L =%m(lzé?2 —2alwfsin gt cosH)+ mgl cosd . (6.13)

Deoarece
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%:mlzé—malwosina)otcosﬁ,
d 6'. 2N 2 Ao -
—| — |=ml“6 — mal o] cosw,t cosd + mal w,@sinw,tsind
dt\ 06
st
oL

ecuatia Lagrange de speta a II-a

dfoty o _q (6.14)
dt\o@d) o0
devine
ml >4 — mal w? cosm,t cosf +mglsind =0,
sau,

16 — aew? cosw,t cosd + gsingd =0. (6.15)

Cazul II - Sistem de referinta neinertial (SRINI)
In aceasta situatie, va trebui mai intai sa aratam cd, in cazul general,
intr-un SRNI functia Lagrange se scrie astfel:

L:%m|\7r|2+%m|a3xr'|2+m\7r (@xF)-ma,-F'-V(r'), (6.16)

semnificatia marimilor V., @, I'', 8, si V(') fiind data in cele ce urmeaza.
Pentru a demonstra relatia (6.16) trebuie sa studiem miscarea

»compusa” a unei particule de masa M. Pentru a intelege ce inseamna o
astfel de miscare, s raportim simultan miscarea acestei particule fatd de

doui sisteme de referintd, unul ,,presupus”® inertial (fix), S (Oxyz) si cel

® Am utilizat termenul »presupus” intre ghilimele deoarece, in realitate, in Univers nu existd nici
un sistem de referintd absolut inertial (in acest Univers, orice corp se afld in miscare relativd fatd
de un altul, astfel cd nu existd notiunea de repaus absolut, si, In consecintd, nici cea de reper absolut
inertial). Totusi, pentru necesititi de ordin practic, cu o foarte buni aproximatie, anumite sisteme
de referintd pot fi considerate ca fiind inertiale (de exemplu, orice corp aflat in repaus fad de
suprafata Pamantului poate fi considerat originea unui sistem de referintd inertial, in care si se
studieze miscarea altor corpuri de pe Pimant; acelasi corp insa nu mai poate juca acest rol, dacd
dorim sd studiem — fatd de el — miscarea altor corpuri ceresti).
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de-al doilea, S' (O'x'y'z'), avand o miscare acceleratid fata de primul
(fiind deci neinertial) (vezi Fig. V1.4).

Pentru a ilustra in mod concret o astfel de situatie putem
considera, de exemplu, miscarea unei magini pe o strada de pe suprafata
Pamantului, Pimant care, la randul lui se migca fatd de Soare. Evident, in
acest caz masina este ,particula”, reperul inertial S este Soarele, iar
reperul neinertial S' este Pamantul.

Pentru a distinge cu usurintd cele doua miscari ale particulei (fata
de cele doud repere, S si S') vom numi miscare absoluti miscarea particulei
fata de reperul S (cel inertial) si miscare relativd cea fata de reperul
neinertial S'. Miscarea reperului S' (ca un intreg) fata de reperul inertial
S o vom numi migcare de transport. O astfel de miscare (referindu-ne la
particula de masa M) este ceea ce se numeste wzigcare conpusd.

S 44 P(F)=P(F") In Univers, orice misca-
o re, a oricdrui corp, poa-
x te fi studiatd ca o misca-
S 7 re compusa. Din Fig.
o ' VI.4 se observa ci pu-
7L - ‘ tem scrie

N o F=F+F".
o g 7 De aici, situandu-ne in
cadrul mecanicii clasice,
o Y newtoniene’, prin deri-
s ? J o vare totald in raport cu

timpul obtinem
V=F=F 4,
(6.17)

X

Fig. VL4

72 . ... . o . R .

In care este valabil principiul simultaneititii absolute (timpul se scurge la fel in toate sistemele
de referintd inertiale; deci, sincronizand ceasornicele din toate sistemele de referintd inertiale,
acestea vor avea — toate — aceeasi indicatie).
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unde V este viteza particulei fatd de reperul inertial S, numitd vitezd

absolutd (viteza miscarii absolute). Utilizand conventia de sumare a lui
. . . . .o . . .o I nOt ' nOt ' nOt '
Einstein dupa indicii ,,muti” si notatille i' = G, " = U,, K' = U,

putem scrie

Fl=xT+y' 4+ z'k'=x0;, (6.18)

unde X =X, X%=Y' si X=2'. Avind in vedere faptul ci versorii

Uy, (k = 1,3) variaza in timp (evident, doar ca directie si sens) avem
. L L. not. L.
r'=xu, +xu0, =V, +x0,, (6.19)
nOt ' ' . . . . . .. . .
unde V, = XU, este numita witegd relativa (viteza miscarii relative, adica
viteza particulei in raport cu referentialul neinertial S").
Pentru a analiza semnificatia celui de-al doilea termen din relatia

(6.19) sd notim cu @, (k =1,3) componentele vectorilor G, in raport cu

baza ortonormati U, ; cu alte cuvinte, fie

not.

U, = w.d,. (6.20)
Din conditia de ortonormalitate a bazei {l]{(}kiﬁ, adica din relatia
Uy - U = Oy,

prin derivare totald in raport cu timpul obtinem

d o R .Y [ [T ' '

E(uk 0,) = U U, + G - U, = 0,0, - U, + 0,0y - T, = 0 + 0y =0,
ceea ce aratd faptul ca marimile a)l;s, (k, S=l,3) sunt componentele unui
tensor antisimetric de ordinul al doilea, definit pe spatiul tridimensional al
vectotilor V'=V,0,. Fie @ pseudovectorul (vectorul axial) corespunzitor

(prin izomorfismul dintre cele doud multimi — cea a tensorilor
antisimetrici de ordinul doi si cea a vectorilor V', definiti pe acelasi spatiu
tridimensional) acestui tensor (vezi Anexa #). Atunci,

O =Eg0, (i, k 5=13), (6.21)
Substituind @, dat de relatia (6.21) in (6.20) gdsim
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U, = 0.0, = 00, = @&, 0. = 0 x0, = dx0, (6.22)
relatie numita formula lni Poisson. Cu ajutorul relatiilor (6.19) si (6.22), viteza
absoluta data de formula (6.17) poate fi scrisa astfel

V=V,+V +x0, =V, +V +Xdx0, =V, +V +dx X0, = 623
=V, +V. +oxr"’
not. .
unde V, = T, este viteza originii O" fata de reperul inertial S.
Acceleratia absolutd poate fi determinati prin derivarea totala in
raport cu timpul a vitezei absolute,

a= w_s +—(>‘<{(U')+g(a”)><r*')=\7 + %0, + X 0, +OXF '+ @xTF'
dt 0 k dt 0 k k >

sau, tlnand cont de relatiile (6.19) si (6 22)
a=V,+ %0 + X0 +OxXF+@xF'=V,+8 + X0 +@xF+@dxF'=

(6.24)

unde am notat V, = &, — acceleratia originii O' a reperului neinertial S'
not.

fati de sistemul de referintd inertial S si XU, = & — acweleratia relativi

(aceleratia miscarii relative, adica acceleratia particulei fata de referentialul
not.

neinertial S'). Termenul @x(@xF') = &, este numit acceleratie centripetd,

. ~ not. . Lo

iar termenul 20xV. = &8, — acceleratie Coriolis.

Daca particula insasi joaca rol de referential neinertial (cu alte
cuvinte, dacd presupunem particula legati solidar de referentialul S'),
atunci nu mai existad migcare relativa — ceea ce inseamna ca V. =0 si & =0
— iar relatiile (6.23) si (6.24) devin

>
N N o not. _
V=V, +oxr"' =V, (6.25)

r
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st
not

8=8,+OxF'+ox(OxF") = &,. (6.26)
Daca, in plus, originile celor doua repere coincid (nu existd miscare
de translatie), atunci I, =0, V, =0, &, =0 si avem
V=axT (6.27)
sl respectiv,
d=oxT +dx(&xT) (6.28)

ciciin acestcaz IN'=T.
Marimile V, si &, sunt numite zifeza S respectiv acceleratia de

transport. Atunci, marimile® caracteristice miscarii absolute se vor scrie sub
forma

|

<l
Il
<l
+

(6.29)

=
=
=

st
a=a +a, +a,. (6.30)

Pentru a determina semnificatia fizicd a pseudovectorului @ vom
considera cazul particular in care O=0" si Oz=0"Z" — axa fixa de rotatie.
Atunci, relatia (6.22) particularizatd pentru valoarea k=3 a indicelui,
devine

k'=wxk =0,
ceea ce ne arata cd vectorul axial @ este coliniar cu axa de rotatie,
&= K, unde w:|5)| Pe de altd parte, relatia (6.29) ne conduce la

concluzia ca vectorul vitezd, V, al particulei P este perpendicular pe
planul definit de vectorii @ si T, si are modulul (vezi Fig. VL.5):

8+ . . .
Viteza §i respectiv, acceleratia.
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<
Il

\7| :|67)>< F| =orsina =wR.
Comparand aceasta relatie cu
cea din  cadrul miscarii
circulare si uniforme,
v=¢pR=wR,
unde @=@ este viteza
unghiulard, conchidem ca
vectorul @ = o(t) este
directionat de-a lungul axei
de rotatie si are modulul egal
cu viteza unghiulard a
miscarii de rotatie, ¢ ; el este

- F0=0"'7
i J numit  vectorn/ de  rotatie
p instantanee.

~ed

Fig. VL5

Revenind la particula noastrd, principiul fundamental al dinamicii
(lex secunda), relativ la referentialul inertial S, ne spune cd ecuatia
fundamentald a miscarii este

F=ma, (6.31)
unde F=-grad V(F) este forta® care actioneaza asupra particulei.
Functia Lagrange care descrie miscarea particulei are in referentialul

inertial S forma
L=T-V :%m|\7|2 -V(r), (6.32)

unde V este viteza particulei fata de reperul S, iar V(I) este energia ei
potentiala.

9 < o < . . .
Am presupus cd asupra particulei actioneazi doar campul fortelor conservative, de energie

potentiald V =V(I) .
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Pentru a scrie ecuatia de miscare a particulei in referentialul
neinertial S' trebuie sa exprimim lagrangeanul ca o functie de noile

coordonate, X, si noile viteze, X, (i :1,3), ale particulei (fatd de noul
reper S'). Pentru aceasta tinem cont ca (vezi relatia (6.23),
—12 = = — =1 = = — =1 = = — =1 2
V" = (Y +V, + @xF")- (Vo +V, + DT ") = ||+ |V, | +|@x T |+
+ 2y -V, + 2V, - (O ")+ 2V, -(0xT").
Deci, in referentialul S' functia Lagrange a particulei se va scrie astfel:

L:%m[|\70|2+|\7r|2+|a3xf'|2+2\70-\7r + 20y (@xF )+ 29, -(@xT) |-

=V ().
Termenii care contin pe V, pot fi transformati dupa cum urmeaza:

Vo|* + 2V, -V, + 29, -(@xF ") =|Vy|" + 20, - (V, + @xF ) = |G| +29,-(V-V,) =
o ol e (og oo Do o o e
=2 0-V—|Vo|2:VO-(ZV—VO)ZVO-E(ZI’ —ro):vo~a[2(ro+r )-Ty )=

_d

—(ro+2r')=§'t Vo (+27")]-8,-(F+2r) = gt[v r+2r) |-
T, 28, T
Intrucat expresia V, -(f,+2r") depinde doar de coordonate si, eventual, de

timp (nu poate depinde de viteze), iar cantitatea &,-T, este si ea o functie

doar de timp (ce poate fi exprimata ca o derivatd totala in raport cu timpul
a unei alte functii ce depinde, de asemenea, doar de timp), termenii

%[VO-(FO+2P)] si (—&-f,) pot fi omisi din expresia lagrangeanului
(lagrangeeni echivalenti), si atunci rimanem cu
L=1m[|\7,|2+|a3xr'|2+2\7r (@xT)=28, T |-V(F) =
2
(6.33)
1 2 1 . _. o -, .
:§m|vr| +§m|a)><r "+ W, - (@xF")—mé,-F =V (F),

adica exact relatia (6.16), care trebuia demonstrata.
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Obsetrvatie: Pentru a scrie ecuatia fundamentald a migcdrii particulei in
noul referential (neinertial) e mai convenabil sa exprimim produsele
scalare din expresia functiei Lagrange pe componente,

L= 1m|v| += m|a)>< | £, (@XF")—mB, TV (F) =

:Em)ﬁ +§rmijkginla)ja)nxkxl + Mg X @ X — Mg X -V(x)=
=§m>ﬁ>ﬁ +§m(5jn5kl _5jI5kn)a)ja)nkal + Mey X @; X — My, X -V(x)=

1 ... 1 1
:Em&)ﬁjL O XX~ rnwa)kxkx + Mgy X, X —Ma X —V (%) =
=5 XX +§rm)kwk>ﬁ>ﬁ —Em(m)(kak)+mk>ﬁwjxk —ma, X~V (),

(6.34)
unde X, X, @ si a; sunt componentele pe axa OX a mirimilor
vectoriale T'', V., @ si respectiv &, in referentialul neinertial S'.

Tinand cont ca

oL _ 6( M Ko jzimi( )-i-mga) 6>'q,
8)(5 GXS mﬂ)ﬂ |Jk)§ Xk 2 GXS )g)ﬂ ijk Xk XS
1 [ ox OX 1 L OX L
:§m£62>q+>q—2j+rm”ka)xk5 :Em 2>§—).g)(-s+”€qkw,-xk=
=X 3, +m.9ka)xk mxs+rngka)xk
d( oL s
a(a—xs] = mXS + mgq-ka)jxk + I‘Tle‘sjka)jxk,
st
o _o(1 CoNg o o .
x axs( Mo, XX — (m)(kak)ﬂnsi,-kijxk—mamx—V(xk)j=

1 .. 0/, . 1 0O VAT OX. .
=§rrwkwka—x.s(>ﬁ>ﬂ)—Ema—x.s[(&a%)(kak)}me.,kw a);: mao.i—
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(Xei) -3 m(xe] )=

. 9
N1 k(—xx xaxj 1, 0(xa)

axs 2 OXg X ) 2 0x
o(xa) oo 1 X 1 X
G‘XS +mijk)§wj5ks_ma0i5is_a_x-szzmkk X&_Em&

X iy X, ey, = Mol X5, -

(%0l -2 m(xer ) o 6& X
5ol ()~ et o} + 0, X e — S = o -

-m(Xa) ) o, + Meg X o, - ma, _v
i s sij s 8)(5
ecuatiile Lagrange de speta a II-a
dfob) oy, (s=13), (6.35)
dt { OX, axS
devin
MK, + Mg 9, X, + Meg % — Mo, X, +M(X ) 0, — Meg X + May, +
ov R Ly
+8—X,S=mxs+m(a)xr )S+mgq.ka)jxk—nwkcokxs+m(>ga),)a)s—mgsijka)j+

+ma, +ﬁ:m§{;+m(a;)xl7') + Mg a)l-xt;_m‘w'x'ﬁm(xi'wl)w'jL
=T oX, - h o

+Me g, @, %, + Mag, +Z—Z = mX, + m(ﬁ}x F')S +2Meg @, % — Mo, @, X, +

v

+m(>§ )a) +ma05+%_mxs+m(a3 +2m(@xV, ) - Moo X +

+m(>g'a)i')a)'s+ma(')s+2—z: MK + m(c?)><F')s+2m(57)><\7r ).+
ov

+m[co>< :I maOS Xs =0,

(6.36)
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deoarece

[a)x(a)xr )l :8sija)i( r )j = EGE DMK = EgE WOX =

X

= (001 =048, ) @@ X% = BOX ~ @@ X

Ecuatia (6.36) reprezinti proiectia pe axa OX, a ecuatiei vectoriale
Ma, + MOXT '+ 2Mmdx ¥, + Mdx (&= T ')+ md, —F =0,

care mai poate f1 scrisa astfel:

Mg, = F —mé, - mox T '—=mdx (&x7 ') - 2mdxV, . (6.37)
Tinand cont de relatia (6.26), ecuatia de mai sus devine
ma, = F —m@, —2moxV, = F —mg, —ma_, (6.38)
sau, dacd introducem notatiile
F, =—még, si F,=-mé&, (6.39)
aceasta se scrie
ma =F+F, +F, (6.40)

si reprezintd ecuatia miscarii particulei de masa M in referentialul
neinertial S'.

Dupa cum putem observa, ecuatia fundamentald a miscarii
particulei nu isi pastreaza forma la trecerea de la reperul inertial S, la cel

neinertial S'. Pe langi forta newtoniana F mai apar in reperul S' inca
doui forte, F, =—md, si F, =-mé,. Forta F este numitd fortd aplicatd, iar

fortele F, si F, sunt numite forfe de inerfie 1°. Se mai observa faptul ci

forta centripeta lfcp =-Ma,, =—Mox (&xF') intervine doar ca o

,componentd”/parte a fortei de transport F, =—mé,. Daci 8 =0 si
®=0 (cu alte cuvinte, daca referentialul S' devine la randul sau unul

inertial) atunci K, =0 si F =0, iar ecuatia fundamentald a migcarii isi

recapatd forma cunoscuta din reperul inertial S:

ma, =ma=F.

10 . S S . L . .
Care, in reperul inerfia S nu existd, dar in reperul neinertial S' sunt, in fapt, tot forte
aplicate.
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Deci, intr-un referential neinertial, pe langi forta aplicata (efectiva), F,
mai actioneaza (tot ca forte efective, aplicate) si fortele de inertie, F, si

F.. Cu toate cd aceste forte nu existd pentru un observator dintr-un reper

inertial, ele joacd rol de (si chiar sunt) forfe reale pentru un observator dintr-
un reper neinertial. Intr-un astfel de reper (neinertial) se poate considera
ca fortele de inertie sunt datorate (la fel ca, de exemplu, forta de greutate
dintr-un reper inertial, in care aceasta apare ca ,efect” al campului
gravitational, care este un camp de forte potentiale!') unor campuri de
forte pe care le-am putea numi (prin analogie cu campul gravitational)
campuri de forte inertiale. De altfel, aceastd idee se regiseste si In teoria
relativitatii generalizate a lui Einstein, unde ,,echivalenta” (locala) dintre
un camp gravitational si un camp de forte inertiale este ridicata la rang de
principiu (principinl echivalentei locale).

Sa revenim acum la problema noastri. Drept sistem de referinta
neinertial, S', vom considera un reper care este solidar legat de punctul de
suspensie al tijei pendulului, O" (vezi Fig. VL.6), punct care oscileaza (fata
de originea O a reperului inertial considerat initial) conform legii

X =acosat,
deci, care are o miscare accelerati, cu
8, =8| = X =—aw] cosmyt .

X .
Deoarece in cazul nostru

0=0

bl

V, =(—aw,sinayt, 0, 0),

4, = (—aw} cosayt, 0, 0)
si

F'=(lsing, | cosd, 0),

Fig. VL6

relatia (6.33) se scrie astfel:

11 .
Chiar conservative.
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L :%m|\7r|2—rrléo-F'—V(F'):%m|\7—\70|2—méo-r'—V(F') ,(6.41)
sau
Loy = L':%ml 20 + mal @ cosmt sin g+ mgl coso (6.42)
deoarece
V=V, =(X=Vy,, ¥=0, 0-0)=(X-Vv,, Y, O):(Iécose, ~10siné, O)

st
V(r)=V(y)=V(y)=-mgl cosd,

caci y'=y.
Ecuatia Lagrange de speta a II-a pentru lagrangeanul L',
i(ﬂj Y (6.43)
dt\ o8 ) o6
este
mi >4 — mal w? cosm,t cosf +mglsind =0,
sau,

| 6 —amwl cosmyt cosf+gsingd =0, (6.44)
adica aceeasi ecuatie cu cea obtinuta lucrand intr-un sistem de referinta
inertial.

Intr-adevir, avem

a—".:mlzé,
00

giﬂl =ml?d
dt\ 06
oL’

- mal @] cosw,t cosd —mgl siné ,

care inlocuite in (6.43) dau (6.44).

st



Probleme rezolvate cu ajutorul formalismnini lagrangean 229

4. Problema a doua pendule identice cuplate

Se considera doua pendule simple identice (vezi Fig. VL.7), fiecare
avand lungimea | si masa m. Pendulele sunt legate printr-un resort de
masa neglijabila, netensionat cand pendulele sunt in echilibru (X, =X, =0).

a) sa se determine pulsatiile proprii ale sistemului;

b) si se scrie solutiile ecuatiilor de miscare, dacd la momentul

initial t;=0, X (t;)=a, X,(t,)=0, iar vitezele initiale ale
pendulelor sunt nule, X (t,) =0, X,(t,) =0.

Rezolvare
a) Sistemul este unul natural, intrucat, atat campul gravitational, cat
si campul fortelor elastice sunt campuri de forte potentiale.

Cu datele din Fig. VL7,
ecuatiile legaturilor satisfa-
cute de corpurile sistemului
sunt

fl(Z_L):ZLZ()’
00, y) =X +y —1°=
fy(z)=2=0,

f4(X21 yz):X22+y;_|2:0>

- -
mg . mg

Fig. V1.7

unde, am considerat cate un sistem de referinta pentru fiecare pendul in
parte, cu axa OX comund, dar cu originile in puncte diferite (in cele doud
puncte de suspensie). Fara a restrange generalitatea problemei cu nimic
am considerat cd miscarea corpurilor se face in planul Z=0. Presupunand
cd oscilatiile sunt suficient de mici, putem neglija variatia coordonatei
verticale y a celor doua corpuri si putem considera cd deplasarea acestora
are loc numai de-a lungul axei OX (miscare unidimensionala). Rezulta ca
sistemul are 3-2—4=2 grade de libertate, cirora, tinind cont de ecuatiile
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legiturilor, le vom asocia ca si coordonate generalizate, coordonatele lor
carteziene X; si X,. Atunci, energia cinetica a sistemului va fi

1 2 1 _p2 1 ., 1 .
T=T+T,=-my| +=m[y,| ==m¢+>mx;,
2 2 2 2
iar energia potentiald are doud ,,componente”, una gravitationala si una
elasticd, V =V, +V,. In ceea ce priveste partea de origine gravitationala,
conform , retetei standard”, putem scrie
dVv, =-dA, =-G, -dr, -G, - dr, = —mgdy, — mgdy,,
deci,
Vg =—mgy; —mgy, +Vyq,
unde, constanta arbitrard de integrare V, poate fi luatd zero, dacd alegem

ca nivel de referintd pentru energia potentiala gravitationala planul XOz.
Intr-adevar,

V,(y,=0,¥,=0)=0 = V,,=0.
Rezulta astfel ca

Vy ==mgy; ~mgy, = —mgl cos6, - mgl cosd, =

2
=—mgI1/1—sin291—mglq/l—sinzez:_mg| l_[lﬁJ _

2 2 2
~ T N
Ij = mgl[ 2|2j mgl(l 2I2j 2mgl +

2 2

X %
+mg2|+m92|'

Pentru partea de origine elasticd avem

dV, =-dA, =—F, - d = —(—kx-dX) = kx dXx,

de unde,
V, = L +V,,,
2

in care, constanta arbitrara de integrare V., poate fi considerata nuld, daca

se alege ca ,nivel” de referintd pentru energia potentiala elastica starea
initiald, in care deformatia resortului este zero:
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V,(x=0)=0 = V,=0.
Atunci, tinand cont si de Fig. VL7,

1 2 1 2 1 2

V, ==k ==k(4x) ==k(x,—x%)",

2 2 2
deoarece, alegand nivelul de referinta pentru energia potentiald elastica
starea initiala, atunci variabila X din expresia lui V, va reprezenta chiar
deformarea AX a resortului (cu cat s-a alungit sau s-a comprimat resortul).

Energia potentiala totald a sistemului va fi atunci
2 2

1
V =-2mg| +mg%+ mg%+§k(x2—xl)

Lisind la o parte constanta'? (-2mgl) din expresia energiei

2

potentiale, functia Lagrange a sistemului este
2 2

1 ., 1 X X5 1
L=T=V=2mZ+=mé-ma—ma2-—=k(x —
2mx1+2mx2 mg2| mg2| 5 (x2 %)

iar ecuatiile Lagrange de speta a 1I-a,

dla) e _g

dt{ox ) ox

dfaL) oL _,

dt\ 0%, ) 0%,
avand in vedere ca

A A e A
a)-(l_mxib dt axl rnxls a).(z_rnx23 dt axz rnXZs

2
>

st

oL X . oL X
T Mo ik(x — o2 _k(x —
on mg =+ k(x, X1)§16x2 mg ===k (%, ~x),
devin:
mxl+mgﬁ—k(x2—x1):0

sl respectiv,

12 g n . y . . . e y
Acest lucru este posibil, intrucat, dupd cum stim, doi lagrangeeni care diferd printr-o constanta
sunt echivalenti.
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M, +mg e+ k(%) =0,
sau,
M, = -mg T4k (%) (6.45)
si respecttv,
M, = -mg -2 —k (%, - ). (6.46)

I
Considerand ci sistemul efectueaza oscilatii mici, vom cauta solutii
de forma

X, = A sSinat+ B, cosat, (6.47)
si respecttv,
X, = A, Sinat + B, cosawt . (6.48)

Impunand ca aceste solutii sa verifice ecuatiile diferentiale (6.45) si
(6.46) ale migcarii sistemului, obtinem:

A B,

—mw’ A sin ot — Mo’ B, coset = —mgl—sina)t— rr‘gl—coswt+

+kA, sin wt + kB, cosat — kA sin wt — kB, coswt
respectiv,

A

. . B
~mo’ A, sin ot — Mo’ B, coswt = —mgl—sma)t— mgl—zcoswt—

—kA, sinat — kB, cosmt + kA sin wt + kB, cosat.

Identificand coeficientii functiilor trigonometrice SNt si cosot
din cei doi membiri ai relatiilor de mai sus obtinem,

Mo =-mg LA, - kA, (6:49)
si

—ma)zBlz—mg%Jr kB, — kB, (6.50)
respectiv,

A, =_mg;i_kAz KA (6.51)

st
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~mw’B, :—mg%—sz+kBl. (6.52)

Pentru ca sistemul
(—ma)z+|@+ ij—kA2 =0,
—kA+(—m2+|m+ k]A2 =0,

format din ecuatiile (6.49) si (6.51) sa fie compatibil trebuie ca
mg

—mo’ et k —k
= O,
—k —me? +Im+ k
adica,
2
(—mco2 +|@+ kj -k*=0,
sau,
2
(—ma)2 +Im+ kj =k?,
de unde,
—mo? +|E +k==k,
ceea ce conduce la urmatoarele solutii pentru ®*:
k k
wt, =9, 5.5 6.53
R (653
adica,
g k
=} =|—+ ZE (6.54)
st

wt=awt=3. (6.55)
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Aceleasi valori ale frecventelor se obtin folosind ecuatiile rimase,
(6.50) si (6.52) in necunoscutele B, si B,. Lasim cititorul sa se convingi
singur de aceasta.

Inlocuind pe @7 din (6.54) in ecuatia (6.49) obtinem

—mwm=—m[%+2%ja=—m;ﬁ+k&—ka,

sau,

- A -2k =-mg >+ kA, - kA,
de unde,

A=-A. (6.56)
Substituind acum pe @;; din (6.54) in ecuatia (6.50) obtinem
Mol B, = —m(lg+ 2%) B, = —mg%+ KB, - kB,,

sau,

—mlgBl—ZkBl - —mg%+ kB, - kB,,
de unde,

B,=-B. (6.57)
Reluand aceleasi calcule cu @? in locul lui @7, avem (utilizand
(6.55) in (6.49)):
Cv2n - 3 A _
A=-mIA =g R, kA,
de unde,
A=A. (6.58)
Apoi, cu @? din (6.55) in (6.50) gisim:

B ER. S

adica
B,=B,. (6.59)
Tinand cont cd sistemul are doua frecvente de oscilatie, solutiile
(6.47) si (6.48) ale ecuatiilor diferentiale ale migscarii celor douda pendule
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cuplate se vor scrie ca o superpozitie a celor doud moduri de oscilatie.
Avand in vedere relatiile (6.56) +(6.59), pentru X, si X, putem scrie atunci:

X, =C,sinao,t+C,cosm,t+C,snw,t+C,cosw,t (6.60)
si
X, =—C,sino,t-C, cosa,t+C,sinw,t+C, cosm,t, (6.61)
unde constantele arbitrare de integrare C, (i = 171) se determind din
conditiile initiale.

b) Din enuntul problemei cunoastem cd la t=0, x, =a si X, =0.
Atunci, pentru vitezele initiale obtinem imediat % (t=0)=a=0 si
% (t=0)=0. Din relatiile (6.60) si (6.61) rezulti urmitoarele expresii
generale pentru viteze:

X, = m,,C, coso,t—a,,C,sinaw,t+o,C,coso,t—o,C,sna,t
si

X, =-0,,C, coso,t+w,C,sno,t+o,C,coso.t—o,C,Sna,t.
Impunand acum conditiile initiale obtinem:

)(l(t:O):a:C2+C4, (6.62)
Xz(t=O):O:—C2+C4, (6.63)
)'(1(t = O) =0=0,C +0,C, (6.64)
st
X, (t = O) =0=-0,C +0,C,. (6.65)

Din relatiile (6.62) si (6.63) rezulta imediat ca C,=C,=al2, iar
din relatiile (6.64) si (6.65) rezulti ca C, =C, =0.

Asadar, conditiile initiale impuse de enuntul problemei determina
urmatoarele solutii pentru ecuatiile de miscare:

X = %costt - %coswmt = %(costt +CoSw,t) (6.66)
st
X, = —%cosa)Mt +%cosa)mt :%(cosa)mt—cosa)Mt), (6.67)

sau
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XIIEZCOSa)M—-Fa)thOSMt:
2 2 2
= acos(w“”—;wmjt cos(w“"%j AL® cos( O ;w ]t

(6.68)
si
XQ:EZSin wM_+a)”‘ts|n Ou = On t=
2 2 2
— not.
=asn Ow + O t sin Ou ~Onm t = Bmod(t)sin Oy + O t,
2 2 2
(6.69)
adica apare fenomenul de baitdi, pulsatia batailor fiind
Woar, = 2a)mod =Wy — O (670)

5. Problema a doua pendule diferite cuplate

Doua pendule simple de mase m si m, si lungimi |, respectiv |,
sunt cuplate printr-un resort de constanta elastici K montat la distanta h
de punctele lor de suspensie (vezi Fig. VLS8). Presupunand resortul
netensionat cand pendulele sunt in echilibru (6, =6, =6, =0), sd se scrie

ecuatiile de miscare ale siste-

&ﬁ; x mului §i sa se determine solutiile

' acestora in cazul micilor oscilatii,

in ipoteza cd miscarea are loc
doar in plan vertical.

Rezolvare
Deoarece atat campul
gravitational, cat si campul
. fortelor elastice sunt campuri
"8 potentiale de fortd, sistemul este

Fig. V1.8
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unul natural. Pentru a determina numarul gradelor de libertate ale
sistemului vom scrie mai intai ecuatiile legaturilor. Acestea sunt:

f(z)=2=0,

_|2

f,(%, Y) =X +V;
f3(z)=2,=0

’

si

f (%, Y2):X§+yg_|22 =0,
unde, am considerat cate un sistem de referinta pentru fiecare pendul in
parte, cu axa OX comund, dar cu originile in puncte diferite (in cele doud
puncte de suspensie, O, si O, — vezi Fig. VL.8). Asadar, sistemul are
3:2-4=2 grade de libertate, carora le vom asocia ca si coordonate
generalizate unghiurile 6, si 6, facute de cele doui tije ideale (rigide si de

masi neglijabili) cu verticala. Intrucat

X =1,sn4,
{ylzllcosé’l
st
X, =1,siné,,
{yzzlzcosez,

energia cineticd a sistemului este

T:T1+T2:%n1|\71|2+%mz|\72|2:% (Xl yl) 1mz(xz+y2)

l 22 1 22 1 22 22
:Ernlll o +§mz|2‘92 :E(mll o7 +myl; 6, )!
iar pentru energia potentiald avem,
V=V, +V,,
unde V, este ,,componenta” gravitationald, iar V, — cea elasticd (datoratd

campului fortelor elastice din resort). Pentru V,; putem scrie

v, =—dA, =G, - df, -G, -, = —mgdy, - m,gdy,,

deci,
—may, —m,gy, +VgO >
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unde constanta arbitrard de integrare V,, poate fi luatd zero, dacd alegem
ca nivel de referingd pentru energia potentiald gravitationald planul xOz.
Intr-adevir,
V,(y,=0,y,=0)=0 = V,=0.
Deci,
Vg =-May, - Mgy, =-mgl, cosg, —m.gl, cose, =
=—g(ml, cosé, + mJ, cosd, ).
Pentru partea de origine elastica avem
dV, =—dA =-F, -di = —(—kx- dx) = kx dx,
de unde,

A ~Lpe +V,,
2

in care, constanta arbitrara de integrare V,, poate fi consideratd nuld, daca

se alege ca ,nivel” de referintd pentru energia potentiala elastica starea
initiald, in care deformatia resortului este zero:

V,(x=0)=0 = V,=0.
Atunci, energia potentiala elastica V, va fi
V, = 2o = Tk (ax)?,
2 2
deoarece, alegand ,,nivelul de referinta” pentru energia potentiald elastica a

resortului chiar starea initiala, variabila generica X din expresia lui V, va

reprezenta chiar deformarea AX a resortului (cu cat s-a alungit, ori s-a
comprimat resortul). Din Fig. V1.8 se observa ca

|4X=|x, — x| =h|sing, —sing|
si, tinand cont de identitatea trigonometrica

sina—-sinb= Zsin(a;bjcos(ib],
2 2

V, Ly 4sin2(92_61jc052(61+92j .
2 2 2

V, devine
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Deoarece au aparut deja termeni de ordinul doi, vom utiliza
ipoteza micilor oscilatii, in care

3
sin 0, -6, :92_‘91_“0 0,—6, 5‘92_91,
2 2 2 2

2 4
cos M :1—1 M +0 6 +6, ~1
2 2 2 2

si atunci V, devine

V, :%khz (6,-6,).
Asadar, energia potentiald totala a sistemului este
V =V, +V, =-g(ml, cosg, + m), cost)+%kh2 (6,-6,),
iar functia Lagrange a sistemului este
L=T-V =%(mllféf +m267)+ g(mj, cos6, + m, cos@z)—%khz (0,6,

care, in ipoteza micilor oscilatii (ipoteza deja folositd in deducerea lui V,),

adica, atunci cand putem utiliza aproximatiile
1., . 1
cosd, =1- 5 07 si cosd, = 1—5022,

se va sctrie

1 . . 1 1
L=T -V = (mid7 +mii05) -2 o (ml6f +ml,07) -~ kh* (6,- )",

unde am lisat la o parte termenul constant g(ml,+myl,) (lagrangeeni

echivalentt).
Avand in vedere ci
oL . df oL .
—=ml?6, —| — |=ml?8, (i=1 2
i, (%) -mia. -1
st
oL

8_91 = —gmﬂﬂl + kh2 (92 —91),
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oL
6_492 = _gmzlzgz - kh2 (‘92 _‘91)

ecuatiile Lagrange de speta a 11-a,

d[aL] L o (i-12)

dtlog ) o6
devin
ml 6, + gm0, —kh* (6,-6,)=0 6.71)
st
myI26, + gm0, + kh*(6,-6,)=0. (6.72)

Sa revenim acum la functia lui Lagrange pentru micile oscilatii,
1 . . 1 1 2
L :E(mllfef + mz|§e;)—E g(mLe + mzlzazz)—ikhz (6,-6,)".(6.73)

Punand Xlz\/ﬁ 1.6, si X z\/ﬁ 1,6,, avem )'(l:\/a 1,6, si
X, = \/E 1,0, , de unde,

st

o =%
Colym

iar lagrangeanul (6.73) devine

respectiv 6, =

ly/m, °

1 A . 1 1
L :E(mllfef + mzlgeg)—ag(mlﬂf + mzlzﬁf)—gkhz(@z -6,) =

19 g

2
1 .2 .2 ( 2 ZJ 1 2 X2 Xl
=S (X +X%)-S| TX X [—Skh - =
2( ) 201,71, 2 {wﬁ WEJ
L) 9, M e (9, K7
~5(%%) ZKIJWE}“bJ%E

=2 (% 456) (0K + 0B ) wx,

unde am utilizat notatiile

S i
G |+ =
N
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2
w2, = i+£2 (6.74)
|12 nl,Z'l,Z
st
2
oo KD 6.75)

Asadar, problema revine la a studia micile oscilatii ale unui sistem
tizic descris de lagrangeanul

L= (5 +56) =5 (0P + 026 + K, (6.76)
cu @, si k date de relatiile (6.74) si respectiv (6.75).

In cele ce urmeazi vom face ,O micd paranteza” $i ne vom opri
atentia asupra acestei probleme mai generale anume, studiul miscarii unui
sistem fizic al carui lagrangean este dat de relatia (6.76).

O modalitate eleganti de a introduce/determina coordonatele
normale este de a face o schimbare de coordonate generalizate,

(% %) = (m, 7,), (6.77)

care si lase lagrangeanul patratic in noile viteze generalizate, dar care, in
plus, sd devina pdtratic si in noile coordonate generalizate (cu alte cuvinte,
in noile coordonate — cele normale — coeficientul termenului mixt si se
anuleze). Deoarece avem doar doud coordonate generalizate, aceasta
schimbare de coordonate se poate face considerand formal transformarea
(6.77) ca o rotatie in plan, adica datd de

=pn, COS@—1,SNE,
{Xl 7,COSp—1,SiNQ 679

X, =1, SN +17, COSP,

cu @ o marime constanti. Intr-adevir, deoarece

{)’(l:ﬁlcow—ﬁzsingp,
X, =1, SiN@+17, COSQ,

in noile coordonate avem

X+ =11 +17;
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adicd lagrangeanul rimane patratic in vitezele generalizate, iar termenul
mixt KX X, devine

K%X, = k(17,0050 —17,5iN @) (7, SiN@ +1, COSQ) =
= Kf]fsingoCOS(p—myzzSingocosgoﬂcnl?]z(C082 p—sin’ (p) =

= /(Singz)COS(/)(nl2 —7722)+K‘771772 (COS2 p—sin go).

y 1 .
Pe de alta parte, termenul —E(a)fxf + a)zzxf) se va scrie

1 1 . .
—E(waf+w§X§)=—E[wf(mcos(p—ﬂzsnco)z+w§(f718m<0+772 cosp)’ |
_1 n? (@f c0s” g+ w>sin® g )+ 12 (wf sin® g + w? cos” @ ) +
2 1 1 2 2 1 2

+27717728in(p003(/)(6022—6012)],

astfel incat, pentru ca lagrangeanul sa fie patratic si in noile coordonate!3,
trebuie ca termenul mixt (cel in 7,77,) sa se anuleze:

1, [K(COSZ(D—Sinz gz))—singDCOSgo(a)z2 —a)f)} =0,
ceea ce implica
K‘(CO.Sz p—sin® go) :SingoCOS(p(a)22 —a)lz),

adica,
K COS2¢ = %SinZ(p(a)z2 —a)lz),
de unde,
> — !
ctg2p = 22/( L (6.79)

Deci, alegand pentru constanta ¢ din transformarea de coordo-
nate (6.78) valoarea datd de relatia (6.79), noile coordonate vor fi chiar

13 5 3« . . . .
Adicd, pentru ca noile coordonate si reprezinte chiar coordonatele normale.
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coordonatele normale. Atunci, in noile coordonate, 7, si 77,, lagrangeanul

problemei va avea forma

L= (5 +50)~ L (00 + 02+, = (5 4) -

1 . .
—5[7712 (a)f cos? g+ w? sSin® p— 2k'sin goCOSgo) +
+n2 (cof sin? g+ w? cos’ g + 2K‘Siﬂ(/)COS¢>:|,
sau, dacd notim

@ = w!CoS’ p+w?sin®p—2xSingCcosy

si
@’ = w? Sin” o + w5 cos” ¢ + 2K SIN Y COSE
adica,
wz=1(a)2+a)2)—\//c2+(a)2—a)2)/4 (6.80)
1 2 1 2 2 1 *
st
wz=1(a)2+a)2)+\//(2+(a)2—a)2)/4 (6.81)
2 2 1 2 2 1 > :
atunci, noul lagrangean devine
L= (i +172) =5 (aint + i) (652

care reprezintd lagrangeanul unui sistem format din doi oscilatori liniar
armonici, avand pulsatiile proprii (pulsatiile normale) @, si @, date de
relatiile (6.80) si (6.81), 7, si 17, jucand rol de coordonate normale.
In deducerea relatiilor (6.80) si (6.81) am tinut cont de faptul ci
0)22 — a)12 not.

ctg2p=——— = a, (6.83)
2K

sau,
1-2sin’¢p
2sinp cosg

cu solutia acceptabila fizic

—a & 1+4sin4(p—4sin2(p=4azsin2(p(1—sin2 (p),
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. 1 a
sSnNPp==|1-——|. 6.84
’ 2( Jl—) o

Atunci,
1 a
cos’ p==| 1+ ———
2( \/1+a2)
st
2 aGn
—2K5in(0COS¢)=—Ksinng:—KCOSZ(p:_KCOS p-sin“p _
ctg2¢ a
a K

=—K =— .
av1+ a2 J1+a?

Restul calculelor pot fi realizate cu usurinta, rezultand astfel relatiile (6.80)
si (6.81).
Sa vedem in continuare cum depinde ¢ de valorile pulsatiilor @, si

w,. In Fig. V1.9 este reprezentat ¢ in functie de @, =X pentru o, fixat.

Acesta ia valori intre zero!4 si > intervalul A, in care are loc tranzitia de

14 . . .
De fapt, aceasta este o valoare aproximativi, deoarece, de exemplu, pentru @, =4 rad/s si

x=0.01(rad/s)* avem

wz_wlz
. . 1 2 .1 w3
lime=lim| arcsin |=|1-—2K | |=arcsin |[=| 1-——2— | =
-0 -0 2 L a)zz—a)f 2 [ 4%+ w;
2K
arcsin L 1 16 0.000625, cate poate fi doar aproximat cu zeto
= — _ | = 0. s X u .
2\ J4.10" + 4

In cazul general (pentru orice valori ale lui @, §i k, dar astfel incat x sia poata fi neglijat in

. 2
rapott cu a)22 /2, adici pentru 25~ — 0) avem
3
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2 2
W, — )

. . .11 . 1)
limg=Ilim|arcsin |= 1-—— 28 ||-acsn [Z|1-—22 |-
@ —0 @0 2 2 232 2 42 + o

14| P2 2
2K
ﬁ»o
1 ? E 1 2 .
=arcsin 1 2 =~ arcsin > 1-— | =arcsin0=0
2

In ceea ce priveste lim ¢, calcule simple efectuate pentru aceleasi valoti ale lui @, si k& aratd ci
@0

Lo T A o o . . .
valoarea acestei limite este — =1,5708. Intr-adevir, dupd cum simplu se poate vetifica, deja

pentru @, =87 expresia arcsin > 1- capitd exact valoarea 1,5708 = % ,

care se mentine apoi, oricat de mult ar creste @;. Asadar, lim @ =7/2. Acest lucru rezultd si
(Lﬁ—)w

prin calcul direct:

w; - @ o —@;
. . 1 . .1
limg = lim|arcsin |=|1-———2K | |- |im|acsin |2|1+—2K ||
@ —>® ) —>n 2 2 23\2 -0 2 2 2\2
14| L2 "9 14| &%
2k 2k
2 2

— lim| arcsin |21+ ——2k || arcsin /1(1+1):arcsin\f1:£.
- 2 2 2 2
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la valoarea ¢ =0 la p=7/2 fiind de ordinul lui x/®,; deci, cu atit mai
ingust, cu cat x este mai mic. Acest lucru poate fi observat cu usurintd
din Fig. V1.9, in care ¢ este reprezentat ca functie de @, =X pentru trei
valori ale lui x, respectiv, x5, =0,2; x, =12 si x,=3,2. Acest lucru a fost
ficut cu ajutorul urmatoarelor instructiuni din cadrul soft-ului specializat
in calcule analitice si numerice Mathematica 4.0:

Off[General::spell]
Remove[" Global *"];
Unprotect[In, Out];

Clear[In, Out];
kl1:=0.2;
k2:=12;
k3:=3.2;
Omega2 := 4;

f1 = Plot[Pi/4, {X, O, 2.5*Pi}];
f2 = Plot[ArcSin[

Sort[(1*(1 - (Omega2™ 2 - x*2)/(2*k1*Sqrt[1 + (Omega2™ 2 -
x"2)I(2*k1))"2])))/2]],

{x, 0, 2.5*Pi}, Frame-> True, PlotRange -> All];
f3 = Plot[ArcSin[

Sort[(1*(1 - (Omega2™2 - x*2)/(2*k2* Sqrt[1 + (Omega2™ 2 -
x"2)I(2*k2))"2])))/2]],

{x, 0, 2.5*Pi}, Frame-> True, PlotRange -> All];
f4 = Plot[ArcSin[

Sort[(1*(1 - (Omega2™2 - x*2)/(2*k3* Sqrt[1 + (Omega2™ 2 -
x"2)I(2*k3))"2])))/2]],

{x, 0, 2.5*Pi}, Frame-> True, PlotRange -> All];

Show(f1, f2, 3, f4];
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P
1.50 n/2

1.25 K, =02
1.00

0.75
0.50
0.25

(e,)
Fig. VL9

Daca avem un cuplaj slab (K < ‘a)z2 -’

), oscilatiile normale sunt

,localizate”, adicd, pentru @, < @, din (6.84) avem

2 2 a)zz—a)f»l

Wy —y >K i K
@ = arcsn ~
wzz—a)f»l

=~ arcsin =arcsin0=0

si deci, din (6.78) obtinem
{Xl = (6.85)
X E1;

iar pentru @, > @, avem
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W, —
. 1
p=arcsin| |=|1- 2K =
2 2 2\?
14| L2~ %
2x
a)lz - 0)22 ‘a)zz—(of‘»x,
i 1 a)l>a)2
=arcsin| |=|1+ 2K ~
2 2 2\?
14| L@
2K
2 2 2
‘0)2 —a)_l‘>>lc, o —o,
>, . 1 . T
= arcin| | 1+ 2K _ —arcsinyl=",
o — @)
2K

astfel ca din (6.78) obtinem

In cazul cuplajului tare, K>>‘a)22—a)l2

=15,
X, =1,

{

localizate. Intr-adevir, in acest caz

‘a)zz—a)lz‘«x
= acsin

4

(6.86)

, oscilatiile nu mai sunt
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<1

= arcsn

N

2 2

= arcsn

A
N

iar din relatiile (6.78) obtinem

Xl%%(m—nz),

xzzﬁ

INGIE

(6.87)

Relatiile (6.80) si (6.81) ne dau dependenta pulsatiilor normale de
parametrii @, @, si k. Aceasta este reprezentata grafic in Fig. VI.10,

unde sunt redate @, si @, in functie de w, la ®, fixat (mai exact, am

considerat @, =4rad/s) si cuplaj relativ slab (pentru ilustrare am

considerat valoarea x =8 (rad/s)®). Acest lucru a fost realizat cu ajutorul

urmatorului set de instructiuni din cadrul soft-ului amintit mai sus:

Off[General::spell]
Remove[" Global ™*"];
Unprotect[In, Out];
Clear[In, Out];

k:=8;
Omega2 := 4
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g1 = Sgrt[(Omega2” 2 + x*2)/2 - Sqrt[k"2 + (Omega2™ 2 - x*2)"2/4]];
g2 = Sqrt[(Omega2” 2 + x"2)/2 + Sqrt[k” 2 + (Omega2" 2 - x2)"2/4]];
g3 = Sqrt[Abg[(Omega2* 2 + x"2)/2 - Sgrt[k”2 + (Omega2” 2 -

x"2)" 24T

hl=Plot[gl, {x, k/lOmega2, 3*Pi}, Frame-> True, PlotRange -> All];
h2 = Plot[g2, {x, 0, 3*Pi}, Frame-> True, PlotRange -> All];

h3 = Plot[a, {X, 0, 3*Pi}, Frame -> True, PlotRange -> All];

h4 = Plot[x, {x, O, 3*Pi}, Frame -> True, PlotRange -> All];

h5 = Plot[g3, {x, 0, 3*Pi}, Frame-> True, PlotRange -> All];

Show[h1, h2, h3, h4];
Show[h1, h2, h3, h4, h5];

®; +(i=1,2)

1

®,

(@;) 41 .
2-/ @,
ol : @y

0 2 4 6 8
{K.-".mz} {0)2}

Fig. V.10

Se observi ci @, <min(w, w,) si @,>max(w, @,). Daci
cuplajul este slab (x suficient de mic), atunci, cu exceptia domeniului de
degenerare ‘a)zz—a)f‘z/c, pulsatiile normale coincid practic cu @, si
respectiv. @,. Intr-adevar, daca x poate fi neglijat in comparatie cu

2 2
W, — 0,

(aceasta aratand ce inseamna x ,,suficient de mic”) atunci
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2
o (@) oo
4 2
si din relatiile (6.80) si (6.81) rezulta
2 2
2 _ 0 W, | 0, 0
o, =——+—2F 21
T TN 2 T2 )

I

adicd @, =w, $i @, =,.
In fine, pentru pulsatii @, foarte mici, una din pulsatiile normale
(mai exact, @;) devine imaginarid, ceea ce inseamnd cad sistemul nu mai

este stabil. Intr-adevar, pentru ca @, si fie imaginara, adica

0 o (a)z_a)z)2
b — @)
@l =2 +—2—\|K*+—"1 <0,
2 2 4
trebuie ca
2
2 2 ) )
2 (a)Z a)l) @ | 0
K*+ L2
4 2 2
sau,
2 2 22
ra?) , (-of)
<K+ ,
2 4
adica,
K
o <—,
@,

relatie care arata totodatd si ce inseamna ,,pulsatii @, foarte mici”. Acest

lucru poate fi vazut cu usurinta din Fig. VI.11 in care, pentru @, a fost

, marime notatd cu @,. Dupa

reprezentata grafic dependenta lui ‘wf

. 2 < e o :
cum se poate observa, graficul lui @ = ‘wl‘ prezintd doud ,,ramuri”’, cea

. e A . K o T s
mai scurtd, din stanga valorii @, = —, aparand ca imaginea intr-o oglinda
o,
2
plasatd orizontal pe axa O, cu fata in jos (efectul considerarii valorii
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absolute (in modul) a lui @;), a graficului functiei @; =@; (@) afectat

. ) K
de radical”!3, pe intervalul | 0, —
@,
>, B,
8 _
®,
[

0 2 4 0 8
(K-"-mz) (mz)

Fig. VL.11

Legea de miscare este data de
m=A Cos(wlt + ‘//1) ’
m=A COS(Wzt ‘H//z)’

(6.88)

5 Acest ,afectat de radical” tine cont de faptul ci functia @, = @, (a)l) nu poate fi reprezentati

. . y . 2
grafic pe intervalul [O, K/a)z] ca o functie reald, deoarece pe acest interval @, =@, nu

existd. De aceea, pentru a da sens celor amintite mai sus, pe intervalul precizat putem reprezenta

grafic doar @?. Dar imaginea in oglindi (ca efect a operatiei de luare in modul) a functiei

2 2 . N .. . . = 2
o, =@, (a)l) nu este exact ramura din stinga valotii x/@, a graficului lui @, = |wl| ca

functie de @, . Diferenta se datoreaza functiei radical. Aceste precizari sunt sustinute de graficele

din Fig. VI.12, in care se observi clar diferenta amintita aici. Intr-adevir, dupd cum se poate

. y S A - - 2 2 :
sesiza, cele douad ramuri din stinga valotii &/@, ale functilor @, =, (a)l) si

_ 2] — L . . Lo C
@, = |wl| = wl(a)l) nu sunt una imaginea celeilalte intr-o oglinda orizontala, situatd pe axa

Ow,.
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unde constantele arbitrare A, A,, w; si ¥, se determina din conditiile
initiale. In planul coordonatelor normale (care este rotit cu unghiul ¢ fata

de planul coordonatelor initiale) traiectoria umple dens dreptunghiul
delimitat de —A <, <A st —A <n, <A (vezi Fig. VI.13).

'[K.-"'mg]' {mz}

Fig. VI.12

Fig. VI.13

Dacd @, si @, nu sunt comensurabile, traiectoria nu este inchisa,

ceea ce inseamnd cd miscarea nu este una periodicd. Cu toate acestea,
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miscarea proiectiei punctului reprezentativ pe fiecare din cele doua axe
este periodicd. Daca pulsatiile normale sunt insa comensurabile,

ﬂ:i, (n, n,eN),

@,
traiectoriile se inchid, aparand asa-numitele figuri Lissajous, iar miscarea este
periodicd, perioada fiind

r=2z oz (6.89)

@, @,
Pentru X (t) si X,(t) avem
x(t) = A cos(@t +y, )cosp— A, cos(@ t +y,)sing,
{X2(t) = A cos(a@;t +y,)sing+ A, cos(@,t +y, ) cose.

Traiectoria in planul XOX, este aceeasi, insi axa (A, A,) a

(6.90)

dreptunghiului este rotitd cu unghiul ¢ fatd de axa Ox; (vezi Fig. VI.14).

X -

1 -y

“

-
P
-
-
CA
po——
- \\ n
— Ay

A
Y
Al N S \
“,

/;k\ \ 2
SN\

% Y i :

N \\ \\k?)',

‘\‘ -
u . ? /f‘i"

\

X,

-
-

(%)

Fig. V1.14

Sa revenim acum la problema noastra si sa studiem mai intai cazul
a) |, =1, =1. In aceasta situatie, relatiile (6.74) si (6.75) devin
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2
=21 (Dj LS (6.74)

sl respectiv

K= KEJZL, 6.75)

L) ymm,
e A . 2 not. g . 2 e K
sau, utilizand notatiile @y = n $1 Wy, = m,’
2
h 2
C()fz = a)g +(|_) a)ezl,z (674”)
si respecttv,
h 2
K:(l_) Oy @,y (6.757)

Cu aceste notatii pulsatiile normale vor fi

2
h
2 202 n ( 2 2)
2_ 2 @y + w5+
, O +k 2 (a)z_a)l) 0 (I o e
@] =——2—|K*+

! 2 4 2

st

s o 2 2)? 2
2 a)l +a)2 2 a)Z_a)l _ 2 h 2 2
wz=T+ K +——— =, + T (a)el+a)ez),

iar relatia (6.79) devine

h 2
o 2_ 2
oiap 1) (Eed) 1(&)_@_]

ctg2p = _ _
9= (hjz 2\ o, a,
2 T Wy Wy

Conditia de cuplaj slab, x <« ‘0)22 ~ !

, se va scrie in acest caz astfel:
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2 2
(lnj g Wy << (lhj (a’ezz _a)ezl) >

2 2
Wy — Wy

adica,
Wy, K . (6.91)
Dupa cum am vazut in analiza generald, in cazul cuplajului slab
sunt posibile doua situatii:
1) o, <w,, care, pentru problema noastra inseamnd o, < @,,,
m >m,. Atunci, relatia (6.91) devine

adica

k k k
—_—<
ymm,  m,m
sau,

1 1 1
_— <
ymm,  m,.m

de unde,
m,
m >m, 3——},
3

m,

ceea ce, tinand cont ca in acest caz M >m,, deci 0<—= <1, se mai poate

scrie M > m,, adicd este in acord cu M >m, si chiar o intireste. Deci,
daca intre cele doud pendule exista un cuplaj slab si m >m,, atunci,
conform analizei generale ¢ =0 si oscilatiile sunt localizate;
i) o, >wm,, care, pentru problema noastrd Inseamnd @, > @,,,
adica m <m,. Atunci, relatia (6.91) devine
k Kk

L<<———,
ymm, m m
sau,

1 1

1
—_—
ymm, m m

de unde,
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m
m, > m 3——),
( m,

m

ceea ce, tinand cont cd in acest caz M <M, , deci 0<— <1, se mai poate

scrie M, > m, adica este in acord cu m <m, si chiar o intireste. Deci,
daca intre cele doud pendule exista un cuplaj slab si m <«m,, atunci,
conform analizei generale @=x/2 si oscilatile sunt, de asemenea,
localizate.

Si intr-un caz (9 =0), si in celilalt (¢p=7/2), pendulul de masi

m, oscileaza cu pulsatia normala @, = @,, iar celalalt, dupa caz, cu pulsatia

hY h Y
wzz\/w§+(l—j (a)jl+wjz);\/w§+(l—a)e2j , daci m >m,,

normala

/
N

hY h Y
wzz\/w§+(|—) (a)jl+a)jz);\/a)§+(l—a)elj , daca m < m,,

si atunci, conform rezultatelor obtinute in cadrul analizei generale, avem
6, =6, = A cos(mt+y,)= A cos(at+y,) (6.92)
si
0,=0,=A,cos(@t+y,)=

2
A, cos w§+(|na)ezj t+w, |, daci m>m,

(6.93)

/
N

2
A, cos m§+(|ha)elJ t+y, |, daci m < m,.
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2 2
W, —

2k

Daca m =m,=m atunci o, =a,, =, §i relatia Ctg2¢ =

din cadrul analizei generale, devine
llo, o
ctg2p==| —e2 _ 2 |-,
2 a)el a)ez
adica @=7x/4, ceea ce, conform rezultatelor gasite in cadrul aceleiasi
analize generale, inseamna ca oscilatiile nu mai sunt localizate $i avem

6, = Acos(mt+y,)- A cos(at+y,),
8, = A cos( wlt+z//1 + A cos(a t+y,),

unde @, =w, si @,= /a)o +2 e cu o, ‘/ . Intr-adevir, celor

doud moduri normale de oscﬂape le corespund coordonatele normale
6, = A cos(at+y,),
{52 = A cos(a,t+y, ),

iar 6, si 6, sunt dati (vezi relatia (6.78)) de
{91 =6, cosp—6,sing,

(6.94)

0, =6,snp+ 6, cosy,

A . a_A
—L 1 =—=,
NFI

constantele arbitrare A, A,, v, si ¥, determinandu-se si in acest caz din

cu ¢ =n/4, de unde rezulta relatiile (6.94) in care A =

conditiile initiale. In continuare, vom analiza trei situatii particulare mai
importante care apartin acestui caz, $i anume:
1) Daci initial deplasim pendulele de aceeasi parte a verticalei,

6,(0) = 6,(0) = 6, si le lisim s oscileze firi viteza initiald, adicd 6,(0) =0
si 6,(0)=0, tinand cont ca

6, = —@,Asn(at+y, ) +@,Asn(a,t+y,),

0, =-aAsin(at+y,)-a@,Asn(a,t+y,),

avem
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6, = A Cosy, — A, COSy,,
6, = A cosy, + A, cosy,,
O=-w Asiny, +@,Asiny,,
O=-a@,Asiny, —@,A Siny,.
Adunand ultimele doua relatii ale acestui sistem rezultd y;, =0, si atunci, i
w,=0. Cu aceste valori in primele doua ecuatii ale sistemului, prin
adunarea lor, rezultd A =6,. E banal de constatat apoi ca A, =0. Cu
aceste valori ale constantelor arbitrare A, A,, y; si y, in (6.94) obtinem
6, = 6,cos(w t) = 6, cos(mgt),
(6.95)
0, =6, cos(@ t) = 6,cos(myt),
ceea ce aratd ca cele doua pendule oscileaza in faza, cu pulsatia @ .

2) Daca deplasam cele doud pendule de-o parte si respectiv de
cealaltd, adica €,(0) =-6,(0) =6, si le lisam din nou si oscileze fird viteza
initiald, 6,(0) =0 si 6,(0) =0, obtinem

+0y, = A cosy, — A, COSy/,,
-6, = A cosy, + A, cosy,,
O=-@,ASiny, +@,A siny,,
O=-m,Asiny, —@,A siny,.
Adunand din nou ultimele doua relatii ale acestui sistem rezultd ca fazele
initiale sunt nule, y, =0 si w, =0, iar pentru amplitudinile de oscilatie,
din primele doua ecuatii rezulta A =0 si A, =-6,. In acest caz, relatiile
(6.94) devin

2
6, =6, cos(@,t) =6, cos| ,|wj + 2(? a)ej t,

2
0, =—6,cos(w,t) = 6, cos(w t + 7) =, cos| , |w; + Z(ID a)ej t+7 |,

(6.96)
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ceea ce aratd ca in cazul acestor conditii initiale pendulele oscileazi cu

h Y 2k(hY’
aceeasi pulsatie, @, = \/ wf + Z(I—a)ej = \/Ig+ﬁ(l_j , dar in opozitie de

faza.

3) In fine, daci deplasim doar unul dintre pendule (de exemplu,
primul), celilalt pastrandu-l in pozitie de echilibru, ,(0) =6,, 6,(0) =0 si

le lasam sa oscileze fira viteza initiala, 6,(0)=0si 6,(0)=0 obtinem:

6, = A CoSy, — A, COSy,,
0= A cosy, + A cosy,,
O=-@ Asiny, +@,A Siny,,
O=-w Asiny, —@,A siny,.

Din nou rezulta w,=0 si w,=0, iar pentru amplitudini se giseste
A =—-A =6,/2. Cuaceste valori in (6.94) obtinem:

2
le6’—20[cos(zvlt)+cos(zvzt)]=%0 cos(at) +cos w§+2(|ha)ej t

2
92=%[cos(wlt)—cos(w2t)]=9—2° cos(a,t)—cos a)§+2(lhwej t

Utilizand identitatile din trigonometrie,

COSX—COSY = —Zsinx;zysin%

X— X+
COSX+ COSY = +2C0S 2yCOS 5 y,

relatiile de mai sus devin
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| hY’ | hY’
@, — w§+2(a)elj t w, + a>§+2(a)e|j t
o,(t) = 6, cos cos :
(1) =6, > >
2 2
a)o—‘/a)g+2(a)ej t a)o+,/a)§+2[a)e] t
6,(t) =-6,sin sin
2() 0 2 2
(6.98)
Apoi, deoarece h<| avem:
hY ) (hY
a)g+2(a)e—j = o, 1+2(—ej (_] -
| @, ) I
w, 2(hjz w, h 1 s w, z(th
=, |1+ = | |- | +O| =— = w1+ = || |
@, ) I @, | @, ) \ |
mg

Deci, in conditiile in care @, <a®,, ceea ce este echivalent cu k<|—

(cuplaj relativ slab), pulsatia @, devine

hY o, ) (hY
@, = w§+2(a)el—J = @, 1+(j] (I—] =w,+2y,
0

1o (hY o .
unde y =3 Le (I_j < @,. Atunci, 6, si 6, vor fi dati de
Wy

not

6,(t) = 6, cosyt cos(a, +y)t=6,cosagt cosyt = 6,

not

6,(t) =G, sinyt sin(@, +y)t=g,sinat Snyt = 6, ., (t)sinag,

(6.99)
adica apare fenomenul de batai, ilustrat in Fig. VI.15. Graficele prezentate

(t) cosayt,

mod

in figura corespund valorilor (conventional alese) 6, =1, @, =12 si y =1.
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+1 = 2mod

Tt
-¢IV\/U\/VW U W

s T o
an vavw T

) perioada de modulatie
2mod

lmud

)

th

th

>

th

+1

+8,5

wl

157 314 471 628 7,85 942 16,99 12,56
o bataie

Fig. V.15

b) In cazul |, #1, (pentru a preciza lucrurile, sa admitem ca |, >1,)

este mai comod sa utilizim ecuatia caracteristica

l:wzg(hj wazg(ﬂj L}(h_zj K’ =0, (6.100)
|l |l m |2 |2 m, |1|2 mm,

care poate fi gasita pornind de la ecuatiile diferentiale ale migcarii (6.71) si
(6.72) (ecuatiile Lagrange de speta a 11-a) deduse anterior i care mai pot fi
scrise sub forma:

2 2
i +[9 khzjel—%azzo 6.71)
|l I rnlll
st
2 2
6’52+(§+ khzjez— g -0. 6.72)
IZ | mzlz

Pentru a realiza acest lucru vom cduta solutii de forma
6 = Asinat+B cosat, (i=1 2), in vederea determinirii pulsatiilor celor

doud moduri normale de oscilatie ale sistemului (pulsatii notate aici cu @ ).
Avem,
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—ZD'ZALSinZD't—ZUZBlCOSZD't-i-(g+

1
kh?

ml;

si respectiv

)

~@’A Snot - o’B, cosat +[—+

2

khZ

2

6 =-@’Asinat-@’B cosat, (i=1, 2),
astfel ca ecuatiile (6.71°) si (6.72’) devin

2

%}(Alsinwu B, cosat) -

1

(A sinwt+B,coswt)=0

2

khlzj(AzsiantJr B, cosat) -
2

2 (A sinawt+ B, coswt) =0.

Identificand coeficientii functiilor trigonometrice Sin@t si cosat din cei
doi membri ai ecuatiilor de mai sus obtinem:

~’ +(g+

si respecttv

kh?
ml;

- e
—w2+(g+ khzj
L L, ml; ]

Kh?

— =0
A= A0
kh?

-~ _B,=0

& ml
kh?
- =0
A A0

kh’
B~ 7B =0.
m;

Pentru ca sistemul alcatuit din cele doud ecuatii algebrice de mai
sus in necunoscutele A si A, sd aibd solutie netriviald, trebuie ca
determinantul caracteristic al acestui sistem s se anuleze:

~@’ +[g+ W J
l, ml}
kh2

Y

~w° +(g+ kY

khZ
ml?

=0,

2
L, myl;
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adica,

2 2 21,4
e fpm
2 M, mml,l;

Il rn.l.l
care este chiar ecuatia caracteristica (6.100). In planul (k, wz) aceasta

reprezinta o hiperbold ale cdrei ramuri, ce corespund valorilor cu
semnificatie fizica a celor doud marimi (avand in vedere ca k[0, «)),
sunt reprezentate in Fig. VI.16. Pentru a realiza aceasta reprezentare
graficd am utilizat soft-ul Mathematica 4.0 si urmatoarele valori numerice
pentru marimile care intervin: 1, =0,5;1,=0,3, m =0,2;, m,=0,3 h=0,1;
g =10.

Dupa cum foarte simplu se poate constata, cu notatiile deja
utilizate (vezi relatiile (6.74) si (6.75)),

g, Kk’

2 _
o, =——+

2
|1,2 n‘l,le,Z

st

Fig. VI.16

kh?

], /mm,

K=

ecuatia (6.100) capatd forma



Probleme rezolvate cn ajutorul formalismului lagrangean 265

(mz —wf)(zaz —a)zz)—lcz =0
si are solutiile (determinate deja pe altd cale; vezi relatiile (6.80) si (6.81)):

@; =%(a)12+a)22)—\/1c2+(a)22—a)12)2/4

si
@’ :l(wf +a)§)+\/1(2 +(a)22—a)12)2/4 :
2
Pentru K mic si/sau foarte mic (resort slab, k—0), pulsatiile
normale @/ si @, tind citre pulsatile pendulelor libere, @ = 9 si

ll

w?, :Ig. Intr-adevir, trecand la limita K— 0 in ecuatia (6.100), aceasta
2

devine
2 2 2 2\
(w —a)m)(w —a)oz) =0,
.. . 2 2 . 2 2
cu solutiile evidente @} = wg; si @, = wp,.
Pentru K mare si/sau foarte mare (resort puternic, K— o),
pulsatia normald @ tinde la infinit ca

2 2
(E} o +(EJ 0%, (6.101)
ll I2

(,asimptota” (a) din Fig. VI.16). Intr-adevir, avem

o2 1(a)f+a)22)+\/zcz—i-(a)zz—a)12)2/4
a=lim 22 =lim 2 =
k—o0 k—>o0 k
2 2
) mees ()
@ + | —twy, + N
~ lim 1/ M 2) Mo,
k—o0 2k
2
Yok 1, (hY k_, (h) K
l,) mm, 4 (L, ) m ™ (L) m

+lim =
k—o0 k
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mz 1 m 1 (h} 1 m 1 m 1 |
=l —| —+|—| —+ || — | —+||—| ——-| | —| =
l,) 2m (I,) 2m, L1, ) mm, l,) 2m, (I, ) 2m
e e eSO E RG]
=l —| —+|—| —+, || = | =—+| | =— | =|—| —+|—
l, ) 2m (I,) 2m, l,) 2m, (I ) 2m L) m ([,

- Yk (hY k (hY h)
@ = ka=|—| —+|—| —=|—| &+ —| &3,
ll m |2 rnZ ll |2

adica relatia (6.101), iar cealalta pulsatie, @?, tinde la pulsatia unui pendul
b
care are doud mase, M si M,, pe aceeasi tija ideala, la distantele |, si |, <I;

(conform presupunerii de mai sus) de punctul de sustinere (vezi Fig.

V1.17), (,,asimptota” (b) din Fig. VL.16):

k—oo
o2 o2 = g MM (6.102)
ml; +myl;

o0

Intr-adevar, impartind la K ecuatia (6.100) si trecand apoi la limita
K — o obtinem succesiv

ot s el

2 2 2
1) o 2 2+9+[Ej L(Ej L g{h) ko,
k ll I2 I1 rnl I2 rnz I1 |2 |2 mz
2 2 2 2 2
LHNETHEHEE
{1, () m o )ymm,  ULL Jmm,

sau,
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sau,

sau inca,

2 2 2
[EJ 1 +g(£j i&(ﬂj 1 o 6103
L) m | L) m L) m

g[hj21+9(hj21
ZD'Z_ll L) m LI m: rnlll+mzl2= 5

- g — Yoo
L) m ) m

adica exact relatia (6.102). Faptul ca relatia (6.102) exprima pulsatia
pendulului din Fig. VI.17 rezulta simplu astfel!¢:

Deoarece ambele corpuri se afla pe aceeasi tija rigidd si de masa
nuld, acestea au aceeasi coordonata unghiulara 6. Deci, sistemul are un
singur grad de libertate, cdruia 1i asociem coordonata generalizati 6. Sa
deducem functia lui Lagrange a sistemului din Fig. VI.17.

Intrucat

® Nu vom mai parcurge toate etapele algoritmului de rezolvare a unei probleme prin intermediul
formalismului ecuatiilor Lagrange de speta a 11-a, multe etape fiind subintelese aici.
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x =lsn@,
. . =1 2
0 .1|2 .*:, x {yi =1, cos@, (i=12).
. X =l.0cosO, .
A" N\ BT (=1 2),
Bpo-my y, =-l.6sing,
! pentru energia cineticd avem
: 1 0 1 .
: T:T1+T2:§ml‘v12‘+§mz‘v§‘:
L n, - % m26? +%mllfé2 = %92 (miZ+myi3)
Y (6.104)
Fig. VL.17

iar in ceea ce priveste energia potentiala avem,
dV =-dA= -G, -dr, -G, - dr, = —mgdy, - m,gdy,,
de unde, alegaind ca nivel de referintd pentru energia potentiala planul
X0z (adica y, =0, y, =0), obtinem
V =-mgy, —m,ay, = -mgl, cos¢ —mygl, cosé = —gcosd(ml, +mjl, ),
(6.105)
constanta arbitrard de integrare fiind determinata de alegerea nivelului de

referintd pentru energia potentiald: V (Y, =0, y, =0)=0. Atunci, functia
lui Lagrange va fi

L=T-V =%92(mllf+mzlj)+ g(ml,+mJ,)cosd,  (6.106)

iar ecuatia Lagrange de speta a Il-a,

E(a_'—_j_ﬂz 0, (6.107)
dt\ o8 ) o086
tinand cont ca

al_ b 2 2

Eze(mll +mz|2):
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d (al‘.j=é(mlf+nlzlj)

datl 06
st
oL .
£=—g(mlll+mzlz)sm9,
se scrie
6(mi7 +m)7)+g(ml, +my,)sing=0 (6.108)

si reprezinta ecuatia diferentiala a miscarii sistemului. Se observi ca, in
limita micilor oscilatii (sin 0= H) (cand ecuatia se mai scrie
6+02°0=0, (6.109)
unde am utilizat notatia
QZ_ mll"'mzlz :wZ)
ST miZemlz
mi, +ml;

acest sistem se comporta ca un pendul simplu a cirui pulsatie este
| I
Q= gt _ (6.110)
ml; +myl;

6. Problema a trei pendule identice cuplate

Se consideri trei pendule simple identice (vezi Fig. VI.18), fiecare
avand lungimea | si masa m. Pendulele sunt legate prin doud tresorturi
identice de masa neglijabild, netensionate cand pendulele sunt in echilibru
(6,=6,=0,=0) siaflate la distanta h fata de articulatiile tijelor, ca in Fig.
VI.18. Si se scrie ecuatiile de migcare ale sistemului si sd se determine
solutiile acestora in cazul micilor oscilatii.

Rezolvare
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Si in acest caz sistemul este unul natural, deoarece, atat campul
gravitational, cat si campul fortelor elastice sunt campuri potentiale de
forta.

Y mg mg mg

Fig. VI.18

Presupundnd ci migcarea corpurilor ate loc in planul xOy (z=0),

ecuatiile legaturilor care ,,afecteaza’ aceastd migcare sunt:

f(z)=2=0,
f,(%, ) =X +y; -1 =0,
fs(zz)zzz :Oa

2_1%2 =

fo(%0 ¥2) =X +Y;
fS(ZS):Z?,:()’

2 _
fo(Xs Ya) =23 +y5 1% =
unde, am considerat cate un sistem de referintd pentru fiecare pendul in
parte, cu axa OX comund, dar cu originile in puncte diferite (in cele trei

puncte de suspensie).
Rezultd ca sistemul are 3-3—6=3 grade de libertate, cirora le vom

asocia ca si coordonate generalizate, unghiurile 6, 6, si 6, ficute de cele

3

trei tije ideale (rigide si de masa neglijabild) cu verticala.
Energia cineticd a sistemului va fi
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T=T,+T,+T, :%m|\71|2 +%m|\72|2 +%m|\73|2 —

=)0 ) g ).
Deoarece
x =1sing, y =lcosé, (i =J§),

expresia energiei cinetice devine
1 o . 1 o . 1 - .
T :Em(xf + yf)+§m(x§ + y§)+§m(x§+ YAE
1 e
=§m%$+%+%y

Energia potentiala are doud ,,componente”,
>

una gravitationald si
una elasticd, V=V, +V,. In ceea ce priveste partea de origine

gravitationald, putem scrie
dVg = _dAb = _Gl : dFi_GZ ) drz _Gs ) drs = _mgdyl_ mgdyz - mgdys,
deci,
Vg =—mgy, — Mgy, —mgy, +VgO >
unde constanta arbitrard de integrare V,, poate fi luatd zero, dacd alegem
ca nivel de referintd pentru energia potentiald gravitationala planul XOz.
Intr-adevir,
V,(%,=0,¥,=0,y,=0)=0 = V,,=0.
Rezulta astfel ca
V, =—-mgy, — mgy, — mgy, = —mgl cos¢, — mgl cosé, —mgl cosd, =
=—mgl (cosé, + cosd, + cosb,).
Pentru partea de origine elasticd avem
dV, =—dA =-F, - df = —(-kx- dX) = kx dx,

de unde,

V. =Ll +v

e el
2
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in care constanta arbitrara de integrare V,, poate fi consideratd nuld daca

se alege ca ,,nivel” de referintd pentru energia potentiala elastica starea
initial, in care deformatia resorturilor este zero:

V,(x=0)=0 = V,=0.

Atunci, energia potentiald elastica totala (a celor doua resorturi) va fi
V.=V, 4V, :%kxf %1«5 E%k(ﬁxl)z +%k(Ax2)2,

deoarece, alegand ,nivelurile de referinta” pentru energia potentiald
elastica a celor doua resorturi chiar stirile initiale, variabila genericd X din

expresia lui V, va reprezenta chiar deformirile Ax, (i=1, 2) ale celor

doua resorturi (cu cat s-au alungit, ori s-au comprimat resorturile). Din
Fig. VI.18 se observa ca

Ax, =%, —% =h(sing,—sing,)

st
A%, =%, — X, =h(sin6,—sing,).

Tinand cont de formula trigonometrica

sina—-sinb= Zsin(a jcos(Tb]

:_kh{4sm [9 jcosz(eﬁgzj}
2 2
+1kh2 4sin2(ﬂjcosz(u) .
2 2 2

Deoarece au aparut deja termeni de ordinul doi, vom utiliza
ipoteza micilor oscilatii, in care

3
sin 0, -6, 292_01+O 0, -6, ;92_‘91,
2 2 2 2

2 4
cos M :1_1 M +0 Hl+92 =1,
2 2 2 2

V, devine
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3
Sin(93_02j= 93_92 _Ho[es_ez] ~ 03;92,

2 2 2
2 4
cos M :1_£ M +0 02+03 ~1
2 2 2 2

si atunci V, devine

V.- 22(0,-0)'+ S (0,6, - S (-0 (0,0

Energia potentiala totala a sistemului este
V =V, +V, =—mgl (cosé, + cosé, + cosb, ) + % kh? [(92 ~60,)" +(6,- 92)2] ,
iar functia Lagrange a sistemului se scrie astfel:
L=T-V :%ml ?(67 +63 + 63 )+ mgl (cos6, + cos6, +cost;) -

_%khz [(6,-0)" +(0,-0, |

Avand in vedere ca

L _mizg 3(6—L.J=n12{9;, (i=13)

8¢ " dt|od
st
%:—mglsineﬁkhz(ﬁz—@l),
1
oL . 2 2
S =gl Sing, — KN (6, ~6,) + K (6, - 6;) =
2
— —mgl sing, — 2kh?6, + khZ (6, +6;),
= -l sing, -k (0,-6,),
3

ecuatiile Lagrange de speta a I1-a,

dfaL) oL o
ala o bm

devin
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ml*6, + mgl sing, —kh? (6,-6,) =0,

ml?6, + mgl sing, + 2kh°, —kh’ (6, + 6,) =0

st
mi %6, + mgl siné, + kh* (6,-6,) =0,
sau, in ipoteza micilor oscilatii (Sin& =0, i=1 2 3),
g kh? kh?
91+[| + lz]el—Wezzo, (6.111)
g, 2K’ kh?
b, + T |6 Iz(e 6,)=0 (6.112)
st
kh? kh?
93+(?+ Iz]es—mezzo. (6.113)

Intrucat sistemul efectueazd oscilatii mici, vom cauta solutii de
forma

6 =Asnot+B cosat. (6.114)
Impunand ca aceste solutii si verifice ecuatile diferentiale
(6.111) +(6.113) ale miscarii sistemului, obtinem

2 2
—w?A sinwt — »’B, cosmt + g+& sinwt + g+£ coswt —
| mil? | ml?

2 khZ
TAZSIHwt—T BZ coswt :0,
m

2 2
—a)ZAzsina)t—a)zBZCOSa;H(? 2kh jAzsm ot + (Ig an;hszzcoswt—

2 2

2
kh sin t—kh coswt—& sin t—& coswt =0
mi? ml? mi?

st
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2 2
—CI)ZA,’S-nCl)t—CI)ZB3COSG)t+(|g+%]ASSina)t-l-(lg-i-%jB3COSCl)t—
2 2

. kh
—TAZSIna)t—TBZCOSa)t:O.
m m

Identificand coeficientii functiilor trigonometrice SNt si Coswt
din cei doi membri ai relatiilor de mai sus obtinem,

) g kh2 khZ
I DL LR P LN 6.115
(a’+|+m|2]Al mz =0 GI)
2 2
(_wz+lg+%}31_%szzo, (6.116)
K 2kn?) . Kkh?
_WAH[_CUZJFQ 2y jAZ_WASZO’ 6.117)
K k). Kkh?
_WBﬁ[“"z*%*WJBZ_WBS:O’ (6.118)
kh 2,9 kh’
~e BT G119)
st
kh2 ) g kh2
g+ -0+ 34+ g, <0, (6.120)

Pentru ca sistemul format din relatiile (6.115), (6.117) si (6.119) sa
tie compatibil trebuie ca

2 2
_w2+g+&2 _&2 O
I ml ml
2 2 2
_&2 _w2+g+2khz _ﬁz :O’
ml Il ml ml
2 2
0 —&2 —a)2+g+&2
ml I ml
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adica,

2 22 2\2 2
—a)2+g+2kh2 —a)2+g+&2 -2 ﬁz _w2+g+k_hz =0,
I ml I ml ml |l ml

sau,

2 2 2 22
_w2+g+2khz —a)2+g+2kh2 —w2+g+ﬁ2 -2 &2 =0.
I ml [ ml [ ml ml

Aceasta ecuatie este satisfacuta daca

2

—a)2 +g+—2 =0 5
I ml
cu solutia
2
o =|§+% (6.121)
sau daci
2
_a)2+g+k_r]2 _a)2+g+2kh2 =2 k_hz
| ml? | m? m? )’
adica,

2 2 2 22
o' -20° g+3kh2 + g+&2 g+2kh2 -2 kh2 =0,
I 2ml I ml I ml ml

care este o ecuatie de gradul doi in . Solutiile ei sunt

2 2\2 2 2 2\2
w§3:g+3kh2i ng3kh2 B gijh2 g+2khz +2ﬁ2 _
' I 2ml | 2ml | ml I ml ml
2 214 2 2
=g+3khi 9kh=g+3kh iﬂ,
| 2ml? \/4m2I4 | 2ml? "~ 2ml?

2
0 = @ =Ig+3kh (6.122)

adica,

st
2_ 20
w; =0, =—. (6.123)
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Aceleasi valori ale frecventelor se obtin folosind sistemul ecuatiilor
ramase, (6.116), (6.118) si (6.120) in necunoscutele B, B, si B;. Lasam
cititorul sd se convinga singur de aceasta.

Asadar, schimband numerotarea (arbitrard) ficutd mai sus, cele trei
frecvente normale ale sistemului de trei pendule identice cuplate, in cazul
analizat, sunt

kh? . 3kh?
“’\ﬁg o= yf g S (6129

Inlocuind pe @f din (6.124) in ecuatia (6.115) obtinem:

RECIE NN

sau,
2 2
i i
de unde,
A=A. (6.125)
Substituind acum pe @} din (6.124) in ecuatia (6.116), obtinem
B,=B,. (6.1206)
Intr-o manieri aseminitoare, cu @? din (6.124) in ecuatia (6.117)
avem
2 2 2
:_k_thﬁ(_g+g+2khszﬁ_ﬁpfo
ml® 1 m? ml® '
de unde, utilizand (6.125), rezulta ca
A=A=A. (6.127)

In fine, inlocuind pe @? din (6.124) in relatia (6.118) si utilizand
(6.126), se obtine



278 Capitolul V1
kh2 , g 2k kh?
-2+ 2+ B-——B. =
mZ o [ ATV )P T e B,

kh2 2kh? kh?
=———5B+ [ 9.8, sz—WBsﬂ)’

| ml?
adica,
B,=B,=8B,. (6.128)
Reluand aceleasi calcule cu @5 dat de (6.124) in locul lui @? -9
din aceeasi relatie, avem (utilizﬁnd relatia (6.115)):
g kh? g kh? L9, kh?
2 A 20 L3R A 0,
( +I " JAL mI2A2 [ m? 1 m? A AZ
de unde,
A =0. (6.129)
. , g kn* \ ..
Apoi, cu :I_+W din (6.124) in (6.116) gasim
kh? kh? g kh® g kn kh?
2, 9, 10 = -2—-——+2+— |B-——B,=0
(a’z | m|2JBl mz 2 [| m? T T T 20
dica
B,=0. (6.130)

La fel, cu @ din relatia (6.124) in (6.117) si utilizand (6.129)

obtinem

kh? g 2kh?
_W“(_“’Zz*T*WJAZ pas
kh? kh?
ST AT A0
de unde,
A=-A. (6.131)

In mod aseminitor, cu @? din relatia (6.124) in relatia (6.118) si
ticand uz de relatia (6.130) gasim ca
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kh? g 2kh? kh?
-———B+| -, +>+—5 |B,-——B, =
m|2 Bl ( 0)2 | m|2 J 2 m|2 BS
kh? kh?

B R
adica,

B,=-B,. (6.132)

In sfarsit, reluand calculele pentru cea de-a treia frecventa din
2

obtinem succesiv:

relatia (6.124), @ = lg + 3kh

mi?

- din relatia (6.115):

kh? kh? 3kh? kh? kh?
[—w§+g lzJA— ZAZ{—%— v j/ﬂ—mzAfo,

I ml m? | m?

A =—2A; (6.133)

B,=-2B; (6.134)
- din relatia (6.117), utilizand si rezultatul (6.133):

kthﬁ[_ g+2kh2JA2 khzzAsz

ml? | ml? ml
kh? g 3kh* g 2knh
SRLLLIY N | ML Y - 0,
A ( I m? 1 m? A I2 A3
adica,
A=A; (6.135)

- din relatia (6.118), facand apel si la rezultatul (6.134):
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ki g oK) K
—m—Bl+(—a)§+—+—J BZ—W% =

|2 | ml?
kh? g 3kh? g 2kh? kh?
=———B -2/ -——- +=+ - =0,
mI2Bl (I m? | m? & mI2I33
de unde,
B,=B,. (6.136)

Relatiile (6.119) si (6.120) se verificd in mod identic in toate cele
trei cazuri, fiind compatibile cu rezultatele gasite in fiecare situatie in parte.
Verificarea acestui lucru o lisam in seama cititorului.

Tinand cont ca sistemul are trei frecvente de oscilatie, solutiile
ecuatiilor diferentiale ale migcarii celor trei pendule cuplate se vor scrie ca
o superpozitie a celor trei moduri de oscilatie. Avand in vedere relatiile

(6.114) 51 (6.125) =+ (6.1306), pentru 6, 6, si 6, putem scrie atunci,

6, = Asinot+ Bcosat +Csinw,t + Dcosa,t + Esinat + F cosat,

6, = Asinaot + Becosaot — 2Esin ot — 2F cosart,

6, = Asinat + Becosot —Csina,t — D cosa,t + Esinawot + F cosant,
(6.137)

sau,
0, =K sin(ot+a)+K,sin(ot+a,)+ K sin(ot+a;),
0, =K, sin(ot+a,)-2K,sin(wt +a,), (6.138)
0, =K, sin(ot+a,)-K,sin(ot +a, )+ K sin(ast + ),

sau inca, sub forma matriciala,

6, 1

+ +1 5
6, |=K | +1 sin(\/lgual}er 0 sin[‘flg+%t+a2J+
A +1 -1
+1 5
+K,| -2 sin( /g+3kh2 t+a3],
| ml

(6.139)
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unde constantele arbitrare de integrare A, B, C, D, E, F, respectiv K, si
a, (i = 1,3) se determina din cele sase conditii initiale,

0(t=0)=6,, 6 (t=0)=6,, (i=13). (6.140)

7. Problema pendulului gravitational dublu

Sa se studieze miscarea unui pendul gravitational dublu format din
doua corpuri (puncte materiale) de mase m si m,, lungimile tijelor ideale

(de masa nula si cu articulatii fard frecare) fiind |, si respectiv |,.

Rezolvare
Sa identificam mai intai legaturile la care este supus sistemul.
Y Intrucit presupunem miscarea
o Y, y plana (considerand doar condi-
ya— = i initiale corespunzitoare) si
xll 4 ‘B finind cont de Fig. VI.19, pu-
—————— m tem scrie:

X, ! f.(z) =2z =const, (=0),

f,(z,) =z, = const,, (=0),

fo(%, V) =X +y; =17 =0

Fig. VI.19
si
2 2
f04% %, ¥ ¥2) = (% =% )" + (¥, = %) =17 =0.

In concluzie, sistemul este supus la patru legituri olonome
(bilaterale, scleronome si finite) si are 3-2—-4=2 grade de libertate.
Asociem acestor doua grade de libertate coordonatele generalizate 6, si 6,
— unghiurile facute de cele doud tije cu verticala descendentd. Singurele

forte aplicate sistemului sunt cele doud forte de greutate ale corpurilor.
Campul gravitational fiind unul potential (chiar conservativ) rezulta ca
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sistemul este unul natural. Pentru a determina functia Lagrange a
sistemului trebuie sa aflaim potentialul (energia potentiala a) sistemului si
energia lui cinetica.

Conform celor discutate in cadrul problemei pendulului simplu,
avem

dV =-dA= -G, -dr, -G, - dr, = —mgdx, —m,gadx,,
de unde,
V =—g(mx +mx,)+V,,
constanta arbitrard de integrare V, determinandu-se prin alegerea
convenabila a nivelului de referinta pentru energia potentiala. Evident, cel
mai convenabil este ca V, =0. Acest lucru este cu putintd, daca alegem

nivelul de referintd pentru V' ca fiind planul yOz. Intr-adevir,
V(x=0%=0)=0 = V,=0.
Atunci,
V =—g(mx +mx,)=-g[ ml, cosé, + m, (I, cosé, +1,c0s6,) | =

=—gl,(m +m,)cosé, — m,gl, cosé,.
(6.141)
Deoarece, din Fig. VI.19 avem,
{xlzllcos&l, , {Xlz—llélsinel,
. deci, ;
y,=1,sné@, y, =+l,6, coséd,,
st
{x2=llcosel+lzcosez, C [% =-1,0,sn6,-1,6,siné,,
Y, =l,sing, +1,siné,, < {yz = +1,6, cosé, +1,6, cosb,,

energia cineticd a sistemului este
1 . 1 . 1 . . ) .
T=TaT,=omfef o my ol =2[m (¢ + y7)+my (% + v2) | =
_ % mi26? +%r@ (1262 +1262 +21,6,0,cos(6,—6,) | -

= %If@f (m+m,) +% my1267 + myl1,6,6, cos(6, - 4,).
(6.142)
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Functia Lagrange a sistemului va f1 atunci:

L=T-V :%Iféf(mﬁ mz)+%sz22¢9'22 +myl,1,6,6, cos(6, - 6,)+

+9l, (m +m,)cosd, + m,gl, cosé,

(6.143)
si, deoarece nu depinde explicit de timp, rezultd cid ecuatiile Lagrange de
speta a 1I-a admit integrala prima a energiei (energia totald a sistemului se
conserva),

- oL . oL
=E. +E =0 —+6,——L =const. 6.144
Etot cin pot 1 a 01 2 a 92 ( )
Ecuatiile Lagrange de speta a II-a corespunzitoare celor doua
coordonate generalizate sunt
dpaob) oy (6.145)
dt\ o6, ) 06,
st
g OI'_ 8L =0. (6.145%)
dt\ 00, 6(9

Efectuand derivatele corespunzatoare,

i_lze(mﬁmz)ﬂnzllecos(e -6,),
a6,
aa;‘_mzlze +myl,1,6, cos(6,-4,),
d( oL
=17 Il -
dt(&@] 26,(m +m,)+myl,0,cos(6,-6,)

—-mJ 1,67 sin(6,-6,)+myl1,6,0,sn(6,-6,),

d( oL 2
dt[&@} my126, + myl,1,6, cos(6, -6, )+

+myl 1,67 sin(6, - 6,)—m).1,0,6,sin(6,-4,),
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oL s )
5:rnzlllzﬁlé'zsm(ez—6?1)—(ml+mz)gllsmH1
1
st
oL s )
ﬁz—mzlllzelezsn(ez—491)—nglzs|n02,
2

ecuatiile Lagrange (6.145, 6.145’) se scriu astfel:
126, (m +m, )+ myl1,8, cos(8, — 6, ) - myl,1,02 sin(6,-6,) +
+(m+m,)gl,sing, =0
(6.1406)
si
m)\>6, + m) 1,6, cos(6, - 6,)+mJ 1,67 sin(6,-6,)+mygl,sing, =0.
(6.146")
Ecuatiile (6.146) si (6.146°) reprezinta totodati i ecuatiile
diferentiale ale migcarii sistemului. Rezolvarea analiticd a acestora in cazul
cel mai general nu este posibild. De aceea, de obicei se recurge la

abordarea cazurilor limiti mai importante. In primul rand, cel mai adesea

se studiaza cazul oscilatilor mici, cand, tinand cont de aproximatiile
2

cos(6,-6,)=1 si cosé ;1—%, (i=1, 2), functia Lagrange (6.143)
devine

L=T-V-= %If@f (m+ mz)+%sz220'22 +m)l, 1,60, -
(6.147)

1 1
_E gll(ml+ %)912 _Enbglzezz’

unde am omis termenii constanti gl,(m+m,) si gm,l, (lagrangeeni

echivalent).
In cele ce urmeaza ne vom restrange atentia asupra cazului
particular |, =1,=1. Luand drept coordonate ale micilor oscilatii

§1=\/a|6?1 si fzz\/ﬁl (6,+6,), ccea ce inscamnd ci lele si
m

o5 &
i,

, lagrangeanul micilor oscilatii (6.147) devine
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—1 22\_ 39 m, .. 2 m g
_2(51 é:z) _[1"'2”1}51"'52}"' m lflfz, (6.148)

adica lagrangeanul (6.76) din problema cinci, cu

a;leg 1+2%], a;gzlg (6.149)

_9m
K_l\/;. (6.150)

Pulsatiile normale (ale modurilor normale) se obtin fiacand
inlocuirile corespunzatoare in relatiile (6.80) si (6.81) din aceeasi problema.
Rezulta:

@2 =%(a)12 +a)22)—\/1c2+(a)22—w12)/4=|g{l+ﬂ[l— 1+ﬂﬂ

st

m m,
(6.151)
st
1
@’ =E(a)f +a)§)+\/zc2 +(a)22 —a)f)/4 =%{1+%{1+ /1+%ﬂ
(6.152)

Analizei generale in raport cu @, si ¥ la @, fixat din problema

amintita i corespunde acum dependenta de raportul ﬂ Vom considera

in cele ce urmeaza doar cazurile limitd mai importante: m <1 m >1 si

m =m,. Intr-adevar, dupa cum am vazut in problema cinci, conditia de

»cuplaj slab” (cand oscilatiile sunt localizate), x < ‘a)zz—a)lz , Inseamna

g\/g«zgmz‘ = \/E»l & ﬂ>>1,
Iym m m

acum:
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iar conditia de ,,cuplaj tare” (cand oscilatiile nu mai sunt localizate),
K>>‘a)22—a)f ,

9 Mg

I\ m

ngz‘ = \/E«l = ﬂ<<1.
m m
m,

1) In cazul —2 <1, oscilatiile fiind nelocalizate, conform analizei

generale efectuate in problema cinci, avem

gl g Tht (6.153)

V2 J2

1., (i=1 2) fiind coordonatele normale, deci pentru care putem sctie
=Acos(ait+y,), (i=1, 2), (6.154)

unde A si y;, (i=1 2) sunt constante atbitrare, determinabile din
2_ 2

W, —,

conditiile initiale. Intr-adevir, pentru ctg2¢ = avem:

ctg2¢ = = \/7 =— /— (— 0O prin valori negative),

ceea ce inseamnd ci (p—)z (prin valori mai mari ca Z), deci relatiile

(6.78) din problema cinci cu notatiile de aici, adica
{51 =1,C08¢p—1,SiNQ,
&, =1 Sing+17,C0SY,

conduc imediat la (6.153). Pana la termeni de ordinul intai in ﬂ,
m

@;, (i=1 2) din relatiile (6.154), sunt date de

1
w1]2=w0[1$§\/%]=a)0$;/, (6.155)
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1 . A o . not.
cu y=a, 3 LIPS @, si = Ig . Intr-adevir, cu notatia z = M ,
m m

paranteza pitratd din expresia lui @7, {1+ﬂ(l— 1+ﬂﬂ, se scrie

m m,
{1+ v [1— ‘ /1+Z—12H si atunci
1 1
@, = \/|§ \/1+ z (1— /1+?J = a)o\/1+ z [1— ‘ /1+?J :

Tinand cont de aproximatia /1+¢ Eli% (ne oprim doar la termenii de

ordinul intai in Z) avem

\/1+z(—\/:] N1+ 2 -2+ 2 =14 -2 +1 =

2
;\/1+22—z{1+%] 1+ 7 —z—— V1- 1——

si atunci
wl;a)o(l—zj=a)o 11 m (6.156)
2 2\ m
In mod cu totul aseménitor se arat faptul ci
@, ;a)o(l+zj:a)o 1+l M| (6.157)
2 2\'m

Presupunand ca in momentul initial pendulele sunt in repaus
(él(to =0)=0, 6,(t,=0) :O) si doar pendulul de masa m, este scos din
pozitia de echilibru (49 (t, = 0) =0, 6,(t,=0)= 490) , avem:

_ % L Thh _
NN Zm [ Acos(at+y,)— A cos(a@,t+y,) |

(6.158)




288 Capitolnl VT

st

_ S G Wt - _{ 1 1 }7
Cm Ym T em 1 2m (12m, 1am )T

Jr 1 n,= t 1 A cos(@t+y, )+
l/2m, 1 /2m [2m, 1/2m

1 1
+(|\/ﬁ+| 2mJAZCOS(th+%)’
(6.159)

unde constantele arbitrare A, A,, v, si v, se determind din conditiile
initiale. Avand in vedere ci

IF[WZAZSH wztﬂ//z) wlﬂlsin(wltﬂ//l)]

st

. wl
92_[| 2m I\/—J'Als‘n wlt+l//1 (I\/— | ZmlJAzsm(th_'_WZ)

impunerea conditiilor initiale conduce la urmitorul sistem algebric de
ecuatii in constantele arbitrare amintite mai sus:

1
O_ﬁ(ACOSV/l_AZCOSl//Z)’

= t 1 A cosy, + L + = A, cosy.
lJ2m, 1/2m Slzm, 12m z

1 . .
O:ﬁ(wz%ﬂnl/lz—wlﬁsmlﬂl),

S S (e L
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Din ecuatia a treia a acestui sistem rezulti ci @,ASiny, =@,A SiNy,.
Utilizand aceasta egalitate in ultima ecuatie a sistemului obtinem ca y; =0
si w, =0. Cu acest rezultat in prima ecuatie a sistemului gasim ca A = A,

| G,/m,
s

care, utilizata in ecuatia a doua a sistemului conduce la A = A, =

Atunci,

& h— 772_& mz(

_I\/7I2ml 2\ m

922(&——0\/EJCOSW1I+£&+&\/E]COSZUZI:
2 2\m 2 2\m

o, 6,
EO(COSwlt +Cosw,t)+ 70 \/% (cos@,t —cosamit).

CoSw,t — COSw i)

st

Utilizand cunoscutele identititile trigonometrice

X— X+
COSX+ COSY = 2C0S ZyCOS y,

2

(6.160)

COSX—COSY = —ZSinX;Zysinﬂ,

2

expresiile coordonatelor unghiulare 6, si 6, devin

gl:i /ﬂ(co&vlt—cos%t):@o ﬂsin(wz_wl)tsin(wﬁ%)t:
2\m \m 2 2
A CA . . :
=0, /%sn(% /%]sna)otzeo /%sna)otsmyt

st
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0, = % (cosm,t +cosam,t) +& My (cosw,t —cosa,t) =

2 2\'m

= 0, cosa,t cosyt + 6, /& cosat cosyt = 6, (l+ /ﬂ] COS@,t CoSyt =
m m

= @, CoSw,t cosyt.
Relatiile obtinute,

m, . .
6 =6, |—=snatsint,
170y T (6.161)

6, = 6, cosw,t cosyt,
ne aratd ca pendulele oscileaza ,alternativ’’ (fiecare isi atinge amplitudinea
cand celdlalt se afla in pozitia de echilibru). Totodata, se observd ci

amplitudinea pendulului de masa m este mult mai mica (de \/m/m, ori)
decat cea a pendulului de masa m,. De asemenea, acest rezultat poate fi

interpretat ca fiind de tipul ,batdilor”: oscilati cu pulsatia @, si
amplitudinea mult mai lent variabili in timp, Gy (t) =6, 2SNyt si,
m

respectiv, 6.4 ) (t) =6, cosyt.

2) In cazul M1 oscilatiile sunt localizate si, deoarece @, > w,,
. . . 7
conform analizei generale din problema cinci, avem (p;E,

astfel ca

=1, 851 8,2,
Intr-adevir, in acest caz

2 2 |

m,
Ctg2¢p = 0)22_7(0)1 — Zg :.}Z :_\/% (—)—OO),CéCi m,>m,
m

ceea ce inseamna ca ¢ = — , iar din

7
2
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{51 =1 COS(P—UzSin(P,
&, =m Sing+1n,Cosy,

rezultd imediat & =-7, =—A,cos(@,t+y,) si & =m =Acos(at+y,).

m

Lucrand si acum in aproximatia de ordinul intai in /— <1 obtinem:

@y . 2 g
wlzT; sl @, = w, /sz cu a)gzl—

A not.
Intr-adevir, pand la termeni de ordinul intai in z = fﬂ , paranteza
m,

patratda din expresia lui @}, adicd {1+%[1— /1+%ﬂ, se scrie

{1+ iz (1— 1+ 7 )} si atunci,

VA
wl:\ﬁ 1+ﬂ(1— 1+ﬂ]:a)0\/1+i2(1—\/1+22).
I m m, z

Tinand cont de aproximatia /1= =1+2 (ne oprim doar la termenii de

ordinul intai in z) avem

2
\/1+i2(1—\/1+ z2) = \/1+i2(1—1—2—] ~hoio L
Z V4

2

sl atunci,

iar pentru

@, = \E \/1+%[1+ /1+%] - a)o\/1+z—]'2(1+«/1+ 22) ,

utilizand aceeasi aproximatie, {1+ ¢ =1+
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J2 2
3725%7=a)o Emz,

2
\/1 1(1+\/1+z) \/1+i(1+1+z—]= 1+£2+%=
z

2\/7\/_Z

Presupunand si in acest caz ca la momentul initial pendulele sunt in

caci

Nloo
ml

repaus (él(to =0)=0, 92 (t,=0)= O) si doar pendulul de masi m este
scos din pozitia de echilibru (6;(t, =0) = 90, 6,(t, =0)=0), avem

_ & ~_ 1 _
Jm ~ 1ym |J_

_ % & T
2dm, IYm |f |\F

=——=—cos(at+y,)+ .

m W

unde A, A, w, si Wy, sunt constante arbitrare, determinabile din

cos(@ t+y,)

st

A

cos(@,t+y,),

conditiile initiale. Cum
0, = e —2Zsin(@,t +y,)
m
st

— t 2A2 t
Irsn ARV I\/asm(wz +¥,),

0, =

conditiile initiale considerate conduc la urmatorul sistem algebric de patru
ecuatii in necunoscutele A, A,, v, si y,:
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A
6, =— cosy.,
0 | \/ﬁ v,

0= A cosy, + s cosy,,

N I Jm
oz%gn%,

O0=-

l\/_SInl/ll \/Zésmz//z.

Din ecuatia a treia rezultd imediat y, =0, si atunci, din ultima ecuatie a

sistemului obtinem ci §i y; =0. Cu aceste valori in primele doua ecuatii

ale sistemului rezultd A, =l Hom si A=l 6,\/m, . Asadar,
6, = 0, cosa,t = 6, cos( w,y2m, 'y 1) (6.162)

@ 2
6, = 0, cosw,t — 6, cosw,t = 0, cosT;t -6, cos(a)o /sz t] =
= 0,| cos 22t —cos| w 2—mzt =
0 \/5 0 rnl

st

2 1 2 1
A2, ~lm )
:2905“1 t sin tx
2 2
52'905”‘2( Newee t]=<90 1—005[600 Z—mztj .
m m
(6.163)
A 2 2 ot 2 2
3) In cazul m =m,=m, din a92¢zu — =% 3;(00 _
2K 2w}

=-1 gisim cd
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V1+a? 2 242
= Sng= 1+\/§ = ¢_3_7z
272 8

st

V1+a? 22
22 8
Atunci, din
{51 =17,C08p—17, SN,
&, =mnSingp+n,Cose,
rezulta

p :\/&—1 \/«Eﬂ

272 "2z ™
: _\/\/§+1 +\/\/§—1
2 2\/5 h 2\/5 My,

iar pentru @, si 6, obtinem:
,_ G _ 1 \/\E—ln_\/ﬁﬂ?7 )
Cvmo Wm(V2y2 "t V22

:ﬁ[ \/257_21 A cos(a@t+y,)—, /% A COS(wth//z)}

(6.164)
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1 1| V2+1 /\E—l
Hz—m(fz—fl)—m( o2 h+ PN 772}‘
\/_+ \/«/_+1 \/\/5—1 N
|J_ " V22 2z N2z |
L1 \/JE—1+\/J§+1 1 \/ﬁ+1_\/ﬁ—1 )
Wml\V 22 N2z T ivmV 22 V22

xA cos(@t+y, )+ I\}EL\/\/ZE\/E1+\/\/2§\/%1J A, cos(a,t +y,).

(6.165)
Avand in vedere ca

|j-_[ \/E\/t AzZD'ZSH"I(ZUZt+l//2) \/25\/_51 Atwlsin(wlt—i—l//l):l

st

st

1| [V2-1 [J2+1 .
- + o, SIN(w.t+ ,
I\/m[\/ 22 \/2& }AZ SN (@t +v2)
conditiile ~ initiale  ,(,=0)=0, 6,(t,=0)=6, si  6,(,=0)=0,

0, (t, =0) =0 conduc la urmitorul sistem algebric de patru ecuatii cu cele

atru necunoscute , A, i ana aici constante arbitrare
1 2 5

determinabile din conditiile initiale):
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:\/\/272—\/_51 ALCOS‘//l_ﬂ\/Ziz—\/%l A, cosy,,
J2+1 [V2-1 J2-1 [V2+1
I 90\/5:[\/ 22 —\/ 202 }ALCOSI/IH-[\/ o2 +\/ NG JAZCOSl/lz,
:\/\/_—l_ ﬂ\/—_ Am, siny,,
2-1 V241 V2-1 V241 -
[\/ 22 _\/ 22 JA " {\/ 2.2 \/Zﬁ JAZWZWZ'

Din ultimele doua ecuatii ale acestui sistem rezulta simplu ;=0 si

=0. Cu aceste valori in prima ecuatie a sistemului obtinem

W21
& ﬁ+1pﬁ’
care, introdusa in a doua ecuatie a sistemului furnizeaza pentru constanta
A valoarea
B | gm _
\/\/§+1_\/x/§—1 \/f 1\/( 1 \/ﬁﬂ\/ﬁ—l
22 N2z V22 \Wze1 "\ 22 V2
| 6,/m ~ | 6,/m
V2+1 2-1 1 21
2\2 \/4+2\/§ \/4—2\/5 \/4+2\/§
deci,

J2-1
I0\/_\/_+ Ieoﬁ

A=y +I—1:J§+1+ 1
Ja-242 ar2y2  Ja-2y2 Jar242

Atunci, relatia (6.164) devine
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= 1| |V2-1 | g,/m —

Im|\ 22 1 J2-1
Ja-202 Ja+242

f«/§+1 | 6,/m B
- N N ) 1 Ccosw,t |=
Ja-242 ar22

% (cosm,t —cosam,t),

T2

iar relatia (6.165) conduce la

1 [ V2+1 [V2-1 | G,4/m
6r2_|\/a{\/2\/E —\/2\/5] . ) 1 cosw,t +
Ja-242  \Ja+242
! Jﬁ—1+\/ﬁ+1 | G,+/m oSt —
Wm(V2v2 Vav2 )| Vo1 1 a
Ja-242 \a+2y2
= g—z(’(coswlt +COS@,t).

Deoarece in acest caz (m=m,=m, |, =1, =),
_9
ZUlz—I—(Z_\/E)

st

@ :%(2+\/§),
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cele doua variabile unghiulare devin

91(t)=%[cos(m wot)—cos(\/m a)ot)} (6.166)

st
2

92(t):&[cos( 2-2 a)ot)+cos(m a)ot)] (6.167)

Obsetrvatie: In acest ultim caz particular (m=m,=m si |, =I,=1)
problema poate fi abordatd si independent de consideratiile generale din
problema cinci. Astfel, ecuatiile (6.146) si (6.146°) devin

26, +0,cos(6,-0,)- 67 sin(6, - 6,)+ 2|9sin91 =0 (6.168)
si respectiv,

8, + 6, cos(6,-6,)+ 67 sin(6, —91)+|gsin6?2 =0.  (6.168)

Daci, in plus, oscilatiile sunt si mici [cos(6,—6;)=1, sin(6,-6,)=0,

sing, =6, sing, =6,], atunci ecuatiile se scriu si mai simplu,

26, + 6, +2|2491 =0 (6.169)
sl respectiv,
9‘2+é1+|g92=0. (6.169")
Cidutim solutii de forma 6, = A€ si 6, = A€”. Obtinem:

_Za)ZAleiwt _a)ZAZeiwt + 2% A.eiwt — O
sl respectiv,
_a)ZAzeiwt _ wZAleiwt _l_lgAzeiwt — 0 ,

sau, simplificand exponentiala nenula,
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2(|——a) jﬁl oA, =0,

_0)2Ai+(|g—a)2jA2 ~0.

Acest sistem are solutii netriviale pentru amplitudinile A si A,

doar dacid determinantul lui este nul:

2(%—0)2j —°

=0, (6.170)

adica,

9

Notind @® =2z si I

= w?, rezultd urmitoarea ecuatie de gradul doi in z:
2
2 2
Z-2(0f-2) =0,
sau
7 -4w}z+2w) =0,

ale carei solutii sunt

z,= 20 +\/4w] - 20, =2w; £20; :a)g(Zi \/E)

Revenind la vechea variabila, avem,

o, = 0N 22 si @, = o 2++2 . (6.171)

Acestea sunt cele doud frecvente normale de oscilatie ale sistemului. Rezulta
deci cd sistemul posedd doud moduri normale de oscilatie (corespunzator
celor doud grade de libertate ale sale).

Dupa cum stim, alegerea coordonatelor generalizate este (Intr-o
mare masurd) arbitrard. Acest fapt ne permite si reprezentam sistemul
printr-un ansamblu de oscilatori liniar armonici, cate unul pentru fiecare
grad de libertate al sistemului. Cu alte cuvinte, fiecarei frecvente normale ii
asociem o coordonata generalizatd care variazd periodic in timp, cu
frecventa respectiva. Aceste coordonate sunt numite normale.
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Sa presupunem cia sistemul oscileazd cu una din frecventele
normale, de exemplu, @,. Atunci, cum 6, = AE™ si 6, = A€, ecuatia
(6.169) devine

20 AE™ — 07 AL + 207 AE™ =0,
sau
(—200] + 2093 ) 6, = 026,

Tinind cont ci @ = (2—\/5)(05 , ecuatia de mai sus devine
[—2(2—&)0)5 n 2a)§J91 =(2-v2)w0,.
adica,
(-2+2v2)6,=(2-+2)6,,
de unde,

0, —2+242 (—2+2ﬁ)(2+ﬁ)

6, 2-2 2
Considerand acum cea de-a doua frecventa normald si reluand
aceleasi calcule, vom obtine

(—2093 + 2093 ) 6, = 36,
Cum @} = w§(2+ \/E) , gasim
[—2(2+ﬁ)w§+2w§}91 =(2++2) 26,

=+/2. (6.172)

adica
(-2-242)6,=(2++2)6,,
de unde,

0, —2-22_(-2-22)(2-V2)
6, 2+42 2
Asadar, pentru cele doud moduri normale de oscilatie, relatiile
dintre cele doud coordonate generalizate sunt:

= 2. (6.172)

0, = 91\/5 (pentru @ =@, — in acest caz modurile se numesc sizetrice) si

0, = —le/z (pentru @ = @, — in acest caz modurile se numesc antisimetrice).
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Daca alegem ca si coordonate normale marimile 7, =6, ++/2 0, st

N.s=06, —2 0,, functia Lagrange (6.143), in cazul particular m =m, =m,

2

l,=1,=1 si pentru mici oscilai (cos(6,—6,)=1, cos6, El—e—é,
(i=1 2)), devine:

2
o1 . .. 1 -1
L=ml?0? +=ml?0? + m?6.0, —-mgl0? —=mgl? =ml?| L=—Las | 4
1 2 2 1¥2 rrg 1 ng 2 [ 2 /2 j

1ot o =t (et Ne=Ts |
+_m|2[ s asj +m ( s as s as |__ || ds_Has | _
2 2 242 2 m 2f

1n,.g|(775+77asj n12|:773+77as_277377as 775+77as+277577as 775 nas:|

2 2 8 8 a2
—m%(n;“+77§5—277577as)—%(77§+n§5+2nsnas)=
ol 200 = 2e) | N2+ 20)
- 82 82
ol 2 _ 2 ,
¥ (7785\/;"’5)} nfl(nsmas) 8\}5[(2\/§+2)ﬁ§+(2\/§—2)ﬁ§s}—
_ gl 1 ) . I
=, s+ 7725)=4—\/§m|2[775(\/5+1)+77§s(\/§—1)}—%(77§+77§s),
sau, daca alegem noi coordonate normale,
\/§+1 m?
22
My = 1as \/2_2—\/_51m|21

atunci lagrangeanul devine:
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1 1 2
L=z g(sz znx/_]
=S (i) -5 0 (22 )i+ (2442t ] -

2

1., 5 1 1., 5 1
== (it +73 )= (@fni + &5n} ) == (if +12 ) = (@inf +@in}),

2 2 2 2
adicd am regasit forma normala a lagrangeanului (6.147) in cazul al treilea
(m=m,=msi |, =1,=1). Legea de miscare poate fi si ea dedusi usor

tinand cont ca

=Ip.m \/25\/”;:|\/r_n %(Qﬁﬁ 91):Acos(a)lt+l//1)

(6.173)
st
J2-1 J2-1
7, = AJm /2—J§ SN /z—ﬁ(ez—ﬁ 6;)= A cos(wt+y,).
(6.174)

Considerand aceleasi conditii initiale, anume, 6,(t, =0)=0, 6,(t, =0) =6,
si 0(t,=0)=0, 6,(t,=0)=0, constantele arbitrare (determinabile din
aceste conditii initiale) A, A,, v, si y, rezultd ca solutii ale urmatorului
sistem algebric:

| 6,/m \/—2—+1:Acos ’
|9J_/ = A, cosy,,
0__601'013”“//1’
0=-w,A sny,.

Din ultimele doua ecuatii ale acestui sistem rezultd imediat y;, =y, =0,

valori care, introduse in primele doud ecuatii ale sistemului dau
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=] Hx/ﬁ \/§+1 i A =I (9\/5 E—.Cu acestea in relatiile (6.173
A 0 2\/5 $ 0 2\/5 !

si (6.174) rezulta usor

o,(t) = 2?75 [cos( 2-2 mot)—cos(m a)ot)}

st

ez(t)=%°[cos(m a)ot)+cos(\/m a)ot)},

adica exact relatiile (6.166) si (6.167) deduse prin prima metoda.
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Capitolul VII

Probleme de echilibru gi mici oscilatii

1. Un corp asimilabil unui punct material se poate misca fard frecare in
interiorul unui tub indoit sub forma de elipsa, care se roteste in jurul axei
mari cu viteza unghiulard constanta @,

% ca in Fig. VIL.1. Cunoscand masa m a
| T @

corpului, acceleratia gravitationala g si
semiaxele a>b ale elipsei, si se
determine:
a) pozitile de echilibru ale
corpului;
b) stabilitatea acestor pozitii de
echilibru si
c) perioada micilor oscilatii
efectuate de punctul material
in jurul pozitiilor de echilibru
stabil.

x
Fig. VIL1

Rezolvare

Intrucat in aceastd problemi este implicatd forta centrifuga (care
este o fortd de inertie) o vom rezolva in doud moduri, anume, studiind
miscarea corpului atat intr-un sistem de referinta inertial, cat si intr-unul
neinertial.
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A) Cazul sistemului de referinta inertial (SRI)

a) Dupd cum stim, intr-un sistem de referinta inertial fortele de
inertie nu existd. Agadar, In cazul de fatd, pentru a rezolva problema nu
trebuie si ne referim In nici un fel la forta centrifuga. Din punctul de

vedere al unui SRI, singura forta aplicatd corpului este forta de greutate G
a corpulul.

Chiar fara a face nici un calcul, putem sesiza ca, daca elipsa nu s-ar
roti, pozitia datd de @ =0 este o pozitie de echilibru stabil, iar cea datd de
0 =rm este una de echilibru instabil. Daca elipsa se roteste, atunci, in
functie de valoarea vitezei unghiulare de rotatie a elipsei, pozitia de
echilibru & =0 poate deveni o pozitie de echilibru instabil (cand efectul
fortei centrifuge! — care are tendinta de a indeparta si mai mult corpul fata
de aceastd pozitie de echilibru — intrece pe cel al fortei de greutate — care
va tinde sa readuca punctul material in pozitia de echilibru). Acest lucru se
poate petrece daca valoarea vitezei unghiulare de rotatie a elipsei depaseste
o anumitd valoare critici, @, , specifica sistemului. In schimb, daci

o<

« » atunci pozitia € =0 ramane o pozitie de echilibru stabil. Spre
deosebire de aceasta, pozitia datd de @ =7 este tot timpul (cu alte cuvinte,
indiferent de valoarea lui @) o pozitie de echilibru instabil, la o mica
,»perturbatie” data corpului, atat forta de greutate, cat si forta centrifuga
avand tendinta de a indepidrta si mai mult corpul fatd de aceastd pozitie de
echilibru. In plus, atunci cand elipsa se roteste, este posibil (si acest lucru
nu il putem determina cu exactitate decat efectuand calculele) sa apara una
sau mai multe pozitii de echilibru intermediare (cu @ cuprins intre O si
7). Cu siguranta Insa, daci @ — oo atunci pozitia datd de @ =7/2 este o
pozitie de echilibru stabil (in acest caz miscarea corpului este determinata
de forta centrifuga, care intrece cu mult in efect pe cea de greutate).

Daca aceste consideratii sunt corecte, ar trebui s regisim toate
concluziile lor prin calcul. Sa realizam in continuare acest lucru in cadrul
formalismului ecuatiilor Lagrange de speta a II-a.

1 v VTN Lo . . . . s
Aceastd analiza calitativd preliminard nu tine cont de tipul sistemului de referintd (inertial sau
neinertial) considerat, ci are un caracter general.
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Pentru a determina pozitiile de echilibru ale corpului, sa observim
ca sistemul este unul natural, deci, pentru care putem defini un potential.
Fiind vorba despre campul fortelor de greutate (campul gravitational
uniform §i omogen), potentialul nu depinde explicit de timp, deci el
reprezinta chiar energia potentiala a sistemului. Corpul este in echilibru in
punctele in care energia lui potentiald este extrema. Deci, pentru a afla
pozitille de echilibru ale corpului trebuie sa anulim prima derivatd a
energiei lui potentiale.

Avem,

unde
dA=G-dr

este lucrul mecanic elementar al fortei campului gravitational. Avand in
vedere alegerea sensului axelor de coordonate (vezi Fig. VIL.1), putem
scrie

dV = -mg dx,
de unde,

V =-mgx+V,,
cu V, o constantd arbitrara de integrare. Aceasta se determina de obicei
astfel incat expresia finald a potentialului (aici a energiei potentiale V') sa
tie cea mai simpla cu putintd. In cazul nostru cel mai simplu ar fi ca
V, = 0. Pentru a obtine acest lucru trebuie sd alegem nivelul de referinta
pentru energia potentiala in planul X=0, adica in planul yOz. Acest lucru
este cu putinta? si avem,

V(x=0=0 = V,=0.

Ecuatia elipsei raportata la sistemul de axe din Fig. VII.1,
2 2

X
a~ b
permite parametrizarea
X =acosd,
y=bsing,

2 VR . . Ca . o
Precizdm c4, in mod normal se procedeazi invers. Adicd, mai intai se alege un nivel de referinti
pentru energia potentiald si apoi se determini constanta de integrare V.
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ceea ce conduce la urmatoarea forma pentru energia potentiala a corpului:

V =-mgacosd . (7.1)
Anuland prima derivatd a lui V =V (6) obtinem
sng =0,
cu solutiile ,,fizice”
6,=0s10,=r. (7.2)

Stabilitatea acestor pozitii de echilibru se poate determina studiind semnul
derivatei a doua a energiei potentiale in aceste puncte. Cum

dv
de?

rezulta cd pozitia de echilibru 6, =0 este una de echilibru stabil

d?v
do?

d’v
do?|,_

succintd realizata la Inceput, pentru cazul In care elipsa nu se roteste.
Totusi, elipsa este In migcare de rotatie cu viteza unghiulara constanta @,
fapt care nu reiese in nici un fel din modul de abordare de pana acum al
problemei. De ce? Sau, mai bine spus, unde este greseala? Primul mijloc la
care ar apela cei mai multi pentru a lua in consideratie faptul ca elipsa se
roteste este forta centrifugi. Ori, acest lucru nu este permis in cazul de
tata, deoarece lucrim intr-un referential inertial, in care aceasta forta pur si
simplu nu existd. De aceea va trebui si utilizim alti cale. Intrucat in cazul
calculelor de mai sus nu se poate pune problema cid am gresit, singura
posibilitate este aceea de a gandi ca rationamentul la care am apelat nu
este corect, sau cel putin, este incomplet. Cu alte cuvinte, suntem condusi
la a concluziona ci ,,adevarata” energie potentiald a corpului (sau energia
potentiald ,efectivd” — cum 1 se mai spune) nu este cea datd de relatia
(7.1). Intr-adevir, dupi cum vom vedea in cele ce urmeazi, aceasta este
»greseala”.

Pentru a determina energia potentiald efectivd a corpului, sa aflim
mai intai lagrangeanul problemei. Dupd cum simplu se poate constata,
corpul are un singur grad de libertate, cdruia i vom asocia coordonata

= mgacosé

>0, iar cea datd de 6,=7x este de echilibru instabil
6=0

<0 |. Aceste rezultate au fost deja anticipate in analiza calitativa
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generalizatd =6 . Functia Lagrange este datide L=T -V ,unde T este
energia cineticd a corpului, iar potentialul V(@) este deja determinat.
Deoarece corpul are o miscare compusa (o migcare de translatie de-a
lungul elipsei, in planul xOy si o miscare de rotatie cu viteza unghiulara
constantd @ In jurul axei OX), energia lui cinetica are doud componente:

_2

T=T +Tq4 :%rm—itf+%wrot

:%rnéz(azsinzéwb2 cos? 6')+%ma)2bzsin2 0.

:%m(xz+y2)+%ma)2y2 -

Atunci, lagrangeanul problemei este
L= %mé2 (a®sin? @ +b? cos’ 0) +%rna)2b2 sin?6 +mgacosd, (7.3)

si se observa cd nu depinde explicit de timp. Acest lucru inseamna ca

ecuatiile Lagrange de speta a I1-a admit integrala prima

oL

0— —L =const.,

00
aceastd constantd fiind chiar energia totala a corpului, care se conserva.
Avem deci,

oL
COﬂSt.: Elot = Ecin + Ep = 95— L ==

=%m¢92 (a®sin® 6+b’ cos® 9)—%ma)2b2 sin? @ — mgacosé.

De aici, prin identificare3, rezultd
= L2 (a®sin® @ +b’ cos®0)
2
st
E.= —%ma)zbzsinzﬁ—mgacose. (7.4)

pot

Observim agadar ci, pe lingd termenul (—mgacosd), care reprezintd

chiar V(0), am obtinut un termen suplimentar, —3mw’b®sin’@, care

3 .. . o S . oA . :

Termenii care contin o vitezd generalizata (care este derivata totald in raport cu timpul a unei
coordonate generalizate) la patrat sunt termeni de energie cinetica ,,veritabild”, toti ceilalti
termeni reprezentand energia potentiald ,,efectiva’ a sistemului.
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,A,‘gine cont” de faptul ci elipsa se roteste cu viteza unghiulard constanta @.
In legatura cu o eventuald observatie conform careia termenul
—3imw®b*sin®@ ar reprezenta tot un termen de energie cineticd (cici, pe
de o parte el a aparut ca urmare a considerdrii in T a energiei cinetice a
miscirii de rotatie, iar pe de alti parte @® este tot o derivatd totald in
raport cu timpul, a unei coordonate unghiulare, la patrat), precizam faptul
cd, in cadrul formalismului lagrangean termenii de energie cinetica
,veritabild” sunt cei patratici in vitezele generalizate. In cazul problemei
de fatd singura coordonata generalizata fiind €, rezultd ca avem doar o
singurd viteza generalizatd, anume, 0. Singurul termen care contine pe 6?
este: 1 mé? (azsinz 0 +b° COSZG), ceea ce conduce la relatia (7.4) pentru
»adevarata” energie potentiald a sistemului (energia potentiald efectiva).
Anuland derivata intai a acestei energii potentiale, obtinem
urmatoarea ecuatie trigonometrica in @:
dE,
déo
Solutiile acestei ecuatii dau pozitiile de echilibru ale corpului. Avem:

sind(ga-w*b® cosd) =0,

= —mw’b’ sin@cosd + mgasing = 0.

sau, echivalent,
sing =0,
ga—w’b*cosd = 0.
Din prima ecuatie a acestui sistem rezulta aceleasi pozitii de
echilibru pe care le-am determinat la inceput,
6,=0s10,=r,
iar a doua ecuatie a sistemului conduce la o noua pozitie de echilibru, data

de

0, = arccos( a)%iz J : (7.5)

Daci introducem notatia
a
0, = | B -V 7.6)
b b

atunci cea de a treia pozitie de echilibru va fi datd de
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6, = arccos(w, | o)’ (7.6)
b) Pentru a determina stabilitatea pozitiilor de echilibru aflate mai

sus trebuie sia studiem semnul derivatei a doua a energiei potentiale
efective in aceste puncte. Avem,
dZEpot 22 22 cin2
W:_m@ b cos® @ + mw’b* sin® @ + mgacosd =
me’b? (1- 2cos’ )+ mgacos,

ceea ce conduce la:

i)
d’E ’h?
2 =-mw’®+mga=mga L
do” | ga
>0, w<aw,, (echilibru stabil);
1
_ mall_(ﬁ] }
@, N
<0, w>w,, (echilibruinstabil);
i)
dzEpOt _ 2b2 O hh 1 -
902 =-mMo°b"-mga<0, Vo (echilibruinstabil);
O=r
iif)
d’E a
j mo’b?| 1- 2 gj+ag:
T —— ( (w o) ) o

2 2 2
= mw’b® — Zm(%j + m(%j = mw’b® - m(%j =
wb wb wb

>0, w>am,, (echilibru stabil);

/| cr?

<0, w<w

cr?

(echilibru instabil).
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Asadar, pozitia de echilibru 6, = 0 poate fi atat de echilibru stabil
(daca w<aw,), cat si instabil (daca @ >w®,), pozitia 6, =7 este
totdeauna de echilibru instabil, iar pozitia intermediard de echilibru,
O, =ar CCOS(%“’)2 poate fi, si ea, atat de echilibru stabil (daci @ > @), cat
si instabil (dacd @ < @, ).

Daci o = o, , adici @’b’ = ga, atunci 6, = arccosl=0= 4, iar

d’E )
L
t9:arccos[w(:;')Cr )]

Pentru a determina stabilitatea echilibrului dat de pozitia 6,=6, =0 in

acest caz (@ =@, ) trebuie ,,s3 mergem mai departe” cu derivatele. Avem,

d’E d (d’E d
— = = |=—| mw’b®(1-2cos’ )+ mgacosd | =
do® de[ do? ] de[ ( )+mg }
. . . 400°b°
= Amw’b® sinf coséd — mgasind = mgasiné cosf -1 |=
ga
2 2
:mgasinel(—wj cosel}
wcr
si atunci
d°E N 20Y
= = !mgasing|| <2 | cosf-1 =
de = Dcx : a)CT
_arcco{a)(:a)cr )] D=y

B _LK 60(:%)2 Wy 2_ _
‘mga\/l (w(:wcr)J (2 o Mm(w)j H=0

ceea ce aratd cd trebuie sd calculim si derivata a patra. Obtinem:

d'E. 4 (dE d 20\
pot _ = Pt | _ asind|| — | cosf@-1|:=
do’ de( do’ J | o,
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2 2
= mgacosd [2—(0} cosf—1 |- mga[z—wj sin’@ =
a)Cr a)cr
20 ’ 2
=mga| = | (2cos’ #—1)—-mgacosd),
a)CI'
iar
d‘E ’
. a— =| mga 20 (2cos’ 0 -1)- mgacosd =
0 . arccos( Dcr J a)CI‘ ot
(=, or
=3mga > 0.

Intrucit in acest caz special, (@ =@, ), derivata a patra a energiei
potentiale efective in punctul 6;(=6,)=0 este strict pozitivd, rezulti ci

pozitia de echilibru datd de 6, =0 este tot de echilibru stabil, insa micile

oscilatii in jurul ei nu mai sunt armonice.

c) Evident, mici oscilatii pot avea loc doar in jurul pozitiilor de
echilibru stabil. Dupa cum am vazut la punctele precedente ale problemei,
pentru sistemul analizat, existd doud astfel de pozitii de echilibru: 8, =0,

2
(daca w<w,) si O, :arccos(“’—”) , (daci @ >, ). Principala chestiune

care se pune in legiturd cu o problema de mici oscilatii este determinarea
perioadelor de oscilatie ale modurilor normale de oscilatie. Intrucat
sistemul analizat are doar un singur grad de libertate, problema se
simplificd foarte mult.

Pentru a determina perioada/perioadele de oscilatie a/ale unui
sistem fizic ce efectueazd mici oscilatii putem proceda in mai multe
moduti. In general, daci sistemul are mai multe grade de libertate, metoda
bazata pe formalismul clasic newtonian este deosebit de greoaie, adesea
chiar inaplicabil. In acest caz solutia problemei se poate obtine mult mai
usor si elegant in cadrul formalismului lagrangean, prin ,,simpla” rezolvare
a ecuatiei caracteristice a sistemului (care este o ecuatie de ordinul n in
o®, cu solutii reale si pozitive, N reprezentand numirul gradelor de
libertate ale sistemului).
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In cazul sistemelor cu un singur grad de libertate (la care ne vom
referi In continuare), din punct de vedere clasic, newtonian, problema
poate fi rezolvata in cel putin doud moduri. Aceasta rezolvare are la baza
analogia cu cel mai simplu sistem care efectueaza oscilatii armonice liniare
(unidimensionale), anume, un corp de masa M legat de un resort avand
constanta elastici K, ce poate oscila pe o singuri directie. Dupd cum se
stie, perioada micilor oscilatii ale acestui sistem simplu este

T= 272\/%. (7.7)

De fapt, acesta este unul dintre cele mai simple sisteme mecanice

care se misci sub actiunea unei forte de tip elastic, F =~k X. Campul
fortelor elastice este un camp potential. Pentru potentialul acestui camp
avem

dV = —dA=—F - dx = kx- dX = kx dx,

de unde,
2
V= kJ.x dx:kX?+VO.

Daca alegem si aici ca ,,nivel” de referintd pentru energia potentiala
punctul X=0 (care corespunde sistemului (resortului) nedeformat), putem
scrie
2
V= K (7.8)
2
O prima metoda simpla, care poate fi utilizatd in cadrul
formalismului newtonian pentru a determina perioada micilor oscilatii
armonice, liniare, ale unui sistem fizic oarecare este aceea pe care am
putea-o numi ,,dinamica” si ea presupune aflarea — pe de o parte — a fortei
rezultante care actioneaza asupra sistemului, si, dacd aceasta este una ,,de

tip elastic”, adica de forma F =—-K¢& , unde & este ,,elongatia” migcarii,
atunci ea permite determinarea ,,constantei elastice” K (marime specifica
sistemului, analoagd/corespunzitoare lui K din expresia F =—k X) si — pe
de altd parte — a acceleratiei rezultante a sistemului care, pe baza relatiei

fundamentale a dinamicii, F =Ma=M¢, permite determinarea ,,masei”
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M (mirime specificd sistemului, analoagi/corespunzitoare masei M a
corpului legat de resortul de constanti elastica k).
Atunci, prin analogie cu relatia (7.7), perioada micilor oscilatii

efectuate de sistem va fi
M
T=27m,|—. 7.9
i 7.9

O a doua metoda newtoniand, simpld, de determinare a perioadei
de oscilatie a unui sistem fizic (pe care am putea-o numi ,energetica”)
implicd determinarea energiilor cinetica si potentiala ale sistemului care
efectueaza mici oscilatii. Dacd aceste marimi au forma

1 .
E.==M¢£&?
. =5 Me
si respectiv
1 .
SRELE

unde & are aceeasi semnificatie ca mai sus, atunci, prin analogie cu relatia
(7.7), perioada micilor oscilatii ale sistemului va fi data, de asemenea, de
relatia (7.9).

In cele ce urmeaza vom expune o metoda — pe cat de simpli, pe
atat de eficientd — de determinare a perioadei de oscilatie a unui sistem
tizic oarecare (care efectueaza mici oscilatii armonice liniare) si care are un
singur grad de libertate, In cadrul formalismului lagrangean. Pentru a
intelege cat mai usor esenta metodei ne vom referi la acelasi sistem
simplu, utilizat mai sus in cadrul formalismului newtonian. Potentialul
sistemului a fost deja determinat (vezi relatia (7.8)), iar energia cinetica a
sistemului este

relme,
coordonata carteziand X fiind chiar coordonata generalizati asociata
singurului grad de libertate al sistemului. Atunci, lagrangeanul sistemului
va fi
L=T—V=1 'z—lkxz.
2 2

Ecuatia Lagrange de speta a II-a corespunzaitoare sistemului este
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E(%j _aL g
dt\ ox ) oOx
care, efectuand derivatele, devine

mX+kx=0,
sau, dacd introducem notatia w; =k/m,

X+wix=0,
care este binecunoscuta ecuatie a oscilatorului liniar armonic. Dupa cum
se stie, solutia acestei ecuatii poate fi scrisa cel putin in patru moduri (vezi
problema pendulului simplu), iar perioada miscarii oscilatorii este

r=2—ﬂ=27r\/E.
@, Kk

Fie acum un sistem fizic cu un singur grad de libertate, a carui
miscare este, deocamdatd, necunoscutd. Dacd notim cu & coordonata
generalizatd asociata singurului grad de libertate al sistemului, si daca
lagrangeanul sistemului are forma

L= A2 -B&, (7.10)
unde A si B sunt doui constante reale, nenule, de acelasi semn, atunci
ecuatia Lagrange de speta a II-a asociati se scrie

dfaLy oL _,
dt\og ) o

care, tinand cont de (7.10), devine

AS+B£=0,
sau, dacd notim raportul B/ A cu £2Z,
E+ik=0.

Dupa cum se poate constata, am obtinut aceeasi ecuatie a
oscilatorului liniar armonic, a carui perioada de oscilatie este in acest caz

r=2—”:27z\/5. (7.11)
2, B

In concluzie, daci un sistem fizic cu un singur grad de libertate are
lagrangeanul de forma (7.10), atunci acesta va avea o miscare oscilatorie
armonica, cu perioada datd de relatia (7.11). Un lagrangean de tipul (7.10)
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se numeste lagrangean al micilor oscilatii pentru un sistem fizic cu un singur
grad de libertate.

Asadar, pentru a determina perioada micilor oscilatii ale sistemului
nostru (corpul de masa M care se misca fara frecare pe elipsa) va trebui sa
aflim mai intai lagrangeanul micilor oscilatii al sistemului. Lagrangeanul
,»general” al sistemului a fost deja determinat si este dat de relatia (7.3):

L =%m€'2(azsin29+b2 00329)+%rna)2bzsin26?+mgacose.

Pentru a gisi lagrangeanul micilor oscilatii al sistemului putem
proceda in doua feluri, pornind de la expresia generala de mai sus a
acestuia. Ca sa realizdm acest lucru, sa

N presupunem ca sistemul (corpul de masa
m) efectueaza mici oscilatii in jurul unei

pozitii de echilibru stabil data de 6,
(vezi Fig. VIL2). in Fig. VIL2, cu & am
a notat elongatia miscarii oscilatori,

E=60-6,,, (7.12)

b O ¥ (unde 6,, =const.) care, tinand cont ca

7@

My Smax oscilatiile sunt mici, satisface relatia*

\ o(&£°%)=0.

Legea miscdrii oscilatorii poate fi scrisa
a’l & sub forma

QZ = szax Sin(‘Qot+¢o) >
g@ unde constantele & . (amplitudinea

| miscdrii oscilatorii armonice) si ¢, (faza
»

initiald a migcdrii) pot fi determinate din
Fig. VIL.2

4 y y . . .. . . . . 2 L.
Observim ci, spre deosebite de situatiile obisnuite in care aproximatia cere ca O(&°) =0, aici
trebuie sd ludm In consideratie si termenii pitratici in variabila mici &, in acord cu expresia

(7.10) a lagrangeanului micilor oscilaii. De aceea, aproximatia cerutd in acest caz este

0(¢*) =0.
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conditiile initiale, & =¢& (t = O) st fo =£ (t = O).

Cele douia posibilitati de a obtine lagrangeanul micilor oscilatii

pentru sistemul analizat sunt urmatoarele:

1.

se exprima unghiul @ din relatia (7.12) in functie de noua variabila

Ss
0=06, +¢&

si se introduce in expresia (7.3) a lagrangeanului problemei,
dupi care se dezvolta expresia obtinuta, L= L(f), in serie Mac-
Laurin dupa variabila & (in jurul valorii & =0), retinandu-se doar
termenii care contin toate puterile lui &, pand la puterea a doua
inclusiv;

se dezvolta direct expresia (7.3) a lagrangeanului in serie Taylor
dupi variabila @, in jurul valorii 6 =06, , si se retin doar termenii
care contin toate puterile lui (H—HE_S_) =¢, pand la puterea a doua

inclusiv.
Vom utiliza cea de a doua cale, nu inainte de a observa (lucru

foarte important de altfel) ca lagrangeanul general al sistemului poate fi
scris sub forma

dezvoltarea dupa variabila @, in jurul valorii 8 =6
cinetice E

avem:

Epot (9) = Epot (ee.s.)+i do

L:Ecin_Epot'
Atunci, dezvoltarea in serie Taylor a lui L implica de fapt

. » a expresiilor energiei

«n Si energiei potentiale E_ . Incepand cu termenul al doilea,

1 dE,, 1 d’E,,

(0-6,.) +
0=0,

=les.

—0
( e-S-)+2! de?

=0,

=Yes.

dE._
+O|:(9_6e.s. )3} = Epot (ee.s.)+ d;t

(0-0.5)+

L10Ey
2 de?

1 d’E,,
E# (‘9_‘9 S-)2 =E (He-s)

— =pot ’

0=0es. 0=0es.
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unde am tinut cont de faptul ci derivata de ordinul intai a energiei
potentiale in punctul € =6, se anuleaza,

dE
de

:O,

0=0 s,

conform definitiei punctelor de echilibru (de orice fel — stabil sau instabil).
In ceea ce priveste primul termen, avem:

E.. . 92(a25in29+b2003249):1m £*(a’sin® 0+ cos’0) =
2 2
1 dE,

= Ecin (9) = Ecin (He.s ) 1| d;n

1 d’E,

( - e.s.) 2| do gm ((9—(96_5_)2+

0=0e s,

+O [(0—9%) ] = E;, (6.s)

deoarece, deja termenul

1d

1dE,, )
—H&&( <) =130

1 do g

O=bes.

{ £*(a’sin 9+b2cosz6’)}

contine un factor de ordinul trei in &, anume &£°¢. Asadar, din expresia

energiei cinetice ramane doar primul termen din dezvoltarea in serie
Taylor, adica,

Ecin (6) = Ecin (ee.s.) = % m 52 (a2 Sl n2 He.s. + b2 COSZ He.s.) = Ecin (é:) :

Deoarece termenul Epot(He_S_) poate fi omis In expresia

lagrangeanului (fiind o constantd, ceea ce face ca cei doi lagrangeeni — cel

care contine pe E, (6,,) si cel care nu contine acest termen — si fie
5 pot es. 5

echivalents), pentru lagrangeanul micilor oscilatii, L va rezulta

m.o. >

urmdtoarea expresie:
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Lo, = Eun (0)— Epe (8) = % m(a’sin’ 6, +b?cos’ 6, )£ -

1 dzEpot 2 > 2 2
2

2 dé oo,

unde
A= % m(a’sin” 6, +b’ cos’ 6, ) = const. >0
st
d’E
:1_;’0‘ =const. > 0.
2 dH ‘9:‘9&5.

Conform relatiei (7.11), perioada micilor oscilatii armonice ale sistemului
va fi

m(a2 sn’*g,, +b*cos’ 0, )

T=27 5 =
d°E
de?
0=0p.s.
m(a2 sin®6,, +b’cos’ 6, )

[mcozb2 (1-2cos’0) + mgacos@}

0=bes.

B a’sin®@,, +b’cos’ 6, B
b’ (1-2cos’ 6, )+ gacosd,

2

2 a’ a
izaT in’g,. +i2COSZ Os 5 [1—sz0052 Oos + 12
o, ) @ o, )
1-2cos* 6, + (C’j cosé, 1-2cos’ 6, + (”j cosé,
[0 w
27 ' 1-€’cos’ b,
= 1 > o 5 ,
OVi-€ \/ 1-2cos’ 6, + (”j cosb,
w

(7.13)



320 Capitolnl V11

unde

2 Rh2 2
e C_va-b® (9)
a

este excentricitatea elipsei.

Pentru cele doud pozitii de echilibru stabil determinate la punctele
2
a) si b) ale problemei, 6, =0, (daci w<a,) si 6, =arccos(&j , (daci
w

® >, ), avem,

_ 2
T]_:Tg _0: 27[ 1 ez = 272- , Cu 0)<a)cr (714)
e.s.— pa— 2 2 - 2
nN1-€ (0.} | Jol-o
W
st
T, =71 2 I 1-€’cos’ 6,
, = — 2 = -
Oe.s. S( © ) a)\/l— 62 1— 2C052 Hes + a)—cr 2 COSHeS
o 4
1_ 62( cr J
27 @
- 1

(7.15)
cu o> a,.

Lol . 2 .. .y
In fine, daca @ — o, din 6, = arccos(‘”—;) (ca pozitie de echilibru

stabil dacd @ > @, ), obtinem o noud pozitie de echilibru stabil, datd de

W—>0 W—>0 a)

2
6,=1imé, = Iimliarccos[&J }:arccosO:%, (7.10)

ceea ce este in concordanta cu analiza calitativa ficuta la inceput.
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Perioada micilor oscilatii efectuate in jurul acestei pozitii de echilibru stabil
va fi

T3=1|, =£=—27Z ! =7, ! , (7.17)
es. = 2 I0) [1_ eZ [1_ eZ
. . not. - 27
unde am utilizat notatia evidenta: 7, = —.
1)

In cazul in care elipsa degenereaza intr-un cerc (e: 0) , obtinem

=7, (7.18)

B) Cazul sistemului de referintd neinertial (SRNI)

a) Pentru a determina pozitiile de echilibru ale corpului de masa m vom
utiliza aceeasi conditie de anulare a derivatei intai a energiei potentiale a
corpului. Ca si sistem de referinta neinertial putem considera un reper care
este solidar legat de corpul aflat in miscare. Spre deosebire de cazul
sistemului de referinta inertial, un observator aflat in sistemul de referinta
neinertial considerat va sesiza cd asupra
corpului actioneaza, pe langa forta de
greutate si forta centrifuga, care este si
trebuie sa fie consideratd o forta aplicata.
Asadar, pentru a determina potentialul
campului fortei aplicate rezultante, va trebui
sa consideram si contributia fortei centrifuge,

¥y F,;.Avem,

dV =-dA=—(G-dr +F, -dr}, (7.19)

. unde F; are directia perpendiculara pe axa

L

de rotatie si sensul dinspre axa de rotatie
inspre ,,exterior” (vezi Fig. VIL.3). Pentru a
usura efectuarea produselor scalare din relatia
A (7.19) vom exprima pe componente vectori
X care apar in ea.

Fig. VIL3
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Tinand cont de orientarea relativi a vectorilor G, F, si df fati de

axele de coordonate din Fig. VIL.3, putem scrie:
G=(mg, 0, 0), F, =(0, mw?y, 0), dr =(dx, dy, dz)

si atunci, relatia (7.19) devine
dV =-mgdx—mw?y dy,

de unde, prin integrare nedefinita, obtinem
V :—rngx—%rrwzy2+vo. (7.20)

Se observi ca potentialul nu depinde explicit de timp, ceea ce
inseamna ci el coincide chiar cu energia potentiala a sistemului. Constanta
arbitrard de integrare V, din relatia (7.20) se determina prin alegerea
convenabild a nivelului de referinta pentru energia potentiala. Evident, cel
mai convenabil este ca V, =0. Acest lucru are loc daca

V(x=0, y=0)=0.

Cu aceasta alegere, energia potentiald a corpului devine

V=V(X, y)z—rngx—%ma)zy2 :—mgacos@—%ma)zbzsin2 =
:V(Q)E Epot(a)’

adica am obtinut acelasi rezultat ca si in cazul I (analiza intr-un sistem de
referintd inertial), insd mult mai direct §i mai simplu. Asadar, lucrand intr-
un sistem de referinta neinertial, rezolvarea problemei este mult usurata®.
De aici incolo rationamentele si calculele decurg exact ca si in cazul
sistemului de referinta inertial.

5 Atragem atentia cititorilor ci aceasta nu este o reguld generald. De multe ori, in cazul unor
probleme dificile (complicate) este mult mai convenabil sd lucram intr-un sistem de referintd
inertial, deoarece aici lucrurile sunt clare (nu trebuie si ludm in considerare decat fortele
newtoniene, aplicate In mod efectiv, nu si fortele de inertie, care, uneori sunt mai dificil de
identificat si ,,manuit”). Lucrul intr-un referential neinertial este, intr-adevir, de multe ori foarte
util, cici, ca §i in cazul de fatd, poate conduce mult mai rapid la rezultatul problemei, insa
necesitd din partea rezolvitorului o anumitd experientd si o anumitd ,,indemanare” in lucrul cu
fortele de inertie.
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2. Un punct material greu P de masd m, Incarcat electric cu sarcina q se
poate misca fard frecare in interiorul unui tub indoit sub forma de elipsa,
care se roteste in vid in jurul axei mari cu viteza unghiularid constanta @
(vezi Fig. VIL4). In punctul cel mai de jos al elipsei se afli fixati o sarcini
electrica q'. S4 se determine:
d) pozitiile de echilibru ale punctului material cu sarcina electrica
a;
e) stabilitatea acestor pozitii de echilibru si
f) perioada micilor oscilatii efectuate de punctul material in jurul
pozitiilor de echilibru stabil.

% Rezolvare
|7 w Intrucit aceasti problema este
asemanatoare celei precedente, nu vom
relua aici Intreaga discutie efectuatd deja
acolo, ci ne vom restrange consideratiile
doar asupra aspectelor specifice cazului
de fata. Astfel, principala deosebire intre
y cele doud probleme este aparitia fortei
electrostatice, care actioneazd asupra
particulei ale cdrei pozitii de echilibru
trebuie sd le determinim. De asemenea,
facem de la bun inceput precizarea ca
vom neglija eventualele efecte magnetice,
care pot apdrea In sistem ca urmare a
miscarii particulei cu sarcina electrica® d.

Vom lucra doar in sistemul de
referinta inertial al laboratorului. Forta e -
lectrostatica dintre cele doud sarcini elec -

Fig. VIL4

6 . o I o a . . o . o . . o
Este stiut faptul cd o sarcind electrici ( in migcare circulard uniforma cu viteza unghiulard @
pe un cerc cu raza constanti I este echivalentd cu un curent electric | = qw/ 27 , ce produce o

,,foitd magneticd” cu un moment magnetic dipolar | ,[t| =qr’ml2.
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trice isi va manifesta efectul doar asupra energiei potentiale. Deoarece
campul fortelor electrostatice este tot un camp potential (chiar
conservativ) de forte, la fel ca si campul gravitational, sistemul rimane
unul natural. Energia cinetica a punctului material cu sarcina electrica Q
este aceeasi ca in problema precedenta,

T :%mé?z(azsin2 0 + b’ cos? 6’)+%ma)2bzsin2 0,
iar la energia potentiala gravitationala
V, =-mgacos¢

trebuie s adunam contributia de tip electrostatic
V. = 1 qq’ 1 qq’ _
d = = : : =
4z, \/(a_ X +y? AT \Jaa’sin §+b?sin? 0

_ aq' (47, )71 _ 0q'(47e, )7l _
J4alsin® £ + 4b?sin? ¢ cos® 4 \/4a2 sin*4+40°sin® 4(1-sin 4)
_ aq'(4re, )_1 _ 0q'(47e, )_1 _
J4alsin® £+ 4b?sin? ¢ — 4b’sin* 4 2|Sin%|\/(a2_b2)sin2%+b2
qq’ qq’ 1

8re,Sing\Jc?sin? 2+h?  87&, sin¢.[c?sin? &+ b’

unde am tinut cont de faptul ca pe intervalul 6 € (0, 72'] , Sin%>0.
Atunci, lagrangeanul problemei este
L :%méz(azsin2 6 +b? cos’ 0)+%m2b23in2 0+

) 1

875, sin¢./c?sin® 4+ b?

si se observa cd nu depinde explicit de timp. Acest lucru inseamna ca
ecuatiile Lagrange de speta a II-a admit integrala prima

+mgacos
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0%— L = const.,
00

aceasta constanta fiind chiar energia totala a corpului, care se conserva.
Avem deci,
aL 1 )2 2 a2 2 2
const. = B, = By, + Ep =0——L=-md*(a’sin” 0+ b’ cos’ 0) -
00 2
) 1
8¢, sing \[c?sin® £ +b?

—% mo°b® sin® 6 — mgacosé +

De aici, prin identificare’, rezulta
E, :%me'z(a2 sin’ 6 + b’ cos’ 0)

cin

st

E.. = ~mwb’sin’ 0 mgacosg + 0 1 L (7.21)
2 875, sin4,/c?sin? 4+ b’

Derivata intai a energiei potentiale a sistemului, E_,(6),

urmdtoarea expresie:

dE '
pot :—rrwzbzsinecoseJrrr‘gasine—ﬂx
dé 8re,
226 6
L coss Jc?sin?g 47 + © SN 2 €08
2 2\/czsin2§+b2 -
X — s 2 = —mwb* x
sin® 4(c*sin’ 4 +b?)
. . 2 29 2 [
xsingcosd +mgasing — qq’ 2c°sin ;0053 +b cozz'
87&, 2sin? (c sin® 4 +b?)
dE

.. .. t c v
Solutiile ecuatiei —>= =0, adicd

7 » . o oo . o . .

Termenii care contin o vitezd generalizata (care este derivata totald in raport cu timpul a unei
coordonate generalizate) la patrat sunt termeni de energie cinetica ,,veritabild”, toti ceilalti
termeni reprezentand energia potentiald ,,efectiva’ a sistemului.
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. . ' 2¢*sin® 2 cos? +b® cos?
mw®b? sin @ cosd — mgasin g + 22 2 -0,

. . 3/2
8¢, 25in” §(c*sin* §+b?)
dau pozitiile de echilibru ale corpului. Avem:
: : ' 2¢*sin® ¢ cosé + b’ cosé
mw°b’ sin@ cosd —mgasind + 99 2 2 2=
8¢, 25in” §(c?sin” § +b?)

1 2aqnb 2 0
= sind| mw?? cosd - mga+ -9 2csng+bieses g

. . 3/2
87¢, 4sin” 4(c*sin* §+b”)

sau, echivalent,

sing =0,

1 2anf 2 0
mw’b? cos@d — mga + 9 2c°Sng +b exch =0.

. . 3/2
8¢, 4sin” §(c*sin” § +b?)

Din prima ecuatie a acestui sistem rezultd pozitiile de echilibru
0P =0si 6 =rx,

dintre care doar a doua este acceptabila fizic, iar a doua ecuatie a
sistemului se mai scrie

8k msin®4(c’sin* 4+ bz)m(a)zb2 cosf - ga)+qq'(2c*sin* 4 +b°) =0,

(7.22)

unde am folosit notatia K Z 4re,. Tinand cont de egalitatea COSE =1—

—2sin’ ¢, ecuatia (7.22) devine

8k msin® 4(c®sin” £ +b? )3/2 [a)zb2 (1-2sin*4)- ga} +
+0q'(2¢°sin® £ +b*) =0,
sau
6ak?? sin® 4(c?sin* 4 +b2)°[ ga— w?b? (1-2sin?2) | -
—(qq')2(2c25in2%+b2)2 =0,

(7.23)
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care este o ecuatie trigonometrici In necunoscuta 0<@<7. Asadar,

trebuie sd determinim solutiile reale 6 (i=1, 2,...) cuprinse in intervalul

(0, 7] ale ecuatiei (7.23). Aceastd ecuatie nu poate fi rezolvatd analitic,

singura solutie fiind rezolvarea ei numerica. Chiar i in acest caz rezolvarea
este extrem de dificild, datoritd multitudinii valorilor pe care le pot lua
marimile constante care intervin, anume, &, b, 4, q', m si @.

Sa observam mai intai faptul ca solutiile ecuatiei (7.23) nu sunt
afectate se semnele celor doua sarcini electrice. Deoarece discutia in cazul
general este extrem de complicatd, ne vom restrange atentia doar asupra
analizei dupa valorile pe care le pot lua masa M a particulei cu sarcina
electrica q si viteza unghiulara de rotatie a elipsei, @. In acest scop vom
utiliza soft-ul specializat in calcule analitice si numerice Mathematica 4.0.
Principala dificultate constd In a determina acele valori ale lui @ pentru

care ecuatia (7.23) admite solutii reale 6% (i=1, 2..) cuprinse in
intervalul Gi(z) € (O, 72'] . Mathematica 4.0 ofera insa o modalitate simpla de

a rezolva aceasta problemad, utilizand reprezentarea grafici a dependentei
dintre @ (privitd ca variabild independenta sau, mai bine spus, ca
parametru) si € (privita ca variabila dependentd), dependenti care este
data sub forma implicitd, prin intermediul ecuatiei (7.23). Prezentim mai
jos rezultatele pentru o serie de valori semnificative ale masei M si vitezei
unghiulare @. Pentru calculele concrete am considerat urmaitoarele valori

numerice pentru mirimile constante care intervin: K =4z, =10"°/9;
a=0,2m; b=0,15m; q=10°C si q'=5-10"°C.

1) m=1ug=10"kg

Liniile de comanda care permit reprezentarea grafica a dependentei
(date sub forma implicitd) dintre @ si € sunt urmatoarele:

Remove["Global *"];
Unprotect[In, Out];
Clear[In, Out];
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k=10"-9/9;
a=10.2;

b =0.15;

¢ = Sqrt[a*2-b"2];
g=9.38;

m = 0.000001;
q=10"-3;

ql = 5¥107-3;
NSolve[64*k*2*m~2*(Sin[Theta/2] *2)"3*(c*2*(Sin[Theta/2]*2)+b2)"3
*(g*a - 0 A2¥b2%(1 - 2*(Sin[Theta/2]*2)))"2 - (q*q1) 2*(2*cA2*
(Sin[Theta/2]*2) + bA2)*2 == 0, Theta];

Plot[Evaluate[ Theta /. %], {®, 1000000, 30000000} ]

iar dependenta 6 = 6(w) este reprezentata grafic in Fig. VIL5.

& (rad)
CI
1
1
1
2 : !
1 1
r 1 | E—
r 1 1
F ] 1
I+ 1 1
L ! 1
: O e : Ct).s‘n:p
\ 7@ (rad’s)
L 12,107
L i
L I I
% IS |
L i 1
L | 1
1 [
L | 1
-2 1 1
L 1
| 1
[
-3k
r I

Fig. VIL5

Dupa cum se poate observa din Fig. VIL5, exista o valoare minima

a vitezei unghiulare o=@

min» SUD care ecuatia nu are nici o solutie reala.
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Aceasta valoare poate fi determinati observand ca pentru @ — @,

0'” — 7. Rezolvand atunci ecuatia (7.23) pentru 6 = 7, cu ajutorul liniilor
de comanda de mai jos, se gaseste valoarea @, =1340475,662 rad/s:

64*k"A2*mA2%(Sin[Pi/2]22)A3*(c 2*(Sin[Pi/2] A 2)+b 2)A3*(g*a-  ~2*
bA2%(1-2%(Sin[Pi/2]*2)))*2-(q*q1)*2*(2*c~2*(Sin[Pi/2] *2)+b~2)*2 // N

care furnizeaza ecuatia

-8.265625000000007 x10™* +5.056790123456793 x10™*
(1.9600000000000002 +0.0225 o’ )2 =0

si care, rezolvata,

Solve[-8.265625000000007 **-14+5.056790123456793" **-35
(1.9600000000000002°+0.0225" »*) *==10, ® ]

da solutiile

{{o — -1.3404756618129585 % A 6}, { — 0.-1.3404756618779437** * 6i},
{® —> 0. +1.3404756618779437" % A 6i}, {o — +1.3404756618129585"* A 61}

singura solutie acceptabild in cazul nostru fiind @,;, =1340475,662.

Se mai observa ca, incepand cu o valoare situatd aproximativ in
jurul lui @, ~5,067x10°rad /s (vezi Fig. VIL5 si, mai detaliat, Fig. VIL.7)

variatia lui @ cu @ devine mult mai rapidd. De la aceastd valoare in sus
analiza trebuie facutid pe domenii de variatie mult mai inguste ale lui ®.
De asemenea, se observa ca apar si domenii aparent® ,vide” de solutii
numerice reale ca acela evidentiat in Fig. VIL5 si situat intre valorile @, si

y,, ale vitezei unghiulare. In plus, observim ci de la valoarea @ = @y, in

sus, in domeniul valorilor pozitive ale lui @, graficul ,se regularizea-

8 Aparitia acestor domenii se datoreazi utilizdrii operatiei de inversare a functiilor in cadrul
instructiunii ,,Solve”, ceea ce are ca efect posibilitatea nedetermindrii (omiterii) unor solutii
numerice. Pentru a vedea mai exact care este situatia in aceste regiuni trebuie s studiem
existenta eventualelor pozitii de echilibru nedeterminate (omise) ale sistemului, din aproape in
aproape, pe domenii de variatie ale lui @ mult mai restranse.
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zd/stabilizeaza”, in afara domeniilor ,,vide” de solutii reale avand cate
doud wvalori/ solutii, 912 (care tinde asimptotic la zero pe midsurd ce @

creste) si 0 (care tinde asimptotic la 7/2 pe misurd ce @ creste) (vezi

Fig. VIL.6) pentru fiecare valoare a lui @ > @, . Deci, in acest domeniu

existd doud pozitii de echilibru ale particulei, date de 6\? si 657
]

62(2)—}“’ =0 w2

2) @—co
61'

——__ﬁ______ﬁ— —3__0
e

@ (rads)
: 1.107 2.107 3.107 410" 5107 __ 6107
7 T
-1+ /
i .
l..—
3r
Fig. VII.6
a8 (rad, 2
(raa) E o
- L —————— :
1,0 1__——;:%—_
: (2}
L6
0,5
mr mreg
: @ (radd’s)
5,1.10° 52.10° 5,3.10° 54.10°
-0,5
-1,0
.
L1 S B
JH LI
v e ——eA e Ay o

Fig. VIL7
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In domeniul de variatie foarte rapidd (situat intre valorile
o, ~5,067x10°rad/s si @) (vezi Fig. VIL7, in care este reprezentatd
dependenta @ = 6(w) pentru un interval ,ingust” de variatie a lui @, situat
intre valorile @, =5x10°rad/s si @, =5,4x10°rad/s) studiul pozitiilor de
echilibru ale sistemului trebuie ficut ,,punctual”. Acest ,,punctual”
inseamna de fapt ci trebuie sd analizim dependenta @ =6(w) pe intervale

si mai mici de variatie ale vitezei unghiulare @. De exemplu, daca vom
considera intervalul

€[ 5,12225x10°, 5,12250x10° |rad /s,

se observa ca graficul devine ,,curat”, evidentiind doua solutii ale ecuatiei
(7.23) si, in consecinta, doud pozitii de echilibru pentru particula (vezi Fig.
VIL8). De asemenea, din Fig. VIL.7 observam ca exista intervale pe care
avem trei pozitii de echilibru, 67, 6 si 62 (pe langi cea determinati

prin calcul analitic si data de 6 = 7).

o (rad)
15 62(2)
1,0 6,1(2)
0,5
@ (rad’s)
5,12225.10° 5,12235.10%  5,1224.10°  5,12245.10°  5,1225.10°
-0,5
-1,0
-1,5
L

Fig. VIL8
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2) m=1g=10"kg

Urmand aceeasi cale cu cea utilizata in cazul precedent, pentru

Oy, S¢ obtine valoarea a;, =42389,561rad/s; deci, dacd w<a,,

min
sistemul nu are nici o pozitie de echilibru suplimentari (pe langi cea

determinata analitic, 8” =7 ), acest lucru reiesind si din Fig. VIL10, in

care este reprezentata grafic dependenta 6 =6(w) pe un domeniu foarte
larg de variatie a vitezei unghiulare @. Dupd cum se poate constata din
aceastd reprezentare graficd, nu existd deosebiri majore (calitativ vorbind)
intre acest caz si cel precedent; si aici apare o vitezd unghiulard limita,
o,

min » intervale aparent ,,vide” de solutii reale, domenii cu doud si respectiv

trei valori ale lui @ pentru o aceeasi valoare a lui @ etc. Asadar, intreaga
analizi se face in aceeasi manieri ca pentru m=10"°kg. Ceea ce diferi
totusi fata de situatia precedentd este ordinul de marime al valorilor lui @,
pentru care apar comportiri net diferite In ceea ce priveste numdrul de
pozitii de echilibru ale sistemului. Acest lucru se poate observa cu usurinta

comparand reprezentirile grafice corespunzatoare (de exemplu, cea din
Fig. VIL5 cu cea din Fig. VII.10, Fig. VIL.7 cu Fig. VIL.9 etc.)

A (rad) L @
L I _ [ 3
L5k :
i L e
- [ j . 2
: — — T ——] '
Lok YR
¥ E 61
0,5F
a a
I o w (rodl’s)
160000 || ||| liez000 [ | [16#000 || 166000
-0,5[
-0}
L o —tpp——
-1,5 ;\—Vﬂ
— [ e Tt e gy e —— by

Fig. VIL9
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Putem astfel constata ci o crestere cu
masei a produs o reducere corespunzitoare cu

vitezei unghiulare.

trei ordine de mairime a
doud ordine de marime a

@ (rad)
It
i
. : Aw = Oy — @y 6(2)
“r I | — E/ 2
: i Do !
1 1 1 | 1
1 r I ! : : 1
| X @
| | L om0
1 i 1
:/ Opine Oy ' Cotup I VL,; w (rads)
: 200000 400000 000000 300000
i L
af .
! N
i [ —— 1
2L : 1 |
1
i
-3k
Fig. VIL10
2
o (rad) 6,
1,5 2)
il 62
LOPN 0@
0,5
@ (rads)
162150 162160 162170 162180
-0,3
-1,0
-1,5

Fig. VIL.11
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3) m=100g =10"kg

In acest caz, reprezentirile grafice corespunzatoare sunt date in

urmatoarele trei figuri (Fig. VII.12, Fig. VIL.13 si Fig. VII.14).

@ (raud)
K4S
1
> : Aw = a)sup miﬂf’ ! @
- ! — A
1 ! | | 1
I — 1 ;
1 /— : 1 1 1
i | o |
| L P Pup 1 Dy 61(2)
OO TS e wgay
| 20000 40000 60000 80000
| L
S o
| 1 1
! . ——— o
-2 1 1 1
|
l
-3t
Fig. VII.12
A (rad Lt
(rad) o 6
L3¢ H T :]( 6.2(2)
R
| - i
Lol I N
L 6
05" :
mr
. @ (rad’s)
15800 16 16200 16400 16600 16800 17000
-0,5}
-1,0}
L =
! 1 )
_J AL

Fig. VIL13
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@ (rad)
1,55 6‘1(2)
Lor
0,5r

@ (rad’s)
16181,1 I16181,1 16131,1 16181,1 16131,2
-0,51
-1,0¢
-1,5¢
L, ]
Fig. VII.14

La o analiza rapida a acestor reprezentari grafice se constata faptul
cd dependenta calitativa a lui 6 de viteza unghiulard @ isi pastreaza si in
acest caz aceleasi caracteristici. Valoarea minima a lui @ este in acest caz
O, =4238,946rad/s. Si aici, ca si in cazul precedent, principala
diferenta fatd de primul caz consta in reducerea corespunzitoare a
ordinului de marime al lui @, la cresterea celui al masei. Astfel, unei
cresteri cu cinci ordine de marime (fata de primul caz) si respectiv cu doud
ordine de marime (fatd de al doilea caz) a maseli, ii corespunde o micsorare
a ordinului de marime al vitezei unghiulare cu trei ordine de marime (fata
de primul caz) si respectiv cu un ordin de marime (fatd de cel de-al doilea
caz).

b) Pentru a determina stabilitatea pozitiillor de echilibru aflate mai
sus trebuie sia studiem semnul derivatei a doua a energiei potentiale
efective In aceste puncte. Avem,

d’E '
——% = —mw’b® cos’ 6 + mw’b? sin® 6 + mgacosé S Y
de 8re,
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. . . . . 3/2
) 2(2c*singcos’ §—c?sin® §—1b*sin§)sin® 4 (c?sin® 4 +b?)

+
3
H ] 2 anl o 2

4sin*4(c’sin® 4 +b?)

3/2
2ain2é 9 2 9 im0 0(~2 n2 0 2
qq’ 2(20 sin“4cos$+b cosz)[smzcosz(c sin“4+Db ) J
+

+
TT. . . 3
87z, 4sm4§(czsm2g+b2)

226 9 2 0\ 3230 02 20 2\12
- 2(2c*sin® §cos§+b cosz)[zc sin®§cos§(c’sin® 4 +b?) }
+

. . 3
87¢, 4sin*4(c’sin® 4 +b?)

1 H —3@
= —mw°b’ cos’ 6 + mw’b® sin® 6 + mga.cosé + St S'r; 2 x

not. Sin‘3£
f(0) = 2 X
) 8(czsin2%+b2)5/2

[Zc sin®4(3-2sin*£)+c®’sin® 4(5-2sin* §)+b* (2~ sm”)}

atunci derivata a doua in raport cu € a energiei potentiale devine

d’E
> = —mw?b’ cos’ 6+ mw’b® sin® 6 + mgacosd + ——— aq f(0)=
déo 4re,

me’b? (1-2sin” 0)+mgacosd +k 'qq’ f (6).
(7.24)
Pentru a studia semnul acestei expresii vom apela tot la soft-ul
Mathematica 4.0. Dupa cum se poate constata, semnul acestei expresii

depinde semnificativ atit de valoarea masei, cat si de cea a vitezei
unghiulare, pentru valori date ale celorlalte marimi. Astfel, pentru m=1g,

daci w,;, << w =585310,223 rad /s ecuatia
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d’E
gt =~ (1-25in"0) + mgacoso +k e’ () =0 (725)
2

p

are o singura solutie reald pozitiva, deci functia F (6’) = 902 schimba o

singurd datd semnul in intervalul @ (0, 7], iar graficul acesteia arati ca in

Fig. VIIL.15. Solutia reald pozitiva a ecuatiei (7.25), corespunzitoare valorii
©w=200000rad/s (valoare arbitrar aleasda, cuprinsd in intervalul sus-
amintit de variatie a vitezei unghiulare), se poate determina cu ajutorul
liniei de comanda

NSolve[(q*q1/K)*(1/x*3)*(1/(8*(c 2*x 2+b"2)"(5/2)))*(2*c 4*x " 4*(3-
2%x"2)+c 2% A2*x A 2%(5-2%x2)+b " 4*(2-x2))-m* @ *2*b " 2*(1-
8*x"2(1-x*2))+m*g*a*(1-2*x"2)== 0, x|

Pentru a scurta timpul de rezolvare numerica a ecuatiei (7.25) am ficut

not.
schimbarea de wvariabildi sin¢ = Xx. Solutia acceptabili din punct de
2 5 p p

vedere fizic a ecuatiei in necunoscuta X este X=0,9299087994345975,
cdreia i corespunde unghiul §; dat de linia de comanda

2ArcSin[0.9299087994345975] //N

care di

6, = 2,3883295953886625 rad = 0, 7602289216775441 r rad = 0,76 7 rad

Urmaitoarele linii de comandd permit reprezentarea grafica a
functiei F(H) in intervalul (96(0, 7[]:

Remove[" Global *"];
Unprotect[In, Out];

Clear[In, Out];
k =10"-9/9;
a=0.2;

b =0.15;

¢ = Sqrt[a”*2-b"2];
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g=9.8;

m = 0.001;
q=10"-3;

ql =5%10"-3;
o =2*10"5;

Plot[(q*q1/k)*(1/Sin[th/2]*3)*(1/(8*(c*2*Sin[th/2] *2+b"2)
A(5/2)))*(2*cA4*Sin[th/2] A 4*(3-2*Sin[th/2] A 2)+cA2¥h A2
Sin[th/2]*2*(5-2*Sin[th/2] *2)+b4*(2-Sin[th/2] *2))-m* & "2
*hA2%(1-2*Sin[th]*2)+m*g*a*Cos|[th],{th,0,Pi}]

Dupa cum rezulta din Fig. VIL.15, pozitiile de echilibru (date de
solutiile acceptabile din punct de vedere fizic ale ecuatiei (7.23)) care

apartin intervalului @€ (0, 6,) sunt poziti de edbilibru stabil, iar cele
cuprinse in intervalul He(@o, 7[] sunt pozitii de echilibru instabil. Pentru

o> ecuatia (7.25) admite trei solutii reale pozitive, toate acceptabile
din punct de vedere fizic. Cu alte cuvinte, In acest caz, in intervalul

0e(0, 7] functia F(6) schimbi semnul de trei ori (vezi Fig. VIL16, in

care este reprezentatd functia F(H) pentru valoarea arbitrar aleasa

w=6x10°rad/s).
F(8)
1,5.10°f
1,25.10°
L10°t
7,5.10%0
5.10%

2,5.10%) )
0,= 2,338 rad = 0,76 & rad

L]

bl
“
“

0,5 1 15
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Fig. VII.15
F(8)
3.10°f @ = 6.10rad /s
2.10°t
1.10%}

61 62 e 22 | 63 = 3w
0
0,5 1 Ls 2 2,3 3
Fig. VIL16

In consecinta, pozitiile de echilibru — solutii ale ecuatiei (7.23) —
care satisfac relatia @ €(0, 6,)U(6,, 6;) sunt pozitii de echilibru stabil
(derivata a doua a energiei potentiale efective este pozitivd), iar cele care
apartin intervalului (96((91, HZ)U(HS, 7[] sunt pozitii de echilibru instabil.
Din analiza numerica rezulta faptul ca pe masurd ce viteza unghiulara

creste (co—)oo), valoarea cea mai micd a solutiilor ecuatiei (7.25) se

micsoreaza din ce in ce mai mult, tinzand la zero (6, —0) (vezi Fig.

VIIL.17); deci, la viteze unghiulare foarte mari avem pozitii de echilibru stabil

. . T 3
cuprinse doar in intervalul 6 €(6,, 6,)~ (Z, T) :
c) Evident, mici oscilatii pot avea loc doar in jurul pozitiilor de echilibru
stabil. Deoarece expresia energiei cinetice a sistemului este aceeasi cu cea
obtinuta in problema precedentd, pentru a determina perioada micilor
oscilatii, se utilizeaza formula dedusa acolo:
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F(e)

8701 @ = 1.10%rad /s

6.10%1

4,101

2,101

2. 101

Fig. VIL17

Im(a2 sin’ 6, + b’ cos’ 0, )
dzEpot
do?

T=2r

b

0=0c

in care se inlocuiesc valorile lui @ corespunzitoare starilor de echilibru
stabil, determinate la punctele a) si b) ale problemei.

Caz particular: a=b=R (clipsa degenereaza intr-un cerc de razi R). In
aceastd situatie, avem

_ 1 qq
4rg, 2Rsing’

e

iar functia Lagrange devine

L =%mR29'2 +%ma)2stin2 0+ mgRcosé —

a
4re, 2RsSing

In acest caz, energia potentiala efectiva a sistemului va fi (vezi

relatia (7.21)):
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1 qq’
E_ =-—mw’R*sin’#-mgRcosf + —— ————,
2 m 4rg, 2RsinY
pozitiile de echilibru ale sistemului obtinandu-se din ecuatia
dE '
. _ G 1ma) R*sin® # — mgRcosé + —— N N
do  do| 2 4re, 2Rsing
[
~mw’R*sinécosd + mgRsing ———— 1 W= 0,
4re, 4RSIN° 4
sau,
cos%

————2 [ -327,mw’R°Sin’ £ + 647e,me’ RO sin® 4 +
167e RSN 4
+327,mgR*sin® 4 —qq' | = 0,
care este echivalenta cu sistemul de doua ecuatii
cos4 =0,
: 7.26
32mz,R sin® 4 (g - w°Reosd) - qq' = 0. (7:26)
Solutia acceptabild fizic a primei ecuatii din acest sistem este €, =7, iar

cea de-a doua ecuatie nu are solutie analiticd. Pentru a o rezolva vom apela
din nou la soft-ul Mathematica 4.0. De aceastd datd Insi ne vom opri
atentia doar asupra unui singur caz, anume pentru m=1g, R=0,2m,
q=10°C si q'=5x10°C. Urmitoarele linii de comandi permit
reprezentarea graficd a dependentei 6 = (), datd sub forma implicita de
ecuatia (7.26 — 2) si prezentata in Fig. VII.18:

Remove[" Global *"];
Unprotect[In, Out];

Clear[In, Out];
k=107-9/9;
R=0.2;
g=9.8;

m = 0.001;
q=10"-3;

ql =5%107-3;



342 Capitolnl V11

NSolve[8*k*m*R”2*Sin[th/2]*3*(g-omega”2*R*Cos|[th])-q*q1== 0, th];
gl=Plot[Evaluate[th /. %],{omega, 20000, 1000000}];
g2=Plot[Pi/2,{omega, 20000, 1000000} ];

Show|g1,g2]
& (rad)
3l
|
A0
2t | 8
| I
1t I
1 |
1 |
1 @ |
:/ e : @ (rad:s)
200000 400000 600000 300000 1.10°
Ik

Fig. VIL18

= 26516,503rad /s (sub

care ecuatia (7.26 — 2) nu are nici o solutie reald) poate fi determinatd cu
ajutorul liniilor de comanda:

Valoarea minima a vitezei unghiulare, @,,,

8*k*m*R*2*Sin[Pi/2] *3*(g- @ “2*R*Cos[Pi])-q*ql //N
-5.x 10°+3.55556 x 10™4(9.8+0.2 »?)

NSolve[-5."**-6+3.555555555555556" **-14(9.8'+0.2" »°), @ |
{{®—-26516.503370542654"}, { @ — 26516.503370542654}}

Dupa cum se poate observa din Fig. VII.18, pentru orice valoare
®> @, a vitezei unghiulare, ecuatia (7.26 — 2) are o singuri solutie reala

acceptabili din punct de vedere fizic, 7/2<6, < x. In concluzie, in total,

sistemul are doud pozitii de echilibru, date de solutia analitica 6, =7, si
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respectiv, de solutia numerica 7/2<6, <. Stabilitatea acestor pozitii de

echilibru poate fi studiatd cu ajutorul derivatei a doua in raport cu 6 a
energiei potentiale,

d’E 9

— = 4| mo?Resindcoso+ mgRsiné — 1 co_‘:,

dé do 472'80 4Rsin“ 4
qq' 1+cos*2

=mw?’R?(1-2cos® @)+ mgRcosH + ———
( ) m Are, 8RSIN® ¢’

Pentru a studia semnul acestei expresii in intervalul 0<8 <7 vom
apela (ca si in cazul elipsei) la reprezentarea grafica a functiei

o
= mw?R?(1-2cos’ )+ mgRcoshd + ————_2
( )+ mo Arg, 8RSIN® ¢

Si in acest caz exista o valoare a vitezei unghiulare,
o =379162,149rad /s, sub care ecuatia D(H):O are o singura solutie

acceptabili din punct de vedere fizic; cu alte cuvinte, pentru @<
functia D(H) isi schimba o singurd data semnul in intervalul 0<@<r

(graficul functiei D(@) trece o singuri dati prin zero). De exemplu,

pentru @=10°rad /s ccuatia D(6)=0 are singura solutie acceptabil din
punct de vedere fizic (vezi Fig. VII.19),

6, = 2,4051723392579922 rad = 0, 7655901335616131 7 rad = 0,77 r rad

Pentru a determina aceasta solutie am utilizat urmaitoarele linii de
comanda 1n Mathematica 4.0:

NSolve[m*100000/2*R"2*(1-2*x"2)+m*g*R*x*q*q1*((3+x)/2)*(1/(8*k*
R*((1-x)/2)"(3/2)))==0,x]

care da solutiile

{{ X — 0.770893+ 0.394635i },{ X — 0.770893— 0.394635 },{ X — —0.740878
13
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doar ultima fiind acceptabild din punct de vedere fizic. Cu ajutorul liniei
de comanda

ArcCos[-0.740877560929887"] //N

aceasta conduce la valoarea 6, = 2,4051723392579922 rad . Orice pozitie

de echilibru 0<@<7 — solutie acceptabild din punct de vedere fizic a
ecuatiei (7.26 — 2) — este o pozitie de echilibru stabil daci 0 €(0, 6,), si

respectiv, de echilibru instabil, daca 0 (6’0, 72'] .

D(8)

3.10°t
2.10°f
.10%}

&8,=2,405 rad = 0,77 & rad
(7
0,5 1 1,5 2 2,5 3
Fig. VIL.19
d’E

pot _
de?

toate cu semnificatie fizici pentru problema de fatd. De exemplu, daci

»=5x10°rad /s, atunci graficul functiei D(H) arata ca in Fig. VIL.20,

Daci @ > o', atunci ecuatia D(H) = 0 are trei solutii reale,

care evidentiaza cate doua subintervale pentru valorile pozitive, respectiv

negative, ale unghiului @ — solutie a ecuatiei D(6)=0. Dupi cum se

poate observa din Fig. VII.20, dacid 0 (0, Hl)U(Hz, 03) , atunci pozitia de
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echilibru respectiva este o pozitie de ehilibru  stabil, iar dacid
0e(6,, 6,)U(6,, 7], atunci respectiva pozitie de echilibru este una de

echilibru instabil.

D(8)
@ =5.10%ad s
3.10°
2.10°}
1.10°
P 6,~ 374
: 8
5 5 3
_1.109_ \

Fig. VIL.20

Din analiza numerica rezulta faptul cd la limita @ —>o, 6 —0

(vezi Fig. VII.21); deci, la viteze unghiulare foarte mari, la fel ca in cazul
elipsei, avem pozitii de echilibru stabil cuprinse doar in intervalul

6(6, es)z(%, %”j

Pentru a determina perioada micilor oscilatii, in acest caz se
utilizeaza formula?:

o Obtinuti din rezultatul corespunzitor elipsei, in care se pune a=b=R.
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in care se inlocuiesc valorile lui € corespunzatoare starilor de echilibru
stabil pentru aceasta situatie (cerc de raza R).

D(@)

1,5.10%
w=110%rad s

1.10%

.10
%xjm#

Fig. VII.21

Obsetvatie: Daci, in plus, cercul este in repaus (nu se roteste) atunci
problema se simplifica si mai mult si, punand in relatiile corespunzatoare
cercului in rotatie @ =0, pentru cazul considerat avem:

g
4rg, 2RsSing

L= % mR?6? + mgRcosO —

In acest caz, energia potentiald efectiva a sistemului va fi

aq
4rg, 2Rsing’

E o = —MgRcoso +

pozitiile de echilibru ale sistemului obtinandu-se din ecuatia

dE ' Py}
o _ 0| rosge 99| greng L dd'c0ss

P =0
do do 4ng, 2RsSING Arre, 4RSIN? 4

sau,
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0
cos4

W(gzﬂgomRz S-n?’%— aq ') = O,
0 2

care este echivalentd cu sistemul de doud ecuatii:

{cos% =0,

7.27
32mgre,R*sin®2-qq'=0. (7-27)

Din prima ecuatie a acestui sistem rezultd €, =7 (ca singura solutie

acceptabild din punct de vedere fizic), iar din ecuatia (7.27 — 2) rezulti o a
doua pozitie de echilibru, datd de

, us
6,=2arcsin Lz ,
32mgre, R

.. _ o . . f 2
cu conditia ca sarcinile sa fie de acelagi semn si qqg' < 327¢,mgR".
Semnul derivatei a doua a energiei potentiale in punctele 6, si 6,

ne spune ce fel de echilibru are sistemul in cele doud pozitii (stabil, daca
semnul este plus, si respectiv instabil, dacd semnul este minus). Avem,

dZEpot d

'cos?
=—{ngsin9——1 qq.c05;

46> do 47e, 4RSI 2
N qq' sin’¢+2cos’4
Rw,R Sne

} = mgRcosé +

: ' 2-sin*4
— mgR(1-2sin22) + — M 2
mg( 2) 3275,R sin®%

ceea ce conduce la

Bl Ry (7.28)
do? o 32re,R '
si
d’E ' 2-sin’%
B gR(1-2sin? %)+ — 9 2
do* | oR( f) 327e,R Sin®%
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, 2/3
s | 2—(‘“ j
— mgR|1-2 qq N qq 32re,mgR _
327e,mgR’? 327e,R a9’
327e,mgR?

2/3 2/3
qa’ qq’
—mgR|1-2| — R2-| ——| |=
mg{ (32%0ng2} ]Hng[ [327reong2J ]

2/3

aq’ %

=3mgR-3mgR| ————— | =3mgRcos’ 2> 0.
(327&90ng2] 2

7.29

Din relatia (7.28) rezulta ca daca sarcinile sunt de semne digerite),

sau dacd sunt de acelasi semn si qq'<327g,mgR*, atunci 6, =7 este o
pozitie de echilibru instabil, iar daca sarcinile sunt de acelasi semn i
aq'> 327e,mgR*, atunci 6, =7m este pozitie de echilibru  stabil. De
asemenea, relatia (7.29) ne aratd cd pozitia de echilibru dati de

0=0,=2 arcsin(L

1/3
, dacd existd, este o pozitie de echilibru
32mgre,R? POz
0

stabil.

In ceea ce priveste perioada micilor oscilatii din jurul pozitiilor de
echilibru stabil, aceasta este datd de

T =27R

Conform rezultatelor obtinute mai sus, dacd sarcinile sunt de
acelasi semn si qq'> 327e,mgR’, atunci in jurul pozitiei de echilibru stabil

6, = 7 au loc mici oscilatii cu perioada
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r=27R

d’E,,
0 — R+ —™—
4o MO 3275,R

R
_ 2R 32re,MR __2r e
qq'-327z¢,mgR a7

3276,mgR?

A L

327, rngR2 32726,mgR?

TO=2E\/§,

iar daci sarcinile sunt de acelasi semn si qq'< 327&,mgR?, atunci in jurul

unde

pozitiei de echilibru stabil 6, =2 arcsin(qq'/ 32mg;rgOR2)1/3 au loc mici

oscilatii cu perioada

o \/3[1—(32,,3@2 )2/3} |

Obsetrvatie: In cazul particular cand qq'=327e,mgR® pozitia de echilibru

data de 6,=2 arcsin(qq'/ 32mg7zgoR2)l/3 va coincide cu cea dati de

0, =z . In plus, in aceasta situatie avem:
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d’E,,
do?

= (:Brnchos2 &j =0,
2 Oy=1
0=0,=1 2
deci, pentru a determina stabilitatea pozitiei de echilibru 6,=6, =7 in

acest caz special (qq'=327r80ng2) trebuie sia calculim derivatele de

ordin superior ale energiei potentiale efective, mai exact, pana la ordinul la
care valoarea In punctul =7 a acestei derivate este diferita de zero.
Avem,

d°E, d(dzEpot] d

de®  do

W ——{n‘gR(l— 25in2 %)4‘

_ qq’ 2-sin’$ _
do |

R27e,R sin®4

. _sin*%cos?—2sin?2cos?(2—sin
_amgReinzcost + 99 sin* 4cos4 - $sin? §cosg(2-sin 2):
277 327gR sin®¢

qq' Cos4(6-sin’4)

=-mgRsing - ,
m 64ms R Sn'e
ceea ce conduce la
d3E + cos¢(6-sin?¢
got — _n,gRS'ne_ qq 2 — 2) =0.
do” |, 647e,R sin“4
= O=r

Aceasta inseamna ca trebuie sa calculam si

do*  do| de’ do 64ze,R  sin‘?

' _lgné(6-—g9nif)l—_gné 20 \qgn* 8
qq ( isin§(6-sin*4)-sin4cos 2)sm ¢

=-mgRcosd - +
m 6472,R sin® ¢
+ 2sin®4cos’ ¢(6-sin’ ¢ -
4 L 28( 2):—r‘r1chosH+—qq X
64re,R sin®4 647¢,R
X(G—Sinzg)+2C082%+ qq' 2cos’4(6-sin’4)

2sin*4 647¢,R sin®¢

care, in punctul € =7 (si pentru qq' = 3275,MgR’) ia valoarea



Probleme de echilibru si mici oscilatii 351

d‘E ' (6-sin®%)+2cos” ¢ -
— =| -mgRcosg + — 9 ( 2_)3 2, M,
dé* |y, 647e,R 29in° 4 64re,R

0q'=3276,mgR?
2cos’ §(6-sin’4)

sin°¢

5( qq’
= + - —F
m 4(327[50R

9
=—mgR >0,
4mg

0=x, ]qq '=32776,mgR?

0q'=3276,mgR?
adicd, In acest caz special (qq': 327[50ng2) pozitia de echilibru data de

0 =r este o pozitie de echilibru stabil, insa micile oscilatii in jurul ei 7z mai
sunt armonice.
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Capitolul VIII

Probleme de mecanica fluidelor

1. Un lichid ideal incompresibil, de densitate p, se afla intr-un vas
cilindric vertical, care se roteste in jurul axei cilindrului cu viteza
unghiulari constanti . In repaus, indltimea la care se ridicd lichidul in
vas este h. Presupunand ci lichidul se roteste odatd cu vasul, ca un solid,
sa se determine

a) forma suprafetei lichidului in rotatie;

b) presiunea in fiecare punct din interiorul lichidului;

c) presiunea exercitatd de lichid in orice punct de pe fundul vasului;

d) forta si presiunea totald cu care lichidul actioneaza asupra fundului

vasului.

Rezolvare

a) Vom ataga un
sistem de referinta cilindrului
in rotatie, avand axa Oz de-a
lungul verticalei ascendente,
ca in Fig. VIIL1. Fata de
acest reper, componentele
vitezei unei particule din
interiorul lichidului sunt

I

Vv, =-wYy, vV, =wX, V,=0,

deoarece,

Fig. VIIIL.1
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<l

Il

o]

X

=

Il
X O i
< O —i
N & X

Il

=X — oyl =Vi +V,]+V,k.
Fiind un fluid ideal, acesta este descris de ecuatia lui Euler,

ov - 1
4+ (V-VWW=F-=-V 8.1
- +(V-V)V P, (8.1)

unde F este forta masica speciﬁcé in cazul nostru,
—~ AG _gam_ —~
F= k,

Am Am -9=79

iar —t:O (nu existd variatie in timp a vitezei). In aceste conditii,

proiectand pe axe ecuatia vectoriald (8.1) obtinem

18p

Ox: (V-V)v,=——— 8.2
KTV 82)
_ 10p
Oy: (V-V)v,=———] 8.3
_ 10p
Oz: Vv, =—g———. 8.4
z: (V-V)v,=-g s (8.4)
Avem,
(V-V)v, = —a)yi—lra)xi (—oy)=-w’x
§ OX oy
st

(V-V)y, = (—a)y%erxa%j(a)x) =-a’y,

care, introduse in (8.2) si (8.3) conduc la urmatoarele ecuatii:

a)zx:l@, (8.5)
P OX
a)zy:E@, (8.0)

p oy
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iar ecuatia (8.4) — avand in vedere ca v, =0 — se mai scrie astfel:

1dp

+0=0. 8.7
o g= 8.7)
Solutia generala a sistemului de ecuatii (8.5) +(8.7) este
E:1a>2(x2+y2)—gz+c, 8.9)
p 2

unde C este o constanti arbitrard de integrare. Intr-adevir, din (8.5)
obtinem

p_1

=0+ 1,(y, ), 8.9

S0 X (1 2) (8.9)
din ecuatia (8.6) se gaseste ca

p_ 1

—== + f 8.10

L=V (% 2), (8.10)
iar din ecuatia (8.7) rezulta:

E:—gz+ £, (% y). (8.11)

Avand in vedere relatiile (8.9)+(8.11), in care f;, (i 21?.%) sunt
tunctii arbitrare de argumentele lor, pentru P el solutia (8.8).

Formula presiunii (8.8) poate fi dedusa si altfel, lucrand intr-un
sistem de referinta neinertial. In acest sens vom considera un reper care se
roteste odatd cu lichidul, cu viteza unghiulard @, In jurul axei Oz.

Deoarece fatd de acest referential acceleratia lichidului §:%+(\7-V)\7

este nuld (sistemul de referintd se miscd solidar cu lichidul) ecuatia lui
Euler se scrie

—

0=F

tot

—in= F+Fy —EVp, (8.12)
P P

unde F,=-gk este forta masicd specificdi gravitationald, iar

—

F, =0T, =0° (X i+ y]) este forta masica specifica centrifugi (forta

centrifugd este fortd aplicata in reperul neinertial considerat). Inmultind
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scalar ecuatia (8.12) cu deplasarea elementari df =dxi +dyj+dz k in
punctul P, se giseste:

0= (ﬁg +F, _%vpj.dr* =—gdz+ @® (xdx+ ydy)—ldp:

—d(-gz)+d [%wzrfjm(—i pJ,

Yo,

(8.13)

formal de .
unde am utilizat reprezentarea formald a gradientului, Ve = g S am

r
tinut cont ci 17 = X° + y*. Am gisit deci ci

) d oo

Integrand nedefinit aceasta ecuatie obtinem

ipzlw%%+yﬂ—g+c, (8.14)
o, 2

unde C este o constantd arbitrard de integrare. Evident, rezultatul obtinut
pe aceastd cale coincide cu cel determinat anterior (vezi relagia (8.8)).
Intrucat presiunea lichidului pe suprafata lui liberd este nuld, rezultd ca
aceastd suprafata este paraboloidul de rotatie avand drept axa chiar axa de

simetrie Oz a vasului cilindric si ecuatia
2

w 2 2
O0=—/(x"+ -gz+C 8.15
(X +y)-gz+C, (8.15)
sau, altfel sctis,
w* 2 2
z=—(X"+y°)+C", 8.15°
zg( y?) (8.15))
. C 3 3
unde C'=— este o noua constanta.

g
b) Constanta de integrare C din relatia (8.15) se poate determina
din conditia de egalitate a volumelor de lichid in repaus si in miscare,
stiind cd suprafata libera este paraboloidul (8.15).
Pentru lichidul in repaus putem scrie: V = zR®h, iar pentru lichidul
in miscare avem
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29(x2+y2) R 27 %rl +%
V= Iﬁrdrdgpdz Irdr jdga I dz:frldrlj. do I dz=
V) 0 0 0 0

_Zﬂjrdr( 2r +EJ zﬁw_z(in_Fzﬁg(ﬁJR:7TCUZR4+7Z'CR2.
29" 9 29l 4 ), T gl2), 4g g

Egalitatea celor doud volume,

ro’R*  7CR?
_I_

7Rh= ,
49 g
furnizeaza pentru constanta C expresia
) R2
C=gh-
J 4
Asadar, presiunea in orice punct din interiorul lichidului in rotatie
este
w° w* R
p=p2 (X2+y2)—p92+pC=p2 (X*+Yy*)- pgz+p| gh- 2 |
sau,
2 2
p:pg(h—2)+p;) [x2+y2—%) (8.16)

c) Presiunea lichidului in orice punct de pe fundul vasului se obtine
imediat din relatia (8.16), in care punem conditia Z=0. Rezulta:

2

d) Forta totald cu care lichidul actioneaza asupra fundului vasului

2 2
p=p(X, y)=pgh+’og) (x2+y2—ij. (8.17)

este

F|z:o, S=aR _” dF = ” p(X, y)dS= ” p(x, y)dxdy = ” p(r,)rdrdep =
(S) (S) (S) (S)

R 27 R ,0602 R2
:J' p(r,) rldrlj' do = 27[J.|:pgh+7(r12 _7H rdr, =
0 0 0
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R R 2 R 2m2 2\R 2,4\R
=2mp U ghr,dr, + I%rfdrl - J’% rldrlJ =2nmp thTrlj + [%} —
0 0 0

0 0

252, 2 \R 2 254 254
_(w erJ }_Zﬁp(ghR L o'R _wsR ]:ﬂRngh:Mg,
0

8 2 8

(8.18)
unde M = pV = pSh = p7rR*h este masa totali a lichidului din vas. Asadar,

forta totald cu care lichidul actioneaza asupra fundului vasului este egald
cu greutatea lichidului din vas. Presiunea totald pe care lichidul o exercita
asupra fundului vasului este

F |z:0, S=aR? _ Mg
S 7R?

P= p|Z:0’ = = pgh. (8.19)

2. Utilizand expresia fortei hidrodinamice de presiune a unui lichid ideal
incompresibil pe suprafata laterala a unei conducte,

o ( [[ oS+ ] fdsj+ (far. 5.20)

ntrare esire

unde T = pfi+pW,, i fiind versorul normalei exterioare, sa se calculeze

forta hidrodinamica de presiune, F_, asupra unui cot de conducti aflat in

pozitie orizontala (forta de smulgere), prin care curge in regim stationar
un lichid ideal incompresibil.

Rezolvare
Deoarece conducta este in pozitie orizontala, forta masica specifica

F = § are proiectie nuld pe aceasta directie, iar relatia (8.20) se scrie

F,=— [[ Tds- [[ Tds. (8.21)

Shtrare Sesire
In plus, tinind cont ci parametrii lichidului se distribuie uniform intr-o
sectiune a conductei si ca sectiunea conductei este constantd

(Sntrare = Sesire = S) , avem:
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pr == ﬂ. fds_ IJ. fds:_(p"i_pvz)sintrare_(p+pV2)Sﬁieﬂre =
=—[(p+pv2)9?|1+(p+pV2)Sﬁz]:—(p+pV2)(ﬁl+ﬁ2)S,
(8.22)
unde am tinut cont ci P =pP,=p si V,=V,=V, indicii 1 si 2

>
corespunzand sectiunilor de intrare si respectiv de iesire a lichidului din
cotul de conducta (vezi Fig. VIIL.2). Faptul ci v,=V,=V rezulta din

ecuatia de continuitate, scrisa pentru volumul de lichid cuprins intre cele
doui sectiuni (de intrare si de iesire) ale cotului de conducta:

S.Vintrare = Szviesire A S/1 = S/2 = < V1 = V2 =V. (823>

Egalitatea celor doud presiuni (p,=p,=p) reiese din legea lui
Bernoulli,

p+% pV[* + pV" = const., (8.24)

in care V' este cAmpul scalar din care derivd forta masici specifici,
F =—grad V'(f, t). In cazul nostru, alegand axa Oz de-a lungul verticalei

ascendente, V' = gz si legea lui Bernoulli devine
1 |2 >
p+§p|v| + pgz = const. (8.24)
Avand in vedere pozitia orizontala a conductei (z, = z,) si faptul ca v, =V,
(vezi relatia (8.23)), din relatia (8.24°), scrisd pentru cele doud puncte

corespunzitoare sectiunilor de intrare §i respectiv de iesire a fluidului din
cotul de conductai,

1, 1
b+ P+ pgz = P+ S Pl + pz, =const., - (825)

rezultica p,=p,=P.
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Dupd cum se poate
observa din Fig. VIIL.2,
cele doua normale
exterioare la sectiunile
S st S, se intalnesc in

T

punctul O,. Rezultanta

pr a fortelor hidrodi-

namice de presiune are
ca suport directia OO,.

Valoarea acesteia (pro-
iectia el pe directia
00,) este

‘pr‘: F, =—(p+pV*)x
x S prool(ﬁl+ﬁ2)=
p+pv )Sx

ﬁr Ef T aj
ZCOS — | |=
2 2

S(p+pv )sing.
2

Fig. VIIL.2

3. Un strat de lichid vascos de grosime h este mdrginit superior de o
suprafata libera, iar inferior de un plan fix, care este inclinat cu unghiul o
fata de orizontala. Se cere:
1) sia se determine viteza de migcare a lichidului sub actiunea
propriei greutati;
2) sa se calculeze debitul masic printr-o sectiune transversald a
stratului de lichid.
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Rezolvare
1) Pentru a rezolva problema vom utiliza ecuatia de continuitate si
ecuatiile Stokes-Navier. Lichidul studiat are urmatoarele caracteristici:
a) este omogen §i Vascos;
b) este incompresibil;
c) miscarea este plan-paraleld si unidimensionali;
d) curgerea este stationara.
Ecuatia de continuitate se scrie

0 . _
—p+d|v(pv) =0,
ot

iar ecuatia Stokes-Navier sub forma vectoriald este

P[%HV-V)V} = pF —grad p+(A+ u)grad (div V)+ zAv,

unde V= \7(X, Y, Z, t) este campul vitezelor, F  este forta masica
specificd, iar A si u sunt coeficientii dinamici de viscozitate. In cazul lichidelor
omogene si incompresibile (p=p(F, t)=const.), din eccuatia de

continuitate rezulti

divv=0,
iar ecuatia Stokes-Navier devine
N o\ = _
P E+(V'V)V = pF —grad p+ uAV,
sau, dacd impartim prin p # 0:
6—v+(\7-V)\7: F —lgrad p+£Av= If—le+v AV,  (8.26)
ot p p p

ande v =2 este coeficientul de vascogitate cinematicd al lichidului.

Yo,
Deoarece lichidul curge doar in directia axei OX (vezi Fig. VIIL.3)
sl miscarea este stationara, rezulta ca viteza lui are doar componenta
Vv, =U diferitd de zero si in plus

V(X Y,z t)=1 v (xy) =i u(xy).
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Atunci, din ecuatia de
continuitate scrisa pentru
lichide omogene si in-
compresibile ( divvV=0)
rezulta:

divy = 26y _u_

OX OX

adica u=u(y). Aceasta

inseamn3i ca

-~

Fig. VIIL.3

~ _ 0 _ 0 (-
(v-V)v:vX& :VX&(l u(y))=0.

A . g . . g \ .
Tinand cont si de faptul ci miscarea este stationard (g—t:Oj, ecuatia
Stokes-Navier (8.26) devine:

0= ﬁ—ivmv AV,
o,
sau
0= pF —Vp+ tAV . (8.27)
Proiectand aceasti ecuatie vectoriald pe cele doud axe ale reperului
XOy atasat lichidului (vezi Fig. VIIL.3) obtinem:

. op  du
Ox: O=pgsSha——+u——- 8.28
st
Oy: O:—ngOSa—%S. (8.29)

In acest fel, problema noastri devine o problema de ecuatiile fizicii
matematice, $i anume, trebuie si rezolvam sistemul de ecuatii (8.28) +

(8.29), in domeniul D= {X, y| —w0< X<+, 0<y< h} , cu conditiile la
limita:
1) u(y)=0 pentru y=0;
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i) 3—;=0 pentru y=h;
i) p(x,y)=p,=const. pentru y=h.

Integrand ecuatia (8.29) obtinem:
P=Pp(X, y) =—pgycosa + p(X).
Functia arbitrard p,(X) poate fi determinata din cea de a treia conditie la
limita. Impunand-o, gasim ca
P, =—pghcosa + p,(X),

de unde,
p,(X) = p, + pghcosa = const.
Deci,
p=p(X y)=—pgycosa + p,(X) = —pgycosa + p, + (5.30)
+pghcosa = p, + pg(h-y)cosa. '
Cu aceasta in (8.28) obtinem:
0=pgsina + ﬂd_"‘u
dy*’
adica,
d’u _ pgsina
dy> ou
Integrand de doua ori, gasim succesiv,
%: _pgSina y+C1,
dy H
$1
u:—pgzi”“yhclymz, (8.31)

unde C, si C, sunt doud constante arbitrare de integrare, ce pot fi
determinate din conditiile 1) si ii). Astfel, avem:
0=C,,
in :
_PON@ e = ¢ =P99Ny
Hu H

0=
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Cu C,; si C, astfel determinate in (8.31), rezulta:
pgsina y2+pgsina
2p

2) Pentru a calcula debitul masic printr-o sectiune transversala a
stratului de lichid (masa de lichid care stribate unitatea de suprafatd
transversald! in unitatea de timp) vom utiliza definitia acestei marimi in
cazul in care curgerea este stationara, iar lichidul este omogen si
incompresibil:

u=u(y)=- hy:/;—g(Zh—y)ygna. (8.32)

=

q 1
"™ Lh Lzhl G

unde
q _d_m_ pdV  pu(y)At L,dy
T At At At

= p u(y)L,dy

este masa ,elementard” de lichid care strabate suprafata transversald
»elementard” de litime oarecare (dimensiune de-a lungul axei Oz) L, si

inaltime (dimensiune de-a lungul axei Oy) dy, in unitatea de timp. Tinand
cont de relatia (8.32), pentru Q,, obtinem:

=

9

L,(2h—y)ysinady =

H“vl—@vﬂ:}

p’gsi
hu
P gsma(h j sma

q, 1
=m __= Ldy=—
Qn Lh hj p u(y)Ldy

1

0 L,h
1h
15
hy

O ey

2

(2h-vy) ysinady =2 931%

(8.33)

4. Sa se studieze miscarea unui lichid vascos si greu, care curge sub
actiunea propriei greutdti, intr-un canal de sectiune dreptunghiulard de

! Fatd de directia de deplasare a lichidului; cu alte cuvinte, suprafata este orientatd perpendicular
pe axa OX.
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litime 2a si inaltime h, stiind cd acest canal este inclinat fati de orizontald
cu unghiul «a si cd distributia vitezelor la suprafata lichidului respectd o
2

lege patrabolica de tipul u(y, h)=u, (1—;

}, unde U, este viteza maxima

a lichidului la suprafata, in mijlocul canalului (vezi Fig. VIIL4).

Rezolvare
Pentru a rezolva problema facem apel la ecuatia de continuitate,

%’t’+ div(pV)=0 (8.34)

si ecuatiile Stokes-Navier,

ot

p[ﬁ+(\7-V)vi}:pFi P () (v v)+ Ay, (i=13).
OX OX,
(8.35)
z In ceea ce priveste forta
masica specificd avem:
F.=gsina, F, =0,
F,=-gcosa,
iar pentru viteza (tinand
cont ca miscarea lichi-
dului are loc doar de-a
lungul axei OX) putem
scrie:

Fig. VIII1.4

Intrucat lichidul este omogen si incompresibil, p= p(r, t) =

: : : o . gL ou
=const., iar din ecuatia de continuitate rezulta: leVz@—:O =
X

= u=u(y, z), —o<X<oo. Dand valori indicelui i din relatia (8.35)
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. . 8
succesiv, de la unu la trei, tinind cont «ca V
a g
= u—(l u(y, Z)) =0 si ca miscarea este stationara ( j obtinem:
X
op o°u o4
i=1. O=pgsna——+ul —+—|, 8.36
P9 P ﬂ( & o7 ] (8.36)
i=2: 0= _%P (8.37)
oy
st
Lo op
I =3: O:—pgcos(x—a—. (8.38)
z
Din ecuatia (8.37) rezultd ci p = p(X, z), iar din (8.38) avem:
?:—pg cosa = p=-pgzcosa+ p;(X). (8.39)
z
Cum pentru z=h, p=p,, din relatia (8.39) rezulta:
P, =—pghcosa + p(X),
de unde,
p,(X) = p, + pghcosa = const.
In aceste conditii, ecuatia (Px.3) devine:
0= pgsina + ou + ou
not. i
sau, dacd introducem notatia K = _p9sna ,
Y7
2 2
U 0¥ _\ _a<y<a O<z<h, (8.40)
oy- oz

adica o ecuatie de tip Poisson pentru functia u=u(y,
limita:

i) u(y, 00=0, —-a<y<a;
i) u(-a, 2)=0, u(a, 2=0, 0<z<h;

i) u(y, h):um( —éj _a<y<a,

z), cu conditiile la
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unde U, este viteza maxima la suprafata lichidului (la mijlocul canalului,
pe directia Oy).

Miscarea lichidului fiind simetricd fatd de planul XOz, este suficient
sa fie studiatd numai in domeniul O<y<a al planului yOz. Pentru
aceasta, vom introduce mai intai noi coordonate, adimensionale, prin
relatiile:

h . u
u=uU, y=aY, z=aZ, EZI si k:a—g‘K.

Cu acestea, problema (8.40) cu conditiile la limita 1) +1iii) devine:
U ou
+
oY? oz?
adica o ecuatie de tip Poisson pentru functia U =U (Y, Z), cu conditiile la

=K, 0<Y<1 0<Z<l, (8.41)

limita:

(i) U(Y, 0)=0, 0<Y <1,
(i) U@ 2)=0, 0<Z<I;

([i)U (Y, I)=1-Y?, 0<Y <1,

Avem deci de rezolvat o problema de ecuatiile fizicii matematice,
mai exact, o ecuatie cu derivate partiale de ordinul doi, de tip Poisson, cu
conditii la limitd precizate. Deoarece conditiile la limita sunt de speta I,
avem de rezolvat problema lui Dirichlet pentru ecuatia lui Poisson.

Pentru ecuatia (8.41) cu conditiile la limita (1) + (iii) vom cauta o
solutie de forma:

Z)=iﬂcos[%}{n(z). (8.42)
Intrucat
< (2n-Yr (2n-)xY
" Z [ ] COS(T]Q(Z)
si

iA] ((Zn—l)ﬂdechn(Z)

822 puc 2 dz’®

ecuatia (8.41) ne da:
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w 1)z d2 D 2
Zﬂcos((zn 1) Y]{ én(z)_((Zn 1) Jén(z)}K. 8.43)

2 dz? 2

Pentru a extrage de aici o ecuatie diferentiald pentru functiile ¢, (Z) vom

scrie membrul drept al relatiei (8.43) sub urmatoarea forma:

- 1 n-1 _
K=Kk s 4D S(MJ (8.43))
o1 2n 1 2

Acest lucru este posibil deoarece avem:

4 & n1€08((2n-1)¢&) |1, pentru 0<& <%,
&Y T{

7T n=1

(8.44)
0, pentru =%

Pentru a demonstra aceastd relatie vom utiliza urmatoarele serii
uniform si absolut convergente pentru |Z| <1:

1 . )
—= =1-iz-Z+i+..,

1+iz
1 : .
—— =1+iz-Z-i+...
1-iz
st
1 2 4 6 S n-1_on-2
s=1-22+7' -2 +..=> (-1) "%
1+z —~
unde z=¢&+in este un numdr complex, iar i=+/-1. De aici, prin

integrare, obtinem:

mdz :—|In(1+|z)] I(l—iz—zz+iz3+z4—...)dz:
:J.dz—i.[zdz—jzzdz+iJ'z3dz+Iz4dz—...= z—i%z—%3+i27:+%5—...,
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I_—Izdz[ iIn(1-iz)]= I(1+iz—zz—iz3+z“+...)dz:
:jdz+ifzdz—jzzdz—ijz3dz+jz4dz+...:z+iz—2—%3—i%4+%5+...
si
J.1+z dz[=arctg 7] = [(1-2° +2*~ 2 +..)dz=
:jdz—jzzdz+J-z4dz—J-zﬁdz+...: z—%3+%5—z—77+...:g(—1)n_1 22:_11

de unde,

- 1+iz z2 7 2 1 Z
Tpzt2_ 2,02 oY (-1
2 r]1 iz z 3+ 5 Z( ) n

Sd alegem acum z= €¢. Avem atunci:

1(: arctg z). (8.45)

1+iz 1+i€° 1+i(cos&+ising) 1-siné+icosé

1-iz 1-ié® 1-i(cosé+ising) 1+siné—icosé
:(1—sin§+icos§)(1+sin§+iCosf) 1+2icosg -sin’ ¢ —cos’¢ _

(1+sin&—icosé)(1+siné +icosé) (1+sm§) +c0s? &

_2icosg  icosé  cosé =
2(1+siné)  1+singé  l+siné
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Daca notam

1+id*  cosé s
=2 i

1-i€®  1+siné

f(2)=

b

avand in vedere ca
In f(z):|n|f(z)|+iarg f(2)),
unde,

f
arg f (2) :arctg%=%,

relatia (8.45) devine:

_%lnf(z):_i_ln( c0se ei’;J:_i In( Cosg ]_i_lnei;:

2 (1+siné

b cosé 2+Z_Z‘°:( ) L eeend
4 \1+sné) 4 o 2n-1
© n1| cos(2n-1 .sin(2n-1
_ (a2 (=18
o 2n-1 2n-1
(8.46)
. ) T 3r )
semnul plus corespunzand cazului §E|:0, EJU(7’ 27[}, iar semnul

minus intervalulut & e (% 37”) Identificand in relatia (8.46) partile reale

si imaginare, obtinem urmatoarele formule:

T T
Z‘O:(_l)nfl COS(Zn—l)é: _ Z, pentru OS§<E,
~ 2n-1 V4
0, pentru fziz,
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adica relatia (8.44) si

Sy e ome .

i 2n-1 4 \1l+siné

Cu aceasta, demonstratia relatiei (8.44) este incheiatd, iar formula (8.43’)

rezultd din (8.44) punand & = %Y. Inlocuind (8.43) in (8.43) obtinem:

éﬁhcos(@n—zl)nvj{dzgnz(f)_((anl)ﬂjz ;n(z)}:

IR (-1)" S((Zn—l);zY)’
= 2n 1 2

[(2n—l)7ij
2

de unde, egaland coeficientii lui cos din cei doi membri,

rezultd pentru ¢, (Z) urmitoarele ecuatii diferentiale ordinare:

ac2)- B g )= G (e,
g;(z)_wévn(zk((zﬂ%, (neN*), (8.47)

cu conditiile la limitd: ¢,(0)=0 si ZAhCOS

¢ (1)=1-Y2.

Pentru fiecare valoare a lui neN , solutia generala a oricarei ecuatii

((Zn—l)ﬂYj
2

neomogene (8.47) se scrie ca suma dintre solutia generala (é’ rfo)) a ecuatiei
omogene atasate,
2
. (2n-1) n’
Gl2)-—
4
si o solutie particulara a ecuatiei neomogene corespunzitoare:

((2)=¢7+4", n=123, ..

Ecuatiile omogene (8.48) au solutii de forma

£,(2)=0, (neN’) (8.48)
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(2n-1)zZ

(2n—1)72'Z+Cn ch . ’

¢ -8,

iar o solutie particulard a ecuatiei neomogene corespunzitoare trebuie
aleasi de forma unei constante (termenul de neomogenitate fiind o

constanta), pentru fiecare valoare a lui (n eN ) :

P =P =consgt,. (8.49)
Constantele P, neN" se determini din conditia ca solutiile (8.49) si
verifice ecuatiile neomogene (8.47):
(2n-1)" 72 o (1) 4K

4 " (2n-1)zA’

de unde,
(-1)"16K
" (2n-172A
Deci, solutiile generale ale ecuatiilor (8.47) sunt
£.(2)-B, Sh(2n—1)7zZ iC Ch(2n—1)7zZ . (-1) 16K (850

2 (2n-1)°7°A,

constantele arbitrare de integrare B, si C,, n=1 2, 3, ... urmand a fi

n

determinate din conditiile la limita:

¢, (0)=0

st
i A, cos(%}(n (1)=1-Y2.
n=1
Astfel, impunand conditia la limitd £, (O) =0, obtinem:
£, (0)-C, s I o
(2n-1)" 7°A,
de unde,

(-1)"16K  (-1)""16K
C,=- —= — (8.51)
(2n-1°7°A, (2n-1)° 2°A,
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iar ¢, (Z) devine:

n-1
(:n-17Z (-1)"'16K _ (n-1)7Z

=B, sh
¢n(2)=B, 2 Tonaen " 2
N (—1)”§6K :anh(Zn—l)ﬂZ+ (—1)”§6K |:1_Ch(2n—1)72'2}.
(2n-1)" 7°A, 2 (2n-1)" 7°A, 2

(8.52)
Pentru a determina constantele arbitrare B, vom utiliza conditia la limita:

o (2n—1)zY (2n—1)zY
nZ:; A cos(—2 j Z A cos( 5 j

5 (207 (-1)"16K {lch(znl);ﬂ}_
2

X

(n-1)'s"4 (8.53)
& (2n-1)zl  (-1)"16K L (2n-1)al . '
;{A‘B” h 2 +(2n—1)37z3 {1 i 2 }

x cos(%j =1-Y?,

in care il vom exprima pe 1-Y? ca o serie de acelasi tip cu cea din
membrul stang. In acest scop, avand in vedere faptul ca seria (8.44), adica,

n1008(2n—-1)¢

Y

n=1

este uniform si absolut convergenta, aceasta poate fi integrati termen cu
termen $i obtinem:

e lcos(zn 1)¢ } g~ Z{f{ lCOS(zin—_ll)ﬂdé}z

n=1

:i( n1S|n 2n 1§ I %§+K1,

n=1
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unde K, este o constantd arbitrard de integrare, ce poate fi determinata

din conditia ca relatia de mai sus sa fie valabila pentru orice valoare a lui
&, deci si pentru & =0. Impunand aceastd conditie in relatia de mai sus

obtinem simplu K; =0 si atunci

i nasn(2n-1)&

n=1 (2n 1) 4§

Integrand nedefinit inca o datd, gasim:

& r1SiN(2n-1)& n1S|n(2n 1)¢& ~
g e-glor -

=-> () “—CO(SZ” JE [T ae= sk,
sau,
- n-1 2 _1 2
Z(—1) %:—%5 +K,, (8.54)

unde K,;=-K, este o noud constanta arbitrard de integrare, ce poate fi

determinata la fel ca mai sus. Punand deci £ =0 in relatia (8.54) obtinem:

© ”1 -
si atunci,
2 a100s(2n-1)¢& 72'(72'2 ] i
B |t Sl AR (LAY JY o P 8.55
i et LA S

Dac4 aici luam pe ¢ de forma & = %Y obtinem:

of B07Y)

2

> ()" T,

n-1 (2n — 1)

de unde,
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ve¥ ()" 32 COS[(Zn—l)ﬂY]’

S (2n-1) 7 2

care, introdusa in (8.53) conduce la

i{&Bn g (@n=D7l  (-1)16K {1ChM}}x

2 (20—’ 2
XCOS(MJ 5 -1)""32 COS[(Zn—l)yzY].
2 f(2n-1)° 7 2
2n-1) 7Y
2

Identificand coeficientii lui COS((

n=.

din cei doi membri ai relatiei

de mai sus, avem:

(2n-1) 7l  (-1)"16K (2n-zl] (-1)" 32
AT +(2n—1)37z3{1_0h 2 }(2n_1)37z3

de unde,

()32 (—1)”‘116K3[1_0h(2n—1)7z|}

(2n 1) ° (2n 1y’ 2 _
A A]Sh(zn 21)7z|
(-1)""16 {2 K(l h(2n—1)7zlﬂ
(2n 1) r® 2
p DA 21) 7 |

Cu aceste constante in relatia (8.52) gasim:
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e

¢ (2)
(2n-1)7l 2
A, Shiz
(2n l);zZ
(-1)"16K (2n-1)7z] 15
+—33 1—Ch— = — | X
(2n-1)°2°A, 2 A (20 21)
-1 ~1)"16K
x(l)—316 2+K 1—Ch i—6><
(2n-1)"7° A (2n-1)’x
T (2= 1);zz
5 )
Daci introducem notatiile
not. 2n-1\»Z not. 2n-1)zZ
,B(Z) = 1—ChQ si y(Z) = Sh%,

¢ (Z) se va scrie mai simplu:

(-)""16

1
C”(Z):Km

{[2+ KA(l )]@— Kﬂ(Z)} . (856

Inlocuind pe ¢,(Z) din relagia (8.56) in relagia (8.42) se obtine in

cele din urma:

u(Y,z)= i%{[% KA(l )]M— Kﬂ(Z)}cos(@},

n=1 (2n—1)3 72'3

>

. . not. (2n — 1) Y
sau, dacd introducem o noud notatie prin & (Y) = COS| —————
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u(Y,z =i “_16; a(Y){[2+Kﬂ(I):|7;/(—(Z|;—K,B(Z)}. (8.57)

Pentru a determina pe u=u(y, z), vom rescrie sub forma explicita
relatia (8.57) si vom reveni la marimile dimensionale u=uU, y=ay,

z=az, N si k="K Avem,
a a

i 716 S[(Zn —21) ﬂY]X

nl 2n 1
(2n—1)7zZ
_ shr—_+—— _
X {2+K[1—Ch(2n 21)7r| H 2n21 l—K(l—Ch%] ,
Sh( B )7[
de unde,
(-1)""16 (2n-1)zy
ucy, 2 =u, ~C0S X
2= Z (2n-1) = 2a
2n-1)7zz
2 NG
oy ka 1 Ch(zn 1)7zh 2a ka® 1 Ch(zn 1)7[2 |
U, 2a (2n-1)zh u, 2a
sh o 7T
2a
sau inca,

u(y, 2)= uz (1”16 cosL(zngl)”ny

= (2n-1)’x a
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2n—1)7zZ
- ) (2172
| oo posnal, o (20-Yzh 2a___,
4u, 2a Sh(2n—1)7rh
T om (8.58)

2g 2n-1
soana(y_g(on ]|
MU, 2a

Considerand cazul particular in care a=h=1m, u=psnea,
U,=1m/s siluind g=10 m/s*, relatia (8.57) devine:

-5 O o -0y,

= (2n-1)’7° 2
x {1—5(1—ch(2n;1)”ﬂ S;((Z;Zli: +5(1—ch@] ,

iar in Fig. VIIL5 sunt redate curbele de egald vitezad in acest caz. Acestea
au fost obtinute cu ajutorul soft-ului Mathematica 4.0 utilizand
urmaitoarele linii de comanda:

Remove[" Global ™*"];
Unprotect[In, Out];
Clear[In, Out];

k = (-1)"(n-1)*32/((2* n-1)*3* Pir 3);
el = Cog((2*n-1)* Pi*y)/2];

e2 = 1-Cosh[((2*n-1)*Pi)/2];

e3 = Sinh[((2*n-1)*Pi*2)/2];

e4 = Sinh[((2*n-1)*Pi)/2);

€5 = 1-Cosh[((2*n-1)* Pi*2)/2];

NSolve S (k *el* ((1-5*€2)* (e3/e4)+5* €5)) == 0.4, Z;

G1 = Plot[Evaluate] z/. %], {y, O, 1}, Frame->True, PlotRange->All];
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NSolve S (k *el* ((1-5*€2)* (e3/e4)+5* €5)) == 0.6, Z;

G2= Plont:[lEvaIuate[ z/.%],{y, O, 1}, Frame->True, PlotRange->All];
NSolve] 3 (k *el* ((1-5* e2)* (e3/e4) +5+€5)) == 0.8, 2];

G3=PFI oil:[lEvaIuate[ z/.%],{y, O, 1}, Frame->True, PlotRange->All];
NSolve] 3 (k *el* ((1-5* e2)* (e3/e4)+5*€5)) == 1., Z;

G4 =PI oil:[lEvaIuate[ z/.%],{y, O, 1}, Frame->True, PlotRange->All];
NSolve] i (k *el* ((1-5* €2)* (e3/ed)+5* €5)) == 1.2, Z];

G5= Plc;t:[lEvaIuate[ z/.%],{y, O, 1}, Frame->True, PlotRange->All];
NSolve] i (k *el* ((1-5* e2)* (e3/ed)+5* €5)) == 1.4, Z];

G6= Plc;t:[lEvaIuate[ z/.%],{y, O, 1}, Frame->True, PlotRange->All];
NSolve] i (k *el* ((1-5* e2)* (e3/ed)+5* €5)) == 1.6, Z];

G7= Plc;t:[lEvaIuate[ z/.%],{y, O, 1}, Frame->True, PlotRange->All];
Show[G1, G2, G3, G4, G5, G6, G7]

¥ ()

Fig. VIIL.5
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Din Fig. VIIL5 se poate observa ci viteza de curgere sub actiunea
propriei greutdti a lichidului vascos are valoarea maxima la adancimea de
aproximativ 0,35 m.
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Anexa A

Alfabetul grec (vechi)

Nr. Litera mare Litera mica Nume
1. A a alfa
2. B p beta
3. r /4 gamma
4. A ) delta
5. E & epsilon
6. Z ¢ (varianta: ¢) dzeta
7. H n eta
8. ] 0 (varianta: 9) theta
9. 7 l iota
10. K K kappa
11. A A lambda
12. M Yz, miu
13. N v niu
14. = ¢ csi
15. o o omicron
16. )i T pi
17. P P rho
18. J o sigma
19. T T tau
20. Y v ipsilon
21. @ @ (variantd: ¢) fi
22. X X hi
23. W /4 psi
24. 0 @ (varianta: @) omega
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Anexa B

Elemente de analiza combinatorie, trigonometrie gi
analiza matematicd. Formule utile

B.1. Permutari

Defini;ie: Se numesc permutari ale unei multimi A cu n elemente toate
multimile ordonate care se pot forma cu cele N elemente ale Iui A.

®  Numadrul permutirilor a n elemente, Ne N este
P =123 ..-n=nl. B.1)

Prin definitie O!'=1. Numarul n! se citeste ,,n factorial”.
Exemplu: Numidrul permutirilor a trei elemente, a, b si ¢

(abc, ach, bac, bca, cab, cba) este P, =31=1.2-3=6.

* Numarul permutirilor cu repetitie a N elemente, in care fiecare
element se poate repeta pand la n ori este

P =n". (B.2)
Exemplu: Cu elementele a, b si ¢ putem forma permutirile cu repetitie:
aaa, aab, aac, aba, aca, baa, caa, abc, acb,
bbb, bba, bbc, bab, bcb, abb, cbb, bac, Dbca,
ccc, cca, cchb, cac, cbc, acc, bcc, cab, cha,
adici P, =3 =27 permutiri.

*  Numarul permutirilor a N elemente, dintre care ¢; sunt egale intre
ele, o, sunt egale intre ele, ..., o, sunt egale intre ele, este egal cu
f’;=%,(al+a2+...+ar=n). B.3)

ala,! ... a,!
Exemplu: Pentru n=5si o, =3, a, =2 avem
aaabb, aabab, aabba, abaab, ababa,
abbaa, baaab, baaba, babaa, bbaaa,
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adica Isgzi:ﬁ:lo.
3.2 2
*  Proprietati ale factorialelor:
o nl=(n-1)in; ni=(n-2)/(n-1)n;
. n!:M' . (n+2)!

ntl = (n+2)(n+1)

*  TFormulele lui Stirling:

° n!;(ﬂj 2zn ;
e

n
° Inn!:nln(—jznlnn—n.
e

Prima formula a lui Stirling ne permite sa calculim o valoare aproximativa
pentru N! la palori mari ale lui n. De exemplu, pentru N=10 avem

10'=3 628 800, iar formula n!= (n/e)n V2zn ne dia 10'=3 598 696,
adica ni-1 da pe 10! cu eroarea relativa
A(10!) 3 628 8003 598 696

10! 3 628 800
deci, mai mica de 1 %.

5(10) =

= (0,0083=0,8 %,

B.2. Aranjamente

Definitie: Se numesc aranjamente a N elemente luate cate m, (m<n) ale

unei multimi A cu n elemente, toate submultimile ordonate cu cate m
elemente care se pot forma din cele n elemente ale multimii A.

Aranjamentele a n elemente luate cite M se noteazd cu A.

®*  Numarul aranjamentelor a celor n elemente luate caite m este

A" =n(n-1)(n-2)..(n-m+1)= (nf!m)!, (n=m). (B4
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Exemplu: Numairul aranjamentelor a patru elemente a, b, ¢ si d luate

4! 4!
cate doud este A = m = 3-4=12, adica
ab, ac, ad,
bc, bd, ba,
cd, ca, cb,
da, db, dc.

*  Proprietati:
. A =R
n!
n_'"_ -
’ A o ™
c AT=A
° A =1

Numarul aranjamentelor cu repetitie a N elemente luate cate m este

A" =n". (B.5)

Exemplu: Pentru trei elemente a, b si C, aranjamentele lor cu repetitie,

A v A 9 2 2 o
ce cate doud elemente sunt in numar de A; =3° =9, adica:

aa, ab, ac,
bb, bc, ba,
cc, ca, ch.

* Numirul functiilor injective definite pe o multime cu m elemente

cu valori intr-o alti multime cu n elemente (N>m) este egal cu A7,

* Numarul functilor bijective N elemente cu valori intr-o alta

multime cu N elemente este egal cu Ay =nl.
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B.3. Combinari

Definitie: Se numesc combindri a N elemente luate cate m, (mg n) ale

unei multimi A cu N elemente toate submultimile cu cite M elemente,

care se pot forma din cele n elemente ale multimii A.
Combindrile a N elemente luate cite M se noteazd cu C;.

*  Numairul combinarilor a N elemente luate cate m este

" I n(n-1)(n-2)...(n—m+
m! m!(n-m)! m!
Exemplu: Numairul combindrilor a patru elemente a, b, ¢ si d luate
l |
cate trei este C; = 4 A 4, adica
31(4-3) 3l

abc abd bcd cda.
* Proprietati. Pentru 0<m<n avem:
. C =n;
- o-qr;
J C'=C’=CJ=1;
J cr=Ccr,+Cm"';

n-1
m_ ~m-1 m-1 m-1 m-1 m-1
° C ' =C +CL+.+C +C~+C .

*  Numairul submultimilor unei mulimi cu n elemente este 2".
*  Numairul combinirilor cu repetitic a N elemente luate cate m este
— (n+m-1)! n(n+1)(n+2)..(n+m-1)
Cn = Cn+m—1 = = * (B'7>
m!(n-1)! m!
Exemplu: Cu trei elemente a, b si € se pot forma urmitoarele
combinari cu repetitie de cate doud elemente: aa, bb, cc, ab, ac, bc. Deci

n=3, m=2 si CZ2=C? =6 combinari cu repetitie.
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B.4. Elemente de trigonometrie. Formule utile

Unité;i de masura pentru unghiuri. Transformarea gradelor
sexazecimale in radiani

Unitatile de masura pentru unghiuri i arce sunt:
o  gradul sexagesimal (*), cu submultiplii sdi: minutul sexagesimal (') si
secunda sexagesimala ("),
® radiann/ (rad);
o unghiul drept (dr) si
®  gradul centesimal (°), cu submultiplii sdi: mznutul centesimal (%) si
secunda centesimala (°°):
1 =60'=3600"; 1'=60";
1° =100° =10 000*; 1° =100%;
90" =7/2rad =100° =1dr.

Relatii importante intre aceste unitati pentru unghiuri:

1 =0,017453rad; 1 =0,000291rad; 1'=0,000005 rad;

1rad =57"1745' = 0,6366198 dr = 63,66198°;

30 =r/6rad; 45 =rn/4rad; 60" =7x/3rad; 90" =rx/2rad;
180" =z rad; 270°=3z/2rad; 360" =27 rad;

7 = 3,1415926535897932384626434...

Definitia functiilor trigonometrice ale unui unghi ascutit intr-un
triunghi dreptunghic

Daca ABC este un triunghi dreptunghic in A, b si ¢ sunt lungimile
catetelor si @ lungimea ipotenuzei, atunci:

snB=Db/a; cosB=c/a secB=1/cosB=alc
tgB=Db/c; cotgB=c/b cosecB=1/sinB=al/b
sinC=c/a; cosC=b/a secC=1/cosC=alb
tgC=c/b; cotgC=Db/c cosecC=1/snC=alc
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Exprimarea rationala a functiilor trigonometrice ale unui unghi cu
ajutorul tangentei jumdtitii unghiului tg(u/2) =t

sinu= 2t(1+t2); cosu :(1—t2)/(1+t2); tg u= 2t/(1—t2);

cotg u = (1—t2)/(2t); secu = (1+t2)/(1—t2); COSEC U = (1+t2)/(2t).
Liniarizarea unor puteri ale sinusului si cosinusului
sin?u=(1-cos2u)/2;

sinu=(3sinu-sin3u)/4;

sin*u=(3-4cos2u+cosdu);

sin°u=(10sinu—5sin3u+sin5u)/16;

cos’U = 1+cos2u)/2;

cos’u=

(

cos’ u =(3cosu+cos3u)/ 4;
(3+4cos2u+cos4u)/8;
(

cos’u

10cosu +5c0s3u +cos5u) /16;

sin’u=(35sinu—21sin3u+7sin5u—sin7u)/64;
u = (35cosu—21cos3u+ 7cos5u—cos7u)/ 64;
sin u:(35 56.c0s 2u + 28cos4u —8cos6u + cos8u ) /128,

cos®u = (35+56c0s2u + 28c0s4u + 8cos6u + cos8u)/128.

Semnele valorilor functiilor trigonometrice fundamentale

Cadranul\Fuctia sinu cosu tgu ctgu

I (O<u<z/2) + + + +

I (7/2<u<7) + - - -
I (7 <u<37/2) - - + +
V (3r/2<u<2r) - + - -
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Formule de reducere la un unghi ascutit
Fuctia\ Argumentul V:%iu v=r+u V=37”iu v=2r-u V=-U
sinv cosu Fsinu —cosu —sinu —sinu
cosv Fsinu —cosu t+sinu cosu cosu
tgv Fcotgu +tgu Fcotgu —tgu —tgu
ctgv Ftgu +cotgu Ftgu —cotgu | —cotgu

Expresiile functiilor sin”u, cos’u, tg°u si ctg’u in functie de pétratul
b b
unei functii trigonometrice fundamentale

sinu cos*u tg°u ctg’u
sin*u 1-cos’u ;9;1” (2+ ctgzu)_l
cos’u 1-sin*u (1+ tQZU)‘l %
tg°u s L 1/ctg’u

Valorile func;iilor trigonometrice fundamentale ale catorva unghiuri

importante
Cadran | Unghiul U sinu cosu tgu cotg u
0° 0 1 0 nue
definita
150 =~ J6-+/2 J6++/2 2-3
12 4 4 2+ \/:_';
1= 7 | ¥5-1 | 10+25 | | 2 £ | J5+2V5
1 10 4 4 5
Vs 1 1 1 J3
30°== = —/3 =3
6 2 2 V3 3 V3




388

Anexa B

3e=% | V10-2/5 | 1+V5 | 525 \/1+E¢g
S 4 4 5
Unghiul U sinu cosu tgu cotgu
T 1 1
450 =" =2 =J2
7 2\/_ 2\/_ 1 1
7 1 1 J3 1
6002— —_ 3 — - 3
3 ZI 2 3\/>
720_27 | J1o+2y5 | VB-1 | 54205 \/ 2
I S 4 4 5
75025_” J6+4/2 J6-/2 2++/3 2-/3
12 4 4
. T 1 0 nue 0
0 ) definitd
1080=3_7[ 10+2\/§ 1_\/5 —\/5+2\/§ _\/ _g\/g
5 4 4 5
27 | 1 1 NG 1
120° = — —J3 _= =3
3 ZI 2 3f
o BN BN -1 -1
11 4 2 2
15()0:5_” 1 _1\/\3, _ﬁ 3
6 2 2 3
1620 = % 1(\6—1) \10+2V5 _\/ 25 _J5+25
10 | 4 — 5
180° =7 0 -1 0 nue
definita
0= 1 B V3 NE!
6 2 2 3
111 225°=5—7T _Q _ﬁ 1 1
4 2 2
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= | 3 1 3 V3
Unghiul U sinu cosu tgu cotgu

111 270° =3 -1 0 nu e definitd 0
300° =3¢ —_~2/§ 1 -3 =5

R i T 2 -1 -1
330° - &= El & G 73
360°=2r 0 1 0 nu e definitd

Functiile trigonometrice exptimate cu ajutorul uneia dintre ele

Functia necunoscuta

sinu cosu tgu cotgu secu _ _1 cosecu _ _1
1 cosu 1 sinu
:Q; 1 Jsin®u sinu VJi1-sin?u __ 41 1
7 snu +1 V1-sin®u +snu Vi—sin2u sinu
>
| Ai-cosu cosu Vi-cos?u +00sU 1 “
s S £ +cos u 1-cos?u cosu —cou
- @]
3
@]
8
g S| ttgu J_rlz L " ="
[3) Ep \/1+tg2u \/1+tg u tgu 9u —“ﬂ Vitg ;
<
8.
gl o
=] 30 +1 _ +cotgu t1 COth /1+cotgzu l—1+cotgzu
el IRCY VAR \+cotg?u cotgu Tooigu =
o
S| Jsecful 1 sec?u-1 i1 u +sec u
O fsecu secu +1 sec?u-1 sec U1
(9]
w
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5
8 1 Jeosectu-1 | —EL Veosec?u-1 —_fcosecu COSEC U
8 cosecu Fcosec U Vcosec?u-1 +1 Vcosec?u-1
@)

Functiile trigonometrice fundamentale ale unor sume si diferente
de unghiuri

sin(u+v)=sinucosv+cosusinv

cos(u+V)=cosucosvEsinusinv

_ tgu+tgv

tg(ut
g(u V) 1F tgu tgv

cotg(uiv) _ cotgu cotgVvFl

cotg v+ cotg u

sin(u+v+ W) = SiNUCOSV COSW+ SiNVCOSWCOSU + SIN WCOSU COSV—Sinusinvsinw

cos(u +V+ W) = COSU COSVCOSW—SINUSINVCOSW—SiNVSin WCOSU — Sin U Sin WCcosv

tg(u+v+w) = tgu + tgv + tgw—tgu tgv tgw
1—(tgu tgv + tgv tgw-+ tgw tgu)
cotg(u+v+w) = cotg u cotg v cotg w— cotg u —cotg v— cotg w

cotg u cotg v+ cotg v cotg w+ cotg w cotg u—1

Cateva aplicatii ale acestor formule:

sin(90" —u)=cosu; cos(90" —u)=sinu;  tg(90"—u)=corg u;
cotg(90"—u)=tg u; sin(z-u)=siny;

tg(7—U)=—tg U;

cos(7 —u) =—cosu;

cotg(ﬂ' — u) = —cotg U.

Formule pentru transformarea unor produse de functii

trigonometrice fundamentale in sume de functii trigonometrice
corespunzaitoare

R i in(u— _ tgu+tgv
SINUCOSV = MLZS”](UV)J tg u tg V= cotg u-+cotg v
_ cot ot
cosu cosy = L)) cotg u cotg v = 2aeey
. . —V)— t t
sinusiny = S sy cotg U tg V = iliesoy

4sinusinvsinw=sin(u+v—-w)+sin(-u+v+w)+sin(u-v+w)-sin(u+v+w)
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4sinucosvcosw=sin(U+Vv—w)—sin(-u+v+w)+sin(u-v+w)+sin(u+v+w)

4sinusinVCosw = —cos(U+V— W)+ cos(—U+V+ W)+ cos(u— v+ w) — cos(u + v+ w)

40SU COSV COSW = COS(—U +V — W) + COS(U — V+ W) + CoS(U +V — W) + coS(U +V+ W)
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Functiile trigonometrice ale jumadtitii, dublului i triplului unui

unghi
1) Functiile trigonometrice fundamentale ale jumatatii unghiului
thcp? Expresia ei
cautata
sin(u/2) +,/(1-cosu)/2
cos(u/2) +/(1+cosu)/2
tg(U/Z) Ly I+tg’y — _sinu __ 1-cosu _ 4 [l-cosu
tgu 1+cosu sinu —'\ l+cosu
1 _ _sinu_ __ l+cosu __ 1+cosl
COtg(U/Z) —cotg ui\/cotgqurl - 17coLs]u - J;jnuu =+ 1tcosﬂ

ii) Functiile trigonometrice fundamentale ale dublului unghiului

thcgf‘ Expresia ei
cautata
sin2u 2sinucosu = +2sinuy1-sin?u = +2cosuv1-cos’ u
cos2u cos’u—sinu=2c0s’u—-1=1-2sin’u
tg 2u (2tgu)/(1-tg’u)
cotg 2u (cotg’u—1)/(2cotg u)
sec2u sec’ u/(2—sec’ u)
COseC 2u +(cosec’u) / 2y/cosec’u -1

—

1i) Functiile trigconometrice fundamentale ale triplului unghiului

Fvuncgiva Expresia el
cautata

sn3u 3sinucos’u—-sin*u=3sinu-4sn’u
cos3u cos’ u—3cosusin®u = 4cos’ u—3cosu
tg 3u (3tgu-tg'u) / (1-3tg’u)
cotg 3u (cotg®u—3cotg u) / (3cotgu-1)

Alte formule utile:
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Sindu =2sin2u-cos2u; cos4u =8cos’ u—8cos’ u+1;
tg4u = 4tgu—4tg’u) / (1-6tg’u+tg'u);

cotg4u = cotg*u - 6cotg?u +1) / (4cotg’u— 4cotgu).

Formule de transformare a unor sume de functii trigonometrice in
produse (formule calculabile prin logaritmi)

sinu+sinv=2sin((u+v)/2)cos((u-v)/2);
sinu—sinv:25in(u—v/2)cos((u+v)/2);

cosu+ cosv = 2cos((u+V)/2)cos((u-v)/2);
cosu—cosv = 2sin((u+v)/2)sin((u-v)/2);

tgu+tgv =(sin(u+v))/(cosucosv); tgu—tgv =(sin(u-v))/(cosucosv);
cotgu + cotgv = (sin(v+u))/(sinusinv);

cotgu - cotgv = (sin(v—u))/(sinusinv);

1-cosu = 2sin?(u/2); 1+ cosu = 2cos? (u/2); 1+sin2u=(sinu+cosu)’;
1+sinu=sin(z/2)+sinu; 1+ tgu =tg(z/4)+ tgu;

sinu+cosu =v2sin(u+7/4) =2 cos(u-7/4);

sinu—ocosu = v2sin(u-7/4) = —/2 cos(u+z/4).

Identitati pentru functiile trigonometrice ale unghiurilor A, B i C
ale unui triunghi oarecare
sin A+sinB+sinC = 4cos( A/2)-cos(B/2)-cos(C/2);
cos A+ cosB+cosC =1+4sin( A/2)-sin(B/2)-sin(C/2);
CosA N cosB N cosC  _
snBsnC snCsinA snAsnB

sin? A+sin?B+sin?C =2+ 2cosAcosBcosC;

cos’ A+ cos’ B+cos’ C =1-2cos AcosBcosC ;

sin2A+sin2B+sin2C =4sin AsnBsinC;
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cos2A+ cos2B + cos2C = —-1-4cosAcosBcosC;

sn?2A+sin®2B+sin*2C = 2—2cos2Acos2Bcos2C ;
sin4A+sn4B+sn4C =4sin2Asin2Bsin2C;
cos4A+cos4B + cos4C = 4cos2Acos2Bcos2C -1

tg(A/2)-tg(B/2)+1g(B/2)-tg(C/2)+tg(C/2)- tg( A/2) =1;

cotg( A/2)+ cotg(B/2)+ cotg(C/2) = cotg( A/2)- cotg(B/2)- cotg(C/2);
tgA+tgB+tgC=tgA-tgB-tg C, (Relatia lui Cagnoli);

cotg A cotg B + cotg B cotg C + cotg C cotg A=1;

2cosAcosBcosC(tg A+tgB+tg C) =
=tg(A/2)tg(B/2)tg(C/2)(sn A+sinB+sinC)*;
4sin’ A sin’B sin’C =(sinA+sinB+sinC)(—sin A+sinB+sinC)x

x(sin A—sinB+sinC)(sinA+sinB-sinC).

Inegalitati verificate de functiile trigonometrice ale unghiurilor unui
triunghi oarecare si de alte elemente ale acestuia

8sin(A/2)-sin(B/2)-sin(C/2) <1;

4] sin? (A/2)+sin’(B/2) +sin® (C/2) | > 3;

8cos( A/2)- cos(B/2)-cos(C/2) <3J3; sin( A/2) < cos(B/2)-cos(C/2);
3V3[tg(A/2)-tg(B/2) tg(C/2) ] <1; tg(A/2)+tg(B/2)+1g(C/2) > 3;
8cos AcosBcosC <1; 8sin AsnBsinC < 3y3;

tg® (A/2) +tg?(B/2)+19?(C/2)>1; 2(sinA+sinB+snC) < 3V3;

2<2(cosA+cosB+cosC)<3; tgA-tgB+tgB-tgC+tgC-tgA>9;
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sin2A+sin2B+sn2C <snA+sinB+snC; p23R-§/sinAsin BsinC;

a?+b?+c?>3J3S; a2 +b? +c? <9R?; 27Rr <2p?; p=3ry/3; R>2r.

Rela;ii intre elementele unui triunghi oarecare
b c

—— == =2R.
ssinA snB snC
b) Teorema cosinusurilor:
a’=b®+c®—2bccosA; b’ =a?+c?—2accosB; ¢ =a’ +b*—2abcosC .
c) Teorema tangentelor (relatiile lui Neper):

ab_to[(A-B)2] bc_to[(B-C)/2] c-a_tg[(C-A)2]
a+b tg[(A+B)/2]" b+c tg[(B+C)/2] c+a tg[(C+A)/2]

a) Teorema sinusurilor:

asnB asinC bsinC bsin A
tgA= - ; tgB = - ;
c—acosB b-acosC a—bcosC c—-bcosA
csnA csnB

tgC = = .
b—-ccosA a-ccosB

d) Teorema proiectiilor:
a=bcosC+ccosB; b=ccosA+acosC; c=acosB+bcosA.
e¢) Formulele lui Karl Mollweide:

a+b:cos[(A— B)/Z]_ b+czcos[(B—C)/2]_ C+a:cos[(C—A)/2]_

c sin(C/2) ~ a sn(A2) 7 b sin(B/2) ’
ab_n[(A-8)2] boc_sn[(B-C)2] c-a_sn[(C-A)2]
c cos(C/2) ~ a cos(A2) ' b cos(B/2)

t) Alte relatii importante:

« sin(/2)=|(p-b)(p-0)bc cos(4/2) = /p(p-a)/bc:
tg(A/Z) = \/( p-— b)( p- C)/ p( p— a) si analoagele acestora;

e acosA+BcosB+ccosC=4RsinAsinBsinC;

e r—(p-a)ta(A2)=(p-b)to(B/2)=(p-<)t0(C/2);

e p-a=4Rcos(A/2)-sin(B/2)-sin(C/2) si analoagele acesteia;




e h,=2RsinBsinC; r, =r+atg(A/2); p=4Rcos(A/2)cos(B/2)cos(C/2).

e r=4Rsin(A/2)sin(B/2)sin(C/2); r = ptg(A/2)tg(B/2)tg(C/2).

Rezolvarea triunghiurilor dreptunghice in cazurile tip

Cazul Datele Necunoscutele Formule de rezolvare
tgB=b/c tgC=c/b | 5=/p?+c2
I | A=90',bc| BacCs - - " S=hc/2
cotgB=c/b | cotgC=b/c a:b/cosC
snB=b/a | cosC=b/a | c—/a? _p? | S=bJa?-b?/2
II | A=90",a,b B,c.C,S A
A C=90-B | B=90'-C | c=acosB =(1/2)absinC
b=asnB c=asnC
—oU C,c,b,S —9o0 — S=(1/4)a’sin2B
1 A=%0.B.a C=90-8 b=acosC c=acosB v4)
a=b/snB | c=btgC
A=90",B,b C.,c,a,S C=90-B =(1/2)b’cotg B
v a=b/cosC | c=bcotgB (]/ ) g




Rezolvarea triunghiurilor oarecare in cazurile tip

Caz Date Necunoscute Formule de rezolvare
BC,a| AbcS | A=z+2S | b=2inB c=(asinC)/sinA S=(1/2)bcsin A
I 2o\ o
ABa | CbcS |C=rg+28 | p=2m8 | c=(asnC)/snA s:(""/z?:'%
AB =
n | Cab| ABcS {tg(Z) 0ol c=(asinC)/sinA S=absnc
A+B=180"-C
c=(asinC)/sinA S:(]/Z)bcsinA;
m Aab | B,C,c,S | sinB= bS”A C:7Z'+A%lB c=DbcosA++/a’—b’sin? A S:(b/a)sinAx
c=(bsinC)/snB x(bcosAJ_r\/az—bzsinzA)
S= \/p (p—a)(p-b)(p-c), 2p=a+b+c.
v
abc | ABCS tg(A/2)=(p-b)(p-c)/(p-2): cos(B/2)=\/p(p-b)/ac.

smc/2:\/p a)(p-b)/ab
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Obsetrvatie: In cazul III putem avea drept solutie: doud triunghiuri, un
triunghi sau nici un triunghi, cu datele A, a, b.

Intr-adevir, aparitia radicalului va®-b’sin® A in expresia lui ¢
impune o discutare a semnului cantitatii de sub radical. Pe scurt, aceasta
discutie este:

= A>O0
a>b = un singur triunghi;
a<b= nici un triunghi.
= A=90
a>b = un singur triunghi;
a<b= nici un triunghi.
. A<D
i) a<bsinA = nici un triunghi;
i) a=bsinA= un triunghi dreptunghic, B=90;
a>b= unsingur triunghi;
iif) a>bsin A:ya=b= un singur triunghi isocel;
a<b= doua triunghiuri.

Produse. Sume. Inegalititi si identititi remarcabile

L] Snzsnz_ﬂ. .Sinw:n/zn’l;
n n n
. T .27 . (n=-Drx et
" sn—-sin—- ... -.SSN———=+/n/2"";
2n 2n 2n \/_/
T 2r (n-DHr i
" C0S—:-COS—- ... -COS———=+/n/2"";
2n 2n 2n \/_/
n gnl S|n3—ﬂ .gnM:ﬁ/Zn;
4n 4n 4n
Vg 37 2n-Dr nt
" COS—:COS—: ... -COS———=4/2/2"";
4n 4n 4n \/_/
. T .27
= gn -sin =4/2n+1/2";
2n+1 2n+1 2n+ /
- cos—"—cos—F—. .. .cos_" =1/2"

2n+1 2n+1 2n+1
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T
C

2

0S -COS
2n+1

COoSs

on+1

4

-COS
2n+1

cos(x/2)-cos(x/2°)- ...

(2005x—1)~(20052x—1)-...-(2cos(2”‘1x)—1) =

1+2cosx#0;

sinx+sin(x+h)+ ... +sin(x+nh)=

cosx+cos(x+h)+ ... +cos(x+nh)=

sin(h/2) = 0;

SiNX+SIiN3x+ ...

n+1

. -COS

2Nz

—_(_1\" 2n |
2n+1_( /2"
n+1l
-nz
. -, n impar;
oo 2 . _ 2 n mpar
sl | o
%,npat;
.Cos(x/z"):sinx/[Z”sin(x/Z”)];
B 2005(2“x)+1.
1+ 2cosx

i (MO0 o
sin“ 7  sin 20

sin(h/2)
sin (n+21)h coS 2xgnh

sin(h/2)

+sin(2n-1)x=(sin® nx)/sinx, sinx=0;

2, sin(h/2)=0;

COSX+C0S3X+ ... +cos(2n-1)x=[sin(2nx)|/2sinx, sinx=0;

tg X+ COtg X+ tg 2X+COtg 2x+ ... +1tg(2""x)+ cotg(2""x) =

= 2[cotgx—cotg(2” X)] ;

tgx+(Y2)tg(x/2)+(1/4)tg(x/4) + ... +(1/2")tg(%/2") =
(]/2”)cotg(x/2“)—2cotg(2x);

1+ acosx+ a’cos2x+ ... +a" cosnx =

asinx+a’sin2x+ ... +a"sinnx=

a™? cosnx-a™! cos(n+1)x-acosx+1
b

a?-2acosx+1

a™?sinnx-a"!sin(n+l)x+asinx
3

a?-2acosx+1

arctg(Y/3) +arctg(Y7) + ... +arctg(1/(n* +n+1)) =2 -arctg(;),

neN';
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arctg(1/2) + arctg(1/8) + ... +arctg(1/(2n%)) =% —arctg(;),
neN ;
cos(27z/7)+cos(4x/7)+cos(67z/7)=—1/2;

cos(7/19)+cos(37/19) + ... +cos(177/19)=1/2;
arctg(1/2) +arctg(1/3) = z/4;

darctg(1/5) - arctg(1/239) = /4, (Machin);

arctg(1/3) +arctg(1/5) +arctg(1/7) + arctg(1/8) = 7/ 4;
8arctg(1/10) - arctg(1/239) —arctg(1/515) = /4, (Meisel);
24arctg(1/8) +8arctg (1/57) + darctg(1/239) =

|sinx|<|x|, [sinnx|<

[sinx—siny|<

sin(x+y+z)<sinx+siny+sinz, Vx, y, ze(0, 7/2).

Functii trigonometrice inverse

Relatii intre funcgiile trigonometrice inverse:

arcsinx=arcc03x/1——x2=arctg(x/\/l——x2)=arccotg(ﬁ/x), 0<x<1
arccosx ~ arcsinyI- = artg(VI /) = arootg /L), O< x<:
arctgx=arcsin(x/\/l+_x) arccos(]/x/lJr_x) arccotg(1/x), x>0;
arccotgx:arcsin(]/x/l+7)=arccos(x/\/1+7)=arctg(]/x), x> 0.
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2arcsin X = arccos(l 2x2) O< x<1

2arccosx = arccos( X2 — ) O<x<1

2 arctg x = arccotg[( )/( ] X>0;
2arccotgx:arccotg[( -1)/(2 } x> 0.
arcsinx:Zarccos[(\/lJr—x+\/l——x)/2] 0< x<1;

arccosXx = 2arccos[w J(1+ x)/Z} , 0<x<1;
arctgx =2 arctg[(\/lJr X? —1)/x} , X>0.

Formule de adunare:

arcsinx+arcsiny:arccos(\/1—x2- 1—y2—xy), 0<x y<1

arcsinx—arcsinyzarcsin(x\/l— y? —y\/l—xz), 0<x, y<1.

arccos X+ arccosy = arccos(xy—\/l— X2 yJ1-y? ) 0<x y<L

arccoSX — arccosy = arcsin(y\/l— x> — x\/l— yz), 0<x y<L1

1—xy, X, y>0;
X+y

arctg X+ arctg y = arccotg

arctg x—arctgy = arctg—);//, X, y> 0.

arccotg X + arccotg y = arccotg xy—l’ X, y>0;
X+Y

arccotg x—arccotg y = arctgu, X, y>0.
1+ xy
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Conditii necesare si suficiente ca valorile functiilor trigonometrice
fundamentale corespunzitoare la doua unghiuri U si v sa fie egale
Teorema.

" gnu=snveu=v+2kr sau u=r-v+2x, Kk, leZ;

= cosu=cosve u=v+2kr sau u=-v+2x, Kk, 1eZ;

" tgu=tgveu=v+Kkr, u£Z+mr, v£Z+nr, K, m neZ;
= cotgu=cotgv<u=v+kr, uzmr, vnz, k,m neZ

Ecua;ii trigonometrice fundamentale

Ecuatia DiscP;ie Multimea solutiilor S
dupi a ’ ’
S:{x‘x:(—l)karcsina+k7r, keZ} sau
1<a<1 | S=(acsna+2Zz)U(x-arcsina+2Zx) sau
) x'=arcsina+2kr, ke Z
snx=a :
X"=r—arcsina+2zxz, leZ
Xe R
acR |a|>1 S=0¢
a=-1 S=-n/2+2Zx
a=0 S=7nr
a=1 S=r/2+2Lx
S:{x|x:i arccos a+ 2K, keZ} sau
S=(arccosa+ 2Zx )U(-arccos a+ 2Zx) sau
-l<a<l x'=arccosa+ 2Kz, ke Z
CoSX=a x"=—arccos a+ 2z, |l eZ
Xe R
a=-1 S=r+27r
a=0 S=r/2+7Zx
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S={x|x=arctga+kr, keZ} sau
acR S=actga+Zrxr sau
tgx=a x=arctga+krz, keZ
xeR\(5+Zx)
AR a=-1 S=—rz/4+Zn
a=0 S=7Zn
a=1 S=r/4+7x
S={x|x=arccotga+kr, keZ} sau
acR S=arccotga+Zx sau
cotgx=a x = arccotg a+kr, keZ
XeR\Zz 37 S=37/4+7n
aeR
a=0 S=r/2+7Zx
a=1 S=r/4+Zx
Exemple:

= sinx=-3/2, x=(-1)"(-7/3)+nr, neZ. Inintervalul | 0, 360 ]
avem radacinile: X, = 240" si x, =300";

= cosx=1/3, x'=arccos(1/3)+2kz , ke Z, sau x"=—arccos(1/3)+ 2,

leZ;

= tgx=-4, x=-actgd+kr, keZ,

= cotgx=—3, x=57/6+kz, keZ;

= cosx=-1/2, x=x[arccos(~1/2)]+2kz =+ z—arccos(1/2) |+ 2kz =
=+(27/3)+2kz, ke Z . In intervalul [0, 27] avem ridicinile (valorile

principale): X =27/3 si X, = 47/3;
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B.5. Formule din analiza matematica

Derivatele functiilor elementare

Fimcgia Domeniul Derivata ' Mulfimea pe care
y = f(X) de definitie Y este derivabili
y=a aecR R y'=0 R
y=X R y'=1 R
y=ax,aeR R y'=a R
y=X" (neN) R y'=nx"" R
=ax", , e
(yneN),ae]R R y'=nax™ R
y=1/x R’ y'=-1/x R’
y=x", neN R’ y'=-n/x" R’
y=x", : a1
wol weR [O,+oo) y'=ax [0,+oo)
y:X% ' a-1
v<l weR (0,+0) y'=ax (0,+00)
Y= R, v =(24%) R,
neN, n>2 "
Y=g
a,b,c,deR, R\ Y = RS
ad—bc=0
y=¢€ R y'=¢" R
y=ae", aeR R y'=ae" R
y=ae™,abeR R y' = abe™ R
y=a*,a>0,
azl acR R y =a’lna R
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Functia Domeniul ] . Multimea pe care
y=f(X) de definitie Derivata Y Y este derivabild
y=ba*,a>0,
azlabeR R y'=ba*lna R
y=hba”, a1,
|:b CXI
a>0,ab,ceR R y =bearina R
y=Inx (0, +0) y'=1/x (0,+)
y=In|x R\{0} y'=1/x R\{0}
y=log, Xx,aeR, .
450 axl (0,+00) y'=1/(xIna) (0,+0)
y=snx R y'=CoSX R
y =cosX R y'=-—sinx R
I: 1 —
y=1gXx R\(%+Zx) V= R\(£+Zx)
=1+tg°x
y'=-1/sin*x=
y = cotg X R\Zx ) R\Zx
= —(1+ cotg’x)
y-aesnx | [ | yogfie | (4D
y = arccosx [-11] y':—J/\/l—7 (-11)
y =arctg x R y'=1(1+x) R
y = arccotg X R y'=—J/(1+ x2) R
y=shx R y'=chx R
y=chx R y'=shx R

Tinand cont de multimile pe care functile elementare sunt
derivabile, de regulile precedente de derivare a functiilor elementare si de
regula de derivare a functiilor compuse:
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y(x¥) = f(u(x), y'()="f"'(u(x))-u'(x);
y(x) = f(u(v(x)), y'x)=f'(u)u'(v)v'(x),

Derivate ale unor functii compuse

obtinem formulele de derivare cuprinse in tabelul urmator.

Functia Derivata Functia Derivata
f(x) f'(x) f(x) f'(x)
Ca",CeR,
u u' a>0a#1 Cu'a’-lna
aeR
au, aeR au Inu, u>0 u'/u
utv u'+v Injul, u=0 u'/u
log, u, u>0,
'V+uv' X u-log.e)/u
uv u'vtuv ack, axl ( Ja )/
u'vw+uv'w+ )
uvw , sinu u'cosu
+UVW
v V'V cosu —u'sinu
'v—uv')/Vv? 9. '/ cos?
u/v (u'v—u')/ VeZts u'/cos’u
\ cotg u,
n n-1 1/ a2
u, neZ nu"*-u U T ~u'/sin*u
n Z* .
arnes, nau™*-u arcsinu u/V1-u?
aceR
) ’:GR’ au“t.u arccosu YN
u>
Ju,u>0 u/(zJG) arctgu u'/(1+ u?)
r\1/6, n impar, u/(nn un—l) arccotgu —u |/(l+ u2)

uz0
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Functia Derivata Functia Derivata
f(x) f'(x) f(x) f'(x)

n \ 1y
Yu, n par u (u'L+

pat u/( ”u”‘l) u,u>0 ( ’
u>0 +v'Inu)
v-1
u 1 U Vv VX +
e u-e X', x>0 y
+x'v-Inx
ae’, aeR au' e X*, x>0 X*(1+Inx)

In tabelul de mai sus am notat cu U, v, W diferite functii reale derivabile.

Derivata unui determinant
Fie g:l cR—>R, cu | un interval, n® functii de clasi C' pe | si

D(X) =|a; ()| . Atunci avem:

a'y(x) a'L(x) ... aL(x) () a,(®) ... a,(x
D'= 3, (X) ax(X) (%) a'y(x) a',(x) - a',(x)
au(¥) a,(x) o a,(x) ay(¥)  a,(x) - an(x)
a;(X) a,(x) ... a,(x)
o | B
a.nl(x) a'nz(x) alnn(x)

Exemplu: Fie f:R—> R, f(X)= arcsin( 22 X :J. Pentru a calcula derivata
X+
not.
f'(X) notim: u(X) = 2x/(x2+1), u:R > R. Atunci, f(x)=arcsinu(x).
Functiile arcsin si u fiind derivabile, rezulti ca f este derivabild. Din
calculele ,,legitime” pe care le vom face va rezulta si domeniul pe care f'

existd (este definitd). Avem:
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Fr(x) = u'() ] ,()2x+12x 1-x

;u'(x =2
J1-u?( x+1 x+1

0 / / \X—
1-u*(x) = 1—1+X 22 VIR

Acum,
21x)(x+g
B (x +1 ‘X —ﬂ ’
sau
-2
x?+1 x<-1
f'(x) = Xf”f—l<x<1
2_2 , Xx>1.
X +1

Astfel, f este derivabili pe R\{-1, L. Punctele A(—L -z/ 2) si
B(l, 7/2) sunt puncte unghiulare: f '(-1)=-1 f,'(-1) =1, f ‘(D) =1,
f(D)=-1.

Cateva derivate de ordin n:
smx) =sin(x+nz/2), VxeR, YneN;

cos ) =cos(x+n7/2), VxeR, neN;

aex) —ae’, VxeR, aeR, neN;

(
(
(X)" =(-1)"-nY/x™*, vxeR\{0}, neN;
(
(

xm) =A'X™" ¥xeR,1l<n<m; ( )(m):m!;
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ax)(n) =a*(Ina)", a>0, a=1, aeR, xeR, neN;
Inx)” =(-1)"*(n-1)!/x", ¥xe R, neN';
shx)(zn) = shx; (shx)(znfl) =chx, xeR, n>1, neN;

chx)®” = chx; (chx)™™ =shx, xeR, n>1, neN;

("):a)”-sin(a)x+n7z/2);

(

(

(

(

(eax)(n):a”-eax, xeR,acR, neN;
(

(coswx)"” = @"-cos(wx+nz/2);

(

Y(x+a))"” =(-1)"-(n)/(x+a)"".

Formula lui Leibniz
Fie f,g:l cR—>R doui functii de n ori derivabile pe | . Atunci f g

este de N ori derivabile pe | i avem relatia:
(f 9)” ()= FPXg()+CH"P()g' () +...+
+CM () g P () +CM (X)) g (x), Vxel.

Exemplu: S4 calculim (2X€2X )(n) . Avem:
(2xe2x)(n) = (e 2x)(n) = (ezx)(n) -2x+C! (ezx)(nfl) (2x)'=

=2"'xe?” + 2"ne™ = 2"e” (2x+n).

Primitive imediate ale unor functii elementare

. Domeniul Integrala nedefinita
Functia f () de definitie J‘ f(x) dx
9= . [ax=£iac
XeN
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Functia f(x)

Domeniul
de definitie

Integrala nedefinita

'[f(x)dx

f(x)=x", R’ J-x”‘dx:x‘Z+l (a+1)+C
aeR, a=-1
f(X):W, RJr IW dX_mz:_i_C
meN, m>2
f — X

(X)* * R J.axdx_m+c
aeR, , a=l
f(x)=¢" R Iexdx:eX+C

f (x)=1/x R” Id—xx=ln(—x)+C
f(x)=1/x R’ jl;:ln(x)+C

— 1 — —

f(X)*_ xo-al? ( * a)U J‘ dez = |n§+g+C
aeR, U(a, +x) o

f(x)==,

a -a,a 2 =LIn22x+C

acR ( ) J.Xfa

f(x)=sinx R Isinxdx:—cosx+C

f (x) = cosx R Icosx dx=sinx+C
f(x)=-2 | cR\{Zz+3) | [ =tgx+C
f(x):sjnlzx l =R\Zz IS:XX: COth+C

f (x) = tgx | cR\{Z7+%} Itgxdx:—ln|cosx|+C
f (x) = cotgx | cR\Zx J'cotgxdx:ln|sinx|+C
f(x)=3Snx | cR\Zz+5} | | dx=_L+C
f(x):;-;gxX | cR\Zrx o x==14C

f (x)=sin(ax), - [sin(ax IS

S
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. Domeniul Integrala nedefinita
Funcgia f (x) de definitie J' f (x)dx
f = _
(x)* cos(bx), - J‘COS(bX)dxzsmE)bx)_l_C
beR
f (x)=sin®x R J'sin2x dx=%-s2x4C
f (x)=cos” x R Icoszxdx:l+9”2X+C
f (x)=1/sinx | cR\Zxz 2 =Inltg(3)
f (x) =1/cosx | cR\{Zz+5) | [ =—In|tg( —%) +C
f(X):ﬁ> Jﬁ =
aecR R 2, .2
+ :In(x+\/x +a )+C
f X)= L 5 I —00,—a U
( ) x?-a? C( * ) I—%:“’]‘X-ﬁ- x> —a?|+C
aeR’ U(a,+oo) e
F(x)= azl- 22 (-a, a) J% =arcsinZ+C
aeR o
()= (1y | JgEeEmees
= —arccosx+C,
f(x)=+% (-1 1) & = arccosx+C
— -1 -dx —
F()=72= (-a a) J-\/a— arccos(%)+C =
aeR’ =—arcsin x+C,
-2 —arctgx+C =
f(X)= (1+1X2) R I X2 g
= —arccotg X+ C,
- X = arccotgx+ C =
()= g |
=-arctgx+C;
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f(x):a;—sz,aeRi R Iag—iz—larccotg +C
' Domeniul Integrala nedefinita
Functia f (X) de definitie I f (X)dX
f (x)=e™sin(bx), J'eax-sin (bx)dx =
a beR R — asn(b-baosb) gax |,
a®+b?
f (x) = €™ cos(bx), Ie""x -cos(bx) dx =
. R
a, beR __ acos(bx)-+bsin(bx)
€ —Te +C
f (x)=shx R [shxdx=chx+C
f(x)=chx R Ichxdx:shx+C

Primitivele unor functii compuse
1. Iu x) dx = u“*l(x)/(n+1)+C, neZ,nz-1, CeR;

2. Jur(u (x)dx=u"(x)/(@+1)+C, aeR, a =1,

u:l —>Jc(0, +o0);

Ia x)dx = a" /Ina+C aeR’ , a=l;

J'(u (x)/u(x)) dx=Inu(x)|+C, u:l —J CR*;
j(u'(x)/(uz(x)—az)) dx=(1/2a)In|(u(x)—a)/(u(x)+a)|,
ux)=+a, vxel;

7. Isinu(x).u'(x) dx=—cosu(x)+C;

8. Icosu(x)-u'(x) dx=sinu(x)+C;

9. j(u'(x)/énzu(x))dx:—mtg u(X)+C, u(x)zkr, xel, keZ;
10. I(u'(x)/sinu(x))dx=In‘tg(u(x)/Z)‘+C, u(x) =kr, xel, keZ;

AN

aeR,,

/de_m"{]/_+c meN,mZZ,u:I—NcRi;
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11. I(u'(x)/cosu(x))dx:—In‘tg(u(x)/Z—r:/4)‘+C, u(x) = krz +7/2,
xel, keZ;

12. [(u(x)/cos’u(x)) dx=tgu(x)+C, u(x) = kz +7/2, xel, keZ;

13. Itgu(x)-u'(x)dx:—In‘cosu(x)‘drc, u(x)=kz+7/2, xel, keZ;

14. Icotgu(x)-u'(x)dx:In‘sinu(x)‘+C, xel,u(x)=kr, keZ;

15. j(cosu(x)/sinzu(x)) u'(x)dx=-1/sinu(x)+C, xel , u(x) #kz,
KeZ;

16. I(sinu(x)/coszu(x)) u(x) dx=1/cosu(x)+C, xel, u(x)#kr+7/2,
keZ;

( :
19. I(]/ az—uz(x))u'(x)dx:arcsn( x)/a)+C, aeR,
(Ic(-a a);

20. I[u'(x)/(a2+u2(x))] dx=(J/a)arctg(u(x)/a)+C, acR;
21. J'coszu(x)u'(x)dx=u(x)/2+[sin(2u(x))]/4+c;

22. j sinfu(X)u (x)dx = u(x)/2—[ sin(2u(x)) ] /4+C.

Primitivele unor func;ii rat1onale

dx 1 2ax+b—+/b? —4ac
* |2

+C, b®*-4ac>0;
ax’ +bx+c x/b2 dac ‘Zax+b+\/b2 4ac‘
. I < _ 2 arctg 2ax+b +C, b®—4ac<0;

ax’ +bx+c \/—(b2—4ac) \/_(b2—4ac)
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. j dx __ 1  2ax+b
ax’ +bx+c " (n—l)(b2—4ac) 2 4 bX+C n1
( )
B 2(2n—3)a dx |
(n_l)(b2—4ac)~[(axz+bx+c)n—1+C1 a=0, neN;
° I% dx = a . 1 .
aC+bx+c)  2a(n-1) (ax+bx+c)
( )
+2ﬁz;abj & ~+C, a#0,neN.

(ax2+bx+c)

Primitivele unor func;ii exprimabile prin radicali

. 1 n2ax+b+2\/a(ax2+bx+c)‘+c, a>0;

dx
—_—=—
J.\/ax +bx+c \/a
J' -1 arcsin 2ax+b
\/ax +bx+c \/—_a \/b —4ac

ax+ﬂ 2pa—ab
° \/ax +bx+c+
j ax? +bx+c 2a Ix/ax +bx+c

2_
° j\/ax2+bx+cdx: a:+bx/ax2+bx+c—b8 \7_acx
a ava

+C, a<0;

><In‘2ax+b+ 2\/a ax2+bx+c)‘+C, a>o0;

° j\/ax +bx+c dx_zaXer\/ax +bx+c+8\/A£C
a

xarcsinax—b+C, a<o;

Jb? —4ac
[ 2 2 2
. '[\/xz+a2dx:%+%ln(x+\/x2+a2)+C,XER;

2

° J.\/az_xzdxzx—"az_xz_k a
2 2

, [¥<a.
a

Integrale (definite) generalizate sau integrale improprii
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Notiunea de integrald definiti (Riemann) se extinde si pentru
functii marginite sau nemarginite, definite pe intervale compacte sau
necompacte.

i. Cazul in care o limita a integralei este infinita

il. Fie f:[a, +©)>R o functic integrabili pe orice compact
[a, b] c [a, oo] , a<b. Integrala I f (X)dX se numeste zntegrala generalizata
a
sau zntegrald improprie.
1.2. Daca limita:
N
| =lim | f(x)dx ©)
N—
a
exista si este finitd, deci dacd | e R, spunem ca functia f este integrabild in
sens generalizat pe [@, ) sau ca integrala improprie I f(X)dX este convergenta si
a
luam:

]E f(X)dx = lej f (x)dx.

Exemple:
a) f (X) =ZI/(1+ Xz), Xe [O,+oo). Avem:

I[]/(sz)}dx: LiDl:[]/(lerz)]dx: limarctg N =%;

b) T(]/x“)dx:]/(n—l), pentru N>1 neR;
C) Allte exemple de integrale improprii convergente sunt integralele lui
Fresnel din teoria luminii: TSI nx°dx = \/7?/8 si ]ECOS X2dx = \/7?/8 .
0 0
i.3. Daca limita (*) nu exista ori este infinitd, atunci spunem ca functia / 7z

este integrabild in sens generalizat sau ca integrala J. f (X)dX este divergenta.

a
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i.4. Exista criterii care stabilesc conditii suficiente pentru convergenta

integralelor de forma J. f (X)dx.

i.5. Consideratii asemanatoare cu cele de mai sus se pot face si pentru

integralele de tipul j f (X)dx sau j f (x)dx. Astfel, integrala convergenta

—00 —00

+00
v . o A A . eqe u e PN .
j € “dx=+/7 joacd un rol insemnat in teoria probabilititilor si in teoria

ecuatiilor diferentiale.

ii. Cazul in care integrandul f devine infinit pentru X > b si x<b
ii.1. Fie f :[a, b) — R o functie integrabild pe orice compact [a, b—g],

cu O<e<b-a, pentru care legbl‘ f(x)|=c0.

x<b

b
Integrala J.f(X)dX se numeste zntegrald generalizatd sau  integrald

improprie.
ii.2. Daca limita:
L=lim [ f(x) dx ()
>0

existd si este finita (deci, daca L eR) spunem ca functia f este integrabild in
b
sens generalizat pe [, b), sau ci integrala improprie I f(X)dX este convergenta si
luam [ (x) ax=lim [ f(x) dx.
a e—>04da

>0

In acest caz, integrala convergentd se obisnuieste si fie notatd cu
[T f00dx L sau [ f(x)dx. Exemplu: daca f(x)=3/v1-x, x<[0, 1],

avem:

J‘:f(]/x/l—_xz)dx: Igim[arcsin(l—g)] =7/2.

>0
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ii.3. Daca limita (**) nu existd ori este infinitd, atunci spunem ca functia /
nu este integrabild in sens generalizat sau ca integrala J-: f(X)dX este divergenta.

ii.4. Exista criterii care dau conditii suficiente pentru convergenta
integralelor de forma ‘[:7 f (x)dx.

Exemplu: Daci existd un exponent o € R, a <1 pentru care

Ixim(b—x)“ f(x)=M eR

x<b
este finitd, atunci J‘:_ f (X)dx este convergenta. Functia lui Euler de speta
intai, B(p, q)= j;:xp’l(l— X)"*dx este o integrald improprie convergenti
pentru p>0, >0, (p, geR).
ii.5. Consideratii asemanatoare cu cazul J-:i f(X)dx se pot face si pentru

jb f (x)dx, sau jb f (x)dx.

Cateva integrale improprii convergente:

I \/x oo X)dx:n; IO e‘de:«/;/Z;

J.O_ﬁdx:ﬂ/z j:e’xdx:x
I:x AP ~dx=7/(2a); IO a+bx dx = 72'/(2\/_)

IO e”-x"dx=n!, neN; J'_lx/l— x*dx = 7/2.

Formula lui Moivre

(cosu+isinu)" = cos(nu) +isin(nu), VueR si VneN.
Consecinte ale formulei lui Moivre:

cosnu = cos’u—C? cos" usin®u+C} cos™*usin*u- ...;

sinnu=C} cos" usinu—C’ cos™*usin’u+

ey

tg nu =(Citg u-Citg’u+ Citg’u— ...)/ (1- Citg’u+ Chtgu- ...).
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Obsetrvatie: Se demonstreazd cd formula lui Moivre este adeviratd si
pentru N numar intreg negativ, respectiv Ne Q.

Extragerea raddcinii de ordinul n dintr-un numar complex
z=r(cosu+isinu);

(¥2) =r""{cos[(u+2kx)/n]+isin[(u+2kr)/n]}, k=0, 1, 2, .., n-1;
(Y1), =cos(2kz/n)+isin(2kz/n), k=0,1 2, .., n-1;

(Y1) =cos[(2k+1)z/n]+isn[(2k+)7/n], k=0, 1, 2, .., N-1;

mzi{\/(mm)/zﬂ(b/|b|)\/(m—a)/2} b=0.

Pentru simplitate, de obicei se utilizeaza notatiile: (\/1) = gk
not.

(Q/_—l)k = D

Exemple:

" Pentru N=3 si z=1 (r =1 si u=0) radacinile cubice complexe ale
unititii sunt: &, =1, &=j, &=j°, unde j:(—1+i\/§)/2 si
jzz(—l—i\/§)/ 2. Afixele ¢,, & si &, corespund varfurilor unui
triunghi echilateral, inscris intr-un cerc de razia 1, cu centrul in

originea reperului;

" Pentru N=2 si z=i (r=1s u=x/2) avem: ZOZ—\/E(l-‘r-i)/Z,

z =2(1+i)/2.

Forma exponentiald a numerelor complexe: z= ret
Proprietati:
= Z=re";
=77 =rr e‘“*”) daci z=re" si Z =r'é";
= (Z/2)=(r" /r)e'“I Y r#0;
" (Vz) =Ur ™ k=0,1,2 .., n-1;

nLinu

m z2"=r"¢



418

Anexa B

Formulele lui Euler

+iu

e

e—iu

=cosu-+isinu; cosu=(€"+e")/2;

=cosu—isinu; sinu:(eiu —e““)/Zi.

Ecuatiile in coordonate carteziene ale ciatorva curbe remarcabile

Astroida

X2/3 + y2/3 —a

Cardioida

(X® + y* —2ax)* = 4a*(X* + y?)

Cisoida lui Diocles

y* =x*/(2a—X)

Concoida lui Nicomede

(X* + y?)(x=b)* = a’x*

Foliul lui Descartes

y?+x° =3axy

Lantisorul

y=(e"+€e7)/2

Lemniscata lui Bernoulli

OC+y?)?=a’(x* - y?)

Melcul lui Pascal

(¢ +y?-2Rx)? =a*(xX* +y?)

Roza cu patru ramuri

(¢ +y?) =4

Strofoida dreapta (cubica lui Descartes)

y* = x*(a+X)/(a-X)

Parabola semicubici a lui W. Neil

y:)(3/2
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Anexa C

Elemente de calcul vectorial. Aplicatii

Metoda calculului vectorial se referd atat la studiul nemijlocit al
vectorilor, considerati drept elemente geometrice, cat si la crearea unui
aparat matematic alcituit din litere §i simboluri, care sa usureze operatiile
cu vectori. Utilizarea notatiilor, chiar $i in cele mai simple operatii, lirgeste
considerabil cadrul metodei vectoriale, facand posibila rezolvarea unui
numir mare de probleme concrete. In cele ce urmeazi vom utiliza metoda
analitica de studiu a vectorilor, plecand de la notiunile fundamentale
aferente. Pentru a aprofunda acest studiu vom prezenta unele aplicatii
concrete, care pot fi considerate ca fiind exemplificatoare.

C.1. Marimi scalare si vectoriale

Mirimile cu care ne intalnim in general! in mecanica sunt
clasificate in madrimi scalare (scalari) si marimi vectoriale (vectori).

Orice marime fizicd complet determinata prin cunoasterea unui
singur numar real (pozitiv sau negativ), atasat marimii respective la scara
adoptata si insotit de unitatea de masura caracteristicd se numeste zdrime
fizicd scalard. Proprietatea fundamentald a marimilor scalare este aceea ca
valoarea lor nu depinde de sistemul de coordonate in raport cu care se
analizeaza comportarea acestora. De exemplu, masa, volumul, lucrul
mecanic, temperatura, entropia, sarcina electrica etc. sunt marimi fizice
scalare si uneori sunt numite, simplu, sca/ari.

Din categoria marimilor fizice pentru care sunt necesare mai multe
numere reale pentru a putea fi complet determinate, fac parte atat mwarimile

Longs o . . . o . L .

Mirimi cu ordin tensorial mai mare de unu apar cu preciddere doar in cadrul mecanicii solidului
rigid si al mecanicii mediilor continue deformabile. Exemple de astfel de marimi vor fi date in
continuare.
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Jizice vectoriale > (cum ar fi: viteza liniard, acceleratia, impulsul, intensitatea
campului electric etc.) cat st cele fensoriale’ (de exemplu: tensorul momen-

telor de inertie, 1, (a, B=1 2, 3), tensorul tensiunilor intr-un mediu
continuu deformabil, T, (i, k=1 2, 3), tensorul deformatiilor unui
mediu continuu deformabil, e, (i, k=1 2, 3), tensorul densitatii

fluxului de impuls al unui fluid in miscare oarecare, /7, (i, k=1 2, 3)

etc.)

Orice marime care, pe langd valoarea sa numerica, este
caracterizatd din punct de vedere geometric si printr-o orientare in spatin
(cum ar fi: forta, viteza, acceleratia etc.) se numeste mdrime vectoriald sau
simplu, wvector. De exemplu, pentru a cunoaste forta (mecanicd) ce
actioneaza asupra unui rigid, este necesar ca pe langi intensitatea fortei
(valoarea sa numericd), si cunoastem atat directia pe care aceasta
actioneaza, cat si sensul ei.

in spatiul euclidian cu trei dimensiuni E;, un vecfor este o entitate

matematicd care se reprezinti geometric printr-un segment de dreapta
orientat, si care, din punct de vedere algebric este formata dintr-un
ansamblu de trei scalari, numiti componentele vectorului.

Un vector se noteaza fie printr-o singura literd cu sigeatd deasupra
(F - vectorul fortei), fie prin doud litere cu sigeatd (AB etc). Punctul A
reprezintd originea sau punctul de aplicatie al vectorului, iar punctul B
extremitatea sa. Semsu/ ,de parcurs” este de la A la B, iar marimea

vectorului (modulnl) este determinati de lungimea segmentului ||AB||

Marimea unui vector oarecare A se noteazi prin ‘A‘ , sau mai simplu, prin

A. Deci, un vector este definit prin urmatoarele elemente:
1. originea sau punctul de aplicatie;

2 Care, din punct de vedere pur algebric, sunt de fapt marimi tensoriale de ordinul intai, la fel
cum, din acelasi punct de vedere, mirimile scalare nu sunt altceva decit mdrimi tensoriale de
ordinul zero.

3 Alci, prin apelativul ,,marimi tensoriale” au fost desemnate doar marimile tensoriale de ordinul
doi, cu toate c4, in cadrul mecanicii existd marimi tensoriale chiar de ordinul patru. Un astfel de
exemplu il constituie tensorul elasticititii unui mediu continuu deformabil cu proprietiti elastice,

Ci» (], k 1=1,2,3).



Anexa C 421

2. dreapta suport (directia);

3. sensul vectorului;

4. marimea sau modulul.

Vectorul cu modulul egal cu unitatea (intr-un anumit sistem de
unitati) se numeste vector unitar. Un vector unitar care are aceeasi directie si

acelasi sens cu un vector dat, A (sau o axa datd, A) se numeste versor al

vectorului A (respectiv, al axei A).

In functie de caracterul punctului de aplicatie, distingem trei categorii

de vectori.

1. Un vector de marime si orientare data, dar cu punctul de aplicatie
arbitrar se numeste vector liber. Ca exemple de astfel de marimi
vectoriale amintim acceleratia gravitationala si inductia campului
magnetic terestru, ambele considerate in conditiile laboratorului.

2. Un vector de marime si orientare data, avand punctul de aplicatie
fixat intr-un punct se numeste vector legat. Exemple: viteza si/sau
acceleratia unui punct material, forta rezultanti care actioneaza
asupra unei molecule dintr-un fluid, intensitatea campului
electrostatic al unei sarcini electrice punctiforme etc. Acest tip de
vector este legat de punctul care-1 caracterizeaza.

3. Un vector de marime si orientare data, cu punctul de aplicatie ce se
poate ,,plimba” pe dreapta suport (fird ca celelalte elemente sd se
modifice) se numeste vector glisant sau vector alunecator. O forta care
actioneaza asupra unui solid rigid constituie un exemplu clasic in
acest sens. Rezultatul actiunii sale nu se va modifica daca o
translatdm de-a lungul dreptei suport. Un alt exemplu este vectorul
vitezei unghiulare de rotatie, @, a unui solid rigid in jurul unei axe
fixe. Punctul lui de aplicatie poate fi ales oriunde de-a lungul axei
de rotatie.

Din punctul de vedere al elementelor care caracterizeaza un vector
(origine, directie, sens si modul) a defini un zecfor inseamna a indica
marimile care il definesc complet. Cunoscand aceste marimi se poate
construi vectorul respectiv.

Existd diferite metode pentru a caracteriza un vector: descriptive,
geometrice, numerice s.a. Din geometria analiticd se cunoaste ca pentru a
caracteriza un vector /iber este suficient sa indicam cele trei proiectii ale sale
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pe axele de coordonate ale unui reper in raport cu care este considerat
vectorul, sau echivalent, valoarea lui numerica impreund cu cele doua
unghiuri pe care el le formeaza cu oricare doua dintre aceste axe (cel de-al
treilea unghi poate fi determinat cu ajutorul primelor doua, cu conditia sa
se stie daca este ascutit sau obtuz). Pentru a caracteriza un vector glisant este
suficient sa indicam valoarea lui numerica, cele doua unghiuri pe care le
formeaza dreapta suport cu oricare doua dintre axele de coordonate,
precum si doua coordonate ale punctului de intersectie dintre dreapta
suport si unul (oricare) din planele de coordonate. In cazul unui vector legat,
pentru a-l defini complet sunt necesare sase marimi: cele trei coordonate
ale originii si cele trei coordonate ale extremitatii lui, sau echivalent, cele
trei coordonate ale originii si cele trei proiectii ale vectorului pe axele de
coordonate etc.

C.2. Elemente de algebra vectoriala

Pozitia in spatiu a unui punct oarecare, P, poate fi definita
printr-un vector care are punctul de aplicatie in originea unui sistem de
referintd convenabil ales §i extremitatea in punctul P. Un asemenea
vector se numeste vector de pozitie al punctului P $i se noteaza, de obicei, cu
. O dreapta pe care s-a fixat un sens, ales ca pozitiv, se numeste axd.
Sensul opus se numeste negativ. Sensul pozitiv se indica prin varful unei
sageti. Fie o axd (4) si un vector oarecare @ cu originea in A si
extremitatea in B. Se numeste prosectie a vectornlui @ pe axa (A), vectorul
definit de proiectiile ortogonale A', B' ale extremititilor A si B ale lui a
pe axa (A) (vezt Fig. C1).
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Fig. C1
Notim prin @, marimea scalard si algebricd a proiectiei vectorului
a pe axa (4), semnul plus corespunzand cazului cand proiectia si axa au
acelasi sens, iar semnul minus cazului cand proiectia si axa au sensuri
opuse. Se observd cd a,=acosa, adici proiectia @, este pozitiva,

. g 9 ) ) .. Vs Vs
negativa, sau nula, dupa cum unghiul « satisface relatiile: a < > a > >
sau o = 5 Vom utiliza notatia:

a,=pr,a. (C.1)
Daca vectorul a este egal cu vectorul unitar U, rezulta ca
pr, a=cosa . (C.2)

Fie Oxyz un triedru ortogonal drept si un vector oarecare, a cu

originea In A si extremitatea in B (vezi Fig. C2).

-
Ap

¥y

Fig. C2

Proiectand vectorul @ pe axele reperului cartezian OXyz se obtin

segmentele orientate &, &, si d,. Mdrimile algebrice ale acestor proiectii,
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adicd a,, a, si respectiv @, se numesc componentele vectorulni a. Din Fig. C2
rezulta marimea componentelor vectorului a:
=X =X, & =Y, ~ Y, =21, C€.3)
unde X, Y, si z sunt coordonatele punctului A (coordonatele originii
vectorului &), iar X,, Y, si Z, sunt coordonatele punctului B (ale
extremitatii vectorului a).
Doi (sau mai multi vectori) care au marimea si sensul comune, iar
directiile lor sunt paralele, se numesc echipolenti. Vectorii echipolenti cu a
se reprezintd prin aceleasi relatii (C.3), deci prin aceleasi numere a,, &, si

a,.
Proiectiile a,, a, si @, se mai numesc componentele vectoriale ale lui a.

Prin proiectia unui vector (sau a unei relatii vectoriale) pe o directie vom
intelege componenta vectorului (a relatiei vectoriale) dupa acea directie.
Relatia de egalitate se poate defini numai intre doi (sau mai multi)

vectori de acelasi tip. De exemplu, doi vectori glisanti @ si b sunt egali
dacid au comune directia, sensul si marimea. Egalitatea celor doi vectori se

exprima prin relatia vectoriala: a= b, sau echivalent, prin relatiile scalare:
a =b,a =b,a =0,

obtinute prin proiectia relatiei vectoriale a= b pe cele trei axe de

coordonate: OX, Oy si respectiv Oz.

Dot vectori care au aceeasi directie se numesc coliniari. Doi vectori
coliniari care au sensurile opuse se numesc gpusi. Relatia de egalitate are
urmatoarele proprietati:

1. reflexivitate: a=4a;

2. simetrie: daci d=Db atunci

=a sl reciproc;
3. tranzitivitate: daci d=Db si C,atunci a=C.
C.2.1. Operatii cu vectori
Operatiile cel mai des intalnite intre vectorii liberi sunt:
- adunarea (sciderea),
- inmultirea cu un scalar,
- produsul scalar,
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- produsul vectorial,
- produsul mixt.
Cu ajutorul operatiilor produs scalar si produs vectorial pot fi
construite si alte expresii, mai complexe, cum ar fi: produsul scalar de
produse vectoriale, dublul produs vectorial etc.

Adunarea vectorilor

Fie doi vectori liberi, 8 si b. Pentru ,,a construi” suma celor doi
vectori, se considerd intr-un punct arbitrar, originea comuna O a doi

vectori echipolenti cu a si respectiv cu b (vezi Fig. C3).

&)

O

[

Fig. C3

Prin definitie, ,,vectorul diagonala a paralelogramului” construit pe

> 2
vectorii @ si b, cu originea in O, se noteazd, C=a+ b si se numeste suma
vectoriald sau rezultanta vectorilor @ si b .

Rezultanta a doi vectori se poate construi si in alt mod (regula
poligonului). In extremitatea unuia din vectori se construieste un vector
echipolent cu cel de-al doilea; rezultanta celor doi vectori va fi un vector
cu originea in originea primului vector §i extremitatea in extremitatea celui
de-al doilea vector. Regula paralelogramului se poate generaliza pentru n

n
vectori: &, &,, ..., &,. Suma vectoriala d=4& +a, +...+4a, :za se con-
i=1
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struieste In acest caz aplicand de n—1 ori regula paralelogramului in felul
urmator: rezultanta primilor doi vectori se compune vectorial cu cel de-al
treilea, suma vectoriala obtinuta cu cel de-al patrulea vector s.a.m.d. (vezi
Fig. C4). Vectorii &, &,, ..., d, sunt dispusi pe laturile unui contur
poligonal. Se observa ca, in cazul unui contur poligonal inchis, rezultanta
este nula.

—
a,

Fig. C4

Astfel, rezulta urmatoarele proprietiti evidente ale adunarii
vectorilor:

- comutativitate: & +b=b+4d,
- asociativitate (8+b)+C=a+(b+c).
Din cele prezentate mai sus rezultd ca un vector poate fi definit in

intregime prin intermediul celor trei proiectii ale sale fatd de un sistem
rectangular de coordonate carteziene, OXyz. Din Fig. C2 deducem ca

a=a+a, +a,. (C.4)
Daci 1, I si K sunt versorii axelor Ox, Oy si respectiv Oz, atunci
vectorii &, &, si &, pot fi scrisi astfel:
a=ai,d=aj,d=ak,
iar vectorul a (scris in functie de componentele sale a,, a, si &,) devine:

d=aj+a,j+ak. (C.5)
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Relatia (C.5) da asa-numita expresia analiticda a vectornlni a. Utilizand
notatiile

a=a, a,=a, a,=a,

i =0,]=0, k=0,
relatia (C.5) mai poate fi scrisd sub forma
3
d=al, +a,, +af = > ad . (C.0)

i=1
In cele ce urmeazd, ori de cate ori avem o sumare dupd un indice
care se repetd in acelasi termen, vom renunta la semnul suma. Aceastd
conventie poartd numele de conventia lui Einstein. Conform acesteia, relatia

(C.6) devine
a=ag, (i=13). (C.7)
Vectorul de pozitie al oricirui punct P in raport cu un reper
cartezian OXyz poate fi exprimat si cu ajutorul expresiei (C.7). Pozitia
punctului P este unic determinata, fie prin coordonatele sale: X, y si z,
fie prin vectorul de pozitie T, care are originea in O si extremitatea in P.

Practic, fiecirui punct P ii corespunde un anumit vector de pozitie T in
raport cu reperul cartezian OXyz. Observand ca X,y si Z sunt

componentele vectorului I pe axele reperului OXyz, vom scrie expresia
analitica a lui T, particularizand relatia (C.0) astfel:
r=x+yj+2&=x0, (i=13). (C.8)
Considerind trei vectori & b si € (cu componentele indicate in
paranteze),
a=4d(a,a,a),b=>b(b, b, b),c=¢(c. c.c) (€I
si utilizind expresiile analitice ale acestora in acord cu relatia (C.7),

deducem ci in cazul adundrii vectoriale, relatia vectoriali C=a+b este
echivalentd cu urmatoarele trei relatii scalare:

c=a-+h, (i=13). (C.10)

Scaderea a doi vectori
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Considerand doi vectori liberi & si b, definim operatia de scddere a
vectorului b din vectorul & prin relatia
d=a-b.
Aceastd operatie reprezinta de fapt o consecintd a adunarii

vectoriale, deoarece diferenta vectoriala d—b se reduce la suma é+(—b) ,
unde vectorul (—b) este opusul lui b, rezultanta obtinandu-se dupa

regula cunoscuti (a paralelogramului). Vectorul diferenta, d, are originea

in extremitatea vectorului scizitor (b) si extremitatea in extremitatea

vectorului desciazut (é) Proiectand relatia vectorialda d = a-b pe axele

reperului cartezian OXyz, se obtin cele trei ecuatii scalare echivalente:

d=a-h, (i=13). (C.11)

inmulgirea unui vector cu un scalar

Fie @ un vector liber si 4 un scalar real. Produsul dintre scalarul
A si vectorul @ se noteaza cu A8 si este un vector coliniar cu a, de
modul |18 =|4||a

a, daca 41 <0.Daca 4=0, sau daca a=0, (vectorul nul), avem Aa=0.

, avand acelasi sens cu @ daca A >0 si sensul opus lui

Faptul ci doi vectori & si b sunt coliniari poate fi exprimat
printr-o relatie de forma

b=Aa, (C.12-1)

sau,
a=ub. (C.12-2)
Inmultirea unui vector cu un scalar are urmitoarele proprietati:
1. (a+p)a= ca+pa;
2. A(d+b)=4a+b;
3. a(ﬂé) = ,B(aé) =qfa,
4. 1.da=4da-1=4a.
Considerand n vectori, &, &,, ..., d,, daca existd niste scalari real,

a,, 0, ..., a,,nu toti nuli, astfel incat
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o8 +a,d,+..+a,a, =0, (C.13)
atunci spunem ca vectorii &, &,, ..., 8, sunt /Zniar dependenti. Daca aceasta
relatie are loc numai pentru o =a,=ay;=..=a,=0 atunci vectorii
a, &,, ..., 8, se numesc /lniar independenti. De exemplu, daca consideram
combinatia liniara a doi vectori necoliniari, & si &,:

8= ad +a,d,, (C.14
in care scalarii @, si o, nu sunt simultan nuli, atunci vectorul &, este
situat in planul determinat de directiile vectorilor & si &,, adicd vectorii
a,d, si & sunt coplanari, iar relatia (C.14) exprima conditia de
coplanaritate a celor trei vectori. Aceasta poate fi scrisa si sub forma:

a8 +a,d, +a,d, =0, (C.15)
adicd cel trei vectori coplanari sunt /Jniar dependenti. Reciproc, daca trei
vectori sunt liniar dependenti, atunci ei sunt coplanari. Din ecuatia

vectoriald (C.13) deducem «c¢da vectori @&, &,, ..., &, sunt liniar
independenti, (g =a, =ay=...=a,=0), daca rangul matricii sistemului
este egal cu numarul necunoscutelor &, @,, &, ..., &,. Rezulta de aici c4,

in spatiul euclidian E, exista cel mult trei vectori liniar independenti, care
formeaza o bazd a acestui spatiu.

Si considerim sistemul de versori i,] si K ai axelor reperului
cartezian OXyz. Acesti vectori sunt liniar independenti, deci formeaza o

baza pe spatiul E;, si orice vector @ poate fi scris in functie de
componentele sale (a,, &, &,) si elementele bazei (T, i, IZ) conform
relatiei (C.5):

a=ai+a j+ak.

Produsul scalar

Prin definitie, produsul scalar a doi vectori @ si b se noteazad prin

a-b si este dat de expresia:
ab= |é”5‘cos(c{\5) =ab +ab +ab =ah, (i :J?%) . (C.10)
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Din relatia (C.16), rezultd ca produsul scalar a doi vectori este o
marime scalard (un scalar).
Proprietati:

- produsul scalar este comutativ, a-b=Db-&;
- produsul scalar este distributiv fata de adunare:

a-(b+c)=a-b+a-c;
- daci a=b, atunci é~é:|é|2 =a’;
- pentru orice scalar 4, avem:
a-(ib) = 6-(13):1(3-6);
- dacd produsul scalar al celor doi vectori este nul (56 = 0) atunci
acesti vectori sunt fie ortogonali, fie macar unul din ei este nul;

- considerand 0, U, si U, versorii unui triedru ortogonal, rezulta

atunci ca

g-t,=0,-U,=0,-U,=0
si
Q- =21,
relatii care pot fi scrise condensat sub forma:

g -G, =9,, (C.17)
unde &, este tensorul unitate simetric de ordinul al doilea (simbolul lui
Kronecker):

1 i=Kk,
O = {o, i % k: (C.18)
- utilizand relatiile (C.5) si (C.18) produsul scalar al vectorilor
a (ax, a,, az) si b (bx, by, bz) se poate exprima analitic astfel:

a-b=(30) (b0, )=abs; =ah, (i=13). (C.19)
In particular, daca a=b,
d-a=ld’=a"=aa=a+a+a}, (i=13). (C.20)
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Mirimea proiectiei vectorului @ pe una din axele unui reper
cartezian OXyz (de exemplu axa Ox, de versor U, ) este data de produsul

scalar dintre vectorul @ si versorul axei, U;:
(@), =4a-0 = al, -t =ad, =3. (C.21)
In fizica, produsul scalar a doi vectori este folosit, de exemplu,

pentru a exprima lucrul mecanic elementar efectuat de o fortd F, care,
actionand asupra unui corp, isi deplaseaza punctul de aplicatie cu marimea

dr: dL=F.dr, sau pentru a exprima fluxul elementar al unui anumit
vector (de exempluy, inductia magnetici, B) printr-o anumiti suprafati
clementari dS: d@ =B-dS.

Produsul vectorial
Fie doi vectori liberi & si b . Se numeste produs vectorial al vectorilor
a si b un vector notat cu € =axb si caracterizat prin:
- directia normala pe planul determinat de vectorii a si b;
- sensul astfel incat vectorii &, b si C sa formeze un triedru drept;
- madrimea egald cu aria paralelogramului construit pe vectorii a si

b presupusi aplicati in punctul O (vezi Fig. C5).

- ==
c=axb

c=absina

=

o

&)

Fig. C5
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Prin definitie, produsul vectorial al vectorilor @ si b este dat de
expresia:

C:ax6:|a”5‘sin(g,\5) 0, =¢,ah, (C.22)

unde U, este versorul lui C, iar Eijes (i, j, k= ]?3) este pseudotensorul
unitate complet antisimetric de ordinul al treilea (simbolul Levi-Civita).

Proprietatile produsului vectorial a doi vectori:

- produsul vectorial este anticomutativ, adica, &@x b=-bxa;

- dacd A este un scalar, atunci (Aa)x b=ax (/16);

- produsul vectorial este distributiv fata de adunare,

ax(6+é): éx6+§.x5;

- dacd unul din vectori este nul, sau cei doi vectori sunt coliniari,

produsul vectorial este nul. In situatia din urma avem:
ﬁxﬁzéxlézl(éxé)zo;

- intre versorii Uy, U, si U, al unui triedru ortogonal drept exista

urmatoarele relatii:

U xUl, = 0, U,xU,= 0, UyxU,= 0,
4, xd, = Us,
U, x Uy = Uy, (C23)
Uy x U, =U,,

care pot fi scrise condensat prin intermediul simbolului de permutare
Levi-Civita, &, definit prin:
+1, daci 1, ], K formeazi o (ofice) permutare pard alui 1, 2, 3,
i =1~L dacd 1, ], k formeazi o (orice) permutare impardialui 1, 2, 3,
0, daci cel putin doi din indicii i, j, K sunt egali,
adica:
E1p3 = Ea1p = Epg = 1,

Eizp = Egyiz = Eapp = 1,
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Enpp = Epzg = .= 0.
Utilizand simbolul Levi-Civita, relatiile (C.23) se scriu condensat,
astfel:
0 xU; =0, (i, ], k=13). (C.24)
Se poate verifica usor faptul ca simbolul lui Levi-Civita se bucura de
proprietatea:

6p 64 O
EikCpos = 5jp §jq 51'5 . (C.25)
§kp 5kq 5ks

Daca egalim indicii | si p (i=p) si sumdm dupa valoarea lor comuni,
rezultd: & & = 0,40k — 90 >
Punand in aceasta relatie j =Q si sumand din nou dupa valoarea comuna
=03,05— 0,04 =305~ 6,5 =25,. In

virtutea acestei proprietati, inmultind relatia (C.24) cu g si efectuand

unde toti indicii iau valori de la 1 la 3.

a acestor doi indici va rezulta: &,

sumarea dupa indicii | §i j se obtine:
&l xU; = &6, U, = 204U, = 20
de unde,

T =
s = &g0 xUj, (l, ], S= LB).

2

Avand in vedere relatia (C.24), produsul vectorial dxb poate fi

exprimat sub forma analitica astfel:

axb=(ad)x(b,d) =,abg,, (i, k=13). (C.26)

O altd modalitate de a exprima produsul vectorial a doi vectori, a

a

si b, este urmitoarea:
axb= gijkaibj d, =

; ~. ] I K can
=(a,b,—ab, )i+(ab -ab,)j+(ab,-ab)k=|a a
b, b,

o Rp X
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adicd, produsul vectorial al vectorilor a si b se poate exprima analitic, sub
forma unui determinant simbolic de ordinul trei.

Proiectand vectorul (éx b) pe directia X, (inmultindu-1 scalar cu

versorul U,), obtinem:

(éxB)p :(éx 6)-Up =g ab; U, -0, = g,ab,6,, = ¢,,ab, =¢;ab,.

In cazul in care vectoti @ si b sunt coliniati, deoarece
componentele lor sunt proportionale, rezulta ci determinantul din (C.27)
este nul, deoarece liniile doi si trei ale acestuia au elementele
proportionale.

In fizicd, produsul vectorial a doi vectori este utilizat, de exemplu:

- pentru a exprima momentul unei forte F in raport cu un pol O:
M =FxF ,unde T este vectorul care ,,uneste” polul O cu punctul

de aphcage al vectorului forta;
- entru a exprima ,vectorul”’# wvarte] in mecanica fluidelor:
bl

=~ 1 _ .
QZEVXV’ unde V este operatorul nabla, iar V(X, Y, Z) este

campul vitezelor fluidului;

- pentru a exprima viteza liniard a unui corp, V,,, in miscarea de

rot >
rotatie cu viteza instantanee de rotatie @, in jurul unei axe:
Vit = OXTI;

- pentru a exprima inductia magnetica a campului magnetic creat de

. = Idl xr o
un curent liniar: B:—(JS—s, unde u este permeabilitatea
4z r
(r)
magnetica a mediului in care se afld circuitul electric, dl este un
element de linie/arc (avand sensul dat de curentul electric, a cirui
intensitate este |) al circuitului electric liniar /7, iar I este
vectorul care ,uneste” punctul in care se determina inductia

campului magnetic cu originea vectorului dl ;

4 . N s A o o N .
Am scris cuvantul ,,vectorului” intre ghilimele deoarece, dupad cum vom vedea In sectiunea

C.3., vartejul £2 este de fapt un pseudovector si nu un vector polar (vector).
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- pentru a exprima densitatea fluxului de energie a unui camp
clectromagnetic (vectorul Poynting): S=ExH ,unde E si H sunt
intensititile componentelor electrici si respectiv magnetica ale
campului electromagnetic etc.
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Produsul mixt a trei vectori
Fie trei vectori liberi, &, b si C, cu punctul de aplicatie in O.
Expresia

é-(Bxé): a&,b,C = &,ab;C, :: at -(bd; xc 0, ) =abcd (G xUk)J:

a a, a
—lb, b, b,
¢, C C,

(C.28)

unde>
Ui - (Uj X Uk) = &,
se numeste produsul mixt al vectorilor &, b si C.

Din relatia de definitie (C.28) observam ca proprietitile produsului
mixt sunt strans legate de proprietatile determinantilor, adica produsul
mixt este nul daca doua linii ale determinantului sunt proportionale si isi
schimba semnul dacia inversim doua linii ale determinantului. De
asemenea, la permutdrile ciclice ale celor trei vectori, produsul mixt

ramane neschimbat: é-(bxé)zﬁ-(éxé)zé-(éxb).
In fizic, produsul mixt a trei vectori este utilizat, de exemplu,
pentru a exprima momentul unei forte F fati de o axd A:

MAzﬁA-(FxF)zﬁA-MO, unde U, este versorul axei A, iar M, este

momentul fortei F fatd de un punct/pol (oarecareS), O, de pe axi.

® De aici putem extrage o alti definitie a simbolului Levi-Civita, ca fiind produsul mixt al

versorilor unui reper triortogonal pe spatiul euclidian Ej: iy = u ~(Uj>< Gk) (la fel cum,

simbolul Kronecker este dat de produsul scalar al acelorasi versori: & =G - U;).

6 . .. . < o s e <
Prin definitie, momentul unei forte fatdi de o axd este egal cu proiectia pe acea axd a
momentului fortei fati de un punct/pol (oarecare) de pe acea axd (se demonstreazd ci

momentul unei forte fatd de o axd, M, , este acelasi, indiferent de punctul/polul O de pe ax4,

fatd de care este calculat — in prealabil — momentul Mg al fortei respective).
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Produsul mixt de patru vectori
(produsul scalar de produse vectoriale)

Se obtine produsul mixt de patru vectori dacd unul din vectorii
produsului mixt de trei vectori este scris ca un produs vectorial al altor doi

vectori, adica: (éx 5) . (6 xd ) . Utilizand metoda analitica obtinem:

(éxB)-(Cxa):(éxﬁ)l (de) = &3 0&pCd, =
£ DC 0, = (0,0 — 840 ) ADC 0, = 5,5, B,Cd, -

5kpaijcd =achd, —adhg =(a-¢)(b-d)-(a-d)(b-c).
(C29)

Dublul produs vectorial
Considerand trei vectori liberi, &, b si C, cu originea intr-un punct
O, definim dublul produs vectorial al acestor vectori prin relatia:
d=ax(bxc). (C.30)
Din cele prezentate mai sus (in paragraful dedicat produsului vectorial)
deducem cd, din punct de vedere geometric, vectorul d este ortogonal

atat pe vectorul &, cat si pe vectorul (b X 6) , deci este coplanar cu vectorii

b si €. Analitic, dublul produs vectorial se scrie astfel:
ax (6 X é) = &k, (5 X é)k U = 8ijkgk,majhcml]i =& gk,majhcml], =
= (616, — 66 )ajhc,T =aheG ~abcl =ac; () -ab; (¢t ) =
=(a.é)6—(a-6)é
A (C.31)
In fizica, dublul produs vectorial este utilizat, de exemplu, pentru a

exprima forta macroscopica de interactiune dintre doud circuite liniare
parcurse de curent electric:

i x(dl xT;,)

|512:_ = 12@@ >
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unde u este permeabilitatea magnetica a mediului in care se afla circuitele,

I, si |, sunt intensitatile curentilor electrici continui care strabat cele doud
circuite, dl, si dl, sunt doud elemente vectorizate de linie/arc ale celor
doua circuite (/7 si respectiv, [I,), iar [, =-T, este vectorul care

,uneste” originea lui dl; cu aceea a lui dl,.

Identitatea lui Lagrange

Ridicind la pitrat produsul vectorial a doi vectori liberi & si b,
obtinem:

(axb)’ =(axb)-(axb)=(axb) (axb) = &,abemab, =
£, 3,00, = (5,000 — 010 ) 21800, = 5,528, b.b, -
5,0 B0, = 2,3 00— 3 abb, = (a3 ) (bh,)-
~(aby)(akh)=a%*-(a: 5)2 ,

relatie numita identitatea lui I agrange.

(C.32)

C.3. Tensori si pseudotensori

Intrucat experienta la catedra a autorilor a aritat o anume
dificultate din partea studentilor in a intelege si utiliza notiunea de
pseudotensor, in cele ce urmeazd ne vom referi pe scurt asupra acesteia.
Pentru un fizician, de o atentie aparte se bucurd notiunile care deriva ca si
cazuri particulare din cea de pseudotensor, respectiv: notiunea de
pseudoscalar s cea de  psendovector. Evident, un pseudoscalar este un
pseudotensor de ordinul zero, iar un pseudovector este un pseudotensor
de ordinul intai. De obicei, un pseudoscalar mai este numit si scalar de
specia a dona (scalarul numindu-se atunci de specia intdi), iar un pseudovector
mal este numit vector de specia (uneoti speta) a dona sau vector axial (vectorul
numindu-se atunci de specia/ speta intéi sau vector polar).

Din punct de vedere strict matematic situatia este cat se poate de
simpld, insa acest mod de a pune problema nu ofera o imagine cat de cat
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intuitiva asupra necesitatii introducerii acestei notiuni. De fapt, algebric
vorbind, singura diferentd dintre un tensor §i un pseudotensor este
aparitia in legea de transformare a celui de-al doilea a unui factor in plus
(determinantul matricei transformarii), fata de aceeasi lege din cazul
primului (tensorului). Pentru a lamuri aceste aspecte vom porni chiar de la
definitia tensorului.

Exista mai multe moduri de a introduce notiunea de tensor; in
cazul de fatd cea mai indicati este aceea care utilizeazd notiunea de
transformare ortogonald de coordonate. Fara a intra in amanunte’, lucrurile stau
in felul urmator: pozitia in spatiu a unui punct oarecare P fatd de un
sistem de referintd dat poate fi precizata cu ajutorul coordonatelor
carteziene ale acestui punct, X, X,, X;, considerate in raport cu un sistem
triortogonal de axe de coordonate, care are originea intr-un punct
oarecare O al acelui referential. Un astfel de sisterz de coordonate se numeste

cartezian (vezi Fig. CO0).

Fig. C6

Intrucat atat pozitia punctului O, cat si directiile axelor de
coordonate sunt arbitrare (datorita omogeneitatii si izotropiei spatiului

7 . . . . . » o

Pentru ,,0 imagine” mai detaliatd asupra transformadrilor ortogonale de coordonate indrumam
cititorul si consulte Anexa A din lucrarea Applied Analytical Mechanies (loan Merches, Lucian
Butlacu, ,,The Voice of Bucovina” Press, lasi, 1995).
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vid) este necesar si definim legea de transformare a coordonatelor
punctului P, atunci cand se trece de la sistemul de coordonate initial,

S (Ox,%,X;), la un alt sistem de coordonate, S' (OXIXQXS) Este evident
cd noile coordonate ale punctului P (fatd de S') sunt functii de

coordonatele X, (i = ZL_S) ale aceluiasi punct fatd de sistemul initial, S:

X=f(% % %), (i=13).
Pentru ca ecuatiile X = const,, (i zﬁ) sa reprezinte ecuatiile unor plane

tata de reperul S, trebuie ca transformarea de mai sus si fie liniara, adicad
de forma:

X =Rx +X, (i :]?’:),
unde X, (i zﬁ) sunt coordonatele originii O' a noului reper, S', fatd

de reperul initial, S. Necesitatea ca distanta dintre oricare doud puncte din
spatiu sa fie aceeasi, indiferent fata de care sistem de referintd este

determinati/masurata, impune setului de noua mirimi R, (i, ] =l,3)

(care, privite ca formand o matrice, poartd numele de matricea transformarii
de coordonate) conditia:

R]Rk:5jk’ (isjak:lns)s

numitd conditie de orfogonalitate, care reduce la trei numarul parametrilor R;
independenti. Transformarea liniard X = R, X, + X, (i :ZLB), care satisface
conditia de ortogonalitate se numeste fransformare ortogonald neomogend de
coordonate. Daca X, =0, (i :l,3) atunci transformarea se numeste ozzogenad.

Se poate arata® cia determinantul matricei transformarii este ori
(+1), ori (—1):

det R=det(R;)==1.

Transformadrile pentru care detR=+1 se numesc propriz, iar cele pentru

care detR=-1 se numesc #mproprii. De exemplu, translatiile

8 1dem.
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[)g' =X, (i :]?’3)} sau rotatiile [X; =RX, (i, ] :ﬁ)} sunt exemple de
transformari ortogonale proprii, iar inversiile (reflexiile in oglindd ale
axelor de coordonate) — de exemplu, reflexia in oglinda reprezentata grafic

-1 00
in Fig. C7, a carei matrice a transformarii este R=| 0 1 O|-fac parte
0 01

din categoria transformadrilor ortogonale improprii.

Fig. C7

Se poate ardta ca multimea transformairilor ortogonale neomogene
de coordonate formeaza o structurd de grup in raport cu operatia de
compunere a acestor transformari, numit grupul transformadrilor ortogonale
neomogene de coordonate. Proprietatile acestui grup, precum si principalele lui
subgrupuri pot fi gisite in lucrarea amintitd anterior?.

Pentru intelegerea notiunilor de pseudoscalar si pseudovector (si,
in general, a celei de pseudotensor) este necesar si definim notiunea de
orientare a unui reper. Astfel, un reper S se numeste drept (sau de orientare
dreaptd) dacd, rotind un burghiu drept (orientat de-a lungul axei OX, si

avand varful in sensul axei) cu un unghi de 90°, produce suprapunerea
axel Ox, peste axa OX, (vezi Fig. C8). Altfel spus, daca U, xU, =U;,, unde
U, U, si U, sunt versorii axelor Ox;, OX, si respectiv OX,;, atunci reperul

este drept. In acest fel apare evidentd extrem de importanta legatura care

% Idem.
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exista intre operatia de produs vectorial si notiunea de orientare a unui
reper. Un reper sting (de orientare stanga) poate fi obtinut efectuand un
numadr impar de inversii spatiale (ale axelor de coordonate). In termenii
transformadrilor ortogonale de coordonate, consideratiile de mai sus asupra
notiunii de orientare a unui reper pot fi exprimate matematic intr-un mod

foarte concis, astfel:
x, x|
x,—=x'=R _ x+ X
g g iy 7 i = Lf
S | reper drept - reper stang | S
detR=-1

—

u

2 —

/2

Fig. C8

Fie un reper drept, S. Atunci, orice reper S' care rezulta printr-o
transformare ortogonald de coordonate avand

/" detR=+1 este un reper drept,

N detR=-1 estc un reper stang.

In acest cadru putem defini principalele marimi algebrice astfel:
Definitie: Se numeste scalar o marime caracterizatd de un numdr real, care
ramane neschimbat la orice transformare de coordonate.

Pentru o marime fizicd scalard definitia este asemandtoare, numai
cd in acest caz trebuie precizatd si unitatea de masura.

Definitie: Un scalar a cdrui forma algebrica este aceeasi in orice sistem de
coordonate se numeste zzvariant.
Definitie: Se numeste vecfor, V, o mirime caracterizatd de un sistem

ordonat de trei numere reale, {V,, V,, V;}, numite componentele vectorului,

>

care la o transformare ortogonala de coordonate se transforma dupa legea:
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v =Ry, (i,j=13).

V., sunt componentele vectorului In noul sistem de coordonate, iar

Rj, (i, ] =1,3) sunt elementele matricei transformarii.

Definitie: Se numeste fensor de rang/ordin N in spatiul euclidian E o
mirime caracterizatd de un set ordonat de mM' numere reale,
LT (il, Ly vy 1) :l,m), numite componentele  tensornlui, care la o
transformare ortogonala de coordonate se transforma dupa legea:

11'2 An RlJlelz Ran fdz-dn? (Il’ CIRIIT SN PR T :l'm)'
Definl;le: Se numeste pseudotensor de rang/ ordin N in spatiul euclidian E_, o
mirime caracterizati de un set ordonat de mM' numere reale,
t (il, Ly v 1) :Lm), numite componentele psendotensorului, care la o

iy ?

transformare ortogonala de coordonate se transforma dupa legea:
b, i, (det R) thRsz Rnln juiaein? (Il' FIIIILTT ETN PRRRE sz).

Cu alte cuvinte, la o transformare ortogonala proprie (det Ii=+1)
pseudotensorii se transforma la fel ca tensorii, iar la o transformare
ortogonala improprie (detliz—l) apare o diferentd de semn. De
exemplu, la o inversie a celor trei axe de coordonate (o transformare

ortogonald improprie), X — X =—X, (i =l,3) componentele unui vector
satisfac  relatiile: Vv, =—V, (i :l,3) , pe cand, componentele unui

pseudovector satisfac relatiile: V. =V, (i = 1,3). Tinand seama de legitura

(semnalatd anterior) dintre orientarea reperelor si caracterul propriu sau
impropriu al transformadrilor ortogonale de coordonate, putem spune ca la
schimbarea orientdrii unui reper tensorii Iisi schimbd semnul
componentelor, pe cand pseudotensorii nu.

Pentru a ilustra aceste afirmatii vom considera un singur exemplu,
cel al vectorului axial inductie a campului magnetic creat in vid de un
element de circuit liniar parcurs de un curent continuu de intensitate | si
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situat in planul XOX, (vezi Fig. C9). Dupi cum se stie, valoarea acestui

camp intr-un punct determinat de vectorul ,de pozitie” T, care are

>
originea in originea elementului de curent | dl este dati de legea
Biot-Savart:

d§=&ld|:r '
Ar r

Fig. C9

Deoarece elementul de curent se afla in planul XOX,, avem:
l_jl UZ CIS
Idl xF =[ldx, ldx, 0= Ix,dx,t, + Ix,0x, — Ixdx,0, — Ix,dx0,,
X XX

ceea ce conduce la urmitoarele componente ale campului magnetic
clementar dB in punctul considerat, P(F):

X,

dBl— yol —X3 2
Hol x3dx1
dB —_%_3,

g —x ;)
dB, = + 4 —X2

Ffectuand acum transformarea ortogonalé improprie dati de
relatiile:
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X =X =-x, (i=13),
(cu alte cuvinte, realizand inversia celor trei axe de coordonate, sau altfel
spus, schimband orientarea reperului) si avand in vedere faptul ca din
punct de vedere fizic configuratia nu s-a modificat (avem acelasi circuit
electric liniar, parcurs de acelasi curent, in acelasi sens etc.), ceea ce
inseamna cd dupa transformare r'=r (lungimea vectorului ,,de pozitie” T

-

ramane, evident, aceeasi), dl '=—-d si F'=-T (deoarece axele si-au
schimbat sensul), 1'=1, u, = 4, (relatii evidente), avem:

dB' = 2‘—;"1'4 4 [dnyx (- =48 [rxdT]| -

L e (U7 [« I
=0 r3{ [ (dlxr)]}_4ﬂ—r3 —dB,
adica:

dB, = dB,,

dB, = dB,,

dB, = dB,,
ceea ce este in acord cu afirmatiile de mai sus: la o transformare
ortogonala improprie, sau echivalent, la schimbarea orientirii reperului,

componentele pseudotensorilor (in cazul nostru a pseudovectorului dB)
nu se modifica.

Sa revenim acum asupra observatiei ficute mai sus referitoare la
statutul special al operatiei de produs vectorial in legaturd cu caracterul
pseudo- sau non-pseudo- al tensorilor. Astfel, am vazut ca efectul unei
inversii (oglindiri) a axelor de coordonate este schimbarea orientarii
reperului afectat de acea inversie. Dar schimbarea orientarii unui reper
determina schimbarea semnului componentelor tensorilor si pastrarea
nealteratd a semnului componentelor pseudotensorilor, fiind astfel strans
legati de caracterul de pseudo- sau non-pseudo- al tensorilor. Intrucit din
punct de vedere algebric efectul unei inversii poate fi exprimat cu ajutorul
produsului vectorial (al versorilor axelor reperului), apare ca evidenta
legitura dintre operatia de produs vectorial si caracterul pseudo- sau non-
pseudo- al tensorilor. Aceastd observatie este deosebit de importantd in
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vederea stabilirii corecte a caracterului pseudo- sau non-pseudo- al
scalarilor si/sau vectorilor si, in general, al oricdror tensoti.

Dupa cum am vazut anterior, in cazul unui reper drept putem scrie
cd U xU,=U,. Dacd efectuam acum o inversie (sau un numar impar de
inversii) a axelor de coordonate (de exemplu, a axei OX,: X;=-X,)
orientarea reperului se va schimba, acesta devenind un reper stang:
U, xU, =—U,. Datoritd proprietatii de anticomutativitate a operatiei de
produs vectorial, lucrurile stau la fel daca inversia afecteaza oricare altd axa
de coordonate. Intr-adevir, si presupunem ci are loc o inversie a axei
OX,: X, =—X,. In acest caz (vezi Fig. C10) putem scrie:

U, =0, x 0, = -0, xU,,
sau
Ui X UZ = _UB >

adicd aceeasi relatie ca in primul caz (inversia axei OX;).

S
-
1
' e L
.\'2 H2 - == —
.= o Hj—ﬂzx HI— "IX ”2
ary
X, "
Fig. C10

Situatia este aceeasi si daca inversia afecteazd axa O sau, mai general, un

numar impar de axe. Daca, in schimb, au loc un numar par de inversii,
atunci orientarea reperului nu se schimba si nici caracterul de pseudo- sau
non-pseudo- al tensorilor. Algebric, aceasta proprietate se poate exprima
tot cu ajutorul produsului vectorial. Intr-adevir, dacd, de exemplu, au loc
doua inversii (sd zicem, ale axelor Ox si OX;), atunci putem scrie (vezi
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Fig. C11): U, xU, =U,, ceea ce inseamna ca reperul este drept, adica la fel

cum era inaintea celor doua inversii.

Fig. C11

Din cele discutate mai sus reiese o metoda simpla si foarte usor de
aplicat In vederea stabilirii caracterului de pseudo- sau non-pseudo- al
tensorilor. Pentru aceasta trebuie doar si observam cia schimbarea
orientirii reperului (si deci a semnului componentelor tensorilor — pe de o
parte — si pastrarea neschimbata a semnului componentelor pseudotenso-
rilor — pe de altd parte) depinde de numarul de inversii care afecteaza axele
de coordonate (par sau impar). In acest fel, daci asociem in mod
conventional semnul minus marimilor pseudotensoriale si semnul plus
celor tensoriale, si daca in plus tinem cont de faptul c4, in baza acestei
asocieri operatia de produs vectorial ,,are caracterul de pseudo-" (datorita

proprietatii de anticomutativitate a ei), deci i se asociaza semnul (—1),
atunci problema este rezolvati: caracterul marimilor tensoriale (de orice
ordin) va fi dat de semnul ,rezultant” asociat expresiilor care definesc
aceste marimi ((+1) sau (-1)). Exemple:

1) Dupa cum stim, vectorul de pozitie I al originii unei forte F in
raport cu un punct (pol) este un vector polar (vector), la fel ca si
vectorul fortd F . Atunci, avand in vedere asocierea conventionala
amintiti mai sus, celor doud marimi (I si F) li se asociazi semnul
(+1). Intrucat operatia de produs vectorial are caracter de

pseudovector (deci i se asociazd semnul (-1)), rezultdi ci

>
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2)

3)

4

momentul unei forte F in raport cu un pol este un pseudovector.
Intr- adevar,

Operatorul nabla (V:' +]—+ k—j este un vector, viteza

liniara a unei particule de fluid in miscare este tot un vector, deci
,vectorul” vartej,

£ —% Vxv

D 20
este de fapt un pseudovector (vector axial sau de speta a doua). In
mod analog se poate justifica faptul cd rotorul oricarui vector polar
este un vector axial (pseudovector);
Asa cum stim, forta de interactiune magnetica ce se exercita intre
doua circuite parcurse de curent electric este un vector (vector

polar). Intr-adevar, deoarece elementele de curent |,dl; si I,dl,, ca
si vectorul ,,de pozitie” (al elementului de curent |,dl, fata de

originea lui 1,dl,) T}, =T, sunt Vectori (vectori polari), avem:

2 X (dl X )

lf 11 Cﬁ@ﬂ j’fl)(ﬂ).
WL 472_12]—1 s

(+1)

{Hx

+1

—
=

Momentul unei forte F fatd de o axd A, MA:UA-(FX lf):

=U,- Mo (U, fiind versorul axei A, iar Mo — momentul fortei F
fatd de un punct/pol oarecare!® O de pe axi) este un pseudoscalar,
deoarece semnul asociat lui este (—1). Intr-adevir:

0 . .. . < o s <
Prin definitie, momentul unei forte fatd de o axd este egal cu proiectia pe acea axa a

momentului fortei fatd de un punct/pol (oarecare) de pe acea axd (se demonstreazi ci

momentul unei forte fatd de o axd, M, , este acelagi, indiferent de punctul/polul O de pe axi,

fatd de care este calculat — in prealabil — momentul Mg al fortei respective).
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M, =0, (C ¢ )

Cy (G (DY
5 Daci 8, b si d sunt vectori axiali, iar € este un vector polar,
atunci (éx 6)-(Cx 6) este un pseudoscalar (scalar de speta a doua).

Intr-adeviar:

- O]
Cy  (DENEY (DY
In continuare vom da citeva exemple de mérimi fizice (insotite de
unitatile lor de masurd in ), care au — ca si entitati algebrice — ordinul
tensorial zero si unu.
1) Exemple de madrimi figice scalare: masa, m[kg]; temperatura, T[K];

presiunea, p[N-m‘z]; lucrul mecanic, L[J]; concentratia unei
substante chimice intr-o solutie, c[mol -m‘3]; puterea, P[W];
densitatea unei substante, p[kg . m’3] ; permeabilitatea magnetica a
vidului, ,uO[H -mﬁl} ; potentialul electric intr-un punct, ‘v’[V];
fluxul campului electric, @[V -m] etc,;

2) Exemple de mdrimi fizice pseudoscalare: momentul unei forte fata de o
axd, M_[N-m[; fluxul cAmpului magnetic, @, [T : m2] etc.;

3) Exemple de madrimi fizice vectoriale: viteza liniard a unui corp,
V[m-s‘lj; forta (newtoniana), IE[N] ; acceleratia  liniara,
é[m-s‘z]; intensitatea campului electric, E[V-mﬂ ; densitatea
fluxului de energie electromagnetica (vectorul Poynting),
Y [J m?. Sﬁl] ; inductia campului electric,
I:#)[C-m’2 = N-m’l-V’lj; densitatea de impuls a campului

electromagnetic, Q[kg~m‘2~s‘l} etc.;
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4) Exemple de mdrimi fizice pseudovectoriale: inductia campului magnetic,
E[T]; viteza unghiulara, c?)[rad -S’lj ; momentul unei forte fata de

un pol, M [N-m|; vartejul curgerii unui fluid, Q[S_l] etc.

C.4. Elemente de analiza vectoriala

C.4.1. Functii vectoriale

In cele ce urmeaza vom considera acei vectori care depind de un
parametru real, variabil, t. Dacd fiecarei valori date a parametrului t ii
corespunde un vector @, atunci spunem ca a este o functie vectoriala de
t si scriem @=3a(t). Daca I =T(t) este vectorul de pozitie al unui punct
P in raport cu sistemul de coordonate OXyz, atunci curba descrisa de
acest punct este datd de ecuatiile parametrice: X=X(t), y=y(t), z=2z(t).

Considerdim un punct material P definit prin vectorul de pozitie
a(t) in raport cu originea unui sistem de coordonate Oxyz. O variatie a
parametrului real t produce o variatie corespunzitoare a vectorului de
pozitie a=a(t), astfel incat extremitatea lui va descrie o curba C, numita
hodograful functier @ =a(t) (vezi Fig. C12).

Ad
Af
5 .
da
ar
Ad
5
a(t+At)
da(t)
(C)
Fig. C12

C.4.2. Derivata gi diferentiala unei functii vectoriale
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Considerand ca @=4a(t) este o functie vectoriald continua de
parametrul t, se poate defini derivata acestei functii vectoriale in raport cu t
prin relatia:

d . 4a
a0
unde,
Aa=a(+at)—ar),
reprezinti cresterea A& a functiei a(t), corespunzitoare unei cresterii At
a parametrului t (ceea ce determind deplasarea punctului material din

. . Aa . "
punctul B in punctul P,), iar vectorul 0 este un vector coliniar cu Aa.

4a A
Vectorul > este un vector paralel cu tangenta in punctul P la curba C,

sensul lui corespunzand variatiei crescatoare a parametrului t. Mirimea

=

(modulul) derivatei % este:
da

dal_ (daxj2+£dayj2+(da2]2_
dt dt dt dt

Diferentiala functiei vectoriale a=a(t) poate fi definitd prin relatia:

. da . .
dazadt , unde dt este o crestere elementard, arbitrard, a parametrului

t. Daca vectorul a(t) este o functie de mai multe variabile: X, X,, ..., X,,

se defineste diferentiala totald a functiei vectoriale a= a(t) prin:

. 0 ) e .
unde simbolul 8_ este operatorul de derivare partiala in raport cu

variabila X . Tinand seama de proprietitile operatiilor cu vectori si
derivarea (diferentierea) functiilor scalare, rezultid urmatoarele reguli:

d(éi 6) da db

Ta d
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d(Aa a
( a) :/1%, pentru A =const.;
dt dt
d(a-b b - d3
( ):éﬁ+b %,
dt dt t

I (Bxc)] -2 (Bxc) 2 d(ifé);
%[* (5x6)]=§x(5x6)+5xd(t;txc)

C.4.3. Integrala unui vector (a unei functii vectoriale)

Integrala unei functii vectoriale se defineste analog cu integrala
unei functii scalare. Fie d@=4a(t) o functie vectoriald continua de
parametrul real t. In calculul vectorial, pe spatiul euclidian tridimensional
E, se definesc urmatoarele trei tipuri de integrale:

P
(a) Integrala curbilinie: Ié-dF, de-a lungul unei curbe C, intre

R
punctele P, si P,, in care @ este un vector ce are punctul de aplicatie pe
curbi, iar dif este un element de arc vectorizat al curbei C. Aceastd
integrala se numeste cireulatia vectornlni @ de-a lungul curbei C dela P, la

P,. Daca C este o curbi inchisd, atunci circulatia de-a lungul curbei (C)

se noteaza astfel: Cﬁé- dr.
(b) Integrala dubla: ”é-dé, unde @ este un vector cu punctul de
S

aplicatie pe suprafata S, iar dS este un element de suprafati vectorizat.
Integrala se numeste fluxul vectornlni @ prin suprafata S. Daca S este o

suprafata inchisa, integrala se noteaza astfel: Cﬁ) a.-ds.
S
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(c) Integrala tripla: .” adr, unde D este un domeniu de volum V,
D

dr este un element de volum, iar vectorul & are punctul de aplicatie
intr-un punct oarecare din D.
C.4.4. Campuri scalare gi vectoriale

Daca o marime fizicd are o valoare bine determinata in fiecare
punct dintr-un domeniu D din spatiu, atunci multimea acestor valori
defineste campul marimii  respective. De exemplu, un corp incalzit
determini un camp al temperaturii. In fiecare punct al corpului,
temperatura are o anumita valoare. Daci consideram curgerea unui lichid,
aceasta ne defineste un camp al vitezelor: in fiecare punct al domeniului
ocupat de lichid avem determinat un vector, anume, viteza particulei de
lichid din punctul respectiv. Cand se defineste un camp se stabileste o
corespondenta intre fiecare punct P din domeniul D si valoarea marimii
fizice respective in acel punct. Aceasta corespondenti defineste o functie
de punctul P. Deoarece fiecare punct este determinat prin intermediul
coordonatelor X, Y si Z, sau echivalent, al vectorului de pozitie T in
raport cu originea unui sistem de coordonate OXyz, campurile diverselor
marimi  fizice sunt determinate  prin  cunoagterea  functiilor
corespunzitoare (scalare, vectoriale sau tensoriale) de cele trei variabile
scalare, X, Y si Z.

Daca in domeniul D din spatiul euclidian E; fiecirui punct Pe D
1i corespunde o valoare a unei marimi scalare @(P), atunci spunem ci in
domeniul D s-a definit un camp scalar, go(x, Y, Z). De exemplu,
temperatura este o functie scalari care depinde de punct. In fiecare punct
P al unei regiuni, temperatura are o valoare T(P). Corespondenta dintre
punctele P ale regiunii considerate si valorile pe care le ia temperatura in
acele puncte defineste o functie scalara de punct, T(P)=T(X, y, z). Un alt
exemplu este presiunea P a aerului care este, de asemenea, o marime
scalard ce depinde de punct. In fiecare punct P al unei regiuni, presiunea
ia o valoare p(P). Corespondenta dintre punctele P ale regiunii
considerate si valorile pe care le ia presiunea in acele puncte defineste o
functie scalard de punct p(P) = p(X, y, 2).
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Daca fiecirui punct PeD 1 se asociazd o marime vectoriald
a(P)=a(x, y, 2), spunem cd in domeniul D s-a definit un cimp vectorial.
De exemplu, un astfel de camp se gaseste in regiunea din jurul unui corp

electrizat. In fiecare punct al acestei regiuni se poate defini vectorul E al
intensitatii campului electric (electrostatic). Vitezele moleculelor unui fluid
in miscare constituie, de asemenea, un exemplu de camp vectorial.

Un camp scalar ¢ (sau vectorial A) se numeste zestationar daci ¢
(respectiv. A) depinde explicit de timp. In caz contrar, campul se numeste

stationar. Functiile ¢ si A se presupun continue si cu derivate partiale
s 5 5
continue.

C.5. Operatori vectoriali de ordinul inti"

C.5.1. Gradientul
Fie functia scalari ¢(X, Y, 2) de clasi C' (derivabild si cu derivate
de ordinul intai continue), definitdi pe un anumit domeniu D c E;. Din
cele ardtate mai sus, rezulti cd in domeniul D, @(X, Y, z2) defineste un
camp scalar. Diferentiala functiei ¢(X, Yy, z) este, dupa cum stim, datd de
relatia:
dp =22 dx+ 92 oy 0P g7 - 99 (i=13), (C.33)
OX oy 0z ()

care, tinand cont de expresia analitici a produsului scalar a doi vectori
(vezi relatia (C.16)), poate fi scrisa sub forma:

1 Dupi cum vom vedea, de fapt operatorul este unul singur, anume operatorul nabla, cu
ajutorul caruia se exprimd atat gradientul, cat si divergenta sau rotorul diverselor cimpuri scalare
si/sau (dupi caz) vectoriale. Totusi, ptin abuz de limbaj, atit gradientul, cit si divergenta si
rotorul diverselor cimpuri sunt numiti tot operatori, cu toate ci aceste mdrimi sunt de fapt
rezultatn/ aplicirii operatorului nabla (in diverse moduri) asupra campurilor respective. In
schimb, laplaceanul este un operator veritabil, obtinut prin aplicarea succesivd, de doud ori (cu
ajutorul produsului scalar), a operatorului nabla asupra unui camp scalar. De altfel, in mod
absolut corect, se si spune ,,gperatorn/ lui Laplace”.
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op~- 0@~ Op:- - - -~
dp=| —i+—]+—k |-(dXi dzk)=
7 ( + J+8z j( +dyj+ )

adica poate fi considerata ca produsul scalar al vectorilor

dF =dx i +dyj+dzk
si un al doilea vector (pe care-l vom nota cu A) ale cirui componente
sunt chiar derivatele partiale ale functiei scalare @(X, Y, 2):

0p- 09~ 0pr 00 (=
=—i+—]+—k=0—", (i=13). C.34
OX 6yJ oz ' OX ( l) (39

Campul vectorial A ale cirui componente fata de un reper

) ) 0 . — : y )
triortogonal cartezian sunt 8_(0’ (I :1,3) se numeste gradientul campulni

)ﬁ
scalar @ si se noteazd de obicei cu grade. Utilizand aceastd notatie, relatia
(C.33) devine:

>

dp=grade-dr. (C.35)

Vectorul grade determina variatia functiei ¢ in jurul unui punct,

iar componenta pe directia X a acestuia, adica derivata partiald a lui ¢ in

raport cu X reprezintd viteza de variatie a lui @ pe directia respectiva.

Directia vectorului grade intr-un punct oarecare este directia pe care

marimea scalard ¢ variazd cel mai rapid, pornind din acel punct, iar sensul

vectorului grade se considerd acela in care mirimea scalard ¢ creste. Din

relatia (C.33) se observi cd vectorul gradg poate fi obtinut prin aplicarea
operatorului

. (i=13) (C.36)

functiei scalare @(X). Acest operator, notat cu simbolul V, se numeste

operatorul nabla sau operatorul lui Hamilton. Cu ajutorul lui putem scrie
gradientul unui camp scalar ¢ astfel:

_a 90 _ .1
gradp =0 o =Vo, (i=13). (C.37)
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Campul vectorial A definit de relatia (C.34) se numeste camp
potential, iar @(X) se numeste potentialul campului. De exemplu, pornind de

la campul electrostatic E(F), putem determina potentialul electric V(I),
dar se poate proceda si invers: cunoscand potentialul putem determina

campul, utilizand relatia: E=—grad V. In acest caz, semnul minus arati

ci E(F) este indreptat spre regiunea cu potential negativ'?.

Din definitia (C.36) a operatorului V rezultd ca acesta este un
operator vectorial, liniar si diferential (de ordinul intai). Proiectind
grad ¢(x) pe directia X , obtinem urmatoarea relatie:

(grad (0)- =(Vg)-G = Uka_go U :a_(pak U :a_(pé}k :6_(p’
' X, X, X, Ox
sau, utilizand doud notatii des utilizate in analiza vectoriala:
w not not.

gradi(0=Viq)=g—x = o = Q- (C.38)

Suprafete echipotentiale
Presupunand cd functia @(P) este uniformad si continud in D
impreuna cu derivatele sale partiale pana la ordinul doi, sa considerim
toate punctele in care aceastd functie ia aceeasi valoare. Aceste puncte
constituie o suprafata in D. Intr-adevir, daca X, Yy, Z sunt coordonatele
punctului P, relatia ¢(P) = K =const. se mai scrie sub forma:
p(x Yy, 2)=K (C.39)
si reprezintd ecuatia (sub forma implicitd a) unei suprafete in D c E;.
Tinand seama de relatiile (C.39) si (C.35) rezulta ca
dp=0=grade-dr. (C.40)
Aceasta relatie este valabild in orice punct P al suprafetei (C.39). Cum
egalitatea cu zero trebuie s aiba loc fard ca vreunul din cei doi vectori sa
fie in mod obligatoriu nul, si cum dr se afla in planul tangent la suprafata

12 Semnul minus, folosit de obicei pentru a scrie intensitatea cimpului electrostatic E in functie
de gradientul potentialului electrostatic V(I), este introdus in mod conventional. Aceasti

conventie este legatd de sensul liniilor cAmpului electrostatic; astfel, se considerd cd liniile lui E

22

»ies” din sursele (sarcinile electrice) pozitive ale campului §i ,,intrd” in sursele negative.
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(C.39), rezultd cd in orice punct al acestei suprafete vectorul grade are
directia normalei la suprafatdi. Dand valori constantei K din (C.39)
obtinem o familie de suprafete care satisfac conditia (C.40). Aceste
suprafete se numesc suprafete echipotentiale sau suprafete de nivel.
Linii de camp

Fie un cAmp vectorial stationar A= A(X) si o curbd oarecare, dati

parametric prin relatiile: X = X (), (i =ZI?3) Daca in fiecare punct al

curbei, cAimpul A este tangent la aceasta, atunci curba se numeste Jnie de
camp sau linie de fortd a caimpului vectorial A. Ecuatiile diferentiale ale
liniilor de camp se deduc din relatia evidenta: AxdS=0, care arati ci
produsul vectorial al vectorilor coliniari A si dS este nul. Proiectind
aceasta relatie vectoriald pe axele Ox, Oy si Oz ale unui sistem cartezian
de coordonate obtinem ecuatiile diferentiale ale liniilor de camp:

dx_dy _dz (C.41)

A A A
Conform relatiei (C.40), pentru suprafetele echipotentiale vectorul
A=grade este ortogonal pe elementul de arc dF , care la rindul lui este
tangent la suprafetele echipotentiale. Intrucit liniile de camp ale lui
A=gradp sunt coliniare cu df rezulti ci acestea sunt in acelasi timp

ortogonale la suprafetele echipotentiale ¢ = const.

Derivata directionald (derivata dupa o directie)

dr
ds’
unde prin ds= |dF| am notat modulul elementului de linie dr al axei (4).

Fie o axa (4) a cdrei directie si sens sunt date de versorul U, =

Prin derivata directionald a unei functii scalare ¢ = @(I') dupa axa data (4)
(sau derivata dupa directia axei considerate (4)) se intelege proiectia
gradientului acestei functii pe directia data (considerata):

_dp dr_d¢

orade-ts = 4 ds ~ ds
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In relatia anterioara am utilizat scrierea formald a gradientului lui ¢:

formal d¢

gradep = e si am simplificat (tot formal) pe dr .
r
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C.5.2. Divergenta unui cimp vectorial
Avand in vedere caracterul vectorial al operatorului V, sa-1 aplicim

scalar campului vectorial A(A( A, A); cu alte cuvinte, V fiind un vector
poate fi inmultit scalar si/sau vectorial cu alti vectori. Rezultatul operatiei
de produs scalar dintre V si A (in aceasti ordine) este un cimp scalar,

care se numeste divergenta lui A si se noteazd div A. Chiar daci, asa cum
stim, produsul scalar a doi vectori este comutativ, deoarece V este in
primul rand un operator are importanta ordinea in care sunt considerati

cei doi vectori in produsul scalar. Cu alte cuvinte, A-V=V-A. Intr-
adevir, mirimea

o o o
(A(I+A\/1+Azk) (I—+Ja—y Ej Ay— Aya—yw&E

este la randul e un operator, pe cand

8>q ax (3)9 ax oy oz
(C.42)

este o marime scalara bine definitd, numita divergenta campului vectorial A(T):

- ) not.
V-A= A, + A + oA T = divA. Cu notatiile din (C.38) mai putem scrie:
ox oy oz

va=WA=%%=aA=AJ,Q:IQ. (C.43)

Un camp vectorial A pentru care div A=0 se numeste camp fird
surse sau camp solenoidal; liniile unui astfel de camp sunt curbe inchise. Daca,

in schimb, div A#0, atunci campul vectorial A se numeste camp cu surse.
Evident, 1n acest caz existd doua posibilitati:

/" divA>0,
divA=0
N divA<O.

In primul caz (div A> O) sursele campului sunt pozitive. O sursd pozitiva

se mai numeste si ,izvor’. In cazul al doilea (div A< 0) sursele sunt



460 Anexa C

negative; o sursa negativa se mai numeste si ,,put”’. Pentru un camp cu
surse existd totdeauna macar o linie de camp care ,,nu se inchide”!? in
surse (,,merge” spre infinit). Prin conventie, de obicei se considera ci
liniile unui astfel de camp ies din sarcinile pozitive si intrd in sarcinile
negative. Evident, pentru un camp solenoidal, liniile de camp neavand de
unde iest si unde intra (neexistand surse) acestea trebuie sa se inchida in
ele insele. Un exemplu de astfel de camp (fard surse, sau solenoidal) este

campul magnetostatic de inductie B. Este stiut faptul c4, cel putin pani la
ora actuala, nu s-a reusit detectarea experimentaldi a monopolului
magnetic!4, care, din punct de vedere fenomenologic, ar putea juca rol de
sursd a campului magnetic. Intr-adevir, otice experiment arata faptul ca in
oricat de multe si de mici bucati am diviza un magnet, rezultd totdeauna
alti mici magneti $i niciodatd poli nord si sud separati'®>. Analogia
matematica aproape perfectd dintre campurile electrostatic st
magnetostatic a necesitat introducerea unor echivalenti pentru sarcinile
electrice pozitive (sursele pozitive ale campului electrostatic) si sarcinile
electrice negative (sursele negative ale campului electrostatic) ale campului
clectrostatic §i pentru campul magnetostatic. Acestia sunt cei doi poli:
polul nord magnetic (corespondentul sarcinii electrice pozitive) si polul
sud magnetic (analogul sarcinii electrice negative). Aceste aspecte sunt
schitate grafic (in cazul simplu al unui ansamblu format din doar doud
sarcini — electrice si respectiv magnetice) in Fig. C13.

De altfel, singura diferentd notabild din punct de vedere matematic
dintre cele doua campuri este cea care exprima divergenta celor doud
campuri (de fapt, legea Iui Gauss pentru cele doud campuri):

div E = 1,0 #0 (unde p=Iim 49 = dq = p(F) este densitatea sarcinii

410 AT dz—

clectrice) si divB=0 (densitatea sarcinilor magnetice — monopolilor —

13 y y .. . Lo g L . A
In sensul ¢4, dacd acea linie de cAmp a iesit dintr-o sursd pozitivd, atunci ea nu mai intrd intr-o
sursd negativa, ci se Indreaptd spre infinit, si invers: existd cel putin o linie de cAmp care intrd
intr-o sursd negativi si care nu vine dintr-o sursi pozitivi, ci de la infinit (vezi Fig. 13 a).
14 oo . . . L L . .
Cu toate ca, diverse modele teoretice din teoria cuanticd a campurilor i-au prezis existenta
reald.
15 : < C e . . < n VT
Deci nu rezultdi mono-poli, ci ,,bi-poli”, orice mic magnet care rezultd in urma divizdrii avand
doi poli (un pol nord si unul sud) si nu unul singur.
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este nuld). In regiunea din spatiu unde nu existd sarcini electrice (p =0)

cele doua ecuatii se scriu la fel: div E=0si divB=0.

LTI TR TN B R B i T T T T T T B A
L N T T O B R e i SR T T A A A Y
LU T T T T B T U N S A N
L R T T O A i e T S SR I A
L N T T A B e A
R T O B e e L N R R I a
‘.-—%--‘\\T//'—-—t—s-w-w“‘\l/.’(«“—-—4-
e e R
.fprf//l\“uﬂ-—-—-a-v//T\‘-..‘ahao--
B B R R R A B S ML ML N S S
P A AN B NN 7. & B LN N NN
L A A A B BN NN i 2 B L S W NI N N
P R s v I s B L T S S S
R e . I I B N SN S N S
T T T e . I I N B O N T T T Y

(@) ()
Fig. 13

Cu alte cuvinte, intr-o astfel de regiune a spatiului, din punct de
vedere matematic cele doud campuri se comportd absolut identic, si in
acest caz nu se vorbeste de camp electric sau camp magnetic, ci despre
camp electromagnetic. ,,Echivalenta” matematica a celor doua campuri a
permis realizarea primei unificari (din sirul inca neterminat!®) a doua teorii
ale fizicii. Acest lucru a fost ficut de citre J.C. Maxwell, care a reusit
pentru prima data sd unifice teoria campului magnetic cu cea a campului

18 Mai apol s-a reusit unificarea teoriei electromagnetismului cu cea a interactiilor nucleare slabe,
rezultand teoria electroslabd; aceasta a fost unificatd ulterior (in cadrul Modelului Standard) cu
teoria interactiilor nucleare tari (cromodinamica cuanticd), rezultand o noui teorie, care descrie
global si unitar interactiunile electromagnetice si cele nucleare (tari §i slabe), singura interactiune
care incd nu a reusit nici la ora actuald si fie inglobatd Intr-o singurd (unicd) teorie care ar fi
capabild sa descrie unitar toate cele patru interactiuni cunoscute pani in prezent fiind gravitatia.
Principalul obstacol il reprezintd neliniaritatea ecuatiilor campului gravitational (Einstein) care
impiedicd cuantificarea intr-o schemad cunoscuti a acestui camp. Precizdm ci toate aceste teorii
de unificare nu au putut fi elaborate decat in cadrul unor formalisme relativiste si totodatd
cuantice. De altfel, marele vis al oricarui fizician teoretician este de a realiza aceastd Teorie a
Marii Unificiri (a tuturor celor patru interactiuni fundamentale: electromagnetica, nucleari slaba,
nucleard tare si gravitationald) cunoscuta sub acronimul GUT (Grand Unified Theory).
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electric intr-una noud, coerenta §i unitara, cea a campului electromagnetic.
Aceastd noua teorie are la baza celebrele ecuatii ale lui Maxwell”.

C.5.3. Rotorul unui cimp vectorial

Daca, in paragraful C.5.2 in loc de a utiliza operatia de produs
scalar vom folosi operatia de produs vectorial (care, de aceastd data este
de la bun inceput necomutativi), adica daca il vom inmulti vectorial pe V

cu campul vectorial A(A, A, A) (in aceastd ordine) obtinem ceea ce se

numeste rotorul caimpului vectorial A. Dedi, prin rotorul campului vectorial
A(A, A, A) intelegem campul vectorial B=VxA. Daci A este un

vector polar, B este un vector axial. Pentru a exprima analitic rotorul unui
camp vectorial, vom utiliza relatia (C. 27):
B=VxA=¢,0,AlU =

ik
:[8AZ_8A/JT+(8AK_aAsz?_i_(%_%jE: o 0 o] @4
0z

oy oz 0z ox ox oy ox oy
A A A

inmuh,:ind scalar cu versorul directiei X, relatia (C.44) (adicd cu Uj),

obtinem proiectia rotorului lui A dupi aceastd directie, sau altfel spus,
componenta rotorului lui A dupi directia datd de G
(rOt A)s = (Sijk(ajpkl_ji )'Us = gijkaj A (Ui 'Us) = gijkaj A o5 = ‘9sjkaj A
(C.45)
De exemplu, considerand in (C.45) s=1 pentru proiectia sau componenta

dupi axa X a rotorului lui A obtinem:
(rot A)l =(rot A)X = 6,30, A = E150, A+ E15005 P, =

15)
-0, =0k 0 A 0 A = =T

Y Cele patru ecuatii ale lui Maxwell reprezintd de fapt teorema Gauss pentru cele doud campuri
(electric si magnetic), la care se adauga legea inductiei electromagnetice si cea a inductiei
magnetoelectrice.
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Un cimp vectorial A pentru care, rot A=0 se numeste cdmp
trotational sau camp fard varteguri. Un astfel de camp este, de exemplu,

campul electrostatic, a carui intensitate este E.

C.6. Identité;i vectoriale

Prezentdm mai jos unele dintre cele mai des intilnite/utilizate
identitati din analiza vectoriala, impreuna cu ,,demonstrarea” lor.

1. grad(pyw) =@ grady +w grade. (C.40)

Intr-adevir,

grad(ey) =, o) _ U oy P+ a—(Dl// =gpgrady +y grade.
OX OX OX,
2. div(pA)=p div A+ A-grade. (C.47)

Intr-adevir,

dIV( ) ((;/;A) aA+A _¢divA+A-gradgo.

3. rot(goA) = Vx((pA) =p VxA+(Vp)x A=gprot A+ gradpx A.  (C.48)

Intr-adevir,
rOt((DA) = gijkﬁj ((/’A<)ui = ("(gijkaj A G )+ Sijk (aj¢) Al =
= ¢ rot A+ gradpx A

4. div(Ax E§) =B-rot A~ A-rot B. (C.49)

Intr-adevir,
div(AxB)=0,(AxB) =5, (g”kA. B.) =, (A Bk) -
= gl]kA a Bk +€|Jk3<a j jlka Bk + Bk‘("kua
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=-A (rot B)J_ + Bk(rot A)k =—A-rot B+B-rot A.
5. V(A- B): Axrot B+Bxrot A+(A-V)I§+(I§-V)A. (C.50)
Intr-adevit,

AaBu

i=

G = +B,0,Al =
0,Al +(BaAu+BaAa)

=0

I

=(A0,B,G — Ad,BT )+ Ad,
(

+(A-V)B+B gy R"  G+(B-V)A=Ag,(rot B)k il +(A-v) B+
= TA (rotA)

2 Edmim=

+ngijk(r0tA) G+(B-V)A=z,A(rot B) G +(AV)B+

+e. B (rotA) u+(B V)A AxrotB+(A ) +Bx rotA+(|§-v)A

ijk =j
6. rot( AxB)= AdivB-B divA+(B.V)A-(A-V)B. (C.51)
Intr-adevir,
rot( AxB)=05,0, (AxB) =050, (AB) = Ué&unAd; B,
+ ugljkgklmB A = ulgkljgklmAaj m+u'gkijgklmB A =

= (55 |m ”)Aa B +U(§|I§ |m ]|) jA_
ugdija ulé‘mé‘ﬂp\8 B +ulé‘|lé‘]mBma]A ul im ]IB a A
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=U,A0,B,-GA0;B +UB;0;A-(4BJ,A
_(Aiaj)(Blui)+(Bjai)(A ) (BIU)

= AdivB—(A-V)B+(B-V)A-B divA

7. div(rot A):V-(rot A):V-(Vx A):O. (C.52)

Intr-adevar, deoarece operatorul V este un vector (mai exact, un operator
vectorial) si Intrucat produsul mixt a trei vectori in care doi dintre ei sunt
coliniari este zero, identitatea apare ca evidenta. Altfel:

div(rot Z\):@i (rot A)_ = £,0, (81-Ak)=8ijk8 A= (&Jka At
+gljkalajA<) (‘C"ljkalaJA( +€JlkajalA<) (‘C"ukalajpk ‘C"ukajalpk)

1 (8ljka A( 8ljka A<) = O

unde am presupus faptul ci A(X, Y, z) satisface conditiile din teorema
Schwarz, care ,asigurd” egalitatea derivatelor mixte de ordinul doi ale

componentelor A, (kzl, 2, 3) ale campului (functiei) vectoriale A:

2 2
O°A _ A @aiﬁjA( :ajGiA«Am ardtat deci ca:
OXOX;  OX;0X

A _
OX ax

unde &, este un pseudotensor antisimetric in perechea de indici (i j), iar

gijka Ak Silk A A

3

2

OX0X;
doi simetric — in conditiile teoremei Schwarz — in aceeasi pereche de indici:

2 cf . th. Schwarz -~ 52
A = A . Acest rezultat este valabil pentru orice doi

OX.0X; OX;0%
tensori, unul simetric si celdlalt antisimetric (in aceiasi indici), demonstratia
ficandu-se ca mai sus. Asadar, produsul a doi tensori/pseudotensori

derivata este — din punct de vedere algebric — un tensor de ordinul
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dintre care unul este simetric, iar celalalt antisimetric in aceeasi pereche de
indici, este totdeauna nul.

8. rot(grad ¢)=Vx(Vp)=0. (C.53)

Aceasta identitate poate fi justificatd simplu, prin aceea cd produsul

vectorial a doi vectori coliniari este totdeauna nul. Altfel:
2

0°p

rot(grad ¢) = U0, (grad @), =Ue;,0,0,0 =tz oxo%,

>

&, find antisimetric in perechea de indici (i k), acceasi in care

2
este simettric.

tensorul”

OX; 0%,

not.
9. div(grad go)zV-(qu):(V-V)go:Vzgo = Ap, (C.54)
unde operatorul

o* o 07 o
_2+_2—|——2: = iai
oX~ oy" 0z° OXoxX

Vi=A=

se numeste operatornl lui Laplace sau laplacean (in coordonate carteziene).
Ecuatia
Ap=0

se numeste ecuatia lni Laplace. Solutiile ecuatiei Laplace se numesc functii
armonice. Generalizarea operatorului lui Laplace pe un spatiu cu patru
dimensiuni, in care a patra dimensiune este temporald, iar reprezentarea
spatiului este una euclidian complexa, se noteaza de obicei cu simbolul O
si se mai numeste operatorul lui D’ Alembert sau dalambertian. Relatia dintre

) ) ) 1 % )
cei doi operatori Laplace este: A+ =Age ———, sau altfel scris:
(4 (3) V2 atz >
1 9% 2 - . oo L.
Oe =As —— —, unde “+” tine locul madrimii asupra cireia urmeazi sa
V- ot ’

actioneze operatorii considerati. Intr-adevir, dacd X, =X, X, =Yy, X, =Z si
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X, =iVt (unde i=+/-1, iar V este o vitezd constanta — in cazul spatiului

Minkowski aceasta este chiar viteza luminii in vid, C) sunt cele patru
coordonate ale spatiului considerat, avem:

4 2 2 2 2 2
A(4)(E D):Z ¢ =62+62+82+82=
OX,0X, OX 0X, OX OX;

u=1
o> o° 0 10° 1 0? 1 0?
=t gt T T A Ay T
ox~ oy- 0z Vv ot V- ot V- ot
10. rot(rot A):grad(div A)—A A. (C.55)

Intr-adevit,
rot(rot A) = Gi&;,0, (rot A)k = G61E4m0 101 An = U8 a0 A =
=0 (310 = 5,001 ) 010, A = 4,5,5,00,10, Ay~ 16,,5,0,0, A, =
=00,0,A,—10,0,A =00,0,A,~0,0,Al, =00, (divA)-0,0, A=
= grad(div A)-A A

In concluzie, gradientul rezultd prin aplicarea operatorului nabla in
mod direct asupra unui camp scalar, rezultatul fiind un camp vectorial.
Divergenta rezulta prin aplicarea operatorului nabla (cu ajutorul
produsului scalar) asupra unui camp vectorial, rezultatul fiind un camp
scalar, rotorul rezulta prin aplicarea aceluiasi operator nabla (dar cu
ajutorul produsului vectorial) asupra unui camp vectorial, rezultatul fiind
tot un camp vectorial, iar laplaceanul se aplica asupra campurilor scalare,
rezultatul fiind tot un camp scalar!®. Sub forma de tabel, aceste concluzii
pot fi sintetizate astfel:

18 C s A . s . o .
Uneori se intalnesc si relatii in care laplaceanul este aplicat unor mdrimi vectoriale (de
exemplu, in cazul ecuatiei satisficutd de potentialul vector intr-un mediu omogen si izotrop:

AA=—p J). In astfel de cazuri, de fapt, trebuie si intelegem (cici altfel nu putem calcula) un
set de trei ecuatii scalare: AA =—uj;, (i =1,2,3), proiectii ale ecuatiei vectotiale initiale pe

cele trei axe de coordonate.
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\ @ (camp scalar) | A (camp vectorial)
Vo
v ) Gradient (vector) ]
v. V.V=V2=A i V-A
Laplaceanul (scalar) Divergenta (scalar)
VxA
v Rotor (vector)

C.7. Coordonate curbilinii ortogonale. Operatori diferentiali de
ordinul I in coordonate curbilinii ortogonale

Fie ' vectorul de pozitie al unui punct P(") din spatiul euclidian
tridimensional E; si X, X,, X; coordonatele carteziene ale acestuia fatd de
un reper triortogonal OXX,X,. Fie, de asemenea, trei parametri reali
independenti, @, ¢, si 0, astfel incat coordonatele X, (i :]?3») sa fie
functii de clasi C* de acesti parametri:

X =% (¢ &, G), (i=13). (C.56)
Presupunem ca intre cele doua multimi (cea a coordonatelor, X, (i = ]j%) ,
si cea a parametrilor, d;, (j :ZI?’:)) exista o corespondenta unu-la-unu;
unui set dat de parametri (q) ii corespunde un singur set de coordonate

(x) siinvers. In aceste conditii transformarea (C.56) este local reversibila
daci determinantul functional (iacobianul) acesteia este diferit de zero:
a ) )
PIGTETE I
0(s G %)

Daci se dau valori fixe la doi dintre parametrii (], (J =]§) , 84 zicem, de

(C.57)

exemplu, parametrilor @, si 0, atunci se obtine curba de coordonate

@, = variabil. In mod aseménitor pot fi obtinute si celelalte doud curbe de
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coordonate: 0, =variabil si 0, =variabil. Acest fapt aratd ca prin orice
punct din spatiu trec trei curbe de coordonate (vezi Fig. C14). Parametrii
O, O, si O, se numesc coordonatele generale sau coordonatele curbilinii ale
punctului P.

Fig. Cl4

Daci &, (i =]§) sunt vectori tangenti la curbele de coordonate
g, =variabil, (i :l,_3) , atunci conditia (C.57) exprimd faptul ca acesti

vectori sunt liniar independenti, deci pot constitui o baza in E,.

Intr-adevar,

oX, OX, 0%
oq, og dg
)
og (00, 09 ) |00, oG, 00| O(Ch Gy G)
OX OX, 0%
00; 0G0

Daca in orice punct din domeniul D@ definit de setul tuturor valotilor

posibile ale parametrilor (q) vectorii &, (i =ZI?%) formeaza un triedru
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ortogonal drept, atunci spunem ca cele trei coordonate curbilinii
(%, Gy, Q) definesc un sistens de coordonate curbilinii orfogonale, iar daci

triedrul format de cei trei vectori nu este ortogonal (adicd este oarecare,
cei trei vectori ramanand liniar independenti), spunem ca cele trei

coordonate curbilinii (¢, 0,, 0;) definesc un sister de coordonate curbilinii

generale.

s

o

P g/
Fig. C15

Doua dintre cele mai cunoscute si mai utilizate astfel de sisteme de
coordonate sunt sistemul de coordonate sferice $i sistennl de coordonate cilindrice. In
sistemul de coordonate cilindrice, cele trei coordonate curbilinii care
precizeaza in mod univoc pozitia unui punct oarecare, P, in spatiu sunt
r, ¢ si z, numite coordonate cilindrice ale punctului P (vezi Fig. C15).
Domeniul de variatie al acestor parametri este:

patind) :{(r, ?, 2) ‘ r>0 0<p<2r, —wo< Z<+oo} .
Relatiile (C.56) sunt in acest caz:
X = X =TI COSg,
X,=y=rsing, (C.58)
X,=2=2
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I

iar relatiile inverse, q, =0, (Xl, X, XS), (j = 3), sunt:

q=r=yxX*+y>,
qZZ(D_arCtgzl

X
g =2=2

In sistemul de coordonate sferice, cele trei coordonate curbilinii
care precizeazd in mod univoc pozitia unui punct oarecare, P, in spatiu
sunt I, @ si @, numite coordonate sferice ale punctului P (vezi Fig. C10).

-
4

Fig. C16

Domeniul de variatie al acestor parametri este:
D) :{(r, 0, ¢) ‘ r>0 0<0<r 0<p< 27r}.
Relatiile (C.56) sunt in acest caz:
X, = X=Trsingcosey,
X, =y=rsingsing, (C.59)
X; =Z=1rCosd,

iar relatiile inverse, q, =q; (Xl, X5, Xg), (j :]?3») , sunt:
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q=r=yX+y*+2

z

0, = 0 = arCCoS————,
X +y*+7°
y
=@ = arctg —.
0;=¢ 2 »

Pentru ca parametrii (0, ,, ;) si defineasci un nou sistem de

coordonate, este nevoie sa fie determinate intervalele in care acesti trei
parametri trebuie sa varieze, astfel incat corespondenta intre multimea
punctelor din  spatiu si multimea coordonatelor  curbilinii,

A, =0 (%, %, %), (] =13) si fie biunivoca.
Fie V,, V, si V; cei trei versori ai vectorilor §, (i =]§) In noul

sistem de coordonate (curbilinii), vectorul de pozitie I al unui punct
oarecare din spatiu, P(F'), este dat de expresia:

F=r(q, 0, G). (C.60)
Atunci, deoarece g—;, (i zﬁ) sunt vectori tangenti la curbele @ =var.,
(i =1 2, 3) , putem scrie:
or . .
a—qi:q:Hivi, (i=13), (C.61)
unde
o lor| [(ax Y (o) (ox )
Ho= [ = [ 20+ 2 4| 2], (i=13) (€62
oq oq, aq; oq;

se numesc coeficientii Lamé si reprezintd marimile (lungimile, modulii)
vectorilor §, (i :]TB), tangenti la curbele de coordonate ¢ =variabil,
(i=1 2 3).

Sa consideram acum si versorii normali la suprafetele de coordo-
nate ¢ =@ =const., g, =g, =const. si g, =, =const. Fie acestia fi, f, si

respectiv M. Deoarece vectorii gradq sunt si ei normali la suprafetele
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g = qi0 = const,;, (i :J?%), daci notam cu h;, (i :J?%) modulii vectorilor

gradqg, (i :E), putem scrie:

grad g =hij, (i =13), (Fira sumarc). (C.63)
Cum,
gradq - 2ba+ ha,+ Sy, = T ALy A
oX, 0%, OX oy 0z
avem:

(32 () () (3] () e
oX, 0%, 0%, OX oy 0z

Cantititile h;, (i = ]?3) se numesc parametrii diferentiali de ordinul 1.

1
Definitie: Spunem ci vectorii &, &, si 8; — pe de o parte — si b, b, si b,
— pe de altd parte — formeaza un siste de vectori reciproci unii fatd de ceilalf,
daci avem indeplinite relatiile:

§-b=1 (i=13),  (fs)
3-b=0, (i,j=13; i#j).

Si ardtam ca vectorii grad g, (i =ZL3) formeazd un sistem de

.. ) o ;. — C e oo .
vectori reciproci cu a—, (I = 1,3). Pentru aceasta trebuie sa aratim ca
a

or .
grad g a_q =1, (I :13), (f.s.)
sica
grad g - I o, (i,j:],_3; i % j).
qJ
fnmuh,:ind scalar cu grad ¢, ambii membri ai relatiei

6F
~ qu >
q3

obtinem:
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dg =gradg -dr =

rad dg +| grad d rad d
(g q| aqu ql (g q| aqzj q2 (g q| aqg] q3

si, deoarece dg, dg, si dg, sunt independenti, rezultd ca numai
coeficientul lui dq, (i =l,_3) este egal cu unu, ceilalti doi coeficienti fiind

egali cu zero (g.e.d.).

In cazul unui reper cartezian, versorii V, =1, V,=] si V,= K sunt
perpendiculari doi cate doi si formeaza (ﬁecare dintre ei In parte, atunci
cand originea O a reperului ,,parcurge” multimea tuturor punctelor din
spatiu) un sistem de vectori echipolenti. in cazul coordonatelor curbilinii
ortogonale versorii V;, V, si V, formeazd un triedru ortogonal drept in
orice punct P din spatiu, dar versorii (fiecare dintre cei trei in parte) care
corespund unui alt (oricare) punct P'#P din spatiu nu mai sunt
echipolenti cu primii (cei din punctul P). In plus, vectorii &, & si &
(care au drept versori pe V;, V, si V;) nu isi pastreaza modulul constant
(fiecare dintre ei separat) atunci cand punctul P parcurge intreg spatiul. In
fine, in cazul coordonatelor curbilinii oarecare, atat vectorii €, €, si €, cat
si versorii Ny, N, si N, sunt oarecare si depind de punctul P (rimanand,
totusi, liniar independent;).

Coordonatele curbilinii ortogonale sunt acele coordonatele curbilinii ale
ciror curbe de coordonate sunt perpendiculare doua cate doud in orice
punct P din spatiu. Rezultd cd, In cazul coordonatelor curbilinii
ortogonale, versorii N, i, si A, coincid respectiv cu V,, V, si V, si sunt
perpendiculari doi cate doi, deci avem relatiile:

R=V; V-V,=0 A-A =0 (i=]j).

Din aceste relatii rezultd ca pentru ca un sistem de coordonate

curbilinii sa fie ortogonal, sunt necesare si suficiente conditiile:

or or _ox ox oy oy, 0z 0z _ (i#j), (C65)

g 2q; 0q 0q; oq oOq; oq oq,

sau
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gradqi.gradqj 2 ﬁ ﬂ.ﬂ+z.z=0’ (|¢ J)<C65’)
oq oq, oq oq, oq o,
Daci coordonatele curbilinii sunt ortogonale, putem gasi o relatie
de legaturd intre coeficientii lui Lamé, W, si parametrii diferentiali de ordinul I, 1.
Din relatiile: gradq =hv,, (f.s.), g—r =HV, (fs.) si din relatile de

reciprocitate obtinem:

grad g - 68 =hV-HV =hH, =1,
adici:
h:Hi, (i=1 2 3) (C.66)
si, in particular:

gradg = —-, (i :],_3), (f.5).

Elemeptul de linie/arc in coordonate curbilinii ortogonale

Intr-un sistem de coordonate curbilinii ortogonale avem:

dr = j_(:ldou +%dq2 +§—(;3 da, = H,dqgV, + H,daq,V, + H,da,V; .(C.67)

Componentele |dF1| = |d§l| = |H1dql\71| =ds =H,dqg, ds,=H,dg, si
ds, = H,dg, ale vectorului dr dupa directiile date de versorii V,, V, si
respectiv V, se numesc componentele curbilinii ale vectorului dr . Ridicand la

patrat relatia (C.67) obtinem:

oF? = F -dF = ds* = H2(d, ) d? + HZ (dg, ) + HZ (dg)* =
= H/dg? + Hzdag + Hidag,
(C68)

adica patratul elementului de arc (metrica) in coordonate curbilinii.



476 Anexa C

Elementul de suprafatd in coordonate curbilinii ortogonale

Expresia corecta a elementului de suprafatdi in coordonate
curbilinii ortogonale poate fi obtinutd prin generalizarea expresiei
corespunzatoare scrisd intr-un sistem de coordonate carteziene, utilizand
interpretarea geometrica a produsului vectorial a doi vectori. Dupd cum
stim, din punct de vedere geometric, produsul vectorial a doi vectori este
un vector care are modulul egal cu aria paralelogramului construit pe cei
doi vectori, directia perpendiculard pe planul format de cei doi vectori si
sensul dat de sensul in care inainteazda un burghiu drept, care este rotit
astfel incat primul vector sa se suprapuna peste al doilea pe drumul cel
mai scurt (vezi Fig. C17).

-
¢

P

—

Aria paralelogram =|é|=a b sin (d,D)
Fig. C17

Tinand cont de acest lucru, un element vectorizat de suprafati (o
suprafata elementara vectorizata) in coordonate curbilinii ortogonale este
dat(d) de produsul vectorial a doud elemente de linie/arc corespunzitoare
considerate, de asemenea, in coordonate curbilinii ortogonale. Pentru a
intelege mai usor, si vedem mai intai cum stau lucrurile intr-un sistem de
coordonate carteziene. Intr-un astfel de sistem existi trei elemente
vectorizate de suprafagi: dS, =dydz T, déy =dzdx] si dS, =dxdy k, date
de produsele vectoriale ale celor trei elemente de linie/arc, anume:

dr, =dx i, dr, = dyj si df,=dzk. Mai exact, elementul vectorizat de

suprafatd dé& = dr, x dr, = dydz (Ix IZ) =dydzi este un vector elementar
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al cdrui modul este egal cu aria paralelogramului (in acest caz,
dreptunghiului) cu laturile de lungime dy si respectiv dz, a crui directie
este perpendiculard pe planul determinat de cele doud elemente
vectorizate de linie (dr), si dF,), (directia axei OX, perpendiculard pe planul

yOz) si al cdrui sens este dat de regula burghiului drept (este sensul

vectorului ] xK , adicd al versorului i = ] xK al axei OX).
as = ayd;
i i
P —_:» # |
p s I 1 1
- 1 |
-~ — 1 |
Sy I -
(?“Sy ddx 9‘:‘ o F :(71 : "
| ! J — - &
! : r‘ - i - i
: | = - s
: | k [~ s
o ______=C
-
as, = axdy
X
Fig. C18

In mod analog se obtin si celelalte doua elemente vectorizate de
suprafata (vezi Fig. C18):
dS, = dr, x dr, = dzdx (KxT') = dzdx]
st
dS, = df, x dF, = dxdy (7 x ] )= dzdx k .
Atunci, elementul vectorizat ,,total/rezultant” de suprafatd este:
dS=dS, +dS, +dS, = dydz i +dzdx j +dxdy k..
Prin analogie, elementelor vectorizate de linie/arc in coordonate
curbilinii ortogonale: dff =H;dqV,, (fs) si df,=H,;dqV;, (fs.) le va
corespunde elementul vectorizat de suprafata:

de =dﬁ><dfj = Hideqidqj (\7. ij),
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unde, pentru a indica faptul cd marimea care rezultd prin produsul
vectorial a celor doud elemente vectorizate de linie are un caracter
tensorial (si nu unul vectorial) am utilizat o sageata cu dublu sens.
Deoarece elementul vectorizat de suprafata trebuie si fie un vector si nu
un tensor, nu acesta este ,adeviratul” element de suprafata. Intrucat

midrimea dS; este un tensor antisimetric, acesteia ii corespunde

(pseudo)vectorul (vezi relatia (C.91)):

= 1 = 1 SR | < =
ds :Egijkdsjk :Egijkdrj x dr, Eigijkdsj x ds,,

care este elementul vectorizat de suprafatd ciutat. De exemplu, pentru

I =1 obtinem:
= = 1 = 1 Lo 1 S e
dS =dS, = Egljkdsjk = Egljkdrj x df, = E(gmdr2 x dF, + £,5,0F, x dF, ) =
1

ZE(HzHadqzd% v, xV; — H,H;da,dg, v ><\72)= H,H.dag,dg, V, xV, =

= H,H.dg,dq, V;.
(C.69)
In mod cu totul asemanator se obtin si celelalte doud elemente vectorizate
de suprafati: dS,=dS, =H,H,dgdqg v, si dS,=dS, =H,H,dgda, V,.
Prin adunare rezulta atunci elementul vectorizat ,total” de suprafata in
coordonate curbilinii ortogonale:

dS = H,H,da,dq, v, + H,H,da,dg, v, + H,H,dgdg, v, (C.70)
In relatia de mai sus H,H ;dgdq; V, este elementul vectorizat de suprafati

normal la ,,planul” ¢ qu, (i, j :]??,) , versorul normalei la acest element

de suprafati fiind V, (k = ]?%)

Elementul de volum in coordonate curbilinii ortogonale

Elementul de volum in coordonatele curbilinii ortogonale poate fi
obtinut prin generalizarea expresiei elementului de volum din
coordonatele carteziene, tinaind cont de interpretarea geometrica a
produsului mixt a trei vectori.

In coordonate carteziene avem:
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dV =, - (df, xdf, )= dx T -(dy  x dz k) = dxdydz[r-(ix E)} — dxdydz.
Fie acum punctele (infinitezimal apropiate in spatiu) M (g, 0,, 03)

si N(q+dg, g,+da,, g,+dg,). Ducind cele trei suprafete de coordo-

nate care trec prin punctul M si cele trei suprafete de coordonate care
trec prin punctul vecin N, se formeaza un paralelipiped curbiliniu
clementar. Putem considera drept muchii ale acestui paralelipiped vectorii
elementari tangenti la curbele de coordonate ce trec prin punctul M,
adica vectorii: a—rdql, a—rdq2 si a—rdqg. Volumul acestui paralelipiped
og g, 00
este dat de produsul mixt al celor trei vectori. Prin urmare, se obtine:
dV = d§ - (ds, xds;) = H,H,H,dq,da,da, [ ;- (V,xV;) ] = H,H,H,dg,da,da.
(C.71)
Exemple:
1) Coordonate cilindrice
Vom arita in cele ce urmeaza ci sistemul de coordonate cilindrice este
un sistem de coordonate ortogonale si vom calcula coeficientii lui Lamé,
elementul de arc, metrica, elementul vectorizat de suprafata si elementul
de volum in aceste coordonate. Avem:
X=pCOSp, y=pSing, z=2z,04=p, G,=¢, G=2Z.
Fata de un reper cartezian, vectorul de pozitie I’ al unui punct oarecare P
din spatiu este dat de relatia:

F=xi+yj+zk=pcospi+psngj+zk.

Avem:
—=cospi+sngj,
op
A psng T +pcosp]
dp
st
Tk,
0z

Utilizand aceste expresii obtinem:
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op 09 oz bp  Op 0z
ceea ce, in acord cu relaiile (C.65), aratd ca acest sistem de coordonate
este unul cu coordonate curbilinii ortogonale. In plus,
- coeficientii Lamé sunt:
H,=1 H,=p, H,=1;

or or 0 or or 0 or 8r_0)

- elementul de arc este:
dr=dp V,+pdp V,+dzV,=dp U, + pde U, +dz U, =
=dp U, + pde U, +dz k;
- metrica este:
ds’ = dp” + p°de® +dz*;
- elementul vectorizat de suprafata este:
dS = pdedz vV, +dpdz V, + pdpde V, = pdpdz U, +dpdz U, + pd pde G,,

iar elementul de volum este:
dvV = pdpdedz.

2) Coordonate sferice
In acest caz avem:
X=rsingcose, y=rsindsing, z=rcosé
a=r, q2:9, 0=0,
F=rsindcospi +rsindsingj +rcosdk,
Z—r:sin9003¢f+sinesin¢f+cose k,
]

%: r cosd cospi +rcosfsing j —rsind k

or
op
iar din aceste relatii rezulta:

=-rsindsing i +rsin@cose j ,
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oror g aror g or o

or a0 op 060 or Op
ceea ce, in acord cu (C.65) aratd ci si acest sistem de coordonate este unul
cu coordonate curbilinii ortogonale. In plus,
- coeficientii Lamé sunt:

H, =1 H,=r, H;=rsing;
- elementul de arc este:
dr=dS=dr v, +rdf v, +rsinfde V;=dr U, +rdd U, +rsinfde U _;
- metrica este:
ds’ =dr?+r%d@” +r?sin® 0de’;
- elementul vectorizat de suprafata este:
dS=r?sin0d@de V, +rsinddrde V, +rdrdé v, =
=r?singd@de G, +rsinddrde G, +rdrdé G, ,
iar elementul de volum este:
dV =r?singdr dode.

Gradientul, rotorul, divergenta g¢i operatorul lui Laplace in
coordonate curbilinii ortogonale

Este bine stiut faptul cd rezolvarea unei probleme de ecuatiile
fizicii matematice este mult usuratd daca se tine cont de simetria acesteia.
Cum, cel mai adesea avem de a face cu simetrii care corespund
coordonatelor curbilinii ortogonale (simetrie sfericd, cilindrica, polara
plana etc.), devine imperios necesar sa cunoastem expresiile operatorilor
diferentiali (gradientul, divergenta, rotorul si laplaceanul) in aceste
coordonate.

Fie ¢ = gp(x, Y, Z) = gp(f) un camp scalar de clasa C' pe un anumit
domeniu D c E;. Atunci, in coordonatele curbilinii ortogonale ¢, d,, 0,

pentru grad¢ vom avea:

op 0
grad (o(Oﬂ, ds,, q3)=—qlgradq1+aq grad g, + 6(0 gradg;.

3
Deoarece
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gradq =—-, (fs),

I|<1

putem scrie:

grad (P(Oa 4, Q3) |_]|- ng \71+Hi22_(;02\72+|_|1 2;: V. (C.72)
De exemplu, in coordonatele cilindrice avem:
grad ¢(p, o, z)=—¢a 1%y ¢|Z, (C.73)
op ' pop ot 0z
iar in coordonatele sferice:
o¢ 0 10¢ 1 0¢_
grad ¢(r, 0, ¢)= . +F£u9+rsim9%u¢' (C.74)

Rotorul in coordonate curbilinii ortogonale
Fie campul vectorial V =V, V, =V, V, +V, V, +V, V, de clasi C' pe un
domeniu D c E,. S calculim rot V. Avem:
rotV =rot (Vv ) = rot (Vg +V,V, +V,%, ) =V, rot v, +(grad V, )x ¥, +
+V, rotV, +(grad V, ) xV, +V, rotV, +(grad V,)x v, =
=V, rotV, +(grad V,)xV,.
(C.75)
Pentru a calcula rotv, (i = ]j%) , tinem seama de relatia cunoscuta:
1. [
gradg = q\’i , (l =13), (f.s.).

Din identitatea vectoriald data de relatia (C.53) rezultd ca
rot(gradq)=0, vq,
adica
rot(grad g )= rot[ivi]:irotv + grad[ 1 ]xv 0, (f:s.).
H, H, H,
De aici rezulta ca

Hirotvi =—grad (Hinvi , (f:s.). (C.76)
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Dar

b

1 1
grad (Wl] = _H_i2 gradH., (f:s.)
Inlocuind aceastd relatie in (C.76) rezulta:
1 _ 1) . 1 ~ . 5
H—irotvi =—grad (?i]xvi =H—izgrad H, xV , (l =l3), (t.s),
adica
rotv :Higrad H xV, (i=1 2, 3),(fs).

Inlocuind aceasta expresie in relatia (C.75) rezulta:

rotV =V, rotV +(grad V) xV, =%grad H xV +(grad V,)xV,

:[%grad H, +grad\/i]><\7i :Higrad(v H )xV =

=igrad (V, Hl)xvl+—1 grad (V, H,)xV, +—1 grad (V; H, ) x V.
Hl H2 H3
Deci,

|rot\7:Higrad(vi H)xv, (i=13). (C.77)

De exemplu,
(rot\7)1 =(rot\7)-\71 =

:L_ligrad(vl H1)><\71+Higrad(v2 H2)><\72+|_|igrad(v3 H3)><\73]\7l =

1 2 3

= {Hi grad (V2 H2)><\72]\71+[Hi grad (V3 H3)><\73}-\7l

2 3

:(grad sz\72+%grad Hzx\72)\71+

2

+[grad V3><\73+%grad H3><\73j-\71 =

3
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+__
H,0q, © H,aq, ° H,aq,

(16H34 1 oH, 1aH34) .
— V+——V, + V; [V |-
Hl aql H2 an H3 aqS

:[iavu Ve asz(V3x\72)-\7 +( 1oV, Vs aHB](vzxvs)f:

=

H3 aq3 H2H3 aqS ' H2 an H2H3 aQZ
1oV, v, oH, 18V, V, oH,_

H, 00, H,H, dq, H,dq, H,H, o,

1 | o 0
- = (VLH) ———(V,H.) |.
HZHB[an( M) aqg( 2 Z)}

In mod analog se obtin:

(rotV), =1 [i(lel)—%(VsHsﬂ

2 H,H

st

(rotV) = {i(vsz)—a—(lel)]

3 H,H

In concluzie,

; 5 5
£V = 9 VH)--2(VH) v
o ) iéqz( oH) 8%( ’ 2)}“
1 [s 5 1 [ 5
+ @ VH Y=L (VH) L+ O (VH ) =2 (VH) |v..
H3Hl|:aq3( 1 l) aql( 3 3):| 2 H1H2|:aq1( 2 2) aqz( 1 l)j| 3

De exemplu, in coordonate cilindrice:
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oV v, ol pV oV |-
R R R AR

op 0z 0z Op pl Op op

iar in coordonate sferice:

rot V =+ i(vgne)—% a + 1 é’Vf—ii(rv)uﬁ
rsnd| oo’ op rsnd op ror:

1| ¢ oV,
2% (v = g
Jrr{ar(r ’) ae}u‘”

Divergenta in coordonate curbilinii ortogonale
Fie campul vectorial V =V, V. =V, V, +V, V, +V,V, de clasi C' pe un

domeniu D c E;. 84 calculim divergenta acestui camp vectorial. Avem:
divV = div(ViV ) = div(Vy¥, +V,V, +V,¥, ) =V, divy, + (grad \,)-v, +
+V, divy, +(grad V,)-v, +V, divy, +(grad V,) -V, =
=V, divv, +(grad V,)-v
(C.78)
Pentru a calcula divy, , (i = ZI:%) tinem cont cid V, =V,xV,, V,=

=V, xV, si V; =V, xV,. Pentru i =1 avem:

divy, = div(V, xV;) =V, -rot V, =V, - rot v, = V. Higrad H,xV,—
2
0, L grad H,xv, v, xy,- 984 Hz g g gradHs
3 H2 H3
U, %, - gradH2+gradH3 U, %, - grad(H, H;) | _
H2 H3 H2H3
_ g [orad(H,H))
' H2H3

Prin permutari circulare obtinem:

divy, =V, {—grad (H Hl)}
H3H1
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st
grad (H, Hz)}

H1H2
Inlocuind aceste expresii in relatia (C.78), obtinem:
aiv =v,v,. 98MH:H) gy v, v, 989HRD) oy, v+
H2H3 H3Hl
grad(H,H,) + gradvl} +

2° '3

divv,=V, [

v, YRAMHL) | oragv, v, =y, {vl
H1H2

+7, - Vz—grad(H3Hl)+gradV2 sy, |y, I | gy, [
H3H1 HlHZ
grad(V,H,H,) . grad(V,H,H) | grad(V,HH,)

3

=V, 2
H2H3 H3H1 H1H2
_ grad(V,H_H,) ~
grad(V, H,H,)-H.V, + HlHZZHZ L2 HLY, +
grad(\/sH H,) H,u
H,H,H,

H1H2H3

(C.79)
Intrucat

- - (0
rad ¢ -H.,V,=H.V,-| ——qgrad + rad rad =
g @ 1 V1 1 V1 (aql g a aq g 0, + aqg —9 %J

Wy (0% oV Op V) dp
oq H, oq,H, dg; H oq,

si analog

st
. Op

din (C.79) rezulta:



Anexa C 487

o 1 0
divV = — + H,H H,H
T { g (AR + 2V )+ 20 2)}
(C.80)
De exemplu, in coordonate cilindrice avem:
- ov,
olivvzli(pv)+1 avz’
p op P7p 0p oz
iar in coordonate sferice,
divV = 2% a(r smHV)+i(rsin¢9V9)+i(rV) .
r‘sin@| or 00 op* 7
Operatorului lui Laplace in coordonate curbilinii ortogonale
Conform definitiei,
A® =div(grad @). (C.81)

Utilizand rezultatele (C.72) si (C.80) in relatia (C.81) obtinem:

1 G (HZHB aa>]+ 0 (Hng a¢j+ ) [HlHZ a@j
H1H2H3 aoﬂ Hl aql an H2 an an H3 aqS

(C.82)

De exemplu, in coordonate cilindrice avem:

1| o0 o®) o0 (lo@) 0 oD
plop\” Op 8(0 yo, a(p oz\ 0z

10 a@ 1 0°® o0
PN R S
pap 8,0 p-o0p° 0z

iar in coordonate sferice:

1 o[ ,. ,0@ 0 ov o 1 o@
D =—— —|r'snf— [+—| sinf— (+—
resiné| or or 80 00 ) Ogp sind 8(0

1 0( ,00 1 o0(. 0@ 1 oo
=——|r'"— |[+5—=——| sné +—5— > -
reor or rsind oo 00 ) rsin“f op
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C.8. Cateva aplicagii ale calculului vectorial

Exercigiul 1
Fie F(X, Y, z) vectorul de pozitic al unui punct P in raport cu

originea reperului cartezian OXyz. Sd se calculeze: rotf, divi, gradr,
grad (}j , A(lj si A[Ej.
r r=0 r r=0 r

Rezolvare:
Avem:

rotr =Ue;,0,% =Ug;d, =0;

divr =X 3.
X
Yy — "
radr =0 — =0, — (X + Y’ +2° | =0 —/ =0 L
g 1 Iaxl( y ) i kak |2\/E
r rr
0 (1 1or 10 12)("?2(
rad| =| =0—|=|=—0=>"—=—0—=—/ Y il i
° (rLo '%Krj TPax T o VAT 2./% %,
_ g iXO X4 _ T
T r*r¥
A(—j = dlv{grad (Eﬂ = —div(%) =——divi-r-grad (igj =
r=0 r r r r
:_i_f (_i]a_rsﬁ :__+£.i( )3/2[] =4
r3 r.6 a)ﬂ 1 r3 r6 a)g Xka i r
r-d 3 v2,, O 3 3. 3 3. .
o U NG =T T T =0
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Pentru a determina pe A(— pentru orice valoare a lui r (deci, inclusiv in
r

punctul r =0) vom face apel la unele cunostinte simple de electrostatica.
Dupa cum stim, pentru o distributie volumicd de sarcind electrici de
p § > p 5

densitate p(F) aflata in vid, ecuatia Poisson se scrie astfel:
r
av(r)=-2) (C.83)
€
Daca distributia de sarcind electrica este alcatuita dintr-o singurd sarcind
electrica punctiforma de valoare Q, situata in vid, Intr-un punct de vector
de pozitie Ty, atunci putem scrie:
p(M)=Qdé(r-r), (C.84)
unde §(F—F)=06(x=%)5(Y—Y,)6(Z—2) este distributia ,,delta” a lui
Dirac. Tinand cont ci in acest caz
\V (r) = &%
4re, |r —T
prin inlocuirea relatiilor (C.84) si (C.85) in (C.83), rezulta:
Q 1 Q 1 P(7)

Az, |7 =1y e A ==

, (C.85)

A

de unde, prin simplificarea cu Q # 0, obtinem:

o
1 .
A m ——472'5(I‘—I’0).

Daca sarcina electrica punctiforma se afld in originea sistemului de

coordonate (F, =0) rezulti relatia ciutati:

1
Al = |=—-4x 5(r).
r
In continuare vom rezolva acest exercitiu cu ajutorul soft-ului
Mathematica 4.0. Liniile de comanda care permit aceasta sunt date mai
jos:



490 Anexa C

<<Calculus’ VectorAnalysis’

SetCoordinates[Spherical|[r, Theta, phi]]
G1=Grad[Sqrt[x"2+y~2+z"2], Cartesian|x, y, z]]
G2=Grad[[Sqrt[x*2+y”*2+z"2], ProlateSpheroidal[x, y, z]]]

X y z
\/x2+y2+zz ’\/x2+y2+z2 ’\/x2+y2+z2
X
\/x2+y2+zz \/Sin [V]2+Snh[x]?
y
\/x2+y2+zz\/9n [y]2+Snh[x]?
zCsc [y]Csch [X]
\/x2+y2+zz

In urmitoarele doui figuri (Fig. C19 si Fig. C20) sunt reprezentate

grafic gradr si grad (l) in coordonate carteziene (X, Y, z). Acest
r

r+0

lucru poate fi ficut cu ajutorul urmatoarelor doua linii de comanda:

PlotGradientField3D[Sqrt[x*2+y*2+z"2], {x, .01, 6}, {y,.01,6}, {z,.1,4}]
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PlotGradientField3D[1/Sqrt[x 2+y*2+2*2], {x, - 5,5}, {y,-5,5}, {z,-5,5}]

Fig. C20

In urmitoarele trei figuri (Fig. C21, Fig. C22 si Fig. C23) este
reprezentat grafic vectorul de pozitie I' in diferite sisteme de coordonate:
1. sferice (X=rsinfdcose, y=rsindsing, z=rcosé ), pentru
r =1cm
2. cilindrice (X= pcosg, Y= pSine, z=12), pentru p=5cm si
3. cartezian (X, Y, 2).
Liniile de comanda catre realizeazi acest lucru sunt:

<<Graphics'ParametricPlot3D"
G3=ParametricPlot3D][ {r * Sin[0] * Cos[o], r * Sin[0] * Sin[@], r * Cos[0]},
{0, 0, Pi, Pi/20}, {¢, 0,2 * Pi, Pi/10} ]
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ST
ENES— S
ISR

ZARSSAN
SN

Fig. C21

pP=5;
G4=ParametricPlot3D[ {p * Cos[o], p * Sin|o], 2}, {z, 0,10,1/2}, {p, 0,2 * Pi,
Pi/10} ]
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z=1;

ParametricPlot3D[{x, y, z}, {x,-1,1,1/2}, {y,-1,1,1/2} ]

Fig. C23

. . . L o 0%
Valorile rotorului (rotf =0) si divergentei [dlvr :a_x':3 vecto-
%
rului de pozitie I' in coordonate carteziene pot fi obtinute cu ajutorul
liniilor de comanda:

<<Calculus’ VectorAnalysis’

Curl[ {x,y,z}, Cartesian[ {x,y, z} |]

Div[{x,y, z}, Cartesian [x, y, z] ]

avand ca rezultat:
{0, 0,0}

si respectiv,

Exercigiul 2

Dacd A este un vector constant, sa se calculeze:
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div(Ax F), rot(Ax F), grad (,5\- F).

Rezolvare:
In conformitate cu identitatea vectoriala data de relatia (C.49)
obtinem:

div( AxF)=7-rot A~ A-roti =7-0- A-0=0.
De asemenea, utilizand identitatea vectoriald data de relatia (C.51) avem:
rot( Axr) = Adiv T —T div A+(7-V) A-(A-V)7 =
= Adivi-(A-V)r=3A-A=2A
In fine, cu ajutorul identitatii vectoriale data de relatia (C.52) se obtine:
V(A-T)=Axrot T +7xrot A+(A-V)r —(7-V)A=(A-V|r = A
Sa verificam corectitudinea acestor relatii si cu ajutorul soft-ului

Mathematica 4.0. Pentru aceasta vom utiliza urmatoarele linii de comanda:

<<Calculus’ VectorAnalysis’

Al1=CrossProduct| {A, A, A}, {x,y, z}, Cartesian [X, y, z] |
Div[Al, Cartesian|[x,y, z] |

Curl[A1l, Cartesian[ X, y, z |]
{-Ay + Az, Ax- Az, - Ax+ Ay}
{2A, 2A, 2A}
A2=DotProduct|[ {A, A, A}, {X,y,z}]
Grad|A2, Cartesian|x,y, z |]
Ax+ Ay + Az
{AA,A}
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Exercitiul 3

Daca @ este un vector constant, iar I este vectorul de pozitie al
unui punct oarecare intr-un reper cartezian, sa se calculeze:

(a) divergenta si rotorul vectorului V = dx (7 x&);

—

(b) divergenta si rotorul vectorului V =T x(axr);

F
(c) divergenta si rotorul vectorului V = (axr)+(a-r)a;

(d) divergenta si rotorul vectorului V =

() divergenta si rotorul vectorului V = gradr .

Rezolvare:
(a) Avem:
divV = dlv[ax r xa)] (Fxa)-rota—a-rot(rxa)=—-a-rot(rxa)=
)

=-a.[rdiva-advr+(av)r-(r-v)a|=-a[-advr+(av
=-4.(-3a+d)=2a-a=2a’

st

1
= _E(gijkajak - gijkajak) =0
Sa verificim aceste rezultate utilizand acelasi soft, Mathematica 4.0.

Pentru aceasta utilizim urmatoarele linii de comanda:

<<Calculus’ VectorAnalysis’

Al1=CrossProduct| {x,y, z},{A, A, A}, Cartesian| x,y, z |];
V= CrossProduct[ {A, A, A}, Al, Cartesian[x,y,z |];

Div[V, Cartesian|[ x,y,z |]
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Curl|V, Cartesian|[ x,y, z |]
2a’
{0,0,0}

(b) In mod analog cu consideratiile de la punctul (a), pentru vectorul
V= fx(éx F) , avem:
divV = div[ 7 x(axr)]=(ax r)-rotr—r-rot(axr)z—r-rot(axr)z
-a

st

~(F- v) aix )=_

U IIJa1x =-3(axrF)+(axr)—(axr)=-3(axr).
Aceleasi rezultate se obtin si utilizand urmatoarele linii de comanda in
Mathematica 4.0:

<<Calculus’ VectorAnalysis’

Al1=CrossProduct| {A, A, A},{x,y,z}, Cartesian| {x,y, z} |];
V=CrossProduct[ {x,y, z}, Al, Cartesian[ {x,y, z} |];
Div|V, Cartesian| {x,y,z} ]]
Curl|V, Cartesian[ {x,y, z} ||
-2Ax-2Ay-2Az
{3Ay -3Az, -3Ax +3Az, 3Ax-3Ay}

(c) Pentru V =(ax7)+(&a-7)d avem:
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div V = div(axr)+div[(a-r

st

,
Q
<

Il
—
Q
jab)
X
=

N—
+
-~
Q
1
—~
Qi
=
N
Qi

| I—

Il
Q)
o8
<
=

|
=
o
<
Q)
+
—~
=
<

N—

Q)
|

(d) Si calculam divergenta si rotorul vectorului V

Avem:

(iz }=(axr)-q(‘zrja(m)

X

rot\7:rot[( rzr)} izrot(axr*)+grad(rizjx(axr*):rizrot(axr)—
—F[Fx(éxfﬂ—rizrot(éxf):—z[é divF—r diva+(r-v)a-(a-v)r|=
1, ., 24
=r—2(3a—a):r—.

(e) In fine, pentru V = gradr obtinem:

diw = div(gradr) = div(ij ~Laivr+ 7 grad (Ej -
r r r

3 . 1). 0 3 . 1).1 0
BBt Epdn
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:§+r.(_ri2jai2xk5ik :g_r il :§_E:g

L2r rr r
st
rotV =rot(gradr)=0

Exetcitiul 4
Fiind dat un camp vectorial W pentru care divw=0 si rotw=0,

si se arate ci E =grad (r W)+ rot( )

Rezolvare:
Utilizand identitatile vectoriale date de relatiile (C.50) si (C.51),
avem:

E =grad (7 - W)+ rot (I x W)+ W= x rot W+ Wx rot 7 +
+(W- V)T +7 div W—W div 7 +(W- V)7 — (7 - V) W+
=2(W-V)F —2W= 2w, (%) — 2W= 2W—2W=0.

“l
<
S~
|

W+

él

Exercitiul 5
Fiind dat un cAmp vectorial V pentru care divV=a® si rotv=2a,
sd se arate ci L =div(Vxrot V)—4divv=0, stiind ci & este un vector

constant.

Rezolvare:
Utilizand identitatea vectoriald data de relatia (C.49), avem:
L =div(Vxrot V)—4divV=rot V-rot V—Vv-rot(rot V)—4divv =

=43-a-2V-rot a—4a*=-2v-rot a=0.
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C.9. Izomotfismul dintre mulfimea tensotilor antisimetrici de
ordinul doi si cea a vectorilor definiti pe acelagi spatiu
tridimensional, F,

Fie un tensor covariant de ordinul doi, A, (i, ] :J?’v), definit pe

spatiul euclidian tridimensional E;. Evident, acesta va avea un numar de
n"=3"=9 componente, unde prin N am notat numirul de dimensiuni
ale spatiului pe care este definit tensorul, N= p+q este ordinul tensorului,
iar p (=2) (respectiv g (=0)) reprezintd numarul indicilor de covarianta
(respectiv de contravarianta) ai tensorului. Sub forma matriciald, acest
tensor poate fi reprezentat astfel:

A A, Ay
(A)=| A Ae Aal. (C.86)
Py Ay Ay
Daca tensorul este antisimettic,
A =-A, Vi, j=13, (C.87)
atunci, pentru i= | (adicd pentru elementele de pe diagonala principald)
avem A, =—A, (fira sumare), adica 2A, =0 = A, =0 (fird sumare), ceea

ce aratd ca toate elementele diagonalei principale din (C.86) sunt nule.
Deci, pentru un tensor antisimetric, de doud ori covariant, definit pe Ej,

putem scrie:

0 A, A
(A)=| A 0 Ayl (C.88)
A A O

Avand in vedere si proprietatea de antisimetrie (C.87), relatia
(C.88) poate fi scrisd in urmatoarele opt moduri (echivalente, din punctul
de vedere al relatiei de antisimetrie):
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0 ALz A&s 0 _A21 AL3
(Al )1_ A, 0 Al (Aj )2_ A, 0 Ayl
_A_s _Aze 0 _A_3 _Azs 0
0 Alz _A3.1 0 A&z Als
(AJ )3 =1 A 0 As s (AJ )4 =[-A, 0 -A,|
A3,1 _Azs 0 _Als As,z 0
0 _A21 _%1 0 _A21 A13
(Aj )5 = AZl 0 A23 ’ (AJ )6 = A21 0 _A32 ,
A31 _Azs 0 _Als Asz 0
0 ALz _A31 0 _AZI _Aal
(Aj )7 =-A, 0 A, (Aj )8 =|A; 0 A,
Ay A, O Av A, O

Aceste relatii aratd faptul cd un tensor antisimetric de ordinul doi,
definit pe un spatiu cu trei dimensiuni are doar trei componente esential
distincte.

Se poate arita ca, in cazul general, un tensor de p ori covariant, de
g ori contravariant, antisimetric in grupul de a indici si definit pe un

n”%% componente esential distincte. In

cazul de fati, C237°?=CZ3*=C} = 3—22 =3.

spatiu cu n dimensiuni are C;

O relatia asemanatoare poate fi gasita si pentru un tensor de acelasi
fel, dar simetric (si nu antisimetric) in grupul de s indici; In acest caz

numirul de componente esential distincte este dat de relatia: Cn"*%>,

n(n+1)(n+2)..(n+s-1)
s!

N obiecte luate cate s (vezi Anexa B).

unde C; = reprezintd combinarile cu repetitie a
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Revenind, sa observam cd exista deci opt moduri de a considera
cele trei componente esential distincte ale unui tensor antisimetric de
ordinul doi pe un spatiu cu trei dimensiuni. Dintre toate aceste modalitati
de a scrie matricea (C.88) a tensorului in discutie, o vom alege pe a treia,
adica:

0 Alz _A31

(A)=(A),=|-A. 0 Ay (C.89)

An A 0
Evident, acest lucru nu a fost facut la intamplare. Dacda vom observa cu
atentie modalitatea aleasa, vom constata cd aceasta este singura avand
componentele cu semnul plus cu indicii scrisi astfel incat sa respecte
permutirile circulare ale indicilor 1, 2 si 3. Intr-adevir, din (C.89) rezulta
cd singurele componente esential distincte sunt A,, A, si A,,.

Tinand cont cd pe un spatiu cu trei dimensiuni vectorii au de
asemenea trel componente, ne putem intreba daca nu cumva cele trei
componente esential distincte ale unui tensor antisimetric de ordinul doi,
pe acelasi spatiu cu trei dimensiuni, pot fi considerate ca si componentele
unui vector din acest spatiu. Raspunsul este afirmativ, legea care asociaza
cele trei componente esential distincte ale tensorului, celor trei
componente ale vectorului fiind:

Aiz — Vs, V= A231
AoV, = V,=A, (C.90)

%1_”/2’ V3:A12’

adica asocierea se face astfel incat si fie respectata ordinea dictata de
permutarile circulare ale celor trei indici: 1, 2 si 3. Intr-o singura relatie,

corespondentele date de (C.90) pot fi scrise astfel:

1
v :EgijkA‘.k , (C.91)
unde &, (i, Ik zil?’v) este pseudotensorul unitate, complet antisimetric,

de ordinul trei, pe spatiul cu trei dimensiuni E; (simbolul Levi-Civita).
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Relatia (C.91) poate fi verificatd cu ugurintd pentru orice indice i =1, 2, 3;
intr-adevar, de exemplu, dacd | = 2, atunci
1 1 1 1
V, = Egzjkp‘jk = 5(3213'6&3 + ‘9231A3,1) = E(_Ats + Asl) = E(Aﬂ + Asl) =A
g.e.d.
Invers, ne putem la fel de bine intreba daci nu cumva si
corespondenta reciprocd este valabila, adicd, daca nu cumva cele trei
componente ale unui vector dintr-un spatiu cu trei dimensiuni
V=(V, V,, V)=V, (i=1 2, 3), pot constitui cele trei componente
esential distincte ale unui tensor antisimetric de ordinul doi pe acelasi
spatiu. Si acest raspuns este afirmativ, legea care da aceastd corespondenta

fiind:
v, = Ay, Ay = Vs,
v, > A, = A=y, (C.92)
V; = Ay, Ay =Yy,
si, dupd cum simplu se poate observa, se bazeazd pe aceeasi regula de
respectare a permutarilor circulare ale indicilor 1, 2 si 3. Si corespon-

dentele date de (C.92) pot fi scrise intr-o singura relatie, utilizaind acelasi
simbol Levi-Civita; aceasta este:

A =y, (i,.k=13), (C.93)
si, de asemenea, poate fi verificatd pentru orice pereche de indici
ij, (i,j=1 2 3). De exemplu, daci ij =31, avem: A = &5,V = &y,V, =
=V, etc.

Cele doui corespondente, (C.91) si (C.93) determina izomorfismul
cautat.

Pentru a fi rigurosi, trebuie si observim ca, deoarece simbolul
Levi-Civita nu este un tensor, ci un pseudotensor, prin izomorfismul
amintit anterior (mai exact, prin relatiile (C.91)), unui zensor antisimetric de
ordinul doi pe un spatiu cu trei dimensiuni i se asociaza un pseudovector (un
vector axial) si nu un vector, deoarece produsul dintre un pseudotensor

(eijk) sl un tensor (A‘k) este un pseudotensor (in cazul nostru, de ordinul

unu, adica un pseudovector). Reciproc, unui vector pe un spatiu cu trei
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dimensiuni, din aceleasi motive, prin izomorfismul precizat mai sus (mai
> § b
precis, prin relatiile (C.93)) i se asociaza nu un tensor, ci un pseudotensor.
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