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6. Si b es un vector constante, demuestre que

x 1 _ r—b
Ir—b|)

“r—bP

7. Si ay b son vectores constantes, demuestre que, para 14,
r#b,
aiv(ax 12 ) =0
X—— | =
L
Sugerencia: Utilice las identidades (d) y (h) del 1.

Teaorema 3 de la Seccidn 16.2.

8. Utilice el resultado del Ejercicio 7 para ofrecer una
demostracién alternativa de que

dsx(r—s)
: paxAr =8
m“i r—sF

Noétese que div se refiere a la variable r.
9. Siay b son vectores constantes, demuestre que, para
r—h

r#b,
r—b
b4 _— L ]
rot| a |"_h|3 (a V]Ir_hla

Sugerencia; Utilice la identidad (e) del Teorema 3 de
la Seccidn 18,2,

10. SiF es cualquier campo vectorial suave, demuestre que

i; ([ds*V)F(s) =0

por cualquier curva cerrada a 7. Sugerencia: Los
gradientes de las componentes de F son conservativos,

11. Verifique que si r no estd en 7, entonces
dsx(r —s)
ot —————=10
%ﬁ' P sls
En este caso, rot se toma con respecto a la variable r,

12. Verifique la férmula rot A = H, siendo A el potencial
vector magnético definido en funcién de la densidad de
corriente en estado estacionario J.

13. Si A es el potencial vector del campo magnético

producido por una densidad de corriente estacionaria
en un filamento cerrado, demuestre que en el exterior
del filamento div A = 0,

S1 A es el potencial vector del campo magnético
producido por una densidad de corriente continua en
estado estacionario, demuestre que div A = 0 en todas
partes. A partir de aqui, demuestre que A cumple la
ecuacion vectorial de Poisson V2A = —1J,

Demuestre que en una region del espacio que no
contenga cargas (p = 0) y sin corrientes (J = 0), tanto
U = E como U = H satisfacen la ecuacién de onda

U
ot
1/(&p) = 3 % 10° mfs,

= VU

slendo ¢ =

#16. (Flujo de calor en el espacio tridimensional) El

calor contenido en un elemento de volumen d¥ dentro
de un s6lido homogéneo es dcTdV, slendo d y ¢
constantes (la densidad y el calor especifico del
material sélido), y T= T(x, y, z, §) la temperatura en
el instante ¢ en la posicién (x, y, z) en el sélido. El
calor stempre fluye en la direccién del gradiente de
temperatura negativo, con una velocidad proporcional
al tamafio de dicho gradiente. Por tanto, la velocidad
de flujo de la energia calorifica a través del elemento
de superficie dS con normal N es —4VTeNdS,
slendo & también una constante que depende del
material del sélido (el coeficiente de conductividad
térmica). Utilice «la conservaci6n de la energia
calorifica» para demostrar que para cualquier regién
R con superficie & dentro del sélido

5:_” Ed?=k@ VTeNdsS
r Ot ¥

siendo N la normal unitaria hacia el exterior sobre &,
A partir de aqui, demuestre que el flujo de calor
dentro del sélido esta gobernado por la ecuacién
diferencial en derivadas parciales

oT Kk k (azr o’r &

SR L, v (I P T
ot se ic\ad o o

‘T Coordenadas curvilineas ortogonales
En esta secci6én opcional, obtendremos férmulas del gradiente de un campo escalar y de la diver-
gencia y el rotacional de un campo vectorial en términos de sistemas de coordenadas mas gene-
rales que el sistema de coordenadas cartesianas utilizado en las secciones anteriores de este capi-
tulo, En particular, expresaremos estas magnitudes en términos de los sistemas de coordenadas
cilindricas y esféricas presentados en la Seccién 14.6.
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Denominaremos espacio xyz al sistema de coordenadas cartesianas habitual (x, y, z) en R®, Se
puede definir un sistema de coordenadas diferentes [, v, w] en el espacio xyz mediante una
transformacién continua de la forma

x=xwo,w), y=yuo,w, z=2z@u v, w

Si la transformacién es uno a uno, de una regién D en el espacio uvw en una regién R en el
espacio xyz, entonces un punto P en R se puede representar mediante una tripleta [«, v, w], las
coordenadas cartesianas del punto tnico Q en el espacio uvw correspondiente a la transforma-
ci6én de P. En este caso, diremos que la transformacién define un sistema de coordenadas cur-
vilineas en R y denominaremos [u, v, w] a las coordenadas curvilineas de P con respecto a ese
sistena. Nétese que [u, v, w] son coordenadas cartesianas en su propio espacio (el espacio uvw);
son coordenadas curvilineas en el espacio xyz.

En general, relajaremos el requisito de que la transformacién que define un sistema de coor-
denadas curvilineas sea uno a uno, es decir, que todo punto P de R deba tener un inico conjunto
de coordenadas curvilineas. Es razonable requerir sélo que la transformacion sea uno a uno lo-
calmente. Por tanto, puede haber més de un punto O en el que se transforme un determinado
punto P, pero solamente serd uno en cualquier subregién adecuadamente pequefia de D, Por
ejemplo, en el sistema de coordenadas polares del plano

x=rcosf), y=rsend

la transformacion es localmente uno a uno desde D, la mitad del plano 9 donde 0 < r < o0 en
la regi6n R formada por todos los puntos del plano xy excepto el origen. Aunque, por ejemplo,
[1, 0] y [1, 2x] son las coordenadas polares del mismo punto en el plano xy, no estdn cercanas en
D. Obsérvese, sin embargo, que existe todavia un problema con el origen, que se puede repre-
sentar como [0, 0] para cualquier 0, Como la transformacién no es localmente uno a uno en
r =0, consideraremos al origen del plano xy como un punte singular del sistema de coordena-
das polares en el plano.

m El sistema de coordenadas cilindricas [r, 6, z] en R® s define mediante la transforma-
cién

x=rcost, y =rsenb, z=z

con r 2 0 (véase la Seccién 14.6). Esta transformacién hace corresponder el semiespacio D dado por » > 0
en todo el plano xpz excluyendo al eje z, y es uno a uno localmente, Consideraremos [r, 6, z] como las
coordenadas polares cilindricas en todo el espacio xyz, pero diremos que los puntos del eje z son puntos
singulares del sistema ya que los puntos [0, @, z] son idénticas para todo 6. -

m El sistema de coordenadas esféricas [p, ¢, (] estd definido por la transformacién
x=psengcosf, y=psen¢senf, z=pcosg

con p>0y0< ¢ < n (véase 1a Seccion 14.6). La transformacién hace corresponder la regién D del espa-
clo p¢ dado por p > 0, 0 < ¢ <  de forma uno a uno localmente en el espacio xyz, excluido el eje z. El
punto de coordenadas cartesianas (0, 0, z) se puede representar mediante las coordenadas esféricas [0, ¢, 6]
para ¢ y 0 arbitrarios si z = 0, mediante [z, 0, 6] para @ arbitrario si z > 0, y mediante [|z|, =, 6] para
arbitrario si z < 0. Por tanto, todas los puntos del eje z son puntos singulares del sistema de coordenadas
esféricas. -
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Curvas coordenadas y superficies coordenadas

Sea [u, v, w] un sistema de coordenadas curvilineas en el espacio xyz, y sea Py un punto no sin-
gular del sistema. Entonces, la transformacién

x = x(u, v, w), y=yl v, w), z=z(u v, w

es localmente uno a uno cerca de P, Sea Py un punto con coordenadas curvilineas [ug, vg, wy).
El plano cuya ecuacién es # = u, en el espacio uvw se transforma en una superficie en el espacio
xpz que pasa por Pp. Esta superficie se denomina superficie # y nos referiremos a ella mediante
la ecuacién u = uy; sus ecuaciones paramétricas son

x=xlu, v,w), y=ylugov,w), z=z( v, w

con pardmetros v y w. De forma similar, la superficie v, v = v, y la superficie w, w = w;, pasan
por Py; son las imagenes de los planos v = vy y w = wy en el espacio uvw.

Coordenadas curvilineas ortogonales

Se dice que [u, v, w] es un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales en el espacio
xyz si, para todo punto no singular P, en el espacio xyz, las tres superficies coordenadas
u =y, = vy y W= W, se cruzan entre sf en P, formando 4ngulos rectos.

Se asume tacitamente que las superficies coordenadas son suaves en todos los puntos no singula-
res, de forma que estamos suponiendo realmente que sus vectores normales son mutuamente per-
pendiculares, La Figura 16.19 muestra las superficies coordenadas que pasan por Py en un siste-
ma tipico de coordenadas curvilineas ortogonales.

(-3
o
/
4
f =
Il
=

Fo=l[tig. tp. i

Figura 16.19 Superficies coordenadas u, v y w.

Las parejas de superficies coordenadas que pasan por un punto se cortan formando una cur-
va coordenada que pasa por dicho punto. Por ejemplo, las superficies coordenadas v = vy y
w = w; se cortan formando la curva u cuyas ecuaciones paramétricas son

x = xlu, vo, wo), ¥y =, vo, wo),  z=zlu, vy, wp

siendo u el pardmetro. Un vector unitario @ tangente a la curva u en Py es normal a la superficie
coordenada u = u, en dicho punto. Lo mismo ocurre para los vectores unitarios ¥ y w. En un
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sistema de coordenadas curvilineas ortogonales, los tres vectores @i, ¥ y W forman una base de
vectores unitarios mutuamente perpendiculares en cualquier punto no singular P, (véase la Figu-
ra 16.19). Esta base se denomina base local en Py,

m En el sistema de coordenadas cilindricas (véase la Figura 18.20), las superficies coordena-

das son:
Cilindros circulares cuyo eje coincide con el eje z (superficies 7).
Semiplanos verticales que radian desde el eje z (superficies 6).
Planos horizontales (superficies z),
Las curvas coordenadas son:
Semirrectas horizontales que radian desde el eje z (curvas r).
Circunferencias horizontales centradas en el eje z (curvas ).
Rectas verticales (curvas z),
||
ST Fin el sistema de coordenadas esféricas (véase la Figura 16,21), las superficies coordenadas
son;
Esferas centradas en el origen (superficies p).
Conos circulares verticales con vértices en el origen (superficies ¢).
Semiplanos verticales que radian desde el eje z (superficies 6).
Las curvas coordenadas son:
Semirrectas que radian desde el origen (curvas p).
Semicircunferencias verticales centradas en el origen (curvas ¢).
Circunferencias horizontales centradas en el eje z (curvas ). 5
X Cilindro » = Constante ¢ =Cono
//‘(— constante
Pz P =[p, .60
P=1r#,:z] . £
/“ p = Esfera
< /—_ constante
\‘—- Plano horizontal
Eh‘"‘*—’/ 7 = Constante \\' ¥
{1 = Semiplano
Scmiplanu Verticai }l X vertical constante
= # = Constante
Figura 1620 Superficies coordenadas Figura 1621 Superficies coordenadas en coordenadas
en coordenadas cilindricas, esféricas,

Factores de escala y elementos diferenciales

En el resto de esta seccién supondremos que [u, v, w] son coordenadas curvilineas ortogonales
en el espacio xyz definidas mediante la transformacién

x=x(u, v, w), y=ylu, v, w), z=1z(u, v, w

Supondremos también que las superficies coordenadas son suaves en todo punto no singular y
que los vectores de la base local @, ¥ y W en todo punto no singular forman un triedro orientado
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a la derecha. Esto se cumple en coordenadas cilindricas y esféricas. En el caso de coordenadas
esféricas, ésta es la razén por la que se escoge el orden de las coordenadas como [p, ¢, 0], en
vez de [p, 0, @)

El vector de pesicién de un punto P en el espacio xyz se puede expresar en funcién de las
coordenadas curvilineas:

r=x(u, v, wi+yu v, wj+zlu v, wk

Si se mantienen fijas v = vy y w = wy, y hacemos variar u, entonces r = r(u, v, wy) define una
curva u en el espacio xyz. En cualquier punto P de esta curva, el vector

or dx, dy, oz

—=—i+—j+—k

ou ou o ou
es tangente a la curva « en P. En general, los tres vectores

aor or or

w o0 7 ow
son tangentes, respectivamente, a las curvas u, v y w que pasan por P. Son también normales,
respectivamente, a las superficies », v y w que pasan por P, por lo que son mutuamente perpen-
diculares (véase la Figura 16.19). Las longitudes de estos vectores tangentes se denominan facto-
res de escala del sistema de coordenadas.

Los factores de escala del sistema de coordenadas curvilineas ortogonales [u, v, w] son las
tres funciones
év|’ Yo | éw

ar
hu—|&|- h, =

Los factores de escala son distintos de cero en todo punto no singular P del sistema de coordena-
das, por lo que la base local en P se puede obtener dividiendo los vectores tangentes a las curvas
coordenadas por sus longitudes. Como se hizo notar anteriormente, denominaremos a los vecto-
res de la base local 4, ¥ y W. Por consiguiente,

or or or

R BN h L R h -

du @ 7 e
Los vectores de la base i, ¥ y W formaran un triedro orientado a la derecha suponiendo que es-
cogemos el orden adecuado para las coordenadas u, v y w.

huﬁs

m En coordenadas cilindricas tenemos r = rcosfli + rsenfj + zk, por lo que

or or or
—=cosfli +senflj, — = —rsenfli+rcosfj y —=k

or ot 0z

Por tanto, los factores de escala en el sistema de coordenadas cilindricas se expresan como
PO Lol SR Lo 1= hz—E—l
ol T "T|ee|T" Y T |a|T

y la base local esta formada por los vectares

o H]
Il
-

F=cosfi+senfj, 6= —senfi+ cos@j,

Véase la Figura 16.22. La base local esta orientada a la derecha.
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Figura 16.22 La base local en coordenadas cilindricas. Figura 16.23 La base local en coordenadas esféricas.

SN Fn coordenadas esféricas tenemos
r = psen ¢costi + psen ¢sendj + pcos gk
Por tanto, los vectores tangentes a las curvas coordenadas son

d
il = sen ¢pcos fi + sen ¢psenBj + cos pk

ap

or . .

a—q}=pcos ¢costi + pcos ¢gsenflj —psengk

il &

36~ Psen gsenfli + psen ¢cosfj

y los factores de escala estan dados por

or or or
_&:—:1' h,=|—|= ho=|—|=
2l P ¢a¢’ﬂ}' 0= 39|~ PN P

La base local esta formada por las vectores
p = sen ¢pcos @i + sen gsenfj + cos gk
¢ = cos ¢pcosfi + cos ¢psenfj — sen gk
0 = —senfi + cosfj
Véase 1a Figura 16,23, La base local est4 orientada a la derecha, -

El elemento de volumen en un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales es el volumen de
una caja coordenada infinitesimal limitada por parejas de superficies u, v y w correspondientes a
los valores u y u + du, v y v + dv, y w y w + dw, respectivamente, Véase la Figura 16.24, Como
estas superficies coordenadas se suponen suaves, y como se cortan formando dngulos rectos, la
caja coordenada es rectangular, y estd generada por los vectores

or R or
adﬂ = h,dun, %

or

dv=h,doVv y E

dw = h,dww
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[, v, w+ dw] g

(1, v, w]

Por tanto, el elemento de volumen estd dado por

dV = h,h,h, dudodw

‘-—\.___i_“

T dwr W

dav

e, v+ duv, ]

Figura 1624 Elemento de volumen en coordenadas

L [+ du, v, w] curvilineas ortogonales,

Ademas, los elementos de 4rea de superficie sobre las superficies u, v y w son las 4reas de las
caras apropiadas de la caja coordenada:

Elementos de area sobre superficies coordenadas
ds, = h,h, dvdw, ds, = h,h,, dudw, ds,, = h,h,dudv

Los elementos de longitud de arco sobre las curvas coordenadas u, v y w son las aristas de la
caja coordenada:

Elementos de longitud de arco sobre curvas coordenadas
ds, = h,du, ds, = h,dv, ds,, = h,dw

(T B Para coordenadas cilindricas, el elemento de volumen, como se muestra en la Seccién 14.8,
es

dV = hhgh.drdfdz = rdrdfdz

Los elementos de 4rea de superficie en el cilindro » = constante, el semiplano & = constante y el plano
z = constantes son, respectivamente,

dS,=rdfdz, dSy=drdz y dS,=rdrdd .

En coordenadas esféricas, el elemento de volumen, como se vio en la Seccién 14.6, es
dV = h,hyhgdpdpdf = p”sen pdpdpdd
El elemento de 4rea en la esfera p = constante es
dS, = hyhgdpdf = p”sen ¢pdpdo
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El elemento de 4rea en el cono ¢ = constante es
dSy = h,hydpdf = psen ¢dpdt
El elemento de 4rea en el semiplano @ = constante es
dSy = h,hydpdd = pdpd¢

Grad, div y rot en coordenadas curvilineas ortogonales

El gradiente Vf de un campo escalar f se puede expresar en funcién de la base local en cual-
quier punto P con coordenadas curvilineas [, v, w] en la forma

Vi=fu+ v+ W
Para determinar los coeficientes f,, f, y f, en esta férmula, compararemos dos expresiones de la
derivada direccional de f en una curva arbitraria en el espacio xyz.
Si la curva € tiene una parametrizacion r = r(s) en funcién de la longitud de arco, entonces
la derivada direccional de f en la curva € estd dada por
df _of du  Of do  0f dw

= +=—+
ds Jduds dvds dwds

Por otra parte, esta derivada direccional est4 también dada por df/ds = V.f ¢ T, siendo T el vec-
tor tangente unitaria a €, Tenemos

dr_érdu ordv or dw

Tt ——+——
ds Ouds Ovds Owds
—hdu“+ dvn+ dw
— g % h”dsv h"'dsw
Entonces,
df A du dv dw
= =VfeT =fh,—+f,h,— +f b, —
ds Vf. .)f;! I.Ids f;} l?ds fwhw d.s
Comparando estas dos expresiones para df/ds en la curva ¢, vemos que
_or _of _of
ﬁlhﬂ_ aul ﬁ?hb‘_ avl fwhw_ aw

Por tanto, hemos demostrado que

El gradiente en coordenadas curvilineas ortogonales

1 1 1
Vf=—gﬁ+—ai€r+

1o,
h,0u  h,dv  h,ow
(ST TRl En coordenadas cilindricas, el gradiente del campo escalar f(r, 6, z) es

Viir 8, 2 =aa{f+%%ﬂ +%k
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(SETTJ LI [Vl En coordenadas esféricas, el gradiente del campo escalar f(p, ¢, 6) es

d 180 10 o
V16, 6.0 = Lo 2th e — 0

Consideremos ahora un campo vectorial F expresado en coordenadas curvilineas:
F(u, v, w) = F,(u, v, Wi + F,(u, v, WV + F,(u, v, W)W
El flujo de F hacia el exterior de la caja coordenada infinitesimal de la Figura 16.24 es la suma

de los flujos de F hacia el exterior de las tres parejas de superficies opuestas de la caja. El flujo
hacia el exterior de las superficies » correspondientes a u y u + du es

F(u + du, v, w) i dS, — Flu, v, w) e dS,
= (F, (u + du, v, wh,(u + du, v, wh,(u + du, v, w)
— F(u, v, wh,(u, v, whh,(u, v, w)) dodw
_ 0
O

Se obtienen expresiones similares para los flujos hacia el exterior de las otras parejas de superfi-
cies coordenadas,

La divergencia de F en P es el flujo por unidad de volumen hacia el exterior de la caja coor-
denada infinitesimal situada en P. Por tanto, estd dada por

(h,h,,F,) du dvdw

La divergencia en coordenadas curvilineas ortogonales
|: (kb F o (u, v, w))

div Flu, v, w) = hukvhw

- % (o F o, 0, W) +&—i (A hyF,u, v, w}}]

En coordenadas cilindricas, h.=h, =1 y hg =r. Por consiguiente, la divergencia de
F=F,f +Fg0 + F.kes

1 8 8
div F = —I:— (rF,) +56‘ é{rﬂ]]
_6F,+1F +ldF'a+6F
T or rof iz

m En coordenadas esféricas, h, = 1, hy = p y hg = psen ¢. La divergencia del campo vec-
toral F = F,p + Fy + Fy0 es

divF = e n¢|:ap{p2mn¢FP]+ {psen¢F¢J+ {pFa]:l
18 1 oF,
g ma—,,f.*e e
_0F, 2 1 9F, cot¢ 1 oF,

£ L - Fy+ =
T p pdd  p % pseng 30
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Para calcular el rotacional de un campo vectorial expresado en coordenadas curvilineas ortogo-
nales podemos utilizar algunas identidades vectoriales obtenidas previamente, Obsérvese en pri-
mer lugar que el gradiente del campo escalar f(u, v, w) = u es W/h, por lo que @ = h,Vu. De
forma similar, ¥ = h,Vv y W = h,,Vw. Por tanto, el campo vectorial

F=Fi+F¥v+F,W
se puede expresar de la forma
F=FhVu+ FhVv+ F hVw

Utilizando la identidad rot (fVg) = Vf x Vg (véase el Ejercicio 13 de la Seccién 16.2), pode-
mos calcular el rotacional de cada uno de los términos de la expresién anterior, Tenemos

rot (F,h Vu) = V(F,h,) x Vu

1 ¢ 10 1 o

[h 6th”}u+hv6 [Fku}v+h awLFhu}w] i,

2 (Fh)Y - (F )

" by Ow hoy 3o

1
h V) — — (F,h w

= i | EmD) = 5 E b |

Para obtener el resultado anterior hemos utilizado que it x i=0, ¥ xli= - Wy wXxd =¥V,

Por eso hemos supuesto que el sistema de coordenadas curvilineas estd orientado hacia la de-
recha.

Se pueden calcular las expresiones correspondientes para los otros dos términos de la férmu-
la de rot F. Combinando los tres términos, llegamos a la conclusién de que el rotacional de

F=Fa+F,v+ F,W
esta dado por

El rotacional en coordenadas curvilineas ortogonales

hai BV AW
1 |8 & @

hhh,| 0w 0 ow
Fﬂhﬂ Fl-'h‘l'

rot Flu, v, w) =

IEZETEREY En coordenadas cilindricas, el rotacional de F = F, + Fy + Fok est4 dado por

F 0 k
el 22
rlor 00 0z

F, rF, F,

_(18F, @9F)\, (@, @F, 0Fy  Fp_10F,
_(,.5,9 az)r+(6z 6r)ﬁ+(6r+r r@ﬂ)k
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SETI RPN Fn coordenadas esféricas, el rotacional de F = F,p + Fyd + Fg0 esta dado por

p pb pseng
N LR )
RS Fenglip a0
F, pF, psen¢F,
__ 1 1é _OF].
—psen¢_5¢(sen¢Fe} ag]p
1 [oF 9
+psen¢|:6—;_sen¢$ (ﬂFa}]'ﬁ
ire _0F,
+p[apw‘“’ aqs]ﬁ
__ L 0Fy _0Fy].
Sew[(cosé}f"eﬂsenq&}w 59].:-
1

oF dr,
[a—; — (sen ¢)Fy — (psen @) 5—;]4‘»

oF, OF,

+1|:F+ ———]0
el e g

Ejercicios 16.7

En las Ejercicios 1 y 2, calcule los gradientes de los
campos escalares dados, expresados en coordenadas
cilindricas o esféricas.

L f(r. 6. 2) = rfz 2. flp, ¢ 0) = pgfl

En las Ejercicios 3-8, calcule div F y rot F para los
campos vectoriales dados expresados en coordenadas
cilindricas o esféricas.

3. F(r, 0, 2) = r# 4, Fir. 0,2) = rb
5. Flp, ¢ 6) =sen ¢p 6. Flp. ¢.0)=pd
7. Flp, ¢ 6) = p@ 8. Flp, ¢, 0) = p°p

9, Sea x = x(u, v), ¥ = y(u, v) la definicién de un sistema
de coordenadas curvilineas ortogonales (v, v) en el
plano xy. Calcule los factores de escala, los vectores de
la base local y el elemento de 4rea del sistema de
coordenadas (u, v).

10. Continuando con el Ejercicio 9, exprese el gradiente de
un campo escalar f(u, v), y la divergencia y el
rotacional de un campo vectorial F(x, v) en funcién de
las coordenadas curvilineas,

11. Exprese el gradiente del campo escalar f{r, 0) y la
divergencia y el rotacional de un campo vectorial F(r, 6)
en funcién de las coordenadas polares del plano (r, 6).

12, La transformacién

x=acoshucosv, y=asenhusenv

define coordenadas elipticas en el plano xy. Este

sistema de coordenadas tiene puntos singulares en

x=+a,y=0

(a) Demuestre que las curvas v, ¥ = constante son
elipses cuyos focos son los puntos singulares,

(b) Demuestre que las curvas u, v = constante son
hipérbolas cuyos focos son los puntos singulares,

(c) Demuestre que las curvas u y v que pasan por un
punto no singular se cortan formando angulos
rectos.

(d) Calcule los factores de escala h, y h, y el elemento
de 4rea d4 del sistema de coordenadas elipticas.

13. Describa las superficies coordenadas y las curvas
coordenadas del sistema de coordenadas cilindricas
elipticas en el espacio xyz definido por
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x =gcoshucosy, y=asenhusenv, z=z 15. flajoule la Laplaciana V*f = div V£ de la funcién
2 f(p, &, 6), expresada en coordenadas esféricas (esto
", Lﬁcﬁga{fﬁg i ‘-rr Vd; lgﬂf;gl Egt?inaéta;dj; Isje;rguede repite el Ejercicio 34 de la Seccién 14.8, pero ahora es
caleular 1a Laplaciana de la funcién £, 6, 2) mucho més factl).
expresada en coordenadas cilindricas (esto repite el 16. Calcule la Laplaciana V*f = div V de una funcién
Ejercicio 33 de la Seccién 14.6). £, v, w) expresada en coordenadas curvilineas
ortogonales arbitrarias (u, v, w).

Repaso del capitulo

Ideas clave
L L . de F hacia el exterior de la esfera de radio a centrada
* ;Qué significan las siguientes expresiones? en el origen es n(a® + 2a*). Calcule la divergencia de
¢ Divergencia de un campo vectorial F F en el origen.
< Rotacional de un campo vectorial F 6. SeaF = —yi + xcos(1 — x* — y%)j + yzk. Calcule el

flujo de rot F hacia arriba, a través de una superficie
cuya frontera es la curvax® +y* =1,z =2,

7. Sea Fr) = r*r,con r = xi + yj + zk y r =|r|. ;Para

< F es solenoidal
¢ F es {rrotacional

¢ Potencial escalar qué valor o valores de 1 es F solenoidal en un

& Potencdil veetei subconjunto ablerto del espacio tridimensional? ;Es F

- denadis curvilfness orto s zgllir;ncliedai ?en todo el espacio tridimensional para algin
¢ Enuncie los siguientes teoremas: 8. Sabiendo que F cumple que rot F = uF en el espacio

& Teorema de la Divergencia tridimensional, siendo u una constante distinta de cero,

demuestre que V°F + u°F =0,

9. Sea P un poliedro en el espacio tridimensional con n
caras planas, F,, F,, ..., F,. Sea N; la normal a F; con
direccién hacia fuera desde P, y sea N; un vector de

< Teorema de Green
< Teorema de Stokes

Ejercicios de repaso longitud igual al rea de la cara F;. Demuestre que
1. Si F = x%zi + (y%z + 3))j + 7k, calcule el flujo de F .
a través de la parte del elipsoide x* + y* + 42° = 18, Y N:=0
con z = 0, orlentada con normal hacia arriba. i=1
2. Sea & la parte del cilindro x* + 3 = 2ax que est4 entre Obtenga ademéds una version de este resultado para el
los planos horizontales z =0y z = b, con b > 0. caso de un poligono P en el plano.
Calcule el flujo de F = xi + cos (z')j + e’k através de 19, Indique alrededor de qué curva cerrada y simple C en
¥, hacia el exterior. el plano xy el campo vectorial
— oy 3 2.0
3. Caleule § (3 + 2xe”) dx + (26%e") dy en sentido F=@ -3 +n9i+ - +x)j

[
contrario al de las agujas del reloj por la frontera del tiene circulacién maxima,
paralelogramo cuyos vértices son (0, 0), (2, 0), (3, 1) y 11, Indicg:e alrededor de qué superficie cerrada y orientada

{i, 1). en R* el campo vectorial

4. SiF = —zi + xj + yk, jcuéles son los posibles F = (4x + 2x*2)i — y(F + F)j — 32ZF + H)k
valores de ¢ F e dr sobre circunferencias de radio a tiene flujo maximo.
en el plano 5x+y+22=?? 12. Calcule el valor maximo de

5. Sea F un campo vectorial suave en el espacio Fedr
tridimensional, y suponga que, para todo a > 0, el p
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siendo F = x/%i + (3z — xp/)j + (dy — x*»)k y C una
curva cerrada y simple enel planox +y +z=1,
orientada en sentido contrario al de las agujas del reloj
vista desde arriba en el eje z ;Qué curva C produce
este maximo?

Problemas avanzados

1. (El universo en expansién) Sea v el campo de
velocidades a gran escala de la materia en el universo
(gran escala significa la escala de las distancias
intergalacticas; el movimiento a pequefia escala como
el de los sistemas planetarios alrededor de sus soles, e
incluso de las estrellas alrededor de los centros
galacticos, ha sido promediado). Suponga que v es un
campo vectorial suave. De acuerdo con la teorfa
astrondmica actual, la distancia entre dos puntos
cualesquiera esta creciendo, y la velocidad de
incremento es proporcional a la distancia entre dichos
puntos. La constante de proporcionalidad, C, se
denomina constante de Hubble, En funcién de v, sir, y
r; son dos puntos, entonces

(v(rp) —v(r))e(r — 1)) =Clr, — 1y |2

Demuestre que div v es constante, y calcule el valor de
dicha constante en funcién de la constante de Hubble,
Sugerencia; Calcule el flujo de v(r) hacia el exterior de
una esfera de radio e centrada en r,, y tome el limite
cuando e tiende a cero,

2. (Angulo sélido) Dos rayos que parten de un punto P
determinan un dngulo en dicho punto cuya medida en
radianes es igual a la longitud del arco de circunferencia
de radio 1 con centro en P que esté entre los dos rayos,
De forma similar, un semicono de forma arbitraria K
con vértice en P determina un fngule sélido en P cuya
medida en estereorradianes (estéreo + radianes) es el
drea de la parte de la esfera de radio 1 con centro en P
que esta dentro de K. Por ejemplo, el primer octante de
R* es un semicono con vértice en el origen. Determina
un angulo sélido en el origen que mide

1l =
4n x 3 = 2 estereorradianes

ya que el 4rea de la esfera unidad es 4z (véase la Figura
16.25).

{a) Calcule la medida en estereorradianes del 4ngulo
solido en el vértice de un semicono circular recto
cuya generatriz forma un angulo « con su eje
central,

(b) Dada una superficie orientada y suave que cruza al
semicono general K, pero no en su vértice P, sea &
la parte de la superficie que esta dentro de K.
Oriente & con una normal apuntando hacia el
exterior desde P, Demuestre que la medida en
estereorradianes del angulo sélido en P determinada

Figura 1625

por X es el fluyjo de r/|rf* através de &, siendo r el
vector que va desde P hasta el punto (x, y, 2).

Integrales sobre dominios en movimiento

Por el Teorema Fundamental del Célculo, la derivada con
respecto al tiempo ¢ de una integral de f(x, #) sobre un
«intervalo en movimiento» [a(#), b(r)] esta dada por

bl bit) a

d
a | o Sl ) ax = awaﬂx.t]dt

+ 160, ) T~ el ) 5

Los tres problemas sigulentes, sugeridos por Luigi
Quartapelle del Politécnico de Mildn, proporcionan varias
ampliaciones de este resultado unidimensional a
dimensiones superiores. Las célculos son un poco largos,
por lo que puede ser conveniente obtener alguna ayuda

de Maple o de algin ofro sisterna de matematicas por [CJ
computador,

*+3. (Velocidad de cambio de la circulacién sobre una

curva en movimiento)

(a) Sea F(r, /) un campo vectorial suave en R® que
depende de un pardmetro ¢, y sea

Gls, ) = Flrls, 1), ) = F(xls, 1), y(s, 1), z(x, 1), 1)

donde r(s, ) = x{s, i + y(s, Hj + z(s, )k tiene
derivadas parciales de segundo orden continuas.
Demuestre que

d or é or
a(‘?'a)‘a(‘}'a)

dF ér dry dr
_E.a+(WxF]XE).E



En este caso, el rotacional ¥ % F se toma con
respecto al vector de posici6n r.

(b) Para un ¢ fijo (que puede pensar que representa el
tiempo), r = r(s, 4, (@ <s < b) represema
paramétricamente una curva C; en R, La curva se
mueve cuando ¢ varfa; la velocidad de cualquier
punto sobre C, es v¢(s, #) = dr/ér. Demuestre que

d dF
E_I.(;F.dr__l.c,g.dr-’__l.q ((VXF)Xxv)edr

F(r(, 1), ) evc(b, 1) — Flr{a, 9, 9 ovcla, 1)
Sugerencia: Exprese
.E)ds
ds

£ 3
e
(o) Lol

Utilice ahora el resultado de (a),

*4. (Velocidad de cambio del flujo a través de una
superficie en movmuento) Sea S, una superficie en
movimiento en R® parametrizada suavemente (para
cada #) como

r=ru v, ) =x(w v, Hi +yu, v, Hj + z(u, v, Hk

donde (u, v) pertenece a una regién de pardmetros R en
el plano uv. Sea F(r, f) = Fii + Fj + F3k una
funcién suave de un vector tridimensional, y sea

G, v, 1) =F(, v 1), 1.

(a) Demuestre que
a( [ a)) w (o [ma)
“a (a3
8] o ]
(b) SiC, es la frontera de S, con orlentacién

correspondiente a la de S, utilice el Teorema de
Green para demoastrar que

R
4[]
S
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(c) Combine los resultados de (a) y (b) para demostrar

d

FIREL

_ J J E.ﬂdﬁﬂ (Ve F)vgo NS
8, ﬂf 8

+§ (F X vo) odr

donde v¢ = 0r/dt sobre S, es la velocidad de S,

ve = Or/dt sobre C, es la velocidad de C, y N es el
campo normal unitario sobre S, correspondiente a su
orientacidn,

+5. (Velocidad de cambio de integrales sobre volimenes
en movimiento) Sea S, la posicion en el instante £ de
una superficie cerrada y suave en R* que varfa
suavemente con ¢ y limita en todo instante ¢ una regién
D, Si N(r, #) indica el campo normal unitario hacia
fuera (desde D,) sobre S, y vgfr, 1) es la velocidad del
punto r sobre S, en el instante ¢, demuestre que

£ [ o f e

se cumple para funciones suaves f(r, #). Sugerencia:
Sea AD, el conjunto de puntos por los que S, pasa
cuando ¢ se incrementa hasta ¢ + At El elemento de
volumen d¥ en AD, se puede expresar en funcién del
elemento de 4rea dS sobre S, como

dV = veNdSAt
Demuestre que

LTI s avar= [[] o]
Dy D,
J‘J fir. =+M —flr,
e {[[. senar
AN,
flr, 1+ Aj) — flr, §)
| P

y demuestre que la dltima integral — 0 cuando Ar — 0.

av







CAPITULO 17

Ecuaciones
diferenciales ordinarias

Para resolver esta ecuacidon diferencial la observas hasta
que la soluci6n se te ocurre.

Gearge Paly4 (1887-1985)
de How to Solve It, Princeton, 1945

La ciencia es una ecuacién diferencial. La religién es la
condicién de contorno.

Alan Turing (19121954)
citado en Thearies of Everything de J. D. Barrow

Introduccion Una ecuacién diferendal (0 ED) es una ecuacion en la que inter-
vienen una o més derivadas de una funcién desconocida. Resolver la ecuacién dife-
rencial significa obtener una funcién (o todas las funciones) que cumpla la ecuacién
diferencial.

Muchas leyes fisicas y relaciones entre magnitudes que se estudian en varias
disciplinas cientificas se expresan mateméticamente como ecuaciones diferenciales.
Por ejemplo, la segunda ley del movimiento de Newton (F= ma) establece que la
posicién x(f) en el instante ¢ de un objeto de masa constante m sobre el que actia
una fuerza Flf) debe satisfacer la ecuacién diferencial (ecuacién del movimiento):

m%=ﬂﬂ

De forma similar, la biomasa m(f) en el instante ¢ de un cultivo bacteriano que crece
en un medio de soporte uniforme cambia con una velocidad proporcional a la bio-
masa:

dm

— = im(t

7 (8)
que es la ecuacién diferencial del crecimiento exponencial (o, si & < 0, del decreci-
miento exponencial). Como las ecuaciones diferenciales surgen ampliamente en el
modelado abstracto de fenémenos concretos, dichas ecuaciones y las técnicas para
resolverlas estdn en el corazén de las matematicas aplicadas. De hecho, la mayor
parte de la literatura matemaética actual trata directamente sobre ecuaciones diferen-

ciales o estd motivada por problemas que surgen en el estudio de estas ecuaciones.
Debido a esto, hemos presentado varias ecuaciones diferenciales, los términos de su
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descripci6n y las técnicas para su solucién en varios lugares en el desarrollo del
célculo que se realiza en este libro. En este capitulo final se proporciona un marco
unificado, con una breve introducci6n al estudio de las ecuaciones diferenciales or-
dinarias, Algin material de secciones anteriores (particularmente de las Secciones
7.9 y 3.7) forma parte natural de este capitulo, por lo que nos referiremos a dichas
secciones en los instantes adecuados. Este capitulo es, de necesidad, relativamente
corto. Los estudiantes de matematicas y sus aplicaciones siguen en general uno o
méas cursos completos de ecuaciones diferenciales y, aun asf, apenas arafian la su-
perficie de esta materia.

Clasificacion de las ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales se clasifican de varias formas. La clasificacién més significativa se
basa en el nimero de variables con respecto a las que aparecen las derivadas de la ecuacién. Una
ecuadién diferencial ordinaria (EDO) es aquella en la que aparecen derivadas sélo con respec-
to a una variable, Los dos ejemplos dados anteriormente son ecuaciones diferenciales ordinarias,
Una ecuacién diferencial en derivadas parciales (EDP) es aquella en la que aparecen deriva-
das parciales de la funcién desconocida con respecto a més de una variable. Por ejemplo, la
Pu_
of ox°
modela el desplazamiento lateral u(x, §) en la posicién x en el instante ¢ de una cuerda vibrante
estirada (véase la Seccién 12.4). En este capitulo no trataremos las ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales.
Las ecuaciones diferenciales se clasifican también con respecto a su ordem. El orden de una
ecuacion diferencial es el méximo orden de las derivadas presentes en la ecuacién, La ecuacién
de onda unidimensional es una EDP de segundo orden. El siguiente ejemplo ilustra el orden de

dos EDO.
 Ejomplo 1] dy
§+X3y—sen.r tiene orden 2
dy  , (FN _ Ly
E—I_ 41’(3") —yEJr e/ tiene orden 3

Como toda ecuacién, una ecuacién diferencial se puede expresar en la forma F'= 0, siendo F
una funcién, En el caso de una EDO, la funcién F puede depender de la variable independiente
(denominada habitualmente x o #, de la funcién desconocida (habitualmente j) y de cualquier
derivada de la funcién desconocida hasta el orden de la ecuacién. Por ejemplo, una EDO de or-
den n se puede expresar en la forma

F= @y &, o J) =0

Un caso especial importante de ecuaciones diferenciales es el de las que son limeales Una EDO
lineal de orden n tiene la forma

2,0y () + 2,1 (Y + -
+ a0y () + a0y (@) + Wy = (%)

Cada término en la expresién del miembro izquierdo es el producto de un coeficiente que es fun-
cién de x y un segundo factor que es o bien y o bien una de las derivadas de y. El miembro
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derecho no depende de y, y se denomina tésmimo no homogémeo. Obsérvese que ninguno de los
términos del miembro izquierdo puede tener ninguna potencia de y o de sus derivadas que no sea
la primera, y que yy sus derivadas nunca se multiplican entre si.

Una EDO lineal se denomina hemogénea si en todos sus términos interviene la funcién des-
conocida y, es decir, si f(x) = 0. Si f(¥) no es idénticamente nula, la ecuacién es mo homo-

ginea
m En el Ejemplo 1, la primera ED,
dy
P Xy =senx

es lineal. Los coeficientes son a,(x) = 1, ,(x) =0, 3(0 = %’ y el término no homogéneo es f(x) = senx.
Aunque se puede expresar en la forma

gy, o (O iy

—St+dx| ) —y-5—e'=0

dr (dr) 7

la segunda ecuacién es no lineal debido a que en el segundo término interviene el cuadrado de una derivada

de y, en el tercer término aparece el producto de y con una de sus derivadas y el cuarto término no es y
veces una funcién de x La ecuacién

&y dy ,dy
(1 +X2] §+SEHXE—4E¥+y—O
es una ecuacién lineal de orden 3, Los coeficientes son a4(x) = 1 + ¥, a,(0) =senx, a,(x) = —4 y
ap(x) = 1. Como f(x) = 0, esta ecuacién es homogénea. -

El siguiente teorema establece que toda combinacién lineal de una ecuaci6n diferencial lineal y
homogénea es también una solucién. Se trata de un resultado extremadamente importante sobre
las ED lineales y homogéneas.

TEOREMA ) Si y = 5 (¥ e y = 5,9 son dos soluciones de la ecuacion lineal y homogénea

ay? + a, )"V + o+ @y +ay+ay=0
entonces también lo es la combinacién lineal

y=Ay (0 + By(x)
para todos los valores de las constantes A y B.

DEMOSTRACION Sabemos que

ay? +a, YW+ +ap+ay,tay=0 vy
ap? +a, YU+ a +ay,+ay,=0
Multiplicando la primera ecuacién por 4, la segunda por By sumando las dos se obtiene
aAy™ + B + a,_ (A" Y + By Y)
+ -+ &AW + Byy) + a,(Ay, + Byy) + ay(Ay, + By) =0

Por tanto, y = Ay,(x) + By,(x) es también una solucion de la ecuacién.
e
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El mismo tipo de demostracién se puede utilizar en el siguiente teorema,

TEDHEMAO Si y= (% es una soluci6n de la ecuacion lineal y homogénea
ay? + a, YU+ o+ 2y +ay+ay=0
e ¥= ¥,(x) es una solucién de la ecuacién lineal y no homogénea
ay” + a,_ )"V + o+ @y + ay + agy = )
entonces, ¥ = y(x) + y(x) es también una solucién de la misma ecuaci6n lineal y no ho-

mogénea,
e

Haremos un amplio uso de los dos teoremas anteriores al presentar las ecuaciones lineales de
segundo orden en las Secciones 17.6-17.8.

Verifique que y=sen2xe y= cos2x cumplen la ED y’ + 4y= 0. Calcule una soluci6n
yx) de dicha ED que cumpla y(0) = 2 e y(0) = —4.

d
Solucién Si y= senZx, entonces y’ = (2cos2x) = —4sen2x = —4y, Por lo tanto, " + 4y= 0. Un

calculo similar demuestra que y = cos 2x también cumple la ED, Como la ED es lineal y homogénea, la
funcién

y= Asen2x + Bcos 2x

es una solucién para cualquier valor de las constantes A y B Debe cumplirse que y(0) = 2, por lo que es
necesario que 2 = Asen0 + Bcos0 = B Por consiguiente, B = 2. Ademas,

Y = 2Acos 2x — 2Bsen2x

Como debe ser y(0) = —4, entonces —4 = 2Acos0 — 2Bsen0 = 2A, Por tanto, A= —2, y la solucién
pedida es y = —2senZx+ 2cos2x. -

Observacion Sea P,(1 el polinomio de grado nen la variable rdado por
Pn) = 1" + a,.,(Jr"" + - + 2(F + a(r + ()

cuyos coeficientes dependen de la variable x. Podemos expresar la EDO de orden n con coefi-
cientes a(x), (0 < & < n) y término no homogéneo f(x) en la forma

P{Dy¥ = f(x

siendo D el operador diferencial d/dx. E1 miembro izquierdo de la ecuacién anterior indica la
aplicacién del operador diferencial de orden n

PD = a,®D" + a,_,()D" '+ -+ + (0D + a,()D + 3 (¥
a la funcién y(x). Por ejemplo,

dt
a0 DY) = &y 75
A menudo es 1til expresar las ED lineales mediante operadores diferenciales de esta forma.

Observacion Desgraciadamente, el término homogénea se utiliza con més de un significado
en el estudio de las ecuaciones diferenciales. Ciertas EDO que no son necesariamente lineales se
denominan homogéneas por una razén diferente a la que se aplica a las ecuaciones lineales ante-
riores. Apareceran ecuaciones de este tipo en la Seccién 17.2.
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Ejercicios 17.1

En los Ejercicios 1-10, indique el orden de las ED dadas, e 18 y; = cos (kx) es una solucién de y’ + #y= 0. Plantee

indique también si son lineales o no lineales. Si son y verifique otra solucién y, que no sea multiplo de y;.

lineales, json homogéneas o no homogéneas? Obtenga a continuacién una solucién que cumpla
dy Fy Hr/k) =3 e y(n/k) =3.

L o=5y Rzt x=) 14 y, = ¢* es una solucién de y” — By = 0. Plantee y
verifique otra solucion y, que no sea multiplo de y;.
dy y _ Obtenga a continuacién una solucién que cumpla
3)’&-*’ 4y’ + xy =xsenx W) =0ey(l) =2
, - : _a,= 15 Calcule una solucién de " + y = 0 que cumpla
R YT ADI =N & Ay =ay=2y Hn/2) = 2(0) e Yn/4) L Qprancte Vea sl
&y dy dx Ejercicio 11.
7. s+t +fy="> & cosx— + xsent=10
' dt dt 16. Calcule dos valores de rtales que y = &™ sea una
1 solucién de y* — y — 2y = 0, Calcule a continuacién
8 0+ &y =2y 14 £y + ey =— una solucién de la ecuacién que cumpla y(0) = 1,
¥ y0) =2

11. Verifique que y = cos xe y = sen xson soluciones de 17, Verifique que y = xes una solucién de y' + y = xy
la ED y* + y= 0. {Son soluciones las siguientes calcule una solucién yde esta ED que cumpla y{(n) = 1
funciones?: (a) senx — cosx, (b) sen(x+ 3), e ¥ (n) = 0. Sugerencia Utilice el Fjercicio 11 y el
(c) senZx Justifique sus respuestas, Teorema 2,

12, Verifique que y = €“e y = e™* son soluciones de la 18 Verifique que y= —eesunasoluciénde y' — y=ey
ED y’ — y =0, ;Son soluciones las sigulentes calcule una solucién y de esta ED que cumpla y(1) = 0
funciones?: (a) coshx =1(e" + e ¥, (b) cosx, (c) ¥. e y(1) = 1. Sugerencia: Utilice el Ejercicio 12 y el
Justifique sus respuestas. Teorema 2.

‘B Solucion de ecuaciones de primer orden

En esta seccién desarrollaremos técnicas para resolver diversos tipos de EDO de primer orden;
concretamente:

1. Ecuaciones separables.
2. Ecuaciones homogéneas.
3. Ecuaciones exactas,

4, Ecuaciones lineales.

La mayor parte de las ecuaciones de primer orden tienen la forma

dy
At

Para resolver estas ecuaciones diferenciales generalmente habra que utilizar integracién. De he-
cho, el proceso de resolver la ED se denomina integracién de la ED. No obstante, resolver ecua-
ciones diferenciales es en general mas complicado que simplemente plantear una integral y cal-
cularla. La tinica ED que se puede resolver de esta manera es el tipo més simple de ED lineal de
primer orden que se puede expresar de la forma

La solucién es entonces la primitiva de f:



1058 cALcuLo

Ecuaciones separables

El siguiente tipo més simple de ecuacion a resolver se denomina ecuacién separable Una ecua-
cién separable es de la forma
dy

a_'x= f(xjg(}’}

donde la derivada dy/dx es un producto de una funcién sélo de x y una funcién sélo de y, en vez
de ser una funcién mds general de las dos variables xe y.

En Ia Seccién 7.9 se puede encmtrar una presentacién extensa de las ecuadiones sepa-

rables con ¢jemplos y ¢jercicios, par lo que no la repetiremos aqui. Si no ha estudiado
ese material, por faver higalo ahora

Ecuaciones homogéneas de primer orden
Una ED de primer orden de la forma
dy_ Ay
w1

se denomina homogémea Se trata de un uso diferente del término homogéneo del empleado en
la secci6n anterior, que se aplicaba s6lo a ecuaciones lineales. Aqui, homogénea se refiere al he-
cho de que y/x, y por tanto glx, ) = f()/x), es homogénea de grado 0 en el sentido descrito des-
pués del Ejemplo 7 de la Seccién 12.5, Estas ecuaciones homogéneas se pueden transformar en
una ecuacién separable (que por tanto se puede resolver) mediante un cambio de la variable de-
pendiente. Si hacemos

v =£ 0, en otros términos, ¥y = xw(¥)

tenemos entonces

d dv
EJ: =p+x T
y la ecuacién diferencial original se transforma en
do _ flv) —v
dx x
que es separable.
m Resuelva la ecuacién
& X+
dx xy +

Solucién La ecuaci6n es homogénea (para verlo, divida el numerador y el denominador por ¥%). Si
¥ = vx, entonces la ecuaci6n se convierte en

+ _1+u_1
VTR e+ # v
0
I
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Separando variables e integrando, se calcula
dx
-I'vﬂb =J'; Seau=l—v2

1—¢®

lfdu_ [
2 lu | x

—Injul=2ln|x+ C,=G¥ (C=hE)

1

B e

-
- =2 (€ =1/C)
A e

2|7

La soluci6n se expresa mejor en la forma x> — y* = C,. Sin embargo, cerca de los puntos donde y # 0, la
ecuacion se puede resolver expresando y en funcién de x. -

Ecuaciones exactas

Una ecuacion diferencial de primer orden expresada en forma diferencial como
M(x, y) dx+ Nx, ) dy=0
dy _ Mx y

que es equivalente a i N& )

cial de una funcién ¢ (x, y):

, se denomina exacta si el miembro izquierdo es el diferen-

dp(x, y) = Mlx, y) de + Mx, ) dy

La funcién ¢ se denomina fumciém imtegral de la ecuacion diferencial. Las curvas de nivel
@(x, ) = Co ¢ son las curvas soludidn de la ecuacion diferencial. Por ejemplo, la ecuacién
diferencial

xdx+ ydy=10
tiene curvas solucién que se expresan como
2+y=C
ya que d* + y) = 2(xdx + ydy) = 0.

Observacion La condicién de que la ecuacién diferencial Mdx+ Ndy= 0 sea exacta es
equivalente a la condicién de que el campo vectorial

F = M(x, i + Mx, y)j

sea conservativo; la funcién integral de la ecuacién diferencial es entonces la funcién potencial
del campo vectorial (véase la Seccién 15.2).

Una condicién necesaria para la exactitud de la ED Mdx + Ndy = 0 es que
oM _ oN

5—}’ ox
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o &

Esto dice simplemente que las derivadas parciales mixtas @ y ﬁr

de la funci6n integral ¢

deben ser iguales.

Una vez que sabemos que una ecuacién es exacta, a menudo se puede plantear la funcién
integral. En cualquier caso, ¢ siempre se puede obtener por el mismo método utilizado para cal-
cular el potencial de un campo vectorial conservativo de la Seccién 15.2,

Ejomplo 2 RETRMEIRES

(2x +seny— ye~*)dx+ (xcosy +cosy+ e ) dy=10
es exacta y calcule sus curvas solucion,

Solucién En este caso, M= 2x+seny— ye *y N= xcos y+ cosy + e * Como
oM N

a—y=cosy—e i

la ED es exacta, Deseamos obtener ¢ tal que

@_ - _ - @_ - =X
aX—M—2x+seny ye y ay—N—xmsy+msy+e

Integramos la primera ecuacién con respecto a x, teniendo en cuenta que la constante de integracién puede
depender de y.

¢x » =J.{Ex-i_seny_ﬁ_')d*:f+Xﬁen}’+ﬁ_'+C.(ﬁ

Sustituiremos ahora esta expresién en la segunda ecuacién:

d
xcosy+cosy+ e“’=a—i= xcasy+ e+ Gy
De este modo, Cj()) = cosyy Ci{)) =seny+ C, (como la ED original era exacta, la ecuacién Ci()) no
depende de x; si no fuera asi, no podriamas obtener C, como funcién sélo de y). Eligiendo C; = 0 obtene-
mos que ¢ (x, J) =¥ + xseny + ye *+ senyes la funcion integral para la ED dada. Las curvas solucién
de la ED son las curvas de nivel

¥+ xseny+ ye ¥ +seny=C -

Factores de integracion

Toda ecuacién diferencial ordinaria de orden 1 y de grado 1 se puede expresar en forma diferen-
cial: Mdx + Ndy = 0. Sin embargo, esta tltima ecuacién en general no sera exacta, Es posible
multiplicar la ecuacién por un factor de integraciém 4 (x, j) de forma que la ecuacién resultante

u(x MU ) de + ulx, HNGx, 5 dy=0

sea exacta, En general, estos factores de integracién son dificiles de obtener; deben cumplir la
ecuacion diferencial en derivadas parciales

o o oN @
M ) dy Mx, 9 ox wx ) (6x 5{;’)
que se sigue de la condicién necesaria sobre exactitud planteada anteriormente. No intentaremos
resolver esa ecuacién aqui.
Sucede algunas veces que una ecuacién diferencial tiene un factor de integracién que
depende sélo de una de las dos variables, Supongamos, por ejemplo, que u(x) es un factor
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de integracién de M dx + Ndy= 0. Entonces, u(x)} debe cumplir la ecuacién diferencial ordi-

naria
Mo = (- )
bl ) . dy 0x
o bien
oM _oN
1 du_dy ox
w0 dx  Nx p)

Esta ecuacién se puede resolver (mediante integracién) y expresar asi y como funcién sélo de x,
siempre que el miembro derecho sea independiente de y.

W Demuestre que (x + *) dx + xydy = 0 tiene un factor de integracién que depende sélo de
x, cale

, calciilelo y resuelva la ecuacion.
Solucién En este caso, M= x+ y* y N= xy. Como

oM_oN
dy dx_2y—y 1
Nx y) ¥y X

no depende de y, la ecuaci6n tiene un factor de integracién que depende sélo de x. Este factor esta dado por
du/p = dx/x. Evidentemente, u = x es un factor de integracién adecuado; st multiplicamos la ecuacién dife-
rencial dada por x, obtenemas

0=+ ) dr+ ¥ydy= d(§+%)

La solucion es, por tanto, 2x° + 3¢y = C. -

Observacion Por supuesto, es posible obtener un factor de integracién que dependa sélo de
yen vez de x. Véanse los Ejercicios 17-19 posteriores. Es también posible buscar factores de
integracién que dependan de combinaciones especificas de x e y, por ejemplo xy. Véase el Ejer-
cicio 20.

Ecuaciones lineales de primer orden

Una ecuacién diferencial limeal de primer orden es aquella del tipo
o
dx

donde p(x) y g(x) son funciones dadas, que se suponen continuas, La ecuacién es homogénea (en

el sentido descrito en la Seccién 17.1) siempre que g(x) = 0. En ese caso, la ecuacién lineal dada
es separable:

+ py=ql®

dy
~ = —p() dx
v P

y se puede resolver integrando ambos miembros, Las ecuaciones lineales de primer orden no ho-
mogéneas se pueden resolver por un procedimiento en el que interviene el célculo de un factor
de integracion.

La técmica para resoiver ecuadiones diferenciales lineales de primer arden, junio con
varios ejemplos y ejerdicios, se encuenira en la Seccidn 7.9. Si no ha estudiado ese ma-
terial, por faver higalo ahora.
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Ejercicios 17.2

Véase la Seccién 7.9 donde se plantean ejercicios sobre
ecuaciones separables y ecuaciones lineales.

Resuelva las ecuaciones diferenciales homogéneas de los
Ejercicios 1-8.

g, A y_
“dx x—y dc £ +2/
3@_f+xy+)7 4@_}.’34—3@?
dx af dv 34y + y
L 4 Y_Y_
ﬁ.xdx—erxmsz(x) ndr_x e

7. Calcule una ecuacién de la curva en el plano xy que
pasa por el punto (2, 3) y tiene, en cada punto (x, ) de
la misma, pendiente 2x/(1 + ).

8 Repita el Problema 7 para el punto (1, 3) y la
pendiente 1 + (2y/x).

9. Demuestre que el cambio de variables ¢ = x — x;,
1l =¥ — Jo transforma la ecuacién

dy ax+by+ec
dx ex+f+g
en la ecuacién homogénea
dy _ak+ by
dé e+ fy
sabiendo que (xp, jp) es la solucién del sistema
ax+ by+ec=0

ext+fy+g=0
10. Utilice la técnica del Ejercicio 9 para resolver la
ecuacion
dy x+z2y—4
dx 2x—y—3

Demuestre que las ED de los Ejercicios 11-14 son
exactas, y resuélvalas,

. (" +pde+ (Py+0dy=0

17.3

12, (¢“seny + 2 d + (e“cosy + 2)) dy = 0
18. &9(1 + x)) dv + 2e¥dy=10

¥ 2y . _
14 (214‘1—?)&;24';03’—0

Demuestre que las ED de los Ejercicios 15 y 16 admiten
factores de integracién que son funciones sélo de x.
Después resuelva las ecuaciones,

15. (¥ + 2 dx— xdy=0
X
1& (xe"+ xIny + pdr+ (;-l—x]nx+xseny)afy=0

17. ;Qué condiciones deben cumplir los coeficientes
Mx, ) y Mx, )) sl la ecuacién Mdx + Ndy = 0 tiene
un factor de integracién de la forma u(), y qué ED
debe cumplir dicho factor de integracién?

18& Calcule un factor de integracién de la forma u(y) para
la ecuacién

2/ (x + ) dr + xy(x+ 62 dy=0

y después resuelva la ecuacién. Sugerencia: Véase el
Ejercicio 17.

18, Calcule un factor de integracién de la forma pu(y) para
la ecuacién ydx — (2x + y*¢¥) dy = 0 y después
resuelva la ecuacion, Sugerencia, Véase el Ejercicio 17,

20. ;Qué condiciones deben cumplir las coeficientes
Mx, y) y Mx, ) st la ecuacién Mdx + Ndy = 0 tiene
un factor de integracién de la forma pu(x)), y qué ED
debe cumplir dicho factor de integracién?

21. Calcule un factor de integracién de la forma p(xy) para
la ecuacién

(XCCEX-FZ)JX— (xs;nx + y)ay= 0

X

y después resuelva la ecuacién, Sugerencia: Véase el
Ejercicio 20,

Existencia, unicidad y métodos numéricos

Una ecuacién diferencial general de primer orden de la forma

dy
PR

especifica una pendiente f(x, y) en todo punto (x, y) del dominio de fy representa, por tanto, un
campo de pendientes Dicho campo de pendientes se puede representar graficamente dibujando
segmentos cortos con la pendiente indicada en muchos puntos del plano xy. Los campos de pen-
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x — y correspondientes a las condi-

¢ (X))

CAPITULO 17. Ecuaciones diferenciales ordinarias 1063
Y

flx, y

)

(0

¢ (x) es una curva que pasa por (x,, Jp) y es tangente al campo de

pendientes en cada punto. Tales curvas se denominan curvas soludién de la ecuacion diferen-

@

dy

M) = ¥
¢ (x) tal que

flx, ¢
~2 ~l-0yl

¢'(0

C, con C

cial. La Figura 17.1 muestra cuatro curvas solucién de y’

dientes son similares a los campos vectoriales, pero los segmentos se dibujan habitualmente de
ciones iniciales y{0)

la misma longitud y sin puntas de flecha. La Figura 17.1 ilustra el campo de pendientes de la

ecuacién diferencial
La resolucién de un problema de valor inicial tipico

implica obtener una funcién y
La gréfica de la ecuacién y

Figura 17.1 El campo de pendientes
de la ED y = x — y y cuatro curvas

solucién de la misma.

T e o e e e e o e o s
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o e e e e e e e o e e

Moo om o omfemomm m mmmm m omomomom omom om

T T B e e e e R e R e e e e A

e m e e e m m ms m m

T S

L O e e S T A Rt

x—1+4 (C+ 1)e™* La mayoria de las

flx, ) no permiten despejar y como funcién explicita

Cesy

x— yes lineal y se puede resolver explicitamente por el método de la Seccién

La ED y
17.2, De hecho, la solucién que cumple y{0)

ecuaciones diferenciales de la forma y
Aunque no se pueda calcular una solucion explicita de un problema de valor inicial, es impor-

de x, por lo que debemos utilizar aproximaciones numéricas para calcular el valor de la funcién
tante saber si el problema tiene solucién y si la solucién es tnica,

solucién ¢ (x) en puntos concretos.
Existencia y unicidad de soluciones
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TEOREMA (€)) Un teorema de existencia y unicidad para problemas de valor inicial de primer orden

Supongamos que f(x, J) y f(x, ) = (8/0y) f(x, )) son continuas en un rectangulo & de la
forma a< x< b, c¢< y < d que contiene al punto (xp, J;) en su interior. Entonces, existe
un nimero § > 0 y una funcién tnfca ¢ (x) definida y con derivada continua en el intervalo
(=6, %+ ), tal que dlxg) =)o y ¢ (¥ = flx, ¢p(x) para x, —d<x<x+ 4. En
otras palabras, el problema de valor inicial

dy _
e *)
yix) =y

tiene una solucién tnica (x; — 8, x; + 6).

|

Presentaremos s6lo un esbozo de la demostracién, Toda solucién y = ¢ (x) del problema de va-
lor inicial (*) debe cumplir también la ecuacién integral

X

¢m=%+jrmMMd (%)

]

y, a la inversa, toda solucién de la ecuacién integral (**) debe cumplir también el problema de
valor inicial (*). Una secuencia de aproximaciones ¢,(x) a una solucién (**) se puede construir
como sigue:

‘f’n(X} =h :
D 1(X) = yo + J f(t, ¢,(0)dt para n=0,1,2, ..

Xy

Estas iteraciones se denominan iteraciones de Picard La demostracion del Teorema 3 implica
demostrar que

Im ¢, = ¢4

existe en un intervalo (x, — 8, X, + ) y que el limite resultante ¢ (x) cumple la ecuaci6n inte-
gral (**). Los detalles se pueden encontrar en textos mas avanzados sobre ecuaciones diferencia-
les y andlisis diferencial.

Observacion Algunos problemas de valor inicial pueden tener soluciones que no son tnicas,
Por ejemplo, las funciones y;(x) = ¥ e y,(x) = 0 satisfacen ambas el problema de valor inicial

dy_
Y
¥0) =0

En este caso, f(x y) = 3)*” es continua en todo el plano xy. Sin embargo, df/dy= 2y~ '* no
es continua en el eje x y, por tanto, no es continua en ningin rectangulo que contenga al punto
(0, 0) en su interior. No se cumplen las condiciones del Teorema 3 y el problema de valor inicial
tiene solucién, pero ésta no es tnica.

Observacion La solucion tnica y = ¢ (x) al problema de valor inicial (*) garantizada por el
Teorema 3 puede no estar definida en todo el intervalo [a, b] porque puede «escapar» del rectdn-
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gulo R por sus lados superior o inferior. Aunque f(x, ¥) y (6/d)) f(x, 3) sean continuas en todo el
plano xy, la solucién puede no estar definida en toda la recta real. Por ejemplo,

1 o y_ Va
y=——cumple el problema de valor inicial {d¥
1=-x o) =1

pero s6lo para x < 1, Empezando desde (0, 1) podemos seguir la curva solucién tanto como de-
seemos a la izquierda de x = 0, pero a la derecha de x = 0 la curva tiende a oo cuando x— 1—
(véase la Figura 17.2). No tiene sentido considerar la parte de la curva a la derecha de x=1
como parte de la curva solucién del problema de valor inicial.

v

(0.1)

Figura 17.2 La solucién de ¥ = %, y{0) = 1 es la parte de la curva
y=1/(1 — x) a la izquierda de la asintota vertical en x= 1.

Métodos numeéricos

Supongamos que se cumplen las condiciones del Teorema 3, por lo que sabemos que el proble-
ma de valor inicial

d_
Er_f(x’ﬁ
Nx) = %

tiene solucién tinica y = ¢ (x) en algtn intervalo que contiene a x,. Aun cuando no podamos re-
solver la ecuacién diferencial y obtener explicitamente ¢ (x), todavia podemos intentar obtener
valores aproximados y, de ¢ (x,) en una secuencia de puntos

Ab, X1=X0+.h, X2=X0+2.h, X3=A’g+3h,

empezando en xp. En este caso, #> 0 (0 &< 0) se denomina tamafio del paso del esquema de
aproximacion. En el resto de esta seccién describiremos tres métodos para construir las aproxi-
maciones {y,}:

1. El método de Euler.
2. El método de Euler mejorado.
3. El método de Runge-Kutta de cuarto orden.

Cada uno de estos métodos empieza con un valor dado de y, y proporciona una férmula para
construir y,., cuando se conoce y, Los tres métodos se enumeran anteriormente en orden de
complejidad de sus férmulas, pero las férmulas méas complicadas producen aproximaciones mu-
cho mejores para cualquier tamafio dado del paso A.

E] método de Euler se basa en aproximar la curva solucién y = ¢ (x) por una linea poligo-
nal (una secuencia de segmentos rectos unidos por sus extremos), donde cada segmento tiene
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una longitud horizontal 4 y una pendiente determinada por el valor de f(x, 3 en el extremo final
del segmento anterior, Por tanto, si x, = X, + nh, entonces

n=yot flg, y)h

Ye=y1+ flx, yi)h

Ya= Yot g, yo)
y, en general,

Féarnmlas de iteracién para d método de Euler
Xn+1 = X o hl yn+l = yn+ hf(‘rm yn}

Utilice el método de Euler para obtener valores aproximados de la solucién del problema
de valor inicial

dy
w=r Y
y0) =1

en el intervalo [0, 1] utilizando

(a) 5 pasos de tamano A= 0.2,

(b) 10 pasos de tamafio h = 0.1.

Calcule el error en cada paso, sabiendo que el problema (que es una ecuacion lineal y, por tanto, se puede
resolver explicitamente) tiene como solucién y= ¢ () =x— 1+ 2e™ "

Solucién
() Aquitenemos flx Y =x—y %=0 yo=1y h=0.2, porlo que
n
=g a1 = Yot 0206 )

yelerrores e, = ¢p(x) — ypparan=0, 1, 2, 3, 4 y 5. Los resultados del calculo, que se realiza facil-
mente utilizando una hoja de célculo, se presentan en la Tabla 1.

Tabla 1. Aproximaciones de Euler con A= 0.2

I Xn Yn ﬂxﬂ y:) Yn+1 &= ¢{X.r) — Ja
4] 0.0 1,000 000 —1.000 000 0.800 000 0.000 000
1 0.2 0.800 000 —0.600 000 0.680 000 0.037 462
2 0.4 0.680 000 —0.280 000 0.624 000 0.0680 640
3 0.6 0.624 000 —0.024 000 0.619 200 0.073 623
4 0.8 0.619 200 0.180 800 0.655 360 0.079 458
5 1.0 0.855 360 0.344 640 0.080 399

La Figura 17.3 muestra la solucién exacta y = ¢ (%) y la linea poligonal que representa la aproximacién
de Euler. La aproximacién esta por debajo de la curva solucién, como reflejan los valores positivos de
la Giltima columna de la Tabla 1, que representan el error en cada paso.

(b) En este caso tenemoas A = 0.1, de forma que

n

Xn=ﬁ- J’n+|=J’n+0-1[Xn—J’J
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y=gpx)=x—142"

Figura 17.3 La solucidn y = ¢ (x)
‘ | : | ay=x—y 0 =1yuna

: . ; ' . aproximacién de Euler a 1a misma

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 en [0, 1] con tamafio del paso /= 0.2,

para n=0, 1, ..., 10. Presentamos los resultados de nuevo en forma de tabla:

Tabla 2 Aproximaciones de Euler con h= 0.1

n X, Vn fxm Y Yo+ en= Plxs) — Y
0 0.0 1.000 000 —1,000000  0.900 000 0.000 000
1 0.1 0.900 000 —0.800000  0.820 000 0.009 875
2 0.2 0.820 000 —0620000  0.758 000 0.017 462
3 0.3 0.758 000 —0458000  0.712 200 0.023 638
4 0.4 0.712 200 —0312200  0.880 980 0.028 440
5 0.5 0.680 980 —0.180980  0.662 882 0.032 081
8 0.8 0.662 882 —0.062882  0.858 594 0.034 741
7 0.7 0.656 594 0.043 408  0.860 934 0.036 577
8 0.8 0.660 934 0.139086  0.674 841 0.037 724
9 0.9 0.874 841 0225159  0.897 357 0.038 298

10 1.0 0.697 357 0.302 643 0.038 402

Obsérvese que el error al final del primer paso es aproximadamente la cuarta parte del error al final del
primer paso del apartado (a), pero al final en x = 1 es s6lo aproximadamente la mitad que el del aparta-
do (a). Este comportamiento es caracteristico del método de Euler. -

Si disminuimos el tamafio del paso A se requieren mas pasos (n= |x — x;|/h) para llegar
desde el punto inicial x; a un valor particular x donde deseemos conocer el valor de la solucion.
En el método de Euler se puede demostrar que el error en cada paso disminuye en promedio
proporcionalmente a /#, pero los errores se pueden acumular de un paso otro, por lo que el error
en x decrecera proporcionalmente a nk* = |x — xy|h Esto es coherente con los resultados del
Ejemplo 1. Disminuir Ay, por tanto, aumentar n es costoso en términos de recursos computacio-
nales, por lo que es conveniente buscar formas de reducir el error sin disminuir el tamafio del
paso. Esto es similar a desarrollar técnicas mejores que la Regla del Trapecio para evaluar numé-
ricamente integrales definidas.



1068 cALcuLo

E] método de Euler mejorado es un paso en esta direccién. La exactitud del método de
Euler estd obstaculizada por el hecho de que la pendiente de cada segmento de la linea poligonal
de aproximaci6n estd determinada por el valor de f(x; ) en un extremo del segmento, Como f
varia a lo largo del segmento, podemos mejorar utilizando, por ejemplo, el valor medio de f(x
) en los dos extremos del segmento, es decir, calculando ¥, a partir de la féormula

f(xﬂ, }"ﬂ] oy ‘r(‘xn+1= .,Vﬂ-l-l]
2

Desgraciadamente, y, ., aparece en ambos miembros de la ecuacién, por lo que no podremos re-
solverla despejando y,, .. ,. Podemos sortear esta dificultad sustituyendo y,.. , en el miembro dere-
cho por su aproximacién de Euler y, + Af(x, y,). La férmula resultante es la base del método
de Euler mejorado.

yn+1:yn+ﬁ

Fammulas de integracién del método de Euler mejorado
Yoy =%+ N
Upt1 = Yo+ AEF(x, 37)

f[xﬂ .Yn] +f('xﬂ+1l Hﬂ+1}
2

Y=Vt 8

Utilice el método de Euler mejorado con £ = 0.2 para calcular valores aproximados de la

solucion del problema de valor inicial del Ejemplo 1 en [0, 1]. Compare los errares con los obtenidos por el
método de Euler.

Solucién La Tabla 3 resume los cilculos de cinco pasos del método de Euler mejorado para
fxPN=x—y %=0ey=1

Tabla 8. Aproximaciones del método de Euler mejorado £ = 0.2

n Xp }"n Ups1 yn+l €y = ‘P(Xn] . yn
0 0.0 1,000 000 0.800 000 0.840 000 0.000 000
1 0.2 0.840 000 0.712 000 0.744 800 —0.002 538
2 04 0.744 800 0.675 840 0.702 736 —0.004 160
3 0.6 0.702 736 0.682 189 0.704 244 —0.005 113
4 0.8 0,704 244 0.723 395 0.741 480 —0.005 586
5 1.0 0.741 480 0.793 184 —0.005 721

Obsérvese que los errores son considerablemente menares que la décima parte de los obtenidos en el Ejem-
plo 1(a). Por supuesto, se necesitan més clculos en cada paso, pero el nimero de evaluaciones de f(x, )
requeridas es solamente el doble de las requeridas en el Ejemplo 1(a). Como en el caso de la integracién
numérica, si f es complicada, son estas evaluaciones de la funcién las que constituyen la mayor parte del
«oste» computacional de las soluciones numéricas, .

Observacion Se puede demostrar para funciones f bien comportadas que el error en cada pa-
so del método de Euler mejorado est4 acotado por un miiltiplo de /7, en vez de ## como en el
caso del método de Euler (sin mejora). Por tanto, el error acumulativo en x se puede acotar por
una constante multiplicada por |x — x|#. Si el Ejemplo 2 se repite con 10 pasos de tamafio
h=10.1, el error en n = 10 (es decir, en x= 1) es —0.001 323, que es aproximadamente la cuar-
ta parte del tamano del error en x =1 con h= 0.2.
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El método de Runge Kulta de cuarto arden consigue una mejora adicional respecto al mé-
todo de Euler mejorado, pero a expensas de requerir calculos mas complicados en cada paso.
Requiere cuatro evaluaciones de f(x, }) en cada paso, pero el error en cada paso es menor que
una constante multiplicada por #, por lo que el error acumulativo decrece como i cuando h
decrece. Como el método de Euler mejorado, este método requiere calcular una cierta clase de
pendiente promedio para cada segmento de la aproximacién poligonal a la soluci6n del problema
de valor inicial. Presentaremos a continuacién las férmulas apropiadas pero no las obtendremos.

Féarmulas de integracién para d méodo de Runge Kutia

X 1=X,+h

1

P = flx, ¥)

Ak
QJ:_‘(XH 21}’11 2pn

Ak
-rﬂ_ “:'1 2:}51 zqﬂ

s, = flx,+ h y,+ hr)

i P
6

yﬂ"‘l =}"n o hpﬂ

Utilice el método de Runge-Kutta de cuarto orden con 4 = 0.2 para calcular valores apro-

ximados de la solucién del problema de valor inicial del Ejemplo 1 en [0, 1]. Compare los errores con los
obtenidos con los métodas de Euler y de Euler mejorado,

Solucion La Tabla 4 resume el cilculo de cinco pasas del método de Runge-Kutta para f(x, J) = x— y,
Xy =0e jp = 1, de acuerdo con las férmulas anteriores. La citada tabla no muestra los valores de las canti-
dades intermedias p,, g, I, y s, pero se han incluido columnas para esas cantidades en la hoja de célculo
con la que se han realizado los calculos.

Tabla 4 Aproximaciones de Runge-Kutta de cuarto orden con h= 0.2

n S Yo en= x5 — ¥
0 0.0 1,000 000 0,000 000 0
1 0.2 0.837 487 —0.000 0052
2 0.4 0.740 649 —0.000 008 5
3 0.6 0,897 834 —0.000 010 4
4 0.8 0.898 669 —0.000011 3
5 1.0 0.735 770 —0.000011 6

Los errores aqui son aproximadamente 1/500 del tamafio de las errores obtenidos con el método de Euler
mejorado, y aproximadamente 1/7 000 del tamafio de los errores obtenidos con el método de Euler. Esta
gran mejora se obtiene a expensas de doblar el nimero de evaluaciones de la funcién requeridas con res-
pecto al método de Euler mejorado y cuadruplicar el nimero requerido en el método de Euler. Si uti-
lizamos 10 pasos de tamafio /= 0.1 en el método de Runge-Kutta, el error en x=1 se reduce a
—6.664 82 x 1077, que es menor que 1/16 de su valor cuando A= 0.2. -
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Nuestro ejemplo final muestra lo que sucede con las aproximaciones numéricas a una solucién
que no esta acotada,

ST Obtenga aproximaciones en x= 0.4, x= 0.8 y x= 1.0 a las soluclones del problema de
valor inicial
7=y

0)=1

utilizando todos las métodos descritos anteriormente, y usando tamafios de paso h=02, h=01y
h=0.05 para cada método. jQué sugieren los resultadas sobre los valores de la solucién en estos puntos?
Compare los resultados con la solucién real y= 1/(1 — 4.

Solucién Las diversas aproximaciones se calculan utilizando las diferentes férmulas descritas anterior-
mente f(x, ) = ¥, xo=0e yp = 1. Los resultados se presentan en la Tabla 5,

Tabla 5 Comparaci6n de métodos y tamarios de paso para y = y*, {0) = 1

h=0z2 h=01 h=10.05
Euler
x=04 1.488 000 1.557 797 1.805 224
x=1038 2.676 449 3.239 652 3.793 197
x=10 4,109 124 6.128 898 9.552 668
Euler mejorado
x=04 1.640 092 1.658 746 1.664 515
x=038 4.190 396 4877 726 4.897 519
x=10 11.878 846 22,290 765 43,114 668
Runge-Kutta
x=04 1.666 473 1.666 653 1.666 666
x=038 4,965 008 4,996 663 4,999 751
x=10 41.016 258 81.996 399 163.983 395

Los resultados de Euler muestran poca informaci6n 1til. Los resultados del método de Euler mejorado su-
gleren que la solucidn existe en x= 0.4 y x= (.8, pero probablemente no en x = 1. El método de Runge-
Kutta confirma esto y sugiere que y(0.4) = 5/3 e y(0.8) = 5, que son los valores correctos proporcionadas
por la solucién real y = 1/(1 — x). También sugiere muy fuertemente que la solucién «estalla» en, o cerca

de, x=1,
H
Ejercicios 17.3
Un computador es practicamente esencial para realizar la 3. Repita el Ejercicio 1 utilizando el método (.
mayor parte de estos ejercicios. Los calculos se realizan de Runge-Kutta. =
facilmente con un programa de hoja de célculo en el que
las férmulas para calcular las diversas cantidades que 4 Utilice el método de Euler con tamafios de paso %
aparecen se pueden repetir a lo largo de las columnas para (@) h=02y (b) h= 0.1 para aproximar y(2)
automatizar el proceso de iteracién, sabiendo que y' = xe e y{0) = 0.
1. Utilice el método de Euler con tamarios de paso L
@ h=02 (b) h=0.1y (c) h= 005 para 5 Repita el Ejercicio 4 utilizando el método %

aproximar y(2) sabiendo que ¥ = x+ ye ®1) = 0. de Euler mejorado.

2. Repita el Ejercicio 1 utilizando el método 6 Repita el Ejercicio 4 utilizando el método
de Euler mejorado, — de Runge-Kutta, -
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7. Utilice el método de Euler con (a) h= 0.2, estd dada por 7= y(b), con
(b) h=0.1y (c) h= 005 para aproximar y(1) ' - =
sabiendo que ¥ = cosy e y(0) = 0. y=ra e ya=0

10

Demuestre que un paso del método de Runge-Kutta

8 Repita el Ejerclcio 7 utilizando el método con i = b — a da el mismo resultado para j'que la
de Euler mejorado. Regla de Simpson (Seccién 6.7) con dos subintervalos
9. Repita el Ejercicio 7 utilizando el método de longitud A/2.
de Runge-Kutta, "~ 18 Si¢(0)=A=0 y ¢'(x) = k¢ (x) en [0, )gh con k>0
_ X>0 constantes, demuestre (¥)=Ae®en [0, X].
10. Utilice el método de Euler con (a) A= 0.2, y i
(b) h=01y (c) h= 005 para aproximar y(1) Sugerencia: Calcule (d/dy)(¢ (/™).
sabiendo que y = cos (¥%) e y(0) = 0. +17. Considere los tres problemas de valor inicial
11. Repita el Ejercicio 10 utilizando el método (A) o =1 u0) =1
de Euler mejorado. ' (B) y =ux+) Ho)=1
12. Repita el Elercicio 10 utilizando el método € v=1++ o(0) = 1
de Runge-Kutta, (a) Demuestre que la solucién de (B) permanece
Resuelva las ecuaciones integrales de los Ejercicios 13 y 14 entre las soluciones de (A) y (C) en cualquier
replanteandolas como problemas de valor inicial. intervalo [0, X] donde existan las soluciones de
. dy los tres problemas. Sugerencia: Debemas tener
13 y() =2 + 0)? dt. 1z Calcule = e (1), uN 21, {3 =1y > Len [0, X] (gpor
¥ Jl @) R e ule dx® A qué?). Aplique el resultado del Ejercicio 16 a
x du p=y—Ryag=1—)
4 uxp=1+3 J £u(d dt. Sugerencia Calcule 27 U@ (b) Calcule soluciones explicitas para los problemas
£ (A) y (C). ;Qué se puede concluir sobre la
15. Los métodos de esta seccién se pueden utilizar para solucién del problema (B)?
aproximar numéricamente integrales definidas. Por (c) Utilice el método de Runge-Kutta con
ejemplo, . h=0.05, h=0.02 y h=0,01 para aproximar
I= J' 100 di la solucién de (B) en [0, 1], ;Qué se puede
a concluir ahora?

WX W Ecuaciones diferenciales de segundo orden

La ecuaci6n diferencial ordinaria general de segundo orden es de la forma

dy dy _
F(E, Ex,}", A’)—D

para alguna funcién F de cuatro variables. Cuando esta ecuacién se puede resolver explicita-
mente expresando y en funcién de x, la solucién generalmente requiere dos integraciones y, por
tanto, dos constantes arbitrarias. La solucién tnica resulta de imponer los valores de la solucién
¥ y de su derivada y = dy/dx, en un punto particular, Tal imposicién constituye un problema
de valor imidial para la ecuacién de segundo orden.

Ecuaciones reducibles a primer orden

Una ecuacién de segundo orden de la forma

drdr N
F(@, EX' X)—O
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en la que no aparece explicitamente la funcién desconocida y (excepto a través de sus derivadas)
se puede reducir a una ecuacién de primer orden mediante un cambio de la variable dependiente;
si v = dy/dx, entonces la ecuacién se puede expresar

av
F(Er, v, A’) =0

Esta ecuacién de primer orden en v puede ser susceptible de aplicar las técnicas descritas en las
secciones anteriores. Si se puede tener una solucién explicita e integrada v = v(x), entonces la
funcién

y= jv(x] dx

es una solucién explicita de la ecuacién dada.

m Resuelva el problema de valor inicial
ﬂﬁ 2
Eyﬂ(%) . A0 =1  yO=-2

Soluciéon Si hacemos v = dy/dy, la ecuaci6n diferencial se convierte en

B
dx_‘w

que es una ecuacién separable de primer orden. Por tanto,

?=xdx
A xe.a
v 2 2
2
= —m
La condicién inicial y'{0) = —2 indica que v(0) = —2 y, por tanto, C; = 1. Entonces,

dx i
y= -2 f+1=—2tan x+ G

La condicién inicial y(0) = 1 implica que G, = 1, por lo que la solucién del problema de valor inicial dado
es y=1—2tan"'x .

Una ecuacién de segundo orden de la forma

dy dy \_
F(E-aef)—”

en la que no intervenga explicitamente la variable independiente x se puede reducir a una ecua-
cién de primer orden mediante un cambio de las variables dependiente e independiente. Sea de
nuevo v = dy/dx, pero consideremos v como funcién de yen vez de x; v = v(y). Entonces,

dy dv _dvdy v

&2 dx dyde ' dy
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por la Regla de la Cadena, Por consiguiente, la ecuacion diferencial dada se convierte en

dv
F(vg},, v,y)—{l

que es una ecuacién de primer orden en ¢ como funcién de y. Si esta ecuaci6n se puede resolver
obteniendo v = v(y), queda todavia el problema de resolver la ecuacion separable (dy/dx) = v(y)
expresando y en funcién de x.

2
TR Resieta la cancion y 2% = &)

Solucién El cambio de variable dy/dx= v(y) da como resultado la ecuacién
dv

B iR
b dy
que es separable, dv/v = dyfy, y su solucién es v = Cyy. La ecuaci6én
dy
a” Y
es de nuevo separable y da lugar a
ﬂ' = Ci dx
¥
In LV‘ = C[X‘F C;g

y= +EGX+CQ —_— QEGH

Ecuaciones lineales de segundo orden

Las ecuaciones diferenciales ordinarias que aparecen mas frecuentemente en aplicaciones son
ecuaciones lineales de segundo orden. Una ecuacién lineal de segundo orden general adopta la
forma

£
a0 T+ 200 L+ a0y =

Como se indicé en la Seccién 17.1, si f(x) = 0 idénticamente, entonces se dice que la ecuacién
es homogénea. Si los coeficientes a,(x), a;(%) y a5(%) son continuos en un intervalo y a,(x) # 0
en dicho intervalo, entonces la ecuacién homogénea

&
a2+ a0 D+ sy =0

tiene una solucién general de la forma

= Cn + Gy

siendo y;(x) e y»(x) dos soluciones imdependientes, es decir, dos soluciones con la propiedad de
que Ciyi(0) + Cyyp(x) = 0 para todo x en el intervalo sélo si C; = C, = 0 (no demostraremas
esto aqui).

Sigmpre que una solucién, y;(x), de una ecuacién de segundo orden lineal homogénea sea
conocida, se puede obtener otra solucién independiente (y, por tanto, la solucién general) susti-
tuyendo y = v(x)y; (%) en la ecuacién diferencial. Esto da lugar a una ecuacién separable lineal y
de primer orden para v'.
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Demuestre que y; = e~ >* es una solucién de ¥ + 4y + 4y = 0, y calcule la soluci6n ge-
reral de esta ecuacion,
Solucion Como y;, = —2e e )| = 4e™*, tenemos
Vit A =e A —8+4)=0

por lo que y; es de hecho una solucién de la ecuacién diferencial dada, Para obtener la solucién general,
probamos y = yv = e “p(x), Tenemos

y=-2%+e

Y =4 —de Y + e
Sustituyendo estas expresiones en la ED dada se obtiene

0=y +4y + 4y
=e My —4v +v' —8v+ 4’ + 4v) = e "

Por tanto, y = yv es una solucién suponiendo que v"'(x) = 0. Esta ecuacién en v tiene la solucién general
v= C; + Gy, por lo que la ecuacién dada tiene como solucién general

y=Ce ¥+ Gxe ™= Cn + Gr

donde y, = xe~ ** es una segunda soluci6n de la ED, independiente de y,. B

Por el Teorema 2 de la Seccién 17.1, la solucién general de la ecuacién lineal de segundo
orden no homogénea (con f(x) # 0) es de la forma

V=0 + %)
donde y,(x) es cualquier solucién particular de la ecuacién no homogénea, e y;(x) es la solucién
general (tal como se describe anteriormente) de la correspondiente ecuacién homogénea. En la
Secci6n 17.6 presentaremos la solucién de las ecuaciones lineales no homogéneas. Sin embargo,
primero, en la Seccién 17.5 nos concentraremos en algunas clases especiales de ecuaciones li-
neales homogéneas.

Ejercicios 17.4

1. Demuestre que y= ¢ es una solucion de y'—3y+2y=0 Sistemas de primer orden
y calcule la solucién general de esta ED. 7. Un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de

2. Demuestre que ¥ = e~ **es una solucién de primer orden en n funciones desconocidas yi, Yz, ... ¥a
Y'—y—8y=0Yy calcule la solucién general de esta ED. se expresa como
3. Demuestre que y = x es una soluci6n de Yi=ann + ap@yz + - + aay, + 400

Xy + 2xy — 2y =0enel intervalo (0, co) y calcule

la solucién general en este intervalo, Yo o B0+ 2(yp + o+ 2,y + £(9

4 Demuestre que y = ¥ es una soluci6n de

xy" — 3xy + 4y=0en el intervalo (0, co) y calcule Vo= any + ap(Dye + o + 2mWyn + 40
la solucién general en este intervalo. Est::listema se denon:ijgla sistexna lll:d de primer
5. Demuestre =x olucién de la ecuacién S G ok Rl e e
d]fereﬁial }${ {23? lleiays +ul:‘:21 +Hy=0 ;:agalcule vector-matriz como y = #(3)y + £(x), siendo
la solucién general de esta ecuacion, (2 A(®
6. Demuestre que y = x~ 2 cos x es una solucién de la y = (y ) fly = ( ; )
ecuacién de Bessel con v = 1/2: ad (%

i 1 ay() o a,®
X?' XE__ =0 11 Ln
4 +Xy+( 4),}" d(X)=( : :

Calcule la solucién general de esta ecuacién, am. (0 - am;[x)



Demuestre que la ecuacién lineal de segundo orden
V' + ax)y + agx)y = f(x) se puede transformar en
un sistema de primer orden 2 x 2 con y; = ye = ¥,

con
0 1 0
WA= (— a00d) —alw)' o= (fm)

8 Generalice el Ejercicio 7 para transformar una ecuaci6n
lineal de orden n

P04 0 (0P D+ 2, (P 4+ 2o =110
en un sistema de primer orden n x n.

17.5

Una ecuacién diferencial de la forma
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8. Si # es una matriz constante n x n y si existe un
escalar 1 y un vector constante distinto de cero v para
el que sfv = 1v, demuestre que y = C,¢**v es una
solucién del sistema homogéneo y = ody.

10. Demuestre que el determinante L 4 €s cero

2 34
para dos valores distintos de A. Para cada uno de estos

valores obtenga un vector v distinto de cero que
cumpla la condicién (2 ;)v = Jv, A partir de aqui
resuelva el sistema

n=2zn+ty, r=2n+3ip

Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes

ay' +by +ey=0 (9
siendo a, b y ¢ constantes y a # 0 se denomina ecuacién lineal de segimdo orden hamogénea

omn coefidentes constantes

En Ia Seccitn 37 se puede enconirar un extenso estudio de las témicas para resolver
esias ecuaciones, junio o ejemplos, ejerddos y aplicaciones al estudio ded movi-
miiento aménico simple y amortiguado; no repetiremos Ia presentacion aqui. Si no Ia
ha esiudiado, por favor higalo ahara.

Sin embargo, ampliaremos el tratamiento para considerar ecuaciones diferenciales lineales con

coeficientes constantes de orden superior.

Ecuaciones de orden superior con coeficientes constantes

Como en la mayor parte de las aplicaciones de la ecuacién (*) la variable dependiente representa
al tiempo, consideraremos, como hicimos en la Seccién 3.7, y como una funcién de fen vez de
x, de forma que el simbolo (') indicaré la derivada d/dt El resultado bésico de la Seccién 3.7 era
que la funcién y = € era una solucién de (*) suponiendo que r cumpliera la ecuacién auxiliar

arf+ br+c=0

(%)

La ecuacién auxiliar es de segundo grado y puede tener:
(a) Dos raices reales distintas, r; y rp (si b* > 4ad), en cuyo caso (*) tiene como solucién gene-

ral y= Ce™ + Ge™

(b) Una tnica rafz real repetida r (si b* = 4ac), en cuyo caso (*) tiene como solucién general

}’=|:C1+sz}eﬂ-

(c) Una pareja de rafces complejas conjugadas, r= k + iw, con ky w reales (si & < 4ad, en
cuyo caso (¥) tiene como solucién general y = & (C, cos (wh) + Cysen (wb).

La situaci6n es andloga para el caso de ecuaciones lineales y homogéneas con coeficientes cons-
tantes, Describiremos el procedimiento sin proporcionar las demostraciones. Si

P =ar+a, ' +..+af+ar+a
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es un polinomio de grado n con coeficientes constantes a;, (0 < j< n), y a, # 0, entonces la ED

F(Dy=0 (1)

donde D= d/dt se puede resolver sustituyendo y= e y obteniendo la ecuacion auxiliar
P,(r) = 0. Esta ecuacién polinémica tiene n rafces (véase el Apéndice II), algunas de las cuales
pueden ser iguales y algunas de las cuales, o bien todas, pueden ser complejas. Si los coeficien-
tes del polinomio P,(r) son todos reales, entonces las raices complejas deben aparecer en parejas
complejas conjugadas & + iw, siendo & y w reales.

La solucién general de (f) se puede expresar como una combinacién lineal de n soluciones
particulares independientes

y=C0nl + Grl + - + Cyild
siendo C; constantes arbitrarias. Las soluciones independientes yi, ya, ..., ¥, Se construyen como
sigue:
1. Si ry es una rafz real de orden k de la ecuacién auxiliar (es decir, si (r— r;)* es un factor de
P_(n), entonces

et tent fent |, flent
son k soluciones independientes de (1).
2. Sir=a+ibyr=a— ib (siendo a y b reales) constituyen una pareja de raices complejas

conjugadas de orden & de la ecuacién auxiliar (es decir, si [(r— &%+ b?]* es un factor de
P_(1), entonces

e*cosht tef'cosht .., tle*cosbt
esenbt te¥senbt .. " le*senbt

son 2k soluciones independientes de ().

Ejomplo 1 [ IR R

Solucién La ecuaci6n auxiliar de (a) es *—16=0, que se puede factorizar como (r—2)(r+2)(r*+4) =0,
¥, por tanto, sus raices son r= 2, —2, 21y — 21 Por tanto, la ED (a) tiene como solucién general

y=Cé" + Coe ¥+ Cyc0s(28) + Cysen(24)

para constantes arbitrarias C, G, Gy C.
La ecuacion auxiliar de (b) es r° — 2" + I, que se puede factorizar como r*(r— 1)* = 0, y, por tanto,
sus raices son r =0, 0, 0, 1, 1, La solucién general de la ED (b) es

y=0C+ Gt+ GE + Cie + Gte

siendo C, ..., C5 constantes arbitrarias, .

Indique el orden y la solucién general de la ED homogénea lineal con coeficientes cons-
tantes cuya ecuacién auxiliar es

(r+430# + 4r+ 132 =0

Solucién La ecuacién auxiliar es de grado 7, por lo que la ED es de séptimo orden. Puesto que
F+4r+ 13 = (r+ 2)* 4+ 9, cuyas raices son —2 + 34, la ED debe tener la solucién general

y=CGe "+ Gte™"+ Gfe
+ Cye %cos (30 + Cie Msen (38 + Cyte *cos (3 + Cyte *'sen (39
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Ecuaciones de Euler (equidimensionales)
Una ecuacién lineal homogénea de la forma

&Y .y O
ax’ 22+ bx T =0
se denomina ecuacién de Euler 0 ecuacién equidimensional siendo este iltimo término apro-
piado debido a que todos los términos de la ecuaci6n tienen la misma dimension (es decir, se
miden en las mismas unidades), suponiendo que las constantes a, b y ¢ tienen la misma dimen-
sién. Los coeficientes de una ecuacién de Euler no son constantes, pero existe una técnica para
resolver estas ecuaciones que es similar a la utilizada para resolver ecuaciones con coeficientes
constantes, por lo que incluiremos una breve presentacién de estas ecuaciones en esta seccién.
Como en el caso de ecuaciones con coeficientes constantes, supondremos que las constantes a, b
y ¢ son nimeros reales y que a # 0. Incluso asi, el coeficiente de orden superior, a¥, se anula
en x = 0 (que se denomina pumto singular de la ecuacién), y esto puede hacer que las solucio-
nes no estén definidas en x = 0. Resolveremos la ecuaci6n en el intervalo x > 0; se puede apli-
car la misma solucién para x < 0, suponiendo que se sustituye x por | x| en dicha solucién.
Busquemos soluciones en x> 0 dadas por potencias de x; si
— Gjr’_ -1 Gﬁy oo -2
F=x e i SR p fr— 1)x

entonces la ecuacién de Euler se convierte en
(arr— 1)+ br+x" =0
Esto se cumple para todo x > 0 siempre que r cumpla la ecuacién auxiliar
arlr— 1)+ br+ ¢c¢=0 o, en otros términos, arf+ (b— ar+c=0

Como en el caso de ecuaciones con coeficientes constantes, existen tres posibilidades.
CASO I Si(b— a?>= 4ac, entonces la ecuacién auxiliar tiene dos raices reales:

_a—-b+./(b-a)® - dac

i 2a
a—-b-./(b- a? - dac
2= 2a

En este caso, la ecuacién de Euler tiene la solucién general
¥y= Cx" + Gx, (x> 0)
La solucién general normalmente se expresa en la forma

y= Gl + Glx*

que es valida en cualquier intervalo que no contenga a x = 0, y puede incluso ser vélida en inter-
valos que contengan al origen si, por ejemplo, r; y r; son enteros no negativos.

m Resuelva el problema de valor inicial

28y —xy —2y=0, H1)=5  y(1)=0
Solucion La ecuacién auxliar es 2rir — 1) — r— 2 =0, es decir, 2F# —3r—2=00 (r—2)(2r+ 1) =0,
y tene raices r=2 y r= —(1/2). Por tanto, la solucién general de la ecuaci6én diferencial (vilida para

x>0) es
y= Clxz + CEX_ 1/2
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Las condiciones iniciales implican que
S=)=G+G ¥y U=y(1)=2C.—%Cg
Por tanto, C; = 1y ; = 4, y la solucién del problema de valor inicial es
y=x+ i (x> 0)

v u

CASO II Si (b — a)® = 4ac, entonces la ecuacién auxiliar tiene una raiz doble, esto es, la raiz
r= (a— b)/2a. Se deja como ejercicio para el lector verificar que en este caso la transformacién
¥ = x'v(x) lleva a la solucién general

y= Ci¥ + GxX'Inx, (x> 0)

0, de forma mas general,

y=Glx"+ Glxf'In|ly,  (x+#0)
CASO I Si (b — a)* < 4ac, entonces la ecuacion auxiliar tiene rafces complejas conjugadas:

g _ : el
T a—>b Bz.Mac (b—a

] d —
siendo o 95 ' 92

Las correspondientes potencias x” se pueden expresar en forma real de manera similar a la utili-
zada en el caso de ecuaciones con coeficientes constantes; tenemos

A = gletifinx — g@xinx(ong (B1n %) + fsen (1nx)]
= ¥*cos (fInx) + i¥sen(flnx)
De acuerdo con esto, la ecuacién de Euler tiene la solucién general

y = Glx[*cos (BIn|x]) + Cylx|*sen (BIn x|)

SEGTILE N Resuelva la ED ¥y’ — 3x/ + 13y =0.

Solucién La ED tlene como ecuacién auxiliar r{r — 1) — 3r+ 13 =0, es decir, ¥ —4r+ 13 =0,
cuyas raices son r = 2 + 3i, Por tanto, la ED tiene la solucién general

y= C¥cos(3In|x]) + Cp¥ sen(31n|x])

H
Ejercicios 17.5

Los ejercicios relacionados con la solucién de ecuaciones donde ‘ indica d/dt, y obtenga la solucién general de
lineales de segundo orden con coeficientes constantes y esta ED.
homogéneas se pueden encontrar al final de la Seccién 3.7, g Exprese la solucién general de la ED lineal con
Calcule soluciones generales de las ecuaciones coeficientes constantes cuya ecuacién auxiliar es
diferenciales de los Ejercicios 1-4. (F—r—2%F - 40%*=0,

Ly —4y +3=0 Calcule soluciones generales a las ecuaciones de Euler de

2 4 _ oy 0 g /94 oy 0 los Ejercicios 7-12.

*‘;_y}ﬂ'_ PR 7.2 —x) +y=0 & 2y — 3/ —3y=0
& +4 ey +4y +y=0 8 2y +x)—y=0 10. 2y — x/ + 5y=0

5. Demuestre que y = € es una solucién de . 2y +x=0 12 Xy + 3y +y=0
y'—2y —4y=0 +18 Resuelva la ED x’y""+xy — y=0 en el intervalo x> 0.
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WX J Ecuaciones lineales no homogéneas

Consideraremos ahora el problema de resolver la ecuacién diferencial de segundo orden no ho-
mogénea

dy

¢
200 5+ @) o+ 2y = )

Supondremos que se conocen dos soluciones independientes yi(x) e 2(x) de la ecuacién homo-
génea correspondiente

dty
a2+ a0 L+ alay=0

La funcién y,,(x} Cy(® + Gye(®), que es la solucién general de la ecuacién homogénea, se
denomina fumcién complementaria de 1a ecuacién no homogénea. El Teorema 2 de la Seccién
17.1 sugiere la solucién general de la ecuacién homogénea de la forma

Y=+ nw =30 + Gyl + Gl

donde y,(¥) es cualquier soluciin particular de la ecuacién no homogénea. Lo tinico que nece-
sitamos hacer es obtener una solucién de la ecuacién homogénea, y podremos escribir la solu-
cién general.

Existen dos métodos habituales para calcular una solucién particular y, de la ecuacién no ho-
mogénea (*):
1. El método de los coeficientes indeterminados.
2. El método de la variacién de pardmetros.

El primero de ellos a duras penas se puede llamar un método, simplemente realiza una hip6tesis
sobre la forma de la solucién como una suma de términos con coeficientes desconocidos y la
sustituye en la ecuacién para determinar los coeficientes, Este método funciona bien para ED
simples, especialmente aquellas con coeficientes constantes. La naturaleza de la hipétesis depen-
de del término no homogéneo f(x), pero puede verse también afectada por la solucién de la co-
rrespondiente ecuacién homogénea. Unos cuantos ejemplos ilustraran las ideas que intervienen,

IEZETEER Calcule la solucién general de y” + y — 2 = dx.

Solucion Como el término no homogéneo f(¥) = 4x es un polinomio de primer grado, «planteamos»
que se puede encontrar una soluci6n particular que sea también un polinomio. Por tanto, probamos

y=Ax+B y=A y=0
Sustituyendo estas expresiones en la ED dada obtenemos
0+A-2(Ax+ B =4x o
—@RA+4x+(A-2B =0

Fsta tltima ecuacién se cumplird para todo xsiempre que 24 +4 =0y A — 2B = 0. Por tanto, se requiere
que A= —2y B= —1; una soluci6n particular de la ED dada es

Yol = —2x—1

Puesto que la correspondiente ecuacién homogénea )’ + y —2y=0 tiene como funcién auxiliar
P+ r—2=0conraies r=1y r= —2, la ED dada tiene la solucion general

Y=y + Cie*+ Coe ™= —2x— 1+ Ce'+ Ge =
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CALCULO

m Calcule soluciones generales de las ecuaciones (donde ' indica d/dj
@ y' +4y=sent
(b) ' + 4y =sen (29,
() y' + 4y =sent+ sen(24).
Solucion
(a) Busquemos una soluci6n particular de la forma

y= Asent+ Beost de forma que

Y = Acost— Bsent

y'= —Asenf— Bcost

Sustituyendo estas expresiones en la ED y” + 4y = sen £, obtenemos
—Asent— Beost+ 4Asent + 4Bcos = senf

que se cumple para todo xsi 34 =1 y 3B= 0. Por tanto, A= 1/3y B= 0. Como la ecuacién homogé-
nea J' + 4y = 0 tiene la solucién general y = C, cos (2 + Cysen (24, la ecuacién no homogénea dada
tiene la solucién general

1
y= gsenrJr Cycos (26) + Csen(2)

(b) Motivados por nuestro éxito en el apartado (a), podriamas estar tentados de intentar una solucién parti-
cular de la forma y = Asen (2#) + Bcos (25, pero esto no funciona, porque esta funcién es una solucién
de la ecuacién homogénea, por lo que obtendriamos y’ + 4y = 0 para todo valor de A y B. En este
caso es Util probar

y= Atsen(21) + Brcos(2)
Tenemos
Y = Asen(2f) + 2Atcos(2f) + Bcos (21) — 2Btsen(21)
= (A —2Bfhsen(2f) + (B + 2A) cos (21
y'= —2Bsen(2#) + 2(A — 2B cos (2) + 2Acos (2)
— 2(B+ 2Ahsen(2)
= —4(B+ Afsen (24 + 4(A — Bfcos (24
Sustituyendo en y' + 4y = sen (2 llegamos a
—4(B+ Ahsen(2f) + 4(A — Bfcos(2/) + 4Atsen(21) + 4Btcos (29
=sen(2)
Obsérvese que los términos en los que aparece tsen (24 y fcos (24 se cancelan, y nos queda
—4Bsen(2) + 4Acos (28 = sen (29
que se cumple para todo x si A =0y B= —1/4, Por tanto, la solucién general del apartado (b) es

1
y= ~1 tcos (26 + Cycos(2) + Cosen(29)

() Como la ecuacién homogénea es la misma en los apartados (a), (b) y (), y el término no homogéneo
de la ecuacion (c) es la suma de los términos no homogéneos de las ecuaciones (a) y (b), la suma de
soluciones particulares de (a) y (b) es una solucién particular de (c) (esto es porque la ecuacién es fi-
neal). Por consiguiente, la solucion general de la ecuacién (c) es

1 1
y=gsenr—1mos{2r) + Cycos (20 + Cysen (2D
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Resumimos a continuacién las formas apropiadas de probar soluciones particulares de ecuacio-
nes con coeficientes constantes:

Soluciones de prueba para ecuaciones con coeficientes constantes
Sean A,(x), B,(¥) y P,(x) los polinomios de grado n

A =a+ax+alt+ - +ax
B =b,+ bx+ bx + -+ bx"

P00 = py+ px + ppX + oo + pX°
Para obtener una solucién particular y,(x) de la ED de segundo orden lineal con coefi-
clentes constantes y no homogénea

d
az@y+a1%+a:y=f(x}

se utilizan las siguientes formas:
Si f(x} = P,(»), intente y, = X"A(x).
Si f(¥) = P,(n)e™ intente y, = x"A (x)e™.

St f(x) = Py(x)e™cos (kv), intente y, = x"¢[A,(x) cos (k) + B,(x) sen (k].
Si f(x) = F,(x)e™sen (kx), intente y, = x"¢™*[A,(x) cos (k) + B,(x) sen (ky)],

siendo m el minimo de los enteras 0, 1 y 2, que asegura que ningtin término de y, es una
solucién de la correspondiente ecuacién homogénea

dy dy
32§+ala+ ay=20

Resonancia
Para 4 >0, 4 # 1, la solucién y,(# del problema de valor inicial
¥ + y=sen (49
HO)=0
Yy =1

se puede determinar buscando en primer lugar una solucién particular de la ED con la forma
y= Asen (49, y después sumando la funcién complementaria y = Bcost + Csen t. Los clculos
producen A= 1/(1— 1%, B=0, C=(1 — A — 4%/(1 — A9, por lo que
sen (A + (1 — 4 — A% sent
.}ﬁ( = 1= AZ

Para A =1 el término no homogéneo de la ED es una solucién de la ecuacion homogénea
¥+ y=0, por lo que debemos probar una solucién particular de la forma y= Atcos t+ Btsen t.
En este caso, la solucién del problema de valor inicial es

3sent — tcost
Al =————

Esta solucién también se puede obtener calculando lim,_,; y;(# mediante la Regla de 1'Hépital.
Obsérvese que esta solucién es no acotada; la amplitud de las oscilaciones se hace cada vez
mayor cuando ¢ crece. Por el contrario, las soluciones y;(f) para 4 # 1 estan acotadas para todo ¢,
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40

30

20

aunque pueden ser muy grandes para algunos valores de ¢ si A estd cerca de 1. La Figura 17.4
muestra las graficas de las soluciones ju0(8), Joos(f) € y1 () en el intervalo —10 < ¢ < 100,

El fenémeno que se ilustra aqui se denomina resomameia 1.os sistemas mecédnicos vibrantes
tienen frecuencias naturales de vibracién. Si intentamos forzarlos para que vibren a frecuencias
diferentes, la amplitud de las vibraciones variar4 sinusoidalmente con el tiempo produciendo un
efecto que se denomina batides. 1.as amplitud de los batidos puede llegar a ser muy grande, y el
periodo de los batidos crece a medida que las frecuencias a las que se fuerza la vibracién se
acercan a la frecuencia natural del sistema. Si el sistema no tiene atenuacion resistiva (el ilustra-
do aqui no la tiene), entonces las vibraciones forzadas a la frecuencia natural hardn que el siste-
ma vibre con amplitudes siempre crecientes,

Por poner un ejemplo concreto, si empujamos a un nifio en un columpio, se elevara cada vez
més si empujamos con una frecuencia igual a la frecuencia natural del columpio. La resonancia
se utiliza en el disefio de los circuitos de sintonfa de las radios; el circuito se sintoniza (general-
mente mediante un condensador variable) de forma que su frecuencia natural de oscilacién sea la
frecuencia de la estacion que se estd sintonizando. El circuito responde entonces mucho mas
fuertemente a la sefial recibida de esa estacién que a otras sefiales en diferentes frecuencias.

() ﬂ p
Y o5(t) ﬂ

Figura 17.4 Resonancia,

Variacion de pardmetros

Un método més formal para calcular una solucién particular y,(x) de una ecuacién no homogé-
nea cuando conocemos dos soluciones independientes, y;(x) y (%), de la ecuacién homogénea

es sustituir las constantes en la funcién complementaria por funciones, es decir, buscar y, de la
forma

Yo = (01 (0) + (X y(x)

Al requerir que y, cumpla la ED no homogénea dada se obtiene una ecuacién que debe ser satis-
fecha por las dos funciones desconocidas u; y tb. Somos libres de requerir que cumplan también
una segunda ecuacién, Para simplificar los cdlculos posteriores, escogeremos esta segunda ecua-
cién como

Dy (0 + w0 y(x) = 0

Yo = U Tyt wmy, T by,

Ahora tenemos
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Sustituyendo estas expresiones en la ED dada obtenemos

a ULy, + ways) + way + ay, + ay) + wlays + ayh + a)
= a () + hys) = f(¥)

dado que y; e y» cumplen la ecuacién homogénea. Por tanto, u} y t, cumplen la pareja de ecua-
ciones

th(Dy1(0) + tp(Hye(0 =0

f(x)
YR + (e = —
a,(x)
Podemos resolver estas dos ecuaciones obteniendo las funciones desconocidas u} y u; aplicando
la Regla de Cramer (Teorema 5 de la Secci6én 10.6), o de cualquier otra forma, para obtener

o B0 By

W a0 WMy a9

donde W(x), denominado wromskiame de y, e y,, es el determinante
_|n@ rnH
= 1hw

Entonces, i y tp se pueden obtener por integracion,

IEEETEER Calcule la solucién general de y” — 3y + 2y = 4x

Solucion Resolvemos primero la ecuacién homogénea y' — 3y + 2y =0, cuya ecuacién auxiliar es
F —3r+2=0, conraices r= 1y r= 2 Portanto, y; = €' e y» = ¢ son dos soluciones independientes
de la ecuacién homogénea, y la funcién complementaria es

Yn= Ciet + Cgez"
Se puede encontrar una soluci6n particular y,(x) de la ecuacién no homogénea de la forma
Vo= h(DE + u(n e
donde u; y u, cumplen
the* + 2% = 4x
the" + he =0
Resolvemos estas ecuaciones lineales obteniendo 1 y w7 y después integramas, con lo que resulta
th=—4xe * = dxe %
h=4x+1e* w=—02x+ e ™

Entonces, y, = 4x + 4 — (2x + 1) = 2x+ 3 es una soluci6n particular de la ecuacién no homogénea, y la
solucién general es

y=2x+3+ Ce'+ Ge* a

Observacion Este método para resolver la ecuacién no homogénea se denomina método de
variacdién de pardmetros Fs completamente general y se aplica a ecuaciones de orden superior
en la forma razonable, pero es algo dificil computacionalmente hablando, Podriamos haber obte-
nido y, de forma mas facil si hubiéramos «adivinado» que serfa de la forma y, = Ax + B, y sus-
tituido entonces en la ecuacién diferencial para obtener

—3A+ 2(Ax+ B) = 4x
0 2Ax + (2B — 34) = 4x
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La tinica forma en la que esta tltima ecuacién se puede cumplir para todo xes que 24A=4y
2B—3A=0,esdecir, A=2y B=3,

Célculos con Maple

Maple dispone de una rutina dsolve para resolver (algunas) ecuaciones diferenciales y proble-
mas de valor inicial. Esta rutina toma una ED como entrada y, si se desea, condiciones iniciales
para la misma, Tustraremos el procedimiento para la ecuacién y* + 2y + 5y = 25¢ + 20 (supo-
niendo que la variable independiente es 4:
> DE := (D@E2) (y) (t) +2*D(y) (t) +5%y(t) =25*%t +20;

DE:= DP()(8 + 2D (D + 5p(0 = 25t + 20
> dsolve (DE, y(t}) ;

A =e"Psen (20_C2 + € 7P cos(24_C1 + 2 + 5¢

Nétese el uso que hace Maple de _C1 y _C2 para indicar constantes arbitrarias, En el caso de un

problema de valor inicial suministraremos a dsolve la ED y sus condiciones iniciales en forma
de una lista de argumentos encerrados entre corchetes o Ilaves:

> dsolwve ([DE, y{(0)=3, D(y) (0)=-21, y(t}) ;
= —3e""sen (20 + & ?cos (20 + 2 + 5t

Podriamos pensar que esta salida indica que y ha sido definida como funcién de ¢ de forma que
se puede tener un valor, por ejemplo para y(1), proporcionando la entrada evalf (y(1)). Pero
esto no funciona, De hecho, 1a salida de dsolve es simplemente una ecuacién tal que su miem-
bro izquierdo es el simbolo y{f). Podemos, sin embargo, utilizar esta salida para definir y como
funcién de ¢ como sigue:
> y :=unapply(op(2, %}, t} ;

yi=1t— —3e"%sen (26) + & ?cos (28 + 2 + 5t
op(2, %) en el comando unapply se refiere al segundo operando del resultado anterior (es

decir, el miembro derecho de la ecuacién de salida de dsolve). unapply (£, t) convierte una
expresion £ en una funcién de £ Para confirmar:

> evalf(y(l)) ;
5.843372646

Ejercicios 17.6

13 Repita el Ejercicio 3 utilizando el método de variacién

Calcule soluciones generales de las ecuaciones no
homogéneas de los Ejercicios 1-12 por el método de los
coeficientes indeterminados,

Ly +y—2y=1
8y +y—2y=e*
5y +2y + 5y =#
7.y —y—6y=e ™ & y+iy+4y=e ¥
9 y' +2y+2y=esenx 1Q y'+2y+2y=e *senx
. y'+y=4+2x+e™ 12 y'+2y + y=x""

Ry+y—-2y=x
4 y+y—-2y=¢€
&y +4y=%

de pardmetros,

14 Repita el Ejercicio 4 utilizando el método de variacién
de pardmetros,

15. Obtenga una solucién ular de la forma y = Ax* de
la ecuacion de Euler ¥*y" + xy — y= ¥, y calcule a
partir de aqui la solucién general de esta ecuacién en el
intervalo (0, o),

16 ;Para qué valores de rse puede resolver la ecuacién
de Euler ¥’y + xy — y= X" por el método del



Ejercicio 157 Obtenga una soluci6n particular para
cada uno de esos valores de r.

17. Intente plantear la forma de una soluci6én particular de
£y’ + xy — y= x,y a partir de aqui obtener la

solucién general de esta ecuacién en el intervalo (0, oo).

18 Utilice el método de variacién de pardmetros para
resolver ¥y" + xy — y=x.
19. Considere la ecuaci6n lineal no homogénea
Ay —(2x+ Ay +2+y=x

Utilice el hecho de que y;1(%) = xe 3 (x) = x¢" son
soluciones independientes de la correspondiente
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ecuacién homogénea (véase el Ejercicio 5 de la
Seccién 17.4) para obtener la solucién general de esta
ecuacién no homogénea.

20. Considere la ecuacion de Bessel no homogénea

fy’+g'+(f—é)y=xm

Utilice el hecho de que y;(0) = x Zcosxe

y2(® = x~ " sen x son soluciones independientes de la
correspondiente ecuacién homogénea (véase el
Ejercicio 6 de la Seccién 17.4) para obtener la solucién
general de esta ecuacién no homogénea,

kB Soluciones de ecuaciones diferenciales basadas en series

En la Seccién 17.5 presentamos un procedimiento para resolver ecuaciones diferenciales lineales
de segundo orden con coeficientes constantes y homogéneas:

ay'+ by +cy=0
y ecuaciones de Euler de la forma
aty'+ bxy + cy=0
Muchas de las ecuaciones diferenciales homogéneas lineales y de segundo orden que surgen en
las aplicaciones no tienen coeficientes constantes, y no son del tipo de Euler. Si las funciones
coeficiente de dichas ecuaciones son suficientemente bien comportadas, a menudo se pueden ob-
tener soluciones en forma de series de potencias (series de Taylor). Estas series solucién se utili-
zan frecuentemente para definir nuevas funciones, cuyas propiedades se deducen parcialmente
del hecho de que son la solucién de ecuaciones diferenciales particulares. Por ejemplo, las fun-

ciones de Bessel de orden v se definen como ciertas soluciones basadas en series de la ecuacién
diferencial de Bessel

Y +xy+ (- vVA)y=0
Las soluciones basadas en series de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden homogé-

neas se obtienen més facilmente cerca de un pumto erdimario de la ecuacion. Un punto ordina-
rio es un punto x = a tal que la ecuacién se puede expresar en la forma

V' +pwy +q@y=0
donde las funciones p(x) y g(x) son amaliticas en x = a (recuérdese que una funcién f es analiti-

caenx= asi f(x) se puede expresar como la suma de su desarrollo de Taylor en serie de poten-
clas de x — a en un intervalo de radio positivo centrado en x = a), Por tanto, asumimos

P =Y plx—a”

n=0

qn = ¥ - a”
donde ambas series convergen en algin intervalo de la forma a — R < x < a+ R Frecuente-
mente p(x) y g(x) son polinomios y, por tanto, son funciones analiticas en todas partes. Un cam-
bio de la variable independiente ¢ = x — a situaré el punto x= a en el origen £ = 0, por lo que
podemos asumir que a = 0,



