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Introducere

Lucrarea de fata reprezinta cea de-a doua parte a cursului (cu acelagi titlu)
pe care autorul il preda, de mai multi ani, la sectia Fconomia si Gestiunea
Produselor Agroalimentare de la Facultatea de Stiinte Economice a Univer-
sitatii 7 ALIL.Cuza” lagi. Materialul prezentat este impartit in trei capitole
(numerotate in continuarea celorlalte trei ale primei parti). Capitolul al pa-
trulea este consacrat Analizei. Se trateaza astfel probleme legate de giruri
si serii, limite si continuitate, derivate partiale, formule de medie, serii de
puteri,integrale,functii speciale, si alte aspecte conexe. Capitolul al cincilea
are ca domenii de preocupari functiile convexe/concave, extremele libere,
functiile implicite si extremele conditionate. In fine, capitolul sase trateaza
unele chestiuni de teoria sistemelor dinamice: giruri recurente, programare
dinamica, ecuatii diferentiale si gestiunea stocurilor.

Conceptia generala a lucrarii de fata este aceeasi ca si la prima parte.
Astfel, in functie de importanta temei, unele demonstratii au fost prezentate
complet, iar altele doar schitat; dar, in orice caz, toate acestea au fost ilus-
trate cu exemple numerice concrete — si, la nevoie, cu interpretari economice
— care sa ajute la o mai buna intelegere a temei tratate. Tot in acest scop au
fost redactate si exercitiile de la sfarsitul fiecarui paragraf. Relativ la limba-
jul si notatiile folosite, s-a urmarit ca acestea sa fie cat mai apropiate de cele
standard. In fine, din bogata bibliografie existenta, s-au ales doar titlurile
cele mai accesibile, pentru un cititor de specialitate economica.

Autorul



Capitolul 4

Complemente de analiza

4.1 Structuri de convergenta
pe spatii finit dimensionale

4.1.1 Siruri numerice convergente/divergente
Fie x un numar real arbitrar. Numim vecinatate a acestui numar
(D1) orice interval deschis care contine punctul x,

(D2) orice submultime care include un interval de forma descrisa.

Familia tuturor vecinatatilor numarului = se va nota V(z). De exemplu, daca
x = 2, multimea A = (—1,5) este o vecinatate a acestui punct. De asemenea,
B = [0, 00) este tot o vecinatate a punctului considerat; deoarece, de pilda,

B D (0,3) = interval deschis care contine punctul 2.
In particular, toate intervalele centrate in x de forma
S(z,e) =(r—e,x+¢€), €¢>0

sunt vecinatati ale lui . Mentionam cu aceasta ocazie proprietatea:

(P1) oricare ar fi V' € V(x) exista e > 0 cu V 2 S(z,¢)
(orice vecinatate include o asemenea vecinatate simetrica).

Fie (z,) un gir de numere reale. Zicem ca acesta converge catre limita x
(si scriem z, — x sau lim z, = z) daca

n—oo
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(D3) pentru orice vecinatate V' € V(x) exista un rang n(V)
asa ca x, € V, oricare ar fi rangul n > n(V).

Adica: inafara oricarei vecinatati se afla doar un numar finit de termeni ai
sirului. O forma echivalenta de scriere a definitiei este prin utilizarea vecina-
tatilor simetrice. Anume, zicem ca (x,) converge catre limita x daca pentru
orice € > 0 exista un rang n(e) sa ca

n>nle) =z, € (r —e,xr+¢) (adica |z, — x| < ¢).

Prin definitie sirul (z,) se va numi convergent daca are o limita. (S& notam
ca limita respectiva este neaparat unica.) In caz contrar, sirul (x,) se va zice
divergent. Cu privire la acest aspect, vom mai face o completare utila. Intro-
ducem doua elemente,(400) si (—00), exterioare multimii R, prin intermediul
vecinatatilor acestora.Mai precis, si numim vecinatate a lui (+00)

(i) orice interval de forma (a,+o0) cu a € R,
(ii) orice submultime a lui R ce include un asemenea interval.

Multimea tuturor vecinatatilor lui (+00) se va nota V(4o00). Analog, se
introduc vecinatatile lui (—oo); multimea lor o vom nota corespunzator cu
V(—00). Vom zice acum ca sirul (z,) are ca limita (+o00) (si scriem z,, —
+00 sau lim z, = +00) daca conditia (D3) are loc cu = +00; analog se
prezinta cazul limitei (—oo). Numim atunci sir generalizat convergent orice
sir care este fie convergent (propriu), fie divergent dar cu limita unul din
simbolurile (+00) sau (—o0).
Zicem ca sirul (z,,) este de tip Cauchy (sau fundamental) daca

oricare ar fi € > 0 exista un rang n(ec) asa incat
(D4) . : b
oricare ar fi n > n(e) si p > 1 sd avem |z,4, — x,| < €.

Adica: de la un rang suficient de mare incolo, distanta dintre doi termeni ai
sirului devine oricat de mica. Un rezultat important este aici

Teorema 4.1.1 Un sir de numere reale este convergent daca $i numai daca
are proprietatea Cauchy (sau, altfel spus, este fundamental).

Nu dam demonstratia acestui fapt; ne multumim doar sa semnalam ca
un mod echivalent de scriere a concluziei este
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(P2) multimea numerelor reale R este completa.

Fie (x,) un gir de numere reale. Dat girul de ranguri
ki <ky<-+o<kp<--- (deci k, — 00)
putem construi un nou sir de numere reale (y,) prin conventia

Y1 = Ty Y2 = Thgy ooy Yn = Ly y ooe -
Numim acesta un subgir al sirului initial (x,). Avem acum
(P3) x, — x = y, — « pentru orice subsir (y,) al lui (z,).

Deci, in particular, orice subgir al unui sir generalizat convergent este si el
generalizat convergent, cu aceeasi limita. Reciproca acestei afirmatii este, de
asemenea, valabila. Deci, un gir cu proprietatea ca doua subsiruri ale sale
converg la limite distincte este in mod necesar divergent.

Exemplu. Fie dat sirul de numere reale

T = (—1)" + RLH n=1,2 .

Sa analizam subsirul termenilor pari si, respectiv, impari

xzn:1+22” : deci lim x5, =141 =2,
n+1 n—00
Topt1 = —1+ 3215, deci nh_)rgo Topr1 = —1+1=0.

Cum limitele obtinute sunt distincte, sirul (x,,) diverge.
Calculele cu sirurile generalizat convergente sunt cuprinse in urmatorul
rezultat (dat fara demonstratie).

Teorema 4.1.2 Fie (z,) $i (y,) doud siruri generalizat convergente si fie
x = nhl& Ty Y = nh_)rgo Yn- Atunci,

(P4) nhrglo(xn +yn) = x +y, cu exceptia cazului 00 — 00

(P5) nlingo(.rnyn) = xy, cu exceptia cazului 0 - 0o

818

n _ .0
(P6) lim (x) = f} cu exceptia cazurilor 0
Yy

= \ Yn



4 Mihai Turinici

(P7) lim (z,)"" = 2Y, cu exceptlia cazurilor co®, 0°, 1.

n—oo

De asemenea, mai avem valabila implicatia

(P8) x, < yp, Yn =2z < y.
O clasa importanta de giruri generalizat convergente este data de

Teorema 4.1.3 Orice sir monoton este generalizat convergent. Mai exact,
un astfel de sir este

(a) convergent (propriu) in caz de marginire,

(b) cu limita (+00) (respectiv, (—o0)) in caz de nemdrginire superioard
(respectiv, inferioard).

Un exemplu standard de acest tip este furnizat de girul

1 n
:L‘n=<1+> ,n=12 .
n

Se arata relativ simplu ca (x,) este monoton crescator i marginit. Deci,
obligatoriu, (z,) converge. Notam

n—oo

1 n
(D5) lim (1 + ) =e¢ (numarul lui Euler).
n

Numarul e apare ca irational, cu valoarea cuprinsa in intervalul (2,3); mai
exact, e & 2, 71. Se poate demonstra implicatia (utila in practica)

lim u, = 0= lim (1 +u,)"" =e.

n—oo n—oo

Mai adaugam, la cele de mai sus, urmatoarele strategii de lucru pentru sta-
bilirea convergentei si limitei unui gir:

(A) Principiul incadrarii: daca (z,) si (y,) sunt (generalizat) convergente
cu aceeagi limita ¢, atunci orice sir (z,) cu z,, < 2z, < Yy, Vn, este de asemenea
(generalizat) convergent cu lim z, = /.

n—oo

In particular, de aici rezulta implicatia

(P9) x, — 0, (y,) = marginit = z,y, — 0.
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Intr-adevir, nu avem decat si tinem cont de
_/~L|xn| S TnlYn S :u’xn’a n = ]-7 27 st

unde p este o bariera superioara a sirului (|y,|).

(B) Principiul lui Stolz: Daca (y,) este un sir strict crescator cu limita
(+00), atunci (dat inca un sir (x,))
T, . Tpt1 — In

lim — = lim

, daca limita dreapta exista.
T Yn T Yntl — YUn

In particular, de aici rezulta implicatia

. T+t : Cope ¢
(P10) lim ————"" — lim ,, daca limita dreapti exista

n—00 n n—00

si, de asemenea, ((z,) fiind un sir strict pozitiv)

. " T mn—i—l VN . o . 4 v
(P11) dim {/z, = lim = daca limita dreapta exista.
Pentru verificare, se scrie /x, = ew lnan si se aplica (B). Un exemplu de
aplicare a acestei reguli este

lim ¢ = lim L 1)

n—oo n—oo n

(C) Principiul lui Téplitz: Fie data matricea triunghiulara infinita

t11
21,122

ale carei elemente satisfac la conditiile

(C1) tpm — 0 cand n — oo, pentru orice m
(sirurile formate pe coloane au limita zero)

(C2) |tpa] + -+ |tan| < p, pentru toti n
(sumele modulelor elementelor de pe linii sunt marginite)

(C3) tp1 + -+ tpy — 1 pentru n — oo.
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Atunci (pentru girul (z,,) dat)

lim (t21 + -+ - + tymx,) = lim x,,
n—00 n—00
daca limita din dreapta exista si este finita.

In particular, de aici rezulta implicatia

-Tn_>07 yn_>0a |y1’++|yn| S,ua vna
(P12) . B
— lim (2190 + - + 20y1) = 0.

Pentru aceasta va fi suficient sa punem

tom = Yn—m+1, n=1,2,...; 1 <m < n.

4.1.2 Serii numerice.
Concepte si rezultate de baza

Fie (u,) un sir de numere reale. Numim serie numerica de termen general
Uy, simbolul

(D1) uy +us+--- 4+ u, +--- (notat gi prin Zun sau Zun)

n=1 n

Semnificatia acestuia este legata de conceptele anterior introduse pentru
siruri. Mai exact, sa construim sirul de semne partiale

S1 =UL,S2 = U] T+ Uy ..., Sy = UL+ =+ + Upy .o -

Dacé (s,) este convergent,atunci prin definitie spunem ca seria » u, con-
n

o0
verge; iar s = lim s, se va numi suma seriei §i scriem s = Z Uy, (Aceasta
n—oo
n=1

inseamna ca multimea termenilor sirului (u,) poate fi adunata). Daca (s,)
este divergent,atunci prin definitie seria Z u, diverge; adica,nu putem aduna

multimea de termeni ai sirului (u,,).
Din aceste consideratii rezulta urmatoarele probleme de baza care se pun
in studiul seriilor

(a) stabilirea naturii seriei (convergenta sau divergenta),

(b) stabilirea sumei seriei (in caz de convergenta).
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In ce priveste prima problema, avem urmatorul rezultat de principiu (nu-
mit 7 Criteriul de convergenta Cauchy”).

Teorema 4.1.4 Seria Zun este convergenta daca si numai daca

n
pentru orice € > 0 exista un rang n(e) cu proprietatea

(PC) n>n(e), pe N = |upt1 + -+ + Ungp| < €.

Desigur, aceasta nu inseamna nimic altceva decat caracterizarea de tip
Cauchy a girului sumelor partiale (s,) (vezi Teorema 4.1.1). In particular,
pentru p = 1 deducem implicatia
(P1) > u, = convergentd => lim u,, = 0.

n—oo
n

(Termenul general al unei serii convergente tinde la zero.)

Criteriul de convergenta stabilit anterior este in general, greu aplicabil
direct; dar, metodologic, el are o importanta deosebita in stabilirea unor
criterii de convergenta cu valoare practica mai mare. Vom exemplifica aceasta
mai intai pe seriile cu termeni pozitivi; iar apoi vom trece la cazul general.

Relativ la cea de-a doua problema, se cunosc putine clase de serii la care
se poate calcula suma. Una dintre acestea este cuprinsa in urmatorul

Exemplu. Sa se studieze seria (geometrica)
an:1+q+q2+...+q"+...
n=0
Aici ¢ este un numar real fixat. Dam deoparte cazul ¢ = 1 cand
sp =n+1, Vn (si deci seria diverge).
Avem atunci (pentru g # 1)

1 — a2 1 — gntl
q ,...,sn:1+q+---+q”:7q,...
1—q l—gq

so=1,81=14qg=

Din studiul convergentei sirului (¢") rezulta discutia:

(i) daca |q| < 1, sirul (s,) converge, cu lim s, = %—q ; si, deci, seria
o0
. 0
geometrica converge, cu Zq =1
n=0
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(ii) daca |g| > 1, sirul (s,) este divergent; ca atare, seria geometrica este
si ea divergenta.

Vom mai avea ocazia sa indicam si alte situatii de acest fel; dar, dupa
cum s-a spus deja, ele sunt relativ restranse.

(A) S& ne ocupam In continuare de seriile » _u, cu
n

(C1) uw, >0, pentrun=1,2,...

incepem prin a observa ca sirul (s,) al sumelor partiale este monoton cres-
cator. Deci, o asemenea serie este

— convergenta daca (s,) este marginit,

— divergenta daca (s,) este nemarginit.
Aceasta simpla caracterizare a naturii seriilor cu termeni pozitivi este de efect
in unele cazuri concrete, dupa cum arata si urmatorul

Exemplu. Sa studiem seria (armonica)

1
70[:1_}_74_...4_7_’_...

& 1 1
nz::l n 2¢ ne

Aici, a este un numar real arbitrar fixat. Pentru analiza acesteia, vom porni
de la anumite subsiruri ale girului sumelor partiale

1 1 1
Sl:1’32:1+27a7“"8n:1+27a+...+ﬁ

g e

Sa admitem ca o > 1. Notam ¢ = 2(1%1; deci 0 < ¢ < 1. Avem

........................................................... éﬁLl

1 1 1 —
(277,71)04 + (271,71_;'_1)& + e + (271_1)04 S (271,71)04 - q

De aici deducem

Sery S1tqg+- 4 g =
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Ca atare, sirul sumelor partiale al seriei este marginit; gi, astfel, seria in
chestiune converge. Sa luam in discutie cazul o < 1. Avem

1 1 on—1 on—1 1
(2n71+1)o¢ _|— . + (2n)o¢ Z (271,)04 Z on == 5
Se obtine de aici
(n ori)
—_—~
1 1 n+2
8(2n)21+§++§: 2 ,n:1,2,....

Cu alte cuvinte, girul sumelor partiale ale seriei este nemarginit; ceea ce
inseamna ca seria in chestiune este divergenta.

Concluziile obtinute se dovedesc utile pentru criterii de convergenta re-
lative (la care, cunoagterea naturii unei serii se obtine prin comparatie cu o
alta serie, cunoscuta). Un asemenea criteriu este continut in

Teorema 4.1.5 Fie Zun St Zvn doua serii cu termeni pozitivi, pentru
n

care (cu o, 3> 0)
(C2) exista un rang k, aga incat au, < fv,, Yn > k.
Au loc atunci implicatiile

(i) v, convergentd => > u, convergentd

n n

(i) > u, divergentd =Y v, divergentd.
n n

In particular, conditia (C2) are loc daca

. L v
(C3) exista un rang k, asa incat il < L gy > k.
Unp, Up,
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Demonstratie. Partea intaia este clara, din compararea sirurilor sumelor
partiale asociate. Pentru partea a doua, nu avem decat sa observam ca, prin
inmultiri succesive ale relatiilor din (C2), rezulta

un

— < —, pentru orice n > k;
ug Uk

iar,de aici, concluzia este clara. |

Sa notam ca de aici mai avem si implicatia

(P2) 0 < lim 2 < 0o = Zun si Zvn au aceeagi natura.

n—oo g,

Exemplu. Sa se studieze natura seriei Z - Vom compara aceasta

nyvn + 1

cu seria Z \/_ Z 3/2 care este convergenta («a = % > 1). Facem limita

raportulul termenilor generali

1

lim — = lim ™21 — lim =1¢€(0,00).
n—oo ), n—o0 s n—oo \l n 4+ 1

Cu cele spuse anterior, cele doua serii au aceeagi natura; deci, seria in
chestiune este convergenta.

Vom completa aceste consideratii cu criterii de convergenta absolute (care,
din analiza doar a termenilor seriei sa dea raspunsul privind natura acesteia).
Avem 1n acest sens

Teorema 4.1.6 Fie Zun o0 serie cu termeni pozitivi pentru care,fie

(C4) exista A = lim Untl (0 <A< )

n—oo un
fie ca (independent de aceasta)
(Ch) exista A\ = im (0 <A< ).

Atunci,daca X\ < 1, seria converge ,iar daca X\ > 1, seria diverge.
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Demonstratie. Vom studia numai cazul descris de (C4). Fie A < 1; exista
e >0cuqg=\+¢e < 1. Conform definitiei limitei, se poate gasi rangul
k =n(e), aga ca

Un+1

<qg=-—r, Vnz=k;

Un q"
si cum Z q" converge, seria Z u, de asemenea converge, in baza rezultatului
n n
precedent. Cazul A\ > 1 se analizeaza in acelagi mod. |

Prin conventie, partea intaia a acestei teoreme alcatuieste ceea ce se
cheama criteriul raportului (d’Alembert), iar partea a doua, criteriul raddaci-
nii (Cauchy).

o . .. "
Exemplu. Sa se studieze natura seriei Z — unde x > 0 este un parametru.
n!
n

Aplicam criteriul raportului

$'n,+l
. Un+1 . +1)! . X
lim /= = lim (nmn) = lim =0<1.

Seria in discutie este deci convergenta, pentru oricare x > 0.

Sa observam ca, pentru A = 1, teorema precedenta nu ne arata ce se
intampla cu seria. Spunem ca suntem intr-un caz de nedeterminare. Intr-o
asemenea situatie, pentru a decide asupra naturii seriei, este nevoie de criterii
mai fine. Unul dintre acestea este asa—numitul criteriu Raabe—Duhamel:

Teorema 4.1.7 Fie Zun 0 serie cu terment pozitivi, pentru care
n

(C6) existd pp = lim n( tn —1) (0 < p < o0).

Atunci,daca p > 1, seria converge, iar daca pu < 1, seria diverge.

Demonstratie. Sa admitem p > 1; exista ¢ > 0 cu ¢ = p— ¢ > 1. Conform
definitiei limitei,se poate gasi rangul k = n(e) asa incat

n( fn —1>2q, vn > k;

Un+1
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sau, echivalent,
nu, — (n 4+ Duper > (@ — Vg, Vn > k.

Fara a restrange din generalitate, putem lua k = 1. Scriem succesiv primele
n inegalitati si apoi le adunam. Obtinem astfel relatiile

up > (q— D(ug + -+ +uy,), ¥n > 1.

Adica, girul sumelor partiale al seriei Z u, este marginit, ceea ce inseamna
n
ca seria converge. Cazul p < 1 se studiaza analog. |

Ca mai inainte, avem si aici caz de nedeterminare (u = 1). Atunci, se
pune problema obtinerii de alte criterii mai fine, etc. Cele spuse pana acum
sunt totusi operante in destule situatii concrete.
3--2n-1) 1
2:4---(2n) 2n+1
deocamdata raportul a doi termeni consecutivi

- Evaluam

1
Exemplu. Sa se studieze natura seriei Z
n

13-(2n—1)@n+1) 1
Upt+1  ~24-(2n)(2n+2) 2043 (2n + 1)?

T T 13-(2n-1) 1
Un o) Bl (2n +2)(2n +3)

. u
In felul acesta, lim ntl - 1; adica, criteriul raportului nu este operant

n—oo uTL

( caz de nedeterminare). Sa aplicam criteriul Raabe-Duhamel:

hmﬂ%—gzﬂmwﬁﬂ@@_gz

n—oo Un+1 n—oo (2n+1)2

_ iy 6n%+5n 3
= Gy T2 >

Seria noastra este deci convergenta.

(B) Trecem acum la studiul seriilor cu termeni oarecare. Incepem cu
urmatorul criteriu de comparatie (datorat lui Weierstrass).

Teorema 4.1.8 Fie Zun o0 serie cu termenii oarecare pentru care
n

(CT) |uy| < By, pentru orice n.

Daca seria (cu termeni pozitivi) Z B, este convergenta, atunci si seria Z Up,
n n

este convergenta.
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Demonstratie. Se foloseste criteriul de convergenta Cauchy. |
xn
Exemplu. Sa se studieze seria Z — unde x € R. Avem
— n!

n xTL
§|n"7 n=20,1,..

X

nl

n

. o ||
Cum seria cu termeni pozitivi Z —~ converge (a se vedea un exemplu an-
n:
n

terior), va rezulta ca si seria initiala converge, oricare ar fi z € R.
In particular, seria Y u, converge dacd seria modulilor > |u,| converge.

n n
(Vom numi seria initiala, absolut convergenta in acest caz.) Cu alte cuvinte,
(P3) orice serie absolut convergenta este convergenta.
Mentionam ca, astfel de serii au proprietatile importante:

(i) asociativitatea: in orice mod am grupa termenii, rezultatul sumarii
acestor fragmente de serie este acelagi;

(ii) comutativitatea: in orice ordine am suma termenii, rezultatul este acelasi.

Ne intereseaza in continuare studiul acelor serii Z u, pentru care tehnicile

n
anterioare nu sunt aplicabile. O modalitate utila de abordare a lor este
furnizata de asa—numitul criteriu al lui Abel:

Teorema 4.1.9 Fie data seria Z AUy, Tn care
n

(C8) sirul sumelor partiale ale seriei Z An este marginit
n

(C9) (v,) este un gir monoton convergent la zero.

Atunci, obligatoriu Z)\nvn converge.

Demonstratie. Sa notam

On=M~+-+\, n>1(deci \, =0, — 0,1, V0 >2).
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Ipoteza (C8) ne spune ca (0,,) este marginit; deci
exista M > 0 aga ca |o,| < M, pentru toti n.

Fie n > 1, p > 1 numere naturale arbitrare deocamdata. Avem evaluarile
(cu (v,) descrescator, de pilda)

p p

|Z)‘n+hvn+h| = |Z(0n+h - Un—&-h—l)”n—&-h‘ =
h=1 h=1
p—1
= | — OpUnt1 + OpgpUnip + Zan+k;<vn+k - Un—&—k-!—l)’ <
k‘;ll
<onl[vnta| + [Ontplonip| + Z|0n+k|(vn+k — Untht1) <
pe1 k=1
< M(Jvnga] + [vnap| + Z(Un-i-k = Ungiy1)) < 2M([vpsa| + |vngy|)-
k=1

Conform ipotezei (C9), rezulta ca, dat € > 0, exista un rang n(e) cu
n>n(e) = |v,| <e/2M (deci |vn4p| < e/2M).

Ca atare, criteriul Cauchy se verifica pentru seria noastra si concluzia reiese
(cu Teorema 4.1.4). ]

) . I .
Exemplu. S& se studieze seria »  —sin(nz) unde z este un parametru.
n
Criteriul comparatiei nu se poate aplica deoarece acesta revine la

) n:1727

1
]nsm(nx)| =

1
cu seria de comparatie Z —, divergenta. Aplicam criteriul Abel cu
n
n

Ap = sin(nx), v, = —, n=1,2,...
n
Avem (conform unor formule cunoscute)
cos & — cos(nx + % 1
A+ 4 M| = 2 ( :) < n=1,..

2sin § = |sing|’
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(Desigur, aceasta cere x # 2kmw, k € Z, ceea ce si presupunem.) Pe de
alta parte, (v,) este monoton descrescator si convergent la zero. Pe baza
criteriului mentionat se deduce atunci ca seria noastra converge.

In particular, conditia de mérginire (C8) are loc cand

n .
An=(=1", n=12 .
adicd, atunci cand seria in discutie devine » (—1)"v,. (O asemenea serie
n

se zice alternantd.) Ajungem atunci sa formulam aga—numitul criteriu de
convergenta Leibniz pentru aceste serii:

( seria alternantd » _(—1)"v, converge de fiecare datd cand

P4

n
(v,) este monoton gi convergent la zero.

1
Exemplu. Seria alternanta Z(—l)”— satisface conditiile precedente; deci,
n
n
ea este convergenta.

Sa observam ca pentru seria din acest exemplu, seria modulilor (adica

1 .
Z —) diverge; o serie cu aceasta proprietate se zice semiconvergentda. Notam
n
n
ca in acest caz, nici una din proprietatile mentionate la cazul seriilor absolut

convergente nu se mai pastreaza.

(C) In ce priveste suma unei serii numerice urmatoarea observatie se
poate dovedi utila.

Teorema 4.1.10 Fie Zun o serie numerica la care termenul general al ei
n

admite reprezentarea

(C10) u, =ap —aper, n=1,2,....

Atunci, seria considerata converge sau diverge odata cu sirul («,); tar, in caz
de convergenta, suma et are expresia

oo

Zun = — lim «,.
n—oo

n=1

Demonstratie. Sa evaluam sirul sumelor partiale ale seriei. Avem

S1 = U1 = Q1 — Qg
82:U1+U2:Oé1—0é2+062—0432041—043

Sp=UL+ U, = — Qe Qy — Qg = ) — Qg
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De aici, urmeaza ca (s,) converge daca si numai daca («,) converge. In plus,
trecand la limita in relatia anterioara avem, in caz de convergenta

lim s, = lim () — ape1) = a1 — lim .

n—oo n—oo n—oo

Teorema este astfel dovedita. n

Prin definitie, vom numi telescopica orice serie numerica la care termenul
general verifica (C10).

Exemplu. Sa se studieze convergenta seriei Zm, iar, In caz afirmativ,

n
sa se calculeze gi suma acesteia. Avem, evident (prin descompunere in fractii
simple),
1 1

=12
nn+1) n n+1

Suntem deci in cazul rezultatului anterior, cu «,, = %, n =1,2,... Cum
(cvn,) converge, cu lim «,, = 0, urmeaza ca seria noastra este convergenta, iar
n—oo

suma el este

o
Zm:al—JL%anzl'
n=1

(D) Ca o completare a celor spuse anterior, sa mai facem cateva obser-

vatii privind operatiile cu seriile. Fie Zun si Zvn doua serii numerice.
n n

Numim seria Z Zn, unde
n

Zp = Up +Up, n=1,2,...

suma celor doua serii; o vom mai nota si prin Z(un +vy,). Este o consecinta
n
imediata a definitiei implicatia

(P5) Y w, = conv., Y v, = conv. = > (u, + v,) = conv.
n n n
In plus, are loc gi formula (in caz de convergents desigur)

(P6) i(un +v,) = iun + ivn.

n=1
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Mai departe, sa numim seria Z t,, unde
n

tn = U1Up + UgUp_1 + - -+ + Up_1V2 + UV, n=1,2,...,

produsul celor doua serii. Analiza convergentei acestei serii nu mai este la fel
de simpla ca precedenta. Dam fara demonstratie urmatorul rezultat (numit
” Teorema lui Cauchy”):

Teorema 4.1.11 Daca ambele serii Z Uy, ST Z vp sunt absolut convergente,
n

n
atunci seria produs Ztn este,si ea, absolut convergenta , iar suma ei este
n
produsul sumelor celor doua serii
o o o
> tn = <Z un> (Z%) :

n
Exemplu. Dupa cum s-a aratat deja intr-un loc anterior, seria Z — con-
n!

n
verge absolut, pentru orice valoare a parametrului real z. Sa notam

go(x)zzﬁ, xr € R.
n=0 """

Fie x si y valori reale arbitrare. Produsul seriei E — cu seria E 5 va fi,
n! n!
n n

conform definitiei, seria Z t, unde
n

tn= ov ) T+ 1' (n 1)! R (2_1)1% + %% -
Z ,xky" b= ZC”“ Fynk = L(z4y)",n=0,1,....

Cum ambele serii sunt absolut convergente, rezulta ca (din teorema ante-
rioara) gi seria Ztn este absolut convergenta; in plus,
n

Zt (Zj:) (i%) = p(2)p(y).

Dar, evident (prin calculele anterioare),

S0, =3 iy

|
n=0 n.

Am ajuns deci la concluzia ca
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(R1) ¢(z +y) = p(r)p(y), Vz,y € R.

Sa completam informatiile anterioare cu inca una:
(R2) (¢(1) =) Y. — = e (= numdrul lui Euler).
Pentru demonstrarea acestei formule, sa notam

1 1 I\"
Tp=14—+ -4 —, yn_<1—|—) , n>1.
1! n! n

Din formula binomului a lui Newton avem

o = Lo i G o =
=L =) ) ()

Si, cum fiecare paranteza poate fi majorata prin 1, avem
Yn < Ty, M= L2, ..

iar de aici, prin trecere la limita, e < lim z,. Pe de alta parte, oricare ar fi

n—oo

k > 2 arbitrar fixat, putem scrie din evaluarea precedenta

>1+1+1(1 1)+ +1(1
e TR TR il

1 k—1

—)e (1= —), Vn > k.
) (1= ),
Trecand la limita pentru n — oo, gasim atunci

e > xy, oricare ar fi k > 2,

si, deci, e > lim x;. Combinand informatiile gasite, deducem e = lim z,
k—o0 n—00

care inseamna tocmai ceea ce trebuia dovedit.
Vom vedea ulterior ca din (R1)+(R2) deducem forma functionala a lui

p; anume

p(x) =€, Yx € R.

Cu alte cuvinte, avem ca valabila formula
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4.1.3 Convergenta pe spatiile R™
Dat numarul natural m, fie R™ spatiul liniar m—dimensional (al vectorilor
linie)

R™ ={z = (z(1),...,x(m)); z(1),...,x(m) € R}.

Cu alte cuvinte, vom identifica fiecare vector x din R™ cu functiax : {1,...,m}
— R definita prin

x(i) = coordonata de indice i din vectorul z.
Am introdus (Sectiunea 1.1.8) norma unui vector din R™ prin
Joll = (@) + -+ + (@m)2, @ = (2(1), ..,w(m)) € R™.
Proprietatile mai importante ale acesteia sunt

1) { eyl < llel+ llyll, [Aell = 1Al -llzll, Y,y € R™, VA € B
|z|| >0, Vo € R™; ||z|| =0 <=z =0.

Cu alte cuvinte, norma unui vector apare ca o generalizare a modulului unui
numar real. Ar fi de agteptat astfel sa putem construi o teorie a convergentei
in aceste spatii, dupa modelul precedent; este tocmai ceea ce intentionam in
continuare.

Pentru fiecare cuplu z,y € R™, numim distanfa dintre acesti vectori,
numarul ||z — y||. S& facem notatia

S(z,e)={y e R™; ||z —vy| <e}, z€ R™, e >0.

Vom numi aceasta, sfera deschisa cu centrul x de raza . In continuare, sa
numim vecinatate a punctului z € R™,

(D1) orice asemenea sfera deschisa cu centrul in z,
(D2) orice parte din R™ care include o asemenea sfera.

Familia tuturor vecinatatilor punctului x se va nota prin V(z).
Fie dat un sir de vectori din R™

x1 = (z1(), ..., (x1(Mm)), ..., xp = (2p (1), ..., zp(m)), .5

si, de asemenea, vectorul z = (z(1), ..., z(m)) din R™. Zicem ca (z,) converge
catre = (si scriem aceasta prin x,, — z sau lim z,, = x) daca

n—oo
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(D3) oricare ar fi vecinatatea V € V(z) exista un rang n(V') asa ca x,, € V,
oricare ar fi rangul n > n(V).

Definitia este formal identica cu aceea din cazul m = 1. O forma echivalenta
de scriere a ei este urmatoarea:

(D4) pentru orice € > 0 exista un rang n(ec) asa ca
n>n(e) = ||z, —z|| <e (sau z, € S(z,¢)).

Urmatorul rezultat este important de semnalat.
Teorema 4.1.12 Avem echivalenta
(P2) 2, — x <= x,(1) — (1), ..., x,(m) — x(m).

Adica: sirul de vectori (x,) converge catre vectorul x daca gi numai dacd
girul componentelor de un anume rang al lui (x,,) converge la componenta de
acelast rang a lui x.

Demonstratia se bazeaza pe dubla inegalitate

e () = ()] < w2l < m mass [o,(0) = 2(0)]. 0= 1,2,

Urmeaza de aici o importanta concluzie de natura metrica
(P3) R™ este spatiu complet, pentru orice m.

Exemplu. Fie dat sirul de vectori din R?

1 3
p= [2EL g ™) g9
3n + 2 Hn

Limita girului respectiv este in aceste conditii

3
lim 2, = <lim ntl 9 lim ") - (1 o,o).

n—00 n—oo 3n + 2 "'n—oo n—oo Hn 3’

Sa descriem acum unele multimi din R™ asociate structurilor introduse.
Fie D o multime nevida de vectori din R™.

(i) Vectorul z € R™ se va numi punct interior pentru D daca exista e > 0
asa incat S(z,e) C D (deci, in particular, x € D). Multimea tuturor acestor
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puncte alcatuieste interiorul multimii D si se noteaza int (D). Multimea D
se zice deschisa daca toate punctele ei sunt interioare. Ca exemplu imediat
de asemenea multimi avem orice sfera deschisa din spatiul considerat; si, de
asemenea,

(R)™ = {z = (z(1),...,z(m)); z(1) > 0,...,z(m) > 0}

(multimea vectorilor cu toate componentele strict pozitive.)

(ii) Vectorul z € R™ se va numi punct aderent pentru D daca exista
un gir (z,) din D cu x,, — z. Multimea tuturor acestor puncte alcatuiegte
aderenta (sau inchiderea) multimii D si se noteaza ad (D). Multimea D se
zice inchisa daca este identica cu inchiderea sa. Exemple de asemenea mul-
timi sunt toate sferele inchise

Slz.el={y € R™; |lz —yl| < e}, v € R™, e > 0;
si, de asemenea,
R} ={z = (z(1),...,2(m)); z(1) >0,...,z(m) > 0}

(conul vectorilor de coordonate pozitive ale spatiului R™.) Sa mai remarcam
cu aceasta ocazie proprietatea

(P4) o multime a lui R™ este deschisa (respectiv inchisa) daca si numai daca
complementara sa este inchisa (respectiv deschisa).

(iii) Vectorul z € R™ se va numi punct de acumulare pentru D daca
exista un sir (z,) In D cu

Ty #x, Vn; x, — T.

Multimea tuturor acestor puncte alcatuieste mulfimea derivata a lui D si se
noteaza ac (D). Orice punct de acumulare este, desigur, punct aderent dar
nu si reciproc. Orice punct din D care nu este punct de acumulare al lui D
se zice punct izolat al lui D.

(iv) Vectorul = € R™ se va zice punct frontiera al lui D daca acesta
este atat punct aderent al lui D, cat si punct aderent al complementarei
D¢ = R™\ D. Multimea tuturor punctelor frontiera ale lui D alcatuieste
frontiera multimii D si se noteaza fr (D). De pilda, frontiera oricarei sfere
inchise sau deschise este coaja acesteia:

fr(S(z,¢)) = fr (Slz,e]) = {y € R™; |lz —yl| = ¢}.
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Multimea de vectori D se zice marginita daca poate fi inchisa intr-o sfera;
sau, echivalent, intr-o sfera cu centrul in origine. Ca exemplu in acest sens
poate servi orice sfera inchisa sau deschisa. Mentionam cu aceasta ocazie
proprietatea (Bolzano—Weierstrass)

(P5) orice multime infinita gi marginita are puncte de acumulare.

Multimea de vectori D se zice compacta daca este simultan marginita si
inchisa. Ca exemplu de asemenea multime poate servi orice sfera inchisa.
Alte exemple pot fi deduse din observatia ca orice parte inchisa a unei mul-
timi compacte este compacta.

In fine, multimea de vectori D se va zice conezra daca in orice descompu-
nere de forma D = Dy U Dy cu Dy, Dy nevide disjuncte, macar una din cele
doua parti are un punct de acumulare in cealalta. Ca exemplu de asemenea
multimi avem orice parte convexa a lui R™. In particular, pentru m = 1
intervalele sunt conexe; reciproca este, de asemenea, adevarata. O multime
conexa si deschisa se numeste domeniu; iar,0 multime conexa si compacta se
va zice continuum.

4.1.4 Serii de vectori (in spatiile R™)
Fie
x1 = (21(1), ..., z1(m)), ..., = (2 (1), ..., zp(m)), ...y

un sir de vectori din R™. Vom numi i aici simcolul

r1+ 29+ -+ x, + - (notat, de asemenea, an)

n

o serie vectoriala.Semnificatia acestuia este urmatoarea.Definim girul de vec-
tori (ai sumelor partiale) din R™

§1=21,8 =1+ X2, ...; 8, =T1+ "+ Tp,... .
Prin definitie,vom spune c& seria »  m, converge (in R™) dacd sirul (s,)

n
converge (in R™); iar,in acest caz, vectorul s = lim s, se va numi suma
n—oo

oo
serier in chestiune gi vom nota aceasta s = Z Sp. In caz contrar, seria Z T
n=1 n

se va zice divergenta.
Proprietatile de baza ale seriilor vectoriale rezulta in esenta din urmatoa-
rea teorema de tip relativ.
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Teorema 4.1.13 Seria vectoriala Z x, este convergenta daca $i numai daca
n

fiecare din seriile numerice Y _x,(1),...,>_ x,(m), este convergentd. Ilar, in
n

n
acest caz, suma ei se obtine prin formula

an = an(l), s an(m)

(adica, prin sumarea pe componente).

Demonstratie. Nu avem decat sa tinem cont de definitia convergentei unei
serii vectoriale i caracterizarea convergentei unui sir de vectori prin inter-
mediul componentelor (rezultatul precedent). |

In felul acesta, intreaga problematica a seriilor vectoriale se reduce la

aceea a seriilor numerice.

1 1
Exemplu. Seria vectoriala (2, 27" (—1)"> este convergentd (in R?),
n
1

n n

. o . . .
deoarece eiecare din seriile numerice componente Z —2,22 , Z(—l) —
n n

n

n n

: : : : 1 :
este convergenta. Dimpotriva, seria vectoriala E (,3_”) este divergenta
n
n

: : . 1 :
(in R?); cdci una din seriile componente (anume Y~ —) este divergentd (in
n
n
R).
In particular, de aici rezulta versiunea vectoriala a Criteriului de comparatie
Weierstrass (formulat pentru serii numerice).

Teorema 4.1.14 Flie Za:n o serie vectoriala pentru care
n

|zn|| < Bn, pentru orice n.

Daca seria (cu termeni pozitivi) Zﬁn este convergenta, atunci §i seria vec-
n

toriala Z T, converge.
n

Demonstratia se reduce in ultima instanta la aceea a teoremei corespun-
zatoare; nu mai dam detalii.
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4.1.5 Siruri si serii de matrici

Date numerele naturale p,q sa notam cu M(p,q) spatiul liniar al tuturor
matricilor de tip (p, q)

M(p,q) = {A = (a(i,j)); a(i,j) € R, 1 <i<p, 1 <j < q}.

Si aici vom identifica fiecare matrice A din M(p, q) cu functia a : {1,...,p} X
{1,...,q} — R definita prin

a(i, 7) = elementul de pe linia i i coloana j din matricea A.

Introducem o norma pe acest spatiu prin conventia

1/2
[All = (Z(a(i,j))2) , A= (al(i,j)) € M(p,q).

i)j
Se constata valabilitatea proprietatilor cunoscute; anume

(P1) A+ Bl < [[Al + Bl Al = [A] - [[All, VA, B € M(p,q),VA € R;
|Al| >0, VA € M(p,q); [[A] =0 <= A=0.

In plus, mai avem valabila si
(P2) JAC| < [|Al - lICll, A € M(p,q), C € M(q,r).

(Aici, r este un alt numar natural arbitrar fixat.)

Numim ||A — B|| distan{a dintre matricile A i B din M(p, ¢). Notiunile
de sfera si vecinatate se introduc in acelagi mod ca la vectori. Acestea, la
randul lor, permit introducerea notiunii de convergenta a unui gir de matrici

Ay = (a1(1, 7)), Az = (a2(4, 7)), oy Ap = (an(i, 7)), ..

catre o matrice limita A = (a(i,7)) (toate acestea luate ca elemente din
M(p,q)). Rezultatul anterior devine in acest context

Teorema 4.1.15 Avem echivalenta
Ay — A= a,(i,j) —a(i,j), 1<i<p 1<j<q

Adica: sirul de matrici (A,) converge la matricea A daca §i numai dacd
sirul elementelor de pe acelagi loc din (A,) converge la elementul de pe locul
respectiv din A.
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Fie (A,) un sir de matrici din M(p, ¢). Zicem cd seria matriciala »_ A,
este convergentd daca girul matricial (5,,) al sumelor partiale

Sl:Al,SQ:A1+A2,...,Sn:A1+"'—|—An,...

converge (in M(p,q)); iar, in acest caz, matricea limita S = lim S, se
n—oo
© A
va numi suma seriei, si 0 notam S = Z A,. In caz contrar, seria se zice
n=1

divergenta. Proprietatile de baza ale seriilor matriciale rezulta din Teorema
4.1.13 (corespunzator adaptata). In particular, putem formula si aici un
rezultat corespunzator Teoremei 4.1.14 ; nu mai dam alte detalii.

Vom da acum doua aplicatii importante ale acestor dezvoltari. Fie p
numar natural dat si M(p) spatiul tuturor matricilor patrate cu p linii i p
coloane. Sa notam ca din (P2) avem

(P3) lIC™ < IC|I", n=10,1,...,C € M(p).

(i) Oricare ar fi matricea A = (a;;) din M(p) cu p = ||A|| < 1, seria
(geometricd) matriciald Y A" converge. Aceasta rezultd din Criteriul de

n
comparatie Weierstrass pentru serii matriciale, daca tinem cont de evaluarile
(deduse din (P3))

|A™|| < p", n=0,1,2,....

In ce priveste suma acestei serii, avem formula
oo
(I —A)""=>" A" (pentru asemenea matrici A).
n=0

Adica, mai exact, oricare ar fi matricea A din M(p) cu [|A|| < 1, (I — A)™!
exista si apare drept suma a seriei considerate. Pentru aceasta, nu avem
decat sa pornim de la identitatea (matriciala)

(I-AT+A+- + A =T A" n=1,2, ..,
si sa facem apoi o trecere la limita pentru n — oo. (Notam ca, din || Al < 1,
avem lim A" = 0.)
1
(ii) Oricare ar fi matricea A = (a;;) din M(p), seria matriciald ) —A"
— n!

converge. Aceasta rezulta din nou cu Criteriul de comparatie Weierstrass (si
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evaluarile anterioare) daca ne aducem aminte ca

1
seria (numericd) » —|p” converge, Vp > 0.
— nl

Sa notam cu ¢(A) suma acesteia; adica
1 1
90(A>:[+FA+"'+EA +---, Ae M(p).

In primul rand, evident,

n

(R1) go(:v[):(l—l—f'—l—“-—i—i'+---)I:ezl, r € R.

In al doilea rand, prin rationamente similare cu acelea din cazul numeric
(Sectiunea 4.1.2), deducem

(R2) p(A+ B) =p(A)-p(B), daca AB = BA.

Vom folosi faptul ca, oricare ar fi cuplul de matrici A, B care permuta intre
ele (AB = BA), este valabila formula binomului (Newton)

(A+B)"=> CEA™*B* n=1.2,...

n=0

Din aceste doua proprietati urmeaza ca A b ¢(A) actioneaza ca o functie
exponentiala de matrici. Vom nota aceasta in forma

p(A) =et, Ac M(p).

In acest caz, se poate scrie formula

1 1
A= It LAt AT YAE M)

Probleme propuse la §4.1

1. Sa se calculeze limitele sirurilor
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a) x, =n(l— a), (a=numar pozitiv arbitrar)
1-3.---(2n—1
b) =z, = 3. (2n ) (Indicatie: x, < Vn.)

2:4---(2n) Von+1’
2. Sa se studieze sirurile recurente (r=parametru pozitiv)
a) Tpi1 = \/7’+$n7vn>1 1 =0
b) z,11 = (:Cn + ) VYn>1; x;>0.
2 T

3. Sa se studieze seriile cu termeni pozitivi

2 1 n
a) Z(TW> , 7>0 (Criteriul radacinii)

b) > nr", r>0 (Criteriul raportului)
" (2n)!
c) Xn: 4i (Z?) 5 (Criteriul Raabe-Duhamel)

4. Sa se precizeze care din seriile urmatoare este absolut convergenta sau
semi—convergenta

(a): Y(~1) Yy —

n n+1 n n(n—i—l).

5. Sa se demonstreze egalitatea

2 00
<Zq > => (n+1)¢", dacid|q| <1.

n=0

2" sin?" ¢

6 Sa se demonstreze convergenta si sa se calculeze suma seriilor
o0

© n2—3n+2
E b E " < 1; 24
=i n( 2n—|— ) )n:Ona >l ’ ) = n!

4.2 Functii de mai multe variabile.
Limita si continuitate

4.2.1 Limita unei functii de o variabila

Fie f : D — R o functie definita pe multimea D C R si a = punct de
acumulare al lui D. Zicem ca marimea ¢ este limita functiei f in punctul a
(si scriem ¢ = lim f(x)) daca
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oricare ar fi girul (z,) din D \ {a} cu z, — a,
(D1) o y
avem f(x,) — ¢ (sirul imaginilor converge catre ).

Formal, definitia ramane aceeasi chiar in cazul cand a sau ¢ este unul din
simbolurile (+00) sau (—oc0). Un mod echivalent de a scrie definitia este
urmatorul: ¢ = lim f(x) daca

r—a

(D2) oricare ar fi vecinatatea V €V (), exista vecinatatea U € V(a)
asa incat r € UN (D \ {a}) = f(x) e V.

In legatura cu definitia data este important de subliniat urmatoarele aspecte
de principiu:

(i) punctul (de acumulare) a nu este necesar sa fie in multimea de definitie
D (adica, f(a) poate sa nu fie definit). Daca a este punct izolat al multimii
D, problema limitei in acest punct nu se pune;

(ii) marimea ¢ nu este legata de valoarea functiei in punctul a (daca
exista). Aceasta deoarece, in procesul trecerii la limita in punctul a, nu
intereseaza comportarea functiei in punctul a, ci in punctele vecine acestuia
(din multimea de definitie D).

Rezulta din definitia (D1) c&, in oricare din urmatoarele situatii, nu exista
limita functiei f in punctul de acumulare a:

(a) pentru cel putin un sir (z,,) din D\ {a} cu x,, — a, sirul (f(z,)) nu
are limita,

(b) pentru doua siruri (x}) si (z) din D \ {a} cu 2/, — a, 2! — a,
limitele girurilor (f(x,)) si (f(2))) exista, dar sunt distincte.

Exemplu. Fie data functia

flz) = cosalc, x # 0.

Multimea de definitie este D = R\ {0}. Punctul a = 0 este evident punct
de acumulare al acesteia. Sa studiem existenta limitei in acest punct. Con-
sideram girurile (convergente spre a = 0)

T =gmn €N = f(z}) =1,Yn = lim f(z},) =1

I 11
A ") =1,¥n = lim f(z") =0
T = Timm N €N = flap) =1,Yn = lim f(a;) =

Cum girurile valorilor functiei asociate acestora dau limite distincte, urmeaza
ca nu exista lim f(z).
z—0
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Ca o ultima observatie cu caracter general mai mentionam si faptul ca,
in analogie cu ceea ce se intimpla la siruri, exista si aici posibilitatea de a
caracteriza existenta limitei intr-un punct fara a face sa intervina explicit
valoarea acesteia. Mai precis, avem (criteriul Cauchy—Bolzano):

Teorema 4.2.1 Functia f : D — R are limita finita in punctul de acumu-
lare a, daca st numatr daca

(D3) pentru orice € > 0 existd o vecindtate V € V(a) asa incdt
o, 2" e V(D \{a}) = [f(+') = f(a")| <e.

Cu alte cuvinte, exista limita in punct daca, plasandu-ne suficient de aproape
de acesta, distantele dintre valorile functiei in aceste puncte sunt oricat de
mici dorim. Desigur, cazul a = +00 sau a = —oo nu este exclus in enuntul
anterior.

Datorita structurii particulare a multimii numerelor reale, notiunea de
limita are doua determinari posibile. Mai precis, fie a punct de acumulare
inspre dreapta al lui D (adica exista siruri (z,,) din DN (—o00,a) cu z,, — a.)
Zicem ca marimea {, este limita la stanga a functiei f in punctul a, si scriem
aceasta

f,= lim f(z) = lim f(x) = f(a—0)

daca

®®{

oricare ar fi girul (z,) din D \ {a}

cu x, < a, Vn, i x, — a, avem f(z,) — L.

(Desigur, ¢5 poate fi §i unul din simbolurile (4+00) sau (—o0).) Analog, fie
a punct de acumulare inspre stanga al lui D (adica exista siruri (x,) din

D N (a,00) cu x, — a). Zicem ca marimea {4 este limita la dreapta a
functiei f in punctul a, si scriem aceasta

fo= lim_f(x) = lim f(2) = f(a+0)
daca

cu x, > a, Vn, §i &, — a, avem f(x,) — £4.

(D5) { oricare ar fi girul (z,,) din D \ {a}

(Ca gi mai sus, {; = +00 sau {; = —oo sunt cazuri permise.) Relatia acestor
limite laterale cu limita (bilaterala) este data de formula
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(RL) lim f(x) = f(a—0) = f(a+0).

r—a

Adica: daca exista limita, atunci exista si limite laterale egale cu aceasta;
si, reciproc, daca limitele laterale sunt egale, valoarea lor comuna reprezinta
tocmai limita in acel punct (a functiei considerate).

In ce priveste calculele cu limite de functii, acestea rezulta in esenta din
cele spuse la giruri. Mai precis, avem urmatorul rezultat sintetic:

Teorema 4.2.2 Fie f : D — R, g : D — R doua functii pentru care
ezista A = lim flx), p= lim g(x). Atunci

(P1) glglir(ll(f(l‘) +g(x)) = A+ p (caz exceptat: o0 — 00);

(P2) lim(f(x)g(x)) = A (caz exceptat: 0-00);

r—a

(P3) lim(f(x)/g(x)) =N u (cazuri exceptate: 0/0, oo/00);

r—a

(P4) lim(f(2))9® = A\ (cazuri exceptate: oo°, 0°, 1%°);

(P5) f(z) <g(z), Ve € D= X < p;

(P6) f(z) <h(x)<g(z), Ve D, A\=p= limh(z) =)\ = pu.

r—a

Toate formulele de mai sus sunt valabile gi pentru limite laterale. O
situatie importanta in care exista asemenea limite este descrisa de

Teorema 4.2.3 Orice functie monotona admite limite laterale finite in orice
punct de acumulare al multimii de definitie.

In ce priveste unele cazuri de exceptie, mentionam formulele

: ) 1
lim = —00, lim = +00,
T—=a— T — @ T—at+ T — Q

precum si limita remarcabila

lim(1 + )" = e.

€Tr—>

Mai adaugam la acestea si urmatoarea egalitate utila in practica (formula
schimbarii de variabila)
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lim f(u(x)) = lim f(y) daca aceasta ultima limita exista

( 7) m.—nz o y—b
st daca lim u(z) = 0.

Exemplu. Sa se calculeze glcllr}z(l + u(x))@) | daca lim u(z) = 0. Facand

y = u(z) si folosind formula (P7), avem

(1 + () = Ty (1 +)177 = e

r—a

Consideratiile dezvoltate pana aici pot fi extinse la functii de o variabila
cu valori vectoriale. Anume, fie f : D — RP, o asemenea functie, unde p
este un numar natural dat. Putem scrie

f(@) = (fi(@), ... fp()), €D

unde fi, ..., f, sunt functii de o variabila (definite pe D) cu valori reale. Daca
a este punct de acumulare al lui D, atunci prin definitie

(D6) lim f(z) = (lim fi(2), ... lmm f, ().

Calculele cu limite de acest fel sunt reductibile la acelea (precizate anterior)
pentru functii reale.

Exemplu. Sa se studieze limita in origine a functiei

o= (4

x 1—|—x2)’x7£0'

Avem, evident,

lir%f(x) = <lim , lim

4.2.2 Functii de mai multe variabile.
Limita intr-un punct

Fie m numar natural dat, si D o anumita submultime din R"™. Presupunem
ca s-a indicat o lege prin care fiecarui x = (z(1), ..., z(m)) din D ii corespunde
un numar real f(x) = f(x(1),...,2(m)). Zicem atunci ca am definit o functie
f D — R;iar D se va numi mul{imea de definitie a acelei functii. In cazul
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unui numar mic de dimensiuni (m = 2 sau m = 3 fiind cazurile standard
pentru noi), notatia indiciala nu este indicata; astfel ca — pentru m = 2, de
pildd — vom nota punctul curent al multimii D C R? prin (z,y), iar valoarea
functiei in acest punct prin f(z,y).

Sa consideram data o functie f : D — R i fie a = (a(1),...,a(m)) un
punct de acumulare al lui D. Zicem ca marimea ¢ € R este limita functiei f
in punctul a si scriem ¢ = glﬁlgzlz f(x), daca

(D1) oricare ar fi girul vectorial (z, = (z,(1),...,z,(m))) din
D\ {a} cu z, — a, avem f(z,) — /.

De fapt, ¢ poate fi aici chiar (+00) sau (—o0). Definitia este formal identica
cu aceea din cazul m = 1. Pentru a sesiza unele detalii tehnice ale acesteia
sa studiem cazul m = 2. Fie deci f : D — R o functie definita pe multimea
D C R? i (a,b) un punct de acumulare al lui D. Zicem c& marimea £ este

limita functiei f in punctul (a,b) si scriem £ = lim f(x,y), daca
y—b

oricare ar fi girul vectorial ((z,,y,)) din D\ {(a,b)}
cu x, — a, Yy, — b, avem f(x,,y,) — L.

(D2) {

Aspectele de principiu discutate in cazul m = 1 raméan valabile si in acest
cadru vectorial (deci i pentru m = 2). Precizam doar (din motive prac-
tice) situatia in care functia de doua variabile f nu are limita in punctul de
acumulare (a,b) :

exista doua giruri vectoriale ((«],v.)), ((z"n,y",)) din
(D3) { D\ A{(a,b)},cuz,, 2", —a, Y,y n — b,
pentru care lim f(z7,,y,) # im f(z"0,y"0).

Exemplu. Fie data functia

ry
f(x,y):x2+y2, x#0 sau y #0.

Multimea maximald de definitie este D = R*\ {(0,0)}. Sa studiem existenta
limitei in (0,0). Fie (r,) un sir de numere reale cu proprietatile
r, # 0, pentru orice n; 71, — 0 pentru n — oo.

Definind sirul vectorial
(@, yp) = (rny7n), Vn (deci (27, ) — (0,0)),
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avem
n o1 : _ 1

f@n,u) =35 =3, Vn (= lim f(z7,9,) = 7).
De asemenea, pentru sirul vectorial

(x;;’yg) = (Tm _Tn)7 vn (deCi (l’/é,yg) - (070))
avem

2 .

f(x;fuyx) = 2:72? = _%’ vn <:> nh_{{.lof(x;;vyx) = _%)
Deci,cu (D3), f nu are limita in punctul (0,0).

Toate formulele de calcul stabilite pentru cazul m = 1 sunt valabile si in
acest cadru vectorial; nu mai dam alte amanunte.

In incheiere, mentionam ca teoria expusa anterior poate fi extinsa la func-

tiile de mai multe variabile cu valori vectoriale f : D — RP, unde D C R™,
modul de lucru este, desigur, cel indicat de cazul m = 1.

4.2.3 Functii continue de o variabila

Fie f : D — R o functie definitad pe multimea (nevida) fara puncte izolate,
D C R; sa mai ne dam un punct a € D. Zicem ca f este continua in punctul
a daca

D1 exista limita functiei f in punctul a
(D1) sl aceasta egaleaza valoarea f(a) (adica lim f(z) = f(a)).

Definitia este consistenta; deoarece din ipoteza asupra multimii D, orice
punct al ei este de acumulare. Intuitiv, continuitatea in acest punct se ex-
prima astfel: la valori ale variabilei apropiate de a, valorile functiei sunt
apropiate de f(a). Din posibilitatea de a descrie in mai multe moduri limita
rezulta gi aici mai multe modalitati de a exprima continuitatea in punct; nu
mai dam amanunte. Urmatoarele observatii se impun in acest context

(i) daca a este punct de acumulare bilateral al lui D, egalitatea din
definitia continuitatii apare ca o suprapunere a egalitatilor

(D2) fla—0) = f(a); fla+0)=f(a).

Prima dintre ele inseamna continuitatea la stanga a functiei f in punctul
a € D; iar a doua, continuitatea la dreapta a functiei f in punctul @ € D. Cu
alte cuvinte, f este continua intr-un astfel de punct daca si numai daca este
simultan continua la stanga si la dreapta in acest punct.
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(ii) daca a este doar punct de acumulare unilateral (spre dreapta sau
spre stanga) al lui D, atunci egalitatea din definitia continuitatii inseamna
doar una (prima sau a doua) din relatiile (D2). Deci, intr-un asemenea
caz, ”continua” inseamna doar ”continua la stanga” (respectiv, ”continua la
dreapta”); deoarece proprietatea de continuitate simetrica acesteia nu mai
poate fi discutata (fiind fara obiect).

Fie din nou f : D — R o functie definita pe o multime D fara puncte
izolate. Zicem ca aceasta este discontinua in punctul a € D daca nu sunt
intrunite conditiile din definitia (D1) (a continuitatii in acest punct). Mai
precis, aceasta inseamna fie afirmatia

(a) exista limita functiei in acest punct dar este distincta de valoarea
functiei in punctul respectiv,
fie afirmatia

(b) nu exista limita functiei f in acest punct.

Fiecare din aceste posibilitati descrie o clasa (speta) de discontinuitati. Anume,
vom zice ca punctul de discontinuitate a € D este

(cl) de prima speta (clasa) daca limitele laterale in acest punct exista si
sunt finite,

(c2) de a doua speta (clasa) daca nu este de prima speta; adica, cel putin
una din limitele laterale este infinita sau nu exista.

Un exemplu important in acest sens care completeaza unul anterior este
furnizat prin

Teorema 4.2.4 Orice functie monotond (definita pe astfel de multimi D)
nu are decat puncte de discontinuitate de prima speta. In plus, mulfimea
acestora este cel mult numarabila.

Sa ne intoarcem la functiile continue. In ce priveste calculele cu acestea,
avem urmatorul rezultat sintetic.

Teorema 4.2.5 Daca f: D — R sig: D — R g sunt funclie continue
in punctul a, atunci

(P1) f+g si fg sunt continue in punctul a;
(P2) f/g este continua in punctul a, daca g(a) # 0;

(P3) f9 este continua in punctul a, daca simultan f(a) > 0, g(a) > 0.
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De asemenea, daca f : R — R este continud in punctul b = g(a), iar
g: D — R este continua in punctul a, atunci functia compusa h : D — R
definita de

h = fog (adica h(x) = f(g(z)), x € D)

este continua in punctul a.
Exemple concrete de astfel de functii vor putea fi extrase din

Teorema 4.2.6 Urmatoarele functic elementare sunt continue in fiecare punct
al multimii lor (mazimale) de definitie

(el) functiile putere si radical;
(€2) functiile exponentiale si logaritmice;

(e3) functiile trigonometrice si inversele lor.

Trecem acum la unele proprietati speciale ale functiilor continue. incepem
intai cu urmatoarea proprietate locala. Fie f : D — R o functie definita pe
multimea D (fara puncte izolate).

Teorema 4.2.7 Daca f este continua in a € D, atunci exista o, 3 1 vecinatatea
V e V(a) incit a < f(x) < B,V € DNV. (Adica, f este local marginita in
a). Iar daca in plus f(a) > 0 (respectiv f(a) < 0), atunci a > 0 (respectiv
B < 0); deci, semnul valorilor functiei pe DNV coincide cu semnul lui f(a).

Trecand la proprietati globale, fie f : D — R functie data unde D este
fara puncte izolate. Zicem ca f este continua pe submultimea Dy C D daca
ea este continua in fiecare punct al lui D;. Vom lua de obicei D; = D.

Teorema 4.2.8 Fie f: D — R continua pe D. Atunci

(A) (Principiul de conexiune Cauchy) Daca D este conexd (deci interval),
atunci E = f(D) este si ea conezxa (deci interval). In particular, f are pro-
prietatea Darbouz pe D, in sensul

(P4) zy,29 € D, X € (f(x1), f(xg)) = existd x3 € (w1, x2)
cu f(xg) = A
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Iar dacd, in plus, f este si strict monotond pe D, atunci inversa f~!: E —
D este continua gi strict monotona (de acelasi sens cu f).

(B) (Principiul de compacitate Weierstrass) Daca D este compactd,
atunci E = f(D) este, de asemenea, compacta. Deci, in particular, com-
binand st cu cele anterioare

Ps D = [a,b] = f(D) = [m, M] unde m = inf{f(x),x € D},
(P5) M =sup{f(x);x€ D} sunt efectiv atinse.

In acelasi context, f este chiar uniform continua pe D, in sensul

(P6) pentru orice € > 0, exista 6 > 0 asa ca 2',2" € D,
2" — 2" <0 = [f(a') = f(2")] <e.

Adica: in definitia continuitatii de tip (e,9), numarul 6 (care depinde in
general de punctul in care se scrie continuitatea) poate fi facut dependent
doar de numarul €.

In incheiere, mentionam ca studiul continuitatii functiilor cu valori vec-
toriale se reduce, prin schemele deja expuse, la acela al functiilor cu valori
reale.

4.2.4 Functii continue de mai multe variabile

Fie m un numar natural dat si D o submultime nevida a lui R™, fara puncte
izolate. Fie, de asemenea, a punct fixat in D. Zicem ca functia f este con-
tinud in punctul a daca conditia (D1) (Sectiunea 4.2.3) este (formal) valabila;
sau, echivalent,

(D1) pentru orice vecinatate V € V(f(a)) exista
vecinatatea U € V(a) asa ca x € DNU = f(x)€V.

Mentionam ca, formal, definitia se pastreaza si pentru functiile
f D — RP, unde p este un numar natural. De fapt, o astfel de func-
tie se scrie sub forma f = (fi, ..., f,), adica

(D2) f(z) = (fi(@), ... fp()), x € D.

unde pentru fiecare ¢ € {1,...,p}, f; este o functie definitd pe multimea
D C R™ cu valori reale. Mai mult, avem echivalenta
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(P)  f continua in a <= f; continua in a, 1 <i < p.

Cu alte cuvinte, studiul continuitatii functiilor vectoriale se reduce la acela
al functiilor cu valori reale.
In ce priveste calculele cu functii continue, avem

Teorema 4.2.9 Daca f : D — R si g : D — R sunt functit continue
in punctul a, atunci concluziile (P1)—(P3) din Teorema 4.2.5, pot fi refinute
(formal) si in acest cadru. In plus, daca f : RP — R este continud in
punctul b= f(a), iar g : D — RP este continud in punctul a, atunci functia
compusa h : D — R definita prin conventia

h=fog (adica h(z) = f(g(x)), v € D)
este continua in punctul a.

Combinand acest rezultat cu Teorema 4.2.6, rezulta o clasa larga de func-
tii continue care acopera, in principiu, toate aplicatiile uzuale. Pe de alta
parte, proprietatile locale exprimate prin Teorema 4.2.7 se pastreaza si in
acest caz. In fine, proprietatile globale date in Teorema 4.2.8 raman valabile
cu modificari minore.

Exemplu. Fie data functia
flz,y) = 2* +9* + 32 + 2y, (z,y) € R%.
Evident, f este continui pe D = R%. Consideram multimea
K =1[0,2] x [1,5] (dreptunghi in plan).

Aceasta multime este conexa, deoarece este convexa. Deci, conform celor
spuse anterior

f(K) = multime conexa (deci interval) in R.

Pe de alta parte, multimea K este si compacta, deoarece este marginita si
inchisa; deci
f(K) =[m,M] (interval compact din R).

Se observa ca m = f(0,1) =3, M = f(2,5) = 45. Adica, f(K) = [3,45]; iar

valorile extreme sunt efectiv atinse, dupa cum s-a aratat.
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In incheiere, subliniem ca toate cele spuse pot fi extinse la functii vecto-
riale de mai multe variabile; nu mai dam amanunte.

Probleme propuse la §4.2

1. Sa se arate ca urmatoarele limite nu exista

1 1
lim—sin —; lim (1 +cosz)e®; lim e=1.
z—0 €T T—00 r—1

2. Sa se calculeze limitele

2 a?
. l—cosz . A =+ 1
lim ———; lim zsin—; lim .
z—0 gsinw z—0 x w—ooo \ 22 -1

3. Sa se studieze existenta limitei in origine pentru functia

1 01
f@.y) = (x +y)sinsin

4. Sa se calculeze limitele

: Ty . sinmy .. 2%y
lim lim ; lim

—0 _ ; —0 ) 20 2 2.
oIt ay—1 =0 w =0ps +y

y—0

5. Sa se studieze continuitatea functiei

fz) = 2x — 1, x = rational
] 3z, x = irational.

Indicatie: Punctul de continuitate este acela in care 2z — 1 = 3z, deci
x = —1; celelalte sunt puncte de discontinuitate.)
6. Sa se arate ca functia

2x, x <0
r—1, >0

=1
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are proprietatea Darboux dar nu este continua (in z = 0).

7. Sa se studieze continuitatea uniforma a functiei (de o variabila)

1
flz) = arctgl—i_x, z € (1,00).
-

8. Sa se arate ca functia
flz) =2 —-2vVzx+3, x€[-3,00)
este marginita pe intervalul [0, 7] si sa se calculeze efectiv marginile inferioara

si superioara ale valorilor sale pe acest interval.

9. Sa se studieze continuitatea functiei

_ T—a2—¢2 22+9%<1,
f(m)_{(), 22 +? > 1.

10. Sa se calculeze marginea inferioara si superioara ale valorilor functiei
(de doua variabile)
fla,y) =2 +y* + o +3y

pe compactul D = [0, 1] x [0, 3].
11. Sa se studieze continuitatea uniforma a functiei

r—y

fx,y) =

tty’ (z,y) € (1,2) x (1,2).

4.3 Teoria diferentiala a functiilor

4.3.1 Derivata unei functii de o variabila

Fie f : I — R o functie definita pe intervalul I si a € I un punct arbitrar
fixat. Numim derivata a functiei f in punctul ¢ marimea

[(@) -~ f(a) <: L flath) - f(a)> |

(D1) f'(a) = lim

T—a €T — Q h—0 h
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Desigur, aceasta poate fi gi unul din simbolurile (+00) sau (—oc). Daca f'(a)
este finita, vom zice ca f este derivabila in punctul a. Urmatoarele observatii
se impun aici:

(i) Daca a este punct interior al intervalului I, atunci derivata functiei f in
acest punct apare ca valoare comuna a marimilor

(a) = lim f(@) = fla) (derivata la stanga in a)
T rx—a
1(a) = lim f(x) = fla) (derivata la dreapta in a).

In mod corespunzator, f este derivabila in punctul a daca si numai daca ea
este simultan derivabila la stanga si la dreapta in acel punct, iar derivatele
laterale obtinute sunt (finite si) egale.

(ii) Daca a este extremitate (stanga, respectiv dreaptd) a intervalului I,
atunci derivata functiei f In acest punct apare ca derivata la dreapta (re-
spectiv stanga); deoarece derivata simetrica acesteia nu poate fi definita
intr-un asemenea caz.

Legatura dintre derivabilitate si continuitate este precizata de

Teorema 4.3.1 Orice functie derivabila intr-un punct este continud in acel
punct. Reciproca nu este in general valabila.

In ce priveste calculele cu derivatele, avem urmétorul rezultat sintetic (cu
caracter local).

Teorema 4.3.2 Daca f: I — R st g: 1 — R sunt derivabile in punctul
a, atunct

(P1) f+g si fg sunt, de asemenea, derivabile in acest punct cu
(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a),(f9)'(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a);
(P2) f/g este derivabila in punctul a daca g(a) # 0 si

7Y (o Pl — f (@)
<g> (@) Ay




Cap.4. Complemente de analiza 41

(P3) f9 este derivabila in punctul a (daca f(a) > 0,g(a) > 0) si

fa).

(f7)'(a) = (f(a))*” (9’(@) In f(a) + g(a)

De asemenea, daca f : R — R este derivabild in punctul a = u(b) unde
u: I — R este derivabila in punctul b, functia compusa h : I — R data
de

h(z) = f(u(x)), x € D (adica h= fou)

este derivabild in punctul b cu h'(b) = f'(u(b)) - v'(b).

Mai mentionam aici i urmatorul rezultat (de tip local-global) privind
derivarea functiilor inverse:

Teorema 4.3.3 Fie f : I — R continua si strict monotona pe intervalul
Isifie f7'' 1 J — R (unde J = f(I) este intervalul imagine) functia sa
inversd. Dacd f este deriwabild in a € I, cu f'(a) # 0, atunci f~1 este
derivabild in b= f(a) € J cu (f~1)(b) = 1/f'(a)-

Exemple concrete de astfel de functii derivabile se deduc acum din

Teorema 4.3.4 Orice functie elementara este derivabila in interiorul dome-
niului sau mazimal de definitie.

Fie f : I — R o functie definita pe intervalul I si @ un punct al acestui
interval. Zicem ca f este diferentiabila in sens Fréchet in punctul a, daca

(D2) f este derivabila in punctul a,

1
(D3) lim

e x—q

(f(z) = fa) = f'(a)(z — a)) = 0.
Desigur, conditia (D3) se poate scrie echivalent astfel
(D4) f(z) = f(a) = f(a)(x = a) + p(2)(z — a), Vo € I,
unde functia ¢ : I — R are proprietatile

pla) = 0, Jim () = 0.

Functia liniara df (a) : R — R definita de
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(D5) df(a)(h) = f'(a)-h, heR

se va numi diferentiala functiei f in punctul curent a din I. Ea reprezinta
partea principala a cresterii functiei f in jurul punctului a:

fla+h)— f(a) = f'(a) - h, dacd |h| este mic.
Din insasi aceasta definitie, rezulta ca o functie diferentiabila (Fréchet) in

a € I este derivabila in I. Reciproca este, de asemenea, adevarata din (D4);
deci avem

Teorema 4.3.5 Functia f este diferentiabila (Fréchet) in a dacd si numai
daca este derivabila in a.

Sa observam acum ca pentru functia identica
i(x) =z, z€R
diferentiala acesteia in orice punct este
di(a)(h) =h, h € R, a € R.
Vom face conventia de notatie
di(a) =dz, a € R.

In acest caz, diferentiala unei functii are exprimarea (notand punctul generic
a prin )

0(x) = ['(x) - do (:> Fa) = d’;?) |

De aici provine si scrierea derivatei intr-un punct ca un cat de diferentiale.
Regulile de calcul cu diferentiale se reduc imediat la acelea pentru derivate;
nu mai dam alte detalii.

Fie din nou f : I — R o functie data. Zicem ca aceasta este derivabila pe
submultimea J C I daca este derivabila in fiecare punct a € J. In particular,
daca avem proprietatea (globala)

(C1) f este derivabila pe intervalul I,
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valorile gasite ale derivatelor definesc ceea ce se cheama functia derivata
f': I — R. Pentru aceasta se poate pune din nou problema derivarii. Sa
notam pentru a € I,
/ !/
" o N 1 f(a:)—f(a)

fia) = (f)(a) = lim =—————-
Prin definitie vom numi aceasta derivata a doua a functiei f in a € I; daca
este finita, vom zice ca f este derivabila de doua ori in acest punct. Intr-un
asemenea caz, functia patratica d*f(a) : R — R definita prin

d*f(a)(h) = f"(a)-h*, h € R

se zice diferentiala a doua din functia f in punctul @ € I. Cu notatiile accep-
tate anterior avem si aici (notand a prin x)

£10) = i (= e - H)

dx?

cu interpretarea corespunzatoare pentru derivata a doua.
Acum, daca se admite o ipoteza de forma

(C2) f este derivabila de doua ori pe intervalul I,

valorile gasite ale derivatelor definesc functia derivata dubla f” : I — R.
Pentru aceasta, se poate pune din nou problema derivarii si diferentierii, etc.
In general, pentru numarul natural n fixat, vom pune

f™(a) = derivata de ordinul n din functia f in a € I.

Functia f se va zice derivabild de n oriin a € I daca f(a) este finit. In
acest caz, functia d"f(a) : R — R data de formula

d"f(a)(h) = f™(a)h", heR

se va numi diferentiala de ordinul n a lui f in a € D. Evident, avem si aici
(notand punctul curent a prin z)
d"f(x
v i) = (@ (= 0 =TI,
x'ﬂ
Regulile de calcul cu derivatele de ordin superior se reduc desigur la acelea
pentru derivata de ordinul intai (cu anumite accente specifice). Mai exact,
avem
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Teorema 4.3.6 Daca f: I — R, g: I — R sunt derivabile de n ori pe I
atunci

(P3) f+g si fg sunt derivabile de n ori pe I cu derivatele exprimate prin
formulele (de tip Leibniz)

(R1) (f +9)(x) = FD () + g (z), Vo e I
(R2) (f9)"(z) = 3 CHF0 P (@)g¥)(a), Vo € 1

(P4) f/g este deriabila de n ori pe I,dacd g(x) # 0, Vo € I

(P5) f9 este derivabila de n ori pe I daca
f(z) >0, g(x) >0, oricare ar fi x € 1.

In plus, daca f : R — R este derivabila de n ori pe R, iar g : R — R este
derivabila de n ori pe I, atunci functia compusa

hz) = f(g(x)), v €l (adicah= fog)

este derwabila de n ori pe intervalul 1.

Consideratiile dezvoltate anterior se pot aplica si la functii de o singura vari-
abila cu valori vectoriale. Fie f : I — RP o asemenea functie unde [ este
un interval iar p un numar natural. Dupa cum se stie, putem reprezenta f
sub forma

F(@) = (@), s fola)), 2 €1

unde fi,..., f, (componentele lui f) sunt functii de o variabila (definite pe
D) cu valori reale. Daca a € I este arbitrar fixat, atunci punem

(D6) f'(a) = (fi(a), ... f(a)),

iar f se va zice derivabila in punctul a daca toate componentele sale sunt
derivabile in punctul considerat. Calculul cu asemenea derivate se face dupa
regulile anterioare. In particular, se pot considera si functii cu valori matri-
ciale, F': I — M(p, q) de forma

F(z) = (ay(x), z€l, 1<i<p 1<j<q.
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Derivata fiind introdusa ca mai sus, remarcam, de exemplu, formula derivarii
unui produs matricial

(FG)(z) = F'(2)G(x) + F(z)G ().

Aici, F: I — M(p,q) este ca mai sus, iar G : [ — M(q,r) este o alta
functie cu valori matriciale.

Functia f : I — R se zice indefinit derivabild in punctul a daca f™(a)
exista, pentru orice n; si, indefinit derivabila pe submulfimea J C I, daca
aceasta se intampla in orice punct a € J. Exemple imediate de asemenea func-
tii sunt cele elementare (luate pe interiorul domeniilor maximale de definitie).
Definitia se transfera si la functii vectoriale de o variabila in modul descris
deja.

4.3.2 Functii de mai multe variabile.
Derivate partiale

Fie m numar natural dat gi D un domeniu (multime deschisa si conexa) din
R™. (De exemplu, D poate fi o sferd deschisa din R™.) Consideram data
o functie f : D — R i un punct a = (ay,...,a,) din D. Pentru fiecare
i €{1,...,m}, numarul (finit sau infinit)

ﬁ(a) — lim f(ah ...,(Zi‘i‘ha ...,am>_f<a1, ey Qg "'7am)

D1
( ) 0x; h—0 h

se va numi derivata partiala, fata de x;, din functia f in punctul a. Daca
aceasta este finita, f se va zice deriwabila partial fata de variabila x; in punctul
a.

Sa observam ca derivata fata de variabila z; Inseamna derivata in sens
uzual a functiei partiale (de o variabila)

fl(acz) = f(al, ey Q15 Ly Qg 1y oeey am)

mentinand celelalte variabile constante. Functia f se zice derivabila partial

X . ... 0 , 5 :
in punctul a daca exista —f(a) pentru ¢ € {1,...,m}. In acest caz, numim

o0x;

gradient al lui f in a vectorul (din R™)

02 910 = (5L @ 5 ).

oxy 7 Oxyy
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Alci, operatorul asociat

0 0
v — (amj ceey %>

se va zice operatorul nabla (al lui Hamilton). In fine, f se zice derivabild
partial pe submultimea D1 C D daca este derivabila partial in orice punct al
lui Dl.

Exemplu. Fie data functia de doua variabile
1
flx,y)=2*P*+—, >0, y>0.
Ty

Functia este derivabila partial pe intreg domeniul sau de definitie cu

of 50 1 Of 3 1

- = - - —9 =

e (z,y) = 327y 2y 0y (z,y) = 227y v
1 3 1

Vf(l', y) = <3l’2y2 — gj?y’ 2x — _ry2> .

Calculul cu derivate partiale se face in esenta dupa modelul Teoremei 4.3.2 ,
cu exceptia cazului compunerilor de functii.

Fie m g1 p doua numere naturale. Fixam un domeniu D in R™ gi con-
sideram functia vectoriala f : D — RP. Aceasta, dupa cum stim, admite
reprezentarea

f@) = (fi(x), s @), € D
unde fi, ..., f, sunt functii de m variabile (definite pe D) cu valori reale.
Pentru fiecare a € D si fiecare i € {1,...,m}, notam

0f (o) — (afl( .

.
1 P
o, 8z, Y B (a)) , (vector din RP)

vom numi aceasta derivata partiala fata de x; din functia vectoriala f in
punctul a; iar f se va zice derivabila partial fata de x; in a, daca fiecare
din derivatele partiale din dreapta este finita. De asemenea, f se va numi

derivabila partial in a € D daca (a) exista pentru i € {1,...,m}. In acest
caz, matricea '

(D3) g‘;(a) = (‘;f; (a)> (element din M(p, m)),




Cap.4. Complemente de analiza 47

obtinuta punand unul sub altul gradientii componentelor, se va numi ma-
tricea jacobiana a functiei f in a.

Trecem in continuare la formule de derivare pentru functiile compuse.
Acestea, dupa cum se va vedea, necesita un concept potrivit de diferentiabilitate.
Fie f : D — R, o functie definita pe domeniul D C R™, si a punct arbitrar
fixat din D. Zicem ca f este diferentiabila in sens Fréchet in punctul a, daca

(D4) f este derivabila partial in a

(D5) lim ———(f(¢) — f(a) — Vf(a) - ( — ) = 0.

2= ||z — all

(Sa notam ca V f(a) - (x — a) este produsul unei matrici linie cu o matrice
coloand.) Echivalent, (D5) ne spune ca avem reprezentarea

f(x) = fla) = V[(a)(z —a) + ¢(z)llz —al, €D
unde functia ¢ : D — R satisface conditiile

p(a) =0, lim p(z) = 0.
Se observa ca pentru m = 1 definitia coincide cu aceea data deja. Ca aceasta
extensie este potrivita in contextul de fata, o demonstreaza

Teorema 4.3.7 Orice functie diferentiabila Fréchet in punctul a este con-
tinua in acel punct. (Reciproca nu este in general valabild.)

Din insasi aceasta definitie,rezulta ca o functie diferentiabila Fréchet in
punctul a este derivabila partial in acel punct.Se pune problema daca reci-
proca este adevarata. Raspunsul este negativ, dupa cum rezulta din urma-
torul

Exemplu. Fie data functia de doua variabile

B af/’;iy?‘“ daca (z,y) # (0,0),
[z y) = { 6? daca (z,y) = (0,0).

Se constata ca f este derivabila partial in origine, cu

of o af B
5.(0.0)=0, afy(o,o) = 0.
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Cu toate acestea, f nu este diferentiabila Fréchet in (0,0) deoarece nu este
continua in acest punct.

Apare ca justificata urmatoarea intrebare: in ce conditii suplimentare
avem asigurata totusi o asemenea proprietate? Pentru aceasta, vom intro-
duce urméitoarea conventie. Zicem cd f este de clasa C' pe D si scriem

f € CYD) daca

(D6) f este derivabila partial in fiecare punct din D;

(D7) aplicatiile y - of

5 (y) 3unt continue pe D, Vi € {1,...,m}.
Ly

Avem urmatorul rezultat (pe care il dam fara demonstratie):

Teorema 4.3.8 Sa admitem ipoteza
(C1) f este de clasd C* pe D.

Atunci, f este diferentiabila Fréchet in orice punct din D.

Pentru o asemenea functie sa numim forma liniara df (a) : R™ — R

(D8) df(a)(h, o) =3 gi

i=1

(a)hi, (h1y...;hm) € R™,

diferentiala Fréchet a functiei f in punctul a € D.
Sa observam ca pentru functiile de proiectie

ir(z) =z, x=(21,...,06) € R™, 1 <k <m
diferentialele acestora in punctul a € R™ sunt
dir(a)(h) = hgy, h = (h1,...., hy) € R™, 1 <k <m.
Cu conventia de notatie
diy(a) =dry, 1 <k <m.

diferentiala functiei f are forma (notand punctul generic a prin z)

df (x) = aaxfl(x)dxl + -t g(x)dxm
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iar operatorul de diferentiere asociat este

0 0

Putem acum sa trecem la formula de derivare a functiilor compuse.

data functia vectoriala de m variabile f : R™ — RP, prin formula

f@1, e xm) = (@1, s @)y oo fp(@1y ooy @), (%1, 0, T) € R™.
Sa efectuam schimbarea de variabila
r1 = U,l(tl, ...,tq), vy Ly = Um(tl, ...,tq), (tl, ...,tq) € B,

prin intermediul functiei vectoriale de ¢ variabile v : B — R™
(B = domeniu din RY) data de formula

U(tl, ...,tq) = (Ul(tl, ...,tq), ...,Um(tl, ...,tq)), (tl, ...,tq) € B.

Facand inlocuirile indicate, se obtine functia vectoriala compusa
F: B — RP, data de formula

F(t1,onty) = (Fi(t1, ooy ty)y ooy Fp(ty, i ty)), (t1,..,t,) € B
unde, pentru i € {1,...,p}
Fi(t1,....ty) = filur(te, .. ty)s ooy um(te, oy ty)), (t1,...,t,) € B.
Teorema 4.3.9 Sa admitem conditiile
(C2) fi,..., [, sunt de clasa C* pe R™
(C3) uy, ..., Uy, sunt de clasi C* pe B.

Atunci, functia vectoriald compusd F este de clasd C* pe B cu

aF m 9 fl axj

1 =
(R1) Gtk 8tk

(0), 1<i<p, 1<k<gq, beB,

7=1
sau, echivalent, (prin matricile jacobiene)

DF . _Df .. Dz

—(b), be B.
T (0): b€

49

Fie
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Demonstratie. Va fi suficient sa dovedim cazul p = 1, deoarece condi-
tiile asupra componentelor lui f sunt identice. De asemenea, putem sa ne
limitam la cazul ¢ = 1 din cauza ca, in procesul derivarii partiale in raport
cu o variabila, celelalte sunt mentinute constante. Avem deci de verificat ca,
pentru functia compusa

F(t) = f(ur(t), ... um(t)), t € B

are loc formula de derivare
F'(b) = Z ﬁ(u(b))ug(b), be B.
=1 95

In acest scop, vom pleca de la faptul ca ipotezele puse asigura diferentiabili-
tatea Fréchet pentru f in punctul u(b) € R™. Deci,Vt € B,

f(u(t)) = f(u(b)) = i ggfj(u(b))(uj(t)—uj(b)%r [[u(t) =u(b) || (u(t))

j=1

unde functia ¢ : R™ — R satisface

e(u(d)) =0, lim ¢(z)=0.

z—u(b)

Nu avem decat sa impartim acum cu ¢ — b si sa luam limita pentru ¢ — b, ca
sa obtinem rezultatul cerut. |

Exemplu. Fie data functia de trei variabile f(x,y, z). Cu schimbarile

t
x:t2—|—52, y=1ts, z=-—,
S

obtinem functia compusa de doua variabile
t
F(t,s) = f(t* +5°, ts, —).
s

Sa calculam derivatele partiale ale acesteia. Avem

OF _0j0r 0§ 0y 0f 0= _,0f |0 10f
o —or ot oyt Tozot ar oy s o:
OF _0f e 0fdy 070>, 0 0f 10
ds Ox ds Oy Os 9z 9s 0w oy s 0z

Fie din nou f : D — R, o functie de m variabile definita pe domeniul
D C R™. Sa admitem ca pentru un anume i € {1,...,m}
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(C4) f este derivabila partial fata de x; pe D.

Valorile astfel gasite ale derivatelor partiale definesc ceea ce se cheama functia

o . Of . y
deriwata partiala —— : D — R; iar operatorul corespunzator —
torul de derivare partiala fata de x;. Pentru aceasta, se poate pune din nou
problema derivarii in raport cu o variabild, fie aceasta x;, intr-un punct din

D. Sa notam

O f g ,0f
0= 50 G
O0x;0x; Oz, Ox;

,0DETa-

(D9) )(a), a € D.
Vom numi aceasta derivata mizta de ordin doi a functiei f, fata de grupul
de variabile (x;,z;) (in aceasta ordine) In punctul @ € D. In particular, daca
1 = j, vom nota
0% f (a) 0 (8 f
—(a) =
Aceasta este derivata de ordin doi a functiei f fata de variabila z;, In punctul
a€D.

)(a), a € D.

Urmatorul rezultat este cunoscut sub numele de ” Teorema lui Schwarz”.
Vom spune ci functia f : D — R este de clasd C* pe D si scriem f € C?(D),
daca ,pentru toti 7,5 € {1,...,m},

(D10) f este derivabila partial pe D fata de grupul (z;, z;),
0 f

xi(?a:j

(D11) aplicatiile y - (y) sunt continue pe D.

Teorema 4.3.10 Sd presupunem cda f este de clasd C* pe D. Atunci

0*f 0 f
(@)= o ——
Ox;0x; Ox;0x;

(R2) (a), i,j € {1,...,m}, a € D.

Nu dam demonstratia acestui rezultat. Ne multumim doar sa remarcam
faptul ca rezultatul in cauza spune urmatoarele: indiferent de ordinea in care
se aplica doi operatori de derivare partiald asupra unei functii (de clasd C?),
rezultatul este acelagi.

Exemplu. Sa consideram functia de doua variabile

T
f($7y) :$4y7_§7 y#o
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Vom calcula derivatele mixte de ordin doi. Avem

of 5. 1 0*f 0 0f .56, 1
Ox =de y’ 8:1:28y_ 8y(8x)_28$‘y +y2
of a6, Of 0 0f o546 1
oy =Ty —’—y27 8y8x_8x(8y)_28xy +y2

Se vede clar ca derivatele mixte obtinute sunt egale.
Admitem 1n continuare ipoteza

(C5) f este de clasda C? pe D.

Pentru o asemenea functie, sd numim forma patratica (simetrica)
d*f(a) : R™ — R data de
(D12) df(a)(hi, ... hun) = > l

Y i axzﬁx]

diferentiala (Fréchet) de ordinul doi a functiei f in punctul a € D. Matricea
(simetrica) a coeficientilor acestei forme
(D13) Hfla) = (7
axﬁxj
se va numi matricea hessiana a functier f in a € D. Cu notatiile acceptate
anterior, avem (notand punctul curent a prin z)

(a)hihj, (hl, ,hm) S Rm,

(a))  (element din M(m))

Pflx)=> el dx;dx;
(%ic?xj B

i,J

iar operatorul de diferentiere asociat este

) 82 a (2)

i i

(patratul simbolic al operatorului de diferentiere d). Acest rationament
poate fi continuat. In general,dat numarul natural r | sa admitem

(C6) f este de clasa C" pe D.

(Sensul acestei conventjii este clar.) Conform Teoremei lui Schwarz, indiferent
de ordinea in care aplicam r operatori de derivare asupra lui f, rezultatul
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este acelagi. Pentru o astfel de functie, sa numim forma omogena de grad r
in m variabile d" f(a) : R™ — R, data de

87‘
de(a)(hl,...,hm) = Z (‘ixfax(a)h“h“’ (hl,...,hm) € R"

il?"'ﬂ”"

diferentiala Fréchet, de ordin r, a lui f in a € D. Cu aceleasi notatii ca
inainte, avem exprimarea generica

ar
de([E): Z Mdl’zldl‘“,

i17-"72

iar operatorul de diferentiere asociat este

B genesyl

or o (r)

Z;, 3

(puterea simbolica de ordin r,a operatorului de diferentiere d). Aceasta
afirmatie se demonstreaza prin inductie.

Calculele cu derivatele mixte urmeaza in general metodologia cunoscuta,
combinata cu rezultatul privind derivarea functiilor compuse. Un exemplu
important de acest tip este oferit in continuare.

Fie f : R™ — R o functie de m variabile (notate z1,...,%,,). Facem
schimbarea de variabile

.Il:/\lt—{—ﬂ,l,...,xm:)\mt—i—,um, tel.
Se obtine in felul acesta functia compusa (de o variabila)
F(t) :f()\lt‘l’ﬂlya)\mt‘{’ﬂ’m)a tel.

Desigur, aceasta nu este decat un caz particular al compunerii din cadrul
Teoremei 4.3.9, cu

U(t) = (Alt + ,Ul, ey )\mt + ,U/m)T, t I~ [
Ca o completare a rezultatului citat, avem

Teorema 4.3.11 Sa admitem conditia

(C7) f este de clasa C" pe R™.
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Atunci, functia compusa I este, de asemenea, de clasa C" pe I, cu derivatele
succesive date de formulele

(k)
(R3) F (Z/\ ) flu(t), tel, 1<k<r.

Demonstratie. (Schita) Cazul k = 1 a fost deja dovedit; deoarece (R3)
revine atunci la

of
=Y N—(u(t)), tel.
3 hige(ult). t &
Sa verificam (R3) pentru k£ = 2. Notam pentru 1 < i < m,

0 0
Gz(t) al‘f( (t)) a.l’f( 1t+M1,.. ,)\mt+ﬂm), tel.

Aplicand formula de derivare compusa din Teorema 4.3.9, ajungem la

0 8f o*f
Z 381‘] axz ZAJ@xﬁx]( u(t)), tel.

Inlocuind in relatia anterioara, gasim

F'(t) = LAGH) =3\ Z)\Jaxf)xj () =

s P, rer
a.ﬁlﬁia.’lfj

1,

care demonstreaza (R3) pentru cazul avut in vedere. Sa notam cu aceasta
ocazie ca relatia obtinuta se mai scrie (cu notatiile facute) astfel

F'(t) = (A, ooy ) THF(u(t) (AL, ooy A), £ € 1

Cazul general se trateaza acum prin inductie. |

Vom spune ca functia f: D — R este de clasa C'*° pe D si scriem f €
C>(D), daca ipoteza (C6) are loc pentru orice r. Desigur, intr-un asemenea
caz, sunt valabile concluziile

(a) exista derivate mixte de orice ordin (ce nu depind de ordinea de apli-
care a derivarilor componente);
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(b) exista diferentiale de orice ordin (calculabile printr-o formula de ridi-
care la putere simbolica).
De asemenea, formula precedenta are loc pentru orice ordin de derivare; nu
mai dam detalii.
Toate aceste consideratii se aplica, cu modificari corespunzatoare i la functii
cu valori vectoriale.

4.3.3 Formule de medie Lagrange—Taylor

Dintre proprietatile globale ale functiilor derivabile, cele mai importante sunt
acelea cunoscute sub denumirea ” formule de medie”.

incepem deocamdata cu functiile de o variabila. Fie f : I — R, unde
I=interval real. Zicem ca f este functie Lagrange pe I daca

(D1) f este continua pe intervalul [

(D2) f este derivabila macar in interiorul intervalului /.

Teorema 4.3.12 Fie f functie Lagrange pe I. Atunci, pentru orice a,b € [
cu a < b, exista punctul intermediar ¢ € (a,b) cu

(R1) f(b) = fla) = ['(c)(b - a).
(Deci, in particular, daca f(a) = f(b), atunci f'(c) =0.)

Prima parte a teoremei alcatuieste ceea ce se cheama ”Teorema de medie
Lagrange”; iar a doua, ” Teorema lui Rolle”.

Sa prezentam cateva consecinte mai importante ale acestor rezultate. Fie
f I — R functie Lagrange pe I.
(P1) Daca derivata functiei f este pozitiva (negativa) in interiorul lui I,
atunci f este crescatoare (descrescatoare) pe I. Deci, in particular, daca
f'(x) =0,V € int (I), atunci f este constanta pe I.
(P2) Daca derivata functiei f este strict pozitiva (negativa) in interiorul lui
I, atunci f este strict crescatoare (descrescatoare) pe 1.
(P3) Daca |f'(z)| < p pentru toti = € int (1), atunci

|f(b) — f(a)] < p|b—al, pentru orice a,b € I.

(Zicem atunci ca f este lipschitziana (de constanta Lipschitz p)pe intervalul
I.) Deci, in particular, f este uniform continua pe 1.
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(P4) Daca a € I este punct de acumulare inspre stanga al lui I, atunci

fila) = 1im+ f'(z) (daca limita dreapta exista).
r—a
(Un rezultat analog se poate da pentru punctele de acumulare inspre dreapta.)
Sa notam ca o asemenea proprietate se dovedeste utila in studiul derivabilitatii
functiilor de forma

] p(x), dacax <c
flo) = { Y(z), dacd x> c.

In fine, ca o aplicatie a teoremei lui Rolle, avem
(P5) Intre doui riddicini consecutive ale ecuatiei f/(x) = 0 existi cel mult
o radacina a ecuatiei f(z) = 0. Aceasta permite o separare a radacinilor
ecuatiei f(z) = 0 prin intermediul variatiilor de semn din aga—numitul sir al
lui Rolle

f(—OO), f(cl)v ES) f(cp)7 f(+OO),
unde ¢y, ..., ¢, sunt radacinile consecutive ale derivatei.

Urmatoarea varianta utila a teoremei Lagrange este de remarcat (aga—
numita ” Teorema a lui Cauchy”):

Teorema 4.3.13 Fie f,g doua functii Lagrange pe intervalul I, cu
(C1) ¢'(x) # 0, pentru orice x interior lui 1.

Atunci, pentru orice doud puncte a,b € I cu a < b, avem g(a) # g(b) si
exista punctul intermediar ¢ din (a,b) cu

)~ fla) _ £
9(0) —gl) g0

Acest rezultat reprezinta o baza metodologica pentru calculul limitelor
prin aga—numita metodd a derivarii (requla [’Hospital). Fie I un interval i b
un punct de acumulare spre dreapta al acestuia. (Sa notam ca este posibil ca
b sa nu fie in [; si, de asemenea, cazul b = oo nu poate fi exclus). In plus, fie
f, g doua functii Lagrange pe I din care a doua mai satisface conditia (C1).

0
Cazul o Daca hr}}, f(z) =0, lirgli g(x) =0, atunci

PO @ @)

1m
i gla) e g(2)

, daca limita din dreapta exista,
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Cazul 2°: Daci lim |g(x)| = oo, atunci,necesar
(0@ T—b~—
P f@ . @
lim ——= = lim =
R P R e P

, daca limita din dreapta exista.

Un rezultat analog are loc si pentru cazul punctelor de acumulare spre stanga
ale lui .
Acum, toate celelalte nedeterminari se reduc la precedentele, prin schimbari

de functie. De pilda, cazul co — oo se reduce la 0 prin
1 1 e+ ()

f@) 9@ =0 Y 0w T el

0 . .
Pe de alta parte, cazul 0 - co se reduce la 0 prin scrierea

0
Iar, in fine, cazurile 00, 0°, 1% se reduc la 0 - co (si ulterior la 6) prin
f(x)g(x) — 9(@)Inf(z)

Daca limitele din dreapta relatiilor (P6), (P7) nu exista, atunci nu se poate
spune ca nici limitele din stanga acestor relatii nu exista.

Exemplu. Fie f(z) = z —sinz, g(z) = 2x + 3 + cosx, b = 0o. Avem,

f(x) f'(x)

evident, lim “—— = = (se scoate x in factor). Pe de alta parte, lim ~— = =
. 1l—cosx L 9 L.
lim ————— nu exista (se lucreaza cu siruri).

t—o0 2 —sin ) ) _ _ )
Trecem acum la o generalizare utila a formulei de medie Lagrange. Fie

f I — R o functie definita pe intervalul I §i n numar natural dat. Zicem
ca f este functie Taylor de ordinul n pe I daca

(D3) f,f, ..., f exista si sunt continue pe 1.

(D4) f*+1 exista macar pe interiorul lui 7.

Teorema 4.3.14 Fie f functie Taylor de ordin n pe I. Atunci,date a,b € I,
a # b, exista punctul intermediar 6 = 6(a,b) din (0,1) cu
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F)=F(a) + 2 ) +

(?n_f):;! F (a4 6(b — a)).

Demonstratie. (Schita.) Consideram numarul p dat de

b—a b—a)" b—a)"tt
1O = @)+ 50 @)+ o )+ C o
si definim functia £’ : I — R prin
b—=x b—x)" b— x)ntt
P) = fa)+ )+ O )+ G e

Se constata usor ca F' este functie Lagrange pe I si, in plus, avem
F(a) = F(b) (din alegerea lui p1). Conform Teoremei lui Rolle,

F'(a+6(b—a)) =0, pentru macar un § = 6(a,b) din (0, 1).
Dar, derivata functiei F' are forma

b—x)"

Fa) = E= 0" (o gy — .

n!
Egalitatea dinainte ne spune c, obligatoriu u = f™*1(a +0(b — a)). Iar de
aici concluzia este clara. n

Prin definitie, (R2) se va zice formula de medie Taylor (de ordin n) pentru
functia f. Evident, daca n = 0, aceasta nu este altceva decat formula de
medie Lagrange. Polinomul de grad n (in variabila )

T—a
1!

(z —a)"

n!

Tw(x:a) = f(a) + flla)+ -+ f(a)

se va numi polinom Taylor (de grad n) asociat lui f, iar expresia (in variabilele
x,a)

(z —a)"*
(n+1)!
restul de ordinul n din formula de medie Taylor. Daca, in particular, a = 0,
atunci, din (R2) deducem ceea ce se cheama formula de medie Mac—Laurin

(in orice b # 0)

R.(z:a)= f*(a +6(x — a))



Cap.4. Complemente de analiza 59

bn—i—l

b / b" n
(B3) f(0) = fO) + 7/ O) + -+ PO + £y

pentru un anumit 6 = 6(b) in (0, 1).

f(n+1) (9[)),

Este important de subliniat cu aceasta ocazie caracterul bilateral al for-
mulei Taylor. Mai exact, dat a € I, formula in cauza este valabila atat pentru
b > a, cat gi pentru b < a. In primul caz, punctul intermediar ¢ = a+6(b—a)
este in intervalul (a,b); iar in al doilea, punctul respectiv este in intervalul

(b, a).
In particular, daca I = R si (pentru orice x € R)

f(z) =ap+ a1z + -+ + a,z™ (polinom de grad cel mult n),

atunci formula de medie Taylor devine

r—a
1!

(z —a)"

n!

flx) = fla) + =——f(a) + -+ f"(a), Va € R.

Adica, f este identic cu polinomul Taylor de ordin n asociat acestuia (in
orice punct a). Aceasta relatie ne ajuta de exemplu, sa gasim conditia ca
punctul z = a sa fie radacind multipla de ordin k& pentru ecuatia (algebrica)

f(z) =0, in sensul descompunerii

f(z) = (z —a)*g(z), Ya; g = polinom cu g(a) # 0.

Anume, conditia respectiva se scrie

fla)=0, f'(a)=0,.., f*D(a) =0, fP(a) #0.

Sa trecem acum la cazul functiilor de mai multe variabile. Fie m numar
natural dat si D, o parte convexa si deschisa a spatiului R™. Sa notam ca,
din proprietatea de convexitate pentru orice doua puncte a = (ay, ..., @) si
b= (bi,...,bn) din D, segmentul de dreapta

la,b] ={a+t(b—a) = (a1 +t(by —a1), ..., am + t(by —ap));0 <t < 1}
ramane in multimea D. Fie, de asemenea, f : D — R o functie data.

Teorema 4.3.15 Sa admitem ca f este de clasa C™' pe D. Atunci,
oricare ar fi punctele distincte a = (ay,...,am), b= (b1, ...,by) din D, erista
un punct intermediar 6 = 6(a,b) din (0,1) asa incat
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m m

F0) = fa) + 510 — ai) ) fla) + oo+ 5O (s — ai)5) ™ f(a)
(R4) =1 =1
+ Gy (2 (b )" fla+0(b—a)).

=1

Demonstratie. Sa definim functia compusa
o(t) = fla+tb—a), 0t 1.

Conditiile problemei au drept consecinta faptul ca ¢ este functie Taylor de
ordinul n pe intervalul I = [0, 1]. Putem deci scrie aceasta formula in raport
cu orice pereche de puncte t1,t5 din I. Sa facem acest lucru pentru t; = 0,
to, = 1. Avem

1 1

P(1) = 9(0) + 12 (0) + o (0) + —

m@(nﬂ) (9),

unde € este un punct intermediar din (0, 1). Dar,cu Teorema 4.3.11,

U 0
P(t) = (b —ai) 5 ) fla+t(b—a), 0<t <,
i=1 i
oricare ar fi k € {1,...,n+ 1}. Iar de aici, concluzia este clara. |

In particular, pentru n = 0, rezultatul de mai sus ne spune ca pentru
functia f € C'(D) are loc formula de medie (de tip Lagrange)

]:rgbla sy bm) - f(CLl, ceny am) =
Z(bz aZ)aa.T f(al + H(bl — al) o G + e(bm _ am))

)

(R5)

unde 6 este un punct intermediar in (0,1) care depinde de cuplul a =
(@1, ..oy @), b= (b1, ..., by,). Aceasta, scrisa sub forma vectoriala

f(0) = f(a) = (Vf(a+0(b—a))(b—a), unde € (0,1)
si combinata cu inegalitatea Cauchy—Schwarz, conduce la concluzia

(P8) Daca ||V f(x)|| < u, pentru orice z € D, atunci
| f(b) — f(a)|| < pl||b — al|, oricare ar fi a,b € D.
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Adica, f este lipschitziana (de constanta Lipschitz p) pe multimea convexa
deschisa D. (Si, deci, in particular, f este uniform continua pe D.) Vom numi
(R4) formula de medie Taylor (de ordinul n) pentru functia f. Polinomul de
grad n (in variabila x = (21, ..., z,,)), notat

To(os0) = f(0) + 3 250 — )+ o = an) 5P f a)

k=1

se va numi polinomul Taylor (de grad n) asociat lui f; iar expresia (in vari-
abilele x = (21, ..., ), a = (a1, ..., an))
1 m

R.(x:a)= m(;(@ — ai)aii)("H)f(a +0(z — a))

restul de ordinul n din formula de medie Taylor. In particular, pentru a = 0,
(R4) se va numi formula de medie Mac—Laurin; scrierea ei fiind imediata, nu
mai insistam . Mentionam i aici faptul ca pentru

f(z1,...,x,) = polinom de grad cel mult n (in variabilele sale)

formula de medie Taylor devine exacta, in sensul ca restul asociat acesteia
este identic nul.

4.3.4 Calcul aproximativ al valorilor functionale

Printre aplicatiile practice ale formulelor de medie anterioare, cea referitoare
la calculul aproximativ este de importanta centrala. In esenta, ea se reduce
la urmatoarele. Sa presupunem data marimea

n = f(x1,...,x,) (expresie analitica in m variabile).

Ne intereseaza valoarea acesteia pentru un sistem fixat de valori ale vari-
abilelor: z1 = by,...,x;, = by; adica, marimea ny = f(by,...,bn). De obi-
cei, aceste valori nu sunt efectiv accesibile. (De pilda, daca sunt numere
irationale, nu putem lua in considerare decat un numar finit de zecimale.) In
acest caz, se vor lua valori vecine acestora x| = ay, ..., T, = a,,; adica, se va
lua in discutie marimea 1) = f(a1, ..., a;,). Doua probleme se pun in acest
context

(i) 1n ce masura si cu ce eroare se poate construi 7;;
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(ii) odata construit 7y, care este eroarea pe care o facem daca luam pentru
no valoarea 7.

Prima problema se poate rezolva prin intermediul formulei de medie Mac—
Laurin. Anume, vom folosi in calculul lui ) = f(ay,...,a,), aproximarea
definita de polinomul Taylor de ordinul n

0

n 0
~ ... (k)
@1 m) = F0,,0) 4 X015 )50, 0

sau, cu alta notatie,
f(a) = T,(a;0), daca a este apropiat de 0.

Eroarea evaluarii se obtine din restul asociat formulei Taylor:

()™ +1
_Tn ;0 < "
@) = Tu(ws0)] < (P
unde € = max(|ay|, ..., |a,|), iar

i = bariera superioara a modulilor derivatelor de ordin n + 1.

Exemplu. Sa se calculeze eroarea comisa in evaluarea

In(1+ ) 2’ ¢ ||<1
n r) ~r— — entr T —.
g PORUITI =70

Folosim 1n acest sens formula de medie Mac—Laurin:

R 1

ln(l‘i‘J]):I—?—f‘gm, und69:9(x) € (0,1)
- 1 1
Avem atunci din |0z| = |0] - |x] < 1. — = —, evaluarea
10 10
z? z3

ln(l—l—x)—x%—?

1 < 1 1 (10)3 1
3[1+6xp — 103 3\ 9/ 2787
A doua problema se poate rezolva prin intermediul formulei de medie
Lagrange. Avem mai exact

m

Ho =1 = F(br, oo b) — F(ay o) = 3 (b1 — ai)(j(a L0 —a)).

i=1 Li
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Si in acest caz gasim de pilda evaluarea
o — 1ol < mdv
unde § = max(|by — aq, ..., |bm — am|), iar

v = bariera superioara a modulilor derivatelor de ordin 1.

Exemplu. Sa presupunem ca marimea 7 este calculata in conformitate cu
regula n = 23yz. Sa apreciem eroarea facuta in calculul acestei marimi in
ul b (101 102 1
unctul b = | —, —, —
P 100 100 100
in a = (1,1,0). Notand cu 7y, respectiv 7, aceste valori putem scrie

) daca se va identifica aceasta cu valoarea luata

1 2 1
o ~ 73 2 - 3
=0~ 150°" YF T 100" T 1007 Y

unde (z,y, z) este un punct pe segmentul care unesgte a cu b. Obtinem

| q<13<umf il+g<ﬂﬂf 1-+<Hﬂf 102
="l =700 1°\100/) 100 100/ "100 " \100/ 100

care ne da raspunsul cerut.

Probleme propuse la §4.3

1. Pornind de la definitie, sa se calculeze derivata functiei
f(z) =+/3z + 4 in punctul a = 1.

2. Sa se cerceteze derivabilitatea functiilor

B In(z? + 3x), 0<zx<l1
a) f(x) = {Z(g;_1)+21n2, x> 1
b) f(z) = |2*+3x+2], ven

c) f(r) = max(x —1,22—2—-1), z€R.

3. Folosind regulile stabilite, sa se calculeze derivatele functiilor

/xQ—l 3 Az
a) f(x) = oy b) f(x) = x?e™,

c)f(x) =1In(x + Va2 + k), d) f(z) = arctg (1 + = + z?).
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4. Sa se calculeze derivatele de ordinul 1 gi 2 ale functiei compuse F'(x)=
f(2®+1) unde f este o functie de doud ori derivabild pe R.

5. S& se arate cd functia f(z) = (z + v/a? — 1)" verificd ecuatia (2? —
Df"(x) +af'(x) = n?f(z) =0

6. Sa se calculeze derivatele de ordinul n ale functiilor

a) f(x) = In(ax +); b) f(x) = =+,
¢) f(z) = cosx; d) f(z) = aPes®.
7. Pornind de la definitie, sa se calculeze gf(l 1) s af( 1), daca
x

flz,y) =In(1 + 2 +y?) + arctg(z® + y).
8. Sa se arate ca functia

2zy

fl@) =4 22 +y*
0, daca x =y = 0.

daca x # 0 sau y # 0

are derivate partiale in origine dar este discontinua in acest punct.

9. Sa se calculeze derivatele partiale de ordin 1 si 2 ale functiilor (iar apoi
gradientul si hessianul lor)

f(z,y) = arctg Tty . flzyy,z) =€ -sin z.
11—y

10. Sa se calculeze derivatele partiale ale functiei compuse p(z,y, 2)
= flz+y+z22+y?+2%), unde f(u,v) este o functie de douss variabile de
clasa C' pe R2.

11. Sa se demonstreze ca functiile urmatoare sunt lipschitziene pe domeni-
ile indicate

a)f(z) =sinz, v € R; b)f(z,y,2) = gt 0<2,y,2 < 15
o)f(z) =2xe®, 0<ax<1; d)f(z,y)=e"% 0< 2,y <1

(Indicatie. Se va utiliza teorema lui Lagrange.)

12. Sa se scrie formula Taylor de ordinul doi pentru functiile de mai jos,
in punctele indicate

a) f(x) = V1+uz, a=0;
b) flz.y) = e, a=(0,1);
¢c) flzyy,2) = Im(l+z+y—32), a=(1,1,0).
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13. Sa se calculeze (cu ajutorul regulii I’'Hospital) limitele

Tsinz — (1 1 1
a) lim e'sine — a(l+ x); b) lim [ — —
z—0 23 =0\ 22 tgz
: (= 1N
c) limzlnz; d) lim ( > .
x—0 z—0 \ 1 + 1

14. Sa se evalueze eroarea comisa la aproximarile

3 ~ a3 ™. ~ z z? 1
a)31px.~:c—g, \.x|'§%, b)\/1+x~.1+§—§, 2] < 155+
(Indicatie. Se va utiliza formula Mac—Laurin.)

15. Sa se gaseasca o bariera superioara a erorii (absolute) pe care o facem

in calculul expresiei n = z%yle? relativ. la  punctul
(%, %, ﬁ) daca se folosesc valorile apropiate (1,1,0).

4.4 Structuri de convergenta
pe spatii de functii
4.4.1 Norma unei functii. Convergenta uniforma
Fie I = [c,d] un interval compact al axei reale R. Convenim sa notam
F(I, R) = multimea tuturor functiilor f: I — R.
Se stie ca aceasta este spatiu liniar in raport cu operatiile uzuale

(f+9)(z)=f(z)+g(x), x€l, (suma a doud functii)
A)(x) = Mf(x), x € I, (produsul unei functii cu un numar).

Definim acum o norma (generalizata) pe acest spatiu prin conventia
(1) [[f] = swp|f@). J € (L, ).

Proprietatile mai importante ale acesteia sunt

(P1) If + gl < £ + [lgll (inegalitatea triunghiului)

(P2) [IAfIl = [Al-[If]l,  (omogenitatea)

(P3) ||fIl = 0 daca gi numai daca f = 0 (functia nula).
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Ele coincid — formal — cu acelea stabilite pentru norma unui vector. Ar fi
de asteptat astfel sa putem construi o teorie a convergentei in aceste spatii,
dupa modelul expus acolo; este ceea ce intentionam sa facem.

Pentru fiecare pereche de functii f,¢g € F(I, R), numim distanta dintre
acestea, numarul ||f — g||. (Este de remarcat aici faptul ca, spre deosebire
de cazul vectorilor, distanta dintre doua functii poate fi chiar co.) Sa facem
notatia

(D2) 5(f,e) ={g € F(I,R); If —gll <e}, feF(,R), e>0.

Vom numi aceasta sfera deschisa cu centrul f gi raza €. In continuare, sa
numim vecindtate a unei functii f € F(I, R)

(D3) orice asemenea sfera deschisa cu centrul in f

(D4) orice parte din F'(I, R) care include o asemenea sfera.

Multimea tututor vecinatatilor functiei f o vom nota prin V(f). Fie acum
dat un sir de functii din F(I, R) :

fi:l —R fo:l—R,...fp: ] —R, ..,

si, de asemenea, functia f : I — R (element din F'(I, R)). Zicem ca girul
(fn) converge (in sensul normei) catre f daca

(D5) oricare ar fi vecinatatea V € V(f) exista un rang n(V)
asa ca f, € V, pentru toti n > n(V).

sau,echivalent,

(D6) pentru orice £ > 0 exista un rang n(e) asa ca
n>n(e) = |fu— fll <& (sau f, € 5(f.¢)).

Vom mai exprima aceasta prin fraza: (f,) este uniform convergent (pe in-
v . . . u . . .

tervalul I) catre functia f (si scriem f, — f) pe care o vom numi limita

uniforma a sirului (f,,).Daca aceasta functie este generica,atunci spunem ca

(fn) este uniform convergent.

Urmatorul rezultat este aproape evident

Teorema 4.4.1 Sirul de functii (f,) din F(I,R) converge uniform cdatre
functia f € F(I,R) daca si numai daca sirul numeric

An: ||fn_f||7 n:1727"‘ ’

converge catre zero.
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Exemplu. Cu I = [—a,al, sa construim girul de functii

n

fn() — Y sel,n=12 ...
n!

Avem, pentru orice n, evaluarea

n

a n

v el (adici ||f] < %).

| fa(2)] <

n!’
aTL

. . . v v v u
Si, cum sirul numeric (F) converge catre zero, urmeaza ca f, — 0.

In analogie cu cazul spatiilor finit dimensionale, exista si aici posibilitatea
sa caracterizam convergenta uniforma fara sa utilizam direct functia limita.
Anume, fie (f,) un sir de functii din F(I, R). Zicem ca acesta este un gir
uniform Cauchy (sau fundamental) daca

oricare ar fi € > 0, exista un rang n(c) asa ca
D7) ori fi e > 0, exist g :
| fotp — full < e, pentru orice n > n(e) sip > 1.

Definitia este formal aceeasi ca in cazul vectorilor.

Teorema 4.4.2 Un sir de functii (f,) din F(I, R) este uniform convergent
daca $i numai daca este gir uniform Cauchy. (Adica, F(I,R) este spatiu
complet.)

Demonstratie. Necesitatea conditiei este imediata. (Se tine cont de inega-
litatea triunghiului.) Pentru suficienta vom pleca de la faptul ca, daca (f,)
este un gir uniform Cauchy, atunci

(fu(z)) este gir (numeric) Cauchy, pentru orice z € I.

Cum R este complet, toate aceste giruri converg. Sa punem

f(z) = lim f,(x), z € 1.

n—oo

Din conditia de gir uniform Cauchy

|fn+p(x) - fn('x)‘ < €, T & [7 n > n(€)7 p > 17
deducem, trecand la limita in raport cu p,

[f(2) = fulz)| < &, x €T (deci [|f = ful <€), n = nle).
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% v u PN .
Aceasta arata ca f,, — f si incheie argumentul. |

Sa descriem acum — in sensul analogiei discutate anterior — unele clase de
multimi asociate structurii de spatiu normat astfel intfoduse. Fie M multime
nevida de functii din F(I, R).

(i) Functia f € F(I,R) se va numi punct interior al multimii M daca
exista € > 0 asa ca S(f,e) € M. (Deci, in particular, f € M.) Multimea
tuturor acestor puncte alcatuieste interiorul multimii M si se va nota int (M).
Vom zice ca M este deschisa daca coincide cu interiorul acesteia. Ca exemplu
imediat de asemenea multimi avem orice sfera deschisa din F'(I, R).

(ii) Functia f € F(I, R) sa va numi punct aderent al multimii M daca
existd un sir de functii (f,) din M cu f, — f. Multimea tuturor aces-
tor puncte aderente alcatuieste aderenta (sau inchiderea) multimii M si se
noteaza ad (M). Vom zice ca M este inchisa daca este identica cu aderenta
sa. Ca un prim exemplu, avem toate sferele inchise din spatiul F'(I, R):

Slf.el={9 € F(I,R); |If —gll <€}, f€F(,R), e>0.
Un alt exemplu important in acest sens este urmatorul. Sa punem
C(I,R)={f € F(I,R); f este continua pe I}.
Este util de observat ca, in baza teoremei lui Weierstrass,
|f|l < oo, oricare ar fi f € C(I, R).

Teorema 4.4.3 Subspatiul C(I, R) este inchis in F (I, R); si deci
(combinand cu rezultatul anterior) C(I, R) este spatiu complet.

Demonstratie. Fie (f,,) un sir de functii din C(/, R) care converge uniform
la o functie f € F(I, R). De asemenea, fie a un element arbitrar din /. Din
definitia convergentei uniforme rezulta ca, dat e > 0, exista un rang n(e) asa
incat

| fn — fll <e, pentru toti n > n(e).

Punand pentru simplitate k = n(e) avem, in particular,
[fe(x) = f(z)| <€, Vo el (sidec |fr(a) = fla)] <e).

Pe de alta parte, din continuitatea lui f;, exista pentru acelagi € > 0, un
0 > 0 asa incat

xel |z —al <§d= |fe(z) — frla)| < e.
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Combinand toate aceste inegalitati, avem

{ rel|r—al <= |f(z)— fla)] < [f(x) — fulz)|+
+|fr(x) = fula)| + [fe(a) — f(a)| L e+ e+ =3e.

Aceasta arata ca f este continua in a; si, cum a este arbitrar in I, urmeaza

feC(,R). u

In legatura cu concluzia de mai sus, se poate pune in mod natural pro-
blema daca nu cumva aceeasi proprietate o are si familia de functii

D(I,R) ={f € F(I,R); f este derivabila pe I}.

Raspunsul este negativ, in general. D2r, cu unele ipoteze suplimentare, con-
cluzia poate fi (local) valabila. Mai exact, dam (fara demonstratie)

Teorema 4.4.4 Fie (f,) un sir de functii din D(I, R) care satisface
(C1) (fn) converge uniform catre functia f € F(I,R)
(C2) (f!) converge uniform catre functia g € F(I, R)

Atunci, obligatoriu, f € D(I,R) si f' = g.

Toate aceste consideratii se pot usor extinde la functii cu valori vectoriale.
Mai exact, fie (pentru p > 1)

F(I, R?) = multimea tuturor functiilor f: 1 — RP.
Fiecare functie f din aceasta multime are forma

f(x) = (fu(x), s o), w €1

unde fi,..., f, (componentele lui f) sunt elemente din F(/, R). Atunci, nu
avem decat sa punem

(D8) [[fII = max([| uf], -, I foll)

pentru a traduce toate notiunile anterioare in noul cadru. Mentionam, in
fine ,ca o extensie ulterioara a acestor fapte se poate face prin inlociurea
intervalului compact I din R cu un continuum D al unui spatiu R™ (cu
m > 1).
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4.4.2 Convergenta local-uniforma si punctuala

Vom incerca acum sa extindem rezultatele anterioare la cazul intervalelor
oarecare. Fie J un asemenea interval; asta inseamna ca J poate fi chiar
nemarginit (de pilda, J = (e,00)) sau marginit, dar (eventual) deschis la
unul din (sau ambele) capete. Sa notam si aici

F(J, R) = multimea tuturor functiilor f: J — R.

Notiunile de norma si convergenta uniforma se pot introduce exact ca la
cazul compact; si rezultatele corespunzatoare continua sa aiba loc si in acest
cadru. Avem insa si unele aspecte noi. Anume, fie

fird—R, fo:J—R,....fn:J— R, ..,

un gir de functii din F(J,R) si f : J — R o functie din F(J, R). Prin

definitie, vom spune ca sirul (f,) converge uniform catre f pe intervalul

compact I = [c,d] din J daca

(D1) restrictiile functiilor din sir la interval I converg uniform (in sensul
normei din F'(I, R)) catre restrictia functiei f la intervalul 1.

u A
(Vom nota aceasta proprietate prin f, T f. In particular, daca I se re-

duceala un punct (¢ = d) vom zice ca sirul de functii (f,,) converge in punctul
¢ catre functia f; adica,

(D2) fu(c) — f(c) pentru n — oo.

Zicem ca sirul (f,,) converge local-uniform catre f pe intervalul (initial) J si

. lu o
scriem aceasta f,, — f daca

(D3) fa T f, pentru orice interval compact I C J.
In fine, (fn) se va numi convergent punctual catre f pe intervalul (initial) J
daca

(D4) fn(z) — f(z), pentru toti z € J.

o . . p N e .
Vom desemna aceasta proprietate prin f,, — f. Avem, deci, in principiu, trei
tipuri de convergenta pe acest spatiu. Relatiile dintre acestea sunt precizate
n
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Teorema 4.4.5 Avem implicatiile
(P1) [fa =5 f1 == [fa = f1 = [ea = £,

Adica: convergenta uniforma o implica pe cea local-uniforma care, la randul
e, are ca efect convergenta punctuald.

Demonstratia este imediata, din definitie; de aceea nu mai insistam asupra
ei. Se pune insa problema in ce masura pot fi inversate implicatiile de mai sus.
Raspunsul este urmatorul. Daca J este interval compact, atunci implicatia
de la prima la a doua proprietate poate fi inversata; sau, mai precis,

(P2) J = compact = [conv. uniforma = conv. local-uniforma]

(Nu avem decat sa luam, printre intervalele compacte ale lui J pe J insusi.)
Daca, insa, J nu este interval compact, implicatia in chestiune nu mai poate
fi inversata.

Exemplu. Cu J = [0,1), sa construim sirul de functii
folz)=2", x€J n=1,2 ..
Pe fiecare subinterval compact I = [c,d], al intervalului (necompact) J,
|fu(x)| <d", zel, n=1,2,..
Deci, f, % 0; si, cum [ este arbitrar, f, 50, Pe de altd parte, luand in
considerare sirul (din J)
T, =1/Y2, n=12, ..

avem, evident, evaluarile

1
(deci, || full > 5), n=1,2...

N —

folwn) =

Aceasta, dupa un fapt anterior (Teorema 4.4.1) este in dezacord cu f,, — 0
si afirmatia reiese.

Pe de alta parte, oricare ar fi intervalul J (compact sau nu) implicatia
intre proprietatea a doua gi a treia din (P1) nu poate fi in general inversata.
Aceasta se constata din urmatorul
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Exemplu. Fie dat sirul de functii
gn(z)=2"(1—2"), 0<2x <1, n=12 ..

Este ugor de vizut ci g, —— 0. In plus, o relatie de forma g, 2, 0 nu este
valabila deoarece, conform lui (P2) ar trebui si avem atunci g, — 0; iar
aceasta nu se verifica. (Se utilizeaza o tehnica asemanatoare cu cea dinainte.)
Iar de aici, concluzia este clara.

Trecand la proprietatile acestor tipuri de convergente mentionam, ca un
fapt general, ca rezultatele expuse anterior pe intervale compacte raman
valabile pe intervale necompacte si pentru convergenta uniforma inlocuita
(eventual) cu convergenta local-uniforma. Aceasta deoarece proprietatea de
continuitate sau derivabilitate intr-un punct angajeaza doar valorile functiei
dintr-o vecinatate a acelui punct. Evident ca toate aceste consideratii se pot
imediat extinde (prin tehnicile anterioare) la cazul functiilor cu valori vecto-
riale definite pe un interval (in general necompact) J al axei reale; sau, mai
general, un domeniu al unui anumit spatiu finit dimensional.

4.4.3 Serii de functii

In cele ce urmeaza vom aplica rezultatele descrise anterior in studiul seriilor
cu elemente din spatiile functionale deja introduse.

(A) Fie I = [¢,d] un interval compact al axei reale si F'(1, R) clasa tuturor
functiilor f : I — R. Fie

fi:l — R, fo: Il —R,...fn: ] — R, ..

un sir de functii din (7, R). Vom numi simbolul

(D1) fi+ fo+ -+ fu+--- (sau, echivalent, > f,)

o serie de functii. Semnificatia sa este legata de conceptele anterior introduse.
Mai exact, sa construim sirul de sume partiale din F'(I, R)

G=Jug=0+f o ngn=Si+F fa
Prin definitie, vom spune ca seria Z fn converge uniform daca sirul de func-

tii (g,) converge uniform in F(I, R). In acest caz, functia ¢ € F(I,R) cu
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gn —— ¢ se va numi suma seriei in chestiune si vom nota aceasta prin g =
o0
> fu
n=1

Urmatorul criteriu (Cauchy) de convergenta uniforma rezulta cu usurinta
din Teorema 4.4.2 anterioara.
Teorema 4.4.6 Seria de functii Z fn este uniform convergenta daca si nu-

n
mai daca oricare ar fi e > 0 , exista un rang n(e) asa incat
| fos1 + -+ fatpll < e, pentru orice n > n(e) sip > 1.

In particular, de aici gasim Criteriul de comparatie Weierstrass pentru
convergenta uniforma.

Teorema 4.4.7 Fie Z fn 0 serie de functii pentru care avem
n

[fnll < Bn, pentru toti n.

Daca seria numerica (cu termeni pozitivi) Zﬁn converge, atunci seria de
n

functii Z fn este uniform convergenta.
n

In ce priveste suma unei serii de functii uniform convergente, rezultatele
se deduc imediat din acelea privind limitele sirurilor uniform convergente.
Astfel, cu Teorema 4.4.3 avem
Teorema 4.4.8 Fie an o serie uniform convergenta de functiv st f =

n
fi+ fo+ -+, suma acesteia. Daca toti termenii seriei sunt functii continue
pe I, atunci si suma seriet este continua pe 1.

Tot astfel, din Teorema 4.4.4, deducem

Teorema 4.4.9 Fie an o serie uniform convergenta de functii si f =

n
fi+ fo+---, suma acesteia. Daca tofi termenii seriei sunt functii derivabile
pe I si seria de functii Z 11 este uniform convergentd, atunci f este derivabild

pelsif'=fi+fo+-.
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Exemplu. Fie I = [—a, d] si seria de functii ) _ f,, unde
n
xn
fal@) = —cosnz, v €l n=12,.
n!
Seria in chestiune este uniform convergenta, deoarece
a’l’L n
n! nl’’

|fo(2)] = ’x' cosm:’ < —, Veel, (deci |[|fn]] < ¢ ), n=1,2 ..,
n!

n!
n

. . . . e a v Qv v
lar seria numerica cu termeni pozitivi E = este convergenta. Sa notam cu
n!
n

f suma seriei
o0 xn

f(x) = Z — cosnz, T € I.
n!

n=1
Cum toti termenii seriei sunt continui, f este de asemenea continua. In plus,
termenii respectivi sunt si derivabili, cu
1
(n—1)!

n—1

fi(x) = (z" " cosnx —z"sinnz), v € I,n=1,2,....

Deoarece, pentru orice n > 1,

a’ a”
! . /
) <2——, Ve el (deci <2————
@l <20 (decil £ < 2045
(am presupus aici a > 1), rezultda ca seria derivatelor este gi ea uniform
convergenta. Suma cestei serii este tocmai derivata sumei anterioare

[e.9]

Z 0 2" cosnx — a"sinnx),x € 1.
n_

Toate rezultatele obtinute pot fi usor extinse la cazul functiilor cu valori
vectoriale. Acestea, la randul lor, se pot extinde la situatia in care intervalul
compact I din R se poate inlocui cu un continuum D dintr-un spatiu R™ (cu
m > 1).

(B) Fie acum J un interval arbitrar al axei reale si F'(J, R) clasa tuturor
functiilor f : J — R. Dat sirul de functii din F(J, R)

fi:dJ—R fo:J—R,....fn:J—R,..

vom numi gi aici simbolul
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(D2) fi+ fo+ -+ fu+--- (sau, echivalent, > f,)

serie de functii. Semnificatia acestuia este legata de cele trei concepte de
convergenta care se pot introduce in acest context:

(a) convergenta uniforma (pe intervalul J)

(b) convergenta local-uniforma (care inseamna o convergenta uniforma
pe fiecare interval compact al lui J)

(c) convergenta punctuala (adica, o convergenta la nivelul fiecarui punct
din J).
Legatura dintre aceste tipuri de convergenta este in fond aceea indicata de
Teorema 4.4.5. Sa notam ca pentru oricare tip de convergenta exista suma

o0

a seriei respective (f = ) _ f, are sens ca element din F(J, R)).
n=1
In ce priveste proprietatile de baza mentionam ca rezultatele stabilite
anterior raman valabile chiar in conditii de convergenta local-uniforma a
seriei considerate. Ilustram acestea prin urmatorul

Exemplu. Fie J = (—1,1) si seria de functii » _ f,, cu

fo(x) = 2" cos(nrx), v € Jyn=1,2,..
Daca I = [—a,a] este un interval compact al lui J, atunci, din evaluarile
|fu(@)| = |2" cos(nmz)| < a", z € I,n=1,2,..

si din convergenta seriei Z a" rezulta convergenta uniforma a seriei noastre
n

de functii pe I. Adica, Z fn este local-uniform convergenta pe (intervalul

n
necompact) J. Conform unui rezultat precedent, suma seriei,

flz) = i " cos(nmx), v € J

n=1

apare ca functie continua pe J. In mod analog se lucreaza si in ce priveste
derivabilitatea.

Mentionam, in final, ca toate aceste dezvoltari sunt valabile si pentru serii
de functii vectoriale definite pe intervale oarecare (necompacte in general)
ale axei reale. De asemenea, o extensie ulterioara este posibila pentru functii
definite pe domenii ale unui spatiu finit dimensional; nu mai dam alte detalii.



76 Mihai Turinici

4.4.4 Serii de puteri. Dezvoltare in serie Taylor
Numim serie de puteri orice serie de functii Z fn In care termenii acesteia
n

au forma analitica
(D1) fu(z) =ana™ z€ R, n=0,1,...

(Aici, (ay,) este un gir dat de numere reale.) Desigur, toate rezultatele prece-
dente sunt valabile si pentru acest caz particular. Apar insa si o serie de
aspecte specifice pe care le vom evidentia in continuare.

incepem prin a observa faptul ca orice serie de puteri este convergenta
(punctual) cel putin in origine; aceasta deoarece toti termenii seriei incepand
cu cel de rangul 1 se anuleaza in acest punct. Exista insa si serii de puteri
ce converg doar 1n acest punct, ca, de pilda,

Zn!x":1+1!x—|—2!x2—|—~-+n!x"+--- :

n

Aceasta se constata imediat din faptul ca

lim nljz|™ = co, pentru toti x # 0.

n—oo

Pe de alta parte, exista serii de puteri care converg in orice punct,dupa cum
rezulta din exemplul

.CEQ n

33”_1 T T
zﬂ:a_ +ﬂ+§+...+ﬁ+...

(A se vedea , in acest sens,discutia facuta in Sectiunea 4.1.2.) In legatura
cu multimea de convergenta a unei serii de puteri, avem urmatorul rezultat
important (numit ” Teorema lui Abel”):

Teorema 4.4.10 Pentru orice serie de puter:

Zanwn:a0+a1x—|—a2x2+---—i—anx”—f—---
n

exista un numar p > 0 (finit sau infinit), cu proprietatile
(i) seria este convergenta pe intervalul (—p, p)

(ii) seria este divergentd pe (—oo, —p) U (p, +00).
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Demonstratie. (Schita) Daca seria de puteri converge doar in = 0, atunci
punem p = 0 si teorema rezulta . In caz contrar, multimea

D={z€R; > a,z" converge}

ar contine si puncte distincte de origine. Sa notam acum proprietatea
(P1) 2#0, z€ D= (—|z|,|2]) C D.

(Adica, daca z este un punct (nenul) de convergenta al seriei, atunci orice
w cu |w| < |z] este, de asemenea, punct de convergenta.) Caci, daca z este
astfel luat, avem, din a,2" — 0, ca numarul

— nl. —
p = sup{|a,z"|; n=0,1,..}
este finit; si atunci, cu evaluarea
w w
n| __ n n n _
la,w™| = lan2"| - |—|" < p|—|", n=0,1,...,
z z
afirmatia reiese, conform criteriului de comparatie Weierstrass (Sectiunea
4.1.2). Este suficient acum sa punem
(D2) p = marginea superioara a multimii D
pentru a indeplini toate cerintele noastre. |

Numarul p definit de rezultatul anterior se numeste raza de convergenta a
seriei de puteri Z a,x". Pentru calculul acesteia, este util de facut observatia

n
ca , in fond, din rationamentul anterior avem chiar proprietatea mai tare

(P2) seria ) a,z" converge absolut pe (—p, p).

n
Cu alte cuvinte, seria de functii (pozitive) > |a,|-|z|" converge cand |z| < p

n
si diverge cand |x| > p. Acest fapt, combinat cu criteriul raportului sau
radacinii aplicat seriei in cauza conduce la

Teorema 4.4.11 Raza de convergenta a seriei de puteri Zanx" este egala
n
cu oricare din numerele (daca limita respectiva exista)

p=Jim = i /17l

|an+1|
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Fie acum Z a,x" o serie de puteri cu raza de convergenta p. Urmatoarele
doua chestiuni ne vor interesa in continuare:
— precizarea tipului de convergenta al seriei pe (—p, p);

— stabilirea comportarii seriei in punctele —p si p.
(A) In ce priveste prima problem&, avem:

Teorema 4.4.12 Seria de puteri Z an,x" este local-uniform convergenta pe
n

intervalul (necompact) (—p, p).

Demonstratie. Fie [—r,7], cu 0 < r < p, un interval compact din (—p, p).
Conform lui (P2), Y |a,| - r" este o serie convergenta (cu termeni pozitivi).

n
Aceasta, In combinatie cu
lapa™| < |ap|r", —r<z<r, n=0,1,..,

ne duce, prin intermediul criteriului Weierstrass (Sectiunea 4.4.3) la concluzia
ceruta. -

Fie S : (—p, p) — R suma seriei de puteri
S(x) =Y aa™, —p<z<p.

Din teorema anterioara rezulta ca functia S este continua pe (—p,p). Sa
studiem gi derivabilitatea acesteia. Pentru aceasta, pornim de la

(P3) seria de puteri derivatd »_ na,z" " (=) (n+ 1)a,412")
n=1 n

are aceeagi raza de convergenta ca seria initiala.

(Acest fapt este ugor de verificat,in cadrul oferit de Teorema 4.4.11. Caci,
daca o ar fi raza seriei derivate, avem

Qp41

o= lim

Qp42
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daca folosim formula de calcul data acolo). Deci, seria derivata este, de
asemenea, local-uniform convergenta pe (—p,p). Si atunci, pe baza unui
fapt anterior (Teorema 4.4.9),

S'(z) =D naz"t, —p <z <p.
n=1

Desigur, procedeul poate continua. Se ajunge astfel la proprietatea
S este indefinit derivabila si (pentru k = 0,1, ...)

o
SW(z) =3 nn—1)(n—k+Laa" " —p<z<p.

n==k

(P4)

In particular, aceasta ne duce la evaluarile
ap = ;!S(’“)(O), k=0,1,...
si, implicit, la dezvoltarea (Mac —Laurin) a sumei
(R1) S(x) = i f:S(”)(O), —p<x<p.
n=0 v

Informatiile de acest tip se pot dovedi uneori hotaratoare pentru deter-
minarea expresiei analitice a sumei, dupa cum o arata si urmatorul

Exemplu. Fie data seria de puteri

o0 " 372 1'3 "
B I R A Y i
nz::l( ) =T oot + (—1) —+
Raza de convergenta a acesteia este
—1)nt 1 1
P TN [ Gt A el S L R Y

Seria este, deci, local-uniform convergenta pe (—1,1). Ca atare,suma

R "
S(x)=0 — — + 2 ... (=)t
(x) =2z 5 + 5 +--+(=1) -

este indefinit derivabila pe (—1,1). Conform celor spuse anterior, avem pen-
tru derivata sumei, dezvoltarea

+--l<z<l

1
S'(:E):1—x+x2+---+(—1)”x"+---:1+x, —l<z<l.
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Cum, pe de alta parte, S(0) = 0, urmeaza
S(x)=I(l+z), -1<z<l1.

(Aceasta deoarece, doua functii derivabile cu aceeasi derivata si aceeasi va-
loare intr-un punct coincid pe orice interval comun de definitie care contine
acest punct in interior.)
Alte proprietati de acest tip rezulta si din analiza operatiilor cu seriile de
puteri. Fie date doua serii de puteri Z apx’ si Z b,x", cu razele (nenule)
n n

de convergenta p si o respectiv, si cu sumele
o0 o
Alz) =D apa”, —p<z <p; Blx)=> bua", —o <z <o.
n=0 n=0

Vom numi seria de puteri Z cpx”, cu coeficientii dati de
n

Co = ag + bo,Cl =a; + bl, oy Cp = Qp + bn7 vy

suma celor doua serii de puteri. Se constata ca raza de convergenta a acestei
serii este superioara numarului v = min(p, ). In plus,

> ™ = A(x) + B(2), Yo € (=7,7).
n=0
Apoi, sa numim seria de puteri Z d,x", cu coeficientii dati de

do = apbo, dy = agby + aibo, ..., dy, = agby, + arbp_1 + -+ + an_1b1 + aybo, ...,

produsul celor doua serii de puteri. Si aici, raza de convergenta a acestei serii
este superioara numarului . (Aceasta rezulta din convergenta absoluta a
seriilor de puteri componente si din observatia ca seria Z d,x" este, In fond,

produsul in sens Cauchy al seriilor Zanx”

n
si > b,z".) In plus, avem si
n n

egalitatea

> dpa" = A(z)- B(z), —y<z<7.
n=0

(Se tine cont de un fapt anterior (Teorema 4.1.11).)
Ca o ilustrare a acestor fapte vom trata urmatorul
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Exemplu. Fie A numar real dat. Definind combinarile generalizate

AA=1) - (A—n+1)

n!

CY=1,0y =\, ...,0% =

yeee s
sa consideram seria de puteri

Z " =CY +Crr -+ Ol A

n

Vom numi aceasta, seria binomiala. Denumirea este legata de faptul ca ,
pentru A = numar natural,

A
> Ca" = (1+x)", pentru orice z.
n=0

Adica, seria se reduce in acest caz la o dezvoltare de tip binomial. Raza de
convergenta a seriei este

= lim

n—oo

Iq ) n+1
70,7\1“ = lim =

n—oo |\ —n

Sa determinam expresia analitica a sumei seriei
SE)y=C{+Cz+-+Ca"+--, —1<z <1
Avem, prin derivare
S'(x)=Cy+2C52+ -+ (n+1)C 2"+ —1<z<1.
Cum, pe de alta parte,
xS (x) = Cy + 2052 + -+ nCRa™ + - - -

avem prin adunarea celor doua serii,

(14 2)S'(2) = §'(x) + 2S'(@) = 3 ((n + DOPH + nCP)a" —

n=0

=> ACRa" =AS(z), —l<z<l.
n=0

Deducem, astfel, ca suma verifica conditiile

(1+2)S(x) = AS(z) =0, -1 <z <1, S0)=1.
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Daca facem notatia
o) =S@)/1+z), —-1<z<l,
avem imediat din relatiile anterioare
Px)=0,-1<z<1; ¢0)=1.
Deci, obligatoriu,
o(r) =1 (adicd S(z)=(1+2)"), —-1<z<]1,

si astfel, forma analitica a sumei a fost determinata. Cu alte cuvinte, pentru
orice A real,

(1+x>)\:1—|—Ax+..._|_)\(A_l)"'()\_n—i-l)

T oy A R R

(B) Sa trecem acum la a doua problema din cele formulate anterior. Fie,
in general, Zanxn o serie de puteri cu o raza de convergenta p; acceptam
n

in continuare ca 0 < p < oo (deoarece altfel, problema nu are sens). Notand
cu D multimea de convergenta a seriei in chestiune, avem dubla incluziune

Mentionam in acest sens ca, relativ la termenul din mijloc, toate cazurile
sunt posibile. Adica, exista serii care nu converg in nici unul din punctele
—p, p; dupa cum exista si serii care converg in unul din punctele —p sau p
(sau in ambele). Presupunand ca suntem in cel de-al doilea caz, s notam
suma, seriei prin

Sx)=a+ax+---+ax"+---, vED.

Conform unui rezultat anterior, functia S este continua pe intervalul (—p, p).
Se poate pune intrebarea daca aceasta proprietate se pastreaza si in punctul
—p sau p in care mai este definita aceasta functie. Raspunsul este afirmativ si
este precizat in cadrul urmatorului rezultat (datorat, de asemenea, lui Abel)
pe care il dam fara demonstratie:
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Teorema 4.4.13 Daca seria de puteri Zanm" converge in punctul x = p,
n
atunci ea converge local-uniform pe (—p, pl; si, ca atare, functia sumd este

continua in x = p.
(Un rezultat analog are loc si in punctul v = —p.)

Putem astfel gasi suma seriei de puteri in capetele z = 4+p (in cazul cand
exista), prin intermediul expresiei analitice a acesteia pe intervalul (—p, p).

Exemplu. Sa consideram seria de puteri

Am stabilit deja ca aceasta serie are raza de convergenta p = 1 si ca suma ei
este data de formula
2 3 n

r© x
In(1 —r— 4 (D) Sl <<
n(l+z)=x 5T T +(=1) e T

Pentru x = —1, seria de puteri devine

s -1 1 1 1
_1n+1( = (14+ 24+ .o0 )
n;( ) — (L gzttt

aceasta este divergenta (ca serie armonica de exponent a = 1). Pentru z = 1,
seria ce se obtine

> 1 1 1 1
)M D D=
nZ:jl( ) 5zt (DT

este convergenta in baza criteriului Leibniz. Multimea de convergenta a
acestei serii este deci D = (—1, 1]. Pe baza teoremei anterioare avem

11 1
1—§+§+'-~+(—1)”+1E+-“leil{l_ln(l—i—x)zln2.

(C) Si revenim la problemele discutate la cazul (A). In legiturd cu
dezvoltarea Mac— Laurin gasita acolo, se ridica urmatoarea problema. Fie
I un interval (necompact in general) care contine originea in interior, si
f I — R, o functie care admite derivate de orice ordin in toate punctele

. . . . () A
lui int (/). Are sens astfel considerarea seriei de puteri ZfT(O)x” In con-
n

formitate cu formula citata, ne putem intreba in ce masura functia suma a
acestei serii coincide cu functia initiala:
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£ (0)
|

n.

(R2) f(z)=> x", pentru toti x € .

n
(Vom zice atunci ca f admite o dezvoltare in serie Mac— Laurin pe intervalul
considerat.) Pentru a gasi conditii care sa asigure acest lucru sa reamintim
faptul ca , in baza formulei de medie Mac— Laurin (Sectiunea 4.3.3) avemn,
pentru orice rang n

o) = 10) + L0 o L0

unde functia rest R,, este data de formula

"+ R,(x), z €,

xn—i—l

mf(nﬂ)(ei’f), xel,

Ry(z) =
cu numérul 6 (dependent de z si n) situat in intervalul (0, 1). In aceste conditii
(combinand si cu teorema a doua a lui Abel) urmatorul rezultat este aproape
evident.

Teorema 4.4.14 Avem dezvoltarea in serie Mac—Laurin (R2) dacd si numai

daca sirul de functii rest (R,,) converge punctual pe multimea I catre func-

. . . N o . . (n)
tia identic zero. Mai mult, in aceste conditii, seria Mac—Laurin ZfT(O)x”

converge local-uniform pe I (si, deci, sirul de functii (R,) converge chiar
local-uniform pe I catre functia identic zero).

Exemplu. Sa studiem dezvoltarea in serie Mac-Laurin a functiei
f(x)=¢€", x€R.
Aceasta functie este indefinit derivabila pe R, cu
f™M(z)=e" r€R (sideci fM(0)=1), n=0,1,....

Formula de medie Mac-Laurin devine, pentru fiecare rang n

n

x x
er:1+7++7—|—Rn<x>, IER,
1! n!

unde restul este dat prin
n+1

R,(x) = me%, 6 =0(z,n) € (0,1).
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Avem 1n aceste conditii, pentru x arbitrar fixat

xn+1 0 kdn+1 |
RTL = |— x<7$7 20,1,7
) =101 | S et 0 "
si, ca atare, pentru orice x € R,
"n+1
lim R, (z) =0 (deoarece lim (1] Il = 0).
Ajungem astfel la dezvoltarea in serie Mac—Laurin
r  x? "
" =1+=+ 4 F+—+-, VzER
12! n!

Utilitatea unor astfel de dezvoltari in serie provine din faptul ca acestea
permit aproximarea, cu orice precizie dorim, a valorilor functiei suma intr-un
punct dat.

Toate aceste consideratii se pot extinde si la cazul vectorial. Mai precis,
fie m numar natural dat si

ap = (ap(l),...,ap(m)), ..., an, = (a,(1), ..., an(m)), ...
un gir de vectori din R™. Vom numi si aici simbolul Zanx" o serie de

n
puteri (cu coeficienti vectoriali). Proprietatile de baza ale acestora se deduc
in esenta din urmatoarea teorema de caracterizare

Teorema 4.4.15 Seria de puteri (cu coeficienti vectoriali) Z ap,x" este con-
n
vergenta in punctul x € R daca si numai dacd fiecare din seriile de puteri

componente (cu coeficienti reali) > a,(1)z", ..., an,(m)z"™ este convergentd
n

n
in punctul considerat. Iar in acest caz, suma acesteia este vectorul din R™

dat de

oo o0 o

n n n

S ana” — (z a2, S an(m) ) |

n=0 n=0 n=0
(Demonstratia revine la convergenta unei serii vectoriale.)

Din rezultatul anterior deducem in primul rand expresia razei de conver-

genta a unei asemenea serii de puteri

p =min(py,...,pm), unde, prin definitie

p; = raza de convergenta a seriei » a,(i)z", 1 <i < m.
n
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Calculul efectiv al ei se face cu formulele (daca limitele in cauza exista)

o aal T
o= e P A Vel
n

(Aceasta rezulta din proprietatile de absoluta convergenta a unei serii de
puteri in interiorul multimii de convergenta.) Proprietatile de local-uniforma
convergenta stabilite in Teorema 4.4.12 raman si aici valabile; ca si proprie-
tatile de continuitate si derivabilitate ale sumei. In ce priveste operatile cu
asemenea serii, avem posibilitatea de a aduna doua serii de acest tip sau
de a inmulti o serie de puteri cu coeficienti numerici cu o serie de puteri
cu coeficienti vectoriali; modul de operare va rezulta din cele spuse deja.
In fine, comportarea unei serii de puteri cu coeficienti vectoriali la capetele
domeniului de convergenta se reduce la aceea din Teorema 4.4.13.

Un caz particular important al acestor dezvoltari este acela referitor la
serii de puteri cu coeficienti matriciali. Anume, data perechea (p,q) de nu-
mere naturale si definind sirul de matrici din M(p, q)

Ay = (a1(4,5)), Ao = (a2(i, §)), ooy Ap = (an(i, 7)), -

se poate considera seria de puteri ZAnx”. In baza Teoremei 4.4.15 (scrisa

n
in varianta matriciald) toate formulele gi procedeele de lucru raman valabile.
Singura mentiune speciala se refera la faptul ca aici, in anume conditii, putem
efectua gi produsul (in sens Cauchy) a doua serii de puteri matriciale.

v

Exemplu. Fie p numar natural dat si A = (a;;) o matrice din M(p). S&a
consideram seria de puteri (cu coeficienti din M(p))

Raza de convergenta a acestei serii este

A (n+1)! . n+1
p = lim T > =00
A A

Deci, seria este local-uniform convergenta pe toata axa reala (R). Conform
unei conventii anterioare, suma ei se va scrie sub forma:

(D3) eAx:I+%x+%ﬁx2+...+%x"+...’ reR
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Aceasta, din proprietatea anterioara, va avea derivate de orice ordin pe axa
reala. Derivata acesteia se obtine prin insumarea seriei derivate

d Az A2 An n—1 o
%(e )—A+jx—|—~~—|—7(n_1)!x +-=

A n—1
=Al+ =z +---+

1! (na)!

Cum, pe de alta parte

gl g o) = Ae? Vo € R.

n

A
eAO:]—I—fO—f-"‘iO'f'"':I?
1! n!

se poate spune ca functia matriciala
F:R— M(p), F(z)=¢e*, z€R
satisface conditiile
F'(x) = AF(z), x € R; F(0)=1.

Vom numi aceasta, functia exponentiala de matrice A. Ea joaca un rol im-

portant in teoria sistemelor diferentiale, dupa cum vom vedea cu alta ocazie.
Incheiem aceste consideratii asupra seriilor de puteri cu urmatoarea observatie.

Fie g € R un numar finit. Numim serie de puter: centratda in xg orice serie

de functii de forma

(D4) > an(z — 20)" = ao + a1(z — x9) + an(z — 20)" + -+,

unde (a,) este un gir de numere reale. Toate proprietatile acestor serii de
puteri se reduc la acelea dinainte; deoarece, prin substitutia * — xg = y, o
asemenea serie se reduce la

Zanyn:a0+a1y+...+anyn+... X

De exemplu, daca p este raza de convergenta a acestei din urma serii, atunci
multimea de convergenta a seriei initiale satisface

(o — p,wo+p) €D C [z — p, 30 + p).
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Proprietatile de continuitate si derivabilitate ale sumei seriei pe intervalul
(g — p,To + p) raman aceleagi.In particular notand cu S functia suma avem
dezvoltarea Taylor (pe intervalul (xg — p, xo + p))

/1'0 (n)x()
S( )(I_IO)+...+57()(ZE_$0)”+...

S(x) = S(xo) + T -

Legatura cu dezvoltarea de tip Taylor a unei functii arbitrare se face in
acelagi mod ca mai inainte. De asemenea, comportarea in capetele multimii
de convergenta are acelasi caracter ca in cazul zy = 0. In fine, este clar ci
toate aceste consideratii se pot extinde la cazul coeficientilor vectoriali (sau
matriciali).

Probleme propuse la §4.4

1. Sa se calculeze normele urmatoarelor functii din F(R, R):

0 J@)= o ) @) =sing o) f@)=e

2. S& se arate cd sirul de functii (din F((0,00), R)), fu(z) = e, x> 0,
n = 1,2, ..., converge uniform catre functia identic zero (din F((0, 00), R)).
3. Se da girul de functii f,

se precizeze tipul de convergent,
acestui gir pe intervalul precizat.

4. Fie data seria de functii (din C([0, 1], R)),

Z <1 +n2? 1457271_—1)1131;2) '

)= 2 2 € (0,00),n = 1,2,.. S&
n—+ax

(
a (uniforma, local-uniforma, punctuala) a

Sa se arate ca seria converge ne—uniform pe [0, 1] dar suma ei este totusi o
functie continua pe [0, 1].

5. Sa se arate ca seriile urmatoare converg uniform pe multimile indicate,
iar sumele lor sunt functii continue pe aceste multimi:

sinna x € R; b) Z%,O§x<oo.

Z \/727 ) — nz
(AlCl, (a,) este asa incat seria »_ |a,| converge).
n
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6. Sa se determine multimea de convergenta si suma urmatoarelor serii

de puteri:
a) > (n+1)z™ b) —a".
n=0 n—o TV
7. Sa se arate ca seria de puteri Z — este convergenta pe [—1,1], iar
n=1"

suma acesteia, S, verifica ecuatia

(1—x)S’(1—$)—xS/(x):lnl_x, 0<z<1.
T

8. Date functiile de mai jos, se cere dezvoltarea in serie Mac Laurin a
acestora, si intervalul pe care este valabila:

1. 1-x 3
a) f(z) =3 ny—,—l<e<l; ) [(z) x2j5x+6,x> ;
c) f(x) =sin’z, v € R; d) f(z)=e*", x € R.

9. Sa se gaseasca seria de puteri, convergenta pe R, a carei suma S,
verifica ecuatia S”(z) — S(z) =0, Vo € R.

10. Sa se studieze convergenta si sa se calculeze suma seriei de puteri

1 1
vectoriale Z ( ) z".

n+1" n!
11. Sa se calculeze functia exponentiald matriciald e, in fiecare din
cazurile:

01 2
30 11
a)A:<O2>, b)A:<01>, c) A= 0 0 1

12. Sa se studieze seriile de puteri (centrate in jurul punctelor de mai
jos):

" 2n+3 n
a) Y n(z—1)% b) > o (x+ 1™
13. Sa se dezvolte in serie Taylor in jurul punctului x = g, functia
f(x) =sinz.
14. Fie data seria cu coeficienti matriciali ) ( Lon > (x —2)". Sase
—~\ —n 2

studieze convergenta si sa se calculeze suma acesteia.
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4.5 Integrarea functiilor

4.5.1 Primitiva (integrala nedefinita)

Fie I un interval din R si f : I — R functie data. Spunem ca functia
F : I — R este o primitiva a functiei f (pe intervalul I') daca

(D1) F este derivabila pe intervalul I,
(D2) F'(z) = f(x), oricare ar fi x € I.

Vom scrie acest lucru prin formula
F(z) = /f(x)dx ( F este integrala nedefinita a functiei f).

Problema primitivelor comporta doua aspecte:

— conditii (necesare sau suficiente) de existenta;

— formule/metode de calcul .

(A) In ce priveste conditiile necesare de existenta a primitivei, urmatorul
rezultat (dat fara demonstratie) se va dovedi edificator.

Teorema 4.5.1 Daca functia F' : I — R este deriwabila pe I, atunct
derivata sa, F', are proprietatea Darbouzx pe acel interval; adica
(D?)) T1,To € I, r1 < Ta, AE (F/(.Il)),F/(IQ)) -
dxs € (21, x2), F'(z3) = A\

De aici urmeaza imediat implicatia
(P1) f are primitive (pe I) = f are proprietatea Darboux (pe I).
Deci, daca o asemenea proprietate nu are loc, functia in chestiune nu are
primitive (pe intervalul considerat).

Exemplu. Fie data functia

—1, dacax <0
f(:c)—{ 2, daca z > 0.

Functia f nu are proprietatea Darboux (deoarece, de pilda, valoarea inter-
mediara 1 € (—1,2) nu este atinsa in nici un punct). Deci f nu are primitive
pe R.

Relativ la conditiile suficiente de existenta, vom porni de la implicatia
(care va fi demonstrata mai tarziu)
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(P2) f este continua (pe /) = f are primitive (pe I).

Acesta, de altfel, este cadrul natural al tuturor metodelor de calcul ce vor fi
expuse 1n continuare. Trebuie insa de remarcat ca exista si functii discon-
tinue care admit primitive, dupa cum rezulta din urmatorul

Exemplu. Fie data functia

2rsind —cosi, x#£0
f(sc)z{ e 17

0, z=0.
O primitiva a ei este, de exemplu, functia
1

2?sint, 2 #0
F(I):{ 0, " a:i()

dupa cum se poate vedea imediat. Pe de alta parte, f nu este continua in
origine (deoarece lir% COS% nu exista); si de aici, concluzia.
Tr—
Un aspect important al chestiunilor dezbatute este acela privind structura
multimii primitivelor unei functii. Avem in acest sens (din proprietatile de
medie ale functiilor derivabile)

(P3) Fi, F, = primitive ale functiei f (pe [) =
Fy — F, = constant (pe intervalul 7).

Vom exprima aceasta prin formula
/f(x)dx = F(z)+ C, C = constanta.

Pentru motive de simplitate, vom renunta totusi la scrierea acestei constante,
in continuare.

(B) Metodele de calcul ale primitivelor se bazeaza in principiu pe urma-
toarele proprietati ale acestora. (Toate functiile care apar sunt presupuse
continue).

(P4) J(f(2) +g(x))dz = [ f(z)dz + [ g(x)dz.

(Primitiva sumei este egald cu suma primitivelor.)
(P5) [ Af(z)dx = X\ [ f(z)dz, X =constanta.
(

O constanta poate fi scoasa in fata primitivei.)
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(P6) [ f(a)g'(@)dz = f(2)g(x) — | f'(x)g(x)dr.

(Formula de integrare prin parti.)
Mai adaugam la acestea gi urmatorul rezultat important cunoscut sub numele
de "Formula de Schimbare a Variabilei in Integrala Nedefinita”:

Teorema 4.5.2 Fie f : R — R o functie continua si ¢ : I — J o
functie derivabila (deci si continua), unde I, J sunt intervale. Au loc atunci
concluziile

(1) daca ¢’ este in plus continua, atunci

(R1) [ fz)dx = F(z) = [ f(o(t))¢'(t)dt = F(p(t)).

(ii) dacd ¢ este continud si nicdieri nuld, atunci functia inversd ' :
J — I este derivabila (cu derivata continud) §i

(R2) [ [ (Ot = G(t) = [ f(@)dw = Gl (),

(Demonstratia se bazeaza pe formula de derivare a functiei compuse si a
functiei inverse.)

Toate aceste formule se pot acum suprapune in procesul calculului, peste
diferite proceduri functionale (implicite sau explicite). De pilda, uneori pri-
mitiva poate fi gasita prin rezolvarea unei anumite ecuatii functionale dupa
cum o probeaza urmatorul

Exemplu. Sa se calculeze [ e”sinx dx. Folosim in primul rand formula de
integrare prin parti, punand

f(z) = ¢ (= f(2) = ) ¢(x) = sinz (= g(x) = — cos).
Gasim deci egalitatea
/exsinxda: = —e"cosx + /em cosx dx.
Pentru aceasta din urma folosim acelasi procedeu, cu
f@)=e" (= f(z) =€"); g'(z) = cosz (= g(z) =sinz).
Obtinem, astfel

/excosxdx:exsinx—/exsinxdx.
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Inlocuind in precedenta, ajungem la
/ex sinx dr = e*(sinx — cosx) — /ex sin x dz.

Aceasta este o ecuatie functionala verificata de primitiva pe care o cautam.
Rezolvand aceasta (prin trecerea in partea stanga) gasim

1
/e:B sinzdr = §e$(sinx — COST).

In alte situatii, primitiva poate fi determinata in urma unui proces iterativ
functional. Pentru ilustrare, vom trata urmatorul

Exemplu. Sa se calculeze primitivele

dx
Fn(x) = \/(11‘2_‘_0,2)7117 n = 1,2,... .

Folosim deocamdata scrierea (pentru n > 2)
1 [a?+a®—a? 1 r2dx
YR Futs VR AR BT
(z) a? (22 +1)» TR 1(7) (x2 + a?)"
Ultima integrala ce apare o calculam prin parti, cu

T

fl@) ==z, g(x)= (

2 + a?)n

Avem astfel (pentru n > 2)

/ 2% dx B —x n 1 / dz
(22 + a2 2(n—1)(z2+a®)" ! 2n—1)J) (22 +a2)n?
Si atunci, inlocuind in relatia dinainte, obtinem (pentru n > 2)

F,(z) = a12 [Fnl(x) - (2(n - 1)(;2x+ 2yt 2(n1— 1)F"1<x)>] ’

n > 2.

Y

1 |2n—3 T
N [ Fua(@) + 2(n —1)(22 + a?)n!
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Combinand aceasta cu  Fj(z) = iarctg% urmeaza ca, din aproape in
aproape, putem determina toate primitivele in cauza.

Putem trece acum la calculul primitivelor pentru anumite clase de functii.
incepem cu cele rationale. Sa numim fractie simpla, orice functie rationala
de forma

Om(x) = ( 7 m=12,.., (a€R),

xr—a)m’
sau, respectiv,
Az 4 [

W(2) = . n=12 .. (p*—4¢9<0).
V() @it " (p” —4q <0)

(Aici, 7, A\, i sunt nigte constante.) Sa notam ca, in baza exemplului prece-
dent, este posibil sa calculam primitivele pentru toate aceste fractii simple.
Fie acum

f(z) = , P(z),Q(z) = polinoame,

o fractie rationala arbitrara. Presupunem cunoscute radacinile numitorului;
si, deci, factorizarea acestuia

k h
Qz) = H(x —a;)™ - H(zc2 +pjx +q;)".
i—1 j=1

(Sa notam ca prima serie de factori corespunde radacinilor reale, iar a doua
serie, radacinilor complex conjugate.)

Teorema 4.5.3 Avem valabila descompunerea

f(r) = R(z)+
+ Z{fmcm simple ale factorului (x — a;)™ }+

+> {fractii simple ale factorului (z* + p;jx + q;)" }
J

unde, prin definitie,
R(z) = catul impartirii lui P(x) la Q(z)

iar, in general,
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fractia simpla corespunzand factorului (x — a)™ este
(D4) { olz) = xV_la X (xj2a>2 _|_..._|_(xj”;)m’
fractia simpld corespunzand factorului (x? 4+ px + q)" este
Vo) = m L (mQAixp—at -llfnq)”

(D3)

(Constantele care apar in toate aceste fractii se oblin in mod univoc prin
identificare.)

Cu acest rezultat, se poate spune ca putem determina primitivele func-
tiilor rationale. Sa trecem acum in revista principalele metode de calcul ale
primitivelor bazate pe reducerea la cazul rational.

(i) O prima clasa este a primitivelor de forma / R(p(x))dz, in care

P(x)
Q(x)

iar functia ¢ este inversibild cu inversa ¢ = ¢! avand proprietatea

(C1) R(z) =

=functie rationala
(C2) /(t) =functie rationala de variabila ¢.
In acest caz, prin substitutia

t=o(z), sau z=1(t) (= dx=1'(t)dt)

avem (cu Formula de Schimbare a Variabilei)

[ Rle@)dr = [ Ry (t)dt,

iar primitiva din dreapta este dintr-o functie rationala.
Exemple de acest fel (cu substitutiile aferente):

[R(e™)dx; t=e (saux = <In(t))
[ R(tgbx)dx; t=tgbr (saux = jarctg(t)).

(ii) O a doua clasa este constituita de primitivele de forma
[ R(sin z, cos x)dz, unde

(C3) R(u,v) = ggzz; (functie rationald de doua variabile).
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In acest caz, se face substitutia

2dt
1+1¢2

).

tggzt sau = =2arctgt (= dx =

Combinand cu formulele cunoscute

_ 2t 1—¢2
SN = —, COST = ——,
14 ¢2 14 ¢2

ajungem sa explimam integrala sub forma (rationala)

_ 20 1—-¢*) 2
/R(smx,cosx)dx:/R(l_i_tQ, 1—|—t2> 1+t2dt

In unele cazuri particulare se pot folosi substitutii mai avantajoase:

a) R(—u,v) = —R(u,v) = cosz =t
b)
c)
(

iii) O alta clasa este data de primitivele de forma

R(u,—v) = —R(u,v) = sinx =t
R(—u,—v) = R(u,v) = tgx =t

/R(x, Vi 5)da: unde R(u,v)=functie rationala.
A )

Substitutia care se potrivegte aici este

Jax + 3 < 575"—6)
t= sau T = .

yr + 0

Ca gi mai Inainte, se obtine in final o reducere la primitive de functii rationale;
nu mai dam alte detalii.
(iv) Urmeaza clasa de integrale de forma

/R Vax? + bx + ¢)dr , R(u,v) = functie rationala.

Substitutiile care se fac aici sunt urmatoarele

- incazul a > 0: vax? +bxr +c=uzya+1
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- incazul ¢ > 0: Vaz? +bxr +c=tx+/c
- incazul a < 0,¢ < 0:Vax?+bx +c=t(x —x1) (sau t(x — x3)).

(Aici, 1, Tg sunt radacinile ecuatiei ar? +br+c=0.)
(v) In fine, o ultima clasa este aceea a primitivelor de tip binom

/xm(aa:" + b)Pdx, m,n,p = numere rationale.

Exista doar trei cazuri in care se poate face reducerea la primitive de functii
rationale:

d) p = numar intreg: se face substitutia x = ¢", unde r = cel mai mic
multiplu comun al numitorilor lui m si n;

e) mT“ = numar Intreg: se face substitutia az™ + b =t°,
unde s = numitorul lui p;

f) mT“ -+ p = numar intreg: se face substitutia % =17,
unde s = numitorul lui p.

Exemplu. Sa se calculeze f v H “dx. Este vorba de o primitiva de tip

binom, cu m = Ll p= = Deoarece m“ = 1.4 —9 — pumir intre
2 47 2°1 )

se va face substitutia
1+ Vo=t sau o= (- 1) (= dr =4(t> — 1)* - 3t?dt).

Inlocuind in integrala, avem
1+ 3 1\3. 92 3043
/V dm—/ A —1) -3tdt:12/t (2 — 1)dt=
t3
7 4 12
=12 (i—t> \/ 1+ vx)" =3y (1 + vx)h

4.5.2 Integrala simpla
(pentru functii de o variabila)

Vom introduce in cele ce urmeaza notiunea de integrala (simpla) pentru func-
tii de o singura variabila. Acest lucru va fi facut in mai multe etape.

Incepem discutia prin precizarea conventiilor si notiunilor de baza, folosite
in continuare. Pentru fiecare interval (marginit) I al axei reale, definim
lungimea sa prin
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(D1) lung (I) = d — ¢, daca I = [¢,d), (¢, d], [¢,d] sau (¢, d).

Vom zice acum ca multimea A din R este de lungime zero daca pentru orice
e > 0 exista un sir (I,,) de intervale care acopera A, cu suma lungimilor
acestora mai mica decat ¢ :

(D2) AC |J L., D> lung(l,) <e.
n=1

n=1

Vom scrie aceasta constatare prin lung (A) = 0. Este ugor de aratat ca
implicatiile urmatoare au loc:

(P1) lung(A) =0, BC A= lung(B) = 0.

(P2) lung(A4,) =0, n=1,2,... = lung (| J 4,) = 0.
n=1

In particular, de aici rezultd constatarea:

(P3) orice multime numarabila are lungime zero.

Prin definitie, vom zice ca proprietatea P(z), de variabila z € R are loc
aproape peste tot, daca

(D3) {z € R; P(z) nu are loc} este de lungime zero;

sau, cu alte cuvinte: proprietatea P(x) este verificata pentru toti x € R cu
exceptia unei multimi de lungime zero.

Definim in continuare o clasa de functii cu rol central in teoria integralei.
Sa notam ca de obicei

F(R, R) = multimea functiilor f: R — R.

Zicem ca functia ¢g din aceasta multime este etajata (sau in scard), daca
exista o diviziune a axei reale

(A):—oco<m <29 < -+ <y <00 (unden > 2),
si un sistem de constante {1, ..., \,_1}, aga incat
0, daca x € (—o0,21) U (x,,00) U{zy, ..., 2}

A1, daca x € (z1,x
glo) =1 ()

An—1, dacd z € (xyh_1,7,).
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Sa facem notatia

E(R,R)={g: R— R; g este etajata}.
Aceasta multime apare ca subspatiu liniar al lui F'(R, R), adica
(P4) ¢1,90 € E(R,R) = ag1 + 92 € E(R,R), Yo, € R
In plus, mai avem si proprietatea
(P5) g€ E(R,R) = |g| € E(R, R).

Sa introducem acum aplicatia de integrare A, pe clasa acestor functii
etajate, prin conventia

A(g) = >‘1(l‘2 - $1) +-+ An—l(xn - xn—l)a
(D4) < daca functia etajata g este definita de diviziunea {x, ..., z,}
si de constantele {\1, ..., A\,_1}.

Astfel, de pilda, daca functia etajata g are forma

0, daca € (—00,21)U (z4,00) U{x1, 20, 23,,24}
A1, pentru z € (z1,x
g(:l?) _ 1, P (z1,22)
Ao, pentru z € (x3,x3)
Az, pentru x € (x3,x4),

atunci, conform definitiei,
A(g) = M(z2 — 1) + Aa(xg — 22) + Ag(4 — 23).

Semnificatia geometrica a acestel marimi este urmatoarea (in cazul pozitiv):
A(g) reprezinta aria portiunii de plan delimitata de graficul functiei g si axa
0z (respectiv: suma ariilor portiunilor hagurate).

Y

A

0 T 1) T3 Ty iy

Integrala astfel definita are proprietatea de liniaritate
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(P6) A(d1g91 + d292) = 61A(g1) + 52A(g2), 61,62 = constante

si proprietatea de monotonie

(P7) g2(2) < ga(2), @ € R = Alg1) < Alg2),

O importanta consecinta a acesteia este proprietatea de continuitate

(P8) [A(g)l < Allgl), g € E(R, R).

(A) Vom introduce acum notiunea de integrala (simpla) a unei functii pe un
interval (a,b), —oo < a < b < co. Sa notam deocamdata

F((a,b), R) = multimea tuturor functiilor f : (a,b) — R.
O clasa importanta de asemenea functii este
E((a,b), R) = {g € E(R, R); g(x) =0, Vo € R\ (a,b)}

(multimea tuturor functiilor etajate care se anuleaza in afara intervalului
(a,b)). Definim acum integrala (Lebesgue) a unei asemenea functii etajate
prin conventia

(D5) [? g(x)dz = A(g), pentru g € E((a,b), R),

unde aplicatia A este cea introdusa anterior.

Fie acum f : (a,b) — [0,00) o functie cu valori pozitive. Vom zice ca
aceasta este masurabild (Lebesgque) daca exista un sir de functii etajate (pe
(a,b)) cu valori pozitive, (g,) care, aproape peste tot in (a,b), este crescator
si convergent catre f, in sensul

o) {

In acest caz, vom pune prin definitie
(D7) f? f()de = lim J? g, ()dz,

si vom numi aceasta integrala (Lebesque) a lui f pe intervalul (a,b). (Sa
notam ci limita din dreapta exist#, deoarece sirul ([ g, (z)dz) este crescitor
(conform proprietatilor anterioare). In plus, definitia nu depinde de girul (g,)
folosit in caracterizarea lui f).

Desigur, aceasta integrala poate fi i (+00); in cazul cand ea este finita,
vom zice ca [ este sumabild (in sens Lebesque) pe (a,b).

In fine, fie f : (a,b) — R o functie cu valori oarecare. Construim urma-
toarea pereche de functii cu valori pozitive

(gn(z)) este monoton crescator si g,(xr) — f(x) pentru toti
x € (a,b) cu exceptia unei multimi de lungime zero.
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DS fi(z) = max(0, f(z)), x € (a,b) (partea pozitiva din f)
(D8) f-(z) = max(0,—f(z)), = € (a,b) (partea negativa din f).

Constatam imediat valabilitatea egalitatilor

(P9) f(z) = fi(x) = f-(2), |f(@)| = fr(2) + f-(2), © € (a,b).

Vom zice ca f este masurabila (Lebesgue) pe (a,b), daca f, i f_ sunt
simultan masurabile (in sensul anterior) pe (a,b). Daca, in plus, acestea sunt
sumabile pe (a,b), vom zice ca f este sumabild pe (a,b). Notam, in acest caz

(DY) [y f(a)de = [} fv(x)de — [; f-(2)dz

si vom numi aceasta integrala (Lebesgue) alui f pe intervalul (a,b). Vom mai
pune

(D10) L((a,b),R) ={f: (a,b) — R; f este sumabila pe (a,b)}.
In ce priveste structura acestei clase si proprietatile integralei, mentionam in
primul rand (liniaritatea)
(P10) { 5.1’516 R, fl,ngL((CL,b),R):glfl—f-(sgfgelg((a,b),}%)
st f;(00f1(@) + b2 f2(x))da = b1 [; fi(z) + 02 [ fo(a)da.
(Deci, in particular, L((a,b), R) apare ca subspatiu liniar al lui
F((a,b), R)). Avem apoi
(P11) { (mon(ztonia): fi(z) < fao(x), pentru aproape toti x € (a, b)
— [y fi@)dz < [ fo(x)da.
Ca o importanta consecinta a acestui fapt, avem de aici gi urmatoarea pro-
prietate de continuitate
P19 f € L((a,b), R) daca si numai daca |f| € L((a,b), R);
(F12) { 2 f(a)da| < J2 | ()| de.
Mai adaugam la aceasta proprietatea de identitate
(P13) { f.g GbL((a, b), R), f(z) = g(x) pentru aproape toti x € (a,b)
= [, f(x)da = [} g(w)de.
Mentionam apoi si proprietatea ereditar—aditiva

{ f € L((a,b),R) = f € L((c,d), R),
(P14)

si, In acest caz,

pentru orice subinterval (¢, d) din (a, b); in plus,

Jo f(@)de = [7 f(x)dx + [ f(x)dz, Ve € (a,b).
In fine, ca o ultima proprietate de acest tip, dam fara demonstratie urmatorul
rezultat (de tip Lebesgue).
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Teorema 4.5.4 Fie (f,) un gir de funclii sumabile pe (a,b) care converge
aproape peste tot pe (a,b) cdtre o functie f : (a,b) — R. Admitem, in plus,
ca una din conditiile urmatoare are loc:

(C1) (fu(x)) este crescator pentru aproape toti x € (a,b) iar sirul
numeric ([° fo(z)dz) este mdrginit superior;

(C2) exista o functie sumabild h : (a,b) — R cu |f.(z)| < h(z),
pentru aproape toti x € (a,b).

Atunci, obligatoriu, f este sumabila pe (a,b), cu

/abf(x)dx = lim /ab fol(z)dz.

(B) Fie in continuare intervalul (a,b) marginit (—oo < a < b < o0). Ne
intereseaza care sunt principalele clase de functii sumabile pe (a,b). Fie f :
(a,b) — R deocamdata arbitrara. Pentru orice pereche

(A) : a<m <my <--- <z, <b (diviziune a lui (a,b))
&) : &ela,xr), ... &n€(xp,b) (sistem de puncte intermediare)

asociem functia etajata g = g((a),)) prin conventia
0, daca z € (00,al U [b,00) U{xy,...,zn}

o(z) = f(.fo), daca 3:6 (a,xq)

(&), a;cé r € (x,,0).

Integrala acestei functii etajate

/abg(ﬂf)dl‘ = f(&)(@1 = a) + f(&) (w2 — 21) + -+ 4 f(&a) (b — )

se va numi suma Riemann asociata functiei f diviziunii (A) si punctelor
intermediare (£). Sa mai numim numarul

norma (A) = max(z; — a,xs — T1,....,b — )
norma diviziunii considerate. Sa consideram ipoteza

(C3) f este continua aproape peste tot pe (a,b)
sl marginita (peste tot) pe (a,b).
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Teorema 4.5.5 In conditiile date, f este sumabild pe (a,b).
Demonstratie. (Schita) Fie

(A1), (€M), ((A2), (€2)), ooy ((An), (€™)), oo,

un gir de diviziuni ale intervalului (a, b), impreuna cu sirul corespunzator de
puncte intermediare. Presupunem in plus ca

norma (A,) — 0 pentru n — oo.

Vom nota cu (g,) sirul corespunzator de functii etajate asociate datelor de
mai sus. Se poate arata ca

lim g,(z) = f(x), aproape pentru toti x € (a,b).

n—oo

Cum functia f este in plus marginita exista u > 0 cu

|9n(2)] < g, n 2 1, @ € (a,b).
Si atunci, din Teorema 4.5.4, f este sumabila pe intervalul (a,b), cu
(R1) 2 f(2)do = Tim J? ga(x)da.

Teorema este dovedita. n

Prin definitie, o functie marginita f : (a,b) — R cu proprietatea ca
limita din dreapta relatiei (R1) exista, se va zice functie integrabila Riemann
pe (a,b); iar limita insasi se va numi integrala Riemann pe (a,b) din f. Faptul
ca nu este nevoie de o notatie speciala pentru aceasta integrala rezulta din
cele spuse mai inainte combinate cu urmatoarea proprietate structurala:
(P15) { f = marginita si integrabila Riemann pe (a,b) =

f este continua aproape peste tot pe (a,b).
In particular, de aici rezulta ca , daca

(C4) f este continua si marginita pe (a,b)

atunci f este sumabila pe (a,b). Concluziile obtinute permit acum si abor-
darea unei chestiuni anterioare referitor la primitive.
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Teorema 4.5.6 In ipoteza de mai sus, functia
F(z) = / F(t)dt, a <z <b,

este functie Lagrange pe |a,b] si F'(x) = f(x), x € (a,b). (Adica F este o
primitiva a functiei f pe (a,b).)

Demonstratie. Fie y arbitrar fixat in (a,b). Dat € > 0, va exista § > 0
aga incat (cum f este continua)

te [abllt—yl < 6= |f() — f(y)| <e.

Avem, in acest fel, pentru orice z € (y,y + d) N [a,b],

|F(x) = Fly) = (@ =) ()] = [ (f() = f()dt] <
< Sy 1F(@) = fy)ldt < (z —y)e.

Iar, de aici, obtinem usor evaluarea

<e, ze(y,y+9)Nniab),

ceea ce ne arata ca Fj(y) = f(y). Analog, se arata ca F.(y) = f(y); si, deci,
F'(y) = f(y). Continuitatea lui F' pe [a, b] este asigurata de marginirea lui f
pe (a,b), si Teorema de medie a lui Lagrange. n

Pentru asemenea functii are loc agadar formula Newton—Leibniz
(R2) f2 f(x)de = F(q) = F(p) (= F(2)[2) .a<q<p<b

Rezulta de aici ca fiecare metodd de calcul a primitivelor poate fi, in acelasi
timp, privita si ca metoda de calcul a integralei (din asemenea functii). In
particular, o conditie suficienta pentru (C4) este

(C5) f este continua pe [a, b].

Intr-un asemenea context, formula de integrare prin parti (din teoria primi-
tivei) are forma

(R3) [? f(2)g (2)de = f(2)g(@)[’ — [ f'(x)g(a)d.

(Aici, functiile f si g sunt de clasa C' pe [a, b].)
De asemenea,mai trebuie mentionate formulele de medie
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(R4) [P f(x)dx = (b—a)f(c) ,pentru un ¢ € (a,b),
(R5) [} f(z)g(x)dz = g(a) [} f(x)dz + g(b) [ f(x)de,

pentru un ¢ € [a, b).

(Functiile care apar aici sunt continue pe [a, b]; in plus,la a doua formula, g
este presupusa monotona).

(C) Sa ne intoarcem la cazul general. Admitem ipoteza

(C6) f este continua pe (a,b).

Daca a i b sunt finite, iar f este marginita pe (a,b), atunci, conform celor
spuse anterior, f este sumabild pe (a,b). Ne intereseaza ce se intampla cand
una din aceste doua grupe de conditii nu mai are loc; adica pentru capetele
a si b sunt deschise alternativele

(C7) a=—o0; a>—o0,dar lim+ |f(x)] = o0.
(C8) b=o00; b<o0,dar hIll)l |f(z)| = o0.
Un raspuns util in acest sens este dat de

Teorema 4.5.7 In conditiile mentionate, f este sumabild pe (a,b), daca si
numai daca

(C9) lim /v |f(z)|dx este finita.
v—b— uw

lar, in acest caz, integrala sa are evaluarea

v

b
(R6) / f@)de = lim [ f(z)dr.

(Mai exact: limita din dreapta existd si egaleazd integrala in chestiune.)
Demonstratie. (Schita) Fie (u,) i (v,) siruri din (a,b), cu

Uy > Uy > ey Uy — A V) <VUg < -+, U — b,
Definim girul de functii sumabile (f,) prin
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Se arata imediat ca

[fi(@)] < [fo(@)] < -5 fulz) — f(2), Vo € (a,b).

Cum inca mai avem gi evaluarea (pentru n > 1)

b Un
/\fn(x)\da::/ 1£( |d:c<nhoo/ 2)|dz < 00

urmeaza (cu Teorema 4.5.4) ca |f| este sumabila pe (a,b) (deci si f este
sumabila pe (a,b)). Ultima parte rezulta din criteriul Cauchy de existenta
a limitei (Teorema 4.2.1). n

Sa completam aceasta cu o formula de schimbare a variabilei, utila in
multe cazuri concrete:

Teorema 4.5.8 Flie data transformarea x = @(t), care aplica bijectiv inter-
valul (o, B) pe intervalul (a,b) unde ¢ este o aplicatie de clasa C' pe (a, 3)
cu p(a) = a,p(B) = b. Are loc atunci egalitatea

(R7) [ fx)dz = [ f(o(t)¢'(t)dt.

Mai precis: daca functia © & f(z) este sumabild pe (a,b) atunci functia
tE fle(t)¢'(t) este sumabila pe (o, B) i are loc formula scrisa.

In legatura cu cele spuse anterior, urmatorul aspect important este de
semnalat aici. Anume, ar fi posibil ca limita din partea dreapta a relatiei
(R6) sa existe fara ca functia f sa fie sumabila pe (a,b). Vom zice atunci ca
f este sumabild in sens generalizat pe (a,b). (Notatia pentru noua integrala
va fi aceeasi ca i pentru integrala standard. Va trebui insa precizat in
context cu ce fel de integrala se lucreaza.) Sa retinem ca, pe baza criteriului
Cauchy de existenta a limitei, f este sumabila in sens generalizat pe (a,b)
daca si numai daca

pentru orice € > 0, exista un interval (p, ¢) din (a,b) asa ca

(C10) { |/} f(z)dz| < e pentru orice interval (u,v) C (a,b) \ (p,q).
(D) Sa studiem in continuare alternativele secunde din (C7) +(C8) (respec-
tiv, a,b = finite). Conditia (C9) din Teorema 4.5.7 va fi verificata si deci f
este sumabila pe (a, b), daca

0< lim (z —a)f(z)] <oogi0< lim (b—z)"|f(x)| < oo,
o1y {05 Jim (@ = @) <00 0 T (- 1)

pentruun A < 1 gi un p < 1.
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Dimpotriva, daca una din conditiile limita
(12 0< lim+(x —a)* f(2)] < oo sau 0 < lirgl (b—x2)*|f(z)| < o0,
pentru un A > 1, respectiv, un p > 1,

are loc, atunci conditia in chestiune nu se verifica; si,deci, f nu este sumabila
pe (a,b). X
Sa dovedim afirmatia referitoare la (C11). In baza primei jumatati a acesteia,
exista v > 0 gi ¢ € (a,b) asa ca

(z—a)lf@)] <y (deci [f(@)] € ——5

Integrand aceasta si trecand la limita, avem

lim /c|f(:17)|da:< im [ — s

u—a+ T u—at Jy (gj — a)/\

_ 7 oAl T RPRY B
71_A<:C a) |a 1_)\<C a) .

Analog,din a doua jumatate a lui (C11) exista § > 0si d € (¢,b) cu

b b
Jm [V @)ldr < im | Mdﬂf =

-0 o
= —(—o) " g= -
1—p 1—p
lar de aici, combinand cu aditivitatea fata de interval a integralei, afirmatia
reiese. La fel se trateaza si situatia descrisa de (C12).

Exemplu. Sa se studieze existenta integralei
1
/ 2*(1 — x)"dr, unde ), u sunt parametri.
0

Functia de integrat este pozitiva. Avem evident

liron+ MM — z)") = 1i%l+(1 —z) = 1€(0,00)
li 1_(1 — ) (21 —2)") = lir{l_ z? = 1€ (0,00).

Asgadar, pentru —A < 1, —p < 1 (deci A > —1, u > —1) integrala exista (este
finita) iar pentru —A > 1 sau —p > 1 (deci A < —1 sau p < —1) integrala
nu exista (este infinita).

Referitor la existenta integralei generalizate pe un asemenea interval, ur-
matorul rezultat (datorat lui Abel) este de semnalat aici. Fie f, g doua functii
continue pe (a, b).
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Teorema 4.5.9 Sa presupunem ca

(C13) fg este marginita pe fiecare interval (¢,b), ¢ € (a,b),

(C14) multimea integralelor { [ f(z)dx; a < u < v < b} este marginita.
g este monotona pe unul din intervalele (a, c)

(C15) { unde a < c <b g xlir(]anrg(x) = 0.

Atunci, obligatoriu, integrala generalizatd [° f(x)g(x)dx existd.

Demonstratia se bazeaza pe teorema a doua de medie gi criteriul de
existenta (C10) stabilit anterior. Un rezultat asemanator are loc prin schim-
barea rolului punctelor a si b in conditiile de mai sus.

Exemplu. Sa se studieze integrala generalizata
™ 1
/ 2 cos —dz, unde A\ > —2 este un parametru.
0 x

Functia de integrat satisface evident (C13), deoarece este continua in = = 7.
Conditia (C14) rezulta din evaluarea

v ] 1
/—QCOS—dm
u T X

In fine, functia g(z) = 2?2 satisface evident (C15) deoarece A > —2. Deci,

conform celor spuse, integrala anterioara exista. Sa observam cu aceasta

ocazie cd integrala (standard) [Jfz ‘cos %‘ dz nu exista: cci altfel (din cos? @ =

1 1
sin — — sin —
u v

<2, 0<u<w.

(1 + cos2a)), ar exista si

T 1 1 T T 2
/ 2 cos? = = = (/ 2 dx +/ 2 cos d:v) .
0 T 2 \Jo 0 T

Cum insa (prin transformarea z = 2t)

/7r ™ cos gdx = M1 /M2 t* cos 1dt
0 T 0 t
deducem (conform concluziei anterioare) ca [J z*dz ar exista pentru toti
A > —2, ceea ce este absurd.

Proprietatile de baza ale acestor integrale generalizate sunt, in fond, ace-
lea ale integralelor standard (la care se aplica trecerea la limita). Astfel,
sunt valabile gi aici proprietatea de aditivitate fata de interval, de liniari-
tate si monotonie. Cat despre formulele de calcul, mentionam existenta unei
formule de tip Leibniz—Newton, in varianta
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(R8) [ f(z)dz = F(b—) — Fla+) (= F(x)|2)).

(Aici, F este o primitivil a functiei f pe (a,b).) In fine, sunt si aici valabile
formulele de integrare prin parti si de schimbare a variabilei.

(E) Sa studiem in continuare alternativa secunda din (C7) combinata cu
alternativa prima din (C8) (respectiv, a =finit, b = 00). (Cazul simetric
acestuia se va discuta in acelagi mod.) Conditia (C9) din Teorema 4.5.7 va
fi verificata gi, deci, f este sumabila pe (a,b), daca

(C16) {

Dimpotriva, daca una din conditiile limita

i { O B V) o 0 <t 2

pentru un A > 1, respectiv un p <1
are loc, atunci conditia in chestiune nu se verifica; si, deci, f nu este sumabila
pe (a,b). )
Sa dovedim afirmatia referitoare la (C16). In baza jumatatii secunde din
(C16), va exista un § > 0 gi un d > a, suficient de mare (deci, in particular,
d > 0), asa incat

0< lim+(a:—a))‘|f(x)| <oosl 0< 561111010:10“|f(x)| < 00

pentru un A < 1, respectiv un pu > 1.

S <6 (s |f()] < ), v > d

xrH
Integrand aceasta si trecand la limita, avem

v v J J
lim / |f(2)|dz < lim | —do = ——2'H| = ——d'"
V=00 Jg v—00 Jq ok 1—p pw—1
Pe de alta parte, in baza primei jumatati din (C16), exista un v > 0 i un
c € (a,d), asa incat (conform unor calcule deja facute la discutia alternativei
precedente)

: ¢ 2 PR EY
Jim [ |f(@)lde < (e - a)

lar de aici, combinand cu aditivitatea fata de interval a integralei, afirmatia
reiese. Analog se trateaza si situatia descrisa prin (C17).

Exemplu. Sa se studieze existenta integralei

o, ¢]
/ e %dz, unde X este un parametru.
0



110

Functia de integrat este pozitiva. Avem, evident,

lim 2%(z%e™) = lim 2™ =0 € [0, 00).

r—00 r—00

Pe de alta parte,

lim 7 Mzte ™) = lim e =1 € [0,00).
r—0+ x—0+

Mihai Turinici

Si deci, pentru —A < 1 (adica A > —1) integrala exista; iar pentru —A > 1

(adica A < —1), integrala nu exista (este infinita).

Ca si la discutia anterioara ne intereseaza in ce conditii exista inte-
gralele generalizate pe intervalul (a, o). In acest sens, urmatorul rezultat
de existenta (de tip Abel) este de semnalat. (Demonstratia acestuia se re-
duce si aici la criteriul de existenta de tip (C10) stabilit anterior). Fie f,g

doua functii continue pe (a, 00).

Teorema 4.5.10 Sa presupunem ca

(C18) fg este marginita pe intervalele (a,c), Ve € (a,00)

(C19) multimea integralelor { [ f(z)dx;a<u<v<oo} este marginita

g este monotona pe unul din intervalele (¢, 00)
(C20) } unde a <c<oo, gi lim g(x)=0
! Tr—00 ’

Atunci, obligatoriu, integrala generalizata [° f(x)g(x)dx exista.

Exemplu. Sa se studieze integrala generalizata

< 1
/ — sinz dz, unde X € (0, 1) este un parametru.
0

A

Functia de integrat satisface (C18), deoarece

. 1 . .
lim —sinz = lim =
z—0+4+ :L')‘ T—00 T

Conditia (C19) rezulta imediat din

v
/ sin x dx
u

1asinz [ 0, daca0 <A <1
1 1, daca A =1.

=|cosu—cosv| <2, 0 <u<wv<oo.

1
lar, in fine, g(z) = — satisface evident (C20). Deci, conform rezultatului

precedent, integrala generalizata definita anterior exista.

Se poate si aici
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arata ca integrala standard din aceasta functie nu exista; nu mai dam alte
detalii.

Proprietatile de baza ale acestor integrale sunt aceleagi ca pentru inte-

gralele standard; deoarece ele rezulta din proprietatile cunoscute, prin trecere
la limita. Tot astfel se prezinta lucrurile cu formulele de calcul.
(F) A mai ramas de discutat alternativa prima din (C7)+(C8) (a = —o0, b=
00). Cum, insa , toate rationamentele apar drept combinatie a celor ante-
rioare, se poate spune ca acest caz este clarificat. O concluzie analoga este
valabila si pentru integrala generalizata.

(G) Conceptul anterior introdus de integrala se poate usor extinde la functii
cu valori vectoriale. Mai exact, fie (a,b) un interval al axei reale (—oo < a <
b < 00) si p un numar natural. Consideram data o functie f : (a,b) — RP.
Dupa cum stim,

f<x> = (fl(x>7 0 fp<x>)7 YIS (av b)?
unde, pentru fiecare i € {1,...,p}, fi este o functie cu valori reale definita pe
intervalul (a,b). In acest caz, vom conveni sa notam

(D11) [} f(a)dz = (J) fa(@)da, ..., [} fp(x)da)

daca, desigur, fiecare din integralele componente exista; iar functia insasi,
f, se va zice sumabila pe (a,b). Proprietatile de baza ale acestei integrale
sunt, formal, aceleasi ca la cazul p = 1. Mentionam doar ca, in formularea
proprietatii de monotonie , ordinea uzuala este cea vectoriala. De asemenea,
proprietatea de continuitate are aici forma

(P16) |J2 f(x)da| < J2 11f (@) da.

Din formulele de calcul raman valabile formula Leibniz—Newton si cea de
schimbare a variabilei.

In particular, dacé p, ¢ sunt doud numere naturale si f:(a,b)— M(p, q) este
o functie cu valori matriciale, reprezentata in forma

f(x) = (fij(x)), © € (a,b),

atunci, prin definitie, vom pune

(D12) [P f(x)dx = (f;’ fij(x)dx) (element din M(p, q)).

Sa adaugam ca, in unele cazuri (cand produsul matricial este posibil), avem
valabila gi formula de integrare prin parti. (Mai precis, daca f : (a,b) —
M(p,q), g : (a,b) — M(q,r) sunt de clasd C! pe [a,b], atunci acest lucru
are loc.) In fine, tot prin intermediul functiilor componente se pot introduce
si integrale generalizate pentru asemenea functii (vectoriale sau matriciale).
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4.5.3 Integrala dubla
(pentru functii de doua variabile)

Ne vom ocupa in continuare de extinderea conceptului de integrala pentru
functiile de doua variabile. Vom face aceasta in mai multe etape.

fncepem prin a preciza conventiile i notiunile de baza. Sa numim drep-
tunghi al planului R? orice produs cartezian de forma K = I x J unde I,.J
sunt intervale pe axa reala. Pentru orice asemenea dreptunghi definim aria
sa prin

(D1) aria(K) =lung (/) -lung(J), daca K =1 xJ.

Vom zice c& multimea A din R? este de arie zero daca pentru orice ¢ > 0
exista un gir (K,,) de dreptunghiuri care acopera A cu suma ariilor inferioara
lui € :

(D2) AC |J K, > aria(K,)<e.
n=1

n=1

Vom scrie aceasta constatare prin aria (A) = 0. Este ugor de vazut ca

(P1) aria(A) =0, BC A= aria(B) = 0.

(P2) aria(A,) =0, n=1,2,...,= aria (U An> = 0.

n=1
In particular, de aici rezulta constatarea
(P3) orice multime numarabila are aria zero.

Exista insa sgi multimi ne-numarabile de arie zero; ca, de pilda,

A={(e),¥(1); t € (t1,t2)},

unde functiile ¢ : (t1,t2) — R, ¥ : (t1,t) — R sunt de clasd C! pe (t1,t3);
nu mai dam alte detalii.

Prin definitie, vom zice cd o proprietate P(z,y) de variabile (x,y) € R?,
are loc aproape peste tot, daca

(D3) {(x,y) € R?*; P(z,y) nu are loc} este de arie zero.
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S& numim functia g : R — R etajatd daca exista o diviziune a planului
(prin dreptunghiuri)

—0 < < Ty << xp <00 (n>2)
—0 <Y <Y< <Yy <00 (Mm>2)
si un sistem de constante {\;;; 1 <i<n—1, 1 <j<m—1} aga incat

oo, y) = § N dac (2.9) € (i, Tian) X (g5, Y1),
’ 0, 1in celelalte puncte.

Nu este greu de vazut ca
E(R?, R) = multimea tuturor functiilor etajate g : R* — R

are toate proprietatile stabilite la cazul unei singure variabile.
Sa introducem aplicatia de integrare A pe clasa acestor functii prin

A(g) = Njaria (i, zi41) X (yj,yj+1)), dacd g este daté
(D4) i
de diviziunea ((z;,y;)) si constantele (\;;).

Proprietatile de baza ale acestei aplicatii de integrare sunt in fond identice
cu acelea din cazul functiilor de o singura variabila.

(A) Vom introduce acum notiunea de integrala (dubla) a unei functii pe un
dreptunghi D = (a,b) X (¢,d), unde —o0 < a < b < o0, —0 < ¢ < d < 0.
Notam deocamdata

F(D, R) = multimea tuturor functiilor f : D — R.
O clasa importanta de asemenea functii este
E(D,R) = {g € E(R*,R); g(x,y) =0, ¥(z,y) € R*\ D}

(multimea tuturor functiilor etajate care se anuleaza inafara dreptunghiului
D).Definim integrala (Lebesgue) a unei asemenea functii prin

(D5) [Ip g(x,y)dxdy = A(g), Vg€ E(D,R).

Fie acum f : D — [0,00) o functie cu valori pozitive. Vom zice ca
aceasta este masurabila (Lebesgue) daca exista un sir (g,,) de functii etajate
cu valori pozitive care, aproape peste tot, este crescator gi convergent catre

f; adica
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(D6) (gn(z,y)) este monoton crescator si g,(x,y) — f(x,y),
pentru toti (z,y) € D cu exceptia unei multimi de arie zero.

In acest caz, vom pune prin definitie
(D7) [p f(z,y)dzdy = lim [, gu(x,y)dz dy

i vom numi aceasta integrala (Lebesgue) alui f pe D. In cazul cand integrala
in discutie este finita vom zice ca f este sumabild (in sens Lebesgue) pe
dreptunghiul D.

In fine, fie f : D — R o functie cu valori oarecare. Construim functiile
cu valori pozitive

(DS) {er(x,y) = max(0, f(z,v)), (z,y) € D (partea pozitiva din f)
f-(z,y) = max(0, —f(z,y)), (z,y) € D (partea negativa din f).

Vom zice ca f este masurabila (Lebesgque) pe D daca fy si f_ sunt simultan
masurabile pe D; daca acestea sunt si sumabile, f se va zice sumabila pe D.
Notam intr-un asemenea caz

(D9) [Ip f(z,y)dxdy = [ f+(x, y)dedy — [[p f-(z,y)dz dy

si vom numi aceasta integrala (Lebesgue) a lui f pe dreptunghiul D. Vom
mai pune

(D10) L(D,R)={f: D — R; f este sumabila pe D}.

Structura acestei clase si proprietatile de baza ale integralei introduse sunt
aceleasi ca la cazul functiilor de o singura variabila. Mentionam doar forma
specifica a proprietatii ereditar aditive

f € L(D,R)= f € L(D', R) pentru orice sub—dreptunghi
D' = (d,V) x (¢,d) al lui D; si, in plus,

Ip f(z,y)dzdy = [[p, f(z,y)dedy + [[p, f(z,y)dz dy daca
D = Dy U Dy (Dy, Dy = dreptunghiuri cu o latura comuna).

(P4)

In fine, Teorema 4.5.4 ramane valabila si in acest context; nu mai dam
alte detalii.

(B) Fie in continuare dreptunghiul D = (a,b) X (¢, d) marginit (adica,
—o0 < a<b<oo,—00 < c<d< oo). Ne intereseaza si aici principalele
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clase de functii sumabile pe D. Fie f : D — R o functie deocamdata
arbitrara. Pentru orice divizare a lui D

(A) {a:x0<x1<---<xn<xn+1:b

c=Yo <Y1 < < Ym < Ymy1 = d,
si orice sistem de puncte intermediare
() ij € (Ti Tig1) X (Y, ¥541), 0<i<n, 0 <5 <m,

asociem functia etajata g = g((a),)) prin conventia

(z,y) = f(&;j), daca (z,y) € (@i, Tiv1) X (Y5, Yjr1),
g\EY 0, in celelalte puncte.

Integrala acestei functii etajate
/[ e ydady = 3 £() aria (e 2i01) (53, 9300))
1,J

se va numi suma Riemann asociata functiei f diviziunii (A) gi punctelor
intermediare (£). S& mai definim

norma (A) = max{aria ((x;, T;41) X (yj,¥;41)); 0<i<n,0<j<m)}
(norma diviziunii considerate). Consideram ipoteza
(C1) f este continua aproape peste tot si marginita pe D.
Teorema 4.5.11 In conditiile date, f este sumabila pe D.

Demonstratia este asemanatoare cu aceea a Teoremei 4.5.5. Anume, se
ia un sir ((A,), (£™)) de diviziuni si puncte intermediare cu
norma (A,) — 0 si se verifica valabilitatea variantei bi-dimensionale a Teo-
remei 4.5.4 pentru sirul (g,) asociat acestora. Ajungem la concluzia ceruta,
cu informatia suplimentara

(R1) [Ip f(z,y)dzdy = lim [, gn(z,y)dx dy.

Prin definitie, orice functie marginita f : D — R pentru care limita din
dreapta relatiei (R1) exista, se va zice functie integrabild Riemann pe D iar
limita insagi se va numi integrala Riemann pe D a functiei f. Cum avem si
aici proprietatea structurala
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(P5) f = marginita gi integrabila Riemann pe D —
f este continua aproape peste tot pe D,

va rezulta, din cele precedente, ca noua integrala coincide cu integrala (Lebesgue)
deja introdusa. In particular, daca

(C2) f este continua pe D si marginita pe D,

atunci f este sumabila pe D. Urmatorul aspect este de semnalat aici. In
ipoteza de mai sus, functia

Flay) = [ fluv)duds, (e,y) € D
D(z,y)
unde, prin definitie,
D(z,y) = |a,x] X [¢,y], oricare ar fi (x,y) € D,

poate fi construita. Numim aceasta primitiva bi—dimensionald a functiei f.
Justificarea acestei conventii rezulta din

Teorema 4.5.12 Oricare ar fi sub—dreptunghiul E = (p,q) x (r,s) din D,
are loc formula Leibniz—Newton

(R2) [[g f(z,y)dxdy = F(p,r) — F(p,s) + F(q,s) — F(g,7).

Demonstratie. Se tine cont de aditivitatea integralei relativ la domeniu.
(A se vedea i figura alaturata.)

A

SO0 3 »w X

a p q b x

In particular, o conditie suficientd pentru (C2) este

(C3) f este continua pe ad (D) = [a, b] X [c,d].



Cap.4. Complemente de analiza 117

Mentionam ca, intr-un asemenea context, avem formula de medie

(R3) [Ip f(x,y)dz dy = f(£,n)aria (D), pentru un (§,7) € D.

(C) S& ne intoarcem la cazul general relativ la D, in ipoteza
(C4) f este continua pe D.

Daca D este marginit iar f este marginita pe D atunci, conform celor spuse
anterior, f este sumabila pe D. Ne intereseaza ce se intampla cand una din
aceste conditii nu mai are loc. Sunt deschise atunci alternativele:

(C5) dreptunghiul D nu este marginit (in general)
(C6) f este nemarginita pe dreptunghiul D.
Un raspuns util in acest sens poate fi dat dupa cum urmeaza. Pentru fiecare
submultime F din D, sa punem
|1, dacd (z,y) € E
(DLL) kn(,y) = { 0, daca (z,y) € R*\ E.
(Vom numi aceasta functia caracteristicd a multimii £.) Sa numim multimea

E masurabila (Lebesgue) daca functia sa caracteristica kg este masurabila pe
D. In acest caz, vom pune

(D12) aria(E) = [, ke(z,y)dedy  (aria lui E).

Daca in plus kg este chiar sumabila, atunci integrala din dreapta este finita;
vom spune atunci ca multimea E este sumabila (adica, de arie finita). Sa

facem notatia
M(D) ={F C D; FE este masurabila}.

Observam ca aceasta clasa contine toate sub-dreptunghiurile
E=(pq) x(rs),a<p<qg<b c<r<s<d

sau, toate reuniunile finite de asemenea obiecte. Exista insa si alte multimi
de acest fel; ca, de pilda,

E = parte din D cu aria (fr(F)) = 0.

Un caz particular de asemenea multime poate fi dat de agsa—numitele
domenii simple fata de Oy:

E={(x,y); p<z<gq o) <y <)}



118 Mihai Turinici

unde (p,q) este un subinterval din (a,b), iar functiile ¢ : (p,q) — (¢, d),
¥(p,q) — (c,d) sunt de clasa C'" pe intervalul (p, ¢). (Analog, se pot introduce
si domeniile simple in raport cu 0z.) Zicem ca functia f este sumabild pe
E € M(D) dacs functia f - kg este sumabild pe D. In acest caz vom defini

(D13) [Ip f(z,y)dzdy = [[p f(x,y)kp(x,y)dx dy.

Este util de precizat ca, in acest context, proprietatea ereditar aditiva (P4)
poate fi extinsa astfel

fe€eL(D,R)= f € L(E,R), pentru orice parte masurabila

E din D; mai mult, [ f(z,y)dedy = > [ f(z,y)dzdy
(P6) 0 n=1
daca E = U E,, este o descompunere a lui E in parti

n=1
masurabile cu E; N E; =10, i # j.

Putem acum formula urmatorul rezultat.

Teorema 4.5.13 In ipoteza (C4), functia f este sumabild pe D, daca gi nu-
mai daca

(C7) Elin}j Uglf(x,y)|dedy  este finita.

(Limita se ia in raport cu toate mulfimile masurabile E din D, incadrabile
in sub—dreptunghiuri). lar atunci

(R4) [Ip f(z,y))dzdy = lim [ f(z,y)dz dy.
(Adica, limita din dreapta exista si egaleazd integrala in chestiune.)

Este util de mentionat ca, prin modul de definitie al acestei notiuni, este
exclusa posibilitatea ca limita din dreapta lui (R4) sa existe fara ca functia sa
fie sumabila pe D. (Aceasta, desigur, nu se mai intampla daca , de pilda, in
(C7) sau (R4) se lucreaza numai cu dreptunghiuri; adica, intr-un asemenea
caz, am putea introduce un concept de integrala generalizata analog cu acela
de la functiile de o variabila. (Aceasta posibilitate, insa , nu se ia in consi-
derare aici.)

Inafard de calea indicata, mai exista inca una de studiu a sumabilita-
tii unei functii pe dreptunghiul considerat, D. incepem cu elezentaiea unei
formule de calcul pentru integrala dubla (datorate lui Fubini).
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Teorema 4.5.14 Daca f este sumabila pe D, atunci
(R5) [y f(x,y)dzdy = [2 (J2 f(z,y)dy) da.

Mai precis:integrarea repetata din partea dreapta a formulei (R5) este posi-
bila, iar rezultatul sau este tocmai integrala in discutie.
(Un rezultat analog are loc prin schimbarea rolului variabilelor x si y.)

Sa notam aici ca, din aceasta formula rezulta modalitatea de calcul a
integralei pe orice parte masurabila E, din D. Astfel, de pilda, daca F
apare ca domeniu simplu fata de Oy, atunci (folosind scrierea sa indicata
prin formula (D13)) avem reprezentarea

//E f(z,y)dx dy = /pq </;:) f(x,y)dy> dz.

(O concluzie analoga are loc pentru domeniile simple fata de 0z.)

Exemplu. Sa se calculeze integrala [[; vy dx dy, unde E este domeniul plan
limitat de parabola y = 2% si dreapta y = 2x + 3 :

A

Y

y=2r+3 T 3 T

Dupa cum rezulta si din figura, domeniul E este simplu in raport cu Oy ,
fiind reprezentat in forma

E={(z,y); -1<2<3,2><y<2r+3}.
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Aplicand formula anterioara avem:

2x+43 1
// xydxdy—/ (/12 xydy)dxzz/ ( |z iﬁ”)
1

1 /3
= / (22 + 3)? — 2*)dz= 7/ (92 + 122* + 42® — 2*)dx = 53 + ~-
2./ 2/ 3

Suntem acum in masura sa dam inca un criteriu de sumabilitate pe drep-
tunghiul considerat. (Ca si mai inainte, prevaleaza ipoteza de continuitate
(C4).) Avem astfel formula (de tip Tonelli):

Teorema 4.5.15 Sa admitem ca
b [ pd
(C8) expresz'a/ (/ |f($,y)|dy> dx este finita.

Atunci, f este sumabila pe D, iar integrala sa poate fi calculata conform celor
spuse anterior.
(Un rezultat analog are loc prin schimbarea rolului variabilelor x si y.)

Exemplu. Sa se studieze existenta integralei duble
// e~ @)z dy, unde D = (0,00) x (0, 00).
D

Avem evident evaluarea

/OO (/Oo e(xQerz)dy) dx = /OO <e’”2 /Oo edey> dr =
0 0 0 0

00 2 2
= </ e ” dx) < 00,

0

deoarece functia h(z) = e * este sumabild pe (0,00). (Se aplici

criteriile de existenta cu limita). Si atunci, cu teorema precedenta, afirmatia
rezulta de indata.

Incheiem aceste consideratii cu prezentarea unei formule de schimbare a
variabilei, utila in practica.

Teorema 4.5.16 Fie data transformarea

fZSO(u)U)a y:@Z)(uav)

care aplica bijectiv domeniul M din planul (u,v) pe domeniul E din planul
(x,y), cu functiile componente @, de clasd C' pe M si
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dp Oy
D(p.¥) | ou ov | e
(C9) D(u.v) o 0 este inversabila, Y(u,v) € M.
ou Ov

Are loc atunci egalitatea

D(p,)

du dv.
D(u,v) |

det

Mai precis: daca functia (x,y) = f(x,y) este sumabila pe E, atunci (u,v) F

£ (ol v), 0w, ) [det 222

det
¢ D(u,v)

este sumabila pe M si are loc formula scrisa.

Exemplu. Sa se calculeze integrala dubla
// e~ @)z dy, unde E = (0, 00) x (0, 00).
E

Vom trece la coordonatele polare (r,6) definite de
r=rcosf, y=rsinb.

Sa observam ca, prin intermediul acestei transformari, domeniul E apare ca
imagine a domeniului

M = (0,00) x (0, g) (dreptunghi din planul (r,9)).

yt 0
P(z,y) .
2
T Q(T, 0)
)0 . N
0 x 0 r

Functiile componente ale transformarii

o(r,0) =rcosf, ¥(r,d)=rsind
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sunt de clasa C! pe dreptunghiul M, cu

D(p,) [ cos —rsinf
D(r,0)  \ sin@ rcosf

>, (r,p) e M

D(p, ) _

<:> det ——= D(r.0)

r(cos*0 4 sin? ) = r #£ 0, (r, )EM)

In fine, functia
2

este sumabila pe domeniul £, dupa cum s-a dovedit deja, intr-un loc anterior.
Aplicand acum formula de schimare a variabilei deducem

[ ndy = [[ eravar= [7( [F e ras) ar =

2/ rd’r’——ze |0 =71

Sa observam cu aceasta ocazie ca in baza unei evaluari anterioare a aceleiagi
integrale, obtinem

0 2 0
(/ e”Qd:c) = Z; deci / e dr = ﬁ
0 4 0 2

(D) Toate consideratiile expuse pot fi extinse ugor la functii cu valori vec-
toriale. Anume, daca p este un numar natural, fie f : D — RP o functie
vectoriala de doua variabile. Folosind reprezentarea

f(@y) = (fl, ), folz,y), (z,y) €D
vom pune prin definitie

(D14) fD f('rv y)d;U dy = (ﬂD f1<$, y)dl’ dy> ) IfD fp<x7 y)dl’ dy) )

daca fiecare integrala componenta exista. Proprietatile de baza ale integralei
astfel definite raman aceleasi.

4.5.4 Integrala multipla
(pentru functii de mai multe variabile)

Conceptul de integrala dubla definit anterior poate fi extins, fara modificari
esentiale, la functiile de mai multe variabile. Anume, fie m > 3 un numar
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natural dat. Numim paralelipiped in spatiul R™, orice produs cartezian de
forma K =1; X --- x I,,,, unde Iy, ..., I,,, sunt intervale pe axa reala. Pentru
orice asemenea paralelipiped, definim volumul sau, prin

(D1) vol (K) = lung (1) - - - lung (1,,,), daca K = I,, X -+ X L.

Notiunile de multime de volum nul si proprietate valabila aproape peste tot
au acum un inteles evident. Tot astfel apare gi notiunea de functie etajata si
aplicatia de integrare asociata.

Fie acum D = (ay,by) X - -+ X (@, by,) un paralelipiped dat. Notiunea de
integrala (Lebesgue) a unei functii etajate care se anuleaza inafara lui D) se
introduce prin

(D2) [--[pg(zy..wpy)dy, ..., dxy = A(g).

lar, pornind de aici, se introduc notiunile de masurabilitate si sumabilitate
(Lebesgue) ale unei functii f : D — R, prin definitiile (formal aceleasi)
din Sectiunea 4.5.3. Proprietatile de baza ale integralei introduse si clasele
de functii integrabile raméan si aici valabile (in noul context). O mentiune
speciala trebuie facuta in legatura cu formula de tip Fubini care, aici, capata
forma

Teorema 4.5.17 Daca f este sumabila pe D, atunci

//D f(x, o zm)dey .. day, =

[ (o nsandn, o) ) an

Adica: integrarea repetata din partea dreapta e posibila, iar rezultatul acesteia
reprezinta tocmai valoarea integraler in discutie.

(R)

(Rezultate analoge pot fi scrise permutand variabilele xq, ..., Tp,.)

Exemplu. Sa se calculeze integrala tripla

/// vy*22dx, dy dz, unde D = (0,a) x (0,b) x (0, c).
D
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Avem, conform formulei de tip Fubini,

/// xyzszl”dde:/oa Vob (/chy%?d:) dy] do =
_/ l/ ( T )dyldx:/o%ob;xywy)dx_

A3 313 332
—/ (my| )dx—b xdx:iﬁgzc @,

0 18 ° 10 18

Sa notam cu aceasta ocazie ca formula anterioara permite reducerea in-
tegralei multiple la integrale simple pe orice parte masurabila E din D (in-
trodusa in acelagi mod); in particular,, de pilda, , la domeniile simple fata
de una din axe (0x,, sa zicem):

E={(z1, s Tm-1,Zm); (X1, ..., Tm_1) € Ep,
(1, ooy Tne1) < Xy < Y(T1, ooy T1) }

unde E,, = proiectia domeniului E pe spatiul variabilelor (z1, ..., 2, 1), iar
0: E, — R, : E, — R sunt functii de clasd C! pe E,,. De aseme-
nea, criteriul de existentd de tip Tonelli rimane valabil. In plus, vom mai
mentiona ca formula de schimbare a variabilei admite o extensie directa la
aceste integrale multiple.

Incheiem cu observatia ca dupa modelul deja cunoscut, se poate introduce
integrala multipla dintr-o functie cu valori vectoriale.

Probleme propuse la §4.5

1. Sa se discute existenta primitivelor pe R pentru functiile

a) f(ﬂ?) { ,pentru X 7é 0 ; b) f(aj) _ { Slm,pentru - 7& 0

A pentru xz = 0. u, pentru x = 0.
2. Sé se calculeze : a) [a?e"sinadz; b) [ In® zdz.

3. Sa se determine o relatie de recurenta pentru calculul integralelor:

a) I, = [z"e*dz; b) I, = [tg"xdx; c) I, = [e* cos" x dz.
4. Sa se calculeze : a) [ 23— dr; b) [ w;)zid;;l)g-
5. Sa se calculeze : a) 3+gfosm; b) fzgig””dm
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6. Sa se calculeze : a) f#/ﬁ, b) f(zq)f/%

(Indicatie. Se vor folosi substitutiile lui Euler.)

7. Sa se calculeze integralele de tip binomial:

3
a) [ %dw; b) | 1};%dx;
3(1 2 —1/2d . d xdr

8. Fara a calcula integrala, sa se demonstreze inegalitatea:

1.4
< In(1 — < -Iln-.
0 x In( a:da: 4113

l\)\»—‘

9. Sa se calculeze integralele

a) o"*Ver —1dz; D) 7 m7 c) fo 3736%6137‘
d) [°, arccosHﬁ2 dr; e) [§e® max(1,x?)dx; £) [ FEEs] 2\+1
10. Sa se studieze existenta integralelor (si sa se calculeze):
) /00 dz b) /00 S 50 ) /00 rdx
a —_—; e “sinxdr, a ; c —_—
0o 1+az% 0 ’ ’ o 14
11. Pornind de la definitie, sa se studieze convergenta integralelor:
1 d t d
2) / x b) / arc gmdx; ) / x ;
o zln’z’ 0 x 0 (z+1)y/]a?2—1]

a :L’4

) vE=a

12. Sa se calculeze integralele duble:
a) [[pIn(z +y)dedy, D= (0,1)x (1,2);
b) [lp v/xydx dy, D fiind delimitat de 2* <y < 2?, « > 0.

13. Sa se calculeze , prin coordonate polare,integralele duble:
a) [[p Va2 +y2dedy, (D):a?+y* <4
b) [lp(a® —2? —y?), (D):2°+y*<a® y<O0.

14. Sa se studieze existenta si sa se calculeze integrala

e VP drdy, D =[0,00) x [0,00), a > 0.

15. Sa se arate ca integrala dubla ([, e”™ sinx dz dy, unde D = (0, 00) x
(0, 00) nu exista, dar integralele iterate exista gi sunt egale:

/oo (/Ooexysinxdx> dy = /Oo (/Ooexysinxdy> de = _.
0 0 0 0 2

d) / sin z2dx; f) / esmmw, a> 0.
0 0 o



126 Mihai Turinici

16. Sa se calculeze integrala tripla [ [ [, ( drdydz __ ynde D este delimitat

(ta+y+z)2
de planele x =0,y =0,2=0,z4+y+2=1.

17. Si se studieze integrala tripla [ [ [, e~ @+’ )y dy dz, unde D =
(0,00) x (0,00) x (0,00).

18. Si se calculeze integrala multiplad [+ [, 123 - 2™ dxy ... d2,y,, unde
D =1[0,a;1] x [0,as] X -+ X [0, ay).

4.6 Functii speciale

4.6.1 Integrale depinzand de parametru

Fie (a,b) un interval pe dreapta reala (—oo < a < b < 00) si A un interval
deschis al axei reale. Consideram functia de doua variabile f : (a,b) x A —
R, care satisface

(C1) zF f(x;€) este sumabila pe (a,b), pentru orice £ € A.

Putem atunci construi functia h : A — R prin conventia

(1) h(e) = [ fl: ), Ve € A

Numim aceasta, integrala (simpld) depinzand de un parametru. Problema de
baza care apare in acest context este cum se transmit proprietatile pe care
functia f le are fata de parametru (&), in proprietati de acelasi tip ale func-
tiei-integrala asociate, h. Desigur, proprietatile vizate sunt continuitatea si
derivabilitatea.

(A) Sa studiem problema continuitatii in raport cu parametrul a functiei
h: A — R. Admitem ipoteza specifica

(C2) &k f(x,€) este continua pe A, pentru orice z € (a,b).

Aceasta, insa , nu este suficient pentru concluzia pe care o avem in vedere.
Mai este necesara o ipoteza specifica, legata de procesul trecerii la limita sub
semnul integralei. Anume, aceasta poate fi de forma
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pentru orice A € A gi orice e >0 cu (A —eg,A+¢) CA,
(C3) [ exista o functie g = g, sumabila pe (a,b)
cu |f(z,8)] < g(x), Vo € (a,b), VE € (A —e, A+ ¢).

Raspunsul la chestiunea formulata este urmatorul:

Teorema 4.6.1 Daca toate conditiile (C1), (C2), (C3) sunt acceptate, atunci
integrala parametrica £ F h(§) este continua pe intervalul A.

Demonstratie. Fie A fixat in A si (§,) un sir din A cu &, — . Se poate,
desigur, presupune

En€(N—g,\+¢), Vn>1, unde ¢ > 0 este suficient de mic.
Combinand cu (C3), avem evaluarea (cu notatia folosita acolo)
lf(x, &) < g(x), Vo € (a,b), n=1,2,...
Iar, pe de alta parte, din conditia (C2),
fz,&,) — f(z,\) cand n — oo, Vx € (a,b).

Nu avem decat sa tinem acum cont de teorema Lebesgue (Sectiunea 4.5.2)
pentru a incheia argumentul. |

Dupa cum s-a spus deja, intervalul (a, b) este arbitrar (poate fi i nemarginit).
Cand insa (a,b) este marginit, exista o cale de simplificare a conditiilor puse.
Anume, daca se accepta o conditie de forma

(C4) (z,8) F f(z,€) este continua pe [a,b] x A,

atunci, toate conditiile (C1), (C2), (C3) au loc. Faptul este evident pentru
(C1) si (C2); iar pentru (C3) se tine cont de proprietatea de marginire a unei
functii continue (Sectiunea 4.2.4) pe compactele de forma [a, b] x [\ —&, A+-¢].

Exemplu. Sa se studieze continuitatea integralei parametrice

h(€) = calll d
1.
(€) /0 1+ r, 0<§<

Functia de sub semnul integralei
¢!
1+

f(l‘ag) = ) (‘%5) S (07 OO) X (071)
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satisface in primul rand conditia de sumabilitate (C1). Aceasta rezulta ime-
diat din existenta limitelor

1
lim 2 ¢f(z) = lim —— =1, cand 0<1—-& <1,

z—0+ z—0+ 1 4+ 2

X
lim 22~¢ =lim —— =1, cand 1 <2—¢<2.
i @€ f () = Jim o = 1 can ¢

Pe de alta parte, functia considerata verifica evident conditia (C2). Ramane
sa mai verificam (C3). Fie A arbitrar in (0, 1) si u, ¥ un cuplu de numere cu
0<u<A<wv<l. Functia g: (0,00) — R data de

a1
5z daca 0<x<1

x

g(l’): v—1
——  daca l<zr<

14+

este, din cele spuse mai inainte, sumabila pe (0, 00). Si cum, evident,

f(@,8) < g(x), (2,€) € (0,00) x (1, v),

conditia in chestiune este verificata. Deci, integrala parametrica & b h(§)
este continua pe (0, 00). Sa mai notam ca , din formula (ugor de dovedit prin
descompunere in fractii simple)

e’} 22m p _7T 1 i
L Tt = gy M =L2m<n
S1n o s

ajungem, cu substitutia z = z'/?", la concluzia
L 2m+1\ s
( 2n > o <2m +1 ) ’
sin T

n

m,n =12 ..m<n.

Combinand acest lucru cu continuitatea lui h ajungem (prin trecere la limita)
la formula importanta

dr = ———, 0 < ¢ < 1.
/o 1+a " sin(ém)’ 3

(B) Trecem acum la problema derivabilitatii in raport cu parametrul a func-
tiei h : A — R. O conditie specifica In acest sens ar fi
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0 .
xh 6‘§($, €) este sumabild pe (a,b), V& € A.
Ca gi mai inainte, ea nu este insa suficienta pentru concluzia avuta in vedere.
Ar fi i aici necesara o ipoteza specifica legata de procesul trecerii la limita
sub semnul integralei. Anume, aceasta ar fi de forma

f este derivabila partial fata de &, iar aplicatia
(C5)

pentru orice A € Agioricee >0 cu (A—e,A+¢e) CA
exista o functie g = g, ., sumabila pe (a,b), cu

(8| <glo), Vo€ (@b), ¥ e -z r+e)

Putem acum formula urmatorul raspuns la intrebarea pusa mai inainte.

(C6)

Teorema 4.6.2 Daca toate conditiile (C1), (C5), (C6) au loc, atunci inte-
grala parametrica & F h(§) este derivabila pe intervalul A, cu

WO = [ @ Ode, v e

Demonstratie. Fie A un element fixat in A si (A,) un sir din A cu A, — .
Putem si aici presupune ca

M€ A=, A+e), Yn>1, unde € > 0 este suficient de mic.

Combinand cu Teorema de medie Lagrange si cu (C6), avem

1
A — A

(f(z,\n) — f(z,N)| < g(2), Vo € (a,b), n=1,2,....

Pe de alta parte, oricare ar fi x € (a,b)

1 of
. A(f(:v,An) — f(z,A) — o€

(z,\) cand n — oo.

Din toate acestea gasim,tinand cont din nou de Teorema Lebesgue (relativ
la trecerea la limita sub semnul integralei)

1 .
lim ﬁ(h()\n) — h(A)) = lim

n—00 n—00 Jq )\n - A

_/[hm<ﬂa&»—ﬂaﬂ>

n—oo

(f (@, An) = [, A))dx
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Iar,de aici, afirmatia reiese. |

Ca si mai inainte,intervalul (a,b) este arbitrar (deci el poate fi §i nemar-
ginit).Dar,daca (a,b) este marginit, exista o cale de a simplifica ipotezele
anterioare. Anume, daca se accepta o conditie de forma

0
(C7) of exista si este continua pe (a,b) x A,

23

atunci, obligatoriu, conditiile (C5) + (C6) au loc; verificarea revine la o
remarca facuta anterior.

Exemplu. Sa se studieze derivabilitatea integralei parametrice
1 x
h(§) :/ arctg —dx, £ > 0.
0 3
Functia de doua variabile

f(z,€) = arctgz, (x,&) €0,1] x (0,00)

este continui pe domeniul scris.In plus, f este gi derivabila partial fata de
variabila &, cu

of —x
06 a2+ &

continua pe acelagi domeniu. Deci, functia h este derivabila, cu

(x,€) €10,1] x (0,00)

(€)=

=1 £>0.

/1 xdx 1 £2
—_ ni
0o x24+&2 2 14&¥

(C) Rezultatele anterioare se pot usor extinde la cazul integralelor multiple
depinand de mai multi parametri. Anume, fie D = (a,b) X -+ X (am, bm),
un paralelipiped deschis in spatiul R™ si A, un domeniu din spatiul RP.
(Aici, m > 1 si p > 1 sunt doua numere naturale fixate.) Fie, de asemenea,
f:Dx A — R o functie care satisface

(C8) { (@1, oy @) F (21,0 2 &y 0 &)

este sumabila pe D, oricare ar fi (&, ...,§,) € A.

Putem atunci sa consideram functia h: A — R data de
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(D2) h(€1, .y &) = [ fp F(T1y o s &1y ooy &)y - - A, (&1, -, &) € A

Ca si mai inainte,vom numi aceasta,integrala (multipla) depinzind de para-
metri.Problemele care se pun in legatura cu functiile in chestiune sunt aceleasi
ca la cazul m = 1, p = 1. lar raspunsurile la ele pot fi formulate dupa o
metodologie asemanatoare cu cea deja prezentata. Astfel, dintr-o ipoteza de
forma

(C9) { (€1 s &) B F (@1 s i €, &)

este continua pe A, oricare ar fi (21, ...,2,,) € D

rezultd (In combinatie cu o ipoteza tehnica de tip (C3)) continuitatea functiei
(&1,..,&) F h(&, ..., &). In plus, dintr-o ipoteza de forma

f este derivabila partial fata de &, ..., &, iar

(C10) ¢ (1, xm) F gf(azl, s T3 €1, .o, &) este sumabila pe D,

&i
oricare ar fi i € {1,...,p}, (&,...,&,) € A

rezultd (combinand si aici cu o ipoteza tehnica de tip (C8)) derivabilitatea
partiala a functiei h fata de toate variabilele &, ..., §,, cu

oh
&

Aceste formule se pot dovedi utile in diverse cazuri.

(&1,..,&) = //D gg(x17 s Ty &1y ey Ep)day - - dxy,, 1 <10 < p.

4.6.2 Functia I' (Gamma) a lui Euler

Ne vom ocupa in continuare de urmatoarea integrala depinzand de parametru
(introdusa de Euler)

(D1) I'(r) = /OO 2" te " dx, v > 0.
0

O vom numi in continuare "functia I' ( Gamma)”. Faptul ca multimea
de definitie a acesteia este (0,00) a fost deja stabilit intr-un loc anterior
(Sectiunea 4.5.2).

(A) Vom incepe expunerea cu unele formule de baza relativ la aceasta func-
tie. In primul rand,avem formula de recurenta

(P1) T'(r+1) =rL(r), Vr > 0.
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intr—adevér,integrénd prin parti,deducem
L(r+1)= / e dr = —a"e | + 7"/ 2" te dr = rT(r)
0 0

(deoarece, evident, lim z"e™® = (). Aceasta formula ne arata ca este sufi-
r— 00

cient séAcunoa@tem valorile functiei noastre pe (0, 1] pentru a le cunoaste pe
(0, 00). In particular, cum

ra) = / e dr = / e fdr = —e 7| =1,
0 0
deducem succesiv, prin formula de recurenta (cu conventia 0! = 1)
I'(n)=(mn-1)!, pentrun=12, ...

Aceasta ne spune ca functia I' reprezinta extensia la semiaxa strict pozitiva
a functiei factorial (definita, dupa cum stim, numai pe multimea numerelor
naturale). Pe de alta parte,

1 oo oo T
I'(5) = / a2 dy = 2/ e dt = 2£ = /7.
0 0 2
(S-a facut substitutia z = ¢? i am tinut cont de un rezultat stabilit in
Sectiunea 4.5.3). Avem, deci, din aproape in aproape prin intermediul for-
mulei de recurenta (pentrun =0,1,...)

2n+1\ (2n—-1)2n—3)---3-1 _ (2n)!
F( 2 )_ 2n ﬁ_Q%-n!ﬁ'
O alta proprietate importanta a functiei I' este formula complementelor
(pe care o vom verifica ulterior):

(P2) I'(r) - T(1—7) = , 0<r <1

sin(rm)
Aceasta arata ca este destul sa cunoastem valorile functiei I' pe intervalul
(0, 1) pentru a le determina pe acelea din (3, 1). S& notdm cu aceastd ocazie
ca, pentru r = %, formula complementelor ne da

M) T(5) = 7 = deci T(3)= V.

sin —
2

Am regasit astfel o valoare anterioara a acestei functii.
Mentionam ,in acelasi cadru, si formula lui Legendre
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NZS
(P3) T'(r)-D(r+3) = 22T_1F(2r), Vr > 0.
(Aceasta va fi dedusa ulterior.)

De aici mai pot fi obtinute multe alte proprietati.Dar, acestea care au
fost date, sunt caracteristice functiei I'; adica, orice functie de clasa C* ce
satisface (P1)—(P3) trebuie sa coincida cu functia I'.

Sa mai dam, in fine,si o alta reprezentare secventiala pentru functia
noastra (formula Euler-Gauss)

n' 1-2---(n—1)

(D2) F(T):TLILIEIO7(7‘+1)(T+2)---(T+71—1)’ r>0.

Aceasta se dovedeste utila in multe cazuri concrete.

(B) Trecem acum la studiul proprietatilor analitice ale functiei I In primul
rand, functia I' este continua si are derivate de orice ordin pe (0, c0) data de
formula

F(n)<7«) — / xrfleff(lnx)ndx, T € (0, oo),n =1,2,....
0

Justificarea acestui fapt se obtine prin intermediul celor doua rezultate an-
terioare. Comportarea functiei I' inspre origine este data de formula (de-
ductibila imediat din relatia de recurenta)

(R1) Tlir& rI(r) = 1.

De asemenea, comportarea inspre infinit a functiei I poate fi apreciata prin
intermediul formulei lui Stirling

ro/e\"
R2) lim () I'(r)=1.
(R2) r—oo \ 27 \r (r)

O consecinta imediata a acestei formule este

(R3) Tim LU+

=1, Ya > 0.
r—oo ral'(r) > Ve

(Se scrie relatia (R2) pentru r si r 4 a, iar apoi se impart egalititile.) In
particular, pentru 7 = n + 1 §i @ = m (numere naturale) avem

|
iy ()

n—oo pm . nl

=1, m=12..

lar pentrur=n+1, a= %, se obtine
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r 3
R4) tim S 2)  ua i Wallis).

n—oo /m - n!

(C) Multe integrale uzuale din analiza se pot acum calcula utilizand pro-
prietatile functiei I'.

Exemplu. Sa se calculeze integralele

Jn:/ x”e"”z/de, n=20,1,...
0

Vom face substitutia %2 = t; adica
x = V22 (si deci do = Y2 71/ dt).

Inlocuind in integrala, ajungem la evaluarea

T A (ﬁ)"—lr(”;l).

Sa retinem faptul ca functia I' este considerata elementara; adica, este pusa
pe acelasi plan cu functiile elementare traditionale (puteri, radicali, exponen-
tiale logaritmice, trigonometrice si inversele lor). Deci, si derivatele acesteia
vor avea aceeasi calitate. Adica, daca intr-un calcul apar asemenea derivate
se poate considera ca acesta este incheiat.

Exemplu. Sa se calculeze integrala [7° e™*Inx dz. Din formula de derivare
a functiei I' avem

I(r)= /OO 2" le " Inxdr, Vr > 0.
0

Si atunci, facand r = 1, avem / e *Inzdr = T'(1). Prin definitie, marimea
0

C = —I"(1) se numeste constanta lui Fuler. O posibilitate de calcul aproxi-
mativ al acesteia rezulta din formula

n—oo

1 1
C= lim(1+§+-'-+ﬁ—1n(n—|—1)).
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4.6.3 Functia B (Beta) a lui Euler

Sa consideram in continuare urmatoarea integrala depinzand de doi para-
metri (introdusa tot de Euler)

(D)B@ﬂWZAZW%l—@WW%(%@E(Q%)X@ﬂ@-

7

O vom numi in continuare ”functia B (Beta)”. Faptul ca multimea de
definitie a acesteia este (0, 00) x (0, 00) a fost deja stabilit intr-un loc anterior
(a se vedea Sectiunea 4.5.2).

(A) Se poate spune ca studiul acestei functii se reduce la acela al functiei I
Justificarea acestui fapt este legata de rezultatul urmator:

Teorema 4.6.3 Are loc relatia

(R1) B(p,q) = L(p)C(a) oricare ar fi p,q > 0.

T(p+q)’

Demonstratie. In baza Formulei de tip Tonelli (Sectiunea 4.5.3) avem

C'(p)(q) :/0 xp_le_xdx/o yq_le_ydy://E:Ep_lyq_le_(“y)dxdy

unde, prin definitie £ = (0,00) x (0,00). Aplicam integralei duble obtinute
schimbarea de variabile

r=u(l—v), y=uv.
Aceasta aplica bijectiv domeniul M = (0,00) x (0,1) din planul (u,v) pe
domeniul £; in plus, functiile sale componente (notate cu , 1) sunt de clasa

C' pe domeniul M, cu

Iy Oy
D(p,v) ou Ov (1—1} —u

o o v u

D(u,v) oY O
ou v
D(p, )

<:>detD(u’v):u(1—v)—l—uv:u%0, V(u,v)GM).

), V(u,v) € M
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Utilizand formula de schimbare a variabilei (Sectiunea 4.5.3) avem
D(p)T(q) = [[o u?ti (1 —v)P~ i e du dv =
=I5 (Jg wrtat (1 — o) tor e dy) du =
= (g urtite " du) (fol(l — v)p_lvq_ldv> =
=T(p+q)Blg.p).

Aceasta incheie argumentul. |

Ca o aplicatie imediata a acestui fapt, sa dovedim valabilitatea unor for-
mule relative la functia I'. Astfel, de pilda, formula complementelor se reduce
aici la urmatoarea (din I'(1) = 1)

1

"1—x)"dx = 0<r<l1

/0 (1l -2)"de sin(rm)’ e
sau echivalent (cu substitutia = = L)
I+y
0o yr—l T

dy = , O<r<l.
/0 l+y Y sin(rm) "

Si cum aceasta egalitate are loc (conform unui calcul anterior), concluzia este
clara. Trecand la formula lui Legendre, sa pornim de la evaluarea

Br,r) = /01 (1 — ) ld — /01 H - (; - xﬂ e

Facand aici substitutia % —xr= %tlﬂ, ajungem la

1 Lo r—1 1 1
B(r,r) = 551 /0 t72(1—¢t)" " dt = 722r_1B <2,a> .

Si atunci, folosind rezultatul anterior, afirmafia este dovedita.
In fine, din formula (R3) (Sectiunea 4.6.2) rezulta aici

(R2) lim r“B(r,a) = ['(a), Ya > 0.

In particular, pentru r =n, a = %, deducem
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(R3) Jim V7B (1. 5) = V7.

care inseamna de fapt tocmai formula lui Wallis.

(B) Vom pune in evidenta acum utilitatea functiei B a lui Euler in calculul
unor integrale.

Exemplu. Sa se calculeze integralele parametrice

™

I\ p) = /5 sin*zcos wdr, A>—1, p> —1.
0
Cu substitutia sin z = t'/2, sau, echivalent,
x = arcsin (/%) (deci dz = Lt~ V2(1 — ¢)~V/2dt)

integrala noastra devine

/t (1—pa = tp (AL pEL)
A U

In particular, de pilda, pentru m =0, 1, ...,

F<m—|—1)

Y S _1 m+1 1 _ﬁ 9

[(m,())—/o sin xdx—2B<2,2>_2F<m+2).
2

O clasa de integrale reductibila la acestea este data de urmatorul

Exemplu. Sa se calculeze integralele parametrice

o $2 —q
J(p,q):/o xp<1+(12> dr, p>—1, 1¢g>p+1.

(Aici, a > 0 este arbitrar fixat.) Cu substitutia

r=atg(y) ( decidxr= dy)

cos2 Yy

integrala in chestiune devine

s . p —-q
2 1 1
Tp.q) =t [T dy =
0 \cosy cos?y cos?y

3 p1 1 2g—p—1
:apH/Q(Siny)p(cosy)%p”dy:az B(p;r = 2p )
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Aceste integrale se dovedesc utile in teoria probabilitatilor.

Probleme propuse la §4.6

,Zéi
£%’

1 1
lim [ f(@,€)dz # [ (lim f(z,€))da.

1. Fie data functia f(z,&) =€ (x,€) € [0,1] x (0,00). Sa se arate

2. Sa se calculeze derivatele de ordinul 1 si 2 ale integralei parametrice
h(§) = Jg [z +&)d.

3. Daca f este continua pe [0, a], atunci integrala parametrica

o(u, v, w

e
) /0\/(u—t)2—|—v2+w2

Pp  Pp Py
erifica ecuatia lui Laplace: = 0.
v L P ou? * ov? + ow?
4. Folosind derivarea in raport cu parametrul, sa se calculeze integralele

parametrice

2 1 1+ &cosw
he) = [F——1
@) (&) cos T nl—gcosx7

b) h(g):/g a“:tgtg(itg””)dx, £ER.

-l<¢<l

sin bx — sin cx
t——————dx, £€R.

T

o) h§) = [T et

dx

b

5. Stiind ci |
3 0 1+ax
folosind posibilitatea unei derivari fata de parametru.

1 . b dx
= —In(1+ab), a,b > 0, sa se Calculeze/ —_—
a 0o (1+ax)?
6. Sa se calculeze integrala parametrica de forma
h(¢) = / Slnxe’g’”dx,ﬁ > 0, utilizand principiul derivarii. Sa se deduca
0o

0 g§in &

7
apoi egalitatea / T = 5 prin trecere la limita.

0 T
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7. Sa se calculeze urmatoarele integrale reductibile la functiile I" i B ale
lui Euler. (In paranteza se indica substitutiile corespunzatoare.)

a) /01 2PN 1 — 2™ e (™ =1)

D [ e
0 /01 21— z)b! (t=(1+p)

(x +p)ett T+p

d) /OO a™e " dx (t = az™).
0
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Capitolul 5

Programare neliniara

5.1 Functii convexe si concave

5.1.1 Functii convexe de o variabila

Fie I un interval deschis din R. Functia f : I — R se va zice convexa pe
intervalul I, daca oricare ar fi x1,x9 € I, avem

(D1) f(Axy + pxe) < Af(z1) + pf(x2), Ap e [0,1], A +pu=1.

De asemenea, vom numi f concava pe I, daca — f este convexa: adica,
(D2) f(Az1 + pao) > Mf(z1) + pf(x2), A, pe[0,1], A+ p=1.

Daca in (D1) inegalitatea e stricta:adica,pentru orice xy,z9 € I, 11 # X9
(D3) f(Axy + pa) < Af(z1) + pf(z2), A, pe (0,1), X+ p=1,

functia f se va zice strict convexa pe I, iar daca — f ar avea aceasta proprie-
tate, f se va numi strict concava (pe I).

Interpretarea geometrica a notiunilor introduse e simpla. De pilda, f este
convexa pe I daca gi numai daca :

oricare ar fi punctele Ay = (x1, f(z1)), Ay = (22, f(x2)), de pe graficul
functiei f, segmentul de dreapta A; A, este situat deasupra graficului functiei
cuprins intre punctele Ay si As.
(in mod corespunzator se prezinta lucrurile la functia concava).

141
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Y As
Y| A Ao
2 e/
Al Al
T Az
of =1 T2 aeg ol v 52w

Proprietatea de convexitate (sau concavitate) introdusa anterior se poate
da si sub forma urmatoare (aparent mai generala):

Teorema 5.1.1 Functia f este convexa pe I daca si numai daca oricare ar
fi punctele x+,...,x, € I,avem evaluarea

(1) FOazr + 4 Xazn) < Aif(x) + -+ A f(x),
pentru orice A, ..., Ay € [0,1] cu Ay +---+ A\, = 1.

Demonstratie. Se face prin inductie relativ la numarul n de puncte uti-

lizate. Anume, sa zicem ca se accepta relatia (C1) pentru un anume n si fie

T1, ..., Ty, Tnyp1 puncte date din I. Daca Aq, ..., Ay, Apy1 sunt numere din [0, 1]

cu A+ -+ A, + A1 = 1, sa facem notatia
A An

— = " (deci g 4+ g = 1).
N o T g g (decim fin = 1)

21

Desigur, aceasta cere Ay + - - -+ A, 7# 0 (ceea ce nu este restrictiv).Daca mai
punem y = p1xy + - - - + fn Ty, atunci, cu (C1),

f@) = flmzyr 4+ 4 pnn) < paf(a) + -+ pnf (20).
Tinand acum cont de relatia
MT1 4 Ao+ A1 Tost = (L= A1)y + Ans1@npn
obtinem, din convexitatea functiei f, evaluarea
Sz + -+ A+ Ap1@ng1) < (1= M) f(Y) + Ansr f(2n4a) <

< (= Anpn)(paf (1) + -+ pnf (20)) + Anr f (#n10) =
= Alf(ml) +- )\nf(ajn) + >\n+1f(xn+l)-

Aceasta incheie argumentul. |

Desigur, pentru functiile concave, caracterizarea anterioara este cu ine-
galitati de sens opus:



Cap.5. Programare neliniara 143

pentru orice A, ..., A, € [0,1] cu Ay + -+ N\, = 1.

In plus, pentru convexitatea sau concavitatea stricta, relatiile dinainte sunt
stricte daca elementele {x1,...,x,} nu se reduc la unul singur, iar numerele
{\1, ..., \n} sunt din (0, 1).

Sa trecem acum la o caracterizare a functiilor convexe care va fi utila mai
departe.

Teorema 5.1.2 Functia f este convexa pe I daca st numai daca , oricare ar
fia €I, functia raport

f(z) — f(a)

Tr —a

R(z) = ,xel,x+#a,

este monoton crescatoare pe I\ {a}.

Demonstratie. Verificam doar prima parte. Fie a € I arbitrar fixat si x,y
doua puncte din I \ {a} cu z < y. Avem posibilitatile:

a<zr<y, r<a<y, r<y<a.

Vom discuta prima din acestea; celelelalte se trateaza analog. Din

- T —a - T—a
T = J a+ Y, cu id + =1,
y—a Yy—a y—a y—a
deducem, cu convexitatea functiei f, evaluarea
y—x
) < a) +
@) < S (o) + =2
Pe de alta parte, avem relatia evidenta

Tr—a

f).

y—x T —a
= 1 . = .
f(a) f(a) y_afW%+y_aﬂ®
Scazand cele doua relatii obtinute, gasim
T —a y—a
Teorema este astfel dovedita. [

Pentru cazul concav, functia raport anterioara este monoton descresca-
toare; iar, pentru functiile strict convexe (sau concave) monotonia este si ea
stricta.

O consecinta imediata a acestor fapte este
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Teorema 5.1.3 Daca f este convexa pe I, atunci, in orice punct a € I,
exista derivatele laterale finite fi(a), fi(a) cu fi(a) < fi(a). In particular,
orice functie convexa pe un interval este continua pe acel interval.

Demonstratia se reduce la a observa ca, in orice a € I,

[@) = fa) _ f(y) — f(a)

r—a o Y—a

, r<a<y.

Nu avem decat sa trecem la limita pentru x — a—,y — a+ si afirmatia
reiese.

Evident, concluzia teoremei este valabila si pentru functii concave (cu
fi(a) > fi(a)). S& mai notam ca, oricare ar fi a,b € I cu a < b,

F) ~ fa) _

fulw) < 21

O consecinta a acestei proprietati este urmatoarea. Sa admitem ipoteza

(C3) f este derivabila pe I.

Teorema 5.1.4 Functia (derivabila) f este convexd (respectiv, concava) pe I
daca i numai daca derivata acesteia este crescatoare (respectiv, descrescatoare)
pe 1.

Evident, pentru functii strict convexe (sau concave), monotonia derivatei
este si ea stricta.
In fine, sa inlocuim (C3) cu o ipoteza mai tare

(C4) f este derivabila de doua ori pe 1.

Teorema 5.1.5 Functia f (cu proprietatea anuniata) este convexd pe I daca
(si numai dacq)
f"(x) >0, oricare ar fix € I,

st concava pe I daca (g1 numai daca)

f"(x) <0, oricare ar fix € I.
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Pentru functiile strict convexe (respectiv concave), inegalitatile respective
sunt stricte. (in plus, ele au doar un rol de suficienta.)

Prin definitie, un punct a € I cu proprietatea ca derivata a doua se
anuleaza (cu schimbare de semn in jurul acestuia) se va numi punct de in-
flexiune al lui f.

Vom prezenta in continuare doua aplicatii utile ale acestor fapte.

(A) Fie data functia f : (0,00) — R prin
f(z) =2P, = >0, unde p > 1 este fixat.
Avem, evident,
f'(x) = pa?~", f'(x) = plp — 1)a"?, x € (0,00).

Cum derivata a doua este strict pozitiva, functia f va fi obligatoriu strict
convexa pe (0,00). Urmeaza ca, oricare ar fi elementele x1, ..., z,, din (0, 00),
avem, cu Teorema 5.1.1

My 4+ Axn)P < Ap-al + o+ N, -2l
pentru orice numere Ay, ..., A, din [0,1] cu Ay +---+ A, = L.

Mai mult, daca Aq,..., A\, sunt chiar din (0, 1), atunci avem egalitate doar

daca x; = -+ = z,. In particular, sa punem
p 11
qg=—— (deci —+-=1)
p—1 P oq
si

o =uy v,y = ul=? v,

unde (uy, ..., uyp), (v1, ..., v,) sunt doud sisteme de numere din (0, c0). Obtinem,
dupa calcule, relatia

(W + -+ 0B)5,

S

(IH) U1U1+...—}-unvn§(u‘{+...+u%)

numita inegalitatea lui Holder. Pentru p = 2, relatia precedenta devine
cunoscuta inegalitate Cauchy—-Schwarz

(R1) u1v1+---+unvn§\/(u%+---+u%)(v%+---—l—v%).
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Sa notam ca relatia poate fi scrisa pentru orice sistem de numere; dar atunci
trebuie de folosit modulul in stanga.

(B) Fie data acum functia f : (0,00) — R prin
f(z) =Inz, =z €(0,00).

Cum, evident,

fl@)=2, f'@) ===, e (0,00)

X

functia noastra apare drept strict concava pe intervalul (0,00). Rezulta si
aici, conform Teoremei 5.1.1 ca, oricare ar fi 1, ..., x, din (0, c0)

In(Mxy 4+ -+ X\zp) > Mlnay + -+ Ny Inxy,
sau, echivalent (cu proprietatile functiei logaritmice)

x’l\l---xﬁn < \izy + -+ ATy,
pentru orice Aj, ..., A, din [0,1] cu Ay + -+ A\, = 1.

Mai mult, daca numerele Ay, ..., A, sunt chiar din (0, 1), avem egalitate doar
daca 1 = -+ - = x,. In particular, cu \y =--- =\, = % ,obtinem

1
(RQ) Yy, < ﬁ<x1+..'+$n>

adica cunoscuta inegalitate a mediilor. Aceasta devine egalitate daca toate
numerele care apar aici sunt egale intre ele.

5.1.2 Functii convexe de mai multe variabile

Fie m > 1 un numar natural dat. Sa fixam o multime convexa si deschisa D
din R™. Vom zice ca functia f : D — R este convezra pe multimea D daca,
oricare ar i z,y € D,

(D1) fAx +py) < Af(2) +pfly), Apel01], A+p=1

De asemenea, vom numi f,concava pe multimea D daca —f este
convexa; adica

(D2) fAr + py) > Mf(x) +pf(y), \pel0,1], A +pu=1.
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Pentru m = 1, notiunile astfel definite se reduc la cele deja introduse
(la functiile de o variabila). Aceasta implicatie poate fi, intr-un anume sens,
inversata. Mai precis, sa introducem notatia

Ip(z,y)={r€R; e+ (1 —71)y € D}, z,y€ D.

Nu este greu de vazut ca multimea in cauza apare ca un interval deschis al
axei reale, care include obligatoriu [0,1]. (Se tine cont de alegerea lui D.)
Avem atunci

Teorema 5.1.6 Functia f este converda daca si numai dacd oricare ar fi
z,y € D, functia de o variabila g, : Ip(x,y) — R data de

gz,y(T) = f(TJ: + (1 - T)y>7 TE ID(JI,Q)

este converd pe intervalul deschis Ip(z,y).
(O concluzie analoga este valabila si pentru concavitate.)

Demonstratia se sprijina direct pe definitie; si, de aceea, nu mai dam alte
detalii.

Sa mai notam si aici ca, proprietatea de convexitate sau concavitate in-
trodusa anterior poate fi data in forma (aparent mai generald) descrisa de
Teorema 5.1.1. Cum, insa , aceasta nu va fi efectiv folosita mai departe, nu
mai insistam asupra ei.

Dintre proprietatile ne—diferentiale ale functiilor convexe, mentionam (fa-
ra demonstratie):

Teorema 5.1.7 Daca functia f: D — R este convezxa pe D atunci
(a) f este continua pe D (si, ca atare, marginita pe orice parte
compacta a lui D);
(b) f este marginita inferior pe orice parte marginita a lui D.

Sa trecem acum la proprietatile diferentiale ale functiilor convexe. Fie
deci functia (de n variabile) f : D — R, unde D este o parte convexa si
deschisa din R™. Acceptam in continuare ipoteza

f este derivabila partial pe D (adica, in orice a € D,

(C1) exista gradientul V f(a) = <£(a), o aif(a)))
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incepem deocamdata cu urmatorul rezultat (pe care il dam fara
demonstratie).

Teorema 5.1.8 Dacd functia f este converd (sau concavd) pe D gi satisface
(C1), atunci ea este in mod necesar diferentiabild Fréchet in orice punct a
din D.

Cu alte cuvinte, convexitatea impusa lui f poate inlocui (in contextul lui
(C1)) o ipoteza globala de forma

(C2) f este de clasd C' pe D,

pentru a deduce concluzia rezultatului anterior.
Urmatoarea caracterizare (diferentiala) a convexitatii (care poate fi con-
siderata ca o extindere a Teoremei 5.1.2) se va dovedi utila.

Teorema 5.1.9 Fie f: D — R o functie derivabila partial pe D. Atunci f
este convexa pe D daca si numai daca oricare ar fi a € D

(C3) f(x) = fla) > Vf(a)(z —a), z € D.

(Un rezultat corespunzator are loc pentru concavitate, prin schimbarea sen-
sului inegalitatii anterioare.)

Demonstratie. Necesitatea. Sa admitem ca f este convexa pe D si fie
a € D arbitrar fixat. Din proprietatea de convexitate, avem, in orice punct
x € D,evaluarea

fla+7(z—a)) <(1—=7)f(a)+7f(x), 0 <7 <1.

Scazand f(a) si impartind cu 7 > 0, avem

Lt r(m—a)) — f(a)] < f() — fla), 0 <7 <1.

T

Conform ipotezei (C1) si rezultatului precedent, limita partii stangi pentru
T — 0+ este Vf(a)(x — a). Iar de aici, concluzia este clara.

Suficienta. Sa admitem ca (C3) are loc. Fie x,y doua elemente din D
si A un numar din (0, 1). Conform proprietatii anterioare, avem, cu notatia
z=Xx+ (1 - Ny,

f(@) = f(2)
fly) = f(2)

ViE)(e—2) = (1=NVf()(z-y)
Vi —2) = (VIR —y).

(A\VARAYS
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inmul‘gim prima inegalitate cu A, a doua cu 1 — A si le adunam. Obtinem

Af(@) + (1 =A)f(y) = f(z) =2 0 (adica f(z) < Af(z) + (1= A)f(y))
Si atunci, cu notatia facuta, afirmatia reiese. |

Facand din nou comparatia cu cazul m = 1, ar fi de asteptat acum
sa existe o posibilitate de caracterizare a convexitatii sau concavitatii prin
intermediul derivatelor partiale de ordinul doi. Raspunsul este pozitiv si
poate fi dat In termenii urmatori. Fie f : D — R o functie ce satisface

(C4) f este de clasia C? pe D.

Sa reamintim o notiune cu caracter algebric (Sectiunea 1.4.5). Anume, data
matricea A = (a;;) din M(m), vom zice ca aceasta este de tip pozitiv, daca
forma patratica asociata

Ya(h) =h"Ah, h=(hy,...,hy)" (clement din R™)
este pozitiv definita, in sensul
a(h) >0, oricare ar fi h € R™, h # 0.

Corespunzator, vom zice ca A este de tip negativ daca — A este de tip pozitiv.
Putem acum formula urmatorul rezultat, (comparabil cu Teorema 5.1.5
dinainte):

Teorema 5.1.10 Data functia f ce satisface (C4), sa mai admitem ca

. - 0*f
matricea hessiand H f(a) = I (a)
0L

este de tip pozitiv, oricare ar fi a € D.

(C5)

Atunci f este convexa pe D.
(Un rezultat asemanator are loc §i pentru concavitate; dar atunci,
"pozitiv” se va inlocui cu "negativ”, in conditia scrisd.)

Demonstratie. Vom ardta ca, in fond, totul se reduce la rezultatul prece-
dent. Fie a € D, un element fixat. In baza Formulei de medie Lagrange (vezi
Sectiunea 4.3.3), putem scrie pentru orice x arbitrar fixat din D, evaluara

f(x) = fla) = Vf(a)(z —a) + ;(:p —a)'[Hf(a+0(z - a))|(z — a),
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unde 6 = 6(a,z) este un numar din intervalul (0,1). Tindnd acum cont de

(C5), urmeaza ca
f(@) = f(a) =2 Vf(a)(z —a).

[ar aceasta, combinata cu cele spuse in cadrul Teoremei 5.1.9, incheie argu-

mentul. n

Exemplu. Sa se studieze convexitatea functiei

222 2
f(x,y,z):x—I——y +—4+ -, x,y,2>0.
4y  z

Calculam derivatele partiale de ordinul intai si doi

g—l v of y 2 of 22 2

Ox 422 9y 20 oy 02 oy 2%
*f v Pf -y

ox? 223 Oxdy T 222 90z

0 f 1 222 9%*f =2z 82f_2 4

TyQZ% W Oydz  y? 922y @ 2B

Matricea hessiana a functiei noastre are deci forma

2

Y -y

4 0

223 212

-y 1 222 -2z

H s I = a9  a_ T a G 9 y I >O

—2 2 4

o T2 2.4
y? y 2

Calculam acum determinantii principali ai acesteia

)
A, = =
! 223
]
3 2 2
A, = det 2x 2x2 :2;’
-y 1, 27 y
222 2z 3

Ag = det (Hf(:)s,y,z)) =



Cap.5. Programare neliniara 151

Cum toti acesti determinanti sunt strict pozitivi pe domeniul (convex deschis)
D ={(x,y,2);x,y,z > 0}, urmeaza ca matricea hessiana este de tip pozitiv
pe acest domeniu.(A se vedea Teorema 1.4.6). Deci, functia f este convexa
pe D.

Probleme propuse la §5.1

1. Fie f : R — R functie convexa i g : R — R functie convexa si
monoton crescatoare. Sa se arate ca functia compusa g o f este convexa.

2. Daca f: R — R este continua si monoton crescatoare, atunci func-
tia [': I — R data de F(z) = [ f(t)dt, x € I (unde a este arbitrar fixat
in I) este convexa.

3. S& se studieze convexitatea si concavitatea functiei f(r) = z%e™*

diferitele intervale ale multimii numerelor reale.

, pe

4. Sa se arate ca functia (de m variabile)
flzrxy) = |z + -+ x|, (21,...,20) € R™

este convexa pe spatiul R™.
5. Sa se studieze convexitatea functiei
flay,z) = 2+ (@—1P2+@+1)2+y* + (y— 2"+ (y+2)*+
+22 4+ (2 — 3)* + (2 + 3)%

6. Sa se demonstreze inegalitatea

3
sina + sinb + sin ¢ < 3\2_, Va,b,c € [0, 7).

( Indicatie. Se va studia concavitatea functiei f(z) = sinz pe intervalul
[0, 7].)
7. Sa se studieze convexitatea functiei

fr,y) = +y*+x+y, x,yeR

pentru diferitele valori ale parametrului A gi pe diferite regiuni ale planului

R
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8. Sa se studieze convexitatea functiei
f(xy, . mm) = (11 + -+ emxm)?, (21, .., 2m) € R™,

unde cy, ..., ¢, sunt nigte constante.

5.2 Extreme libere ale functiilor

5.2.1 Extreme ale functiilor de o variabila

Fie [ un interval (deschis) al axei reale si f : I — R o functie data. Sa ne
dam un punct a € I si un sub—interval deschis J (al lui I), care contine pe
a. Zicem ca a este punct de minim (respectiv,mazim) global al functiei f
relativ la sub—intervalul (deschis) J, daca

(D) f(z) > f(a) (respectiv, f(x) < f(a)), pentru toti x € J.

Cand una din aceste proprietati are loc, vom zice ca a € I este punct de
extrem global al functiei f relativ la subintervalul J. Cand J = I, vom spune
ca avem de-a face cu un punct de extrem global al functiei f. lar, in fine,
cand subintervalul J (ce contine a) este subinteles in definitia (D), vom zice
ca a € I este un punct de extrem local al functiei f.

In legatura cu notiunile introduse, putem formula urmatoarele probleme
de baza:

(i) determinarea conditiilor necesare de extrem (adica, stabilirea de pro-
prietati — de natura diferentiala in special — pe care le au punctele de extrem);

(ii) determinarea condifiilor suficiente de extrem (adica, gasirea de condi-
tii suplimentare — pe langa cele stabilite deja — care sa ne asigure o proprietate
de extrem).

In ce priveste prima problema, sa admitem ipoteza

(C1) f este derivabila pe intervalul I.

Urmatorul rezultat (cunoscut sub numele de ”Teorema lui Fermat”) ne va
da raspunsul cerut.

Teorema 5.2.1 Fie a un punct de extrem (global sau local) al functiei f.
Atunci, in mod necesar avem f'(a) = 0.
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Demonstratie. Pentru precizarea cadrului, sa consideram , de pilda, cazul
in care punctul a este de minim local. Avem, deci, asigurat un € > 0 si un
subinterval deschis J = (a —€,a + ¢) al lui I, cu

(R1) f(z)— f(a) >0, z€(a—¢c,a+e¢).
In particular, de aici deducem

1

r—a

(f(x) = fla)) 20, Vz € (a,a+e).
Si atunci, trecand la limita pentru x — a+, gasim f'(a) > 0. Pe de alta
parte, aceeasi relatie (R1) ne da

1

r —a

(f(x) = f(a)) <0, Vo€ (a—c¢,a).

De unde, trecand la limita, f’(a) < 0. Combinand relatiile gasite,avem

f'(a) = 0 si concluzia reiese. ]
Prin definitie, un punct a € I cu f’(a) = 0 se va numi stafionar pentru

functia f. Avem deci implicatia

(P) a = punct de extrem (global sau local) = a = punct stationar.

Se pune Intrebarea in ce conditii suplimentare implicatia scrisa poate fi in-
versata. Acestea vor alcatui desigur raspunsul la cea de-a doua problema
formulata anterior; si, in esenta, ele se reduc la o analiza a derivatelor de
ordin superior. Anume, sa admitem ca (C1) se inlocuiegte cu ipoteza mai
tare

(C2) f este de clasd C™™! pe I, pentru un anumit n > 1.

Avem, atunci, urmatorul rezultat (deseori aplicabil in practica).

Teorema 5.2.2 Fie a € I un punct stationar al functiei f, cu

(€2) fla) == fa) =0, f0(a) £0,

Aw loc atunci concluziile:

(a) Dacd n este impar, atunci a este punct de minim local cand "V (a) >
0; si, respectiv, punct de mazim local dacd f™+(a) < 0.

(b) Daca n este par, atunci a nu este punct de extremum pentru functia

f.
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Demonstratie. Din ipoteza de continuitate impusa derivatelor, va exista
un sub-interval deschis J = (a —e,a +¢) al lui I cu

(R2) f*1(x) are acelagi semn cu f™+Y(a), Vo € J.

Sa fixam un asemenea x din J gi sa scriem formula de medie Taylor de
ordinul n (vezi Sectiunea 4.3.3). Avem, atunci, combinand si cu ipoteza
(C2) (acceptata aici)

(x —a)"t!

_ — " pntl) _
pentru un anume 6 = 6(a, z) din (0, 1).
S& notam cu aceasta ocazie ca, obligatoriu, a + 0(z — a) € J (deoarece
a,v € J). In acest caz, daci, de pilda, f™*Y(a) > 0, trebuie sa avem
fO (a4 0(z — a)) > 0. Iar, daci, in plus, n este impar, atunci este clar ca

f(z) = f(a) >0, deoarece (z —a)™** > 0. Celelalte cazuri se discuta analog.
]

Sa retinem din acest rationament ca, in fapt, la alternativa (a), punctul in
cauza este totusi un punct de extrem global al functiei considerate in raport
cu acele sub—-intervale deschise J (din I) care contin acel punct si satisfac
proprietatea (R2) (care, in baza unui rezultat anterior, devine o conditie de
convexitate (sau de concavitate) a functiei pe un asemenea interval).

Exemplu. Sa se determine extremele functiei
flx)=2"-3z+1, z€R.
Calculam derivatele de ordinul unu si doi ale functiei noastre
fl(x) =323, f'(z)=6x, xz€R.
Determinam acum punctele stationare (pe baza definitiei)
flr)=0=2"-1=0= 2, =1, 1, = 1.

Natura acestora se precizezaza conform tabelului de mai jos:

x 1" (x) Natura punctului z
ry=—1] —6 | punct de maxim (local)
xo =1 +6 || punct de minim (local)
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Din expresia derivatei a doua rezulta acum clar ca punctul x; = —1 este
de maxim global al functiei f in raport cu sub-intervalul J; = (—o0,0); iar
punctul z; = 1 este de minim global in raport cu sub-intervalul J, = (0, 00).
Desigur, aceste intervale mai pot fi extinse prin studiul tabloului de variatie
al functiei f

x —00 —1 1 00
f'(x) + 0 - 0 +
f@) | =00 /3 N\, -1 /7 400
(max) (min)
De exemplu, din acest tablou se vede usor ca, in realitate, ;1 = —1 este de

maxim global in raport cu sub-intervalul J{ = (—o0,1). Dar, si informatia
anterioara este utila in practica, mai ales atunci cand derivata intaia are o
expresie relativ complicata.

5.2.2 Extreme ale functiilor de mai multe variabile

Fie m > 1 un numar natural dat. Sa fixam o multime convexa si deschisa
D din R™ si fie f : D — R o functie data. Mai luam apoi un punct a
din D gi o parte convexa deschisa E din D care contine a. Zicem ca a este
punct de minim (respectiv, mazim) global al functiei f relativ la submultimea
(convexa deschisa) F, daca

(D1) f(x) > f(a) (respectiv, f(z) < f(a)), pentru toti z € E.

Cand una din aceste proprietati are loc, vom zice ca punctul a € D este punct
de extrem global al functiei f relativ la submultimea E. In particular, pentru
E = D, vom spune ca avem de-a face cu un punct de extrem global al functiei
f. Tar cand partea convexa deschisi F (ce contine a) este subinteleasa in
(D1), vom zice ca a € D este un punct de extrem local al functiei f.

Ca si la cazul m = 1, suntem interesati in stabilirea conditiilor necesare
de extremum si apoi (cand acestea au fost gasite), in stabilirea conditiilor
suficiente de extremum. In ce privegte prima problema, sa facem ipoteza

(1) f este derivabila partial pe D (adica, exista gradientul
V f(x) in orice punct x al domeniului D).

Urmatorul rezultat (cunoscut si acesta sub denumirea ” Teorema lui Fermat”)
este raspunsul cerut.
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Teorema 5.2.3 Fie a un punct de extrem (global sau local) al functiei f.
Atunci, in mod necesar,

. Of of
(R1) Vf(a) =0 (adica a—xl(a) =0, ..., %(a) =0).

Demonstratie. Sa consideram, de pilda, cazul in care punctul a este de
minim local. (Celelalte situatii se vor discuta in acelagi mod.) Avem, deci,
asigurat un € > 0 i o sfera (deschisa) F = S(a,¢) din D, cu

(R2) f(z) = f(a) 20, =€ E.

Notand ca de obicei prin {ey, ..., €, } baza canonica din R™, sa fixam un
i € {1,...,m}. In baza relatiei anterioare, putem scrie

(R3) fl(a+Te;) — f(a) >0, V7 € (—¢,¢).

In particular, aceasta ne da

1(f(a+7'ei) — f(a)) >0, V7 € (0,¢).

T

af (a) > 0. Pe de alta
€

Si, deci, trecand la limita pentru 7 — 0+, gasim

parte, aceeasi relatie (R3) ne da

L (fla+re) = f(a) <0, Vr € (—z,0).

-
e e Of : . Of

Trecand si aici la limita, gasim 5 (a) < 0; i, deci, a—(a) = 0. Cum
i Li

i€ {1,...,m} a fost arbitrar ales, concluzia reiese. ]

Prin definitie, un punct a € D cu V f(a) = 0 se va zice stafionar pen-
tru functia f. Am demonstrat deci ca implicatia (P) (Sectiunea 5.2.1) este
valabila si in acest context.

Ne intereseaza acum 1in ce conditii suplimentare putem inversa
aceasta implicatie; acestea vor fi desigur tocmai conditiile suficiente de ex-
tremum pe care le cautam. In esenta, totul revine la studiul derivatelor
partiale de ordin doi. Anume, s admitem ca (C1) se inlocuiegte cu ipoteza
mai tare

e

f este de clasa C? pe D (si, deci, in particular
H f(x) exista, in orice punct x al domeniului D).
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Sa notam, pentru simplitate,in fiecare p € {1,...,m}

(D2) A,(z) = determinantul format cu primele p linii si
p coloane din matricea H f(x), = € D.

Avem atunci valabila

Teorema 5.2.4 Fie a € D un punct stationar al functier f ,cu
(CS) Al(a’) # 07 7Am(a) # 0.

Au loc atunct concluziile

(a) Daca A;(a) > 0,1 < i <m (sau,echivalent, H f(a) este de tip pozitiv)
atunci a este un punct de minim local pentru functia f.

(b) Daca (—1)'A;(a) > 0,1 < i < m (sau,echivalent, Hf(a) este de tip
negativ) atunci a este un punct de maxim local pentru functia f.

(¢) In toate celelalte cazuri ramase relative la semnele lui Ay(a), ...,
Ay, (a),punctul a nu este de extrem (local sau global) pentru functia f.

Demonstratie. Din ipoteza de continuitate impusa derivatelor partiale de
ordin doi, va exista o sfera deschisa E = S(a,¢) din D cu

(R4) A,(x) are acelagi semn cu Ay(a), pe {1,....,m}, z € E.

Sa fixam un asemenea z in E si sa scriem formula de medie Taylor de ordin
unu; avem, deci (combinand si cu ipoteza de stationaritate)

{ F(&) — fla) = 5(r — ) T[Hf{a+ 6+ 0z — a)))(z — a),
pentru un anume 6 = #(a,z) din (0, 1).

Sa notam ca, obligatoriu, a+60(x—a) € E, deoarece multimea F este convexa
si a,z € E. Acum, pentru a face o alegere, admitem ca alternativa (a) are
loc. In baza lui (R4), ajungem deci la

Aij(a+6(x—a)) >0, 1<i<m
sau, cu alte cuvinte,
Hf(a+60(x —a)) este de tip pozitiv.

Dar atunci, din formula Taylor anterioara este clar ca f(x)— f(a) > 0; adica,
a este punct de minim local. Teorema este dovedita. |
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Ca gi la cazul m = 1, sa retinem faptul ca in cadrul alternativelor (a) sau
(b), punctul in cauza este totusi de extrem global al functiei considerate pe
acele submultimi convexe deschise E (din D) care contin acel punct si satisfac
proprietatea (R4). In particular, pentru £ = D, va rezulta ca punctul a este
de extrem global pentru functia f. Iar, in fine, punctele a € D ce satisfac
alternativa (c) se vor numi puncte sa ale functiei considerate. Aceasta provine
din faptul ca, in raport cu anumite directii din R™, ele apar ca puncte de
minim (local) ale functiei f, iar, in raport cu alte directii, ele au proprietatea
de a fi puncte de maxim (local) pentru functia in cauza.

Exemplu. Sa se studieze extremele functiei
f(z,y) = 2° + 32y* — 150 — 12y, z,y € R.

Calculam derivatele partiale de ordinul intai

of = 32% 4+ 3y* — 15, of = 6y — 12.
ox dy

Punctele stationare ale functiei se obtin prin anularea simultana a derivatelor
partiale; deci, din sistemul

P+ —5=0, 2y —2=0.
Solutiile acestui sistem sunt punctele (din plan)
Pl = (172)7 P2 = (27 1)a PS = (_1a _2)7 P4 = <_27 _1)

Pentru a stabili natura acestora, vom construi derivatele partiale de ordin
doi ale functiei

Pf_ o Pf o Pf

— x, =6y, —5 = 6.
Ox? 0xdy Y 0y?

Deci, matricea hessiana are forma

=6

6x 6
Hf(fcay)=<6y 63;), (z,y € R%.

Determinantii principali ai acesteia sunt

Ay(z,y) = 6z, As(z,y) =36(z"—y*), (z,y) € R
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Sintetizam acum concluziile in tabelul de mai jos:

Punctul (P) | Ai(P) As(P) | Natura punctului (P)
P =(1,2) +6 —108 punct sa
P, =(2,1) +12 4108 || punct de minim (local)
Py=(-1,-2)| -6 —108 punct sa
Py =(-2,-1)| —12  +108 | punct de maxim (local)

Din expresia acestor determinanti, rezulta acum ca, de fapt, punctul P, =
(2,1) este de minim global in raport cu regiunea Ey = {(x,y); * > 0, 2*—y* >
0}; si, analog, punctul P, = (—2,—1) este de maxim local in raport cu
regiunea £ = {(x,y); = < 0,2% — y*> > 0}. Aceasta, desigur, ar putea fi util
in diverse cazuri concrete cand se cere o comparatie a valorilor functiei in
punctele de extrem cu valorile in puncte mai mult sau mai putin apropiate
de acestea.

Sa ne intoarcem la alternativele (a), (b) deja discutate. Dupa cum se stie,
conditiile impuse acolo matricei hessian antreneaza convexitatea (respectiv,
concavitatea) functiei f pe domeniul considerat. Ar fi de asteptat deci ca,
pentru functii convexe (sau concave) sa regasim concluzia teoremei ante-
rioare, chiar in absenta unei ipoteze de tip (C2) privind derivatele partiale
de ordin doi. Ca aceasta este adevarat, rezulta din urmatoarea teorema de
tip global. Fie f: D — R o functjie care satisface doar conditia (C1).

Teorema 5.2.5 Sa presupunem ca a € D este un punct stationar al functiei
f. Atunci, acesta este un

(a) punct de minim global, daca f este convexa pe D.

(b) punct de mazim global, daca f este concavd pe D.

Demonstratie. Vom discuta doar prima alternativa; cealalta se trateaza
complet analog. Conform unei caracterizari a convexitatii data intr-un loc
anterior, avem

f(z)— f(a) > Vf(a)(x —a), Vz € D.
Cum insa V f(a) =0, ajungem la concluzia
f(z) — f(a) > 0, pentruorice x € D.

Si cu aceasta, teorema este dovedita. |
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Sa remarcam ca, daca in rezultatul anterior, ipoteza de convexitate (sau
concavitate) are caracter local (adica, se impune doar pe o parte convexa
deschisa F din D care contine a), atunci punctul in chestiune va apare ca
extrem local pentru functia f. Deci, aceasta varianta a Teoremei 5.2.5 ar
constitui o generalizare efectiva a Teoremei 5.2.4. In realitate, insa , convexi-
tatea (sau concavitatea) functiei este greu de verificat prin alte metode decat
cele care se refera la matricea hessian. i, deci, Teorema 5.2.4 isi pastreaza
valabilitatea in multe cazuri concrete.

Exemplu. Sa se studieze extremele functiei

2 2
2

f(:c,y,z):vayf—l—Zf—l—f, x,y,z > 0.
dc  y =z

Am vazut deja (Sectiunea 5.1.2) ca aceasta functie este convexa pe D =
{(z,y,2); x,y,z > 0}. Sa calculam derivatele partiale de ordinul intai ale
functiei noastre:

8f_1 v of oy 2 of 2z 2

or 422" Oy 2o y? 0z oy 22
Punctele stationare ale functiei f se vor obtine prin anularea simultana a
derivatelor partiale; deci, din sistemul

4 — =0, y> — 2222 =0, 22—y =0.
Singura solutie din domeniul D a acestui sistem este punctul P = (%, 1, 1) .

In baza celor spuse anterior, urmeaza ca acesta este punct de minim global
al functiei f pe multimea D.

5.2.3 Metoda celor mai mici patrate

Fie x si y doua variabile care definesc un anumit fenomen. Presupunem ca, in
urma unor investigatii de natura teoretica, am reusit sa specificam legitatea
fenomenului in cauza, prin intermediul unei relatii de forma

(E) DY) = (@) + -+ Ao (2)-

Aici, functiile @1, ..., o, sunt bine determinate, iar Aq, ..., A, sunt niste
parametri care urmeaza a fi determinati prin intermediul unui anumit grup
de observatii asupra fenomenului, definite de tabelul alaturat

Variabila z | 1 2 -+ z,
Variabila y | y1 v -+ Yn
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(Se subintelege aici ca toate valorile x1, ..., x,, ale variabilei independente x
sunt distincte intre ele.) In acest sens, existd suficiente motive si afirmim ci
o metoda utila de determinare a parametrilor in cauza este de a le atribui va-
lorile care se deduc din determinarea punctului de minim al sumei de patrate
(in variabilele Aq, ..., \,)

n

F(A1; e Am) = Z()‘lwl(xi) + o Ao () — w<y1>>2

i=1

Pentru a nu complica prea mult calculele, vom lua in discutie cazul mai
simplu (dar important) cand ecuatia fenomenului este de forma liniara

(EL) Y= Az + p.

(Dar,trebuie de subliniat ca rationamentele pe care le dezvoltam au un ca-
racter general). Intr-un asemenea caz,functia de minimizat are forma

n

i=1
Forma patratica (in variabilele A si ) extrasa din aceasta functie

n

G\ ) => (Azi+p)?, AMp€eR

i=1
este obligatoriu pozitiv definita; deoarece
G\p)=0= Az; +pu=0, 1<i<mn

iar aceasta implica neaparat A = p = 0. (Altfel, polinomul P(x) = Az + p
ar avea n radacini distincte xi, ..., z,, contradictie). Ca urmare, matricea
formei patratice (sau, echivalent, hessianul acesteia

PIEADIE
HG(\p) =2 i

in n
i

este de tip pozitiv; adica

Ay = 2(2 ) >0, Ay=4 (n(z x?) — (Z x1)2> > 0.
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Cum insa , evident, F' gi G' au acelasi hessian
HF(\ p) = HG(\, p), Y(\, p) € R,

urmeaza ca functia F este neaparat convexs pe R2.
Sa analizam punctele stationare ale acesteia. Avem deocamdata

oF L
BN 2; )\fz + = yz) T
:2[ ( )—I—u(Z 3>_Zyzxz]
i=1 i=1
OF n - &
o ZM‘HrH yz)=2lA<Z$i>+ﬂ'”—Zyi1
i=1 i=1 i=1

Sistemul care da punctele stationare are, deci, forma
A (Z x?) + (Z x) =D yiwi,
A (le> +uen=>y.

(Vom numi acesta sistem normal atagat datelor noastre.)

Determinantul acestui sistem este tocmai iAg > 0. Deci (S) are solutie
unica; fie ea (Ao, po). Acestea reprezinta tocmai valorile cautate ale para-
metrilor.

(S)

Exemplu. Se cunoaste ca un fenomen, de variabile componente (x,y) are
o specificare de tip liniar (EL). Se cere o evaluare a parametrilor A, u care
apar in ecuatia modelului, prin intermediul urmatoarelor 5 observatii asupra
acestuia

Variabila z | —1
Variabila y | 3

02 35
1479

Avem, evident,
fo = 39; sz =9 ZyzxZ =171, Zyi = 24.
Sistemul normal atasat datelor problemei este

39N+ 9u = T1; 9N+ bu = 24.



Cap.5. Programare neliniara 163

Solutia sistemului in cauza este

139 297

)\:7' = —
114" "7 11

Deci, ecuatia fenomenului considerat este

139 297

U TVERETVY

Dupa cum am spus deja, metoda celor mai mici patrate se aplica la
fenomene specificate in forma (F). Din clasa acestora fac de exemplu parte,
toate fenomenele descrise de o lege exponentiala; deoarece, evident,

y=ae™ < Iny = \z + Ina.
Mai mentionam aici si clasa tuturor fenomenelor de tip polinomial
y=M2™ + Xr™ T AT+ A

Cu alte cuvinte, clasa de fenomene la care se poate aplica metoda in cauza
este suficient de larga, pentru a include toate cazurile particulare cu relevanta
practica.

Probleme propuse la §5.2

1. Sa se studieze , pornind de la definitie, extremele functiei
f(x) =]z — 1™, = € R, unde m este un numar natural.

2. Sa se studieze extremele functiei f(z) = e” — (1 4 x). Ca aplicatie, sa
se demonstreze inegalitatea e > 1 + x, pentru orice x € R.

3. Sa se studieze extremele functiilor
() flz)=x(z—1)*x-2)% () fl2)=—"T—73

() fla)=/(z2 =1 (d) f(z)=znz.
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4. Sa se gaseasca punctele de extrem ale functiilor de doua variabile

(a) f(z,y)=2+y’=3xy;  (b) f(z,y)=3wy*—2’—150—36y;

(© Sop)=ay+ 20+ 2 () flag)=ayhn+i2)

5. Sa se determine extremele functiilor de trei sau mai multe
variabile

(a) flz,y,2) =2 +y* +2° —ay+ 2 — 22

z
y—i_i? xuyaz>0;

1 T
(b) f(:c,y,z)_;+§+; 16

(¢) flz,y,2,t) =zyzt(l —x —y — z — t);

(d) f($17~-,95m)=$%+x§+-~-+xfn—l—x1—|—x2—|—---—|—xm.

6. Sa se determine, prin metoda celor mai mici patrate, dreapta
y = ax + b care este cel mai aproape situata de punctele M; = (-1, 3),
My = (1,4), M3 = (2,2), My = (5,0).

7. Ecuatia unui fenomen este de tip exponential y = a - €”*, unde a si b
sunt parametri. Sa se determine, prin metoda celor mai mici patrate, valorile
acestor parametri, utilizand cuplurile de valori observate M; = (2,5), My =
(3,1), M3 = (4,7).

bx

5.3 Functii definite implicit

5.3.1 Functii implicite de o variabila

Fie D un domeniu (multime conexa si deschisa) din plan i F': D — R o
functie continua de doua variabile. Sa consideram ecuatia functionala

(E) F(xz,y) =0.

Zicem ca functia continua (de o variabila) ¢ : I — R, unde I este un
interval al axei reale, apare ca solutie de tip implicit, a ecuatiei (E), daca
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(D1) (z,¢(z)) € D si F(x,p(z)) =0, pentru toti = € I.

In general, pentru un acelasi interval I, pot exista mai multe asemenea functii
(sau nici una). (De pilda, pentru

F(z,y)=2*+y*—1, (z,y) € R?
si intervalul I = [—1, 1], functiile
301(55):—\/1—332, 902('T):V1_'T27 _1§$§17

sunt doua solutii de tip implicit ale ecuatiei (E).) Din acest motiv, pentru a
le individualiza, este necesar sa mai asociem ecuatiei noastre o conditie de
forma urmatoare (numita conditie initiala)

(1) ¢(a) =b, unde (a,b) € D satisface F(a,b) = 0.

In acest caz, functia in chestiune se va zice solutie de tip implicit a problemei
(E) + (). (in principiu, aceasta ne fixeaza in mod unic solutia; de pilda,
singura solutie (din cele doua) care mai verifica conditia initiala @(%) = §
este g : I — R.)

Cele spuse mai inainte ne sugereaza cum ar trebui sa fie formulata proble-
ma pentru a obtine solutii viabile. Mai precis, fie din nou D un domeniu plan
si I': D — R o functie de doua variabile. Admitem ca ipoteza generala

F este de clasa C! pe D (adica este continui pe D,
OF OF

©n oF oF,
ox’ dy”

impreuna cu derivatele sale partiale
Avem 1n acest caz

Teorema 5.3.1 Fie (a,b) € D un punct fizxat cu

OF
(C2) Fla,) =0, % -(a,b) £0.

Ezista atunci un dreptunghi D(a,b) = [a —e,a+¢€| X [b—n,b+n] din D si
o functie ¢ : la —e,a+¢] — [b—n,b+ 1], cu proprietatile

(P1) ¢ este continud pe intervalul [a — &, a + €]

(P2) ¢ este o solutie implicita a problemei (E)+(I)
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(P3) ¢ este de clasa C* pe (a —e,a + €), cu deriata datd de

¢ (0) = =5 o0/ 5 (@ pla)), T€(a-zate

(P4) ¢ este unica functie de la [a —e,a + €| la R care sa verifice simultan
conditiile date.

Demonstratie. Fie > 0 un numar cu proprietatea
[a—a,a+a] x[b—a,b+a]l CD.

(Asemenea numere exista, deoarece D este o multime deschisa.) Fie G :
D — R definita astfel

F
G(:L‘,y):y—;F(a:,y), (‘ray> €D7 undee:aay(avb)'
Avem, evident (cu notatia facuta)
oG 10F oG 1
G =1-—-— i — =1-—--0=0).
9 1 50y (deci o (a,b) =1 7 0)

lar aceasta, combinata cu (C1) ne arata ca , pentru A fixat din (0, 1) exista
un 7 in (0, @) asa incat

oG

mn\aymw>SA,xem—ma+m,yew—mb+m.

Sa notam ca, din aceasta evaluare se ajunge usor (prin Teorema de medie
Lagrange) la conditia Lipschitz

(R2) |G(x,1y1) — G(z,y2)| < Alyr — yo|, oricare ar fi
z€la—na+n),y,y2 € b—nb+n.

Pe de alta parte,
1
G(a,b) =b— éF(a, b) = b;

si, deci, se poate indica un numar ¢ in (0,7) asa incat , cu notatia K =
[a —€,a+ €], s& avem

(R3) |G(a,b) —b| < (1— Ay, Vo € K.
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Treecem acum la partea efectiva a demonstratiei noastre. Sa punem M =
[b—mn,b+ n] sisa definim girul de functii

oo K — M, p1: K — M,....,0,: K — M, ...,
prin formulele de recurenta (in orice x € K)
(D2) wo(z) =b, pnii(z) =Gz, p,(z)), n=0,1,....
Vom arata, prin inductie dupa n, ca
(P5) functia ¢, este bine definita, pentru toti n.
(P5) |pns1(z) —@n(2)| <A™, 2 € K, n=0,1,....

Vom folosi in acest sens relatiile (R2) si (R3). De pilda, (P5) are loc (cu
n = 1) din (R3). Deci, 9 se poate construi ca functie de la K la M; si (P6)
(cu n = 2) are loc, deoarece

|02(7) = ()] = |G (2, p1(2)) = Gz, po(@))| < A, Vo € K.

Iar de aici, combinand cu (R3),

|02(2) = 0] < [@2(x) = pr ()] + [r(2) =0l S A+ (1= Ay =1, = € K;

adicd, (P5) (cu n = 2) are loc, etc. In baza criteriului de comparatie Weier-
strass (Teorema 4.4.7) rezulta , din (P6), ca seria de functii
Z(gan — ) este uniform convergenta pe K. Echivalent, asta spune ca

sirul de functii (¢,) converge uniform (pe intervalul K) inspre o functie
@ : K — M care satisface

¢ este continua pe K (deci,(P1) are loc).

Mai mult,este clar ca ¢(a) = b. Pe de alta parte, in baza conditiei Lipschitz
(R2),

|G (2, pn()) — Gz, 0(2))] < Alpn(r) —@(2)], € K, n=1,2,....
Aceasta arata ca

lim G(z,p,(z)) = G(z,¢(x)), uniform fata de z € K.

n—oo
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Trecand deci la limita in relatia de recurenta, gasim imediat

o) = lim p,1(x) = lim G(z, p,(2)) = G(z,¢(x)), Vo € K,

n—oo n—oo

sau, echivalent,
F(z,0(x)) =0, oricarear fi = € K.

Cu alte cuvinte, ¢ satisface concluzia (P2) din enunt,.

Sa fixam acum un uw € K si sa scriem formula lui Lagrange pentru functia
F, in raport cu punctele (u, p(u)), (z,(x)), unde x € K este arbitrar fixat.
Avem

0=l pla)) = Pl ) =@ = )5 (7.0) + (plz) = () 5 (r,0)

sau, echivalent,

p(x) —p(u)  IOF or
T—u ox

unde (7,0) este un punct intermediar pe segmentul din plan care unegte
punctele (u, p(u)) si (z,p(z)). Trecand la limita pentru z — u ajungem la
formula (de derivare din (P3) (caci, evident, (1,0) — (u, p(u))); deci (P3)
insasi are loc.

Pentru ultima parte, sa presupunem ca ar mai exista o functie ¢ : [a — &, a +
e] — R cu proprietatile indicate. Avem cu necesitate

(R4) ¢(t) =(t), In orice t € [a —e,a+¢€]| cu ¥(t) € [b—n,b+n);

caci, din cele dinainte

{ |o(x) =¥ (@)] = |Gz, p(2)) = G2, P(2))] < Alp(z) = ()]
= p(z) = ¢(x).

Mai departe,sa punem , de pilda,

a* = sup{t € [a,a + el p(s) = ¥(s), Vs € [0, 0]}, b = p(a’)(= ¥(a")).

Evident,
F
2y(a*, b*) # 0, (in baza lui (C2).
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Deci, enuntul anterior se poate aplica datelor noastre. Ajungem la concluzia
ca pe un anume dreptunghi D(a*,b*) = [a* — £*,a* + €*] x [b* — n*,b* + 1|
exista o functie ¢* : [a* — £*,a* + £*] — [b* — n*, b* + n*| care sa verifice
proprietétile (P1)—~(P3) (cu (a*,b*) in loc de (a,b)). In plus,aceasta verifici si
(R4) (in noile conditii);adica, oricare ar fi functia ¢* : [a* —e*,a*+&*] — R
cu aceleasi proprietati,

(R5) ¢*(t)=v*(t), In orice t € [a* —&*,a* + *] cu () € [b* —n*, b* +n*].
Dar atunci (cu alegerea functiilor ¢, ¥),exista w > 0 cu
©*(t) = @(t) = ¥ (t), pentru orice t € [a*,a" + w],

in contradictie cu alegerea punctului a*.Deci,(P4) are loc. Teorema este astfel
dovedita. n

Rezultatul obtinut are caracter local, deoarece toate rationamentele se
deruleaza intr-o vecinatate a punctului de plecare (a, b). Se poate ajunge insa
si la o solutie globala a problemei, prin prelungiri succesive. De exemplu, sa
punem a; = a+e¢,b; = p(a+¢). Cum %—g(al, b1) # 0, se poate aplica teorema
dinainte pentru acest punct. Ajungem astfel la un dreptunghi

D(a1,b1) = [a1 —e1,a1 +€1] X [by =1, b0 +m] C D

si la o functie ¢q : [a; — e1,a1 + 1] — [by — m1, by + M) care sa satisfaca
conditiile (P1)-(P4) date acolo. Functia ¢ : [a —e,a + ¢ + ;] — R data
de
Joe(x), a—e<z<a+e
i(x) = { e1(x), a+e<z<a+e+e,

apare ca prelungire a functiei ¢ care indeplineste, de asemenea, conditiile
teoremei anterioare. Aceasta se mai poate in continuare prelungi in ay, =
a+e+eq, by = p1(ate+e;) (daca %(ag, be) # 0), si aga mai departe. (Analog
se petrec lucrurile cu prelungirile inspre stanga). Ajungem astfel in final la
un interval deschis I = I(a,b) al axei reale si o functie ¢ : I — R cu pro-
prietatile indicate in fapt de concluziile (P1)—(P4) din rezultatul precedent.

Exemplu. Sa se studieze functia y = ¢(x) definita de ecuatia

2y —32%y—-3=0, y(1)=2.
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Avem, evident,

OF OF
_— = 2 — _— = 2 — 2 _— =
5 3z — 6zy, o 3y° — 3x (: 9y (1,2) =9 > 0) .

Rezultatul anterior poate fi deci aplicat. Se obtine o functie ¢ : [1 —¢e,1 +
e] — R, definita implicit de ecuatia anterioara gi care, in plus, verifica
(1) = 2. Derivata acestei functiei pe interval va fi data de

, OF OF 2% — 2zy
i T

Tinand cont de regiunea in care se gaseste punctul initial (1,2), se poate
spune ca ¢'(1) > 0. Deci, functia ¢ cregte in vecinatatea punctului 1. Se
poate prelungi domeniul de definitie al acestei functii dupa modelul alaturat,
la un interval deschis al axei reale. Pe acest nou interval, derivata functiei
implicite este data de formula dinainte. Sa notam ca, de aici, putem deduce
si formula pentru derivata a doua din functia implicita.

5.3.2 Functii implicite de mai multe variabile

Fie m, p doua numere naturale (m > p) si D un domeniu al spatiului R™P.
Sa ne dam un numar de functii continue (F} : D — R, ..., F, : D — R) si
sa consideram sistemul de ecuatii

(E) Fl(l'l, ...,.ﬁl}'m;yl, "'7yp> = O, ceey Fp(xh ...,xm;yl, "'7yp) = O

Zicem ca sistemul de functii continue (¢ : A — R, ...,¢, : A — R), unde
A este un continuum in R™, apare ca o solutie de tip implicit a sistemului de
ecuatii (E),daca

(@1 ooy T 1(X1y ooy Ti) s oy Pp(T1, o, T)) € D s
(D1) S Fi(x1, s T 01(T1, ooy T)y ooy 0p (X1, oo, T )) = D,
pentru orice (1, ...,x,) € A, 1 <1 <p.

In general, pe un acelasi continuum A din R™, pot exista mai multe solutii
pentru asemenea sisteme de ecuatii (sau nici una). De aceea, pentru a le
individualiza, este necesar sa mai asociem sistemului nostru de ecuatii inca
un grup de conditii (numite initiale)
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0 01(ay, ..., am) = by, ..., op(ay, ...y @) = by,  unde
Fi(ay,...;am; b1, ...,0,) =0, 1 <i<p.

Sa notam ca, pentru m = 1,p = 1, dezvoltarile acestea coincid cu cele
precedente. Aceasta, de altfel, ne sugereaza modul de rezolvare a problemei
propuse. Mai precis, fie din nou domeniul D din R™*P gi functiile continue
Fi:D—R,....,F,: D — R. Acceptam ipoteza

(C1) F; este de clasa C! pe D, pentrui = 1,..., p.

Avem atunci

Teorema 5.3.2 Fie a = (ay,...,an),b = (b1,...,b,) un sistem de puncte fiz-
ate din R™, respectiv RP,cu

(C2) (a,b) € D, Fi(a;b) =0, 1 <i<p, det (gﬂ(a; b)) # 0.
Yj

Ezxista atunci un continuum D(a;b) = Sla, €] x S[b,n| din D si un sistem de
functii o = (@1, ..., pp); de la S|a, €] la S[b,n] cu

(P1) 1, ..., 0, sunt continue pe S[a,¢|

(P2) ¢ = (1, ..., pp) este o solutie implicita a problemei (E)+(I)

(PS) ©1, .., pp sunt de clasa C* pe S(a, ), cu deriatele partiale in variabilele
(T1, ..., Ty date de sistemul

OF;

D)X el G ) = g

(z,¢(x)), 1 <i<p.

(P4) ¢ = (1, ..., pp) este singura functie de la Sla, €| la RP care sd indepli-
neasca simultan conditiile date.

Demonstratie. (Schita) Pentru a nu complica prea mult notatiile, vom lua
in discutie cazul m = 1,p = 2. Fie a > 0, un numar cu
l[a—a,a+a] X [by —a,by +a] X [beg —a,bs + ] C D.

(Asemenea numere exista, deoarece D este o multime deschisa.) Sa notam
apoi, pentru simplitate,

[DU?I,F?)(&; b)]_l _ ( i Nz ) _

D(?Jl, yz) Y21 Y22
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Definim perechea de functii Gy : D — R, G5 : D — R prin

G1($; Y1, y2) =Y — 711F1(93; Y1, y2) - 712F2($5 y17y2)
G2($; Y1, y2) = Y2 — 721F1(9U;yl, yz) - 722F2($§ 91792)

Avem, evident, cu alegerea matricei noastre

0G 0G 0Gy 0Gs

a;b) =0, —(a;0) =0, —(a;0) =0, —(a;b) = 0.
k(@) =0, 5 i) = 0. 52 @) = 0. 52 aib
lar aceasta, combinata cu ipoteza (C1), ne asigura ca, pentru A fixat in (0, 1),
exista un 7 in (0, ) aga incat

oG,

(R1) { |y, )] <
J

(z,y1,92) € [a —n,a+n] X [by —n,by +n] X [by — 0, by + 7).

A
5 i,7 € {1,2}, oricare ar fi

Sa notam ca, din aceasta evaluare se ajunge la conditia Lipschitz

|Giz, y1,90) = Galw, vy, w5)| < 5l — wil + [y — w5)),
R2 1€ 41,2}, pentru orice z € |a —n,a + n| si orice
Ui Ui

Y191 € [br — 1,01 + 0], Y2, 95 € [by — 1, b2 + 1],
Pe de alta parte,

G1(a; b17b2) = by, G2(a7 bl,b2) = bs.

Se poate atunci indica un numar ¢ in (D,n) asa incat cu notatia K =
la —€,a+¢], sa avem

(R3) |G1(l’,b1,b2) — b1| S (1 — )\)7], |G2($,bl,b2) — b2| S (1 - /\)7], r e K.

Trecem la partea efectiva a demonstratiei. Sa punem
M = [by —n,by + 1] X [by — 0, by + 1] si sa definim girul de functii

(po,%0) : K — M, (¢1,¢1): K — M, ...,

prin formulele de recurenta (pentru z € K)

<P0<5U) = bl,¢o($) = bo,
“”>{¢mm@=GaL%mmwam>mwm> Gl ou(), Yu()), 1> 0.

Se arata si aici (prin inductie fata de n) ca
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(P4) sirul (¢,, 1, ) este bine definit, pentru toti n.

(P5) |ent1(x) = pn(@)] < X", [ns1(2) = thn(2)] <A™, 2 € Kyn 2 0.

Acestea ne spun ca sirul (¢,,¥,) converge uniform pe multimea K, inspre o
functie (o, ) : K — M. Avem (din proprietatile convergentei uniforme)

(p, 1) este continua pe K (deci,verifica (P1)).

Apoi,este clar ca p(a) = by, 1¥(a) = by. Pe de alta parte, trecand la limita in
relatia de recurenta,

gD(:K) = Gl(wa gp(x),w(x)),@b(x) = Gz(x,go(x),w(x)), re K.

Dar atunci, prin definitia celor doua functii,

{ T Fi(z, o(2), (@) + naFo(z, o(2),¥(z)) =0, z€ K
Yo Fi(x, (), ¥(x)) + Yoo Fo(z, o(x),¢(z)) =0, z € K.

Si, cum matricea (7;;) este nesingulara, deducem

Fy(z, (), ¢ (x) = 0, Fa(z,(x), (z)) =0, v € K.

Aceasta ne spune ca (@, ) verifica (P2). Celelalte concluzii se deduc acum
imediat dupa modelul anterior. |

Exemplu. Functiile u = ¢(x1, 29, 23), v = ¥(x1, 22, 23) sunt definite im-
plicit de sistemul functional

T1+ 2o +x3—u—v=0, ru? 4 rouv + x30% — 1 = 0.

ou Ov
Sa se calculeze 97 Do in vecinatatea punctului (0,0, 1;0, 1) fata de care se
T T

expliciteaza sistemul in chestiune.
Pornim de la matricea jacobiana

0R OR
D(Fy, Fy) _| Ou Ov | _ —1 -1 _
D(u,v) oF, O0F, 2T + 19U xoU + 223V

du v
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Aceasta este nesingulara in punctul nostru. Putem deci explicita sistemul an-
terior pentru a obtine functiile indicate. Derivatele lor se obtin prin derivarea
fata de x; a ecuatiilor sistemului

1—%—ﬁ—0u+2xua—+x 0u+ v +2$U& 0
or, Oz, Yom T\ Yor, T Yo, U or,
ou Ov

Matricea acestui sistem in necunoscutele ( ) este nesingulara, cum

Oy Oy

s-a vazut mai sus. Prin rezolvare gasim

0
E)i = —(u? 4 mou + 223v) /(221U — 223V + Tov — Tou)
x1
ov 9
P (u® 4 2z1u + 29v) /(221U — 2230 + T2V — ToU).
1

5.3.3 Curbe si suprafete
in spatii finit dimensionale

Fie m numar natural dat si ¢ un alt numar natural cu ¢ < m. Dat un
domeniu E din spatiul R? si functiile (de clasd C'), ¢, : B — R, ...,
m . B — R cu

D(p1, ..y om) )
Cl) rang | ————=| = ¢, In orice (ty,...,t,) € E,
() rang (00} g i (1)
sa numim suprafata q-dimensionala in R™ generata de acestea, multimea
tuturor punctelor din R™ de forma

(D]_) T = gOl(tl, ...,tq), ey Ly = (,Dm(tl, ...7tq), ceey (tl, ...,tq) € FE.

Relatiile care o definesc se vor chema ecuatiile parametrice ale suprafetei
considerate. In particular, pentru ¢ = 1, suprafata in chestiune se va numi
curba in spatiul R™.

In baza rezultatelor anterioare, mai exista o modalitate ”"implicita” de
introducere a unei suprafete. Mai exact, dat numarul natural m si numarul
natural p < m, fie D un domeniu in spatiul R™. Consideram date functiile
(declasa C*) gy : D — R, ...,9, : D — R, cu

D
(C2) rang <M) = p, In orice (21, ...,Ty) € D.
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Vom numi suprafata (m — p)—dimensionald in R™ generata de acestea, mul-
timea tuturor punctelor x = (21, ..., ;) din R™, de forma

(D2) g1(1; s Tm) = 0, ey gp(@1, oy Tm) = 0.

Relatiile care o definesc le vom numi ecuatiile implicite ale suprafetei consid-
erate. In particular, pentru p = m — 1, suprafata in chestiune se va numi o
curba in spatiul considerat R™.

Se poate trece de la scrierea implicita a unei suprafete la scrierea parame-
trica a acesteia prin intermediul Teoremei Functiilor Implicite. Astfel, daca
¢ = (¢1,...,¢p) este un punct situat pe suprafata definita implicit de (D2),

cu, de pilda,
D(gl7"'agp)
det | ———2< s Cop,
¢ (D(xl,...,xp)(cl’ em) | #0

va exista, cu notatia b = (¢pi1,...,¢p), un domeniu £ = S(b,e) in spatiul
R™7P gi un sistem de functii

pr:E—R,..,p: FE— R
care sunt definite implicit de sistemul (D2); adica

T = ng(tl, ...,tm_p), ...71’]3 = @p(tl, ~-~7tm—p)axp+l = t17 P tm—p-

Am ajuns astfel la o reprezentare parametrica a suprafetei in cauza, pe o
vecinatate a punctului ¢ = (¢y, ..., ¢,,,) dat initial. Reciproca este, de aseme-
nea, valabila; adica, orice suprafata data parametric poate fi, de asemenea,
reprezentata si implicit.

Exemplu. Fie datd suprafata sferica (bi-dimensionald) din R? :
224+ yP+2°—a®>=0, a>0 numar fixat.

Avem 1n orice punct al acestei suprafete

dg dg g

99 99 99 _ 22 2y 22) = 1.
rang (8:1: o 82) rang (2z 2y 2z)

Deci, aceasta se poate reprezenta parametric, in baza celor spuse anterior.
Exista mai multe moduri de a face acest lucru. Unul din ele consta in folosirea
coordonatelor sferice. Se ajunge la reprezentarea

T =acostcoss, y=acostsins, z=asint, — v <t<m 0<s<27.



176 Mihai Turinici

Procedeul se poate extinde la un numar arbitrar de dimensiuni.

In legatura cu notiunile introduse, urmatoarea problema se poate dovedi
utila in multe situatii. Fie D un domeniu din spatiul R™ si g1 : D —
R,...,g, : D — R un grup de functii (de clasa C') ce satisfac (C2). Vom
asocia acestora suprafata (data implicit)

(2) G1(T1, ey T) = 0, oy gp(@1, oony Ti) = 0.
Fie a = (a4, ...,a,) un punct al acestei suprafete. Zicem ca vectorul h =

(hi, ..., hy) din R™ este tangent suprafetei (X) in punctul a daca

dgi
81‘1

(D3) (@)hy + -+ (a)hm =0, 1 <i<p;

0T,
sau, echivalent (cu definitia gradientului)
(D4) (Vgi(a))-h" =0, 1 <i<p.

Suntem 1n masura acum sa formulam

Teorema 5.3.3 Fie a = (ay,...,ay,) un punct al suprafetei (X) si h =
(hi, ... him) un vector din R™ tangent in a la suprafata (X). Exista 6 > 0
suficient de mic si o curba de clasa C*

() xi=pi(t), =6 <t<d, 1<i<m,

cu proprietatile

(P1) ¢;(0) = a;, ©(0) =h;, 1 <1i<m; adicd, curba trece prin punctul a si
are directia h.

(P2) gi(e1(t), ..., om(t)) = 0, =0 < t < 4, i = 1,...,p; adica, curba in
chestiune este situatda pe suprafata (X).

Demonstratie. S& definim domeniul din RP*!
E={(t;y1,..,yp): a+th+y1Vai(a)+---+y,Vgy(a) € D}.

Desigur, originea lui RP*! este un punct al lui E. Introducem acum functiile
(de la E'la R)

Gi(t;y1, -, yp) = gila +th + 11 Vgi(a) + - +y,Vgy(a)),
(t;yh'"ayp)EE) 1§Z§p
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Avem, din observatia precedenta
Gi(0;0,...,0) = gi(a) =0, 1 < i <p.

Pe de alta parte,in baza formulei de derivare a functiilor compuse (vezi
Sectiunea 4.3.2) avem, pentru 1 < i,j < p,

oG; =0y 99,
9, (1, s yp)_kzzjlaxk (a+th+y1 Vg (a)+ —|—ypVgp(a))axk (a).
9i, deci, cut =0, yy =--- =y, =0,
- = = 1<i i<

sau, matricial,

D(Gry-sGy) o oy [ Pngs) ][ Dlgrgy) ]
D(y1, ..y Yp) (0;0,0) = [D(:Ul,...,a:m)( )1 [D(a:l,...,xm)( )] '

Pe baza unor observatii asupra matricilor de tip pozitiv (Sectiunea 1.4.5),
deducem de aici ca matricea din stanga acestei relatii este in mod necesar
nesingulara. Avem indeplinite astfel toate conditiile pentru aplicarea Teore-
mei Functiilor Implicite (cazul general). In baza acestuia va exista un 6 > 0
gi un sistem de functiii (toate de clasa C' pe (—4,9))

= 2/}1<t>7 "7yp = ¢p(t)> _6 <t < 57

care sa verifice

(P3) 11(0) = 0,...,4,(0) = 0
(P4) (41, ...,1,) este definita implicit de (Gj, ..., G,) in sensul

Gz(t,l/q(t), 7¢p(t)) =0, —i<t< (57 1< <p.

Sa notam ca, in acest caz, derivatele in origine ale functiilor ¥4, ..., 1, sunt
date de sistemul

0G;

P 0
o (O)JFJZ1

G , ,
. = <1< p.
5y (@0 =0, 1<i<p
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Aceasta, combinata cu

ne conduce imediat la relatiile
Ui(0) = - = 0}(0) =0,
Sa definim acum functiile de la (—6,0) la R

9y
81'1-

dg1

(@) + -+ Y(t)z=(a),—0 <t < 6,1 <i<m.

Nu este greu de vazut, utilizand si relatiile gasite, ca sistemul de functii
(1, ..., om) este cel cautat. Teorema este dovedita. n

Exemplu. Fie data din nou suprafata sferica
2?4+ +22—a>=0, a>0 fixat.

Sa consideram un punct M = (%ﬁ,O, %ﬁ) pe aceasta sfera si un vector

h = “7‘/5(0, 1,0), tangent la suprafata sferica in punctul M (dupa cum se vede
usor). Conform teoremei precedente, exista o curba pe aceasta suprafata

T =p1(t), y = pa(t), z = p3(t)

care sa treaca prin punctul M si care sa aiba drept tangenta in acest punct
vectorul h. De pilda, o asemenea curba este o portiune dintr-un cerc situat
pe suprafata sferica, de ecuatii parametrice

V2 -7

2
=a—cost, y=a—sint, z=a—, — <t < —-
T a2 .Y a2 int, z a2, 1 1

Probleme propuse la §5.3

1. Fie functia y = f(z), definitd implicit prin relatia 2% +y?+2azy =0,
unde a > 1 este un parametru. Sa se calculeze primele doua derivate pentru
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aceasta functjie si sa se arate ca f”(z) = 0. Sa se incerce si o rezolvare directa
a problemei, prin explicitare.

2. Functiile y = f(z), z = g(x) sunt definite implicit prin intermediul
sistemului zyz = a, © +y + 2z = b. Sa se calculeze derivatele f'(x) si ¢'(z).
(Se va incerca si o rezolvare directa, prin explicitare.)

3. Functia z = f(z,y) este definita implicit prin relatia zcosy +
+ycosz+zcosz—1 =0, f(1,0) = 0. Sa se calculeze marimile %“’ 0), %(1’ 0).

4. Fie functia z = f(x,y), unde y = () este definita implicit de ecuatia
22 +y? — 1= 0. S& se calculeze derivata functiei compuse 2z = f(z, ¢(z)).

5. Sa se arate ca functia z = f(x,y) datd de ecuatia F(z — ay,
y — bz) = 0, satisface o conditie de forma a% + b% = 0.

6. Fie suprafata sferica (din R*), 22 + y? + 22 + t* — 1 = 0. S se arate
ca se poate indica o reprezentare parametrica a ei, de forma

x=c0s a cos 3 cos 7y, y=cos acos Fsin~y, z=cos asin f,t=sin «

unde «, (3, sunt parametri reali.

7. Fie suprafata definita implicit de ecuatia 3 + y* + 2% — 2zyz = 0 (din
spatiul R3).Sa se giseasca o curba z = a(t),y = B(t),z = (1) pe aceasta
suprafata, care sa indeplineasca conditiile

(Se vor lua functii liniare in variabila t).

5.4 Extreme conditionate ale functiilor

5.4.1 Cazul restrictiilor de tip egalitate

Fie m numar natural dat si D un domeniu convex din R"™. Sa dam sistemul
de functii
g1:D—R.....,9,: D — R (unde p < m).
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Desigur, aceasta echivaleaza cu a da functia g : D — RP, prin

9(x1, ey ) = (91(21, ooy T)s ooy Gp(T1,5 oo T)), (X1, oy ) € D.

Conform unei conventii anterioare, sistemul de ecuatii

(RE) 91(T1, . ) =0, o, gp(21, ooy ) =0

definegte o suprafata in spatiul R™, notata prin D(g); vom numi aceasta
suprafata generatd de ecuatiile (sau restrictiile) in cauza (RE).

Fie in continuare f : D — R o functie data. Mai luam un punct
a = (ai,...,an) din D care satisface (RE) si un domeniu convex E al lui D
care contine a. Zicem ca punctul in cauza este punct de minim (respectiv,
mazim) global al functiei f relativ la E| conditionat de restrictiile (RE) daca

DI f(z) > f(a) (respectiv f(z) < f(a)) pentru toti z € £
(D1) care satisfac restrictiile (RE).

Cand una din aceste proprietati are loc, vom zice ca punctul a din D, care
satisface (RE), este un punct de extrem global al functiei f relativ la F,
conditionat de restrictiile (RE). In particular, pentru £ = D, vom spune ca
avem de-a face cu un punct de extrem global al functiei f, conditionat de
restrictiile (RE); sau, pe scurt, un punct de extrem global conditionat al func-
tiei considerate. lar, cand domeniul £ (din D) care contine a, este subinteles
in definitia (D1), vom zice ca punctul a € D ce satisface (RE) apare ca punct
de extrem local al functiei f, conditionat de restrictiile (RE); sau, pe scurt,
un punct de extrem local conditionat al functiei in cauza.

In legatura cu notiunile introduse, putem formula urmatoarele probleme
de baza:

(i) determinarea conditiilor necesare de extrem conditionat (adica, sta-
bilirea de proprietati diferentiale pe care le au punctele de extrem condi-
tionat);

(ii) determinarea conditiilor suficiente de extrem conditionat (adica, ga-
sirea de conditii suplimentare care sa ne asigure o proprietate de extrem
conditionat).

Dupa cum se vede, aceste probleme se formuleaza oarecum la fel cu analo-
gele lor din teoria extremelor libere ale functiilor. Vom vedea insa ca,
prezenta restrictiilor de egalitate (RE) maregte in mod semnificativ gradul
de dificultate al acestora.

In legatura cu prima problema, urmatorul raspuns este de mentionat.
Admitem ca ipoteza de baza
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(C1) f,91, ..., gp sunt de clasa C' pe domeniul D.

De asemenea, relativ la sistemul de functii ¢ = (g1, ..., gp), vom accepta o
ipoteza de regularitate de forma

vectorii gradient {Vgy, ..., Vg, } sunt liniar independenti
(C2) ¢ .. :
in orice punct x = (z1, ..., T,,) din D.

Pentru fiecare sistem de numere Ay, ..., A,, sa definim o functie L : D — R
prin formula

(D2) L(z) = f(x) +zp:1)\igi(a:), r=(x1,...,Tm) € D.

Vom numi aceasta functia Lagrange asociata sistemului {f,¢i,...,¢g,}; iar
A1y ooy Apy, multiplicatorii Lagrange corespunzatori. Fie acum a = (ay, ..., G,)
un punct din domeniul D care mai satisface restrictiile de egalitate (RE); sau
(cu notatiile noastre) un punct al suprafetei D(g).

Teorema 5.4.1 Sa presupunem cda punctul a € D(g) este de extrem condi-
tionat (local sau global) pentru functia f. Exista un sistem unic de multi-
plicatori Lagrange Ay, ..., Ay, astfel incat , notand prin L : D — R functia
Lagrange asociata, sa avem

. 0L oL
(R1) VL(a) =0 (adica a—xl(a) =0,.., %(a) =0).

Demonstratie. Fie h = (hq, ..., hy,) un vector din R™ tangent la suprafata
D(g) in punctul a, in sensul

(Vgi(a))h' =0, 1<i<p.

Exista (vezi Teorema 5.3.3), un numéar ¢ > 0 (suficient de mic) si o curba de
clasd C' (in R™)

o(t) = (p1(t), ..., om(t), —6<t<o
cu proprietatile

(P1) ¢(0) = a, ¢'(0) = h; adica, curba in chestiune trece prin punctul a si
are directia h,
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(P2) p(t) € D(g), =6 < t < 0 (curba astfel construita este situata pe
suprafata D(g)).

Presupunem acum, pentru fixarea cadrului, ca punctul a € D(g) ar fi de
minim global conditionat. (Celelalte cazuri se vor trata absolut la fel.) Avem,
deci, valabila relatia (prin constructia anterioara)

flp(t) — f(p(0)) >0, =6 <t <.

Aceasta ne spune ca 0 € (—4,0) apare ca punct de minim global al functiei
compuse (de clasa C1)

b(t) = fle(t)), =0 <t <.

Dar atunci, conform teoremei lui Fermat, &'(0) = 0. Sa calculam acum
derivata functiei in cauza. Avem ,cu formula de derivare compusa (Sectiunea
4.3.2)

V(1) = [V ()", —d<t<d.

Si, deci (cu proprietatile anterioare)
b'(0) = [Vf(e))(#'(0)" = [Vf(a)]-h'.
Rezumand, avem implicatia
[Vgi(a)h" =0, 1 <i<p=[Vf(a)]h' =0.

Dar, in acest caz, conform unui rezultat anterior (vezi Sectiunea 1.5.2), exista
constantele ., ..., 1, cu

Vf(a) =mVag(a)+ -+ p,Vgp(a).

Nu avem decat sa punem acum A\; = —p,...,\, = —[p, ca sa incheiem
argumentul. |

Cu alte cuvinte, intr-un punct de extrem conditionat pentru functia f
avem o proprietate de tip Fermat (R1); aceasta insa — spre deosebire de
cazul extremelor libere — nu face sa intervina doar functia in cauza (f), ci si
legaturile (g1, ..., gp) prin intermediul functiei (de sinteza) Lagrange, L.

Prin definitie, punctul @ = (a4, ..., a,,) din D se va zice punct stationar
al functiei f, conditionat de restrictiile (RE) — sau, pe scurt, punct stationar
conditionat — daca exista un sistem de multiplicatori Lagrange Ay, ..., A, asa
incat , pentru functia Lagrange asociata L : D — R, sa aiba loc relatiile
(R1). Am demonstrat deci implicatia
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(P3) a=punct de extrem conditionat = a=punct stationar conditionat.

Ne intereseaza acum, in ce conditii suplimentare putem inversa aceasta impli-
catie; acestea vor fi, desigur, tocmai conditiile suficiente de extrem condi-
tionat pe care le cautam. In esenta, totul revine la studiul derivatelor partiale
de ordin doi. Anume, sa admitem ca (C1) se inlocuieste cu ipoteza mai tare

(C3) f,q1,-., gp sunt de clasa C? pe D.

Sa ne aducem aminte de o conventie anterioara (Sectiunea 1.4.5). Fie A =
(cy;j) matrice (simetrica) din M(m) si

wA(hla ,h,m) = Zaijhihj, (h,l, ,hm) c Rm

i7j

forma patratica in m variabile asociata acesteia. Data matricea B = ([;5)
din M(p,m) cu rang (B) = p, vom spune ca forma patratica 14 este de
tip pozitiv (negativ) fata de B daca ea are acest caracter pe spatiul liniar
(m — p)—dimensional al solutiilor sistemului liniar omogen

(So) Bihy + -+ + Bimhm =0, 1 < i < p.

Concret, aceasta revine, prin intermediul rezolvarii sistemului omogen in
chestiune

hi:Vi1k1+"'+Viqkq, 1§Z§m,

la studiul formei patratice (in ¢ = m — p variabile)

q q
Vg (ky, ..., ky ZZ Voshirks, (K1, .. kg) € RY,

obtinuta din precedenta prin inlocuirile de mai sus; deci, o forma patratica
de matrice C' = (7,5), unde

(D3) s = Zzaznggs, 1<rs<q.

i=1 j=1

Avem, 1n aceste conditii,
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Teorema 5.4.2 Fie a = (ay, ..., ay,) un punct stationar conditionat al func-
tiei f, relativ la un anumit sistem de multiplicatori Lagrange Ay, ..., A\, $i 0
functie Lagrange asociata L. Sa mai notam

2L
A= (82 o, (a)) (hessianul functiei Lagrange in a)
‘D(g17 cey gp)

b= D(zy,...,zpm) (@)

(matricea jacobiand a restrictiilor in a)

In acest caz, punctul considerat este un

(a) punct de minim conditionat pentru f daca forma patratica de matrice
A este de tip pozitiv fata de B;

(b) punct de maxim conditionat pentru f daca forma patratica de matrice
A este de tip negativ fata de B.

Demonstratie. Fie E = S(a, p) o sfera de raza suficient de mica in jurul
punctului @, inclusa in domeniul D. Vom lua punctul z = (xy, ..., ,,,) arbitrar
fixat in sfera E, de aga maniera incat restrictiile de egalitate (RE) au loc.
Notam, pentru simplitate,

hl =T — ag, ,hm = Tm — Am.-

Sa scriem formula de medie Taylor (Sectiunea 4.3.3) in punctele considerate,
pentru functia Lagrange L. Exista punctul intermediar b = a + 6(x — a)
(unde 0 < 6 < 1) aga incat , cu notatia

0*L

aj; = O, (b), 1<i,j<m, A" =(a};)

urmatoarea evaluare sa fie valabila
1 *
f(z) = fla) = B Z%jhihj-
Z?]
Pe de alta parte, sa transformam egalitatile
9i(x) = gi(a) =0, 1 <i <p,
in sensul formulei de medie Lagrange. Avem asigurate punctele intermediare

by=a+b(xr—a),.. b,=a+0,(x—a)
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asa incat , cu notatia

dg;
893]-

By =22(b), 1<i<pl<j<m, B'= (3]

()
sa fie valabile relatiile
) Biihi + -+ Bihm =0, 1 < <gq.

(S
Sa rezolvam acest sistem omogen (lucru posibil, in baza ipotezei de independenta
(C2 )) Ajungem sa exprimam solutia acestuia prin ¢ = m — p parametri
(k1, . kq):

hi:V;ikl—'—""'—V:qkq, 1 §2§m
Si atunci, inlocuind 1n expresia anterioara, ajungem la exprimarea diferentei
f(z) — f(a) ca forma patratica in variabilele ky, ..., kg

q

F@) = 1) = 5 33 ik,

r=1s=1

unde, prin definitie,

V:S_ZZOCU ir ]s? 1<7"S<q

i=1j5=1

In baza ipotezei de regularitate (C3), determinantii principali (A%, ..., AY)
al acestei matrici au acelagi semn cu determinantii principali ai matricei
C = (Vrs), definita prin formula anterioara (D3) (unde matricile A = (ay;) si
B = (f;;) sunt luate ca in enuntul teoremei). Aceasta incheie argumentul. m

Rezultatele expuse constituie baza metodologica a urmatorului algoritm
de rezolvare a problemei de extremum cu restrictii egalitate

‘ (extr) f(xh 7$m)
(P) | gi(z1, ) =0, 1<i<p
(33'1, sy xm) eD
care, din punct de vedere formal, poate fi asimilata unei probleme de progra-
mare (neliniara):

Pasul 1. Se formeaza functia Lagrange

P
L(zy,.cyxm) = f(z1, o0y @) + Z)\igi(xl, ey Tom)

i=1
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si se rezolva sistemul cu m + p necunoscute (1, ..., Ty A1, . Ap)

5 =0, 1<i<m, gj(z1,...,2m) =0, 1<75<p.
T

Presupunem ca am efectuat rezolvarea si fie
Tl = A1,y Ty = Qpyy A1y -y Ap

una din solutiile sistemului in cauza.

Pasul 2. Se construiesc matricile

(). - (220

Daca matricea A este de tip pozitiv in raport cu B, atunci punctul a =
(a1, ..., an) este o solutie (locald) a problemei (P) in sensul minimului; iar
daca A este de tip negativ in raport cu B, atunci punctul in chestiune este
o solutie (locala) a problemei (P), in sensul maximului.

Sa notam ca, daca matricea A este de tip pozitiv (negativ) atunci ea
este de tip pozitiv (negativ) fata de B; aceasta se poate dovedi util in unele
situatii practice.

Exemplu. Sa se rezolve problema
| (extr) f(z,y,2) = zy + 22 + yz
(P) Jazyz—1=0
x>0,y>0,2z>0.

Formam functia Lagrange
L(z,y,2) =2y +xz +yz+ MNzyz — 1), z,y,z > 0.

Rezolvam apoi sistemul

oL 0L 0L

el _— = et —1:
o 0, 3y 0, 52 0, zyz 0,

adica

y+z+Ayz=0, z+x+AX2x =0, 2 +y+ Ay =0, xzyz — 1 =0.
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Aceasta se face prin cateva artificii simple (ca, de pilda, scaderi si substitutii).
Obtinem solutia (care corespunde gp domeniului luat)

Functia Lagrange asociata acestui A este deci
L(z,y,2) =zy+xz+yz —2(wyz—1), >0,y >0,z > 0.

Avem imediat

0L .o gz iy o
5y = YA 22 oy Tzt 20z, oo =ty -2y,
0*L 0*L 0*L

a 9 Oa a 9 07 a9 07

0x? 0y? 022

O0?L 0?L O0?L

Oxdy “ 0x0z v Oy0z v

De aici rezulta expresia matricei hessian in (1,1,1)

0 -1 -1
A= -1 0 -1
-1 -1 0

Forma patratica atasata acestei matrici este
wA(hl, hg, hg) - —2(h1h2 + hlhg + hghg).

Avem, pe de alta parte,

99 _ z @—xz @—x
8x—y’8y_ v 9.

Rezulta de aici expresia matricii jacobian
B=(111) (matrice linie)
si, deci, sistemul omogen verificat de variabilele (hy, hs, h3) este

hl"‘hg‘l—hg:() <:>h3:—h1—h2).
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Inlocuind in forma patratica anterioara gasim o alta forma patratica, in doua
variabile

zﬂAB’(hla h2) - 2[}1% + hlhz + h%]

Aceasta forma patratica, avand matricea

C= ( ? ; ) (element din M(2,2))

este pozitiv definita, deoarece
A1:2>07 A2:3>0

Ca atare, punctul (1,1, 1) este de minim conditionat pentru functia noastra.

5.4.2 Cazul restrictiilor de tip inegalitate

Fie m numar natural dat si D un domeniu convex din R™. Sa dam sistemul
de functii

g1:D—R,..,g,: D— R (p=numar natural fixat).
Aceasta, desigur, echivaleaza cu a da functia g : D — RP, prin
9(x1, ey y) = (91(21, ooy T)s ooy Gp (T4 ooy ), (21, ey T) € D
Prin definitie, sa numim sistemul de inecuatii
(RI) 91(T1, ooy ) <0, ., gp(21, oy ) <O

domeniul negativ din R™ generat de functia g; il vom nota prin D(g; —).
Evident, orice asemenea domeniu poate fi privit si ca unul pozitiv, daca
schimbam semnul functiilor componente g1, ..., g,; aceasta insa nu se dovedeste
esential in continuare.

Fie acum f : D — R o functie data. Mai luam un punct a = (aq, ..., a,,)
din D care satisface (RI) si un subdomeniu convex F al lui D, care contine
a. Zicem ca punctul in cauza este punct de minim (respectiv, mazim) global
al functiei f relativ la E, conditionat de restrictiile (RI), daca

(D1) f(z) > f(a) (respectiv, f(x) < f(a)), pentru toti z € F
care satisfac restrictiile (RI).



Cap.5. Programare neliniara 189

Cand una din aceste proprietati are loc, vom zice ca punctul a din D, care
satisface (RI), este un punct de extrem global al functiei f, relativ la F,
conditionat de restrictiile (RI). In particular, pentru £ = D, vom spune ca
avem de-a face cu un punct de extrem global al functiei f, conditionat de
restrictiile (RI); sau, pe scurt, un punct de extrem global conditionat al func-
tiei considerate. lar, cand domeniul F (din D) care contine a este subinteles
in definitia (D1), vom zice ca punctul a € D ce satisface (RI) apare ca punct
de extrem local al functiei f, conditionat de restrictiile (RI); sau, pe scurt, ca
punct de extrem local conditionat al functiei in cauza.

Acum, la fel ca la cazul restrictiilor de tip egalitate, problemele impor-
tante ce apar in acest context sunt:

(i) determinarea conditiilor necesare de extrem conditionat;
(ii) determinarea conditiilor suficiente de extrem conditionat.

In legatura cu prima problema, urmatorul raspuns poate fi dat. Admitem
si aici ipoteza (C1) (scrisa pentru cazul restrictiilor egalitate). Pentru fiecare
punct x din D(g; —), sa notam

(D2) { I(z) ={ie{l,....p};g:(x) = 0} (indicii activi in z)
J(z)={ie{l,....,p};g:(x) <0} (indicii inactivi in z).

De asemenea, pentru fiecare sistem de numere Aq,...\,, sa definim functia
L : D — R, prin conventia (D2) (scrisa la cazul restrictiilor egalitate).
O vom numi si aici functia Lagrange asociata sistemului {f,¢1,...,¢g,}; iar
A1, - Ap, multiplicatorii Lagrange corespunzatori. Fie acum a = (ay, ..., Gy,)
un punct din domeniul D care mai satisface restrictiile de inegalitate (RI);
sau (cu notatiile noastre), un punct al domeniului D(g; —).

Teorema 5.4.3 Sa presupunem cda punctul a € D(g; —) este de minim
(mazxim) conditionat ~local sau global— pentru functia f si ca,in plus,

(C1) wectorii {Vg;(a); i € I(a)} sunt liniar independenti.
FErista atunct un sistem unic de multiplicatori Lagrange Ay, ...\, cu

astfel incat , notand cu L functia Lagrange asociata sa avem asiguratda con-
cluzia (R1) din Teorema 5.4.1 .
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Demonstratie. (Schitd) Vom studia doar cazul de minim (céci perechea
lui se reduce la acesta prin simpla trecere la functia opusa, —f). Fie h =
(hi, ..., hyp) un vector din R™ ce satisface

(C2) (Vgi(a))h" <0, i € I(a).
Deoarece D este deschisa, va exista un § > 0, suficient de mic, asa incat
a+the D, pentrutoti te€ (—d,9).
Pentru fiecare i € {1, ..., p}, sa definim
wi(t) = gila+th), —d<t<d.
Daca i € J(a), atunci ¢;(a) = gi(a) < 0. $i deci, din continuitatea functiei
gi, va exista un d; > 0 cu d; < 9 si
(R1) @i(t) =gi(a+1th) <0, 0<t<;.

Dacid i€ I(a), pi(a) = g;i(a) = 0. In baza formulelor de derivare compusi
(Sectiunea 4.3.2) si a alegerii vectorului h,

©i(0) = (Vg;(a))h" < 0.

Si atunci, cu definitia derivatei exista un §; > 0 cu ¢; < § aga incat (R1) sa
fie din nou valabila. Punand ¢ = min{dj, ..., d, }, ajungem la concluzia

a+the D(g;—), 0<t<e.
In acest caz, o conditie de forma
(C3) (VF(a)hT <0
nu poate fi acceptata. Caci, daca punem

Y(t) = fla+th), —e<t<e

am avea, din aceleagi formule de derivare compusa , ¥’(0) < 0. Si deci, din
definitia derivatei, ar exista un €* > 0 cu £* < ¢ si

P(t) <(0), 0 <t <€
adica, de fapt,
fla+th) < f(a), 0 <t <&,

in contradictie cu alegerea punctului a € D(g; —).
Am aratat, deci, ca (C2)+(C3) nu pot fi simultan adevarate. Dar atunci,
conform Teoremei lui Jordan, (Sectiunea 1.5.2), exista numerele reale pg si

{ni; i € I(a)} cu
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(P2) po >0, p; >0, i € I(a), po+ Y, p; >0
i€l(a)

(P3) uoVf(a)+ > p:Vgi(a)=0.

i€l(a)

Acum, din ipoteza (C1), avem obligatoriu ug # 0. Caci altfel, cu (P3) s-ar
obtine o contradictie. Nu avem acum decat sa impartim cu g si sa notam

N=ieI); N=0,0€ J(a),
Ho
pentru a ajunge la concluzia ceruta. |

Agadar, intr-un punct de extrem conditionat pentru functia f avem pro-
prietatea de stationaritate de tip (R1) (Sectiunea 5.4.1), in care intervin atat
legaturile (g1, ...,9,), cat si proprietatea (P1) a aceluiasi (intermediate de
multimea indicilor activi). Prin definitie, relatiile in chestiune se vor numi
conditit necesare Kuhn—Tucker de extrem conditionat; iar punctul respectiv
a = (ay,....,ay), din D(g;—), un punct critic in sens Kuhn—Tucker. Am
demonstrat deci implicatia

(P4) a=punct de extrem conditionat = a=punct critic Kuhn—Tucker.

Este natural acum sa ne intrebam daca si reciproca este valabila; adica,
daca — gi in ce masura — conditiile necesare de extrem Kuhn—Tucker sunt si
suficiente. Raspunsul poate fi dat dupa cum urmeaza. Sa admitem ipoteza

(C4) f,g1,-.., gy sunt simultan convexe (concave) pe D.

Teorema 5.4.4 Sa presupunem cd a = (aq,...,a,,) din D(g;—) este un
punct critic in sens Kuhn—Tucker al functiei f.Atunci,acesta este punct de
minim (mazxim) global pentru functia f, conditionat de restrictiile (RI) (initial

date).

Demonstratie. Va fi suficient sa studiem cazul convex. Fie z = (x1, ..., ;)
un element arbitrar fixat din D(g; —). Din proprietatile de convexitate ale
functiilor gy, ..., g,, avem (cu Teorema 5.1.9)

(Vgi(a)(z —a)" < gi(x) — gi(a) = g;(x) <0, x € D(g;—), i € I(a).
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Fie Ay, ..., A\, multiplicatorii Lagrange care intervin in alegerea punctului critic
a € D(g; —). Putem deci scrie

( > /\,-Vgi(a)) (x—a)" <0, z€ D(g;—).

i€l(a)

De aici, in baza conditiilor Kuhn—Tucker (presupuse a avea loc cu acesti
multiplicatori) se obtine

(~=Vf(@)(z—a)' <0 (sau (Vf(a))(z—a)" >0).
Aceasta, combinata cu convexitatea lui f, ne va da (prin rezultatul deja citat)
f(z) > f(a), pentru orice x € D care satisface (RI)

de unde concluzia. Celalalt caz se studiaza analog. |

Rezultatele expuse ne permit sa abordam urmatoarea problema de pro-
gramare neliniara cu restrictii inegalitati:
| (extr) f(x1, .. Tm)
(P) | ou(zy, 7)) <0, 1<i<p
(1, ...y xm) € D.

Aici functiile f, g1, ..., g, se iau in conformitate cu ipoteza (C1) (din
Sectiunea 5.4.1).

Pasul 1. Se formeaza functia Lagrange
p
L(z1, oy Tm) = [(@1, ooy ) + D Xigi(T15 o0 T
i=1
si se rezolva sistemul de m + p ecuatii cu m + p necunoscute

oL oL

. 2,
(SL) 01, 0T,
Mg (T1, ey ) = 0,0, Apgp (21, ooy ) = 0.

Se obtine un grup de solutii ale acestuia, caruia 1i mai impunem conditiile
suplimentare
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Presupunem efectuata rezolvarea si fie
Tl = A1,y ey Ty = A} AL, ey Ap

una din solutiile obtinute.

Pasul 2. Se studiaza convexitatea functiilor f,g,...,g, in punctul a =
(ai, ..., an); de pilda, prin

matricile hessiene H f(a), Hg1(a), ..., Hg,(a)
(C5) : . ] :
sunt (simultan) de tip pozitiv (negativ) pe D,

daca,in plus,acceptam o ipoteza de forma (C3)(Sectiunea 5.4.1). In cazul
cand aceasta proprietate (simultana) are loc, punctul in cauza este de minim
(maxim) global pentru functia f, conditionat de restrictiile (RI)(initial date).

Sa mai notam in final ca, in conformitate cu principiile generale dezbatute
in cazul liniar (Sectiunea 2.1.2), orice problema de programare neliniara de
forma

| (extr) f(z1, ..., Tm)
(P) gi(xla"'wrm) Sou 1§Z§T7 gi(xh"'axm) 207 T+1§Z§p
(1, .y ) € D

poate fi adusa la forma precedenta. Deci, algoritmul anterior este aplicabil
unei intregi clase de asemenea probleme.

Exemplu. Sa se rezolve problema de programare neliniara

| (extr) f(z,y) = 2® +y* — 120 — 3y
(P) r—y+1<0, —x<0
x>0, y>0.
Formam functia Lagrange

Lz,y) =2 +y* — 122 -3y + ANz —y + 1) + p(—2)
si rezolvam sistemul de conditii necesare Kuhn—Tucker

oL OL

(KT1) 5 =% 5 =0 A-gi(z,y) =0, pu-gao(z,y) =0

(KT2) A>0, p>0, >0, y>0, gi(z,y) <0, gao(w,y) <0.
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Se obtine din prima parte sistemul
377 =124+ A —pu=0, 3" -3-A=0, Mz —y+1)=0, u(—x) =0.

Prin rezolvarea acestui sistem se obtin 7 solutii

My @ x1=2, y1=1 A=0, pu=0
My @ x9=2, yo=-1, A=0, u=0
Mg @ x3=-2, y3=1, A=0, u=0
M4 : 1‘4:—2, y4:—1, )\:0, ,LL:O
My @ x25=0, ys=1 A=0, p=-—12
Mg @ x26=0, yg=—-1, A=0, p=-—12
M; @ xr=1 y;=2, AX=9, u=

Din toate aceste 7 solutii ale sistemului (KT1), numai ultima verifica si ine-
galitatile (KT2). Deci M7 = (1,2) apare ca punct stationar Kuhn—Tucker al
problemei noastre. Remarcam acum ca functiile

g(r,y)=r—y+1, g(z,y) =2
sunt evident convexe, datorita liniaritatii. In ce priveste functia obiectiv,

avem of o/
—_— = 2 — _— = 2 —
5y =312 o= 3

0 f 0 f 0 f

—= = 0Oz, =0, —5 = 6y.

0x? 0xdy Oy?

Deci, hessianul functiei noastre este

fﬁ@@z(%:%>,mw€W-

Determinantii principali ai acestuia sunt
A (z,y) = 6z, Ag(x,y) = 36zy.
Constatam ca
Ai(x,y) >0, As(z,y) >0, pentru toti z,y > 0.
Deci, f este convexa pe domeniul

D ={(z,y) € R*, v >0,y > 0}.
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Si, ca atare, punctul obtinut apare ca solutie a problemei noastre.

Probleme propuse la §5.4
1. Sa se studieze extremele functiei
flz,y)=2+y daci 2*+y*—1=0, z,y € R.

(Indicatie. Se poate folosi gi reprezentarea parametrica z = cost, y = sint
pentru curba in cauza.)

2. S4 se studieze extremele functiei f(z,y) = 22 +y? —z —y, cu variabilele
supuse la legatura = +y = 1.
(Indicatie. Se va folosi functia Lagrange; dar se poate aborda si direct pro-
blema, prin explicitarea legaturii.)

3. Si se studieze extremele functiei f(x,vy,2) = xyz, cu legiturile 2% +
v+2=12+y+2=0.

4. Sa se determine extremele functiei f(xy,...,x,) = 1+ -+ + oy, Cu
legatura x1---x,, =1, 1 >0, ..., 2, > 0.
(Indicatie. Se va folosi metoda multiplictorilor Lagrange. Putem insa da o
rezolvare mai directa si prin intermediul inegalitatii mediilor.)

5. Sa se studieze extremele functiei f(z,y) = 2?+y*—3z—2y, cu legitura
22 +y? <1,y €R.

6. Sa se studieze extremele functiei f(x,y, z) = 2% +y*+ 2? cu legiturile
y? <4, 22+ 22 < 1.
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Capitolul 6

Procese dinamice

6.1 Procese de tip secvential
(Siruri recurente)

6.1.1 Generalitati

Dupa cum am convenit deja (Sectiunea 1.1.10), un gir de numere reale
inseamna o functie z : N — R. Valoarea acestei functii in punctul generic n
se va indica prin z,, sau z(n); vom folosi in continuare cea de-a doua notatie.

Fie data functia f : N x R — R si numerele ng € N, x5 € R. Sa
consideram relatiile

(E) z(n+1) = f(n,z(n))

(). z(ng) = xo

Prima dintre ele se zice ecuatie cu diferente de ordinul intai. Sensul lui
(E) + (I) este urmatorul: Sa se gaseasca acele giruri n b z(n) care satisfac
conditia initiala (I) si

z(n+1) = f(n,xz(n)), pentru toti n € N, n > ny.

Vom numi o asemenea solutie sir recurent de ordinul intai. Analog, fie f :
N x R* — R, functia data. Consideram relatiile

(Ex) x(n+k)= f(n,z(n),...,x(n+k—1))

197
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(Iy) z(ng) = ag,...,x(ng+k—1) = agp_y

Vom numi (Ey) ecuatie cu diferente de ordinul k. Interpretarea ei este ana-
loga cu cea precedenta. Orice solutie a problemei (E)) + (1)) se va zice gir
recurent de ordin k. In fine, fie date functiile f; : N x R — R, 1 <1 < k,
numarul natural ng si numerele reale .:E?, 1 < i < k. Consideram relatiile

(Sk) zi(n+1) = filn,zx1(n),...,xx(n)), 1 <i<k

(Jx) xi(ng) = x?, 1<i<k.

Primul ansamblu de egalitati se numeste sistem cu diferente de ordinul intas.
Interpretarea lui (Sk) + (Ji) este urmatoarea: Sa se gaseasca sirurile n
zi(n), 1 < i <k, ce satisfac conditiile initiale (Ji) si (relativ la orice ¢ €

{1,....,k})
zi(n+1) = fi(n,z1(n),...,xx(n)), pentru toti n € N, n > ny.

Grupul solutiilor acestei probleme il vom numi sistem de siruri recurente de
ordinul inta.

Este evident ca problemea (Ej) + (i) apare ca o extensie a problemei
(E)+(I) (la care se reduce pentru k = 1). La randul ei, problema (Ey)+ (I},)
poate fi (tehnic) redusa la problema (S) + (J;). In adevir, dat sistemul cu
diferente de ordin intai

(S0, { xl(n+1) xo(n), ..., xp_1(n + 1) = zx(n),

wuln + 1) = J(n,24(n), oy 2x(n)

componenta n F x1(n) a solutiei acestuia verifica (E}), dupa cum se poate
usor vedea. Reciproc, data ecuatia cu diferente (Ej) este clar ca sirurile de
forma

nkFzxzn), nFzn+1),..nFzxn+k—1)

sunt componentele solutiei sistemului cu diferente (.5},).

Din punct de vedere tehnic, problema existentei si unicitatii solutiei unei
ecuatii cu diferente sau sistem cu diferente este in general pozitiv rezol-
vabila (se determina din aproape in aproape componentele solutiei). Ceea
ce conteaza Insa 1in teoria acestor ecuatii (sau sisteme) este expresia solutjiei
problemei in cauza.
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Este util de subliniat faptul ca problemele de tip recurent au aplicatii
diverse in diferite domenii ale matematicilor aplicate.

Notiunea de ecuatie cu diferente este legata de aceea de operator diferenta.
Aceasta necesita unele conventii de notatie. Sa punem

F(N, R) = spatiul tuturor sirurilor de numere reale.

Vom introduce un operator pe acesta, A : F(N, R) — F(N, R), prin
(D1) Az(n) =z(n+1) —x(n), n€ N, z € F(N,R);

il vom numi operatorul diferentad (pe spatiul respectiv). Evident, un asemenea
operator este liniar, in sensul

(P1) A(z+y) = Ax) + Ay), A(A\x) = MNA(x), =,y € F(N,R),\ € R.
Ne intereseaza acum iteratele acestui operator. Avem

A?z(n) = A(Az)(n) = Az(n + 1) — Az(n) =
=z(n+2)—2z(n+1)+z(n), r € N.

In general, are loc formula (pentru orice k = 1,2, ...)

(P2) Akz(n) = i(—l)k*hC’gI(n +h), ne N.

Aceasta poate fi scrisa si sub forma operatoriala. Mai intai sa introducem
operatorul identic pe F(N, R)

(D2) Iz(n) =xz(n), n€ N, z € F(N,R),
iar apoi operatorul de translatie (pe acelasi spatiu)
(D3) Qz(n)=x(n+1), n€ N, z € F(N,R).
Iteratele acestui operator au forma (pentru k > 1)
Q"z(n) =x(n+k), n€ N, v € F(N,R).

In aceastd perspectivi, formula (P1) va primi forma operatoriala

(P3) AF = f;(_nk—hc,g@h =(Q-DF k=1,2.,

h=0
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unde, prin definitie, am pus Q° = I. In particular A = @ — I, de unde
Q = A+ I; gi atunci (cu A° = 1),

k
Q= A+DF=> A" k=12, ...

h=0
Adica, trecand la siruri, avem (pentru orice k=1,2,...)
k
(P4) z(n+k) =>_ CpA*"z(n), n € N.
h=0

Cu alte cuvinte, pentru orice k& > 1, operatorul diferenta AF se exprima
liniar prin translatele {QY, ..., Q*}; si, reciproc, operatorul de translatie Q*
se exprima liniar prin diferentele {A° ..., A¥}. Aceasta ne permite ca orice
ecuatie cu diferente data prin operatorii de translatie sa o scriem prin ope-
ratorii diferenta asociati. De pilda, (E) se poate scrie in mod echivalent

(E) Ax(n) = g(n, 2(n))

ecuatia (Ej), va avea forma

(Ey) Arz(n) = gln, Az(n), ..., AF"Lz(n)).
iar, in fine, sistemul (S;) devine aici

(Sk) Azi(n) = gi(n, z1(n), ..., zi(n)), 1 <i < k.

In felul acesta, scrierea ar fi mai aproape de ceea ce In mod obignuit ar sugera
notiunea de diferenta. Dar, din punct de vedere tehnic, aceasta ar genera
unele complicatii. De aceea nu vom folosi aceasta terminologie, ci pe aceea
deja propusa.

6.1.2 Ecuatii liniare cu diferente finite

Numim ecuatie liniara cu diferente finite de ordin k orice ecuatie cu diferente
de forma

(B)  ao(m)z(n+k)+a(n)r(n+k—1)+-- +a(n)z(n) = bn).

Aici, n F ap(n),....,n F ag(n),n F b(n) sunt nigte giruri date. Asociem
acesteia conditiile initiale

(1) x(ng) = ag,x(no+ 1) = aq, .y x(ng + k — 1) = ag—1.
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Aici, ng este un numér natural dat, iar p = (g, ...,ax_1)" un vector din
RF. In ce priveste existenta si unicitatea solutiei este clar ci in conditiile
(acceptate in continuare)

(C1) ag(n) # 0,ax(n) # 0, pentru orice n € N,

problema (E)+(I) are o singura solutie n = z(n); respectiv, un singur sir care
sa verifice (E) + (I). Mai exact, prima parte din (C1) ne ajuta sa construim
aceasta solutie pentru n > ng + k, iar a doua parte sa o construim pentru
n < ng. In ce priveste structura acestei solutii, sa pornim de la ecuatia
omogena asociata lui (E); adica

(Eo) ap(n)x(n + k) +a(n)zx(n+k—1)+ -+ ag(n)x(n) = 0.

Notam cu X multimea tuturor girurilor n F z(n) din F(N, R) care verifica

(Ep). Pentru a vedea cum este structuratda multimea X, introducem opera-
torul cu diferente L : F(N, R) — F(N, R) prin

(D1) Lz(n) =ap(n)z(n+k)+a(n)z(n+k—1)+ -+ ar(n)z(n),
neN, z€ F(N,R).

Nu este greu de vazut ca acesta este un operator liniar, in sensul

(P1) L(x+y) = L(z) + L(y), L(Ax) = A\L(z), z,y € F(N,R),\ € R.
De aici si din

(P2) X ={z€ F(N,R); L(z) =0},

deducem ca X este un subspatiu liniar al lui (N, R). Ne intereseaza acum

dimensiunea acestui subspatiu. In acest sens, mai definim un operator W :
F(N,R) — F(N, R¥) prin

(D2) Wz(n)=(z(n),2(n+1),...,2(n+k—1))", n€ N,z € F(N,R).
Urmatorul rezultat (dat fara demonstratie) se dovedeste util aici.

Teorema 6.1.1 Fie yy, ...,y un numar de k solutii din F(N, R) ale ecuatiei
(Ey). Atunci, afirmatiile urmdatoare sunt echivalente:

(P3) {y1,....uyx} este liniar independent in F(N, R)

(P4) matricea [Wyi(n), ..., Wyg(n)] este nesingularda,pentru toti n € N
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(P5) matricea [Wyy(no), ..., Wyk(ng)] este nesingularda,pentru ng € N.
Ca o imediata aplicatie a acestui rezultat, avem:

Teorema 6.1.2 Multimea X a solutiilor ecuatiei omogene (Fy) formeazd un
subspatiu k—dimensional al lui F(N, R).

Demonstratie. Fie {ej,...,ex} baza canonicd din R*. Pentru fiecare i €
{1,...,k}, notam prin y; solutia din F'(N, R) a problemei

Aratam ca {yi,...,yr} formeaza o baza in spatiul X; o vom numi aceasta
sistem fundamental de solutii ale ecuatiei omogene (FEy). Din

(W (y1)(0), ..., W(y)(0)] = I (matricea unitate din M(k))

sl teorema precedenta, {y, ..., yx} este liniar independent. Fie apoi y € X o
solutie arbitrara a lui (Ep). Avem

Wy(0) = y(O)W (y1)(0) + - - + y(k = )W (y)(0).

Iar, de aici, impreuna cu observatiile privind unicitatea solutiei problemei
(E) + (1),

y=y0) -y +yQ)-y2+---+ylk—1) -y
Adica y este o combinatie liniara a sistemului de functii {yy, ..., yx }. Teorema
este dovedita. |

Putem acum raspunde la problema privind structura multimii solutiilor
ecuatiei omogene (E).

Teorema 6.1.3 Formula
(R1) z(n) = Cyyr(n) + -+ Cryr(n) + z(n), n € N

unde Cy,...,Cy sunt constante arbitrare, {y1,...,yx} este un sistem funda-
mental de solutii ale lui (Ey), iar z o solutie particulard a lui (E), reprezinta
expresia solutiei generale a ecuatiei (E).
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Demonstratie. N-avem decat sa remarcam ca diferenta a doua solutii ale
lui (E) reprezinta o solutie a ecuatiei omogene (Ej). n

Este natural sa ne intrebam cum se poate determina o asemenea solu-
tie particulara a lui (F). Aceasta este in general posibil daca se presupune
cunoscut sistemul fundamental {yi,...,yx} de solutii ale ecuatiei omogene
(Ep). Anume, se poate cauta solutia in chestiune, z, prin metoda variatiei
constantelor, in forma

z(n) = Ci(n)yi(n) + -+ + Cr(n)yx(n), n € N,
unde girurile n = Cy(n),...,n F Cx(n) urmeaza a fi determinate din sistemul

(In variatii)

Alici, prin definitie,
(D3) Dp(n) = ACh(n), ne N, 1 <h<k.

Sa notam ca matricea acestui sistem este nesingulara in baza unui rezultat
anterior. Nu mai dam detalii.

Un caz particular important este acela in care girurile coeficient n +
aop(n),...,n = ai(n) sunt constante. Este vorba deci de ecuatia (cu coeficienti
constanti)

(E) apx(n+k)+azx(n+k—1)+---+arz(n) =bn), ne N
unde {ao, ..., a; } sunt numere reale date, cu

(C2) ag #0, a, #0.

In acest caz, chestiunea determinarii unui sistem fundamental de solutii ale
ecuatiei omogene asociate

(Ep) apx(n+k)+a(n+k—1)+---+aex(n) =0

cat si aceea a determinarii unei solutii particulare ale ecuatiei (F) capata
unele aspecte specifice.
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(A) Relativ la ecuatia cu diferente omogena (Ejy), sa asociem acesteia ur-
matoarea ecuatie de tip algebric (pe care o vom numi caracteristicd) peste
corpul complex (C)

(EC) ap\¥ + a N4 gy = 0.
Notam cu P polinomul din partea stanga
(D4) P(\) = apA\* + ay A1+, A € K.

Daca v este o radacina reala de multiplicitate ¢, a ecuatiei caracteristice

(EC), adica
P(y) =0,P'(y) =0,..., P4"V() = 0, PD(y) £0,

atunci 1i asociem girurile (de numere reale)

n

z1(n) = 9", z9(n) = ny", ..., 24(n) = n 1y

Tar dacd ¢ = p(cos@+isin @) (deci si conjugata acesteia, ¢ = p(cos—isin6))
este o radacind complexa de multiplicitate ¢, a ecuatiei caracteristice (EC),

adica
{ P(C_) :07P/(€> 207"'7Pq_1<<_) :07P(q)(€) #0
P(C) = 07P’(<) :Ov"'qu_1<C) = O’P(q)(C) 7£Ou

atunci ii asociem girurile (reale)

{ z1(n) = p™cosnb, x2(n) = np™ cosnb, ..., r,(n) = n?p" cosnd

Tgr1(n) = psinnb, xyi2(n) = np™sinnb, ..., xo,(n) = nd1p" sin nd.

Deci,la cele k radacini ale ecuatjiei caracteristice (EC) (fiecare luata de atatea
ori cat arata multiplicitatea sa), ajungem sa asociem k giruri xq(n), ..., xx(n)
(printr-o re-numerotare potrivita a celor anterioare).

Teorema 6.1.4 Sistemul de siruri astfel determinat este un sistem funda-
mental de solutii pentru ecuatia cu diferente omogend (Ey).

Demonstratie. (Schitd). Pentru prima parte, ne vom limita doar la rada-
cini reale. Fie deciy radacina reala de multiplicitate q a ecuatiei caracteristice
(EC); conditiile care o definesc se pot scrie si sub forma

k k
Z a_ph*y" =0, 0< s <q—1; Z ap_phiy" # 0.
h=0 h=0
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Fie r numar natural arbitrar, Definim sirul
z(n) =n"y", n € N.

Avem deocamdata, pentru h € {0, ..., k},

z(n—l—h) — (n—f—h)T’}/n—HL: ((n—f-h)T h <Zos r— shs h) n‘
s=0
Iar de aici
L(Z ZCLk hzn—l—h (Zak hZCS RS h)
h=0

r k
=) C: (Z akhhsfyh> n"~°4",  pentru toti n € N.
5=0 h=0
Tinand cont de cele dinainte spuse, rezulta ca functiile
zz(n)=n"y", neN, 0<r<qg-—1

sunt solutii ale ecuatiei omogene (FEj); iar aceasta probeaza prima parte.
Pentru a doua parte vom admite si aici ca avem de-a face doar cu radacini
reale, pentru simplitate. S& presupunem ca solutiile scrise x1(n), ..., xx(n) nu
ar fi independente. Ar exista deci constantele d1, ..., d;, nu toate nule, asa ca

(R2) 01z1(n) + -+ - + dpx(n) =0, Vne N.
Putem transforma aceasta relatie in

(R3) Qi(n)¥y' + -+ Qu(n)y; =0, VYne N,

unde polinoamele @Q(n),...,Qn(n) nu sunt identic nule, iar ~q,...,7, sunt
radacinile reale (distincte doua cate doua) ale ecuatiei caracteristice, de mul-
tiplicitati mq, ..., my, respectiv (cu mq + -+ - +my, = k). Sa retinem ca, din
ar # 0, nici una din aceste radacini nu este zero. impéri;im relatia (R3) cu
~{ sl notam

Yo V1 = M2y s Vn/ V1 = N

Avem, deci,

Qi1(n) + Qa(n)ny + -+ Qn(n)ny =0, VYn € N.

Aplicand operatorul diferenta A de un numar suficient de ori (respectiv
grad (Q1) + 1 ori), obtinem
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(R4) Ry(n)ns +---+ Ruy(n)npy =0, n € N,

unde Ry(n), ..., Ry (n) sunt polinoame de grad respectiv egal cu al polinoamelor
Q2(n), ..., Qr(n). (Am folosit aici faptul ca n,, ..., n, sunt diferite de 1.) Pro-
cedeul se poate relua, ajungand la

(R5) Sp(n)vy =0, n € N,

unde Sy (n) este un polinom de grad egal cu acela al lui Q,(n), iar v, este un
numar distinct de 1. Aceasta este insa imposibil. Contradictia la care am
ajuns probeaza afirmatia. |

Exemplu. Sa rezolvam ecuatia cu diferente omogena
z(n+2) —3z(n+ 1)+ 2z(n) = 0.

Ecuatia caracteristica asociata este A2 —3A+2 = 0, cu radacinile \; = 1,\y =
2. Solutia generala a ecuatiei in cauza este deci

z(n) = CiA] +Cody =C1 +Cy- 2", n e N,

unde C1, Csy sunt constante arbitrare. Acestea pot fi unic determinate printr-
o conditie initiala. Astfel, de pilda, daca se mai cere in plus

atunci sistemul ce da constantele in cauza este
Ci+Cy=1, C1 4+ 205 = =2,
cu solutia C = 4, C5 = —3. Rezulta solutia
z(n)=4-3-2", ne N

care satisface ecuatia si conditia initiala (impusa mai sus).

(B) In ce priveste determinarea unei solutii particulare a ecuatiei cu diferente
neomogene (FE), metoda generala de lucru este dupa cum am aratat, aceea
a variatiei constantelor; aceasta este posibil aici, deoarece dispunem de un
sistem fundamental de solutii ale ecuatiei omogene. Sa ilustram acest fapt
prin urmatorul
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Exemplu. Sa se rezolve ecuatia cu diferente

z(n+1) —3z(n) = In(1 +n).
Trecem deocamdata la rezolvarea ecuatiei omogene asociate

x(n+1) —3z(n) =0.

Ecuatia caracteristica este

A—3=0, curadacina A = 3.
Deci, solutia generala a ecuatiei omogene este

y(n) =C-3", unde C = constanta.
Cautam acum o solutie particulara pentru ecuatia nesingulara, de forma
z(n) = C(n)3", C(n) = sir nedeterminat.
Scriind ca aceasta verifica ecuatia in cauza, obtinem
C(n+1)3"" - 3C(n)-3" =In(1+n), n € N.
[ar, de aici, obtinem
Cin+1)—C(n)=3""'In(1+n), n€ N.

Aceasta ne permite sa gasim ugor expresia sirului C'(n). De exemplu, daca
punem C(0) = 0, atunci

C(1)-C(0)=3"In1,..,C(n) —C(n—1) =3 "Inn;
si, deci, adunand relatiile (cu reduceri de termeni asemenea)
C(n)=3"In1+37?m2+---+3"Inn=> 3 "Ink, n>1
k=1

Obtinem astfel solutia particulara z(n) a ecuatiei neomogene. Si atunci,
solutia generala a ecuatiei neomogene initiale este

z(n) =y(n)+z(n) = (C + zn: 37 1n k) 3", n>1,

k=1
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unde C este o constanta reala.

In legatura cu aceste fapte, este de subliniat ca, in anumite situatii, o solu-
tie particulara a ecuatiei cu diferente neomogene poate fi gasita intr-un mod
mai direct. Acestea se refera la termeni liberi de forma

b(n) = (R(n)cosnb 4+ S(n)sinnb)p", n € N,

unde R(n),S(n) sunt polinoame cu coeficienti reali iar p > 0, § € R sunt
constante date. In adevar, sa notam

m = max{grad (R), grad (5)}

si s& admitem ca A = p(cosf + isinf) este o radacind de multiplicitate
q, a ecuatiei caracteristice (EC). (Daca ¢ = 0, asta desigur inseamna ca
A dinainte nu este radacina a ecuatiei in cauza.) Exista atunci o solutie
particulara a ecuatiei neomogene (£), de forma

z(n) = n?U(n) cosnd + V(n) sinnd]p",

unde U(n) si V(n) sunt polinoame de grad cel mult m, care urmeaza a fi
determinate (din conditia ca z(n) sa verifice ecuatia in cauza).

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia cu diferente
z(n+3) —x(n) = (n* +n+1)2"
Ecuatia cu diferente omogena asociata
z(n+3)—z(n)=0
are ecuatia caracteristica A\®> — 1 = 0, cu radacinile

2 2 2
A = 1,)\2:cos§+isin§,)\3:cos§—isin%-

Ca atare, solutia generala a ecuatiei omogene este
2 2
y(n) = Cy —l—C'gcos% "‘CgSiH%, n e N.

Cautam acum o solutie particulara a ecuatiei neomogene, de forma

z(n) = (an® + fn +7)2", n € N,
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unde «, 3,7 sunt constante ce urmeaza a fi gasite. Anume, Inlocuind in
ecuatia initiala, gasim

(a(n+3)2 + B(n+3)+7)2" — (an® + fn +7)2" = (n®> + n — 1)2".
Facand calculele in partea stanga ajungem la identitatea
(Tan® + (48 + 78)n + T2 + 2403 + 77)2" = (n* + n + 1)2",
Egaland coeficientii termenilor asemenea se obtine sistemul (liniar)
Ta=1,48a+70=1,72a+240+ 7y =1

cu solutia
1 3 41 529
o = — = —— [
7 19" 7 343
Am ajuns astfel la solutia particulara
1, 41 529
— (2 42 on
#(n) (7” " 343)
Adumand acum solutiile gasite, obtinem tocmai solutia generala a ecuatiei
initiale
2 2 1
z(n) = Cy + Cycos % + Cs sin e + <7n2

41 529) o
3

BT REEYE]

6.1.3 Sisteme liniare cu diferente finite

Numim sistem liniar de k ecuatii cu diferente in k siruri necunoscute orice
sistem cu diferente de forma

unde sirurile n - a;;(n), 1 <i4,j <k, nkb(n), 1 <i <k sunt date. Ca de
obicei, un asemenea sistem se asociaza cu conditia initiala

(J) 21(no) = 27, ..., 1 (ng) = a7,

unde ng este un numar natural fixat, iar 20 = (29,...,2%) T, un vector fixat

din spatiul R*. Ne intereseaza in primul rand existenta si unicitatea solutiei
problemei (S) + (J). In acest sens, sa introducem notatiile
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(D1) A(n) = (ai(n)), b( ) = (bi(n), .., b(n)) T,
() (1(71, ())T,TLGN.

Problema in chestiune devine atunci

(E) z(n+1) = A(n)z(n)

(1) z(ng) = 2°.
Se deduce de aici ca, daca
(C1) A(n) este nesingulara, pentru toti n € N,

problema considerata admite solutie unica; adica, un singur sistem de giruri
z(n) = (x1(n), ...,zx(n)) care sa o verifice. Trecem acum la structura multi-
mii solutiilor lui (S) + (J). Pentru aceasta, vom asocia sistemul omogen

(S0) e

sau, vectorial (cu notatiile anterioare)
(Ep) z(n+1) = A(n)z(n).

Vom nota prin X multimea solutiilor din (F(N, R))* ale sistemului omogen
(Sp) (respectiv, ale ecuatiei vectoriale omogene (Ep)). Aceasta formeaza un
subspatiu liniar. Ne intereseaza si aici dimensiunea sa. In acest sens, urms-
torul rezultat (dat fara demonstratie) va fi util:

Teorema 6.1.5 Fie date k solutii vectoriale
y1= s i) s s Uk = Ukt o Yrr)
ale ecuatiei (Ey). Afirmatiile urmatoare sunt echivalente:
(P1) {y1,...,yr} sunt liniar independente in (F(N, R))*
(P2) matricea [y;(n), ..., yx(n)] este nesingularda, in orice n € N

(P3) matricea [y1(no), ..., yx(no)| este nesingulara, pentru un ng € N.
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Pe baza acestui rezultat avem acum

Teorema 6.1.6 Multimea X a solutiilor din (F(N, R))* ale sistemului omo-
gen (So) (respectiv, ale ecuatiei vectoriale omogene (Ey)) formeazd un sub-
spatiu k—dimensional al lui (F(N, R)).

Demonstratie. (Schita) Fie ny € N fixat. Pentru fiecare i € {1, ..., k}, fie
y' solutia din (F(N, R))* a problemei (vectoriale)

(EY) z(n+1)=An)z(n), x(ng) = e
(Aici, ca de obicei, {ey, ..., ex} este baza canonica din RF.) Din
[y (no), ..., y*(no)] = [e1, ..., ex] = I (matricea unitate din M(k))

si rezultatul anterior, {y*, ..., y*} apare ca un sistem liniar independent in X.
(Vom numi acesta sistem fundamental de solutii ale sistemului omogen (Sp)).
Fie y = (y1, ..., yx) | solutie arbitrara a aceluiasi sistem. Avem, evident (din
formula dezvoltarii dupa o baza)

y(n0) = 11(no)y* (no) + - - - + yk(10)y" (no).
De aici, si din observatia privind unicitatea,

y = y1(no)y" + -+ + yx(no)y".

Teorema este dovedita. |
Putem acum raspunde la intrebarea privind structura multimii solutiilor

sistemului cu diferente (S).

Teorema 6.1.7 Formula
(R1) z(n) = Ciy*(n) + -+ Cyy¥(n) + z(n), n € N

unde {y',...,y*} este un sistem fundamental de solutii ale sistemului omogen
(So), (Ch,...,Ce)" un vector arbitrar din R* iar z o solutie particulard a
sistemului (neomogen) (S), reprezinta expresia solutiei generale a sistemului

(S).
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O problema naturala este, desigur, aceea a gasirii unei solutii particula-
re a lui (S). Fie {y',...,y*} un sistem fundamental de solutii pentru (Sp).
Cautam respectiva solutie particulara sub forma

z(n) = Ci(n)y'(n) + - + Cr(n)y*(n), n € N,

unde sirul vectorial (C}(n), ..., Ck(n))" urmeaza a fi determinat. Mai exact,
sa impunem conditia

(C2) ACI(n)yt(n) + -+ + ACr(n)y*(n) = b(n), n € N.
Matricea sistemului este nesingulara; si, deci, acesta are solutia unica
ACi(n) = Ci(n+1) — Ci(n),...,ACk(n) = Cx(n+ 1) — Cx(n),

ceea ce permite determinarea sirului vectorial (Cy(n), ...,Cx(n))". Se vede
usor ca z(n) astfel definita verifica sistemul considerat; nu mai dam alte
detalii.

Un caz particular important este acela in care sirurile coeficient a;;(n),
1 <i,5 <k, sunt constante. Este vorba deci de sistemele cu diferente

z1(n+1) = an(n)zi(n) + - + aix(n)ar(n) + bi(n)

sau vectorial (cu notatia A = (a;;))
(E) z(n+1) = Az(n) + b(n).

Aspectul care trebuie subliniat aici este acela al determinarii directe a unui
sistem fundamental de solutii pentru sistemul omogen

(50) e
rp(n+1) = apzr(n) + - - - + aprar(n)

respectiv, pentru ecuatia vectoriala omogena
(Eo) x(n+1) = Az(n)
Mai exact, din ecuatia insasi avem

z(n+k)=A*z(n), ne N, k> 1.
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Introducem polinomul caracteristic al lui A:
P(X) =det(A—X) = (=D)"A +r M o o A 4

(Este important de observat ca ry # 0; deoarece matricea A este nesingulara,
conform cu ipoteza (C1).) Deducem de aici, conform cu Teorema Cayley—
Hamilton (Sectiunea 1.1.3):

(=D)*z(n+k)+ran+k—1)+-+ra(n) =0, n€N.
Adica, toate girurile componente (z1(n),...,zr(n)) ale solutiei lui (Sy) sa-
tisfac una si aceeasi ecuatie cu diferente de ordin k, cu coeficienti constanti.

Aceasta permite determinarea unui sistem fundamental de solutii pentru (Sy)
si deci a solutiei acestuia.

Exemplu. Sa se rezolve sistemul cu diferente
z(n+1) =z(n) +4y(n), yn+1)==z(n)+yn).

Matricea sistemului i polinomul ei caracteristic sunt

(1 4\ _ 1—A 4 2 oy
A= (1) rwman (171, ) owonas

Rezulta ca ambele componente satisfac
z(n+2) —2z(n+1) — 3z(n)=0;y(n + 2) — 2y(n + 1) — 3y(n)=0.
Ecuatia caracteristica (data de polinomul caracteristic) este
A =2\ —3=0; curadacinile \; = =1,y = 3.
Rezulta forma acestor componente ale sistemului
z(n) =C(=1)"+C2-3" y(n)=C5(—=1)"+Cy- 3"

unde C, Cy, C3, Cy sunt constante. Pentru a reduce (la doud) numarul aces-
tora, verificam sistemul initial cu aceste siruri si avem

Cy(=1)™ + Cy - 37+ = Oy (—=1)" + Cy - 37 + 4[Cy(—1)" + Cy - 37]
Cs(—1)™1 4 Oy - 37 = Oy (= 1) + Cy - 37 + Ca(—1)" + Cy - 37
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Identificand coeficientii pe langa (—1)" si 3" avem
—Cy =C1+405,3C, = Cy +4Cy, —C5 = C1 + C3,3C, = Cy + Cy.
Se obtine astfel solutia
Ci=2a, Co=28, Cs3=a, Cy,=0
cu «, 3 constante arbitrare. Si de aici solutia sistemului in cauza

z(n) = —2a(-1)"+28-3", y(n)=a(-1)"+75-3"

()= (257 %0 (5)

Am obtinut astfel si un sistem fundamental de solutii ale sistemului

v(n) = ( - ) (—1)", w(n) = ( . >3n.

In ce priveste determinarea unei solutii particulare a sistemului neomogen
(S), metoda generald a fost deja expusa in cazul neconstant. Exista i aici
posibilitatea de gasire mai directa a acesteia, daca termenul liber este de
forma

sau, matricial,

b(n) = (R(n) cosnb + S(n)sinnh)p"

unde R(n), S(n) sunt polinoame cu coeficienti vectoriali. Anume, se va cauta
acea solutie de o forma apropiata celei deja scrise; nu mai dam alte detalii.

6.1.4 Aplicatii la calculul puterilor unei matrici

Fie £ numar natural dat si
A = (a;;), matrice (patrata) din M(k).
Sa notam puterile acesteia in modul urmator

A" = (a;j(n)), n=12 ...
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Ne propunem in continuare sa gasim expresia sirurilor (a;;(n)),1 < i,j <
k, aparute in aceasta reprezentare. In acest sens, plecam de la polinomul
caracteristic al matricei noastre

P(\) =det(A =) = (=) +r N o A 47

Conform Teoremei Cayley—Hamilton, matricea in chestiune satisface propria
sa ecuatie caracteristica

(P1) (=1)*A* 4 ARt A+ = 0

sau, iInmultind cu A", (pentru n arbitrar)

(P2) (—1)kA™MF fp  Anth=t ooy (A 4 AV =0, n € N.

Trecand la elemente, avem deci (pentru i < ,5 < k)

(—1)kaij(n + k)+r1aij(n + k— 1)+ <+ 'r’k,laij(n + 1)+7’kai]~(n) = O, n € N.

Cu alte cuvinte,sirurile componente ale puterilor matricii A satisfac una si
aceeasi ecuatie liniara cu diferente de ordin k£, omogena. Fie

z1(n), ..., zr(n), n € N

un sistem fundamental de solutii ale acestei ecuatii.Rezulta de aici reprezentarea
sirurilor componente

(R1) a;j(n) = CZ-(jl)Zl(n) + C,-(jz)zg(n) + C’Z-(f)zk(n),n EN, 1<4,5 <k,

unde

1 k
C® = (C}}),., "W = (CFf)
sunt matrici cu elemente constante. Avem, deci,
(R2) A" = z;(n)CW + 2,(n)C® + - + 2. (n)C* n € N,

Matricile constante C(M, ..., C®) se pot determina prin identificarea expresi-
ilor anterioare cu A° = I, A, ..., AF1:

21(0)0(1) + 22(0)0(2) 4+ Zk(o)c(k:) —7J
2(1)CW + (1) + -+ 4 2,(1)C* = A
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In felul acesta, ajungem la reprezentarea puterilor matricii noastre.

Exemplu. Sa se gaseasca o reprezentare a puterilor matricii
A= ( _1 ; ) . Polinomul caracteristic al matricii noastre este
1—A 1 9
P(\) = det(A — \I) = det 1 3. =" —4N+ 4

Radacinile acestui polinom sunt A\; = Ay = 2. Un sistem fundamental de
solutii asociate acestora este

z1(n) = 2", 29(n) =n2", n € N.
Urmeaza de aici reprezentarea

A" =2"P 4 n2"Q, ne N,

P— (pn p12>’ Q:<QI1 Q12)
P21 P22 G21 (422

sunt matrici care trebuie determinate. Avem

unde

20.P+0.-2.Q=12"-P+1-2'.Q=A.

De aici rezulta imediat expresia acestor matrici
1
P=1, in(A—QI).

In final, ajungem la reprezentarea

A" =2" . [+ n2" Y (A—2I), n € N.

Probleme propuse la §6.1

1. Dacd P(n) = aon®+an*~1+---+ap_1n+ay este un polinom de grad
k sa se arate ca A¥1P(n) =0, VnéeN.
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2. Fie S,, suma primilor n termeni ai girului 0,1,1,2,2,3,3,4,4,.. Sa se
gaseasca o formula pentru (S,,) si sa se arate apoi ca

Sptq — Sp—q = pq, oricare ar fi p,g € N cup > q.
(Indicatie.Se va lua cazul n = par, n = impar.)

3. Sa se rezolve ecuatia liniara z(n+1)—2z(n) = b(n) pentru urmatoarele
forme ale termenului liber:

b(n) =5", b(n) =2", b(n) = arctg (n), b(n) = (2n + 3)2".

4. Sa se determine acea solutie z(n) a ecuatiei liniare
5
z(n+2) + E:L‘(n—I— 1)—xz(n)=0, ,né€N,

cu proprietatea lim z(n) = 1.
n—oo

5. Sa se rezolve ecuatia liniara z(n+3) — 3z(n+ 1) +2z(n) =b(n) pentru
urmatoarele forme ale termenului liber

b(n)=n+1, b(n)=(n*>-1)2", b(n)=3"

6. Sa se rezolve sistemele cu diferente finite
r(n+1)=z(n) —y(n), yin+1) = z(n)

(n+1) ==z(n) +y(n) + 2n, y(n+1) ==z(n) —y(n) + 1
z(n+1) =y(n) +z(n),y(n +1) = z(n) + 2(n), 2(n + 1) = z(n) + y(n)
) a(n+1) = y(n) + 1, y(n+1) = 2(n) +n, 2(n+1) = 2(n) +n’.
Indicatie.La sistemele neomogene se va folosi metoda eliminarii.)

7. Sa se calculeze puterile A™ (n > 1), daca

W a=(1,). moa-(°¢)

0 01 0 o «
(¢c) A= 0 1 0 [, d A=]1 0 «
1 00 1 10
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6.2 Elemente de programare dinamica

6.2.1 Notiuni de baza

Programarea dinamica este o tehnica de rezolvare a unei clase speciale de
probleme de optimizare, numite probleme de decizie. Acestea apar in studiul
unor sisteme controlabile (adica, sisteme la care putem interveni in evolutia
lor prin decizii sau comenzi).

Sa admitem ca am definit un anume sistem (notat (SD)) prin intermediul
unui model matematic. In cadrul acestuia, oricare stare (pozitie) a sistemului
in discutie este caracterizata de un anumit numar de parametri, numiti si
coordonate de faza ale sistemului. Daca notam acestia prin Ay, ..., A\,,,, atunci

= (M,..; \) " (element din R™)

va defini starea sistemului. Multimea tuturor acestor stari va fi o parte X
din spatiul R™ (numit spafiul fazelor sistemului).

O ipoteza esentiala care o vom face aici este ca momentele de timp in care
se observa (se dirijeaza) sistemul sunt momente discrete, notate conventional
0,1,..., k,...; multimea acestora este deci N. Ele se vor numi etapele de
evolutie ale sistemului. Sa mai punem, pentru k € N,

(D1) X} = multimea starilor sistemului la momentul k.

In ce priveste evolutia sistemului (SD), vom admite ca aceasta nu poate
avea loc fara o interventie exterioara. Din punct de vedere matematic, ea
este descrisa de un anumit numar de parametri (numiti variabile de decizie).
Notand acestia prin pi1, ..., i1, va rezulta ca vectorul

a=(p1,..., ttp) " (element din RP)

caracterizeaza decizia in cauza. Multimea tuturor acestor decizii va defini o

parte A din RP (numit spatiul deciziilor). Sa introducem conventia, pentru
ke N, xe X

(D2) A(k; ) =multimea deciziilor ce pot fi luate asupra sistemului
in momentul &, daca starea lui (in acel moment) este x.

Fiecare decizie a € A(k;x) are ca efect aducerea sistemului la momentul
k + 1 intr-o alta stare, notata FE(a;k,z). Cele doua expresii introduse ne
permit acum sa determinam
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(D3) Xi+1(k; v) = multimea starilor sistemului la momentul & + 1
in ipoteza ca, la momentul k, acesta se afla in starea x.

Anume, se poate scrie
(R) Xpr1(ksz) = {E(a;k,2); a € A(k;z)}.

Acum, date momentul k si starea x € X}, vom conveni ca aplicatia
ab E(a;k,x) (dela A(k;z)la Xp(k;x))

sa identifice element cu element aceste multimi. Adica, vom considera ca intre
decizia a € A(k;x) si efectul acesteia, definit de starea E(a; k,z) € Xyy1(k;x)
nu putem face vreo distinctie. In felul acesta, vom putea interpreta elementul
y din Xy, (k; x) atat ca stare a sistemului (obtinuta prin aplicarea unei decizii
de transfer) cat si ca decizie de transfer a sistemului (in aceasta stare). In
fine,sa mai notam

(D4) Xi(k+1;2) ={y € Xi; z€ Xpn1(k;y)}, 2 € Xpy1, k€ N.

Adica, Xy (k+ 1; z) reprezinta multimea tuturor starilor din X}, de la care se
poate ajunge printr-o decizie de transfer, in starea z € Xy 1.

6.2.2 Principiul de optimalitate Bellman

Dupa cum s-a mai spus deja, evolutia unui sistem de tip secvential este
condusa prin decizii luate de catre un observator exterior sistemului (numit
decident). Pentru a motiva deciziile luate, este necesar sa introducem un
criteriu care sa reflecte interesul decidentului pentru tranzitiile de stare ale
sistemului considerat. In acest scop, vom atasga fiecarui moment k € N, o
functie de utilitate partiala vy, definita prin conventia

(D1) vk (x, y)=utilitatea aducerii sistemului din starea = € Xj,
(in momentul k) la starea y € Xj41(k; ) (in momentul k+1).

Urmatoarea problema apare acum ca importanta. Fie r, un numar natural
dat si g € Xo,z, € X, doua stari date.Numim politica de la xy laxz,, orice
succesiune de stari

A(xg, z,) = {xo, X1, oo, Tp_1, Ty }

cu proprietatile
Tp41 € Xk+1(k3;$k), 0<k<r-—1.

Oricarei asemenea politici 1i putem asocia o utilitate totala



220 Mihai Turinici

(DQ) U(A<x0; x’r)) = /UO('IOa l’l) + /Ul(xla xZ) + -+ 'U'r—l(x'/‘—la a’;T’)‘
Problema enuntata este acum urmatoarea

(P) In multimea politicilor de la zg la z,, si se giseascd
aceea de utilitate totala optima (maxima sau minima).

Inainte de a indica modul de rezolvare a problemei este necesar in prealabil
sa punem in evidenta o proprietate importanta a politicilor extremale. Data
politica A(xg,x,) ca mai sus, fie i,j cu 0 < i < j < r doud momente
intermediare si x; € X;, x; € X starile corespunzatoare din A(zg,z,). Vom
numi sub—politica (a politicii initiale) relativ la aceste stari (si momente)
succesiunea de stari (din A(xg, z,))

A(J?i, {Ej) = (377;, Lig1y-eey l‘j_l, Ij).
(Cu alte cuvinte, o sub—politica nu este altceva decat un ”segment” al unei
politici).
Urmatorul rezultat cunoscut sub numele de ”Principiul de Optimalitate
Bellman” este fundamental in teoria pe care o prezentam aici:

Teorema 6.2.1 Daca politica A(xg, x,) este optimala (intre xo $i x,.), atunci
orice sub-politica a acesteia, A(x;, x;) este, de asemenea, optimald (intre x;
i xj).
Demonstratie. Sa presupunem ca sub—politica

A(l‘z‘,Ij) = (i, Tiy1, -~-7$j—1>$j)
n-ar fi optimala, intre z; si ;. Ar exista atunci o alta sub-politica (intre x;
sl ;)

A* (i, 15) = (Tiy T g, 0, Tj_y, T5)

pentru care utilitatea total 2 v(A*(x;, x;)) ar fi mai buna (respectiv: mai mica
in cazul minimului §i mai mare in cazul maximului). Dar atunci, politica
(intre zo si z,)

* * *
A" (0, Tr) = (T0y ooy Tis Ty gy ooy Tj 15 Ty T 1y oy T

ar fi, la randul ei, mai buna decat politica A(xg,z,), ceea ce este imposibil
prin ipoteza. Deci, A(x;,x;) este optimala. n
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Cu alte cuvinte, o politica optimala este compusa numai din sub—politici
(segmente) optimale. Deci, dacad macar una din sub-politicile unei politici
date nu este optimala, atunci nici politica in ansamblu nu este optimala.

Prin aceleasi tehnici ca mai sus se poate demonstra urmatoarea extensie
a principiului anterior:

Teorema 6.2.2 Fie xg € Xy, x; € X;, x; € X;, v, € X, patru stari date,
cu 0 <i<j<rgl(x,z), opolitica data (optimala sau nu) de la x; la
xj. In multimea politicilor de la xo la x, care contin I'(x;, x;) ca sub—politicd,
cea mai bund este aceea care se obtine completand I'(x;, x;) cu o sub—politica
optimala de la xo la x; $i o sub—politica optimala de la x; la x,.

In particular, daca ¢ = 0,7 = r, rezultatul enuntat se poate considera
identic cu precedentul.

Sa introducem 1in final inca o conventie. Fie zy € X stare data. Numim
politica cu punct de plecare xg, orice succesiune

A(xg) = (To, T1,y ooy Ty -

in care
Tr+1 € Xk+l(k;$k>7 k= 07 1727

Sa notam ca, datorita infinitatii de stari cu care se opereaza, notiunea de opti-
malitate definita anterior este aplicabila aici doar in mod secvential. Anume,
vom zice ca o asemenea politica este optimala daca, pentru orice n, sub—
politica sa A(x, ..., x,) este optimala (in sensul deja cunoscut). Alte aspecte
vor fi discutate ulterior.

6.2.3 Formule de recurenta. Cazul orizontului finit

Principiul de optimalitate formulat mai inainte ne permite sa construim in
mod recurent politicile optimale. Aceasta se poate face in doua moduri
posibile:

(i) in sens crescator al momentelor (analiza prospectiva)

(ii) in sens descrescator al momentelor (analiza retrospectiva).

(A) Cu privire la prima varianta, situatia se prezinta astfel. Fie r > 0 un
moment dat i S C X, o multime de stari fixata. Pentru fiecare alt moment
k > r si fiecare x € X, sa notam
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W, x(S;x) = utilitatea optima a politicilor de la una din
(D1) 2 .
starile lui S la starea z.
Ne intereseaza in continuare constructia marimilor
Wok(S;2), k>r, v € X
Desigur, pentru k = r 4+ 1, avem
(R1) W, s1(S;2) = opt{v,(z,2);2 € SN X, (r + 1;2)}.

Se pune problema ce se intimpla pentru & > r + 2. In acest sens, urmatorul
rezultat se dovedeste esential.

Teorema 6.2.3 Avem relatiile de recurentd (pentru k > r + 2)
(R2) W, k(S;2) = opt{W, k—1(S,y) + vk—1(y,2);y € Xp—1(k,2)}.
Demonstratie. Fie (cu notatiile anterioare)

Az, x) = (Tp, Tpg1,y ooy Tp—1,T) CU T, €S,

acea politica avand ca punct de sosire starea xz, pentru care se realizea-
z& optimul W, x(S;z).Conform Principiului de Optimalitate Bellman, sub-
politica

ATy, 1) = (Tpy Tpg1y ooy Tp—1)
trebuie sa fie, de asemenea, optimala printre toate sub—politicile care au
x, € S drept stare initiala si x;_1, drept stare finala. Ca atare, valoarea ei
este obligatoriu W, x_1(S; xx—1) si deci

(A2, ) = Wip1(S5 2p-1) + vg—1(Tg-1, ).

Pe de alta parte, oricare ar fi starea x},_; € Xj_1(k;z) si sub—politica
A/(ZE;,JI;C_I) = (x;vx;—i-l? "'7x;c—1>7 ZE;, €5,
cu v(A' (2], xy,_q)) = Wyp—1(S; z;_q), este clar ca politica
A/(l‘;, x) = (x;"a $;+1, Tt x?cflv x)

are, in cel mai bun caz, utilitatea totala

V(A (z), @) = Wi (S5 252y) + v (2)2y, @)
identica cu aceea a politicii A(z,, z). Aceasta incheie argumentul. ]

Rezultatul obtinut permite obtinerea, din aproape in aproape a marimilor
care ne intereseaza. Astfel, de pilda, pentru k = r + 2
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(R3) Wippa(S;2) = opt{ Wi 1 (S; ) + vrga (v, 2);y € Xppa (1 + 252) )
Sa notam cu aceasta ocazie ca, daca T' C X este data si punem

(D2) W,.x(S;T) = valoarea otima a politicilor de la una din starile lui S la
una din starile lui T,

atunci, cu cele spuse dinainte, este clar ca
(R4) W, (S;T) = opt{W, x(S,z); x € T}.

Avem astfel posibilitatea sa calculam si astfel de valori optime intre multimi
de stari.

(B) Analog se prezinta lucrurile si in sens retrospectiv.Anume, fie £ > 0 un
moment dat si 7' C X}, o multime de stari fixata. Pentru fiecare alt moment
r < k gi fiecare x € X,, sa notam

(D3) W ,k(x, T) = utilitatea optima a politicilor
de la starea x € X, la o stare din 7T.

Ne intereseaza In continuare marimile
Wok(x,T), 0<r <k, xeX,.
Pentru r = k — 1 avem, evident,

(R5) Wi_1k(x,T) = opt{vg_1(z,2); 2 € TN Xp(k —1;2)}.

Pentru r» < k—2 calculul marimilor in cauza se face in conformitate cu urma-
torul rezultat (simetric fata de precedentul) pe care il dam fara demonstratie:

Teorema 6.2.4 Avem relatiile de recurenta
(R6) Wyk(z,T) = opt{v(z,y) + Wip11(y, T); ¥ € Xpa(r;2)}-

Deci, din aproape in aproape, toate marimile in cauza pot fi calculate.
In particular, daca S este o multime de stari din X,., atunci (cu notatia deja
introdusa) putem, de asemenea, scrie

(R7) W’r,k(sa T) = Opt{Wr,k(x7T)7 VIS S}
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De aici tragem concluzia cu caracter general ca, in fapt, analiza prospec-
tiva are aceeasi valoare ca si analiza retrospectiva in studiul politicilor opti-
male.

Exemplu. Sa consideram sistemul secvential definit de multimea de stari
(in fiecare moment)

Xr = [0,00), pentru k =0,1,2, ...
Multimea deciziilor asupra fiecarei stari (sau, echivalent, a rezultatelor aces-
tora), va fi definita prin conventia
Xyi1(k;2) = {y € Xp1;2%2 <y}, k€N, z € X.
Sa mai definim gi utilitatile tranzitiilor de stare. Anume, dat un sir (p,)
strict descrescator de numere din (0, 1) s punem, pentru k € N
vk (7, y) = prlr —yl, © € X, y € Xpya1(k; ).
Fie acum S = [0, 1] o multime de stari din X,. Ne intereseaza, pentru fiecare
k > 1, expresiile functiilor
Wi(x) = valoarea minima a unei politici cu originea
intr-o stare din S gi cu extremitatea in starea r € Xj.

In primul rand avem, cu conventiile anterioare
Wi(xz) = min{po(z — 9);0 <y <min(1l,z)}, z € [0,00),
ceea ce ne da

0, daca 0<z<1
Wi(w) = { po(x — 1), dacda x> 1.
Apoi, cu formula de recurenta din cazul prospectiv
Wa(z) = min{Wi(y) + pi(z —y); 0 <y <z/2}, z € [0,00).

Avem, din cele spuse anterior,
—DY; O<y=<l
Wi(y) — pry =
1y) Py { (o — p1)y — po, ¥ > 1.

Si atunci, obtinem formula de reprezentare

| mz/2, 0<zx<2
Wa(w) = { p(z—1), =>2.

Procedeul poate astfel continua in mod indefinit. Se gasesc astfel toate aceste

functii (Wy).
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6.2.4 Ecuatia functionala a programarii dinamice

Ne vom ocupa in continuare de construirea unei politici optimale in cazul
orizontului infinit. Fie din nou (SD) un sistem de tip secvential definit de
elementele

(a) multimea starilor: X, X7, ...,

(b) multimea deciziilor ce se pot lua asupra unei stari la un moment dat:
Xk+1(l€;$), kE=0,1,..,x € X,

(c) utilitatea unei tranzitii de stare: wg(x,y), pentru z € Xi, y €
Xis1(k;2), k=0,1,..., .

Fie © € X, stare fixata. Am numit politica avand ca punct de plecare
starea x, orice succesiune

Ax) = (x, 21, ..., Tp, ...)
in care
r1 € X4(0;2), 29 € Xo(L;21), ..., 2p € Xp(n — L5201), ...
De asemenea, am definit o asemenea politica drept optimala daca
A(x,x,) = (x,21,...,x,) este optimala pentru orice n.

In continuare, din motive de comoditate vom lucra in cazul stationar, carac-
terizat de
(C1) Xy = Xj, pentru toti k,h. (Multimile de stari ale sistemului sunt
aceleagi.) Fie X valoarea comuna a lor.
(C2) Xit1(k;x) = Xpya(h; ), pentru toti k, h. (Efectul unei schimbari de
stare nu depinde de momentul ales.) Fie X (x;+) valoarea comuna a acestora.
(C3) vk(z,y) = vp(z,y), pentru toti k, h. (Utilitatea unei tranzitii de stare
nu depinde de momentul ales.) Fie v(z,y) valoarea comuna a lor.

Sa introducem acum marimile, pentru k < n,

(D1) Wi.n(x)=valoarea optima a politicilor de la starea
initiala z € X} la o stare din X,.

In urma acestor ipoteze, marimile in cauza nu depind decat de diferenta n—k
si de starea z. Putem deci nota

(D2) F,(z) = Wy jsn(z), pentru un k € N.
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Definitia e consistenta (nu depinde de k). Avem deci pentru orice z

(D3) F,(x) = utilitatea optima a unui numar de n tranzitii
de stare, incepand cu starea x.

Fie acum data o politica optimala A(z) (corespunzand unei multimi nu-
marabile de tranzitii de stare). Conform definitiei, avem pentru orice rang
n

(R1) F,(z) = valoarea (optimala) a sub—politicii A(z, z,,).
Intuitiv, este normal sa acceptam ca, daca

(C4) F(z) = Jim F,(x) exista, Vo € X

atunci, (prin conventie)

(R2) F(z) = valoarea optimala a politicii A(x), Vz e X.

Sa notam ca, datorita relatiilor de recurenta (din cazul orizontului finit),
avem (cu notatia Fy(z) =0, z € X)

(R3) Foi1(z) = opt{v(z,y) + F(y); y € X(x;+)}, v € X, ne€ N.

Deci, trecand formal la limita (pentru n — o0o) ajungem la o caracterizare
a valorii optimale in chestiune:

(RB) F(x) =opt{v(z,y)+ F(y); y € X(z;+)}, = € X.

Vom numi aceasta ecuatia functionala a programarii dinamice datorata lui
Bellman.

Sa precizam in continuare unele conditii care dau legitimitate operatiilor
de mai sus. In acest sens, admitem deocamdata ipoteza

(C5) 0 e X ,X(0;+)={0},v(0,0) =0.
Facem notatia

(D1) X[ = {o € X; [l < A}, A> 0.
Sa mai admitem inca o ipoteza de forma

(C6) {v(z,y); x € X[N],y € X(z;+)} este marginita, VA > 0.
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In acest caz, functia ¢ : [0,00) — [0, 00) daté de

(D5) ©(A) = sup sup{v(z,y);y € X(x;4+)}, A >0
z€X [N

este bine definiti si cresciittoare pe [0,00). In plus,avem si ¢(0) = 0 (datorita
lui (C3)). Mai notam,in fine,si evaluarea utila

(R4) v(z,y) < p(llzl)), =eX, ye X(z;+)

Putem acum da raspunsul la intrebarea pusa anterior.

Teorema 6.2.5 Sa presupunem ca exista un o € (0,1) cu proprietatile

(C7)  sup |ly|| < allz||, pentru orice x € X
yeX (z3+)

(C8) D _w(a™\) este convergentd, pentru orice A > 0.

Aw loc concluziile:

(P1) Functiile (F,, : X — R; n=1,2,...) introduse prin formula (D2) sunt
continue in origine, $i nule in acest punct. Sirul (F,) converge uniform pe
X[A] (oricare ar fi X > 0) catre o functie F : X — R, continua in origine
st nuld in acest punct, care satisface ecuatia functionald (RB).

(P2) Functia F astfel definita este unica in raport cu proprietatile mentionate;
adica ecuatia (RB) are o singura solutie in clasa functiilor de la X la R care
sunt continue in origine si nule in acest punct.

Demonstratie. (Schitd) Se aratd mai intai ca, daca G : X — R, H :
X — R sunt doua functii date, si

G*(z) = opt{v(z,y) + G(y); y € X(2;+)}, v € X,
H*(z) = opt{v(z,y) + H(y); y € X(z;+)}, = € X,

atunci In mod necesar

(R) [G*(z) — H*(z)| < sup [G(y) — H(y)|, v € X.

yeX (i)
Acest fapt,combinat cu (R3)+(R4),ne da (din (C7))

(R6) |Fupa(2) = Fu(2)] < p(a”|[z]]), =€ X, n=>0.
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Deci,cu necesitate,

(R7) sup |Fhi(z) — Fu(2)] < @(a™X), X >0.

z€X ()]

Aceasta, cu Criteriul de comparatie Weierstrass (Sectiunea 4.4.3) arata ca
sirul (£, : X — R; n = 1,2,...) converge uniform pe X|[\|, oricare ar fi
A > 0. Pe de alta parte, pentru orice n > 1,

(R8) F,, este continua in x = 0 si F,,(0) =0,

dupa cum rezulta imediat din (C8) (termenul general al unei serii convergente
tinde la zero). Ca atare, functia limita

F(z) = lim F,(x), z€ X

n—oo

este, de asemenea, continua in x = 0 si nula in acest punct. In plus, din
proprietatile operatiei "opt” este clar ca F satisface (RB). In fine, daci F si
G ar fi doua solutii ale lui (EB), este evident, in conformitate cu evaluarea
(R5), ca F' = G. Teorema este astfel demonstrata. n

Probleme propuse la §6.2

1. Fie un sistem dinamic de tip secvential definit prin

a) multimile de stare X; = [0,1], i =0,1,2,...;

b) multimile de tranzitie X; 1(i;2) = {y € X;11; 2* <y}, r € X;, unde
1=20,1,2,..;

1
c) utilitatile tranzitiilor de stare v;(z,y) = ?|2x —yl,z € X;,y €
i

X,L+1(’L, l’), 1= O, 1, 2, cee
Se cere sa se calculeze valorile optime (maxima sau minima ale politicilor
A = (xg, x1, T2, 3) In conditiile

i) zo € [0, 1] iar a3 este nedeterminaté;
ii) xo este nedeterminata iar z3 € [0,1];

iii) @1,z sunt stari fixate din X7, respectiv X.
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2. Fie un sistem dinamic de tip secvential definit prin elementele

a) multimile de stare X; = [0,00], i =0,1,2,..,;

b) multimile de tranzitie X, (i;7) = {y € X;11; 2'y <z}, v € X;, unde
0,1,2,..;

c) utilitatile tranzitiilor de stare v;(z,y) = x4+ vy, x € X;, y € Xi11(4; x),
i=0,1,2,... .

Sa se arate ca, pentru orice # € X, politica A = (z,271z, 2722, ...) este max-
imala printre toate politicile de forma I' = (z, 1, o, ...), 1 € X1(0;2), 22 €
Xo(1;21), ... Sa se calculeze efectiv valoarea politicii A.

l

6.3 Procese de tip continuu
(Ecuatii diferentiale)

6.3.1 Punerea problemei

Sa consideram data o functie f : 2 — R, unde (2 este un anumit domeniu
din R?. Fie, de asemenea, P(ty, o) un punct din 2. Consideram relatiile:

(E) v = f(tv I)
() x(tg) = mo.

Prima dintre ele se numeste ecuatie diferentiala de ordinul intai. Sensul
acestora este urmatorul: Sa se gaseasca acele functii derivabile ¢ F x(t) care
satisfac conditia initiala (I) si

(t,2(t) € Q, () = f(t,z(t)), VteT

unde I' = T'(P) este un interval deschis al axei reale, ce depinde de punctul
consderat. Din analiza unor exemple simple (ce le vom trata ulterior) se
poate observa ca multimea solutiilor lui (E) depinde de o constanta. A fost,
deci, natural sa asociem lui (E) conditia initiala (I), pentru a individualiza
acea functie. Ansamblul (E) + (I) se va numi problema Cauchy de ordinul
intaz.

Analog, fie data functia f : Q — R, unde  este un domeniu din RF*!.
Consideram relatiile
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k - y Ly /7 LR} B
(Ex) k) flt,x,x xk 1))

(Ik) x(to) = (p, ilfl(to) =, ...,$(k_1)(t0) = 1.

Vom numi (Ey) ecuatie diferentiala de ordinul k. Interpretarea acesteia este
analoga cu cea precedenta. Se poate constata si aici prin exemple ca solutiile
acestei ecuatii depind de k constante arbitrare. De aceea, apare necesitatea
impunerii unor conditii initiale de tipul (Ix), pentru a individualiza solutiile.
Ansamblul (Ex) + (Ix) se va numi problema Cauchy de ordinul k.

In fine, ca o extensie a lui (E) + (I), fie date functiile f; : Q@ — R,
1 <i <k, unde © este un domeniu din R¥*! gi un punct P(ty, 29, ...,2%) din
Q). Consideram relatiile

(Sk> .I'; = fi(taxla '-'7xk)7 1 S 1 S k
(J) @ito) =22, 1 <i<k.

Primul ansamblu de egalitati se numeste sistem diferential de ordinul intai.
Interpretarea lui (Sx) + (Jx) este urmatoarea: Sa se gaseasca functiile deri-
vabile t F z;(t), 1 <i <k, care satisfac (Jy) si

(21 (E), o 2n(t)) € Q, 2(8) = filt, 21(t), ., 24(t)), t€T,1 < i <k,

unde I' = ['(P) este un interval deschis al axei reale ce depinde de punctul
P. Solutiile (xy,...,2zx) ale acestui sistem depind de k constante arbitrare.
De aceea, pentru gasirea unui anume ansamblu de solutii a fost necesar sa
cuplam (Sk) cu (Jx); vom numi si aici acest cuplu, problema Cauchy. Este
important de subliniat ca (S) reprezinta de asemenea si o extensie a lui (E).
In adevir, dat sistemul diferential

(Sy) o) = xo, 2y = a3, ..., 0}y = Tg, ) = f(t, 21, ..., %)

componenta x; din solutia acestuia verifica (Ey). Reciproc, data ecuatia
diferentiala (Ey), este clar ca functiile (x,2’,...,2*~Y) sunt componentele
solutiei lui (Sj).

Ecuatiile diferentiale reprezinta un instrument de baza al modelarii diferitelor
fenomene cu caracter dinamic. O parte a acestora va fi abordata si in cele ce
urmeaza.
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6.3.2 Cateva tipuri elementare de ecuatii diferentiale

Sa trecem acum in revista unele tipuri ”elementare” de ecuatii diferentiale;
adica, ecuatii rezolvabile prin intermediul unor metode de calcul integral.
Desigur, nu este in intentia noastra sa prezentam in detaliu toate condi-
tiile tehnice care permit aceste rezolvari; dorim numai sa punem in evidenta
metoda ca atare.

(A). Incepem cu ecuatiile diferentiale de ordinul intai de forma
(ES) ' = a(t)b(z)

numite ecuatii cu variabile separabile. Aici, a si b sunt functii continue; iar a
doua dintre ele este nenula. Pentru rezolvare, scriem

dx dx
- = a(t)b(z) sau @ = a(t)dt.

Notand acum

ecuatia devine, prin integrare,

B(x) = A(t) + C; deci x =B ' (A(t)+C).
(Aici, B~! desemneaza inversa functiei B.) Constanta C se determina daca
se mai adauga la ecuatia in cauza si o conditie initiala.

Exemplu. Sa se rezolve problema Cauchy

11 2
x’:—g +x,(t>0,x>0), z(l) =1.
T

Vom scrie ecuatia sub forma

zdx @:} z dx B dt
1+22 ¢ 1+22 t

Efectuand integralele, obtinem

1 1
§1n(1+x2) :—lnt+C’:>ln(1+x2):lnt—2+2C.
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1
Se deduce 1 + 22 = K—

2’
K = 2. Deci solutia ecuatiei este data de formula

2 2
1+x2:t—2 sau x(t)zwt—Q—l,0<t§\/§.

(B). Sa trecem acum la ecuatiile de forma

(EO) v =1(3).

t

unde K = 2. Folosind si conditia initiald avem

numite ecuatit omogene. Aici, f este o functie continua. Pentru rezolvarea
lor se face schimbarea de functie

r =ty (deciz’ =y+ty).

Prin inlocuire se obtine o ecuatie (in functia y)

y+ty = f(y) sau y’zi(f(y)—y),

care, dupa cum se vede, este cu variabile separabile. Rezolvand aceasta dupa
metodologia deja indicata si revenind la substitutie, ajungem sa gasim solutia
ecuatiei.

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia

2+ t? x t
— =—+—, (t>0,2>0).
xt t x ( )

Cu substitutia z = ty (deci 2’ = y + ty'), ecuatia devine
, 1 11
y+ty =y+—, sau y = —- —-
Y ty
Scriem acum ecuatia sub forma
dy 1 1 dt dt
—_— = = — = d = — = / d — R
it~ t YW=5 A
Prin integrare gasim y2—2 =Int + C adica, y?> = 2Int + K, unde K = 2C. De

aici (cu conditia pusa), y = v2Int + K ; si, revenind la susbstitutie,
z(t) =tv2Int + K, t > 0, K = constanta arbitrara.
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(C). Un exemplu important de ecuatie diferentiala de ordinul intai este
(EL) ' = a(t)r + b(t)

numita ecuatie diferentiala liniara. Aici, a si b sunt doua functii continue pe
un acelagi interval. Sa notam pentru simplitate

At) = /a(t)dt (primitiva functiei a).

At

inmul‘gind ecuatia cu e~ 4" obtinem

' (e — z(t)a(t)e ™ = e=AOp(t)

sau, observand ca in stanga avem o derivata,

d

%(:L’(t)e_A(t)) — e AWp(t).

Integrand termen cu termen egalitatea, avem
z(t)e A = /e_A(t)b(t)dt +C.

(Am pus separat constanta de integrare in dreapta.) Deci

o(t) = A (c +/ e‘A(t)b(t)dt) .

Exemplu. Sa se rezolve problema Cauchy
¥ = 193 48, (> 0), (1) =0,
Aplicam formula anterioara de rezolvare. Avem
At) = /1dt = Int = AW =t — ¢ A0 = Z.

Deci, solutia generala este

x:t<0+/1t3dt> :t<0+/t2dt> :t<0+t§>.
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Din z(1) = 0 avem C + % =0deci C' = —%- Si atunci, solutia problemei este
functia z(t) = £(t* — 1), t>0.

(D). Un exemplu important de ecuatie reductibila la cea liniara este
(EB) z' = a(t)r + b(t)z”

numita ecuatie Bernoulli. Aici, a ,b au aceeasi semnificatie ca mai sus, iar «
este un numar real. Impartind cu 2, obtinem

x/

— =a(t)x' " +b(t).
xa
Aceasta sugereaza sa facem schimbarea de functie

/
/

1- : - Lo
r % =vy; deci (1—04)5_34.
Inlocuind in ecuatia initiald (dupi ce in prealabil inmultim cu factorul 1—a),
obtinem
y' = (1= a)a)y+ (1—a)bd),
care nu este altceva decat o ecuatie liniara in noua functie necunoscuta.
Aplicand metodologia anterioara, gasim solutia ecuatiei noastre.

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia diferentiala

' ! + ! (t >0, z>0)
T =—r+4+ 5 , :
t t2x2
inmul@im cu x? si gasim
2 1 1 3 1
T =—=2" + —-

t 2
Facem schimbarea de functie
y=2% deci y =32%2.
Se ajunge la ecuatia diferentiala liniara in y

[ _§ + E
YT e
Aplicam formula de rezolvare a acesteia

1
At) = —/3dt = 3Int = W = _.
t 3
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Obtinem solutia ecuatiei in y (cu formula indicata)

_1 3.3 ) =L 3
= (C+ [£ Sat) =5 (c+5¢)

Revenind la substitutie, gasim astfel solutia

1 3
z(t) = 5 (C’ + 2252), t >0, C = constanta arbitrara.

6.3.3 Rezultate generale de existenta si unicitate

Vom trece in continuare la studiul unor conditii standard in care problemele
formulate la inceput admit solutie (unica). Acestea vor avea rolul de a da
o imagine corecta a dificultatilor tehnice care apar in acest cadru cat si a
metodelor specifice utilizate aici.

(A). Fie I' un interval deschis al axei reale si 2 = I' x R. Consideram
data o functie f : Q2 — R cu

(C1) f este continua pe .

Fie, de asemenea, P(to,xo) un punct din €. Se poate lua in discutie problema
(E) 4+ (1) formulata anterior. Pentru o rezolvare a acesteia, mai avem nevoie
de conventia urmatoare. Zicem ca f satisface o conditie Lipschitz locala in
raport cu intervalul I' daca pentru orice interval compact (inchis i marginit)
© din T exista o constanta strict pozitiva L(0) asa ca

(D) [f(t,z) = f(ty)| < L(O)fx —y[, €O, z,y€R.
Sa acceptam in continuare ipoteza
(C2) f este local lipschitziana in raport cu I'.

Rezultatul fundamental de existenta si unicitate relativ la problema Cauchy
(E)+(T) este

Teorema 6.3.1 In ipotezele admise, pentru fiecare punct P(to,zq) din Q
existd o functie deriwabila unica t = z(t) de la T la R care sa verifice ecuatia
(E) si conditia initiala (I).
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Demonstratie. (Schiti) Incepem prin a nota ci problema (E)+(I) este
echivalenta cu ecuatia integrala (numita ecuatie de tip Volterra)

(EV) z(t) = xo + /t: f(s,z(s))ds, t €T.

Demonstratia se bazeaza pe proprietatea de derivare a integralei definite; nu
mai dam detalii. Sa trecem acum la etapele efective ale constructiei noastre.

Etapa 1. Fie © un interval compact al lui I' care contine ¢, in interior.
Dorim sa aratam ca ecuatia integrala (EV) admite o (singura) solutie pe
intervalul ©. In acest scop, construim girul de aproximante succesive (ale
problemei noastre)

(DZ) ZL‘[)(t) = Xy, te®
Toi1(t) = z0 4 f) f(s,20(s))ds, t€O, n=0,1,...

Sa evaluam diferentele dintre doua aproximante succesive. Fie L = L(O)
constanta Lipschitz introdusa de ipoteza (C2). Sa mai notam

p=supf{|zi(t) — zo(t)]; t € O}, p=sup{|t —to|; t € O}.

Avem, cu conditia Lipschitz, pentru toti t € ©

[wa(t) = 21(8)] = |fi, (£ (s, 21(5)) = f(s,70(s)))ds]| <
< |fi 1f(s,21(5)) = F(s,m0(s))|ds| < L [ (s) — wo(s)|ds| <
< L|[, uds‘ = pL|t — to.

In general, se obtine evaluarea
|[Tp11(t) — 2 (t)] < pL 0 te ©, neN.

Din inegalitatea

, teB, neN

nlt —to|" _ (Lp)"
pLi— = p—

si convergenta seriei numerice din dreapta rezulta, cu Criteriul de comparatie
Weierstrass, ca
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t—to|"
seria de functii ) /LL”Q
n

[ converge uniform pe ©.

n

Combinand acest fapt cu majorarile obtinute anterior, deducem ca seria de
functii Z(:an — x,,) este uniform convergenta pe intervalul respectiv; sau,

n
echivalent, ca girul de functii (x,,) converge uniform pe intervalul ©. Sa notam
2(t) = lim z,(t), t € © (limita uniforma a girului).

n—oo

Avem deci
o, — 0 pentru n — oo

unde, prin definitie,
0w = sup{fza(t) = 2(1)]; €O}, neN.
Sa mai facem notatia (pentru simplitate)
t
w(t) :x0+/ (s, 2(s))ds, t € ©.
to
Avem, din conditia Lipschitz si conventiile facute,

(i1 (8) = w ()] < [ 1£ (s, () = f(5,2(s))Ids| <
< LI} |za(s) — z(s)|d5‘ < Lpo,, t€©O, neN.

Aceasta arata ca girul de functii (x,) converge uniform gi catre functia con-
tinua w. Cum Insa limita uniforma este unica, urmeaza z(t) = w(t), t € O©;
adica, z este solutie, pe intervalul O, a ecuatiei Volterra (EV) (echivalenta
dupa cum am spus, cu (F) + (I)).

Fie acum y, o alta solutie, pe intervalul ©, a lui (EV). Sa punem

o = sup{[z(t) —y(t)|; t € O}.

Avem atunci (cu scrierea lui (EV) si notatia facuta)

[2(8) =y < |Ji) 17 (s, 2(5)) = f(5,y(s))Ids| <
< L[} |2(s) —y(s)|ds| < L ’ftto ads‘ =oL|t—ty, t €O.
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Tinand cont de scrierea lui (EV) si relatia obtinuta anterior,gasim

[2(8) = y(D)] < | 1£(s. 2(5)) = f(s,y(s))lds| <
t — to|?
L|f; |2(s) — y(s)|ds’ <L ‘ftto oL|s — t0|ds‘ = 0L2|20|, teo.
In general, avem evaluarile
L™t — to|" Lp)*
|2(t) —y(t)| < o | o o Sa(g) ,t€0, neN.

L n
Cum 1nsa lim (Lp)

= (0, urmeaza ca, necesar,
n—oo  nl

z(t) = y(t), pentru toti t € ©,
si, deci, solutia gasita este unica pe intervalul ©.

Etapa 2. Vom prelungi acum succesiv solutiile determinate pana la o solutie
pe intervalul T'. Fie (0,,) un sir de intervale compacte ce contin ¢, in interior,
cu

@oc@lc@QC"'; U@n:F

Conform etapei precedente, problema (E) + (I) are cate o solutie unica, z,,
pe fiecare interval ©,,. Definim atunci z : ' — R prin

z(t) = z,(t), dacate€ O,.

Definitia este consistenta, in baza proprietatii de unicitate. In plus, ecuatia
(E) este verificata pe intervalul I', dupa cum se poate ugor constata. Aceasta
incheie argumentul. |

Un caz particular remarcabil este acela al problemei Cauchy atagata
ecuatiei diferentiale liniare

(EL) ' =a(t)r + b(t).

Aici, a, b sunt doua functii continue definite pe un interval deschis I' al axei
reale. In adevar, daca © este un interval compact al lui I' gi

L(©) = sup{la(t)]; t € O},
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atunci, evident

[f(t,x) = f(t )l = la®)] |z —y| < L(Olz —yl, =,y € R.

Rezulta, conform teoremei demonstrate ca aceasta problema Cauchy are o so-
lutie unica pe intervalul I'. Expresia ei a fost deja gasita intr-un loc anterior.

Revenind la cazul general, o problema importanta de studiu ar fi urma-
toarea: ce se intampla cand conditia Lipschitz (C2) nu mai are loc. Un
raspuns posibil ar fi urmatorul. Zicem ca functia f : Q — R verifica o con-
ditie Lipschitz locald pe domeniul 2 daca, pentru orice P(ty, zo) din Q) exista
intervalele compacte I'(P) gi D(P) continand tg, respectiv zy in interior, gi
numarul strict pozitiv L(P), aga incat

Sa admitem acum ipoteza (C1) si
(C3) f este local lipschitziana pe domeniul €.

Dat punctul P(tg,xo) € €2, exista atunci un interval deschis maximal I'(P) C
I" si o singura functie derivabila ¢ - z(t) de la I'(P) la R care sa constituie o
solutie a problemei (E) 4 (I) pe intervalul I'(P). Maximalitatea intervalului
['(P) inseamna aici urmatorul lucru: nu exista un alt interval deschis I'*(P)
din I' care sa includa strict ['(P) si pe care sa avem definita o alta solutie a
problemei (E) + (I). Asta, in particular, ne spune ca, daca

P = (0, 8), T(P) = (a(P), (), @ < a(P) < §(P) < 3
atunci, avem fie §(P) = (3, fie f(P) < 3, caz in care cu necesitate
|z(t)| — oo pentru t — [(P).

(O concluzie analoga are loc si in punctul a(P).)
Ca o ilustrare a celor spuse, sa reluam problema Cauchy asociata unei
ecuatii cu variabile separabile

(ES) ' = a(t)b(x), x(to) = 0.

Aici, a este o functie continua pe un interval I' = («, 3), iar b, o functie
continua gi strict pozitiva pe un interval deschis A = (p, o). Presupunem ca
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b este local lipschitziana pe A; in acest caz, ipoteza (C3) se verifica, dupa
cum se vede, usor. Cu notatiile facute deja

A(t) :/t:a(s)ds, el B(x) = bc(zg)

am vazut ca solutia problemei este

z €A

x(t) = B Y(A(t)), teT(P).
Intervalul pe care exista solutia este definit de
(C4) A(t) apartine domeniului de definitie al lui B~

sau, echivalent,

lim+B(x) < A(t) < lim B(z).
T—p

r—0o—

Deci s-ar putea ca domeniul de definitie al solutiei sa nu fie identic cu in-
tervalul I' de la inceput. Aceasta este de altfel vizibil si pe cazul concret
tratat anterior. (De fapt, conditia Lipschitz pentru functia b nu era absolut
necesara aici; s-a pus totusi pentru a face legatura cu consideratiile expuse
anterior). In fine, este util de mentionat ca rezultatul de mai sus poate fi
extins chiar la domenii €2 care nu sunt neaparat de forma I' X R dinainte; nu
mai dam aici alte detalii.

(B). Fie din nou I un interval deschis al axei reale gi 2 = I'x R*. Consideram
dat un sistem de k functii f; : Q@ — R, 1 <4 < k si un punct P(tg, 2%, ..., z9)
din Q2. Ne intereseaza precizarea unor conditii uzuale in care problema Cauchy
(Sk) + (Ji) are solutie (unicd). Pentru aceasta avem nevoie de urmatoarea
conventie. Zicem ca functiile fi, ..., fi satisfac o condifie Lipschitz locald in
raport cu intervalul I' daca, pentru orice interval compact © al lui I' exista
o constanta strict pozitiva L(©) asa incat sa avem, pentru i € {i,...,k},

(D4) |fi(tax17"'7xk)_fi(tvyla' - Yk ‘ <L (Z|xl 7,> ;
teo, (xy,..,x1), (Y1, ....,yx) € R*.

Ca o extensie directa a rezultatului precedent, dam

Teorema 6.3.2 Sa admitem ca functiile fi, ..., fr sunt continue pe ) si local
lipschitziene in raport cu intervalul T'. Pentru fiecare punct P(to, 29, ..., 2%)
din  exista atunci un sistem unic de functii derivabile x1(t), ..., zx(t), de la
I la R, care sa satisfaca ecuatiile sistemului (Sk) si conditiile initiale (J).
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Demonstratie. (Schita) Se urmeaza in principiu rationamentul precedent.
Observam mai intai ca problema (S) + (Jx) este echivalenta cu sistemul de
ecuatii integrale (de tip Volterra)

(SV) zi(t) = 29 + /t fi(s,z1(s), .., xp(s))ds, t €', 1 <i<k.

Fie © un interval compact al lui I" care contine ¢y in interior. Construim
aproximantele succesive (ale problemei) prin

(0] 0 : :
x; (t)=2a), t€©,1<i<k; iar,pentru n >0,
(D5) { (t) P

Podan) (t) =0+ fi(s, m[ln](s), o a:L”](s))ds, t€0,1<i<k.

7

Se arata, ca la Teorema 6.3.1, ca girurile de functii

(x[ln})nel\ﬁ s (an]>n€N

converg uniform pe intervalul compact © catre un sistem de functii (21, ..., 2x)
despre care se arata ca verifica sistemul de ecuatii integrale Volterra (SV)
(deci, si problema (S;) 4 (Ji)) pe ©. In plus, functiile gisite sunt unice cu
aceasta proprietate. Prelungirea solutiilor gasite la intreg intervalul I" se face
ca mai Inainte. |

(C). Fie I un interval deschis al axei reale gi Q = I x R*. Consideram data o
functie f : Q@ — R si un punct P(to, ag, a1, ..., ax_1) din Q. Ne intereseaza i
aici conditiile uzuale in care problema Cauchy (Ej)+ (x) are solutie (unica).
Acestea pot fi direct deduse din rezultatul precedent. Mai precis, avem

Teorema 6.3.3 Sa presupunem ca functia f este continua pe 2 si local lip-
schitziana in raport cu intervalul T'. Atunci, dat punctul P(ty, ag, ..., x_1)
din Q, exista o singurd functie t - x(t) de la T la R, cu derivate pana la
ordinul k inclusiv, care sa solutioneze problema (Ey) + (Ix).

Demonstratie. Dupa cum s-a observat deja intr-un loc anterior, daca ¢
x(t) este o solutie a problemei (Ey)+ (1), atunci sistemul de functii (z1, ..., zx)
definit de conventiile

TN =T,Ty9 = I/, vy T = A

apare ca solutie a sistemului diferential

(S%) Ty =9, Ty = X3, e, T = T, T = [, 21, 0, Tp)
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cu conditiile initiale

(%) z1(to) = o, Ta(to) = ..o, Ti(to) = Q1.

Dar, din ipoteza, functiile care apar in membrii secunzi ai lui (S}) sunt
continue pe 2 si local lipschitziene in raport cu intervalul I'. Exista deci
solutie unica pe (I') a problemei Cauchy (S) + (J;) (se aplica aici Teorema
6.3.2). Tinand cont acum ca prima componenta a acestei solutii verifica in
mod necesar (Ej) + (Ii), concluzia reiese. ]

(D). Ca si mai inainte, se pune problema ce se intampla cand conditia Lip-
schitz anterioara nu are loc. Un raspuns posibil este urmatorul. Sa numim
functiile fy,..., fx, local lipschitziene in raport cu domeniul 2 daca, pentru
orice P(tg,2?,...,29) din Q existd intervalele compacte I'(P) si, respectiv,
Ay (P),...,Ax(P), continand t, si respectiv 2¥, ..., 2% in interior, precum si
numarul L(P) > 0 asa incat sa avem pentru toti i € {1,...,k}

(DG) |fi(t7x17 7Ik) - fi<t7y17 ”‘7yk)‘ < L(P) <i |xz - yz|> )

i=1

te(P), (z1,.., k), (Y1, -, Yr) € A1(P) X -+ x Ag(P).

Sa admitem acum ca functiile fi, ..., fx sunt continue pe 2 si local lipschi-
tziene in raport cu acest domeniu. Dat punctul P(ty,x?,...,2%) in Q, exista
atunci un interval deschis maximal I'(P) C I' gi un sistem unic de functii
derivabile (z(t),...,z(t)) de la T'(P) la R* care si constituie o solutie a
problemei (Si) + (Ji) pe intervalul I'(P). Este important si aici de subliniat
ca intervalul I'( P) nu coincide, in general, cu intervalul (deschis) I" dat initial.

In particular, se poate formula un rezultat de acest fel si pentru problema
(Ex) + (I). Mentionam si aici ca toate aceste consideratii se pot extinde la
domenii €2 arbitrare.

6.3.4 Ecuatii diferentiale liniare de ordin superior
Numim ecuatie diferentiala liniara de ordinul k, o relatie de forma
(E) aog(®)x® + ay ()Y + - ap_y ()2 + ap(t)z = b(t)

Aici, functiile ag(t), ai(t), ..., ax(t), b(t) sunt continue pe un interval deschis
I'; iar, in plus,
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(C1) ap(t) # 0, pentru toti t € I'.

De obicei, ecuatia scrisa se mai asociaza cu conditia initiala
! k—1
(I) I(to) :Oéo,x(t0> :Oél,...,.f(}'( )<t0) = Qf—1,

unde ty este un element al lui I, iar p = (ag, ..., 1) " este un vector din
RF. Cu privire la problema Cauchy (E) + (I), ne intereseaza dous aspecte:
(i) existenta si unicitatea solutiei (pentru un vector fixat p din R¥);
(ii) structura multimii solutiilor (obtinute cand p € R este luat arbitrar).
In ce priveste primul aspect, sd notim c& functia f : I'x R¥ — R definits
prin

flt,zy, . zp) = —ﬁm(b(t) —ap(t)ry — ag—1(t)ze — -+ - — ay(t)xy)
tel, (z1,..,7) € R

este continua si local lipschitziana in raport cu intervalul I'. Deci (tinand
cont de Teorema 6.3.3), problema Cauchy (E)+ (I) admite o singura solutie
x, definita pe intervalul I'. Mai exact, notand

CM(I) ={z:T — R; z este de clasi C* pe I'},

rezultatul in chestiune ne spune c exista un singur element z in C®)(T") care
sa verifice (E) + (1).

Trecem acua la structura multimii solutiilor lui (£); sau, ceea ce este
acelasi lucru, a solutiilor lui (E) + (1), pentru p € R* arbitrar. In acest scop,
vom porni de la ecuatia omogena atagata lui (E); adica

(Eo) ao(t)z® + ay )z + cedots + aj_1 (t)2' + ai(t)z = 0.

Sa notam cu X (I') multimea solutiilor lui (Ep); adica, multimea tuturor
functiilor z din C*)(T") care transforma (Ep) intr-o egalitate de functii. Pen-
tru a vedea cum este structurata aceasta multime, sa definim un operator
diferential L : C®)(I") — C(T") prin

(D1) L(2)(t) = ao(t)z® () + - - 4+ ar_1(t) 2 (t) + ar(t)2(t),
tel, ze CW().

Nu este greu de vazut ca acesta este un operator liniar:

(P1) L(z +vy) = L(z) + L(yr, L(Ax) = AL(x), A € R, x,y € CW(T).
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Combinand aceasta cu faptul ca
(P2) X(I) = {z € CW(T); L(z) = 0}

este clar ci X(T') apare ca subspatiu liniar al lui C®)(T"). Chestiunea care
se pune acum este aceea a dimensiunii acestui subspatiu. Pentru aceasta, sa
mai definim un operator diferential W : C®)(T") — (C(I"))*, prin formula

(D2) W(2)(t) = (2(t), 2'(t), ... 25 D)) T,t € T, = € CB(T).

Urmatorul rezultat (dat fara demonstratie) se va dovedi util pentru scopurile
noastre:

Teorema 6.3.4 Fie yy, ..,y un numdr de k solutii din C*)(T"), ale ecuatiei
omogene (Ey). Afirmatiile urmatoare sunt echivalente:

(P3) {y1,..,yx} este liniar independent in C*)(T).
(P4) matricea [Wyy(t), .., Wyk(t)] este nesingulara pentru orice t € T.

(P5) matricea [Wyy(to), .., Wyr(to)] este nesingulara (pentru un to€Tl).
Putem da un raspuns complet la intrebarea formulata anterior.

Teorema 6.3.5 Multimea X (') a solutiilor ecuatiei omogene (Ey) formeaza
un subspatiu k-dimensional al spatiului C*®(T).

Demonstratie. Am aratat deja ca X(I') este un subspatiu liniar. Fie
{e1,...,ex} baza canonica din R*. De asemenea, fie ¢, un element fixat din
. Pentru fiecare i € {1, ..., k} notam cu y; solutia, din C*)(T'), a probdemei
Cauchy

L(y;) = 0, W{(y:)(to) = €.

Aratam ca {yi, ..., yx} formeaza o baza in spatiul X (I'); vom numi aceasta
sistem fundamental de solutii ale ecuatiei omogene (FEy). In primul rand, din

(Wi (to), ..., Wyr(to)] = I, (matricea unitate din M(k))

si teorema precedenta, {yi, ..., yx} este un sistem liniar independent in X (T').
Fie acum y € X(I') o solutie arbitrara a lui (Ep). Avem

Wyl(to) = y(to)W (1) (to) + - - - + y* Y (to) W (yi) (to)
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(din descompunerea dupa o baza). De aici,( combinand cu partea de unicitate
din Teorema 6.3.3),

y=ylto)yr + ' (to)ye + -+ y* V(to)us.

Aceasta Incheie argumentul. ]

Putem acum sa ne intoarcem la problema structurii multimii solutiilor
ecuatiei neomogene (E). Avem in acest sens

Teorema 6.3.6 Formula
(R1) z(t) = Chyu(t) + -+ -+ Cryn(t) + 2(t), t €T,

unde C1, ..., Cy sunt constante arbitrare, {y,(t), ..., yx(t)} este un sistem fun-
damental de solutii ale ecuatiei omogene (Ey), iar z(t) o solutie particulara
a ecuatiei neomogene (E), reprezinta expresia soluiei generale a ecuatiei
neomogene (E).

Demonstratie. Nu avem decat sa observam ca diferenta dintre doua solutii
ale lui (F) este o solutie a ecuatiei omogene (Ey). u

O problema naturala care se pune in acest context este aceea a deter-
minarii unei solutii particulare ale ecuatiei neomogene (F). Se poate obtine
o asemenea solutie — prin aga—numita metoda a variatiei constantelor — daca
se cunoasgte un sistem fundamental de solutii {1, ..., yx }, ale ecuatiei omogene
(Ep). Anume, sa cautam solutia in chestiune z, sub forma

(R2) 2(t) = Cr(t)ya(t) + - + Crl(t)yr(t),

unde functiile derivabile C(t), ..., Cx(t) urmeaza a fi determinate. Mai exact,
sa impunem acestor functii conditiile (pentru toti ¢t € I')

Matricea acestui sistem este nesingulara, in baza Teoremei 6.3.4. Deci sis-
temul are solutia unica {C](t), ..., Ci.(t)} si ca atare se poate gasi (prin inte-
grare) sistemul de functii {Cy(t), ..., Cx(t)} care sa satisfaca aceste conditii.
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Se arata acum usor ca functia z(¢), data de (R2), este o solutie a ecuatiei
neomogene (F); nu mai dam alte detalii.

Un caz particular important pentru aplicatii este acela in care functiile
coeficient ag(t), ..., ax(t) sunt constante. Este vorba deci de ecuatia

(E) apr® + ayz® Y 4. pap_ 2+ ap = b(t), t €T,

unde ay, ..., a; sunt numere reale date, cu ay # 0. In acest caz, chestiunea
determinarii unui sistem fundamental de solutii ale ecuatiei omogene asociate

(Ev) apzr™ + a x4 a2 apr =0

cat gi aceea a determinarii unei solutii particulare ale ecuatiei (neomogene)
(E) capata unele aspecte specifice, descrise mai jos.

(A). Relativ la ecuatia omogena ( Ep), sa asociem acesteia urmatoarea ecuatie
algebrica (numita caracteristica) peste corpul complex C

(EC) ao N + a N+ ap A+ a, = 0.
Notam cu P(A) polinomul din partea stanga
PA) = apM\ +a M b fap A Fag, AeC
Daca v este o radacina reala de multiplicitate r a ecuatiei caracteristice:
P(y) = 0,.., PV (7) = 0,P"(y) #0
atunci, asociem acesteia functiile

i (t) =€, .. x.(t) =t t € R.

lar daca ¢ = a+if (deci si conjugata ei, ( = a—1i3) este o radacina complexa
de multiplicitate r, a ecuatiei caracteristice:

P(C) = O7P/(€) =0, "'>P(T71)(§) ’P(T)(C)

G G S =0 S #£0
P(C) = O’P’(C) =0, "'7P(T71)(C> = O7P(r)(C) 7é 0,

atunci, asociem acesteia functiile

11(t) = e* cos ft, ..., x,.(t) = t"1e™ cos 5t
Try1(t) = eMsin Bt, ..., 2o, (t) = t" Le*sin Bt, t € R.

Am ajuns astfel ca, la cele k radacini ale ecuatiei caracteristice (EC) (fiecare
numarata de atatea ori cat arata multiplicitatea ei) sa asociem un numar de
k functii {x1, ..., xx} (printr-o renumerotare a celor scrise anterior).
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Teorema 6.3.7 Sistemul de functii astfel determinat este un sistem funda-
mental de solutii ale ecuatiei omogene (Ey).

Demonstratie. (Schitd) Pentru prima parte ne vom limita doar la radacini
reale. Reamintim formula lui Leibniz de derivare (succesiva) a unui produs
de functii

(z- Zc’”h M), tel, r=0,1,.

Fie acum A\ numar real arbitrar iar m, numar natural. Avem atunci, pentru
orice r € {0, ..., k},

drm)\t mrh hmhd r
i o= (S 0t = (S e o

h=0

(Se vor lua in discutie cazurile 7 > m i 7 < m.) Inmultind in aceasta formula
cu a,_, si adunand rezultatele pentru toate valorile lui r, avem

L(tmeM) (Z Chtm- hP“”(A))

h=0

Deci, daca A = vy este radacina reala de multiplicitate r, a ecuatiei caracte-
ristice (EC'), atunci functiile asociate sunt solutii ale ecuatiei omogene (Ep).
(Analog se va proceda si la cazul complex.) Pentru a doua parte, vom admite
si aici — pentru simplitate — ca avem de a face doar cu radacini reale. Sa
presupunem, prin reducere la absurd, ca functiile (), ..., xx(¢) nu ar fi liniar
independente in C*)(T"). Ar exista deci constantele 6, ..., 6, nu toate nule,
asa ca
Oy (t) + -+ opap(t) =0, t €T

Putem transforma aceasta relatie in

(R3) Qu(t)e™ + -+ Q. (t)et =0, t €T.

unde polinoamele @1 (1), ..., Q,(t) nu sunt identic nule, iar =, ..., 7, sunt ra-
dacinile reale, distincte doua cate doua, ale ecuatiei caracteristice, de mul-
tiplicitati my, ..., m,., respectiv (unde my + - -- + m, = k). inmul‘gim relatia
(R3) cu e " gi notam vo — 41 = foyeey YVr — Y1 = fy. Avem, deci,

Qi(t) + Qa(t)e + -+ Q. (t)e" ' =0, t €T.
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Derivand aceasta identitate de un numar suficient de ori (mai exact,de
gr(@1) + 1 ori), obtinem

Us(t)e! + - + U ()" =0, t €T,

unde Us(t), ..., U,.(t) sunt polinoame de grad respectiv egal cu al polinoamelor
Q2(t), ..., Q-(t). (Am folosit aici faptul ca po, ..., i, sunt nenule.) Acum,
numerele ps, ..., p, sunt din nou distincte doua cate doua. Se poate relua
deci rationamentul precedent etc. Ajungem in final la o relatie de forma

(R4) V,(t)et =0, teT

unde V;.(t) este un polinom de grad egal cu acela al lui Q. (), iar v, # 0.
Acest lucru este insa imposibil. Contradictia la care am ajuns demonstreaza
afirmatia si, odata cu ea, teorema. |

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia diferentiala omogena
2" + 2" — 52’ + 3x = 0.
Ecuatia caracteristica asociata acesteia este
A4+ A2 —B5A+3 =0, curadicinile \; = Ay =1, A3 = —3.
Solutia generala a ecuatiei noastre este deci
z(t) = Cret + Oyte' + Cse™, t € R,

unde C1,Cy, (5 sunt constante arbitrare. Acestea pot fi unic determinate
printr-o conditie initiala impusa solutiei Astfel, de pilda, daca se mai cere In
plus

z(2) =0,2'(2) = -1,2"(2) =1

atunci sistemul care da constantele in cauza este

0162 + 20262 + 036_6 =0,
0162 + 30262 — 3C3€_6 = —1,
0162 + 40262 + 9C3€_6 =1

cu solutiile
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Rezulta solutia

1 1 3
P et gt -3(t-2) 4
x(t) 55°¢ Tote + 5G°¢ ,teER

care satisface ecuatia si conditiile initiale impuse.

(B). In ce priveste determinarea unei solutii particulare a ecuatiei diferentiale
neomogene (F), metoda generala de lucru este, dupa cum am aratat, aceea
a variatiei constantelor; aceasta este posibil aici, deoarece dispunem de un
sistem fundamental de solutii ale ecuatiei omogene. Exista insa anumite
situatii cand solutia particulara in chestiune poate fi determinata intr-un mod
mai simplu. Acestea se refera la termenii liberi de forma

b(t) = (M(t)cos Bt + N(t)sinBt)e™, t € R

unde M (t), N(t) sunt polinoame cu coeficienti reali iar «, 5 constante reale
(cazurile @« = 0 sau f = 0 fiind permise). In adevir, si notim m =
max{gr (M), gr (N)} si sa presupunem ca numarul A = o+ i3 este radacina,
de multiplicitate r, pentru ecuatia caracteristica asociata. (Desigur, cand
r = 0, aceasta ar insemna ca numarul in cauza nu este de fapt radacina a
ecuatiei caracteristice). Exista atunci posibilitatea de a determina o solutie
particulara a ecuatiei neomogene (£, de forma

2(t) =t"(U(t) cos Bt + V(t)sin ft)e™, t € R

unde U(t) si V(¢) sunt polinoame de grad cel mult m, care urmeaza a fi
determinate. Anume, daca tinem cont de o formula anterioara, avem

L(2)(t) = (U*(t) cos Bt + V*(t) sin Bt)e™, t € R

unde U*(t), V*(t) sunt polinoame de grad cel mult m, ai caror coeficienti
depind liniar de aceia ai polinoamelor initiale U(t), V(¢). Din identitatile

U*(t) = M(¢), V*(t) = N(t), t € R,

rezultd atunci coeficientii polinoamelor M (t), N(t), prin rezolvari de sisteme
algebrice liniare. Si astfel, solutia particulara z, a ecuatiei noastre a fost
determinata.

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia neomogena

" — 22" + 2 — 2z = (t+1)e*.
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Ecuatia neomogena asociata
2" = 22"+ 2 —2x=0
are ecuatia caracteristica
A —2X2 4+ X —2=0, curadacinile A\; = 2, \y = i, \3 = —i.
Un sistem fundamental de solutii pentru aceasta este
z1(t) = e*, 1y(t) = cost,x3(t) = sint.

Deci, solutia generala a ecuatiei omogene este

y(t) = Cre* + Cycost + Cysint

unde (', Cy, C3 sunt constante arbitrare. Cautam acum o solutie particulara
a ecuatiei initiale de forma

2(t) = (at + B)e”, t € R.
(Aceasta deoarece A = 3 nu este radacina a ecuatiei caracteristice.) Avem

2 (t) = (Bat + o + 35)e,
Z"(t) = (9at + 6a + 90)e*,
2"(t) = (27at 4+ 27a + 27[3)e.

Inlocuind in ecuatia neomogena initiala, ajungem la identitatea
(10t + 16a + 108)e™ = (¢ + 1)e™.

Egaland coeficientii termenilor asemenea, gasim
1 3
100 = 1,160 + 108 = 1 (i@:’ﬁ:_>.

Deci solutia particulara este de forma
1

3
2(t) = (mt - 50) e tel.

In acest caz, solutia generala a ecuatiei noastre este urmatoarea

1 3
x(t) = Cie? + Cycost + Cysint + (1075 _ 50) €3t’ teR,
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unde C', (5, C3 sunt constante arbitrare.
Sa observam in final ca, daca ecuatia initiala s-ar fi modificat in
" — 22" + 2 —2x = (t+1)e*
atunci, o solutie particulara a acesteia s-ar fi cautat de forma
2(t) = t(at + B)e*, t € R.

Aceasta deoarece A = 2 apare ca radacina (simpla) a ecuatiei caracteristice.
Alte situatii de acest fel pot fi tratate in mod asemanéator.

6.3.5 Sisteme diferentiale liniare

Numim sistem diferential liniarin k functii necunoscute, orice sistem diferential
de forma

(S) e

:IZ';C = akl(t)xl + -+ akk(t)xk + bk(t)

unde functiiile a;;(¢),1 < i,j < k i b;(t),1 < i < k sunt continue pe un
interval deschis I'. Ca de obicei, un asemenea sistem se asociaza cu conditia
initiala

(J) z1(to) = 29, ..., wx(to) = 2
unde ty este un element din T, iar 2° = (29,...,2%) T, un vector din spatiul

R*. Cu privire la problema Cauchy (S)+ (.J) ne intereseazi aici doud aspecte
(i) existenta si unicitatea solutiei (pentru z° fixat in RF)

(ii) structura multimii solutiilor (pentru z° arbitrar in R¥).

In ce priveste primul aspect, sa notam ca functiile

fi(t, L1y eeny l’k) = ail(t>$1 + -+ le(t)l'k + bl(t),
tel, (v,..,2) € RF1<i<k

sunt continue pe domeniul lor de definitie Q = I' x R* si local lipschitziene
in raport cu intervalul I'. Deci, conform rezultatelor anterioare, problema
Cauchy (S) + (J) admite un sistem unic de solutii ¢ F x;(t), 1 < i < k,
definite pe intreg intervalul I'. Mai exact, sa introducem notatiile

A(t) = (D), b(8) = (br(0), ey be(8) T 2(t) = (@1 (1), s ax ()T, ¢ €T
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Problema Cauchy (S) + (/) devine astfel o problema vectoriala

(E) '(t) = A(t)x(t) + b(t)

(1) x(ty = 2°.

In acest caz, rezultatele citate ne aratd ci existd o singura functie vectoriala
z in (CO(D))*, ce verifica (E) + (I).

Trecem acum la structura multimii solutiilor lui (S)+(J) (sau, echivalent,
(E) + (I)). Pentru aceasta, este necesar sa incepem cu sistemul omogen
asociat lui (9)

(S)) e,

(Eo) ¥ = At)z.

S& notam si aici prin X (I') multimea solutiilor din (CM(T'))* ale sistemului
(So). Nu este greu de vazut ca aceasta apare ca spatiu liniar (mai exact, un
subspatiu liniar al lui (CY(T))¥). Chestiunea care se pune este precizarea
dimensiunii acestui spatiu. Urmatorul rezultat (dat fara demonstratie) se va
dovedi util in acest sens.

Teorema 6.3.8 Fie

Y1 = (yla ~-->yk)T, e Yk = (ykla ---7ykk)T

solutii din (C(T))* ale sistemului diferential omogen (Sp).
Afirmatiile urmatoare sunt echivalente

(P1) {y1, ..., yx} sunt liniar independente in (CM(I"))*.
(P2) matricea [y;(t), ..., yx(t)] este nesingulara pentru orice t € T.

(P3) matricea [y (to), ..., yx(to)] este nesingulara pentru un ty € T.

Suntem acum in masura sa dam raspunsul la intrebarea pusa anterior.
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Teorema 6.3.9 Multimea X (') a solutiilor sistemului omogen (Sy) formea-
2d un subspatiu k-dimensional al lui (CV(T))F.

Demonstratie. (Schita) Fie ¢y € ' element fixat. Pentru fiecare i €
{1,...,k}, sa notam cu 3 solutia din (C(T"))* a problemei Cauchy

o= A(t)x, x(ty) = e;.
(Aici, {ey, ..., ex} este baza canonica din RF.) Din
[y (to), ..., ¥*(to)] = I (matricea unitate din M (k))

si rezultatul precedent, {y*,...,y*} apare ca un sistem liniar independent in
X(I'). Vom numi acesta sistem fundamental de solutii ale lui (Sp). Fie acum
y = (y1,..,yr) ", o solutie arbitrard a lui (Sp). Avem

y(to) = y1(to)y" (to) + - - + yr(to)y" (to).

De aici si din partea de unicitate a Teoremei 6.3.3,

y = ui(to)y" + - + yr(to)y".
Aceasta Incheie demonstratia. |

Putem acum sa ne intoarcem la problema structurii multimii solutiilor
sistemului neomogen (). In acest sens avem imediat

Teorema 6.3.10 Formula
(R1) x(t) = Cuy'(t) + - CryF(t) + 2(t), t €T

unde C,, ...,Cy, sunt niste constante arbitrare, {y'(t),...,y"(t)} este un sis-
tem fundamental de solufii ale sistemului omogen (Sp), iar z(t) o solufie
particulard a sistemului neomogen (S), reprezinta expresia solutiei generale
a sistemului neomogen (.S).

O problema naturala care se pune in acest cadru este aceea a determinarii
unei asemenea solutii particulare. Se poate face aceasta, daca dispunem de
un sistem fundamental de solutii ale sistemului omogen (.Sp). Anume,

fiind un asemenea sistem, sa cautam respectiva solutie sub forma
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(R2) =(t) = Ci(t)y' () + - Cr(t)y"(t), t €T

unde functiile derivabile C (%), ..., Ci(t) urmeaza a fi determinate din sistemul
liniar derivat

(SD) Cl(t)y () + -~ + CL(t)y* () = b(t), t € T.

Matricea asociata sistemului acesta este nesingulara,conform alegerii func-
tiilor y!(¢), ..., y*(t). Deci sistemul (SD) are solutie unica C(t),...,Ci(t); iar

aceasta, prin integrare, permite determinarea functiilor C(t), ...,Ci(t).Se
poate acum arata ugor ca functia z data de (R2) verifica intr-adevar sistemul
neomogen (.5); si cu aceasta, afirmatia reiese. |

Un caz particular, important pentru aplicatii este acela in care functiile
coeficient a;;(t),1 < i,j < k sunt constante. Este vorba deci de sistemele
diferentiale liniare

) T oo

x%:ak1x1+---+akkxk+bk(t), tel
sau vectorial (cu notatia A = (a;;))
(E) o= Ax +b(t), tel.

Aspectul care trebuie subliniat aici este acela al determinarii directe a unui
sistem fundamental de solutii pentru sistemul omogen

(S)) e

l‘;ﬁ = Qp1xr1 + - + Qe Ll

sau, echivalent, pentru ecuatia vectoriala omogena

(Eo) ¥ = Ax.

Mai exact, din ultima ecuatie avem, prin derivari succesive,
™= A" n=1,2,..

Sa introducem polinomul caracteristic al lui A:

P\ =det(A =) = (=D)" N 4 r Nt 4o A 41, AeC.
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Conform teoremei Cayley-Hamilton (Sectiunea 1.3.3), P(A) = 0; adica
(—DFAF A A I =0
De aici, cu formulele deja scrise, deducem
(=1)F2® 4 rz®Y 4oy 2 o = 0.

Adica, toate functiile componente (z1(t), ..., zx(t)) ale functiei vectoriale z(t)
satisfac una si aceeasi ecuatie diferentiala liniara de ordinul &k cu coeficienti
constanti. Aceasta permite determinarea unui sistem fundamental de solutii
pentru sistemul (Sp) i deci scrierea solutiei acestuia.

Exemplu. Sa se rezolve sistemul diferential
¥ =—-x+3y, y =-3x+5y.

Matricea sistemului i polinomul ei caracteristic sunt

(-1 3. B “1-A 3\ _
A_<_35>,P(>\)_det< . 5_)\>_>\ AN+ 4.

Rezulta ca ambele componente satisfac ecuatia
2 — 42’ + 42 =0, ¢ — 4y + 4y = 0.
Ecuatia caracteristica (data de polinomul caracteristic) este
A — 4\ +4 =0, curadacinile \; = \y = 2.
Rezulta de aici forma componentelor sistemului
z(t) = Cre* + Cote™, y(t) = Cze® + Cyte*

unde C1, Cy, C3, Cy sunt constante. Pentru a reduce (la doud) numarul aces-
tora, verificam sistemul initial cu aceste functii si avem identitatile

20162t + CQ(]_ + 2t>€2t == —(0162t + CQtGQt) + 3(03€2t + C4t62t)
203€2t + 04(1 + 2t>€2t = —3(01€2t + Cgt62t) + 5(03€2t + C’4t€2t)

Identificand coeficientii pe langa e* si te?!, rezulta sistemul

201+ Cy = =C1 + 305, 20y = —Cy + 3C4,
2054+ Cy = =3C, + 5C3, 20y = —3C, + 5C4.
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Se obtine solutia (depinzand de parametrii a, 3)
Ci=a, C3=30-3a, C3=0, Cy,=33-—3a.
Si de aici gasim expresia solutiei sistemului omogen
2(t) = ae® + (38 — 3a)te®, y(t) = Be* + (38 — 3a)te*

sau, sub o forma matriciala,

(o) = (™ (T ) (5):

Cu aceasta ocazie am obtinut si un sistem fundamental de solutii ale sistemu-

lui omogen
1—3t 3t
v(t) = ( iy ) e w(t) = ( Y ) e*.

Sa notam cu aceasta ocazie ca, deoarece

matricea functionala obtinuta punand una langa alta coloanele celor doua
solutii este tocmai matricea exponentiala (vezi Sectiunea 4.4.4):

t (1 —3t)e* 3te?t
At [v(t),w(t)} = < 32 (1 —{—3t)62t ) .

In fine, relativ la determinarea unei solutii particulare a sistemului nneo-
mogen, metoda generala a fost deja expusa la cazul ne—constant. Exista si
aici posibilitatea de gasire mai directa a acesteia, pentru termeni liberi de
forma

b(t) = (P(t) cos Bt + Q(t) sin Bt)e™

unde P(t) si Q(t) sunt polinoame cu coeficienti vectoriali. Anume, se va
cauta respectiva solutie de o forma apropiata celei deja scrise; nu mai dam
alte detalii.

Probleme propuse la §6.3
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1. Sa se integreze ecuatiile diferentiale

-2t T «
(a) o =2 _t1x2; (b) x/:?—Et
(c) o' Ht_él; (d) 2’ + 2tz — 2te™” =0
x J— R——
(e) x % —t"xdel (f) o' = 2? — 2ze’ + €% + €.
(Indlca§1e (c): Se face schimbarea de functie si de variabila s = t+1,y = x—3;
(f):Se face schimbarea de functie x = y + €').

2. Sa se calculeze primele trei aproximante succesive pentru solutia pro-
blemei Cauchy

v =2t +32* 2(0)=0; te[-1,1], v € R.

3. Sa se rezolve ecuatia diferentiala
" —5a' +4x =b(t), t >0
pentru urmatoarele alegeri de termen liber

b(t) =12+ 1; b(t) = te'; b(t) =In(t +1); b(t) =t + 4.

4. Sa se rezolve problema

2" =9z =t, 2(0)=0, 2'(1) = 0.

5. Sa se arate ca orice solutie, x, a ecuatiei
g’ 4+ 20 + 22 = (P +t+1)e ™ unde k>0,
are proprietatea lirgo x(t) =0.
6. Sa se rezolve sistemele (omogene)

(a) o' =3x—2y, y =4z —y;

(b) @' =2r—y—2 y=v—2 2=3c—-y—2z
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7. Sa se rezolve sistemele (neomogene)
(a) o' =2z +y+2e, v =x+2y— 3!
(b) o' =y —5cost, ¥y =2x+y.

(Indicatie. Se va folosi metoda eliminarii.)

8. Sa se rezolve sistemul diferential cu derivate de ordin superior
2+ 52+ 2y +y=0, 32" +5x+y + 3y =0.

(Indicatie. Se va folosi si aici metoda eliminarii.)

9. Sa se calculeze matricea exponentiala e4* pentru matricile

01 010
(a)A:<_1 0), by A=[00 0
00 2

(Indicatie. Se va rezolva sistemul diferential care o defineste.)

6.4 Gestiunea stocurilor

6.4.1 Terminologie si notatii

Orice activitate de productie (respectiv, de desfacere) presupune asigurarea
de resurse (respectiv, produse). Consumul acestora se face in mod continuu;
dar, re-innoirea lor, in mod discret (la anumite momente). in’gelegem prin
stoc cantitatea de resurse (respectiv, produse) care exista intre momentele
de re-innoire a lor. Urmatoarele elemente principale intervin in analiza unei
asemenea probleme

(i) Cererea de produse (din partea beneficiarilor)
(ii) Costuri asociate diferitelor operatii.

Acestea din urma sunt de mai multe feluri:
(A) Costul de lansare a comenzii (independent de cantitatea de produse
comandata); il vom nota prin K.
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(B) Costul de achizitie (valoarea la care este evaluata o unitate din pro-
dusul respectiv); se va nota prin c.

(C) Costul de stocare (valoarea stocarii unei unitati din acel produs in
unitatea de timp); vom nota prin h aceastd marime.

(D) Costul de penalizare (valoarea care se pierde prin lipsa din stoc a unei
unitati de produs in unitatea de timp); il vom nota prin b.

In analiza unui sistem de stoc se folosesc anumite reguli de decizie care
stabilesc cand si cat de mari trebuie sa fie comenzile de re-aprovizionare;
vom numi acestea politict de stoc. Una din cele mai intalnite politici de
stoc este aceea de tip (u,U). Semnificatia ei este urmatoarea: cand stocul
atinge nivelul u, se face o re-aprovizionare pana la atingerea nivelului U.
Variabilele u si U se numesc variabile de decizie.

Obiectivele teoriei stocurilor sunt esential legate de timpul de functionare
a sistemului, numit perioada orizont. Anume, pentru cazul unei perioade or-
izont infinita, obiectivul de urmarit este minimizarea costului mediu sau ma-
ximizarea beneficiului mediu pe unitatea de timp. Iar, in cazul unei perioade
orizont finita, se pune problema minimizarii costului total sau maximizarii
beneficiului total pe acea perioada.

Din punct de vedere dinamic, un sistem de stoc poate fi imaginat prin
migcarea unui produs catre interiorul — si, ulterior, catre exteriorul — unui
punct de stocare. Sa facem notatia

(D1) S(t) = nivelul stocului la momentul ¢ > 0.

O valoare pozitiva pentru S(t) indica existenta unui stoc (real); iar o valoare
negativa pentru S(t¢) arata lipsa de stoc. Daca mai notam

SH(t) = max(S(t),0), ST (t) = max(—S(t),0)
avem identitatea
S(t)=SH ) - S @), t>0.

Aici, S™(t) este tocmai stocul disponibil la momentul ¢, iar S (t), lipsa
de stoc la momentul £. Momentul £ = 0 il consideram, de regula, momentul
intrarii in functie a sistemului.

O problema importanta care se pune aici este aceea a evolutiei in timp a
nivelului de stoc. De obicei, aceasta se rezolva prin

(a) modele discrete (ecuatii cu diferente)

(b) modele continue (ecuatii diferentiale).
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Sa ne referim la cel de-al doilea caz. Cel mai simplu model de stoc este acela
definit de ecuatia (de balanta)

S'(t) =p(t) —q(t), t =0
unde, prin definitie, am pus (pentru toti ¢t > 0)

(D2) p(t) = rata intrarii in stoc la momentul ¢
q(t) = rata iesirii din stoc la momentul ¢

Se obtine formula stocului (raportata la timp)
(R1) S(t) = S(0) + fy(p(7) — q(7))dr, t = 0.

Un caz mai complicat este acela in care o anumita parte din produsul stocat se
pierde, din cauze obiective. (Un exemplu ar fi acela al produselor perisabile.)
In acest caz, modelul de stoc este definit de ecuatia de balanta

(R2) S'(t) + wS(t) = p(t) — q(t), t =0,

unde p(t),q(t) au semnificatiile anterioare, iar p > 0 este factorul de de-
preciere al produsului. Prin rezolvarea ecuatiei diferentiale aparute, obtinem
formula stocului

S(t) = S(0)e + | L n =) () — g(r))dr, £ > 0.

Desigur, alte situatii pot implica i modele de balanta mai complicate (si
deci, formule de stoc mai complicate). Ne vom margini insa doar la cele
deja scrise.

6.4.2 Model de stoc cu perioada fixa
si cerere constanta

Consideram un sistem de stoc in ipotezele urmatoare:

(C1) sistemul are perioada orizont infinita, compusa din cicluri aproviziona-
re—consum identice, de lungime 6;

(C2) politica de stoc este de tip (u,U) cu 0 < u < U (deci, nu se admit
lipsuri din stoc);
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(C3) comanda de aprovizionare de marime z = U —u este satisfacuta imediat
(p(t) =0, 0 <t <0);
(C4) rata de consum din stoc este constanta (¢(t) = ¢, 0 <t <0).
Se cunosc:
— costul de lansare a comenzii (K);
— costul de achizitie (¢);
— costul de stocare (h).

In aceste conditii se cere s& se determine variabilele de decizie (u,U) astfel
incat costul total mediu (de aprovizionare si stocare) pe unitatea de timp
sa fie minim.

Pentru rezolvare vom porni de la graficul nivelului de stoc

S 3

U

u

O 0 20 30 -

Din conditiile problemei rezulta formula stocului
(R1) S(t) =u+z—qt, 0 <t <.

. z
Intrucat S(0) = wu, trebuie sa avem z = ¢ sau § = —; iar aceasta ne da

q
lungimea ciclului. Costul de aprovizionare pe ciclu este K + cz; deci, pe
unitate de timp, acesta este

1 K z
(R2) C1=§(K+cz):§+c§:

Costul de stocare pe ciclu este

0 0 »
h [ s@dr = [tz = qridr = (at )6

Kg—l—cq.
z

si, deci, pe unitate de timp, acesta este
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(R3) 02=;h<u+;)9=h<u+;)

Urmeaza de aici ca, costul total mediu (de aprovizionare gi stocare) pe uni-
tatea de timp este

F(u,z) =Cy + Cy :Kz+cq+h<u+;), u>0,2>0.
Problema formulata initial se transcrie acum astfel
(P) min{ F(u, z); u >0,z > 0}.

Aceasta este o problema de programare neliniara cu restrictii inegalitati
(Sectiunea 5.4.2). Concret, restrictiile sunt date de functia

g(u,z) = —u, u,z € R
iar domeniul comun al functiilor F' si g este
D ={u,z € R; z> 0} (parte deschisa din R?).

Suntem deci in conditiile aplicarii conditiilor necesare Kuhn—Tucker. Putem
insa proceda gi mai simplu. Anume, cu notatia F'(0, z) = G(z) si evaluarea

F(u,2z) > G(2), u>0,2>0
se poate spune ca (P) este reductibild la problema
(Py) min{G(z) = Kg + cq + hg; z >0}
care apare ca problema de extrem liber. Avem

Kq h 2K g
! = _— — = * — _
G =0=-F+5=0=2 5

In concluzie, solutia optima a problemei este (u* = 0,U* = 2*) cu z* dat de
formula dinainte. Valoarea minima a functiei obiectiv este atunci

(R4) F(u*,2*) = cq+ /2Kqh.

Rezulta de aici si timpul optim intre doua comenzi consecutive
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(R5) 6" == = |

Exemplu. Sa presupunem ca cererea zilnica a unui anumit material de
constructie este
g = 20000 bucati/zi.

De asemenea, se mai cunosc
— costul de lansare a unei comenzi: K=34000 lei/lot
— costul de achizitie: C=15 lei/buc
— costul de stocare: h=2 lei/(unitate de produs)x (zi).

Se cere sa se determine lotul optim de marfa care trebuie comandat precum
si intervalul optim intre doua comenzi succesive, pentru ca costul total de
aprovizionare si stocare pe unitatea de timp sa fie minim.

Pentru rezolvare,aplicam formula precedenta:

2K 234000 - 2
w =0, U*—\/ 9 \/ 34000 - 20000 _ o100

2
2K 2-34000 13
220000 20000 Y
Cu alte cuvinte, cea mai economica metoda este de a face cate o comanda

de 26000 unitati din produsul respectiv, la fiecare 1,3 zile. Valoarea optima
a functiei obiectiv corespunzatoare acestor date este

Fopin = cq + /2K qh = 15 - 20000 + v/2 - 34000 - 20000 - 2 = 352000 lei.

6.4.3 Model de stoc cu perioada fixa,
cerere constanta si cu
posibilitatea lipsei de stoc

Sa consideram acum un sistem de stoc in ipotezele urmatoare:

(C1) sistemul are perioada orizont infinita, compusa din cicluri aproviziona-
re—consum identice, de lungime 6;
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(C2) politica de stoc este de tip (u,U) unde u < 0 < U (deci, se admit si
lipsuri din stoc);

(C3) comanda de aprovizionare de marime z = U —u este satisfacuta imediat
(p(t) =0, 0 <t <0);

(C4) rata de consum din stoc este constanta (¢(t) = ¢, 0 <t <0).

Cunoagtem si aici: costul de lansare a comenzii (K'), costul de achizitie (c),
costul de stocare (h) ; si,de asemenea,

— costul de penalizare (b).

Problema care se pune este urmatoarea: sa se determine variabilele de decizie
(u,U) astfel incat costul total mediu (de aprovizionare, stocare i penalizare)
pe unitate de timp sa fie fie minim.

Pentru rezolvare vom porni si aici de la graficul nivelului de stoc:

S 4

Din conditiile problemei rezulta imediat formula stocului
(R1) S(t) =u+z—gqt, 0<t<0.
Intrucit u < 0, va exista un moment o € (0,6) cu

S(o) =0; deci O_:u%—z:g‘
q q

In plus, evident

S(t)>0;,0<t<o; S(t)<0,o<t<4.
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Sau, cu niste notatii anterior acceptate,

u+z—qt, 0<t<o
S(+)(t)={ 0. o <t<0

(formula de stoc disponibil pe perioada unui ciclu)

0 0<t<o
(=) _ ’ =t =
S (t)_{qt—u—z, c<t<@

(formula de stoc indisponibil pe perioada unui ciclu).
Calculam acum valoarea stocului disponibil pe perioada unui ciclu:

2

/S dT—/(u+z—q7’)d7’=(u+2)0—q%'
Deci, costul de stocare pe unitatea de timp este
) o
SH(r)dr =h - —
/ T = l(u + z) 7 QQQ]

Valoarea stocului indisponibil (adica, a cererii totale neonorate) pe perioada
unui ciclu este

/S dT—/(C]T—U—Z)dTZC]

Si, deci, costul de penalizare pe unitatea de timp va avea expresia:

0? — o2

— (u+2)(0 — o).

B q 6% —o? 0—o
(R3) Cy = 9/5 r)dr = b[2 ()

In fine, costul de aprovizionare pe unitate de timp este

é(K—i—cz).

Urmeaza de aici ca, costul total mediu (de stocare, penalizare si transport)
pe unitatea de timp este

(R4) Cy =

2
G(U»Z):C1+C'2+C'3=h[(u—l—z)g—q;;}-k

2 _ _
+b a6 o (u—i—z)e 0]—1— (K + c2).

2 20 0

| =
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z U
Cu formulele anterioare (§ = —, 0 = —), se obtine in final functia obiectiv
q

(de doua variabile)

K U? —U)?
F(z,U) :cq+fq+h—+bg, z>0,U>0.
z 2z 2z
Problema formulata initial se transcrie astfel
(P) min{F(z,U); z > 0,U > 0}.

Aceasta este o problema de extrem liber. Pentru rezolvare, vom anula
derivatele partiale

oF OF
— =0, — =0
0z ’

si rezulta sistemul de ecuatii

_K’q_h(U)Zbll_(U)?] o lzZU_bu_U):Q

22 2 \z 2 z z

Solutia acestui sistem este punctul stationar

. |2Kq [b+h e 2Kq b
SEE T L (A A S

Pentru a studia natura acestui punct stationar, vom trece la calculul derivatelor
partiale de ordinul doi in punctul M = (z*,U*)

0?F U< 9*F 1
O°F O°F U~
5200 M) = g, M) =~ 0

Determinantii principali ai hessianului corespunzator sunt
*2

1
Ay(M) = (2K qh + b)Z*B >0 Bo(M) =bh—5 > 0.

Deci, punctul stationar considerat este de minim. Mai obtinem in acelasi
timp nivelul minim de stoc

2K qh
b(b+ h)

(R4) u* =U*—2* = —
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In fine,valoarea minima corespunzatoare a functiei obiectiv este

[ b

iar lungimea optima a unui ciclu de functionare are expresia

Sa notam ca, daca pretul de penalizare (b) tinde catre infinit, sistemul de
stoc discutat se apropie de cel anterior (in care nu existau lipsuri in stoc).

Putem, de asemenea, calcula lungimea optima a intervalului in care stocul
este disponibil

U* 2K |
(R7) o \/ hq b-l— .

Mai ob‘glnem de aici raportul

o* b o* h
R§) —=—— [m1——=—-—|"
(RS) 0 b+h ( 0 b+ h)
Aceasta serveste beneficiarului la a impune un pret, de penalizare astfel incat

produsul sa lipseasca un timp cat mai scurt din stoc.

Exemplu. Vom relua exemplul anterior, in care insa , admitem lipsa de stoc
cu

— costul de penalizare: b=4 lei/(unitate de produs)x(zi).

Se cere sa se stabileasca lotul optim ce trebuie comandat si intervalul optim
intre comenzi, astfel ca costul total de aprovizionare, stocare si penalizare pe
unitatea de timp sa fie minim.

Vom aplica formulele precedente:

2Kqh - 34000 - 20000 - 2
= —10600
\/ (b+h) 4(4+2)

2K qb 234000 - 20000 - 4
U* = = = 21000
\/ h(b+ h) \/ 2(2+4)
2K (b+ h) f 34000 (4+2) | .
2-20000-4 77
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Cu alte cuvinte, cea mai economica metoda este urmatoarea:
cand lipsa de stoc a ajuns la 10600 bucati,se face o comanda de
21000—(-10600)=31600 bucati cu care se acopera in primul rand lipsa respec-
tiva i apoi se consuma normal din stocul ramas. Comanda trebuie facuta la
fiecare 1,5 zile.

6.4.4 Model de stoc cu perioada orizont finita
si cerere variabila

Consideram un sistem de stoc in ipotezele urmatoare:

(C1) sistemul are perioada orizont finita din n cicluri, cu caracteristici dis-
tincte, dar de aceeagi lungime (6);

(C2) politica de stoc pe fiecare ciclu (i) este de tip (u;, U;), cu 0 < w; < U; <
U; adica, nu se admite lipsa de stoc (u; > 0) si nici depagirea unui stoc

maxim (U; < U);

(C3) comanda de aprovizionare pe fiecare ciclu (i), de marime z; = U; — u;
este satisfacuta imediat (p;(t) = 0);

(C4) rata de consum pe fiecare ciclu (i) este constanta (¢;(t) = ¢;) cu ¢;0 <
U 0<i<n-—1.

Se mai dau costul de lansare a comenzii (K) si, pentru fiecare ciclu (1),
— costul de achizitie (¢;),
— costul de stocare (h;).

Problema care se pune este urmatoarea: sa se determine variabilele de
decizie (u;, U;) astfel incat costul total (de aprovizionare si stocare) pe cele
n perioade sa fie minim.

Schema evolutiei sistemului este data de diagrama de mai jos:
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S
U
Uo Uy e Ui Uit1e
to (T Ui e Ui41 t
O 9 ...... 29 (Z+1)9 ....... ne

Dupa cum se vede, avem de-a face cu un proces secvential de decizie. Multimea
starilor sistemului este

(R1) X; =10,U], pentru ¢ =0,1,...,n.

Sa ne oprim la un moment oarecare 0, 0 < i < n — 1. Data starea u € X;
multimea deciziilor (z) ce se pot lua asupra acesteia este caracterizata de
conditiile

u<u4z<U; adica 0<z<U —u.

Fie z o asemenea decizie. Nivelul de stoc pe intervalul [i0, (i + 1)0] va avea
forma

(R2) S(t) =u+z—q(t —1i0), i0 <t < (i+1)0.
Cum nu avem lipsa de stoc, este necesar ca
u+z—¢qf>0; adica z > ¢;6 — u.

Deducem de aici multimea starilor posibile la care se poate ajunge din starea
u € X; prin aplicarea unei decizii z (de asemenea forma)

(R3) Xit1(i5u) = {x € [0,U]; max(0,u — ¢;0) < x < U — ¢;0},
0<:1<n-—1.

Sa notam ca aceasta multime este nevida, deoarece

u<U=u—qf <U-—qb; siin plus,
0 < U — 0 (conform ipotezei admise initial).

Sa calculam acum costul unei tranzitii din starea v € X; la starea v =
u+z—¢q;0 € X;11(4;u). In primul rand, costul de aprovizionare (cu cantitatea
z) pe intervalul [i0, (i 4+ 1)0] este
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(R4) C = K + ¢iz = K + ¢;(v — u+ ¢;0).

Apoi, costul de stocare pe acelasi interval este

(i) (i+1)0 qi qi
(R5) O = hi/ S(r)ydr = hi(u + = = 20)0 = (v + L)0.

i6
Pr4n urmare, costul total al tranzitiei este
i) 0) hi o

Wi(u,v) =Cy" +Cy7 = K + ¢;q:0 + 5(],0 —ciu+ (h; + ¢)v.

De acum incolo, rezolvarea problemei se obtine prin metodele programarii

dinamice. Mai exact, pentru fiecare stare u € X; sa notam

(D1) F;(u) = costul minim al unei tranzitii de stare
de forma (u, w1, ..., uy), unde wu,, este arbitrar in X,.

In baza formulelor de recurenta de tip retrospectiv ale programarii dinamice,
avem

Fi(u) = min{W;(u,v) + Fi11(v); v € Xi(Gu)}, 0<i<n-—2.
Aceasta ne permite ca, din aproape in aproape sa determinam functia de cost
minim
(D2) Fy(u), u = stare arbitrara din X.

Si astfel, problema se poate considera rezolvata.

Exemplu. Sa presupunem ca, la fiecare decada 6 = 10 zile, cererea zilnica
a unui produs, costurile de achizitie si costurile de stocare sunt cele date in
tabelul de mai jos:

Perioada (i) 0 1] 2
rata de cerere (g;)

(bucati/zi) 108020
costul de achizitie (¢;)

(lei/bucata) o]0
costul de stocare (h;) ol 41 9
(lei/(bucata)x(zi))

Capacitatea de stocare a produsului este U = 600 bucati, iar costul de lansare
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a unei comenzi este K = 200 lei/lot. Stocul initial este uy = 100 buc c3i.
Se cere sa se determine cantitatile ce trebuie comandate la inceputul fiecarei
perioade aga incat cheltuielile lunare de aprovizionare si stocare sa fie min-
ime.

Avem, deocamdata, multimile de stari

XO == X1 — X2 — X3 — [0,600]

Pentru starea arbitrara u € X5, multimea starilor de tranzitie inspre X3 este
caracterizata de relatiile

X3(2;u) = {z € [0,600]; max(0,u — 100) <z < 500}; adica

Xy(2: ) = [0, 500], daca 0 < u < 100
WS Ju— 100,500], dacd 100 < u < 600,

Costul total al tranzitiei de la starea u € X5 la starea v € X3(2;u) este
Wy (u, v) = 200 4 1500 + 1000 — 15u 4+ 17v = 2700 — 15u + 17 v.

Deci, costul minim al unei tranzitii de stare de acest fel este

Fy(u) = min{Ws(u,v); v € X3(2;u)}, adica

Fyu) = 2700 — 15u, daci u € [0, 100]
27 1000 42w, daca u € [100, 600].

Mai departe, pentru starea arbitrara u € X;, multimea starilor de tranzitie
inspre X, este definita de

Xo(1;u) = {z € [0,600]; max(0,u —300) <z <500}; adica

Xo(1;u) = [0, 300, daca 0 < u < 300
2L =9 [~ 300, 300], daci 300 < u < 600,

Costul total al tranzitiei de la starea v € X la starea v € Xy(1;u) este
Wi (u,v) = 200 + 7500 + 6000 — 25u + 29 v = 13700 — 25u + 29 v.

Conform unei formule iterative anterioare, costul minim al unei tranzitii de
stare (u, ug, us) cu ug € Xo(1l;u),us € X3(2;uy) este

Fi(u) = min{W; (u,v) + F(v); v e Xo(1;u)}.
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Din expresiile anterioare, combinate cu monotonia crescatoare a functiei v
290 + F(v), gasim

16400 — 25w, u € [0,300]
Fi(u)=1{ 3500+ 18u, u € [300,400]
—3300 4 35u u € [400, 600).

In fine, pentru starea arbitrara u € X, multimea starilor de tranzitie inspre
X este caracterizata de relatiile

X;1(0;u) = {x € ]0,600]; max(0,u —200) <z < 400}; adica
v | [0,400], daca 0 < wu <200
X1(0u) = { [ — 200,400], daci 200 < u < 600].
Costul total al tranzitiei de la starea u € X la starea v € X;(0;u) este

Wo(u,v) = 200 + 4000 + 2000 — 20 u + 22 v = 6200 — 20 u + 22 v.

Pe baza aceleiasi formule iterative, costul minim al unei tranzitii de stare
(u,up, ug, uz) cu uy € X1(0;u),ug € Xo(1;uy), us € X3(2;uq) este

Fo(u) = min{Wy(u,v) + Fi(v); v € X1(0,u)}.
Din expresiile anterioare, gasim in final

Fou) = 21700 — 20u, w € [0,500]
N7 1700 4+ 20w, w € [500, 600]

In particular, pentru starea initiala uy = 100 avem
Fy(ug) = 21700 — 20 - 100 = 19700 .

Aceasta este deci valoarea minima a cheltuielilor lunare de
aprovizionare si stocare pentru sistemul nostru.
Sa determinam acum starile succesive (respectiv, variabilele de decizie) care
o realizeaza. Notand cu u; starea din X (0;ug) care a dus la valoarea Fy(uy),
avem

Fo(ug) = Wo(ug,u1) + Fi(uy); sau, echivalent,

19700 = 6200 — 2000 + 22 uy + Fi(uy); de unde, u; = 272.
Dar wu; = ug + 20 — qof; i, deci,
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272 =100 + zg — 100; de unde zy = 272, Uy = ug + 29 = 372.
Avem acum

Fi(uy) = 16400 — 25 - 272 = 9600 .

Notand cu uy starea din Xs(1;up) care a dus la aceasta valoare, avem

Fi(uy) = Wi(ug,uz) + Fa(ug); sau echivalent,

9600 = 13700 — 6800 + 29 us + Fy(uz); de unde wp = 0.

Dar wy =wuy + 21 — q10; i, deci,

0=272+ 2z, — 300; de unde, z; = 28, U; = u; + z; = 300.
In fine, avem

Fy(ug) = 2700 — 15 - 0 = 2700 .

Notand cu wugz starea din X3(2;us) care a condus la aceasta valoare, avem
egalitatea

Fy(ug) = Wa(ug, uz), sau, echivalent,

2700 = 2700 — 0 + 17 u3; de unde, uz = 0.

Cum uz = us + 29 — g2, deducem

0=0+4 20 —200; de unde zy = 200, Uy = us + 29 = 200.

In concluzie, cea mai bung politica de urmat pentru minimizarea cheltu-
ielilor de aprovizionare gi stocare este urmatoarea:

(a) La inceputul primei decade, se face o comanda de zy = 272 bucati
din produsul respectiv (avand in stoc in acel moment Uy = 372 bucati din
acel produs) si se consuma din stoc pe aceasta perioada pana cand nivelul
de stoc va atinge u; = 272 bucati.

(b) La inceputul celei de a doua decade, se face o comanda de z; = 28
bucati din produsul respectiv (avand in stoc U; = 300 bucati in acel moment)
si se consuma din stoc pe aceasta perioada pana la nivelul uy, = 0 bucati.

(c) La inceputul celei de a treia decade, se face o comanda de zo = 200
bucati din produsul respectiv (avand in stoc, in acel moment, U, = 200
bucati din acel produs) si se consumé din stoc pe aceasta perioada intregul
stoc disponibil (deci, pana la nivelul uz = 0 bucati).

Desigur, in legatura cu aceasta, se mai pot imagina si situatii in care
pot apare cheltuieli de penalizare; dar, in esenta, rezolvarea este cea indicata
anterior.

Probleme propuse la §6.4

1. Necesitatile zilnice ale unei intreprinderi relativ la o anumita materie
prima s-au evaluat la ¢g=20 tone/zi, si nu se admite lipsa de stoc. Se cunosc
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— costul de lansare a unei comenzi K=15000 lei/lot,
— costul de achizitie ¢=2000 lei/tona,
— costul de stocare h=100 lei/(tona) x (zi).

Presupunand ca sistemul de stocare este cu perioada fixa, iar politica de
stoc de tip (u, U) se cere sa se stabileasca lotul optim care trebuie comandat
precum si intervalul optim intre doua comenzi succesive, astfel incat costul
total de aproxizionare gi stocare pe unitate de timp sa fie minim.

2. Rata de consum dintr-o anumita marfa, a unui magazin este ¢g=200
bucati/zi si se admite lipsa de stoc. Se cunosc:

— costul de lansare a unei comenzi K=5000 lei/lot

costul de achizitie ¢=400 lei/bucata

— costul de stocare h=20 lei/(bucata)x(zi)

costul de penalizare b=40 lei/(bucata)x (zi).

Presupunand ca sistemul de stocare este cu perioada fixa, iar politica de
stoc de tip (u, U), se cere sa se stabileasca lotul optim de marfa care trebuie
comandat precum si intervalul optim intre doua comenzi succesive, astfel
incat costul total de aprovizionare, stocare si penalizare pe unitatea de timp
sa fie minim.

3. Sa presupunem ca la fiecare trimestru (6=90 zile) cererea zilnica a
unui produs, costurile de achizitie si costurile de stocare sunt date de tabelul
prezentat mai jos:

Perioada (i) 0 1 2 3
vestif) | 20| 00|10
(e cntsy | 190|200 | 250 | 10
(/i) | 10| 20| 2 | 10

Presupunem ca nu se admit lipsuri de stoc, iar capacitatea maxima de stocare

este de 3000 bucati. In plus, costul de lansare a unei comenzi este de 200
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lei/lot. Se cere sa se determine comenzile la inceputul fiecarui trimestru astfel
incat cheltuielile anuale de aprovizionare si stocare sa fie minime, in una din
conditiile:

(a) valoarea initiala de stoc este 200 bucatji, iar cea finala este nedetermi-
nata;

(b) valoarea initiala de stoc este nedeterminata, iar valoarea finala de stoc
este de 100 bucati.
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Volumul de fata — care continua expunerea de natura algebrica din prima
parte — poate fi descris ca o introducere topologica in unele domenii de actu-
alitate ale cercetarii operationale. Capitolul patru este consacrat unor teme
de baza ale Analizei : limita, continuitate, derivata (partiala), integrala (mul-
tipla). Capitolul cinci trateaza chestiuni de programare neliniara (extreme
libere si conditionate). In fine, capitolul sase are ca obiect procesele dinam-
ice discrete (siruri recurente) sau continue (ecuatii diferentiale), programare
dinamica si teoria stocurilor.

Ca si In prima parte,toate notiunile cu care se lucreaza sunt in prealabil
definite; iar, rezultatele de baza sunt intregite cu exemple numerice concrete.
S—a urmarit o permanenta corelare cu primele trei capitole cat i posibilitatea
aplicarii ulterioare a acestor fapte in alte domenii ale cercetarii operationale
care n—au putut fi cuprinse aici din lipsa de spatiu.

Volumul este util tuturor celor interesati de aspectele teoretice si practice
ale matematicilor economice.



