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1.SIRURI DE NUMERE

Fie E o mutime de elementé,o submuime de indici,l OO .
Definifie:Numim sir de numere reale familie de numere reale cu indici numere na&naé care 1l

vom nota cu(an)nD ; a, se numgte termenul general girului.

Unsir de elemente ale unei niinhi E este o funge definii pe mutimea [l cu valori in muime E.

111 Definifie:Un sir (a,)
a <M.

. S€ numgte mdarginit dac exist un nunir real M >0 astfel

Tncét, pentru oricen 10

1.1.2 Definifie:Un sir (an)nD se numgte: monoton cresgtor dac pentru oricend] avem:
a,<a,,, i.e. fiecare termen ajirului este mai mic decét udtorul, respectivmonoton
descresgétor daci pentru oricend0 avem: a, 2 4a,,,, i.e. fiecare termen este mai mare decat
urmatorul.

1.1.3 Definifie:Un subsir al unui sir (a,) este unsir (anp) astfel fncat
Pl

|’]1< n2< < np<

114 Un nurar a0l (finit sau infinit) se numge limita unui sir (an)nD daa in afara

oricarei vecirititi V a lui ase affi cel mult un nurr finit de termeni agirului (a,)
Sirurile de numere reale care au liinftnita se numesgiruri convergente Sirurile care nu sunt
convergente se numedivergente

1.1.5 Teoremi: Un sir (an) este convergentitte nundrul real a daa@ si numai daa

nCl
pentru orices >0 existi un numir n, 00 astfel incat oricare ar fi= n, avem:|a,-d<e

1.2  CRITERII DE CONVERGEN'A

121 Dad (a,), este unsir convergent &tre O si |a,-a<a,, atuncisirul (a,)

converge étre a.
1.2.2 Daé a, - o si a,2a,, atuncia, - o .

123 Daé a, - -~ si a,<a,,atuncia, - - .
124 Dad a, - O iar |b|<M pentru oricen00 , atuncia,b, - 0.

1.3 PROPRIEHTI

131 Daé a, - a atuncila,| - |4
1.3.2 Oricesir convergent este #nginit.

13.3 Dad a, - a atunci orice sufir al lui (a,) , are totlimitaa.
134 Lema lui Cesaro Oricesir marginit cortine un sukir convergent.
1.3.5 Dad a, — a atunci: prin schimbarea ordinii termenilor, priaiurarea sau d@dgarea

unui nurdr finit de termeni se atme unsir care are tot limitaa .
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1.3.6 Definifie:Se numste sir Cauchy sausir fundamental un sir (an)nU Cu proprietatea:
pentru orices >0 existi un nundr N, OU astfel incat oricare ar fi,m= N, avem:|a, -a,|<¢ .

1.3.7 Criteriul de convergepi Cauchy Un sir (an)nD este convergent dagi numai daé

este fundamental.

1.4.1 Teoremi: Oricesir monotonsi marginit este convergent. Origé nemirginit si monoton
este divergent.

Observae: Reciproca teoremei 1.5.1 nu este ade (a se vedea proprietatea 1.3.2)

1.4.2 Criteriul de convergeri Cesaro-Stolz Fie sirurile (a,)  .(h,),, care indeplinesc
condiiile:

i. sirul (b,) ., este crestor si nemirginit

i, lim L‘Zﬂ =1 (finit)

nawh1 -

+1 n

Atunci lim 2 =

n- oo

143 Criteriul de convergeni D’Alembert Dadi sirul (an)nD are tei termenii pozitivisi

exist lim 21 atunci: lim {a, =lim Boe
n-wo noo neo a,

1.5 EXERCITII REZOLVATE

1.5.1 S se aratezurmitoarelesiruri sunt convergents sa se calculeze limita lor:
a a, = n
' n+1
1+2+..+n
b. ==
n

Rezolvarea. Vom aiita ci sirul este monotogi marginit. Avem:
:L”‘_in :71 > 0,(D) na0
n+2 n+1 (e J(m+ 3

de unde rezult a,, > a,, decisirul este monoton crestor.

8T &y

Sirul este narginit (vezi 1.1.1) pentruica, >0 pentru oricendl i

n+1)-1
(nef)=1, 1
n+1 n+1
pentru oricenOdl , deci 0< a, < 1. Atunci, conform 1.5.1sirul este convergent fiind monotgn

marginit. Pentru calculul limitei avem:

. . n . n . 1
lima, =lim lellm 71:I|m —1:1
n- o n-o N nawn(l*-fj naoo1+7
n n
1
pentru @ lim==0.
noown
o n(n+ 1) ) n+1 o R
b. Sestie ca 1+ 2+ ..+ n:T , deci a :2— . Vom alfita d sirul este monotosi marginit:
n
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a,,_ n+2 _2n _n(n+2)_ #+2n

8 2(n+1) m1 (n+e1)’ nP+2n+l

de unde rezuit a,,, < a,, decisirul este monoton descreigor. Se obsetusor ci 0< g, < 1, deci
sirul este narginit. Atunci, conform 1.5.1sirul este convergeni:

1 1
nl 1+= il
Aigjg Tt

lima, =lim =lim =
nman n.e 2N new 2 2
15.2 S se arate folosind teorema 1.62 ¢
a.lim (\/n+1—\/?1) =0
fow
b.lim -1 =0
n-o3n°+ 2

Rezolvare: a. Se obse#vca:

o<\/m_\/_n=(\/m—\/71)(\/m+\/_n) 1 1

(\/FLH/B) =(x/nTl+\/—n) <27%

Fie £>0. Inegalitatea Zj— <& este echivaleat cu 4—12<n. Prin urmare, ddc
n

nzn = L +1, atunci L <g si cu atat mai mult‘\/n+1—x/71‘<£, deci conform 1.1.5
© | 4g? 2Jn

obtinem: lim (\/nTl—\/ﬂ) =0.

n-o

b. Fie £>0. Inegalitateda, - d <& devine:

n+l|_ n+1 <
3f+2 3rf+2
Dar, pentru oricen = E} +1, avem:
1 n+1
E>—>
n 3n+2
. 1 . | n+1 . 1
de unde, pentru orica=n, =| = |+ 1, otinem: |—; <g, deci lim ———=0conform 1.1.5.
£ 3n°+ 2 n-e3n°+ 2
153 S se arate folosind defitia limitei ca:
. n?+1 .
a. Sirul (a,), ,cua, == | huare limita 2.
n? -

b. sirul (a,), .cua,=(-1)" +1 nu are limis.
n
Rezolvare:
n*+1
2

a. Fiee=1/2.Dadsirul a, = ar avea limita 2, existn, 00 astfel incat pentru orice
1

n® -

n=n. savem:

3
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1 1
272 -1 2
3n*-3<2rf+ 2< 54- 5= A< & 3A-
Din prima inegalitae ainem n< 2 ceea ce contrazice presupunerehnaita sirului este 2. De fapt
limita sirului considerat este 1.

b. S presupunemxsirul  a, =(—l)"+£ este convergent. Atunci, conform 1gul
n
considerat estgir Cauchy, deci pentru orice >0 exist n, O astfel incat pentr orice,m= n.

si avem: \an —am\<£. Fie atuncie=1/2 si n,mO0 suficient de mari, cun parsi m impar.
Atunci:

== ()" +1-(-9"- 12
z‘(—l)”—(—l)’"‘ E l>2 1=1

contradigie, decisirul considerat nu estgr Cauchy, prin urmare nu poate fi nici convergent.

154 S se arateisirurile de mai jos sungiruri Cauchy:
a. U =a+ag+ad+..+ gqd,unde|g <1 siexisi M >0 astfel incaa|< M
1.1 1 n-11
b. u,=1-=+>-=+_+(-1
=1 telde e

Rezolvare:a. Avem:
Upsp —Up = amld]+l+ %2d1+2+m+ & pd* P
deci:
()|nep ~ | <[ {00 + @, G4 k| @, J T

(conform inegalitii [a+H<|d+|4). Dar|a|< M siatunci relaia (*) devine:
(7 )t p | <[ 00"+ @, G "+t 8, Y P

n+l p- 1l w1
™ (1ol )= g gt

deoarece1+\q\+...+\q"_1 este suma unei progresii geometrice dgerdy| cu p termeni si

/< 1.Am oktinut asadar: ‘u

n+p n‘

%M[Dq"ﬂ. Fie £>0; cum |g) <1, exist n, 00 astfel

£ . Atunci, pentru oricen n, si orice pO0 , relaia (**)

incat, pentru orice>n, , |g"" < - \q\

devine:

‘ump - un‘ <e

ceea ce inseaniiwi sirul (u,) este urir Cauchy.

155 S se demonstreze folosind criteriul lui Cauckicul
1 1
=1+=+. 4=
& 2 n
este divergent.

8
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RezolavareFie n, pdl . Avem:

1 1 1
ot

- = +
Gep T ST e 2 nt p

Luandn=p relaia devine:

1 1 1
+ +

-a,=— A
&n " n+l n+?2 2n
Cum 2—1 pentru oricek 0{1,2,...,r} , ohtinem:
n+k 2n
‘azn_an‘zi-'— +71 }
2n 2n 2
gn_ 41

Am obtinut asadar @ pentru oricenOl exis& p=n00 astfel incét‘a,1+p—ay1‘2% ceea ce

inseama ci (a,), nu estsir Cauchy.

Observage: Cumsirul a, = 1+%+ ...+iL nu estesir Cauchy, nu este nici convergent (acest fapt va
n

. . . B
folosi pentru a demonstra divergarseriei armonlcezf ).
n=1

1.5.6 S se arate, folosind teorema de convetgien ¢ (1.1.5), @sirul a, =2n—l are limita
n2 -

1.

RezolvareFie £>0 . Inegalitatea(* )

].‘ <& se mai poate scrie:

zn2 —J.‘<£=»‘ ]L 1 <£@ Lii<n
n“-1 ‘ ‘ £

Atunci luand n, ={1 1+l}+ 1, pentru oricen00 ,n2 ., inegalitatea (*) este satisiuti, deci
£

2
conform 1.1.5 limitgirului a, = 2” 1 este 1.
n2 -

Observae: Numirul n, arati ci in afara veciftiti (a-¢,a+¢) se afii cel mult n, termeni ai
sirului considerat. De exemplu, in exeiai anterior, da& luam & =0.01, atunci in afara vechtitii

(1—0.0], 1+ 00) se gsesc cel multn, :{ ,Oi()f 1}+ 1= 11 dintre primii termeni akirului,

restul termenilor gsindu-se in vecitatea (1- 0.01, 1+ 0 0}

157 Fie a0l,a>0. S se studieze convergen sirului (x,) definit prin
= et X,y = 0
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Rezolare Daa a=1, atuncisirul (xn)nD estesirul constantx, = 1, deci convergentatre 1.

Ya -
Daci a>1 atunci: x, =a¥?> 1, Xzzxfl:(a]“")a =™, de unde:
1 a
% a5

X
deci x, > x . Vom demonstra prin indtie complei dupi n ¢Gi x, > x,_, pentruu oricend0 .
Pentrun=1 proprietatea a fost verificatPresupunem refia adevirati pentrun, x, > x,_, . Atunci:
Fasx 2 X s
X 1
XX
Cum x,>x,_, si % >1, oktinem Zors >1, deci X,,,>X,. Conform principiului indugei
X

complete relda x, > x,_, este adeirati pentru oricen00l , decisirul este monoton crestor.

1 . .
Acum, =<1, deci x= a/*<a. Presupunem ic X,<a. Atunci
a

XM=y <(a]"“)a = a. Conform principiului indugei complete, am amut sadar @ x,<a

pentru oricen .

Am demonstratglar @ sirul (>g1) este unsir monoton crestor si marginit superior,

nCl
deci conform 1.5.1 este convergent. Kie lim x, . Atunci:
o

i i ; . lim X
lim x, =lim x,, - im x,=lm x" o x= ¥ o x X = x a
n-e kel n-o no e

de unde ofinem & x=a.

Tn mod analog se trateag cazul 0< a< 1, pentru care vom oine de asemened girul
este convergent (fiind monoton descitscsi marginit inferior) si are limital.

15.8 S se studieze convergersirului:
=1

e

Rezolvare:Avem:

22-1 F-1_ -1 13 2 n-1)(n+
a,= D3232 0.6 :?%?AD"WZEJG%

22

+
Sirul obtinut, a, :nTl , este convergent are Iimita% .
n

1.5.9 S se calculeze:

1P +2P+ . +nP

lim ez

n-w

10
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RezolvareFie a, =1+ 2°+ ..+ n° si b, =n"*.Sirul (b,)  este crestor si nemirginit, deci,

u]

conform criteriului de convergeh Cesaro-Stolz (1.5.2), daexisé lim G " si este finit,

n*wbn)rl_
atunci Iim%:limi.mem:
n-co +1— n- o
a..-a, (1p+2"+...+(n+])p)—(l"+ Pt n°)
lim D+l =lim =
n-ob -b, n-e (n+l)P+1_np+1
1
p p
= lim (3" | (9 " 1 s
P+l b+l pow P T e P S
“(n+1) n n- (Sck, - ne n (Y G P) Coir P*1
k=0 k=0

L 1P +2P+ 4P 1
deci lm———+—=—"—.
n-o np+l p+l

1.5.10 S se calculeze:
i. lim ¥n
neow
Un!
i, lim X"
noo N

Rezolvarei. Fie a, =n. Sirul (a,) are numai termeni pozitigi atunci, conform 1.5.3, aimem:

. TN IO o &
n = —_— = _=
Am g, =fim 7t =lm ==

ii. Fie a, =n—r'1 .Sirul (a,) are numai termeni pozitigi atunci, conform 1.5.3, aimem:
n

ny
I|m \/n—

=lim n——llm nan—llm B -
no o no o an

n
= lim 7(””211 EL [7” ) -1
nam(n+1) nt nee{n+l e

1 n
deoarecelim [1+ﬁj =e.

n- oo

15.11 Fie a,b numere reale strict pozitive cwa>b>0 . Definim recursiv sirurile
(@) () astel =a =D g,,=370 5 =2 5 se amte v
a,
sirurile sunt convergentg si se calculeze limita Ior.

_a+b

Rezolvare:Avem: a, - 3 =L+bl -a = > a=b;2a< 0, pentru & a>b.

b, ~b, = 2ab _ ab—lizb(a—b)

ath, bL_Tb_ = b 7 b > 0, pentru @ a>b si a,b>0.
a

11
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2
i=a1+blljai+q=(a1+bl) >1, pentru @ ab>0. Am ohinut asadar @
b, 2 2ah  4ah
0<b <b<a< g.PresupunemicO<h,_, <h < g,< a, ;. Atunci:

%+1-%=Ly‘-%= %% < 0 pentrua b, <,

2
po2ah o _2ab _ah-if_b(a-h)
By bn—%+q1 bn—aw_h1 b,= ath  ath >0 pentru @
0<h,<a,si

2
b —ath2ah _(a-h) : .
841~ by 2 a+h  a+h 0, deci O<h <h,,<a,,< & Atunci,
conform principiului indugei complete, am aginut a
O<b =b<..<Qh_;<h< g< g, ,<..< a= & pentru oricendl . Cu alte cuvinte am oinut

ca: sirul (a,),, este unsir descresitor si marginit inferior (deb) iar sirul (b,) , este unsir
cresdtor si margini superior ( dea). Atunci, conform 1.5.1girurile (a,) . si (b,), sunt
convergente. Fier = lim a, si £=Ilim b,. Oktinem:
n-o Nooo
lim &, =lim a,,, ~ a=lim L;t* - a=%(lim 3, +im bn) - a=%(a+/3) -a=p
oo oo 1 e

noo n n- o

si de asemenea avem

a0, = 28,0, Elm: a.b, pentru orice n00 , deci
a,+h, 2

811 = 330, = .= = ak
de unde:aB = lim a, lim b, =lim a b = ab, si cum a =3>0, okinem lim a, =lim b, =+/ab.
n-oco n- o N- oo n-oo n- oo

1.6 EXERCITI PROPUSE:
Sa se arateurmatoarelesiruri sunt convergentg si se calculeze limitele lor:

TS

__ 2 n
16.1a, In(n)

Indicaie: Se folosgte criteriul de convergeh Cesaro Stolz. R: 1

16.2a,=4n
Indicaie: Se folosgte criteriul lui D'Alembert. R: 1
_ 1

Lo 1 R:1/2

1+=+..+—

2 2"
1 1 1
164a =—+——+ ..+ .
TSR M R:1
1 1 1

1.6.5@1:(1—?)( 1_?)'"(1_F) R: 12

12
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1 1 R: 4/3

Folosind criteriul de convergenCauchy, & se demonstreze convergesirurilor:

167y, =30, Singz) 44 Sinln)
2 2 on
168y, =%l c0d2) cofn)
12 2(B nn+ )
Sa se calculeze:
169 lim ?r‘n - 1.6.12@20{‘/5 .
1.6.10 1.6.13
1 1 1 1 4
() (3" (Y rRio imgf(n+3)(n+3..(n+ g R 2
nIITJo n
1+%+,,,+71
im—2 n
1.6.11 r!nlﬂ . R0

13



2. SERII DE NUMERE

Definifie:Se numgte serie de numerereale perecheé(un)nEl (%) .o ) unde (u,) . .(s,),, sunt

siruri de numere reale iar

S =4
S=u+l
SITUH Gy,
Termenii sirului (u,), ,, Se numesdermenii seriei iar sirul (s,) , se numgte sirul sumelor
partiale.
Daci exist lim s, , atunci vom defini
n- oo
Du,=lim s,
n=1 n-e
Daci lim s, nu exis, atunci seria se nurgte oscilanti.
N

O serie se numgte convergenti daci sirul sumelor paiiale este convergent, i.dim s, exisé si este
n- oo

finita. In acest caz,y u, =lim s, se numgte suma seriei.Daci lim s, =+, spunem & seria este
n=1 n-o n-oco
divergenta.

Observaie: Se objnuieste ca seria((u,) ., (s,),, ) st se defineascprin notaia 3 u, .

21 Proprietati generale:

211 Daé intr-o serie schimim ordinea unui nugnr finit de termeni, se alme o nod serie de
aceea natui cu seria infiald; Daci seria iniiala are sum, atunci seria ainuti are aceea
SUmmi.

212 Daé la o serie convegenhtachugam sau frdturam un nundr finit de termeni se gime de
asemenea o serie convergerfar, Tn general, cu alsumi.

2.1.3 Daé o serie este convergénttuncisirul sumelor paiale este rirginit (reciproca nu este
adevirata).

214 Daé termenii unei serii sunt pozitivi igirul sumelor pagale este rirginit, atunci seria este
convergert.

215 Definifie: Se numete rest de ordin p al unei serii convergenté(un)nEl (s) .o )sirul
definit prin:

Ro= 2 4
n=p+1

2.16 Resturile unei serii convergente fornaeazsir convergent &tre 0.

217 Dad ((un)nEl (%) .o ) este o serie convergantatuncisirul (u,) , al termenilor &
este convergentatre 0. (Aceasta este o conii necesdr, dar nusi suficiena de
convergers)

2.1.8 Seriile avand ca termeiturile (u,) ., respectiv(au,)  , unde a00", au acees

natug.
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2.2 CRITERII DE CONVERGEN7A PENTRU SERII CU TERMENI OARECARE:

221 Criteriul general al lui Cauchy:O serie((un)nD ()0 ) este convergehtlad si numai

daci pentru orices >0 exisé un nunir N, OO astfel incat pentru orice> N, si orice
pO0

‘un+1+ un+2+ ot Up. J <&

222  Criteriului lui Abel: Fie ((u,), (s.),, ) o serie cu proprietateai girul (s,), al

sumelor paiale este rarginit si (an) un sir descresitor de numere reale pozitive,

nCl
convergent dtre 0. Atunci seriay_a,u, este convergeiit

2.3 CRITERII DECONVERGENIA PENTRU SERII ALTERNATE

231 Definifie: Se numgte serie alternati o serie de numere reale pentru care produsul a doi
termeni consecutivi este negativ.

232 Criteriul lui Abel: Fie (u,) . unsir descretor de numere reale pozitive, convergaine c

0. Atunci seria)"(-1)"y, este convergeat

2.4 CRITERII DE CONVERGEN'A ABSOLUTA

241 Definifie:Seria) u, se numgte absolut convergentiadi seria ) |u,| este convergeftO

serie convergeitcare nu este absolut conveigee numste serie semiconvergent

242 Teoremi: Daa intr-o serie absolut convergérste schimb ordinea termenilor, se gbe tot
o0 serie absolut convergértu aceegi surs.

2.4.3 Teoremi (Riemann): Intr-o serie semiconvergentse poate schimba ordinea termenilor
astfel incat seria astfel whuti si aibe ca suthun nunidr real, finit sau infinit, diferit de
suma seriei iniale, sau ca seria $ie oscilani.

244 Criteriul comparaiei: Fie ZUH,Zvn doui serii pentru care existun nundr natural
NOO  astfel incat|u,|<|v,| pentru oricen>N. Atunci da@ seria ) v, este absolut
convergert, seriaZun este absolut convergéant

2.5 CRITERII DE CONVERGENA PENTRU SERII CU TERMENI POZITIVI

Observaie: O serie cu termeni pozitivi poate fi convergesau divergefdt cu sumaco . Pentru o serie
cu termeni pozitivi proprietatea de convergesste echivaleatcu proprietatea de absolut convengen

251 Primul criteriu al comparaiei: Fie ZUH,Z v, doui serii cu termeni pozitivi pentru care
exist un nundr natural NO0O astfel incatu, < v, pentru oricen>N. Atunci:
a. daciseria ZVn este convergeif atunci seriaz u, este convergeat
b. daa seriaZun este divergemtatunci seriaZvn este divergerit

252 Al doilea criteriu al comparaei: Fie ZUH z v, doui serii cu termeni pozitivi pentru care
exist un nunar natural N O  astfel incat

Uner Vi
u V.

n n

15
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pentru oricen>N. Atunci:
a. daa seriaZvn este convergeatatunci seriaz u, este convergedt

b. daa seriaZun este divergestatunci seriaz v, este divergenit

253 Al treilea criteriu al comparaiei: Fie ) u,,> v, doui serii cu termeni pozitivi astfel incat
. u
lim—"=k
n-w\,

a. dad O0<k<ow , atunci cele dauserii au acesanatusa

b. dac k=0 iar seriaZvn este convergeit atunci seriaZun este convergeit

c. dac k=oiar seriaZvn este diverget atunci seriaZun este divergerit
Observaie: Aceste criterii ne ofér posibilitatea de a stabili natura unei serii cemieni pozitivi
comparand-o cu o alserie a &rei natui o cunogtem. De obicei, pentru compd@imse folosgte seria

. . 1 . . .
geometri@ sau serlaZ—a (seria armonit generalizat).
n

Observaie: Seria armonit generalizat zia este: convergeittdad a >1 si divergeni dag a<1.
n
n

. . 1 . . .
Observaie: Seria Z—I este convergedisi are suma (numarul lui Euler).
n!
n

254 Criteriul raddcinii (al lui Cauchy): Fie ZUn 0 serie cu termeni pozitivi.
a. Daa exist un nunir naturalN si un nurmar 0<k<1 astfel incét pentru oricea> N si
avem Q/u_ <k, atunci seria este converggnt

b. Daa Q/u7 =1 pentru o infinitate de termeni, atunci seria elstergeni

Corolar: Daci pentru seriaZun cu termeni pozitivi exigt lim Yu, =k, atunci aceast

oo
serie converge dack <1 si diverge dag k>1.
255 Criteriul raportului (al lui D'Alembert): Fie ZUH 0 serie cu termeni pozitivi.

a. Daa exist un nunir naturalN si un nurmar 0<k<1 astfel incat pentru oricea> N si

U S
avem—"*1 <k . atunci seria este convergent
u
n

v oA . - u
b. Dad exisi un nunir naturalN astfel incat pentru oricé> N si avem —*1>1,
un
atunci seria este divergént
Corolar:

. ) . LU . )
Daci pentru seriay u, cu termeni pozitivi exist lim —"*% =k, atunci aceastserie
now U

n
converge dat k<1 si diverge dag k>1.

256 Criteriul Raabe-Duhamel:Fie ZUn 0 serie cu termeni pozitivi.
a. Dac existi un nunar k >1 si un nundr naturalN astfel Tncat

u
n(—

-1)=zk
n+1

pentru oricen= N , atunci seria este converg&nt

b. Dadci existi un nunar natural N astfel incat

16
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Un

n( -1)<1
n+1
pentru oricen= N , atunci seria este divergént

Corolar: Dac pentru seria cu termeni poziti\Eun exist

. u
Iimn—--1)=A4
n-e un+1
atunci seria converge dacl >1 si diverge dag A<1.
2.5.7 Criteriul logaritmic: Fie ZUH 0 serie cu termeni pozitivi.
a. Dacai exist un nunir naturalN astfel incat pentru orice= N
1
log—
n >1
logn

atunci seria este convergant
b. Dadci exist un nundr naturalN astfel incat pentru oirice> N

1
log—

Uy _q
logn

atunci seria este divergént
Corolar: Daci pentru seria cu termeni pozitivi exist

1
log—

. u
lim =1
n-= logn

atunci aceastserie converge dacA >1 si diverge dag A<1.

2.6 EXERCITII REZOLVATE
26.1 S se studieze converganseriei
1
u = _—_—
24 =2 (g (2 §

calculand suma ei.
Rezolvare:Termenul general al sumei este:

U = 1 _}2( 1 1 J
" (2n-1)(2n+ ) 2 1 2n
Atunci sirul sumelor paiale se mai poate scrie:

&1 1 \_1&( 1 1)
$ 7L 2km1 2k _*zkz 26 1 2k 1
k=1 =1

1 1.1 1 1 1 1 n
=—|1-=+=-=+, .+ - ="]1- =
2 3 3 5 21 2w 2 pail

Conform definiiei, seria data este convergemtac sirul sumelor paiale este convergeni are ca
suni limita acestukir, daci aceasta exist Avem:

lims, =lim—"—=1
nmSh n-e2n+1 2

) o . 1
de unde ofinem & senaZun este convergeisi are sumaE .

n

17
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2.6.2 3 se calculeze suma seriei:
z 1
n(n+3(n+ 3
Rezolvare:Termenul general al seriei este:
1
un —_——
n(n+1)(n+ 2
Ne prpunem&scriem termenul general al seriei ca o sul@ fragii simple, i.e.:
A, B C
Uy =—+——+——
n n+l n+2
Obtinem:
+ + 2+ +
A, B, C _A+)(n+3+Brinm 2+ Chrp

n n+l n+2° fr ) 2
_n*(A+B+C)+ n(3AF 2B Q+( 2A 2B [
) n(n+3(n+ 2
Prin trecere la identificarea coeficidar obtinem sistemul:
A+B+C=0
3A+2B+ C=0
2A+2B+ C=1

cu soluia A= 1
2

1(1 2 1
un = - 4+
2ln n+1 m™ 2
Sirul sumelor pagale devine:

Ny =Ni(i_2 1),
S‘_Zw_zz(k ke 1 k+2j_

,B=-1, C=% . Asadar termenul general al seriei se mai poate scrie:

{71_ 1, 1;_ A+ 3n
a &« 2 w1l m 4n? +12n+ 8

Cum suma seriei este egjall limitasirului sumelor patiale, olinem:

S L jms=lim¥3n o1

Znn+)(n+ Y nee " newdn?+12n+ 8 4
2.6.3 S se calculeze suma seriei:

2.1 1 1

1
—t -ttt —+ ...
Rezolvare:Se obserw ca termenii generali ai seriei sunt termenii uneigesii geometrice alacei

. 2 . 1 . . .
prim termen estey, =§ ratia g =5 . Prin urmaresirul sumelor paiale este:

_ 1-q
S+ ot yd+. g dts 'dﬁ

adici:

de unde ofinem:

18
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3 m 2 3

=1
n=0 2n n- noe 3

n
2.6.4 S se calculeze suma seriei:
n3
gl

o

Reozolvare: Conform observiei 3, 2.5.3, seriaziI este convergedtsi Zi—e Vom scrie
=~ n! —=n!

3
LN -1
termenul general al serli—' in raport de termenul general al se@—' . Avem, pentrun>2:
n! ~n!

n=n(n-9(n- 3+ af r 1+ br t+( a 3( 2 a)b
de unde, prin identificarea coeficiédar, obtinem: a-3=0, 2+ a+ b= 0, deci a=3, b= 1. Atunci
termenul general al seriei devine:

n::n(n—l)(n—a+ 3 )+£= 1, 38 .1

n! n i (-3 (3 (m)
Sirul sumelor parale se mai poate scrigatlar:

S e e
= + +

% k=3(k_3)! k=2(k_ 2)! k=l( k- #

si cum suma seriei este egal limitasirului sumelor patiale, avem:

°°n3_im=w 1 o 1 9 1
Z%)H_rlhms" nz=:3(n—3)! 3D§2(n_3! ;{l’l‘j

Stabiliti natura seriilor:

26.5 z

n>1

Rezolvare:Am demonstrat la 1.5.1Giclim n=1. Atunci limita sirului termenului general al seriei

n-oo

este:
lim i = 71 =
neen  lim 4n
oo
deci seria nu este converggrmtonform 2.1.7 gfrul termenului general nu convergeda

266 Yttt

nz1

Rezolvare:Suma parala a acestei serii este:
n
s, = Zm _2(|n(k+ D=In(K)=In(n+ I-n Hn ()

Cum I|m s, = I|m In (n+ 1) =co, oltinem & senaZInTl este divergedtsi are sumac .

nz1
] . . . - n+1 . n+1

Observaie: Sirul termenilor acestei seriiy, =In——, converege 1&, (limIn——-=0), cu toate &
n n-e N

seria este divergentAcest fapt demonstreazca proprietatea 2.1.7 nu esfieo condtie suficient de

convergers pentru serii.
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1
2.6.7
n;" Inn

Rezolvare:Deoarece pentru oriced( " avem Inn< n, oktinem de asemenedinn <¥n, si deci:
1 > ! pentru oricen= 2
Un Ynn -

Conform exergiului 2.6.1, seriazni este diverge@it Din primul criteriu al compartei 2.5.1

nz1

obtinem atunci & seria z% este divergeiit
n

nz2

26.8 > nl
=12 +n
Rezolvare:Cum 2" +n= 2" pentru oricend0 , oktinem c: 0< 2n1 <—21n. Cum seria cu termenul
+n

n

generalv, =2i este convergehteste o serie gemetiicu raia q=1/2 subunitak) si seria dat are

termenii pozitivi, din primul criteriu al compgrai 2.5.1 obinem & seria cu termenul general

1
u, = este de asemenea convergent
+n

n " on

269 Y

Sin(n+1)
Rezolvare:Vom folosi crieteriul al treilea al compaiei, 2.5.3, in care:
1 1

" onn+l) " on?

. . 1 R
Conform observgei 2, 2.5.3, serlaZ—a este convergefipentrua > 1, deci seria care are ca termen
nz1

1
generalv, =— este convergeit Avem:
n

_ 1
~u _ . n(n+l) = p?
||m—=llmu=||m2—=l
neey, onee 1 n-eon®+n
n2

Cum limita este finit, conform criteiului al treilea al compaiei, cele dod serii au aceganatus,

prin urmaresi seria Z

_ 1
nzln(n+ 1)

este convergeit

2 n
2.6.10 Z[aLMJ \a>0

2
n=1 n
Rezolvare:Folosind corolarul criteriuluiadacinii, 2.5.4, se ofine:

2
. . n“+n+1
lim gu, =lim a———=
n

n-o n-w

20
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si deci seria este divergentlaa a> 1 si convergent da@ 0< a< 1. Pentrua=1 criteriul ridacinii nu
precizeaz natura seriei, deci va trebui determiim natura seriei in acest caz prin alte metode. Fie
asadara=1. Termenul general al seriei devine Tn acest caz:

n+

2 n n
_[(n"+n+1} _ 1 n+ 1
U=l —= | S| Y=
n n
[t
) n? n+1

n — )

: . + . + lim —=

lim u, = lim (l+n721j =|im (1+ n ljnﬂ —@-en =g
n n

now n-o n- o 2

si deci

Cum limitasirului termenului general al seriei este difédte zero, conform obsenvai 2.1.7 seria este
divergent si in acest caz.

n
n
26.11 Z[2n+ J

nz1

Rezolvarein acest caz este comod de aplicat critefiiainii, 2.5.4,si obtinem:

n
u=[-"
" [2n+ 1j

n
nun:
2n+1

. . n 1

lim Qu, =1lim ==<1
noo n-o2n+1 2

si deci seria este convergent

"n!
2612 2N
nz1 N
Rezolvare:Aplicand criteriul raportului, 2.5.5, se tife:
_2"n!
U, = pC
2n+1(n+ 1)'
. _(n+)™t "
I|m”—*1=llm%= im 2 —) =2im _1 .2
n-o U, n-o 2"l neo \ N+ 1 n-e 1" e
" 142
n n

Dar =<1, deci, conform criteriului mai sus amintit, segiste convergeit
e

n

a
2613 Y-2 _a>0
2oy

Rezolvare:Vom folosi criteriul raportului, 2.5.5. Avem:
. an
LTV

si deci:
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n
5" [gj +1
am! nygtoo 5

a
n+1 = =
AIIT;IO u, Inl w oM+l gl Q" _lrlﬂ]wa 2\ g
5n+1 “ +1
5

Pentru%1 <1, deci pentrua< 5, seria este convergéniar pentru% >1, deci pentrua>5, seria este

divergend, conform criteriului raportului. Pentra=5, criteriul raportului nu ne poate preciza natura
seriei . Pentru a stabili tafiunatura seriei datg Tn acest caz putem folosi una din dtoarele metode:
- proprietatea 2.1.7, unde

. . 5" . 1
limu, =lim =lim =1
noo no?2"+ 5" n.w 2 n
= +1
5
deci termenul general al seriei nu converge, leeea ce Tnseamna seria este divegenin acest
caz

- criteriul Raabe-Duhamel, pentru care

) u, o 2n+1+5n+1 o oM l_grl_goon, o 1_
limn -1|=lim nf —————-1|=lim n =
n=e  Unsg

nee (5(2'+5) o 5(2+5)
n - —
Cimn 2279 8y g
s )
2

si cum aceastlimita este subunitér seria este divergent

2614 200 +n|z) NOET

Rezolvare:Aplicand criteriul lui D'Alembert ofinem:
n!

u"z(A +1)(4 +2)...(,1+n)>0
lim 01 = jjm (n+2)! A+9(A+9..(A+ 10 _ —lim n+1 -1
neeo Uy new(A+)(A+2) . 1+ n+ ) n Sl y—

ceea ce insearirca acest criterii nu ne poate da infoihasupra naturii seriei. Aplian criteriul
Raabe-Duhamai obtinem:

fim n| %2 1= lim n[LM—ljﬂim ™M _)
noo Uy noe n+1 nee N+ 1

Prin urmare, dac A >1, seria este convergéniar pentru0< A <1 seria este divergentDacg A=1,
termenul general al seriei devine:
u = n! =71
"o200.fn+]) nm+1

deci am obinut seriazi , care este divergenfvezi 2.5.3 obsery#)
n=1N

ETE SO
2615 Ya 2 ma>0

nz1
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Rezolvare:Aplicand criteriul Raabe-Duhamel se ajunge la Wlaelcomplicate. Putem aplica criteriul
logaritmic:

].+£+.,,+il
u,=a 2 n>0
1 In# 1 1 1 1
In— FRET —(1+—+...+—)Ina [1+—+ ...+—)
fim - = jjm —8 2" —jim =dnaim ~—2  V-n g
n-o NN nee Inn n- o Inn n-w In n
[1+}+...+—1)
(aplicand eventual criteriul Cesaro-Stolz pentrtedminarea limiteilim L2 . 1).

now Inn

Prin urmare, daﬁc—lna=|nl >1, adia é>e - a<:l?, seria este convergéntiar dad In£<1,
a a a

. 1 . . 1 . I . .
adia a>—, seria este divergehtDaci a=— criteriul logaritmic nu ne poate da infortiiaasupra
e e

naturii seriei.

2616 Y n"*a>0

nz1

Rezolvare:Se aplié criteriul logaritmic, 2.6.5.0finem:
u,=n"?>0

1 1
In— In—— Ina

. u, _ . nma _ . Inn . Inallh n

lim =lim =lim =lim =

n-e Inn n-« Inn n~o Inn  n-e Inn
Prin urmare, dac Ina>1, adiad a> e, seria este convergéntPentrulna<1, adic pentru a<e,
seria este divergentDaa a=e, atunci criteriul logaritmic nu ne poate da infefindespre natura
seriei. Da& a=e, atunci termeul general al seriei devine:

In a

_ 1
un:nlne:nlzf
n

obtindndu-se serii“1 , serie divergeiat

nz1

2.6.17 S se studieze natura seriei:

e

n
o 3

. 1 1 .
Rezolvare: Seria Y — este convergefit pentru & termenul generaly, =7 este o progresie

n
n=0
geometri@ cu raia subunita¥. Cum termenul general al seriei date are propeadan\ :5 , ohtinem

asadar @ aceasta este absolut convergent

2.6.18 3 se studieze convergenseriei:

> ()"

2
n=1 n“+1
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Rezolvare:Pentru a verifica dacseria dat este convergefitvom aplica criteriul lui Abel, 2.3.1Sirul

n
cu termenul generad, :2—1 este descrestor pentru @:
n°+

a..-a-= ntl _ n _rm+rif+m E - 20-m 1
- (n+2°+1 n*+1 (n2+l)((n+])2+])

_A(n2+l)((n+ ])2+])*<0
si de asemenedim n =0.

n-on?+1

Prin urmare, conform criteriului lui Leibniz, seriau termenul generalun:(—l)nz—:L este
n® +

convergert.

Pentru a verifica décseria este absolut convergentom aplica criteriul compatiei, 2.5.3, unde:

n n
'Jn:(_l)n 2. a4" 2
n°+ n+1
_1
Vn_ﬁ
Obtinem:
n
VT I I 1
lim = =lim ———==lim ——=1
n—owvn n-oo 4 n-o N+
n

deci cele do#i serii au aceaanatui. Cum seriazl este divergetit obtinem @ si seria z 2n 1
nz1N =N+

este divergeft deci seria datnu este absolut convergent

2.7 EXERCITII PROPUSE:
2.7.1 S se stabileagcnatura urmitoarelor seriki sa calculeze suma lor
1 1
ay ————— R: =,
glllan2 -8n- 3 4
convergerit
1

b,y

———— , undea este un nudir real diferit de orice Intreg negativ R: L
nZl(a+n)(af+n+ 1) 1+a

convergert
1 1
C'gl(n+\/§)(n+x/—2+1) R.\/§+1
Convergerﬁ
R:2
d Z:2n+(_1)n+1 6
. 5" Convergerﬁ
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e 7 =
5n

Indicaie: Se va scri
. .2 -1
geometrice de & — si —
5 5
2.7.2
\7n
ay 55—

b

d.

.gl\/n‘”n

N +3n+ 5
1

1
;30n+ 7
Jn+1-+/n
2
n>1

1000

e.
n=2 n? _\/E

Indicaie: se va folosi inegalitatea:

1000 1000_ 1000

5

2"+(-1)" [EJ” +(—17

1000

-2 n*-n n(n-1 (n-1)?

5>

mi2'+a

Indicaie: se va compara cu serE—n , folosind al treilea criteriu al compaiei.

2.7.3

a.za

d.y
ey

f.

s ()’
Z(2n)!

, a>-2

n
7" a>0
=1

nz1
108060, 2n- )
20500030 )

2 n
(Zn +7n+ 5]

Zl6n’+5n+ 9

n=1 n

B+2+. +n n|
Z 73_2

Indicatie: 1°+2°+ ..+ n*=

nx1

n(n+1)(2n+ J

6

)n+1

5

S se stabileagcnatura urritoarelor serii:

Capitolul 3: Funciii reale de o variabif reald

si prin urmare seria daeste suma a déyprogresii

R: convergerit

R: convergerit

R: divergeni

R: convergerit

R: convergerit

R: convergerit

S se stabileasicnatura seriilor uritoare aplicand criteriul raportulsi criteriul radacinii:

R: convergerit

R: convergerit

R: convergerit

R: convergerit

R: convergerit

R: convergerit
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1 R: convergenit
g. z n
a=2(lgn)
2n*s R: convergernit
h. ——
n21(3n+ 7)n
2.7.4 3 se stabileagnatura seriilor urritoareaplicand criteriul Raabe-Duhamel:
ZDDLZD..EQ 2+ q n ) R: divergent

agg[smsu..[@ 3+qn )

a" [ R: convergent pentrua<e
b. 21 oo @ 0 divergent pentrua=e
nz
! R: convergent pentrua > 2
c. Zn— a>0 i gerp -
nzla(a+1),_,(a+ n+]) ivergent pentru0<a < 2
2.75 S se stabileagcnatura seriilor uriitoare:
(_1)n+1 R: semiconvergeat
a.
&in(n+1)
(—1)” R:absolut convergeit
b.z —undea este un nuidr real diferit de orice intreg negativ. pentrua >1.
n=1(n+a) semiconvergetitpentru
a<l
n(n-1) R: divergent
(-1 2
C.) —F—
= n
2.7.6 3 se studieze converganseriei:

2-Je)(2-¥d.[2V4, = ¢
> (2-v6)(2- 49 24}
Indicaie: Se apliaé criteriul lui D’Alembertsi criteriul al doilea al compatii.
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3. FUNCTII REALE DE O VARIABIL 4 REALA
3.1 LIMITE DE FUNCTI

Fie AOD , %, (numir finit sau infinit) un punct de acumulare al mmlii A (nu neaprat

% OA)si f:A- 0 ofungie de variabil reah.

3.1.1 Definitie: Vom spune & 100 (finit sau infinit) estelimita functiei f in punctul x; relativ la

multimea A da@ pentru oricesir de numere reale(xn) din A, X, %X, cu limx, =x,, sirul
oo

nOo
(f (X”))nD al valorilor fungiei are limital . Vom scrie atunci:
X4I|y(r]1'”|>mf (x)=1 sau Jl”lo f(x)=I
Petru definia 3.1.1 sunt echivalente afirmiike:
3.1.2
a. Numarul |00 (finit sau infinit) estdimita functiei fn punctul x, relativ la mufimeaA

daci si numai daé pentru orice veciitateV a lui | existivecinitateal a lui x,, depinzand d¥, astfel
incat pentru oricexd An U, x# %, avem f (x)OV .

b.Daa x, sil sunt finite, atuncil estelimita functiei fin punctul x, relativ la mutimea
A dac si numai dad pentru orice nudr £>0 exish J,>0 astfel incat pentru orice

xO A, x# %, x- x|<d,, avem|f (x)-1|<¢.

c. Dadi x, este finitsi | =+, atunci lim f(x)=c dad si numai dag pentru orice
x=%

numir M >0 exisé g, >0 astfel Incat pentru oric&d A, x# % .| x= %|<J, avem f (x)>M .

d.Daa x, = si | este finit, atuncilim =1 dac si numai dag, pentru orice nuen £>0

X— 00

existi &, >0 astfel incat pentru orice ] A, x# %, x> 4, avem|f (x)-I[<¢.

3.1.3 Operaii cu limite de fungii: Fie f,g: AODO -0 si X% un punct de acumulare pentru
multimeaA. Dadi existi lim f(x) =1, si lim g(x)=1,, finite sau infinite, atunci:
X% X%
a.dac |, +1, are sens, funia sund f +g are limi& in punctul x, si avem:
lim (f+g)(x)=1+I
lim (£ +g)(9) =L +1,
b.daa |, [, are sens, funia produs f [§ are limi& Tn punctul x, si avem:
x'[njo(f B)(x)=k0,
I

c. da¢ g(x)#0 pe o veciitate a lui x, si daci | are sens, atunci futia
2
é:{xl]&g(x);ﬁ (} ~ [0 are limiti n punctul x, si avem:
lim i(x) b

x-% g [
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d.dac a 00 , atunci fungia a OF : A - [0 are limi& in punctul x, si avem:
lim o OF (x) =a O,
X%

3.14 Criterii de existems a limitelor de fungii:
a.daa |f(x)-1<g(x) pentruoricexd A si lim g(x)=0, atunci lim f (x)=1
X= X=%

b.daci f(x)=h(x) pentru oricexdA si lim h(x)=c, atunci lim f(x)=co
X% X=X
c.daa exist M >0 astfel incét\ f (x)\ < M pentru oricexd A (i.e.f este narginita peA)
si lim g(x)=0, atunci lim (f )(x)=0
X=X X=X
d. Criteriul lui Cauchy: Fungia f: A~ 0 are limi& in punctul de acumulare fini, al

lui A daci si numai daé pentru oricee >0 exist o veciritateV a lui x, astfel incat pentru orice

X, X' OV A x# % avem|f(x)-f(x)<e.
3.15 In aplicéi se folosesc des urtoarele limite:

x-0  bx b' x-0 bx

1) a)
b. lim [1+fj =g lim (1+7) =é
X — 00 X X 00 X

lim a = o, daca>1
X-r00 0,daci0<a<1

c.
. «_|0,dac a>1
lim a* =
o dac@lO<a<l

X — =00

3.2 CONTINUITATEA FUNCTIILOR DE O VARIABIL A REALA

3.21 Definifie: Spunem & funaia f este continua in punctul de acumularg, 0 A daci pentru
icesi OA tl lim f =f
oricesir (x,), convergent lax, avem lim (%) =1 (%)

Urmatoarele definii sunt echivalente cu defitida dat mai suscontinuitatii unei functii
ntr-un punct:

a. Pentru orice vecitateU a lui f (xo) exist o veciritateV a lui x, astfel incat pentru
orice xOV n A avem f (x)OU .

b. Pentru orices >0 existi J, >0 astfel incat pentru oric&d A, cu |x— %|<J, avem
|1 (x)= 1 (%)<e.

3.2.2 Definifie: Spunem & funaia f:AO0 - [ estecontinua la stinga (respectiv la
dreapta) in x,0A dac pentru oricesir (Xn)ncr O A x, < % (respectivx,> %), culim x= x,
oo

avem lim f(x,)=f(x) (se mai poate scrie: lim f(x)=f(x) (respectiv
n-w %<

X

lim f(x)=1f(%)),i.e.limita lateral i la stanga (respectiv la dreapta) ale fieié in punctul x,

X=X, X> %

existi si este egalcu f (%)) .
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3.2.3 Propozrie: Fungia f : A - [ este continiin x, 0 A daci si numai dad este continéila
stangssi la dreapta inx, .

3.24 Definifie: Un punct x,0 A se numgte punct de discontinuitate a lui f dadc f nu ste
continua in x,. Un punct de discontinuitate pentru ftind se numsgte punct de discontinuitate de

speta | dac limitele laterale al fungei f Tn punctul x, exis&, sunt finite, dar nu sunt egale. Un punct
de discontinuitate pentru fufie f se numste punct de discontinuitate de spg a ll-a dac nu este de
gr.);’.aSL Definifie: Fie 1 00 wun intervalsi f:| -~ o fungie. Spunem & funcgia f are
proprietatea lui Darboux pe intervalul | dac pentru orice a,bd01,a#b si pentru orice
AOU, f(a)s A< f(b) exist c,0(a,b) astfel incatf (c,)=A.

3.2.6 Propoziie: Orice funcgie contind f :1 - [ are proprietatea lui Darboux. (Reciproca nu
este adevrati).

3.3 UNIFORM CONTINUITATEA FUNCTIILOR DE O VARIABIL 4 REALA

331 Definigie: Fie | OO unintervalsi f:1 - [ . Spunem &f este uniform continupel daci

pentru orice £>0 exisé J, >0 astfel incat pentru oricex, X' 01 cu |xX-X|<d, sa avem

[F(x)=f(x)

3.3.2 Propoztie: Orice fungie uniform continé este continiiL (Reciproca nu este adesti)

<¢.

3.4 DERIVABILITATEA FUNC 71ILOR DE O VARIABIL 4 REALA

341 Definigie: Fie | O0 uninterval, f : 1 -0 si x Ol . Dac exist si este finiti
f(x)-f
109 1(x)
x-% X=X
vom spune & fungia f estederivabild in punctul x,. Vom nota:

lim f(x)- (%) = (%)
X=% X=X
si 0 vom numi derivata funiei f in x, .
Limitele
fo (%)= xﬂl)i@rlnx%if (X))(_ ;()")
fe (%) :xa'ior,"x%if (X))(_ ;(X")
daci existi, se numesc respecterivata la dreaptasi derivata la stanga a funtiei f in punctul x, .
3.4.2 Propozrie: Funaia f :1 - 0 este derivabilin x, dad si numai dag are derivate laterale
egale inx, .
3.4.3 Teorema lui Rolle:Fie fungia f:1 -0 , a,b0l,a<b. Daa:

i. f este conting pe [a,b] .
ii. f este derivabil pe (a,b)
iii. f(a)=f(b)
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atunci exist cel puin un punctcO(a,b) astfel incatf' (c)=0.

3.4.4 Teorema lui LagrangefFie fungia f :1 - [0 , a,b01,a<b. Daa:
i. f este conting pe [a,b] .
ii. f este derivabil pe (a,b)
atunci exist cel puin un punctc(a,b) astfel incat
f (bt))—;(a) = ' (c)
3.45 Consecine: Daa f' (x) >0 (respectiv f' (x) <0) pe intervalul, atuncif este cresttoare
(respectiv descrestare) pe acest interval.

3.4.6 Teorema lui Cauchy:Fie f,g:1 - [ ,a,b01. Daci:
i. f si g sunt continue pga, b|
ii. f si g sunt derivabile pda,b)
ii. g(x)# 0 pentru oricexO(a,b), atunci exist cel puin un punctc(a,b) astfel incat
f(b)-f(a)_ (o
a(b)-9(d d(9

3.4.7 Regulile lui I'Hospital : 1.Fie f,g: 1 - ,cOl . Daa:

i. f(c)=9(g=0
ii. fsi gsuntderivabile Tre
ii. ¢ (c) =0

f(x)_ f(d)

atunci lim——==
x-cg(x) g(9

2.Fie f,g:1\{c} - 0, undec este un punct de acumulare pertrDaci:

i. lim f(x)=lim g(x)=0
X—C X— C
ii. f si g sunt derivabile pe\{c}
iii. g'(x)# 0 pentruxO1\{c}
v, tim %)
e g (x)

atunci lim M =1
~e9(¥)

3. Fie f,g: I\{c} - [1 , undec este un punct de acumulare pentac:
Limjg(3]= o
ii. f si g sunt derivabile pe\{c}
ii. g'(x)#0 pentruxO1\{c}
. tim (%)
e g (x)
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f(x)

atunci lim =1
~eg(x)
3.4.8 Observaii:  i.Fie f,g:1\{c} -~ astfel incat lim f(x)=0 si limg(x)=c si
X-C X-C
F =f [ . Dac vom scrie F :% :gl vom ohtine unul din cazurile Tn care se poate aplica seduil
g f

I'Hospital (2. sau 3.)
ii. Fie f,g:1\{c} -0 astfel incatiim f (x)=lim g(x) =+~ si ®=f-g.Atunci dad vom scrie
X-C X- C
1

1
9

f
bd=f-g= i
iy
I'Hospital (2. sau 3.)
iii. Fie f,g:1\{c} -~ U astfel incat

vom oltine unul dim g(x)=0in cazurile in care se poate aplica regula lui
X-C

lim f (x)=0 si sau
X-C
lim f(x)=1 si limg(x)=c sau
lim f(x)=1 i lim g(x)=eo
lim f = ili =0
im 09 =e si ima()
si W=1f9, atunci das vom scrieW = f9 =e?"  se ohine cazui. prezentat mai sus.

3.5 DIFERENTIABILITATEA FUNC TIILOR DE O VARIABIL 4 REALA

351 Definifie: Vom spune g fungia f :1 - [ , undel este un interval, estiiferentiabild Tn
punctul x, 01 dac exis& un nundr AOD astfel incat pentru orice0 | si avem:

F(x)= 1 06)= Alx=x)+a(J( x ¥)

undea:| - este o funge cu proprietatear (x,) =0 si lim a(x)=0.
X=

3.5.2 Consecing: 1.0 fungie f:1 - O este diferefiabila in x, 01 daa si numai dad este
derivabili in x,. Daci f este derivabilin x,, atunci

f(x) = f(6)=f (%)(x=%)+a( (x> ¥)

undea:| - O este o funge cu proprietatear (x,) =0 si lim a(x)=0.
X0
Pentru valori suficient de apropiate alexude x, vom putea scrie:
F()=100)= 1 06)(x=%), = % X 1
3.6 PROBLEME REZOLVATE

Folosind definjia limitei unei fungii intr-un punct (3.1.3),&se aratex
3.6.1 lim x* =4

X2
Rezolvare: fie 6>0 un nunir real si xOO0 astfel incat [x-2<d. Ohinem atunci &
—0<X=2<d = 2-0< Xx<J+ 2. Cuming [x+2<|{+2si -2-0<2-0, avem:

X <2+0 si
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|x+ 2 <[+ 2< 4+5

Atunci:

() ¢ =4=[(x=9(xr Y =[x & p<5( 49)
) . . £
Fie atuncie>0 si d >0 astfel incat d(d+4)<& = 0<d<————. PentruxO|,[x-2<9J 1n

( ) 2+\4+¢ .
relaia (*) obtinem : ‘xz —4{ <& . Am ohtinut ssadar:
) ) £ .
Pentru orice £>0 exisi 0<d<———— astfel incat pentru oricexOl, cu
2+4+e P
£ 2 - L .

X-2<———, avem:|X“ —4 <¢&, ceea ce Insearmrconform definiiei 3.1.3 & funcia dati are
x-2 2+J4+e ‘ 4 ’ '
limita 47n x, = 2.
3.6.2 lim ——=0

X—0 X<+ 1

Rezolvare:Vom a#ta ci pentru orices >0 exisé J, >0 astfel inct pentru oricex> 9, si avem

1 N 3 ) ) 1 ) .
<¢ . Avand in vederexc x > 0, inegalitatea——— <& se mai poate scrie:
X +1 X +1

1-¢
x>, [—
£

Atunci luand g, = /1;; , pentru x> 4, ingalitatea <& este realizat

X +1

363 Fief:0" -0,f(x)= sin(x) .Sd se aratez lim f (x)=0.

X— 00

Rezolvare: Fie g,h:D*—>D,g(x)=sin(>§,t(>)=§. Avem:  f(x)=g(X)Tn(¥ i

lg(x)|=[sin(X)|< 1 lim K 3 =lim % = 0. Atunci conform criteriului 3.1.4;., oltinem ci:
X X 00
lim g(x)ch(x) =0

deci llmo f(x)=0.

3.6.4 G se aratexfungia f:(0,00) - 0, f(x)=(1+sin Y In x nu tinde &tre o atunci cand

tinde ctre oo .
Rezolvare:Sa presupunemsafundia dat tinde cGtre o atunci canck tinde ctre o . Atunci, conform
criteriului 3.1.4p., pentru oricesir (x,) . cu lim x, =o> avem r!i[llf()%):oo. Fie atuncisirul
(%) o %, =37, 2mr. Evident avem lim X, = Iim(3—7T+ 2mr) =¥ im n=w. Atunci
n 2 noow noo 2 2 now

lim f (x,) =, conform criteriului mai sus amintit. Dar:
N
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f () =(Lesin( 4 2omyan( Y+ 20m) =

:(l+sin3?”)[]n(3—g+ 2r)=( 1~ l)[]]n(%T+ 2mr) = C
deci lim f(xn) =0, contraditie, deci presupunereécuta este falg, si prin urmare funga dat nu
oo

tinde ditre o atunci cand tinde dtre o .

3.6.5 S se aratezcfungia f :0 - (1, f (x)=sinx nu are limi candx tinde ditre o .

Rezolvare: Vom atita & exisé sirurile  (x,) . (¥n) » cu limx =lim y = i
X—00 X— 00

lim f(x,)#lim f(y,) . Fie gadar x, =nm, y, =%T+ 27 . Avem evident

X 00

lim n7z= lim [’Eﬁ Zm) =

n-o n-wo

Dar f(x,)=sin(wz)=0si f(y,)= sm(2+2rwj 1, deci lim f(x,)=0si lim f(y,)=1, deci

n-oo n- oo
lim f(x,)#lim f(y,)

ceea ce contrazice criteriul 3.1b4,

3.6.6 Fief:O\{-13 -0, f(¥= 2X 1 Are aceagtfundie limita in punctelel si 1?

X2 —
Rezolvare:O funaie are limit intr-un punct dacsi numai daé limitele laterale Tn acel punct exist
sunt egale. Sremarédm maii intdi & desi puunctele-1 si 1 nu apatin domeniiului de definie al
functiei f, ele sunt totgi punte de acumulare pentru acesta. Vom calsattar limitile laterale ale

functiei in cele doa puncte. Avem:

. X X . X . 1 _1
im —=—=lim = lim ——0 lim =—T-00) =-o0
xo-lxem1x? =1 x--1x- 1(x D(x+1)  o-1x-1x 1 x- s 1x v 1 2
. X . . 1 1
lim ——= lim lim lim =—[do=00
Xomloo-1x2 =1  ¥e-1 %- ].(X 1)( :I) %om 1x-1X— 1 %-dx & 1 2
deci fungia nu admite limit in punctul x =-1. Analog:
im Xz im %= im 2 gim L = fw) = e
ol =1 e 1xix=1)(x+1]) xrxixk 1 ox dx e 1 2
. X . X . X . 1 1
lim ——= lim —————== lim ——0lim = =
xo1e1x? =1 e le X=1)(x+1) x1xixtlox ixx 1 2
decii fungia dat nu are limi# nici in punctulx=1.
3.6.7 S se aratezcfungia f:0" -, f(x) =cos® nu are limit in punctulx=0, demonstrand
X

ca nu satisface criteriul general al lui Cauchy.
Rezolvare:Vom atita i exist & >0 astfel Incat pentru oricé >0 si existe x;,x, , satisficand

inegalititile <0 si [f(x)-f(x)ze.

Fie £ =2 . Atunci pentru oriced >0 exist un nunir naturaln0O0 astfel Incat:

1
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R 1
pentru @ lim —=Ilim =
nw 2y nee(2n+ )77

Dar
|1 (%)~ f(x) =|cos2m~ cog 2n+ }7j= 2
si deci criteriul genral Cauchy este contrazisidar funga dati nu are limit in punctulx=0.

3.6.8 S se aratezfundia f:0\{-1} -0, f(x) =x%1 satisface criteriul general al lui Cauchy
n punctulx=1.
RezolvareFie x, X' >Q X % # 1. Atunci:

0 110 1) e e e

IX+1 ><+ ICEICEE N TR
<X =X =]k -1+ 1= %< x= T x- L

Alegem 5=§ si X, %X astfel incéqx'—1<g, |x - 1<52 . Atunci Tn relaia (*) obtinem:

[£(x)= 100 )<= 1o x - pe el =e
ceea ce Tnsearara funaia dat satisface criteriul lui Cauchy in puntuk1.
3.6.9 S se calculeze:

"nl,( X +1- x)
Rezolvare:xsﬂuntem n cazul exceptat—o . Avem:

Fx)=eetmx= XX 1

VX414 x x[\/1+l2 + 1]
X

Cum X — o, deci x>0, ohtinem || = x si deci:

Iim( x2+1—x):lim;:0
X — 00 X— 1
x[ 1+—2+1]
U:

(E - 0 si ; se aplia 3.1.4,c.).
X

1
/1+— */E
Na
3.6.10 S se calculeze:
lim x( X+ 1- x)

X — oo

Rezolvare:Avem:

A\/x +1- x ><2+1+>) X

\/X +1+ X X[ 1+12+1J
X

Pentrux — « avem x>0 deci|x = x . Atunci:

f(=x(Vx+1-

34



Capitolul 3: Funcii reale de o variabi# reald

X . 1 1
lim =

= m _E
x( /1+12+1J " \/1+i2+1
X %
Pentrux — —co avem x<0 si deci |x=-x. Atunci:
1 1
fx:x( x2+1—>%: F— - XN= k- $ -~ =
(¥ e 1
:—xz{ /1+12+1J
%

lim x( X+ 1- x):lim— %( } 1+i2+ J}:—oo
X — 00 X— 00 X

3.6.11 S se calculeze:
. N1+ x-1
lim———
x-0 X

lim x( 2+ 1 x)=|im
lim,

X0

Atunci:

Rezolvare:Suntem in cazul exceptagt. Tinand cont de refa:
a"-b"=(a-p)(d '+ d 2o+ alf *+ B )

in care ldm a=Y1+ x, b= 1, oltinem:

Yiex-1_ e _
X x(Q/(1+ x)”_1+{/(1+ )9"_2+,,,+” T+ x+ g
_ X _ 1
) x(g/(1+ x)"_1+{/( 1+ )§"_2+,,,+n B x+ ])_d(1+ x)n_1+{1/(1+ @n_2+...+{‘/1Tx+ 1
si atunci:
jm YL X1 = =2
n

x-0 X Q/(l"' X)n—l +{/(1+ )()n_2+ LAY I x+ 1_

3.6.12 S se calculeze:
. 1-cosx
Xx-0 X

- 0 .
Rezolvare:Suntem de asemenea n ca;(f)ul Atunci:

X
1-| 1- 2sin?= in2 X inX
1—cosx: [ ZJZZSIH 2:} sm2
X2 X2 x2 2

N | <

si deci:
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2 2
. X
SIin— 1
Tim | —2 =~ (vezi3.1.50)

NI x

3.6.13 S se calculeze:
. sinbx-sin3x
lim——
X-0 5x
Rezolvare:Avem:
sin5x—-sin3x_

2sin >d:bos4x= 72mm sin )f[i

lim lim mcos4x=—"
x-0 5x x- 0 5x 5 x-0 X 0 2
(a se vedea opeiia cu limite de fundi, 3.1.3)
3.6.14 3 se calculeze:
. 71X
lim(1-x)tg—
lim (1) 19~
Rezolvare: Deoarece lim (1-x)=0 si  lim tg’% =0, lim tg’%=-0, suntem in cazul
Xxo1 x-1x1" 2 x-1ix1" 2

exceptatold . Fie atuncil— x= u; atunci pentrux - 1, avemu — O si

. > LT m_ uo
im 1= t0 3 =tm ] Z(3- = wta =t &

2
Otg 7 T

NN

unde am aplicat 3.1.5,

3.6.15 S se calculeze:
2

2 X
. X“+1
I|m[ 5 J
x—e X° =2
U | . .
Rezolvare:Si obserdm mai intai & lim =1, deci suntem in cazul excepttt. Avem:
X0 X5 —
32
2 2 X%-2 \x2-2
X2+1X_[1+ 3jx_[1+ 32j3 X
X -2 X-2 X -
Cum:
x2-2
. 3 3 o3
lim| 1+ =esi lim =3
xw[ x2—2] Ve -2
obtinem a:

2
2 X
. X“+1) _ 3 .
l'ﬂ[ 5 ZJ =e” (am aplicat 3.1.5)

X =

3.6.16 S se calculeze:
| +

im 7 (1+kx)
X-0 X

36



Capitolul 3: Funcii reale de o variabi# reald

Rezolvare:Suntem in cazug . Avem:

1
M:Em(u kx) =In ( 1+ kyx
X X
si atunci:

lim In{1+ 1) =limIn (1+ kx)*i =lim In [( 1+ kgklx}k =

X-0 X X— 0
1 , 1 _
:lerpokm1(1+ kxkc = k[[hllxrpo( T kyk= Hh ( p= |
3.6.17 S se calculeze:

_e*-1
lim
x-0 3X

Rezolvare: Suntem 1in cazulg. Notim t=e**-1, de unde: e =t+1 sau, logaritmand,

In(ezx)=|n(t+1)a 2x=n(t+ ) = x=%|n(]:¢- }. Obserdim c dad x -0, atunci t - 0.

Obtinem:

(pentru @ lim =lim
Fon(r) o 1a) “Pin(aege ()

3.6.18 S se calculeze:

at-1
lim , a>0
x-0 X

Rezolvare:Suntem n cazug . Notim a*-1=t, de unde:

a‘=t+le In(ax):ln(t+1)@ h(d=n(tr3= x

Se obser¥ci da@ x - 0 atuncit — 0. Oktinem:
a¥-1_ t t
legqo X _It”ﬁo In(t+1) =in (a) u]trrloln(t+ 1) =n (a)

In(a)

3.6.19 Studig continuitatea fungei:
1

f(x)=1e #  dacax0l] g
1,dacax=0
Rezolvare:Pentru x# 0, fungia este continij vom studia continuitatea futiei numai Tn punctul
x=0. Avem:
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1

. 1 . - . T2

lim| —— |=—c0 si deci lim f (x)=lime* =0

xﬂo[ sz *3 x-0 () x-0

Cum Iimof(x);t f(0), fungia nu este contiriiin punctul x=0; acest punct este punct de
X

discontinuitate de speintaia.

3.6.29 Studifi continuitatea fungei:
;1 ,dacax00 \{-2}
F()=1 14 2ex
0, dacax=-2
Rezolvare:Fungia este continiiin orice punctx# -2 ; Tn punctul x=-2 avem:

f(-2+0)= fim —* =1=0 pentrua fim -1 =o
X =2,-2 1l » X--2,0-22+ X
1+2x+2
f(-2-0)= fim —t_=1-1 pentrua lim - =-w
X—=2,%-2 = 1 X--2,%-22+ X
1+2x+2

Am obtinut asadar @ limitele laterale ale funei n punctul x=-2 nu sunt egale, de futia nu este
continti in x=-2; deoarecef (-2+0) = f(-2) = 0, fundia dati este continiila dreapta in punctul
x=-2; x=-2este punct de discontinuitate d &pa doua.

x+1,x0[0,1

. 4 se determine constantaastfel incat funga f s fie
3ax+ 3 x0(13

3.6.29  Fie f(x) :{

continti pe intervalul inchig1,2] .
Rezolvare:Deoarece furnta f pe intervalele[l,z) si (1,2] este linia#, deci contind, vom studia

continuitatea fungei f numai In punctulx=1. Condiia de continuitate pentru futia f Tn punctul
x=1 se scrie:

() f()=1(+0=1f(2-9

(2) f()=1+1=2
f(1-0)= lim f(X)= lim (x+3=2

Dar:

Xo1,x<1 X-1x1
f(1+0):xli§px>lf(x):x1irp»£3ax+ 3= 3a :

Din relaiile (1) si (2) ohitinem gadar &: 3a+ 3= 2, decia= —% .

3.6.22 3 se studieze continuitaea fuied:
=i < X<
f(x) rI1|£rlo(x”+1), 0< x< 1
Reyolavare: Daci  xO[0,1), atunci f(x)=lim (x”+1): 1+lim ¥=1. Daa x=1, atunci
n-oo n- oo
f(1)=1lim (1” + 1) = 2. Asadar funga este contindi pe intervalul [0,1) si discontind in punctul
n-oo

x=1, avand o discontinuitate de prima gpe
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36.29  Ssearate fun@a f(x)=x2*- 1 se anuleazintr-un puncté 0(0,1) .

Rezolvare:Avem: f (0)=-1<0si f(1)=12" - 1= 1> 0. Cum fungiaf este continéipe intervalul
(0,1), f are proprietatea Iui Darboux pe interva(0l,1) , cu alte cuvinte existcel puin un punct
£0(0,1) astfel incatf (£)=0.

3.6.24 3 se aratexfunaia
(%) ={1,dacaxDD
-1,dacax00 \O

RezolvareFie x' O . Cum mufimea numerelor igonale este detisn mutimea numerelor reale,
oricare ar fi o vecifitateV a luix’ , exist un punctx' OJ\D cu x" OV . Am oltinut sadar &
pentru orice veciitateV a lui X existi x" OV astfel incatf (x ) - f (X' )=1-(-1) = 2, decif nu
este contin@lTn nici un punctxO0 .

Analog, pentru orice< O\ , tindnd cont & mulimea numerelor t@nale este deisn
multimea numerelor realénu este contiriiin nici un punctxd \[J ; asadar f nu este contirdiin
nici un punctxOU (0 =0 0(0\2)).

3.6.25 S se studieze continuitatea unifarmentru funda: f (x) = sin(xz)

Rezolvare:Cum fungia sinus este o fuie marginita pe [l , funaia f este de asemenednginita. De
asemenea, fiind compunerea a@lfundii continue,f este contini
Pentru a studia uniform continuitatea ftiacavem:

1, dacax® = (4k+ J)’ET Ko

f (x)={-1,dacax = ( 4k+ 3L27, Tall

0, dacax® = kr, kOO

T
m m
4k+ 3)— +\/ 4k+ )—
J(r 9T+ J(ake 37
valori ale luik suficient de mari, punctel® si x" pot fi luate oricat de apropiate. fns
‘f(x‘)—f(X')=%in(4k+ 37 —sin 4k ;%: :
Am aritat gadar @ exis& € =2 si punctelex, X' situate la distagd oricat de mig astfel incat

[F(x)=f(x)

uniform contind pe orice interval compact din).

Fie x :\/(4k+ 3)%7 X :\/( 4k+ )LZT . Atunci X - X' = , si deci pentru

= 2, ceea ce demonstéaz fundia dat nu este uniform contiriupe [ (dar este

36.26 S se studieze uniform continuitatea fist f :[0,c0) - 1, f(X)=——+x

x+1
Rezolvare:Se obser¥ ca fundia dat este continé (fiind suma dintre raportul a dddundii continuesi

o funaie continui) si nemirginita pe intervalul considerat (avehm Tl+ X =00 ). Vom aiita ci este
X X

uniform continu pe [0, ) .
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Fie x,,% > 0. Avem:

sttt o)

X +1 %+ 1 v )

()= (%)=

X =% J

<lx = %|| 1+ A <] ) = x| %

[, XZ( (1+ %) (1+ %) %= %|( 2+ %= )

Fie £>0 si 0>0 astfel incatd(1+0) <. Atunci pentru oricex, x, = 0 astfel Incafx, - x,|<d
obtinem, conform relei de mai sus|f (x,) - f(x)|<J(1+ ) <¢, ceea ce demonstréaz fungia

dat este uniform continupe [O,oo) .

3.6.27 S se studieze derivabilitatea fuies f (x)= sin(2x2 + ]) in punctul x, = 2

Rezolvare:Conform definiiei, o fungie este derivakilintr-un punctx, daci exist si este finit

lim f{x)= (%) . In cazul de f& obtinem:

X= % X= X%
_2x%+1-9 2%+ ¥ 9
_ in[2>2 + 1) - sin( 9 208in [eos
i 101 s+ g-sn(9 2 2__-
X2 X—2 X- 2 X— 2 X 2 X- 2
205in( > - 4)(tod ¥ + si
=lim ( ) S( g r( ‘) x+Zcos(x2+$ gcog 9
X2 X—2 x
e B
pentru @ Iimw =1; asadar Iimzw exist si este finik, deci funcia dat este
X2 X -_— X— -

derivabil Tn punctul x, = 2.

1
. A . In(1+2x), -— 0
3.6.28 3 se studieze derivabilitatea fuiet f (x) = n(1+29 2° 7
2x, x>0

Rezolvare:Pentru XD(—%,O] avem f'(x) = (In(l+ 2x)) % pentru xJ(0,0) avem

f'(x)=2. Asadarf este derivabil pe [—% ,Oj 0(0,) ; pentru a studia derivabilitatea fuiet in

punctul x=0 vom folosi proprietatea 3.4.2; derivatele lategdtefunciei f Tn x=0 sunt:
. f(x)-f(0 -
f,(0)= lim ()= 1(0) im 2X20- im 2o,

X-0,5%0 x-0 x-0%»0X-0 % 0x0X
f(0)= tm LI (e 2)=0 (e 2k
X~ 0,x<0 x—-0 X- 0 X0 x=-0 % 0% 0 X

2x

. R
= lim Oln[(1+2x)2xj =2

X 0,x<

Cum derivatele laterale sunt egale, fim€este derivabilin x=0 si f'(0)=2.

3.6.29 S se studieze derivabilitatea fuiet f :[0,7] - 0, f(x) = max(cos( x) ,cod( x)) .
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RezolvareFie g:[0,77] - U, g( X =cos( ¥ - cod( % . Avem:

g(x)=cos(x)(1— cod( >§)= cofy s 3
si deci g(x)> 0« cos( ¥ > cod( X pentru XD{O,%T) si 9(X)<0= cos( ¥ < cod( ¥ pentru
XD{%T,IT} , pentru & sin?(x)=0 pentru oricexsi cos(x) >0 pentru XD[O,LZTJ, cos(x)<0 pentru

XD{%T,IT} . Am ohiinut asadar a:

cos(x) daca0s< x< X
f(x)= 2

cos’(x) ,dacags X< 7T
deci

-sin(x) ,0< x<Z xz
£ (x)= z 2

-3cog () sin( ) %T< X< I

Pentru x =%T vom stabili derivablitatea fumiei f pornind de la propogi 3.4.2:

. ) — s
Cum derivatele laterale nu sunt egale , fisnou este derivakilin x:E .

3.6.30 3 se demonstreze inegalitatea:

X
2 <arctg(x)

pentru oricex(0,) .

RezolvareFie f :(0,00) - 1, f(X) = 1 X

e —arctg(x) . Avem:

=-— <0
odf T ()
pentru oricex[0(0,0) . Cum derivata funiei este negativpe (0,) , fundia f este descresare pe
(0,) . Oltinem gadar & f(x)< f(0)=0 pentru oricexd(0,») , de unde

F(x _1+¥-2¥8 1 2%

X

1+ ¥

-arctg(x) <0 « <arctg(x) pentru oricex(0,) .

X
1+ %

41



Capitolul 3: Funcii reale de o variabi# reald

3.6.31 3 se demonstreze inegalitatea
3
X
tg(x) > x+—
9(x)>x+=

pentru oricexl](o,g) .

L . ’T -— X3 .
RezolvareFie f : O,E -0, f(x)=tg(x)- X3 Avem:

iy _1-cog(x)- ¥ cod( ) _ sif(N- ¥ cod ¥ _
"= cosg-(x) 1= co$(x) B co§( X) B
_ (sin(x)+ xcog x))( sir( Y = x co$ )})
cos’ (x)

Fie g:[o,gj -0, 9(¥=sin( ¥ - xcoq ¥ .Avem

o' (X) =cos(X) - co{ ¥+ x sir{ ¥ = xsif ¥> Cpentru oricexD[O,gJ . Atuncig este

descresitoare pe(o,gj , deci g(x)> g( 0 = 0 pentru oricexD[O,gJ , de unde
sin(x) - xcog x) > 0.

Cum sin(x) + xcog(x) > 0,co$( ¥ > 0 pentru oricexD[O,gJ ,obtinema f'(x)>0,
deci fungiaf este cresitoare pe intervalu(o,g) . Awnci f(x)> f(0)=0,(0) xlil( Q%Tj , deci
X X . s
tg(x) - x=73>0- tg( ¥ > x+= pentru oricex) 0,7 |

3.6.32 3 se demonstreze inegalitatea

‘sin(b) - sin(a)‘ <|b-4
pentru oricea,bO .
RezolvareFie f :[a,b] - O, f(x)=sin(x) . Cumf este continipe [a,b] si derivabil pe (a,b),
din teorema lui Lagrange (3.4.4)totem exist c0(a,b) astfel incat

f(b)-f(a) = ' (c)

b-a

deci

sin(b) - sin(a) _
e oodd)

De aici ohinem |sin(b) - sin(a)| =|b- dficof §|<| b~ & pentrua |cos(c) <1.

3.6.33 3 se demonstreze inegalitatea

b-a b-a
cosz(a)Stg(b)_tg(a)S cod(b)
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pentru orice0< a< b<g .

RezolvareFie f :[a,b] - U, f(x)=tg() . Cumf este continiipe [a,b] si derivabili pe (a,b), f
indeplingte ipotezele teoremei Lagrange (3.4.4), deci E)«iﬁﬂ(a, b) astfel incat:

f (b)- f(a) (o) - tg(b) - tg( @) 1

b-a b-a co¢ (c)

Deoarece funéa cos(x) este descrestare pe intervalu[a,b] O [Og} , cum a<c<b, ohtinem a:

cos(a) > cogc) > cofb)> 0~ cdfgd> cdEg> CHsh - coszl(a) < co§1(c) < coé( 5
tg(b)-tg(a) 1 . b-a _ —ta(a) < =2
Dar = b—:] co¢ (c) ,decl cosz(a)_tg(b) to(a) = cod(b)

pentru orice0< a< b<g .

3.6.34 S se calculezdim m .
x-0x - sin(x)

RezolvareFie f,g: [—gg) -0, f(x)=tg(x)- x o( ¥ = x sin( }. Obserdm ci:

i fundtiile f si g sunt derivabile pentru oricglil(—g,gj si

f'(x)=co$(x)'l g ()= 1-oos( )

i g(9#0 (D) xm(—ggj

. Ixi[nof (x) :Iirpog(x) =0

1 -
im f'(x)= cos’(x) 1=im 1-cog(x _
v, x-0g'(x) x-01-cos(¥) xoco (x)(1- cogx))

o (1=cos() 1+ cog )

X-0 cosz(x)(l— cog x))
Atunci, conform teoremei lui I'Hospital (3.4.7) ave
im0 2y 00y 1900 x

og(x) og(R  ox-sin( )

—iim 1+cos(X) _ )

o)

2.

X _
3.6.35 S se calculezelim XX
x-1ln(x) - x+1

RezolvareFie f,g:(0,0) - 0, f(¥=xX-x d A=In( - % 2 Obserdm ci:
i. fsi g admit derivatede ordinulsl Il pe (0,0) si
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F0=x(n(0+)-1g(A=2-1

X
(0 =xln 0+ 3+ x4 g (3=-%

i. g (x)#0si g*(x)#0 pentru oricex1(0,e)
iii. Iimlf(x):limlg(x):limlf (¥ =lim 1g( A=0

" X 2 -1

v, fim | (x)=”mx(ln(x)+]) + X -

x-1g" (x)  x-1 1

X2
Atunci conform teoremei lui I'Hospital (3.4.7) tibem:

) 0 L () () ) X=X
lim—— =lim i lim =lim de undelim —————=-2
w1g(0 eig( T xtig (0 g (9 xe1ln(x) - x+ 1

3.6.36 S secalculeze: lim  x?In (x)
x-0,x0
RezolvareFie f,g:(0,) - o, f(x) =, g{ ¥=In( ). Deoarece lim f (x)=0si
X-0,x>

lim g(x)=-o , suntem in cazul exceptlt . in aceste condi avem:
0

X-0,%>
. . In(x
lim x*In(x)= lim ()
X-0,x>0 xaq»oi
x2

si ajungem astfel la cazul exceptat . Se verifié usor ci sunt verificate ipotezele teoremei lui
[o0]

I'Hospital (3.4.7), deci otinem:

X |~

= lim 0

X DX

_Xz—
02

iim x*In ()= lim (InGaY _ im

X—0,%> xaq»o(lj, Xo
x2

3.6.37 S se calculeze lim  x*

X-0,x>0

x 0

NN

Rezolvare:Suntem in cazul de exa@p 0° . in aceste condi scriem:

im x = fim b = g oo
x-0,%0 X- Q% 0
1
. ) In(x ) In(x ) 5 -
Dar lim xIn(x)= lim () _ lim (in (:0) = lim —X-=0,deci Im e"®@W=¢=1
X-0,0 waro 1 % 0% 0 Elj x ox0 1 X-0,60
X X X2

3.6.38 Folosind diferaiala, s se calculeze aproximativ valorile:
i. arcsin(0,51)

i. arctg(1,05)
Rezolvarei. Fie fungia f :[-1,1] - [—giﬂ (X =arcsin( ¥ . Punandx=0,5,Ax= 0, 01si

aplicand defintia diferenialei unei fundii (3.5.1) se obine:
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arcsin(x+Ax) = arcsin( X + ( arcsir( ¥) A x
sau, in cazul de fa

am§M05ﬂ:am§d03+4——£—?DQ0k 0, 51:
1-(0,5)

ii. Fie fundia f : [0 q{—g:g]f(ﬂ=ammbd.Pun&ﬂx=LAx=Q05$ammmm

definitia diferenialei unei fundii (3.5.1) se obine:
arctg(x+Ax) = arctg( x) +( arct X)) A x
sau, in cazul de fa

arctg(1,05) = arctg( 1) +l—j'_lED,05= 0,81:

3.7 PROBLEME PROPUSE

Folosind definjia limitei unei funcii intr-un punct § se aratex
3.7.1 lim ng

x-2 3 8
372 m2¢*i1

x-0 Xx+3 3
3.7.3 S se aratexfungia f (x) =cos(x) nu are limit cand x - o .

Si se calculeze urioarele limite:

2 _ _ 5
374"me+3wﬁ - 2% 16 R 5
X2 X—2 8

n - -
3.7.5 lim A X=V1= X R:2
X0 X n

(1-cos(¥)’

3.7.6 lim 1
x-0 X RZ
Indicaie: 1-cos(x) = 2 siﬁ(g)
377HmﬂM?
X 1T X T
1-— R:—
s 2
Indicaie: Se folosgte substittia x=77+u
241 <
373nm[ﬂ ) R:€’
x-e\ X =1
2 _ X .
379nm(§rigiﬂ R:¢f
x—o\ X°—4X+ 4
- 2tg(x) -2
3.7.10 lim ———
W W R:In(16)
. z

4
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Indicaie: 29%9-1—1=t

X
3.7.11lim m
x-0
- X .
Indicaie: Se scrleﬂ e2 1 i“ si se calculeazfiecare R:2
X X
limita in parte
Sa se determine constanta astfel incat urritoarele fundi sa fie continue:

3.7.12 1 (x) =] V& ~2ax+ X' dacals x< 2 Ria=-=

ax+3,daca2< x< 3 3

6sin(a(x-1)
3.7.13 f(x) = xo1 dacdsx<l R:azg

ax+3,dacals x< 2

Sa se studieze continuitatea uitmarelor fundi:

e€+x-1 x< 1
3714 F()=4 1 R: contiuna

X x>1

1

3.7.15 f (x) :{(X+ ¢)x, x# 0 R: disconting Tn x=0

1,x=0

X, xO0 R: continund Tn x=0,

3.7.161:0 ~0.f(¥) ={—x, xO0 \0 discontind pentru x # 0

S se studieze continuitatea unifarma fundiilor:

3717 1:(0,2) - 0, f(®=In(x R: nu este uniform contiau
3.7.18f:[0,1] - O, f(X —;2 R: este uniform contiriul
X
3.7.19 f :(0,3) -0, (0= sin(}) R: nu este uniform contiau
s X

Fiind dat£>0, si se determing), astfel incat&fie satisficuti condiia de continuitate
pentru fundile:

3.7.20 f (x) =+/2x+ 3, x3[ Q }

X
3.7.21f (x):m,xm[m)

A se studieze derivabilitatea fuiilor urmatoare:

In(x?+3x), 0< x< 1 ' '
— " (X X) = R: fungia este derivahil
37.221(x)=15 Ve,

Z(X_l)+ 2n(2, x> 1 pentru oricex

Ix®+11, x< 4

3.7.23f(x) = 8 49 R: funaia este derivahil

pentru oricex
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3.7.24f:(0,0) -0, f(x)=In(x-1

3.7.25 f (x) =min{>® + x, 4x- 3
Indicaie: Se studiazsemnul fungiei g(x) =+ x—(4x 2

Sa se calculeze derivatele fuiilor urmatoare:

X2 6
3.7.26 f (x)=In| =— |+——,x>-1, x£ 0
X+1) x+1
3.7.27f(x)=31_x2,x¢11
1+ %
1 1

3.7.28 f (x) = x# (2k+ J)LZT, K0

3cog(x) cos(x)’

S se demonstreze inegétite:
3.7.29 € > 1+ x pentru oricex # 0

3
3.7.30 arcsin(x) > x+% pentru oricexJ(0, 1)

3.7.31|cos(b) - cofa) <|b- d pentru oricea,bO]

3.7.32 a- bs In (E)S a-b pentru orice0<b< a
a b b

Folosind teorema Iui I'Hospitalise calculeze limitele:

3.7.331im 1-¢0S (¥
x-0 xsin(2x)
X2 —- H —
3.7.341im & XS'”(;‘) cos( ¥
x-0 X

1
3.7.35 Iimoe xIn (%)

1
3.7.36lim (LT Xx-e
X-0 X

1
i 2
3.7.371lim (LS'”(X)j*
X-0 X
S se calculeze valorile aproximative pentru:
3.7.381g(46°)

3.7.391n(0,09)

R: fungia nu este
derivabii in x=-e

R: fungia nu este
derivabik Tn x=1 si x=2

2 _
R: f' (X) :LX*-ZZ
x(x+1)
J(1-2)" (14 %)
sin®(x)
" cost(x)
R: 3
4
R: 1
2
R:0
R: -
2
1
R: €
R: 1,035
R:-0,1
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Fie (f,),, unsirde fungii, f,:E -0
4.1.1Definifie: Se numgte serie de fungii o serie de forma

St =+t
n=1

Pentru orice punctx,JE se poate defini seria numeric)’ f (x,), care poate fi
n=1
convergent sau divergetat

4.1.2Definifie: Seria de fung Z f, se numgte convergenti in punctul x, 0 Edaci seria numerig
n=1

> f.(x) este converget Mulimea punctelorxJE 1n care seria) f, este convergehtse
n=1 n=1
numegte multime de convergem a seriei datgi o vom nota cX.

4.2 CONVERGENA SIMPLA

4.2.1Definifie: Fie sirul de fungii (f,) ,f,:E~0 si f:E [ .Spunem & seria de fungi

> f, converge simplucitre fungiaf daci seria numeriz »_ f (x) converge laf (x) pentru orice

n=1 n=1

xOE. Fungia f se numgte suma seriei Z f,.
n=1

4.2.2 Propoztie: Seriaz f, este simplu convergenpeE citre f dad si numai daé pentru orice
n=1
£>0 si pentru oricex0 E exist un nunir N, , astfel incat pentru oricaz N, , avem:
1,00+ (0 +..£,() - F(R]<e

pentru oricexJ E.
4.3 CONVERGENA UNIFORMA
4.3.1Definifie: Fiesirul de fungii (f,) . ,f,;E -0 si f:E~0. f:E -0 .Spunem &seria

de funcii z f, converge uniform catre fungia f dac pentru orices >0 exist un numir N, astfel

n=1
incét pentru oricen= N, avem:
[, () + £, + .. 1,(0- F(X|<e
pentru oricexO E.
Observaie: Rezult de aici & Tn cazul convergeai uniforme N, este independent de punctill E,
i.e. este acefapentru oricex O E.

4.3.2Definifie: Se numgterest de rang n al serieiz f, seria
n=1
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R1 = fn+l+ fm2+ ot fr» p+

Observaie: Multimea de convergeha serieiz f, estesi multimea de convergeha se serieiR, .
n=1

4.4 CRITERII DE CONVERGEN'4 PENTRU SERII DE FUNCTII

4.4.1 Teoremi: Condiia necesdr si suficien ca seriaz f, s fie uniform convergedt (simplu
n=1

convergert) pe mulimea E este ca restulas R, si fie uniform convergent (respectiv simplu
convergent) p& pentru oricen0 .

4.4.2Teoremi: Seriaz f, este uniform convergen{simplu converge) peE citre fundia f daci si
n=1

numai dag sirul de fungii (Rn)nu este uniform convergent (respectiv simplu convetgeitre
functia identic nui peE.

4.4.3Criteriu lui Cauchy: O serie de furtd definite peE este uniform convergenpe mutimeak daa
si numai daé pentru orices >0 exis& un numir natural N, astfel incat pentru orica> N, si p=1

si pentru oricex E s avem:

[ G0+ £ () <&

4.4.4Teoremi: Fie Y f, si > @ , cu g (x)>0 pentru oricen00 , doui serii de fungi definite pe
n=1 n=1

mulimeaE. Daci pentru oricenOl si pentru oricexO E avem|f, (x)|< ¢, (x) si seria Y ¢, este
n=1

uniform convergeritpeE, atunci seriaz f, este uniform convergenpeE.
n=1

4.4.5Criteriul lui Weierstrass:Fie Z f, o serie de fund definite peE si Zag1 o serie de numere
n=1 n=1

f,(x) <a, pentru oricen0] si orice xOE, atunci seria)_ f,
n=1

reale pozitive convergentDac

este uniform convrgefipeE.
4.4.6Propoziie: Fie seriile de fungdi definite pe mulimeakE Z f, ,Zgn cu sumeld si respectivg,
n n

avand muimile de converged X, si respectiv X, . Atunci:

a. Seria) (f,+g,) este convergeipe X, n X, citre fungia f +g
n

b. pentraO0 , seriaZafn este convergefippe mutimea X, citre fungia o f
n
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4.5 CONTINUITATEA, DERIVABILITATEA §1 INTEGRABILITATEA SERIILOR
UNIFORM CONVERGENTE

4.5.1 Teoremi: Fie z f, o serie de fund definite pe muiimeaE uniform convergerit pe E catre

n

functia f. Daci toate fungile f, sunt continue Tn punctuk, O E (respectiv pe mtimeaE), atunci
functia f este continaiin x, (respectiv pe mtimeaE)

4.5.2Teoremi: Fie Y f, o serie de funi definite pe intervalul[a,b] , convergerit pe [a,b] citre

n

functia f. Daci toate fundile f, sunt integrabile pe intervalia,b], atuncif este integrabil pe

intervalul [a,b] si ZJ': f,(x) dx este convergent De asemenea:
n
[0 (0 dx= [ £ dx
=1 a a

4.5.3Teoremi: Daci z f, este o serie de futicuniform convergeri pe un interval frginit | citre

n

functia f si daci funaiile f, sunt derivabile pel iar seria de furté Z f,' converge uniformatre
n

funciag, atuncif este derivabilpel si f'=g.

4.6 EXERCITI REZOLVATE

. . L 1
46.1 Calculd domeniul de convergenal seriei y ——
1+t
L 1 .
Rezolvare:Dagci |X <1, atunci lim T =1; pentru ca o serie de numere redlesnvearg este
n-o ]+

necesar irnscasirul termenilor generalissconvearg la 0, deci seria de funic dati nu este convergent
pentrulx/<1.

Daci [ =1, atunci se ofine seria cu termenul genera), :E , deci seria de funic nu

converge nici pentrix = 1, din acelegi considerente.
Dagi || > 1, atunci:
1 1

<
1+ X2n X2n

. . 1 . .
iar seria cu termenul genera), =—5- este convergedipentru|x > 1 (este o progresie geometficu
X

ratia subunitax), deci conform teoremei 4.4.4, seriaidednverge pentrux > 1. Asadar domeniul de
convergea pentru seria dateste(—co,—1) 0(1,0).

46.2 Aplicand criteriu lui Weierstrass se arate&seria
sin(x) +i2 sin?(2x) +—12 sinf (3% + ...
2 3

converge uniform in intervaluf—co,c) .
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1

. e 1
Rezolvare: Avem: <— . Cum seria numeric Z—Z este convergeiit conform

n Zin

criteriului  lui Weierstrass (4.4.5) seria de f;jhczizsinz(nx) converge uniform pe mtiea
n=1
(—e0,0).
4.6.3 S se determine mtilnea de convergehpentru seria de futic
i[nuj”( 1- xj"
mLuon 1-2x

Rezolvare:Se obserw ca sirul de fungii (f,)

., are ca domeniu de defiid@ mutimea [ \{%] . Fie

n
asadar x0O0 \[}}. Ohiinem seria numeric ztn;lj (11 ij . Pentru aceastserie apliém
n=1 - X

criteriul radacinii si obtinem:

n+1 1— _
1 2x nm nJr2

2 >t<<1atunci seria numeric

el =m r

este convergefit rezolvand inecu# ‘1 _2X>J <1 oltinem x0(-w,0)0 (% ,ooj . Asadar seria de

fundtii converge pentrux (- ,0) O (2 j

- daa IlmJ —I|m n n+1 11 2X —I 1[#—1 ‘ N 2>L>l atunci seria numeric
V X

este divergetit asadar seria de futicnu este convergeipentru xD(O,%)\{ﬂ

. . n+1 1— 11+ = .
- daa lim | f | =lim p/ ——|=——[=1, deci entru
no o ‘ "‘ n- 1 2X nﬂco n |1~ 2)1 ‘ T+ 2>t< P

X D{ E} obtinem:
3

)

n+1l

- daa x=0, se oltine seria numeric z ( ) care nu este convergéntleci seria de

=\ n
n=1

functii nu converge pentrix =0
L2 . . & o n+1)
- dac ng , se oltine seria numeric Z(—l) —— | , care nu este convergémentru @
= n
n=1
termenul general al seriei nu convergé.la

Asadar mufimea de convergeghpentru seria dateste(—c,0) O (% ,ooj )

4.6.4 Se poate aplica teorema de integrare (4{e8jru seria de fumic Z%cos(nx) pe
n=1

segmentul[’l,’l} ?
4°3
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l 1 . . " .
—— cos{(nx)|< . Dar u, =i sunt termenii unei progresii geometrice

infinit descresstoare, deci seria numemcz 2n T este convergedit de unde, conform criteriului lui
n=1

. . . . | s .
Weierstrass, seria de fuiiadati este uniform convergenpe segmentu[Z ’5} . In aceste condi,

ipotezele teoremei de integrare a seriilor de fiusant realizate, deci aceasta se poate aplica.

4.45 S se determine mtilnea de convergehpentru seriile de funic:
3 (-0" [61— XZJ
Zyin(n) {1+
> G-nlz-#)z- #). 2 2)
b. Y (2-x\2-»\2-%/.\2 %/, »(
n=1

Rezolvare:a. Fie xOL si seria numerig cu termeni pozitivi

@ el 1Y 1 (- R)"
Z:an()()“;z“n(n) 1+x2j _gzln(n)é(“xz)”

Vom aplica criteriul raportului acestei serii. @tem:

s O =€ () |-,
- Daa Im‘ o =1lim o ,
nee [f(X)] nee 14 In(n+1) T

l1- |

convergegent asadar pentru
1+ %

atunci  seria i\fn(x)\ este

<le x#0 seria Y |f,(x) este convergent ceea ce
n=2

Tnseama ci seria Z f,(x) este absolut convergéntleci In particular convergentAm okinut
n=2
asadar @ seria de fun@i data converge pentric# 0.

- Daci x=0 se oltine seria numeric z( ) ,
“~In(n)

care conform criteriului lui Leibnitz este de
) - 1
asemenea convergér(este o serie alterriagi lim e =0)
n

n-w|n
(0"
Tn concluzie, domeniul de converg&pentru seria de futic ZI ) estel] .
n

b. Pentru x=2seria este evident converg&nfpentru @ toti termenii sunt egali cw0. Fie

- )(2— x%)(Z— %)( 2 ?;) :

x>0, x# 2 si seria numerig¢ cu termeni pozitivi z S
n=1
1 1
remar@ mai intéi &, deoarecelim x" =1, exist un rangn, 00 astfel incat2- x" >0 pentru

n-o

orice n2n, . Aplicam criteriul Raabe-Duhamel seriei numerice alesein®@hn:

. f.(x) L
- dac lim n[”) —1|> 1, atunci seria numericalead este convergeatDar:
X
n+1

n- oo
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li"l, n[ ‘ff”(z())(‘) —1] = Inimw n[

1
. n . xwi-1
=lim ——im
noonN+1 nooo 1
n+1l

2-x+1

=In (x)

y -
@1l ha). Asadar, pentru In(x)>1~ x>e seria numeriz aleag este

pentru & lim
y-0

convergert, de unde seria de futicdati converge pentru orice > e.
[1,04)
[fea (X)]

n- oo

- dac lim n[ - 1} <1l 0< x< @ ¥ Zatunci seria numericalead este divergeiit Dar

seria " f,(x) are aceednatui cu seria_| f, (x)|, pentru & termenii serieiy . f, (x) se ohin

n=1 n=1 n=1

din termenii serieiy_| f, (x)] inmkindu-i eventual cu-1, deci seria numeric Y f, (x) diverge
n=1 n=1

pentru0< x< e xz 2
- 0lo- 22 2) {2 4
In concluzie, mulmea de convergeh pentru seria de fugic > (2-x)\2-/\2- ®/.\ 2= x
n=1

este(e,00)0{2 .

4.7 EXERCITI PROPUSE

S se determine mtimea de convergehpentru urratoarele serii de funi:

& (n+1)"
47.1 R: {xO0 x>
1 nn+x
n=
& " 0(0,1) ,dacaa= 1
4.7.2 (ax) , a>0,x>0 R: X ( :D acaa
pmal + X" x0(0,%) ,dacaar(0,1)
o 2 n
47.3 %[ﬁ X j R: (—m,—l)D(—l,mj
o7t +3n+ 2(2x+1 3
474% 2" sin(ln) R: [
n=1 3
& In(n) .
475 . sin(nx) R: 0
n=1
Sa se studieze natura convergarseriilor de fungi pe mutimile indicate:
0 X _1\)X
4.7.6 2( . _(n-1 j x0[0,1] R: uniform convergest
mi\l+x+n  n+1l
477 i( nx___(n-4x , x0[0,1] R: converge neuniform
Z\1+n+x 1+(n- 1
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CAP.5 SERII DE PUTERI

5.1.1 Definifie: Se numgte serie de puteri o serie de fund Z f, definite pel , unde fiecare
n=0

functie f, este de formaf, (x) =a,x', a,00 .
Asadar o serie de puteri se poate scrie sub forma:

ianx”: g+t axtaX+.+ g+
n=0

Observaii:
1. Toate rezultatele privind seriile de ftinsunt valabilesi pentru seriile de puteri
2. Multimea de convergeh a unei serii de puteri cdne celautin un punct,si anume x=0,

deoarece pentrx=0 seria de puteri este convergesitare sumaga, .

5.1.2Teorema lui Abel:Pentru orice serie de putei a,X' exisé un nunir real 0< R< o astfel
n=0
incat:
i. seria este absolut convergepe (-R, R)
i. pentru oricex cu |X > R seria este divergent
iii. pentru orice nuriir 0<r <R seria este uniform convergérte [—r ,r] .
Numirul R se numgteraza de convergem a seriei.

5.1.3Teoremi: Fiind dati seria de puteriz a, X", dad exist lim ‘T“—”‘ =
n-oco

A (finit sau infinit), atunci:
n=0 @1‘

raza de convergenRr este:
i % ,dad 0<A<ow
ii. 0,daci A=
iii. o ,dad A=0

5.1.4Teoremi: Fiind dati seria de putery_a x" , dadi exist lim §|a,| = (finit sau infinit), atunci:
n- oo

n=0
raza de convergenR este:
iv. %,darz 0<A<oo
V. 0, daé A=
Vi. o, daé A=0

5.2PROPRIETATI ALE SERIILOR DE PUTERI

5.2.1 Sum& a unei serii de puteri este o fuieccontind pe intervalul de convergegn
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5.2.2 Dad seria ) a,X" este convergefipe (R, R) , atunci seriay na, X' formati cu derivatele
n=0 n=1

termenilor seriei date are acglanterval de convergef. Daci f este suma seriez a, X", atuncif este
n=0

indefinit derivabifi pe intervalul de converggniar derivata sa de ordinul " | este egélcu suma

seriei derivatelor de ordinul n.

5.2.3Seria Taylor:

5.2.3.1Definifie: Se numgte serie Taylor o serie de funi de forma >"a, (x-a)", alo .
n=0

Observaie: Punandy = x- a, se oline seriaZany" . Dadi intervalul de convergeh al acestei serii
n=0
este(-R,R) , atunci(a- R, a+ R va fi intervalul de converggnal seriei Taylor.

5.2.3.2 Definifie: Fie | un interval, alJ | un punct interior luil si f:I -0 o fungie indefinit
derivabih pe intervalul. Seria:

o ¢(n)

n=0
se numgte seria Taylor a fundgiei f in punctul a.
Daci |I' este intervalul de convergﬁml acestei serii, vom spung fceste dezvoltakilin serie Taylor

™ (a)
n!

pel daci f este suma serlez tfx-a)" pel'.

n=0

5.2.3.3Teoremi: Funaia f:1 - [I este dezvoltakilin serie Taylor pe intervalul' dac si numai

daci este indefinit derivakilpe |' si restul ei de ordin n din formula lui Taylor tin@&tre O atunci
cand n - o« pentru oricexd '

Observaie: Daci a=0 se ohine serlaz X", numit seria MacLaurin a fungiei f si

£ (0)
n!
spunem &f este dezvoltakilin serie de puteri pé¢' .

5.3 EXERCITI REZOLVATE
5.3.1 Studié convergera seriei de puteri:

NSV INE S I
2 3

Rezolvare:Seria dat se mai poate scri{a%x” unde a, =1 . Calcuim raza de covergen
n=1 n

A=1lim [ay.. =lim nJ'l—llm SIS}
n-o ‘an‘ n-w } n-o N+ 1

n

55



Capitolul 5 Serii de puteri

de unde R=-=1. Conform teoremei lui Abel seria de puteri coneenge (-1,1) si diverge

LM—\

pe(-w,-1) 0(1,») . Studiem convergea seriei in capetele intervalului:
- pentru x=1 ohtinem seria arminic 1+% +é+ ... care este divergent

- pentru x=-1obtinem seria —1+% - % +:11— ... care este converga@ntonform criteriului lui

Leibnitz.
Asadar, domeniul de convergéral seriei date est[e—l,l) .

5.3.2 G se studieze convergemerlelz 1 (x-2)"

n=1N
Rezolvare:Notim t=x-2. Atunci seria ddt devine: Ziz " . Calcuim raza de convergencu
n=1N
teorema 5.1.3:
1
N2 2
A=lim [y —iim N+ D iy
noo ‘an‘ n-o 1 nﬂw(n_'_l)
2
n
de unde R=;1= 1.Asadar seria ziz " converge pentrutO(-1,1) si diverge pentru

n=1

t0(-w,-1) 0(1,»); revenind la not@a ficuti, oblinem & seria Z%(x—Z)n converge pentru
n=1

x0(1,3) si diverge pentrux(—co,1) 0(3,) .

Pentru x=1 seria devineziz, care este convergé@n{seria armoni& generalizat Zia este
n=1N n=1

convergent pentrua >1).

Pentru x=3 seria devmeZ( 1)n , serie care este de asemenea convergeonform criteriului
n=1

lui Leibnitz.
in concluzie, domeniul de convergapentru seria dateste[1,3] .

5.3.3 S se determine mtinea de convergeisi suma urnitoarelor serii de puteri:

o n
a (_l)n+1L

o n x2n+l
b. (-1
i 2n+1
(_1)n+1
Rezolvarea. Pentru acedsserie de puteri avera, = ; din teorema 5.1.3 dibem a:
1
A=lim [an..| —lim D+l " g
n-o ‘an‘ n-w } n-on+ 1
n
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deci raza de converggneste egal cu R=;1 =1. Ohktiinem gadar & seria de puteri converge pentru
o _ . . N
0(-1,1) si diverge pentrux0(~c,~1) 0 (L) . Pentrux=1 se ohine seria numeric y" ,
=1 N

care este convergentconform criteriului lui Leibnitz. Pentrux=-1 se oline seria numeric

(-1) DZ% , serie divergent Asadar domeniul de convergérpentru seria dateste(-1,1] .
n=1

Conform 5.2.2, dacf este suma seriei de fuficatunci pentrux0(-1,1) :
. 1 1-(-x"_ 1
0= (- ﬂ”lm# (=™ et —I|m
(0=3 2 Y10 T
De aici, integrand, qtnem.

f()=[ - dx=(d+C

Cum f(0) Z( 1)1+n9—0 ohiinem @ C=o0, deci f (x)=In(x+ 1) pentru oricexd(-1,1).

n=1
Cum seria de funit este convergeatsi in punctul x=1 iar conform teoremei lui Abel (5.1.2) suma
unei serii de puteri este contihpe domeniul de converggnobtiinem:
(M= lim ()= lim In(1+x=In(2.
X—1,x<1 X- 1 x 1

=In(2)

n=1

w (_1\"
b. Si obserdim mai intai & seria dat se mai poate scn{: (- 1) XM= xih (2n1+) 1E6 )" si atunci
n=1

seria Z—(_l)
n=1<N

o (_1\"
o 1in+1 este convergehtdad si numai daé seria Z;lelmxz)” este convergemt

(-1)"

o (_1\"
Notam x? =t. Atunci seriaz%mxz) devine Z—+1[ﬁ” Raza de converggna acestei serii
n=14n

de puteri este, conform 5.2.2:

R—l— ‘1 | |in122”:;=1,
fjm [Gneal " 2N
e [
(- 1)”

de unde ofinem & seria Z converge pentru tO(-1,1) si diverge pentru

t0(-c0,—-1) 0(1,0) . Revenind la notém ficuti obtinem c seria z Ifﬂx converge pentru

x20(-11), deci pentru xO(-1,1), si diverge pentru x*00\(-1,1), deci pentru
x0(-00,-1)0(Leo). De aici obine c seria dat converge pentrux((-1,1) si diverge pentru
x0(-00,-1) 0( L) . Pentru x=1 respectivx=-1 se ohin serii numerice alternate care verific
criteriul lui Leibnitz, deci sunt convergente.

in concluzie, domeniul de converggl seriei date este interval[#1,1] .

Fief suma seriei date. Derivand acéasdrie termen cu termentoiem:
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1—x2" 1
e 1432 1+ ¥

() i;” tons ) #= 3 (-1 =

pentru oricexd(-1,1) (am ohinut suma unei progresii geometrice dgerac® ).
Integrand rezuit

f(x) =J.1+1x2

pentru oricexd(-1,1) . Cum f (0) =0, oktinem & C=0.

dx=arctg( ¥+ C

Din continuitatea luf n punctelex = -1 si respectivx=1, obtinem & f (1) = Iimlarctg(x) = —%T
om

respectiv (1) =limarctg(x) =2 .
Xx-1 4

Observaie: Pentrux =1 am stabilitsi suma seriei numenc{( -1)" =
e 2n+ 1 4

5.3.4 S se dezvolte In serie de puteri dtparele fungi, precizandu-sei domeniul pe care este
valabik dezvoltarea:
a fx=¢

b. f(x)=sin(x)

c. f(x)=(1+x7,a00
Rezolvare: Si remaré@m mai intai & fungiile date sunt fun@ indefinit derivabile pel .
a. Avem
(e) = & pentru oricexd( , deci €” (0)= & = 1
deci ohinem dezvoltarea:
_ Z e (o) i
! n-O
Pentru a determlna raza de conve;gmh;inem:

1
A= tim Bl iy (0D L g
nooo ‘%‘ n-o i n.eo N+ 1
n!
de unde, conform teoremei 5.1.3tiobm & R= , deci domeniul de converggreste (-, ) .
b. Avem

sin' (x) =cos(x) = sir{ x+L2T)
sin" (x) =sin' [x+§) =sin ( x+ ZE@

;i'n(”) (x)= sin(x+ nlig)

de unde
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sin?"(0) = sm(an—T) sin() = 0
sin“™?(0) = sin[(4n+ ])Ej = sin[g) =1

sin“™3(0) = sin((4n+ ?Jg) sm[SéT) =-1

Obtinem aadar dezvoltarea:
- (2 (3
sin'(0) , sin?(0) sm3 e,

sin(x) = sin(0) + T >

X X X
=x-+ =T
3 8 17
Si in cazul acestei serii domeniul de convergaste (o, o) .

c. Remaram c pentru oricea 00 avem:

(1+%°) " zala-1.(a-n+ D1 3

de unde se alme dezvoltarea:

- -2

a(l+ X)a l‘xzo X+ a(a_]J(1+ )aa ‘X=O )g+...:
1 P

ala-1) , ala- 1)(0 2, ,ala-19.(a-m13
2 h
Pentru a determina raza de conve;gemcestel mtimi avem:
ala-1)..(a-n)
2= im B iy (n+ 1) =
nee la|  neelala-1).{a-n+D)| n-on+l
n!

1+ %7 = (1+ X o +

—1+—x+
1!

pentru a0\, de unde raza de convergerste R=jl= 1, deci domeniul de convergéneste

intervalul (-1,1) .

5.3.5. S se arate & seriile urnitoare sunt dezvoltabile Tn serie de putgrsa se gseasé aceast
dezvoltare, stabilindu-sg intervalul pe care este valabilezvoltarea:

a  fi(-11) -0, f()=In XX
1-x

b. f:0\-2-3 -0, f(x)-i
{ 3} X2 +5x+ 6

Rezolvare:a. Avem: f'(x)=—— > =(1-%)" pentru orice xO(-1,1). Cum f' este o funge
X

binomiak, f' este indefinit derivahbilsi decif este indefinit derivahilin orice punctx(-1,1).
Atunci conform 5.2.2.3, funiaf este dezvoltakilin serie Taylor pe intervalu(-1,1) .

Inlocuind in dezvoltarea furiei binomiale:
a(c;—l) F a(a—l).;‘.(a— n+ 1 2

mnﬂhW:H%w

pexcu —t* si pe @ cu—1ohktiinem:
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1 e
1-t? =2

n=0

pentru orice 0(-1,1) , care prin integrare termen cu termen pe intehfdlux] , cu 0 < x< 1, conduce

la:
[ 1—lt2 dt= j:[i tsz dt

n=0

de unde, pentru oric&d(-1,1) :

) n+1
In ﬂ(:z
1-x fm2n+l
3x 9 6

b. Avem f(x)=————= -
X“+5x+6 X+3 x+2

Folosind dezvoltarea in serie de puteri a fisidinomiale oltinem:

-1
9 X d n )(1 . .
=3[ 1+Z| =3Y(-2"Z pentru oricexd(-3,3) si
S=a(3) =S (-39 5

6 X i & n ){1 .
- =-3|1+—| =-3)» (-1) — pentru oricexd(-2,2
=) = S (2.2

Adunéand cele daudezvoltri obtinem gadar @:

f(x)= 3&(—])"”[2—%1—%) X' pentru oricexd(-2,2) .
n=0

5.3.6 $ se dezvolte in serie de puteri fiiacf (x) = 2*.
Rezolvare:Calcubm valorile fundiei si ale derivatelor sale pentru=0:
f(x)=2", f(0)=1
£ (x)=2n(2), £ (0=In(2
f*(x)=2In2(2), f(0=n 2(2

£ (x)=2*In"(2), f(0)=In"(2
Se obserwci 0<In(2) <1 i inegalitatea\f(”) (x)\ < 2* este gadar verifical pentru oricexd[ . In

conseci, funaia poate fi dezvoltatin serie Taylor ih punctuk =0 si se oline:

f(0) . (0 24
1

f(x)=f(0)+ X+ >

si deci:

2 2 3 o n
x2In%(2)  x’In3(¥ In"(2
2*=1+xIn(2+ + +...:§ X"

(2 21 3 et
pentru oricexO[ .

—x2

5.3.7 S se dezvolte in serie de puteri ftincf (x) =€
Rezolvarein dezvoltarea in serie a fuie

X X X

W=eg=u2+X4 X4 =y X

9 2 i nZg h

pentru oricexd , inlocuim pex cu —x* si se ohine:
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2 4 2n ® (-
e’ =12 X -0 = Z—(
1 2 n o

pentru oricexO0 .

5.3.8 S se calculeze/e cu aproximarea =107 .
RezolvarePentru funga f (x) =€ avem dezvoltarea in serie de puteri

2 0
X X'
PSR TR S +7+ 27
o M

1 2
. 1 .
deci pentrux:E obtinem:
1 1 1 - 1
Je=¢ _17 +ot t= Yy —/——
UR 2122 n snn?

n
Restul de ordin n pentru serEx—' este:

RO (N I S (P < RN (A |
R/(¥= z k! _HEE(n+k)! <FD§1(n+1)k _FD:LIHL

k=n+1
n+1

. . . . X .
(unde antinut cont @ Z  este suma unei progresii geometrice die ra+—l ), deci:
k=1 n+ n

R1(X)<X7nEIL

n! n+1-x

Punandx = % se obine:

1
1y 1 > 1 1
< Fee-=—_[3—
R’(Z) nt2" 1 on2 2n+1
2

Trebuie & determirim valoarea Iuin(()  astfel Tncét&(%)«s: 10°. Se obsetvci Ry <10° si

R, >10°, deci valoareaautat esten = 6. Asadar obinem:

\/51+ 1+1 1 1 1

=1,64872
U 2|[22 ¥ ag? sbOZ?2 1BOZS

5.4 EXERCITII PROPUSE

i se determine mtilnea de cinverge# pentru urnitoarele serii de puteri:

5413 (1-(-2") ¥ R: (—3 ,ij
n=1 22
oo Xn

5.4.2 (-
Lriw R: (-3,3)
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543 nil[éjn R: (~e0,e)

e, 10600..004n- 3 )

5.4.4
Z3road.fan 1

R:[-1.3)

Sa se determine domeniul de convergegh suma seriilor de puteri:

453 (-1 23 (-1.)
545;0( 1)"(n+12) R 1ox
(1+x)°
. (-1,2)
3N
5.4.6 nz:‘in X R @ aads x
(1-%*

S se dezvolte Tn serie de puteri ftifie:

— X 2 3
5.4.7 1(x)=3 R: 1+In(3) x+ In253) x2+|n3!(3) X +..., 00
5.4.8 1 (x) =cog (x) R1-22+2 4 2

2! 4 a
549 f(x)=+x+a, a>0
1
Indicaie: f (x) =x/5q/1+5 =\/—a( 1+l()2
a a

Si se calculeze cu eroarea indicat

5.4.10i cu eroareas =10°° R: 0,81873
\S/E

5.4.11 cos(18") cu eroareas =10 R: 0,9511
5.4.121In(1,04) cu eroareas =10 R: 0,0392
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CAPITOLUL 6: FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE

Fie mutimea EO0" si f:E - [ o fundie definiti pe E cu valori in (] . Argumentul

functiei este un vector dinl " . Spunem £f este ofunctie reali de variabila vectoriala.

O variabik reak x din [1" este echivaleatcu n variabile realex,x,,...,x, (care sunt
coordonatelevectoruluix).

Valorile fungiei se noteazcu f(x) sau f(x,%,,....x,), iar fungia se numge fundie
reak de n variabile reale.

6.1 CONTINUITATEA FUNCTIILOR DE MAI MULTE VARIABILE REALE

Fie x, =(>(’ x°>éz)|:| E un punct de acumulare pentru mmkeaE.

1’72
6.1.1.1Definifie: Spunem & numirul | (finit sau infinit) este limita fungei f in punctul x, dac pentru
orice veciritateU a luil exist o veciritateV a lui x,, VOU" astfel incat pentru orice 0V, x# %

siavem f (x)0OU .
Vom scrie:

I =lim f (x)
X~ %

Propoziiile urmitoare dau definii echivalente ale limitei:

6.1.1.2 lim f(x) =1 dacisi numai dag pentru oricair (x),,, = x"xkx:)

Jim. - (1 3 O E, x# ¥ care

kO
converge lax, se obine @ f (%) - |

6.1.1.3 lim f(x) =1 dacisi numai dag pentru orice nur real £ >0 existi un nunir J, >0 astfel
X= %

incat pentru oricex[J E, x# % cu [x— x| <d, siavem|f(x)-I|<e.

Observaie: Pentru o fungie de dod variabile, f : EOU? - 0 , pentru limita sa in punctt(lxo,yo)

vom folosi notgia ( )Iirp ) f(x,y) si 0 numim limita fungiei f cand(x,y) tinde d@tre (x,,y,) -
%)= (%%

Tn acest caz, defitia echivalert 6.1.1.3 se scrie:
6.1.1.3 ( )Iirp ) f(x,y) dad si numai dad pentru orice nuar real £ >0 existi un numir &, >0
x3) - (%%

astfel incat pentru oricéx, y) D E,(x ) #( %, %) cu [(x.¥)=(%. %)|=y( %= %)*+( ¥ ¥)* <o,
siavem|f (x,y)-<e.

De remarcat de asemeneatacate proprietile fundiilor de o variabif reak care nu implié relaia de
ordinesi produsul se jstread.

6.1.2 LIMITE ITERATE

Fie f :EO0" - 0 . Din aceast functie putem ofine fundii reale de o singdrvariabik
reak, fungii pe care le vom nunfunctii par tiale:

fioi X = T(X0 %X X) k= L2001
Se pot de asemenea considera limitele acestotiifde variabii:
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im f(x)=lim f(x, % ...%), k=212..,n
X - 8 X

unde g, este un punct de acumulare al timii E, :{x‘x 0o0,(%,%,...x)0 I'?‘ . Limita fundiei
patiale f, este un nudr real care depinde de celelalte- 1 variabile reale diferite dex, .

Limita  lim lim .. lim  f(X,%,..%) , unde o este o permutare a nyuhii
) = B0 (D~ D WA B

{1,2,...1} , se numgtelimita iterat & a fungiei f in punctula=(a,a,....,) -
Pentru o funge de dod variabile se pot considera limitele iterate:

i (m 1 ). (i, )

6.1.2.1Propoztie: Daci exist limita unei fundii intr-un punctsi una din limitele iterate, atunci acestea
sunt egale.

6.1.3Definifie: Fie f : EOO" -~ [1 si x 0OE un punct de acumulare pentru gmakaE. Spunem &
functia f este continiiin punctul x, dac pentru orice vecistate U a lui f (xo) exist o veciritate

V alui x, astfel incat pentru orice 0V n E siavem f (x)OU .

Urmatoarele propozii dau definiii echivalente ale continuitii:

6.1.4 Funda f este continiiin punctul x, daci si numai daé pentru oricesir (xk)ku OE acre
converge lax, avem f (x) - (%).
6.1.5 Fundaf este continiiin punctul x, dac si numai daé pentru orice nuir real £ >0 exisé un

numir &, >0 astfel incat pentru orice] E cu |x- x| <4J, siavem|f(x)- f(x) <e.
6.1.6 Fundaf este continiiin punctul x, :(%1’,)6’,...,)?) dadi si numai daa pentru orice nugr real

2 n

£>0 exisi un numir J,>0 astfel incat pentru orice x=(%,%,...%)0E cu

=% <0, kO{ 12,0 siavem|f (x,%,..%) = F(X % ,..8) <e.
6.2 DERIVATE PARTIALE. DIFEREN TIALE

6.2.1 Definifie: Se numgte derivata partiali a unei fundi u=f(x,y) n raport cu variabila
independeritx in punctul (x,y) numirul real

f(x+Ax,y)- f(x )
Ax

ﬂ(x, y)= lim
X -0
calculat pentruy constant.

Se numgte derivata patalad a unei fundi u= f(x, y) n raport cu variabila independéntin punctul
(x,y) numirul real

f(x,y+Ay)- f(x )
INY

of o
=i,
calculat pentrux constant.

Se mai noteaiz %(x,y): f.(xy) g—fy( xy=f(xy

Regulilesi formulele de derivare ordinare sunt valakilpentru calculul derivatelor piale.
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6.2.2Definifie: Se numgte crestere totali a unei fungi u= f(x, y) in punctul(x, y) diferena:
Au= f(x+Ax y+Ay) - f(x )
unde Ax si Ay sunt cregterile arbitrare date variabilelor independentefaitetiei.

6.2.3Definifie: Fungia u= f(x,y) se numgte diferentiabild in punctul (x,y) daci In acest punct
cresterea total poate fi scris sub forma:

Au= AAX+ BAy+6(p)
unde p=+/Ax? +Ay? iar fungia € este o funge continui in0 si #(0) =0
Se numgte diferentiala totala a fungiei u= f(x, y) partea principal a cragterii totale Au, aceast
parte fiind liniaé Tn raport cu crgerile date variabilelor independentssi y , i.e. du= A[Ax+ BAy

6.2.4 Teoremi: Dac fungia u= f(x,y) admite derivate pgale in punctul (x,y) continue in
(x,y) , atunciu este diferefiabila in (x,y) si avem:

du(xy) = (x»dxl- y(x}fd

0x

6.2.5Definifie: Se numesderivate partiale de ordinul 2 ale funciei u= f(x,y) derivatele paiale

ale derivatelor paiale de ordinul 1.
Avem urnitoarele derivate paale de ordinul 2:

-2 it =52

o =3 5o =555 <3

Observaie: In mod analog se definesc derivateletipéer de ordin mai mare decét 2.

6.2.6 Teorema Iui Schwarz:Dac fungia u= f(x,y) este contina si admite derivate pgale in
punctul (x,y) , continue Tn(x, y) , atunci:

af 0%t 9%
O )= 5 (x

(nu contea ordlnea de derivare).

6.2.7 Se numge diferentiali de ordinul 2 a funciei u= f(x,y) diferertiala diferenialei totale, i.e.:
d?u=d(du
Tn mod analog se defigee difereniala de ordin nd"u= d( d**y

6.2.8 Teoremi: Daci fungia u=f(x,y) admite derivate pgale de ordinul 2 in punctu(x,y)
continue in(x, y) , atunci:
Bf 2
d2 - =
(19 = 5200 )+ 28l (6 9+ T (0 y=( Sl xSl
in general, dai:funqia u= f(x, y) admite derivate pgale de ordinul n in punctuix,y) continue in
(x,y) atunci se poate scrie simbolic:
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()= S x 9+ x|
care formal se dezvalurmand legea binomului lui Newton.

6.3 FORMULA LUI TAYLOR

Fie f(x,y) o funaie reak de dou variabile independente defiiipe muiimea E 01 2

(a,b) un punct interior mtiimii E. Daci funaiaf este diferefiabila de n ori n punctu(a,b) , atunci:

f(xy)= f(a,b)+l—l!£%( X- a)+aiy( y- l)j( ah+
gt y-b] (1(a8)+

n
ol gl (-] (H(a )+ R(x Y

relaie care se nungte formula lui Taylor de ordinul n corespuatoare fungei f(x,y) in punctul
(a,b) . Fungia R, (x,y) definiti peE se numge restul de ordinul n al formulei lui Taylor.
Observaie: Daci in loc de punctul(a,b) se ia punctul0,0) , formula de mai sus se nugtesformula
lui MacLaurin.

6.4 DERIVAREA FUNCTIILOR COMPUSE

6.4.1Propozjie: Fie u=f(x,y) unde x=g(t), y=¢(t) astfel incat fungile f(x,y),e(),@ (1)
sunt derivabile. Atunci derivata futiei compuseu = f (¢(t) ¢ (t)) se calculeazdupi formula:

du 6udx dudy
dt axdt dy dt

6.4.2Propozfie: Fie u= f(x,y) unde y=g(x) astfel incat fungle f(x,y),@(X sunt derivabile.
Atunci derivata fungei compuseu = f(x,qa( x)) n raport c se calculeaizdupi formula:
du 6u Ju dy

dx ax 0y dx

6.4.3 Propoziie: Fie u=f(x,y) unde x=¢(&n),y=¢(En) astfel incat fungle
f(xy),@(&n) . w(én) sunt derivabile. Atunci derivatele pale ale  fundei compuse
u=f(e(£.7) w(£.n)) se calculeazdups formula:

0u _ 0u 0x dudy
6.{ X 65 oy o&
ou _ du 0x 6uay
0/7 T ox 6/7 oyon
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6.5 DERIVAREA FUNCTIILOR IMPLICITE

6.5.1Teorema de derivare a fumidor implicite 1: Fie fundia impliciti y=y(x) da# prin ecusia
F(x,y)=0,undeF(x,y) este o funge difereniabil de variabilex si y. Atunci:

S (ey()

‘;—i(x,w X)

cu condiia oF 20
oy

Observaie: Derivata de ordin superior a unei ftinanplicite se calculeazderivand succesiv in rela
dat mai sussi cosiderand pg ca fiind o fungie dex.

6.5.2Teorema de derivare a fumidor implicite 2: Fie fungia implicita de dod variabile z=¢( x, y)

dat prin ecugia F(x,y,2 =0, unde F(x,y,2) este o funge difereniabili de variabilex , y si z
Atunci:

oF oF
0z_ _gx 0z__dy

ox~ OF oy OF
0z 0z

cu condiia Z—F 20.

6.6 EXTRMELE FUNCTIILOR DE DOUA VARIABILE

Fie f:EON2 - [ o funaie de dod variabile care admite derivate pale de ordinul 2
pe intreg domeiul de defimné. Atunci:

6.6.1Teoremi: Condiia necesarca un punct(xO , yo) 0 E s fie punct de extrem local pentru fuiacf

este ca deriavatele ei giate i se anuleze Tfx,, Y, ) , i.e.:
of of
—(%:Y%)=0——(%.%)=0
ax %07%) = 0.5 (% %)
Observaie: Punctele in care derivatele pale se anuled@zse numespuncte staionare.
6.6.2Teoremi: Condiia suficien ca un punct stenar (x0 , yo) s fie punct de extrem este ca:
9% 02 9% ’
A=l —(%, ) | 53 % >0
[axz (6:%) 55 (% yo)J [My( % yo)]
Daci A>0, atunci:

2
- daa Z—Z(xo,yo) >0, (%.Y) este punct de minim local
X

2
- daa Z—Z(xo,yo) <0, (%, Y) este punct de maxim local
X

Daci A<0, atunci (xo,yo) nu este punct de extrem. BadA =0 nu se poate preciza prin acéast
teorend daci (X,,Y,) este sau nu punct de extrem.
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6.7 EXTREME CU LEG{TURI

6.7.1 Definifie: Se numete extreme cu legitura al unei fungi f:EOD? -~ 0 supus la legfura
F(x,y)=0 un punct de extrem al futiei f cu condjia ca variabilelex si y si verifice ecuda
legaturii F(x,y)=0.

6.7.2 Pentru a afla punctele de extrem supusedtulé se procedeazastfel:
- se construige functia Lagrange:
L(x, y,A)= (% Y)+A0F( x y)
A se numgte multiplicator Lagrange.
- se determif punctele stgonare pentru funi@a Lagrange
- pentru a afla cea mai magiecea mai mi& valoare intr-un domeniu inchis trebuie ca:
a. ¢ se determine punctele gtaare situate in domengi valoarea fungiei in aceste puncte
b. g se determine cele mai maiicele mai mici valori ale funiei pe linile ce formeax
frontiera domeniului
Cc. dgise aleafjcea mai margi cea mai mié valoare din toate valorileagite.

6.8 EXERCITII REZOLVATE

6.8.1 Folosind definia limitei unei fungii intr-un punct (6.1.1.1-6.1.1.3j se aratex

li 4x+2y)= 8
pom, o (4x 29)

Rezolvare: Conform definjiei trebuie & demonsttm ci pentru orice £ >0 exis& un nunir real

3. >0 astfel incat dac/(x- 0% +(y- 9° <o, siavem|ax+2y- 8<e.
Si remar@m mai Intai & \x—]l<\/(x— P+(y- 27|y 2<\/( x ¥+( v ¥ .Avem:
() |ax+2y-8=|4x 4 2y || 4x |4| 2y |4 @ <[4 [R-y|

Fie atuncie >0 si J, =6¢ . Atunci, conform obseryei de mai sus avem:

Ix-1<y(x=D*+(y- P’ <4, =
=A<y D"+ (y- 3" <4, =

si inlocuind n rel@ia (*) oktinem:

|4x+ 2y- Az,
6 6

O O™

6.8.2 G se calculeze limitele iterate:

a. lim xy=1
x-3y-e Y+ 1
b, lim Sn0Y)
Xx=2,y-0 Yy

Rezolvarea. Avem: lim Xy 1=|im lim xy- 1 =lim x=3
X 3,y-0 y+1 X3 y-o Y+ 1 X 3
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b. Avem: lim M:lypz{nm %"y(m}n@{m (X9) =im x=2

X-2,y-0 y- 0

+ by
6.8.3 G se calculeze lim
(x.y)~(0,0 cx+ dy

Rezolvare:Ecuaia primei bisectoare esté: y= x. Atunci limita dai devine:

atunci cand(x, y) - (0,0 pe prima bisectoare.

ax+ by axt bx_ a
(x.y)~(0,0 cx+ dy xaocx+ dx & d

6.8.4 S se studieze continuitatea fuied:

f(xy)=x+y dacaxt 20
0,dacax’ + y*= 0

n punctul (0,0) .

Rezolvare: Avem f(x,0)=0 pentru oricexO0 \{0} , deci lim f (x,00=0= (0,0, decif este

continu Tn origine Tn raport cu variabila De asemenea avenf:(o, y) =0 pentru oriceyd0 \{Q} ,
deci Iim0 f(0,y)=0= (0,0, decif este continiin origine in raport cu variabilg.
X

Dar furtia dat nu este contiriuin origine in raport cu ansamblul variabilelorpdeece nu
are limiti In acest punct. Intr-ad&éy pentru x # 0, avem:

Yy
X

1+£XJ

X

Fie dreapta de ectia d:y=mx niJ\{  care trece prin origine, cu coeficientul unghiutar
Obtinem:

mx
—i X __Mm

lim m =
L0y= 2 .0 27 e m?
x y le+£XJ x 1+( mx)
X X

si deci limitele depind de dreapta pe care tindecpujr(x, y) citre (0,0) , ceea ce nseamni fundia
dati nu are limi# in origine, de unde glmem & f nu este contirilin origine.

X <

i 0% f
0yox

6.8.5 S se calculezegi(l,l) $ (1,1) pornind de la definie pentru funga f (x,y) = x+y.
X

Rezolvare:Avem:
ﬁ(1,1):|im (x, ) (“) VX "/—2
0x ><«1 -1
(\/x+1 \/—2)(\/x+ 1+J—2)_ im Xt 2 _
= (\/x+ 1442 1 x= A(Vor w2

. 11
N PP RN TR

Pentru derivata de ordinul 2 avem:
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of of
921 (1,)’)‘*)((1])
ayax(l) ayL )(l])_“ y-(?L

Trebuie aadar calculat:g—f(l, y) . Avem:
X

0y =t L0 IO g Lre o2y

—jim X+Y 1+ V)(\/XTVJ"[—Q X+y-1-y
(m+m u(Hw—w—y

X 1(x (1/x+ y+ 1+y) X 1,lx+y+,l1+y 2/1+ y

de unde:
of of 1 L
az—f(l,l)=|| &(l' 7( 2\/lTy 2‘/—2
oyox y-1 y- l yﬂ
1. N2-Jivy 1 -1 1
2\/§yml(y Wiy 2/_2yrp(\/§+ 1+y) 1+y g2
6.8.6 S se calculezeg(x y), of —(x,) i (%3 pentru fundile:

ox ay "0y

a.  f(xy)=In(x+y-1
b. f(x,y)= arctg[éj

Rezolvare:a.Avem:
1

& (xy)=
x x+y -1
of -2y
ay(x'y) x+y -1
9 f _a(afj o 1 ). -2y
axay(X’Y)_ay ax(x’y) O x+y?-1 (x+y2—])2
b. Avem:
1
of y y
—(X,y)— 7- 2
ox 1+X—2 X2+ y?
y
_1
2
1
( y) y2=_ 2
ay 1+% X+

‘ﬁ(x y) =[Ny y=2f L |- 2x
axay: 77 axiay) T X+ Yy (x2+y2)2

6.8.7 Fie f (x,y) = sin(¥) sin( y) . Si se calculezedf (x, y) .
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Rezolvare: Avem:

df (x,y) = a(

X y) dx+ y( Xy d
unde%(x,y):cos(x) siny) , a—y(x,)): sif 3 cof ¥.
deci

df (%, y) =cos( ¥ sir( y) dx sirl } co§ ¥ dy

6.8.8 Fie f (x,y) = ¥ y. S se calculezed®f (x, y) .
Rezolvare:Avem

d3f(x,y)=[ (x ) de y(xyd}

63f 9°f
“2l(en)0te il (xy ckay () oy 2 (R @
unde:
of of
&(x,y):2xy,a—y(x>): %
9 f 9% o B
?ay(x,y)—Zx,y(x, Y= ZyTyZ( xy=0
Pl e 0 e 2 e
axzay(x'y)_zla)eyz(xv)a_ o*a)g(xvg_ Qayﬁ,( X)/_ (
deci:

df (x,y) = 6dX dy
6.8.9 S se scrie dezvoltarea polinomului
P(x,y)= X y- 2xy 2%— 4% ¥
dupi puterile lui (x-1) si (y+2).
Rezolvare:Folosim formula lui Taylor (6.3.1) pentru fuficle dou variabile. Avem:

P P
—(x,y)=2xy- 2y 4x 4 — = % 2x 1
5 oY) = 20y 2y 4x ay(x)’

=2y 422 (x 9= %xay(”: 2 1

TP (=0, zay< w= 225 (x 9= o (x )= |
si deci derivatele paiale in punctul(1,-2) sunt:

P(1-2)=0 "i’u—z:o ?(1 2= 0

Pa-9=022(1-9= 02 (13 1

ﬁ(l—z) P (1-9= 22 (1-3= @ P( 1 3= |

e 626y ax)f ay”

si atunci:

P(x.y)=(x=2*(y 3
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6.8.10 S se scrie derivatele dapputerile luixsi y ale fundiei
f (X, y) - esin(ax+bw

para la termenii de gradul 2 inclusiv.
Rezolvare:Vom folosi formula lui MacLaurin. Pentru aceastbtie & calcukm valorile fungiei si ale

derivatelor patiale de ordinul %i 2 in punctul(0,0) . Avem:
£(0,00="@=¢=1

of jn(ax+ i
&(X'y)‘(o,o) = acos( ax+ by & by)‘(ovo) = acof p ¥ =

%(X' y)‘(ovo) = beos( ax+ by & |00 = boog WO _

?;Ti(x,y)= aZeSi"(aX"by)((cosz( ax by)— sif( ax b))

?;TE(X,y)= bze“”(ax*b”((cosz( ax+ by) - sin( ax b),)
2 .

%(X, y) = abgn(axb) (((3052 (ax+ by)) - Sil’( ax+ b)))

de unde:
@) = 14 gt by+2—1!( & %+ 2aby b 23)((0052( ax Py sin( ax })y”"@”by)

6.8.11 Fie funga f (x,y)= """ undex=acos(t) ,y= asir({.Sise calculez% .
Rezolvare:Conform 6.4.1 avem:

df _of dx, of dy

dt oxdt oy dt

Avem:
of 2,2 of 2,2
—(x,y)=2x&"Y ,— = 2yE*Y
ax XY= 22X Y= 2y
X4y = —asin(1) ,Q(t) =acoqt)
dt dt

deci:

df
dt
unde inlocuindx = acos(t) ,y= asir ) okinem:

(t) = —2xe*¥ Casin( )+ 2y&* Y Daod X

%(t) = —2acos(t) & Dasir( )+ 2asir ) & Dacoé k= (

6.8.12 Fief (x,y)=In(¥ - y¥?) undey= . Sise calculezegf—x(x, y) ,%(X) .

RezolvareConform 6.4.2 avem:

df _of , of dy
dx dx dy dx
Avem:
of 2x  of 2y dy,
= (x, () =-—=% (9= ¢
AU Rt L Rt e &)
de unde:
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df af ()= 2x___2yé _ 2(x- y&)
dx -y -y -y
6.8.13 Fief (x,y)=x+ Yy undex=¢&+n,y=-n . Sise calculezegi{({,n) ,gf—,](f,n) )

RezolvareDin 6.4.3 avem:
of _af ax 6f ay

6{ T ox 6{ oyos
of _af ax ot oy

on 0xon odyon

unde:
%( X,y)= 2"07( XY= 2y
ay _
<((f n)=1 (E a)=1 <((c‘ n= (E n)=
de unde:

<((f M) =2x+ 2y= AE+n)+ 4é-n) =

a—n({,/]) =2x-2y= Aé+n)-4é-n)= 4

6.8.14 Fie f (x,y)=In(X + ) undex=&, y=% . S se calculeze:

9% f i
6752(5,/7) v?/]z(‘fﬁ) 6{6/7(5 /7)

Rezolvare:Derivand reldgile obtinute Ia 6.4.3 otinem:

azf_af of af 0X +26 fgﬂ M ay afa x 0fa?
&% o¢ 6{ Y E oxdy o0& an  ay? | oé

ot on)

0éon o5\ on

_0°f 0xdy  9%f (dxdy, 0xdy) 0% 0ydy d1d’x 2 fay
ox?> 08 dn oxdy\dfdn dnos) dy? d&dn dxaédn dyodn

0% f _i(af] 92 f(ax] + 9%f ax dy 82 f(ayj +af6 x+6f62y

axag2 ayagrz

a2 an\an) ax2lan axdyon d& 9y \an) oxan® dyon?
Avem:
X 2x _ . 9%x _
06(5/7) an €)= Ef(én) z(fn)— 5 & 1)
% _1oy _‘5 L z o’ 1
a6(&/7) nva”(fﬁ) p2 agcz(fﬂ) a 2(&n)= e 656/7(6”) pE
si deci:
,02f 3% 1 9%f
{ (E”) 6x2+26x0y+/7 ay?
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9% f 2%f 0 1 of
O (en)=en2t i7+7 1of
oéon ax® oy’ ox nlay
P _ 0% 267 0% £20% 2 of
o ox®  n? axdy /74 ay? nlay

6.8.15 Fiecos(x+ y) +y=0. S se calculezey' .
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Rezolvare:Folosim teorema de derivare a ftiitor implicite (6.5.1):

oF
)
g
oy
unde F (x, y) =cog( x+ y)+ y. Avem:
?T'):((X’Y)=‘3in(><+ Y, Z—’;( x ) =-sin( x Y+ :
si deci :
y =- —sin(x+ y) sin( X+ y)

—sin(x+y)+ 1 sin( x+ )’

6.8.16 Fiey—sin(y) = x. Si se calculezey' si y" .

Rezolvare:Folosim terema de derivare a ftifor implicite pentru F (x, y) =

)

0 0 .
a—'):((x,y)=—],a—z(x, y) = coq y= 23|ﬁ(

de undey' =- 1 = L

25in2(z) 23inz(lj
2 2
Pentru a calculay" derivam relagia oktinuta anterior:
Ay vy {yj
-2sin| = |co§ = |— CO$—
y =t [2) {2)2=_l 2
2 sin® [Xj 2 sin3[lj
2 2
y y
11 C"{Ej __1 °°{E)

2 sin? (X) sin® LXJ 4 sins(fy)
2 2 2

6.8.17 Fie* - 3xyz= 4. Sise calculezeg—Z Z;

Rezolvare:Fie F(x,y,2)=
Avem:
oF

x Y (R

(xy.9)= dy 0z

Atunci:

74
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xy)z 3z 3



Capitolul 6 Fungii de mai multe variabile

oF oF
0z _ _9x _ ¥z iz__&_ Xz
ax OF Z-xy dy OF Z-xy
0x 0z

6.8.18 Fiexyz= x+ y+ z. S se calculezedz.

Rezolvare:Avem: dz:% dx+g—Z dy. Aplicam teorema de derivare a fuillor implicite; avem:
X y

F(x,v,2= xyz= x y :

oF B oF ) F
—(x,y,2 = yz= 16y( Xyy= xz %( Xy)z wy

ox
de unde:
9z_-(yz=9 9z_-(xz}
X  xy-1 'dy xy 1
Prin urmare:

1-yz dxt 1- xz
xy—1 xy—- 1

dz=

dy

6.8.19 S se calculeze derivatelg' si z' ale fundiilor implicite y,zdefinite prin sistemele uritoare:
X+y+z-4=0
{x2+y2+ Z- 2% 106 (
b {xz—y2+ Z-1=0
Y +z-2x=0
Rezolvare:Se deriveaxtinand cont & y si z sunt fundi dex si se ohine:
1+y+2=0 y+'z=-1
{2x+ 2yy+ 222 = 0 { gy zz 4
Rezolvand sistemul in raport cyl si Z se obine:
Xx-1-z 7= - %y

y=7c y ' -y
b.  Se procedeain mod analog:
2x-2yy+ 27z= 0 vy 'zz
{2yy+z—2=o g{Zyy+'z=
de unde rezuit
27+ X A
Y 3@ °T 2w

6.8.20 S se calculeze punctele de extrem locall pentrutfanc
f(x,y)=x+xy+ ¥- 3% 6}

Rezolvare:Pentru inceput vom determina punctelgistare ale fungei. Avem:
of

y)=2x+ y- 3
ox V)= 2xey

oy
Asadar punctele sti@nare sunt soliile sistemului:

(x,y)=x+2y- 6
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of _
&(x,y)—o {2x+y—3:0 {XZO
of “lx+2y-6=0" | y= 2
=~ (x,y)=0

ay(x y)

deci mutimea punctelor stinare esteS={(0, 3} .

Pentru a stabili dacpunctul stdonar (0,3) este punct de extrem calsml derivatele
patiale de ordinul 2:

=22 (ny=12 ] ( )=z

x> oxd

SHSEIRICTN RS

deci (0,3) este punct de extrem locgilanume de minim, pentrtﬁcg f (0,3)>0.

si deci:

6.8.21 S se calculeze punctele de extrem locall pentrutfanc

f(x,y)=% xy+(47- x g(?%’j

Rezolvare:Pentru inceput vom determina punctel@istare ale fungei. Avem:

I x,y) =t y-2 5+ 27
ax 12 3 3
I x,y) ==L y-L e 27
oy’ 27 127 4
Asadar punctele stianare sunt soliile sistemului:
of 1 2 47
H W= sy gxr=0 {8x+y 188 {x: 21
of - 1,47 x+ 6y= 141 | ¥ 2
—(x,y)=0 Zy-—x+—=0
oy Y y 12"

deci mutimea punctelor stionare esteS={( 23, 20} .

Pentru a stabili dacpunctul stdonar (0,3) este punct de extrem calgui derivatele
patiale de ordinul 2:
9 f
e (

A= ngf (21, 20)%(2120} [ (212 )sz

deci (0,3) este punct de extrem locgilanume de maxim, pentra cg f (21,20 < 0.

03) =2 2 )=ty D (9=

3 "0xdy

N\l—\

si deci:

=1
314

6.8.22 S se afle extremul funiei f (x,y) = xy cu condjia 2x+ 3y- 5= 0.
Rezolvare:Construim mai intai funia Lagrange, unde létura esteF (x,y) = 2x+ 3y- 5= (. Avem:

L(x,y,A)= f(x,Y)+A0F(x )= xywA( 2¢ 3y F
Determirim punctele stionare pentru fun@a Lagrange. Avem:
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oL oL oL
A +2,—(xyA)= ¥ A, — = 2% 3
ax YA = v+ 2 (X yA) ol X W) y
si deci punctele stonare sunt soliile sistemului:

aL(x y,A)=0 x=2

g y+21=0 4

al;(x yA)=0e{x+3A=0 - y:§

2x+3y-5=0
aL(X 2)=0 1=-2
oA Y 12

Am obtinut sgadar un singur punct stanar, (5 g T52j

Diferentiind legitura ohinem:
dF(x,y)= 2dx+ 3dy
Punem condia:
55 2

dF| —,=|=0« 2dx+ 3dy= 0= dy-—
(46) ¥ v 3

Calcubm difereniala de ordinul 2 pentru furia Lagrange pentrul = —% . Avem:

aL( Xy sj OBL[ %,y 5) OazLixy——52j=
ax? " 12 ay? " 12) 799 !

de undedzL( X, y,—%) = 1dxdy. Atunci:

2L(§,§ 5) 1dxdy
46 12

si Tnlocuind dy=—g dx, ohinem: dzL(§ ,E,—£j=ld>{—gd>a=—3& x, de unde tragem
3 46 12 3 3

concluzia & punctul G g) este punct de minim—(% <0).

6.9 EXERCITII PROPUSE

Folosind definia limitei unel funeii ntr-un punct (6.1.1.1)asse demonstrezeéi:c

6.9.1 lim X=1
X- 2,y 2y

+Y
692 Im \x\+M =0, I{+[y#0

Sa se studieze continuitatea fuiilor:
1-cos( ¢ + y?)

6.9.3 f(x,y)= X2+ P
0,dacax’ + y*= 0

,dacax® + y? £ 0
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1_7 vl_xz_yz ’dacaxz + y2 0

6.9.4 f(x,y)= X2+ y?
0, dacax® + y*=0

A se calculeze derivatele pate indicate pentru funide:

6.9.5 f(x,y) =X + 2y - 3xy- 4% 2y ! i(x y)=2x- 3y- 4
Calculai ﬂ(x y) g(x y) R: g;(
Toox T oy —(x,y)=4y- 3% 2
oy
6.9.61(8,p) = p*sin*(6) ar (9 p)=4p?sin’(8) cod8)
. or or R:
Calculai —(6,p0),— (€,
aloulai 55(0.0).5,(0.0) "r Y (9,0)=2psin* (6)
ap
6.9.7 f(x.y.2)= 2y w 397 2 M xy, =L
ax T x
L) (x9S (x vk o
ox ay 9z R: 6y(x y,2) = &/ x+ 6y 2
of 2y
x,y.2)=<L
S 0vd= 7
6.9.8 S se calculeze difergialele totale pentru funide:
a.u(xy)=h(X+y) R: du(x y) =2 dw—22 dy
I Ny
2 2
uxy)=nts(2]) R: du(x ) =7 dy 2V
X xsin(T) X sin[—x)
u(xy)=x R: du(x,y)= y dx+In( ) X dy
6.9.9 S se calculeze derivatele pate indicate pentru funide:
a  f(xy)=4%+3%y 3xj- § oy
0% R:———(x,y)=6(x+ y)
Calculai ——(x, 0x9
alculai axay(x y) y
b.  f(x,y)=xy+sin( x+ y) ,
92§ R: 2 f(x y) =—sin( x+ y)
Calculai ——(x,Y). ax?
ax?
. f(x,y)= %1
¢ (x.y) n(x+y " azf( )_x2+2xy
calculai: 2 (x.y). oy YT (x+y)
i Sy
d. f(xy)=sin(x+coyy)) 1
3 R: X, y sm co X+ co
Calculai %(x,y) . axzay( { )
0x“0y
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6.9.10 Calcula diferentiala de ordinul 2 pentru furide:
a. u(x,y)=cod x+ y)

b. u(x y)= X+ ¥ - xy- 2% ¥ °

6.9.11 Calcula derivatele fungilor compuse:
a u =%In(1j unde x=tg?(1) , y= ctg?(t) . Calculai % :
y

2 _
b. z:X2 y
X“+y

unde y = 3x+ 1. Calculai dz .
dx

u(x,y)= ¥y unde y =cos(x) . Calculai % si % )

d. u(xy)= ¥+ ¥ undex=&+n, y=&-n . Calculai Z—;g—,u]

6.9.12 Calcula derivatele fundilor implicite:
a. (@+y2-b) - 2( %+ ¥)=
Se cerey' in punctulM (b,0) .
b. 3sin££} - 2C0{ﬂ} +1=0.
y y
Se cerey' .
c. x+y-€v=0.
Secerey, y' .

d x+y+z=¢€.

0z 0z
Se cere—,—.
0x 0y

z
e. X= xln(fj .
y

Se ceredz.

6.9.13 Determin@punctele de extrem local pentru fiiile:
a f(xy)=x/(1- x y

b. f(x,y)=xX+ y - 15xy

c. f(xy)=y-(2+ f)%

s dz=

Cd?u(x y)=-cof ¥ ¥ d x 2cdx % )y dxe
C—cox(x+ y) &y
R: d?u(x, y)= 2d% - 2dxdy 2d}

cdu,y_ 4
R dt t)_sin(Zt)
) dz(x)_ 24 3 2

" dx (52 +3x+ 1’

% 2xcos( ¥

X

du_ x(2cos(X) - xsir( X)
dx

(g p)=a¢

¢

1y =-1y =0

oz _0z_ 1
Tox 0y x+ty+tz 1

dx+E dy
y

ﬁ@

: % punct de maxim
1 =125, punct de minim

1 4, punct de maxim

79



Capitolul 6 Fungii de mai multe variabile

6.9.14 Determin@ punctele de extrem cu Igmri pentru fundile:

36 48) -
punct de minim

f(x,y)= 2+ y culegitura =+ =1 R:(—,—
( y) Y2 g 4 3 25 25

b. f(x,y)= X - xy+ ¥ - yX cu leditura 2x+ 3y- 12= C

6.9.15 S se scrie plinomul lui Taylor de gradul al treilegpunctul (1,1) pentru funda
f(x,y)=x,x>0y> C

R: T3(x,y):1+l—15(x— :D+le e )y )1+?:L 6 x E( v )L

6.9.16 3 se dezvolte polinomul:
P(x,y)= 2% - 3% y 2§+ 9% 3% 6%
dups puterile Iui (x+1) si (y-1).

RiP(xy)=2xt - doe P(y 1+ £y )i+ 6 %)L y)2 (6-y)*

6.9.17 G se calculezez (X si y' (x) daa:
X+y2+ -4 E 0
{x3 -y+Z2-3=0
n punctul A(3, 3,—\/—3)

. 93+2 12
Fe'y_3(3f3—2)' N
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CAP.7 EXERCINI SUPLIMENTARE

7.1 Si se aratezurmatoarelesiruri sunt convergente:

n
a u,= Zsin[nT”k)

k=1

1.1 1
b. u=1+=+=+.+=-In
N >t3 (n)

n
1 2k+3
c. u =y 7
k=1
n
1
d u =
" kZ::ln+k
L 1 1 2
e. uU=Y|—+—-=
" k;(3k—2 3k-1 3kj
u k? + 2k
f u =Y log,——
" kz—ll > (k+2)?
0 k2 + k
u. =
g9 Uy, k;n3+k

7.2 Si se calculeze uritoarele limite deairuri:

(=3t
a. lm———
nee (-3)" 4 200
an
Cim—,a>
b rI]lﬂlﬂym,a 0

im Jn2+n+1-a/- e 1

now n

d. liﬂ%/?(é/nTl—é/nTl)
> ke

i e D (e 2

In(n)

f. lim =

n-o N

g. lim 3%t % o fim X, =X

n-o noo

- n
i Iim—
n-o{n!

. li[rl«”/nliﬂn!)

n
h. rl]lﬂplxlEkzD..Dg dac x,>0 si l'ﬂxn:x

R: —1
3

E,dacaLr:l
0,dacag #1

R: -1

wI|N
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e iim Y+ D(n+ 0. L+ ) R:

now n

[VEEN

7.3 Folosind criteriul general de convergeal lui Cauchy, & se stabileagcnaturasirurilor:

10, 11, 12 10+ n .
a, ==+ L+ R: divergent
1 3 5 2n+ 1
-+, .1 R: convergent
TS TS MR '
c -1 71+ 1 R: convergent
Tom e T (e A 3 '

7.4 Si se stabileagicnatura urnitoarelor serii:

)

n
a. R: convergerit
nleO” +1 g
w© 1 '
b. >'In £1+7) R: divergeni
n=1 n
> 1
c. Xlnj1-= R: convergerit
n=2 n
d . — R: divergent
“&an+1-V2n- 1 - diverg
o nZ
e. R: divergent
n;nz +1 9
f. Z(\a/n3 +e-1- - P+ J) R: divergeni
n=1
g o 21+ 5 R: convergerit
53N+ )" '
& 1
h. ) arctg| —= R: divergent
nzl [m”/ﬁj 9
.- 10
oy — R: divergent
Zi100¢n- 13 9
SN+ l1-
J- Z n Jn R: convergerit
n=1 n
& 1
k Z(l—cos{f)j R: convergerit
n=1 n
1 . (1
l. Z—sm(—j R: convergerit
n=1N n
) 4n+7
m. R: convergerit
,;5” +n 9
n
2 @ R: convergerit, dac a<e
n n;n (ej » ax0 Divergent, daci a=e



7.5 Si se stabileagicnatura urnitoarelor serii alternate:

a.

a.

r.|2

n
2+
n

(an+ b)”
cn+d

(\/(n+1)(n+ X - n) x C

M

]
Il

(|I’1 (n))ln(n)

ia—(/\ln(n)ﬂnz(n)) O<a<1

& n 1
;f‘” A+ D(ne 3

.
(1) TN

) g(—l)”%[ /1+%+ /1+—i+...+ /1+—:J
n n+2

2 S (-1)" ( 1)
- n n“+2

3 |n[n2+1]

7.6 Si se determine domeniul de convergeal seriilor de puteri:

00 n

_Xx
Zh+) 2
non+l [ 2-2)
'1+§1( ) n2 +n+1[1— 2%)
) Xn
27
i(—l)nx”
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R: convergerit

R: convergerit, dad a<c
Divergenti, dag a=c

R: convergerit, da@ x<1
Divergenti, dag x=1

R: convergerit
R: convergerit, daé a <1

Divergenti, dag a =1

R: convergeri, dag a <e™

Divergenti, dac a=e™”

R: convergerit

R: convergerit, dac a’ > e
Divergent, dac a’ <e

R: absolut convergent
R: absolut convergent
R: divergent

R: semiconvergeat

R: semiconvergeat

py)

[-2.2)

A

(o101

Pl

:[-1,1]

A

(-1
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[ﬁ)n R: [-1,3)

aminAXx+3
0 2n
22 (1]
Zinl x
e 1 (1+x)
. == R: (-,0
g ;2n+ 1[ 1- x) ( )

S (=[5

7.7 Si se determine mtilnea de convergeisi suma seriilor de puteri:

0 0 X2n+1 ' [_1’1]
a. nZ:O( 1) 1 R: S=arctg(x
b. Sn(n+ D X1 N (-1,1)
n=1 oo 2
(1-%°
n+1 X7 (-1,
- ;( Y n R-S:In(1+x)
S 3on (-1,2)
T R g4
(1-x*
e Y (n+D(n+ (n+ 3 R (1
n=0 R- S= 6
(1-%*
S (-1)" (n+ 17 (-2,2)
f. nz:o( D" (n+2D° X R i
(1+x)°

7.8 Si se demnstrezeaaurmitoarele serii numerice sunt convergesitsa se calculeze suma lor cu
ajutorul seriilor de puteri:

Vs
a. _— R: —
> G 9w 3 8
o )n+1 T
b. R: =-In(2)
n;n(zn ) 2
C. .
n; n+l)'_ R:1
11
d. R: =-2
z(n+3)' 2 ¢
) 2
e n R: 2e
ain!
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£y R: 2e

7.9 Si se dezvolte in serie Taylor duputerile luix fundiile:

e -e*+ 2os( ¥ > X"
f - R: f(x)=
a f(x)= : M=%
1+ X o AN+l
b. f —arct ,| : = -
(x) = 2arcg( x) + (1 xj R: f(x) nz_:l4n+l'XD( 1,9
c. f(x)—x s R: f(x)= z( D”XM, 0(-33
5-2x (1 1 -
d f(x)=—222 : =Y =+ xt xO(-
(=52 R (%) ;[2n+3njx” x0(-2.2
~ 1+X ) _ o x2n+1 _
e. f(x)—ln(1 ﬁj R: f(x)—nZ::O—2n+ 1,xD( 11
f. f(x)=sin®(x) ) " 1 oo
R 1 ()= 3 () G T
g. f(x)=arcsin(x) (2n :D' xnt
R: f , x| -
()= X+nZl ((2n)! 2n+1 xol-11
7.10 S se calculeze limitele:
1
a. Iim0(1+sin(x))§ R: e
)(2 l
. ez R: —
2%
c. Iim‘)Lz2 R: 4
X X
d ”mexsin(x);x(1+>) Ré
X-0 X 3
e. lim In(1+2x) -sin( 2+ 2% R 4
x-0 )(3
i Iimw R: 1
x-0 X 2
o Y1+3x-x-1 1
. _ R: =
9 lemo 1-4x- e** 8
e+ 2sin(Y+In(1- Y- 1 .5
h. fim, x(In(1+ X - ¥ R 3
i lim |n(1—2x)+s_in(2>a+ 2% R: 12
x-0 2x+e* - &
j. lim [x—len(uijj R L
X 00 X 2
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k. Iinlj(\slx6 +3° =8 C - x5) R:

Wk

7.11 S se studieze continuitatea in origine a dtwarelor fundi:
l—C025(X3+ f)’dacaxz+y2¢0 .
a. f(xy)= X2+ yP R: contindi
0,dacax® + y*=0
12—y
_ |/ 5 ,dacax"+y°#0 ) -
b. f(x,y)= X2 +y R: nu este contiriul
0,dacax® + y* =0

1

c. f(xy)= (1) (x Y #(0 9 R: contind
L(xy)=(0.0
7.12 S se calculeze derivatele giate de ordinul 1 pentru furide:
a f(xy)=(1+ x)", 1 xp € I (xy)= ¥ (1 39
X
R:
%(x,y)=(1+ ) In( 3 )+ xf Y
b. f(x,y)=%x"0, x>0 y> 0 %(x,y) = X2 (y)
R of 1
@(x,y)=§>€”(y) In(»)
2 of 1 [xy—x-vy
_ X+y [ x+y a - = | TR
c. f(xy)= 1_£Tyj +arcsm[7y] - aX(X,y) x“/xy+ X+ y
oy =L [ymxy
oy Y YA\ xy+ xty
d. f(x,y,2= % if of
il = -1 00 - 1
2 y X 'ay("” £ §Un( X
of

&(x,y,z)= ® yin( yin( 3

3
7.13 S se calculezeg(x, y) pentru fundga f (x,y)=arctg( xy).

ayax
. o°f _ 3 -y
R: VYY) =2 ——
T )

7.14 S se aratezurmatoarele fundi verifica ecuaiile corespunitoare:
a 2(x )= xpl £~ §);ecutia x? La ey =%+ y) 2
X y
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2,
b. u =arctg(y) ecuaia a—g+a—g 0
X ox~ oy
2 2
c. u=g(x-a)+y(x+ ad; ecuaia ﬂ—aza—
ot? ox?

d. z:(p(x2+yz) ecualayg—xa—Z

ox 0y
e.  z=pf(In(p)+8); ecuaia pg—; g;—

f Z:é(f(y)-{_ g(!)j ecua]ax LZZ yi_yizz
' y X a2 Toxdy oy

7.15 S se determine punctele de extrem local pentruitoanele fungi:

a f(xy)=(x-0"+(y+ 6 R: (1,-6) minim

b. f(x,y)=xy{a- %y, & RZ(E,E) maxim
33

c. f(x,y)=xX+xy+ ¥+-3ax 3b R: (2a-b, 2b- § minim

6. 1) =codd oo copee ) o il ol (1)
3'3

(27772777) minim
3 3

f(x,y)=In(1- ¥ - y) R: (0,0) maxim

7.16 S se determine punctele de extrem cudtiegle menionate pentru fundle:

a. f(x, :)(2+ , 5+!=1 ) ab? a’b L
(X y) y a b R: 2+b a2+ b minim
b. f(x,y)=X+2y+xy-7 » ¥ : R (§ }) inim
\4'4
1,1 1,1 1 Aats -
c. f(x,y)= ; ; 2 Fzg R: (-av/2,-a/2) minim
(ax/i,a\/—z) maxim
d f(x,y)=xX%+y-2x1 %- y=: R: (1,0) minim

7.17 S se calculezey' (0) daai: (X% +y? - bx)2 = &( X%+ y), ¥ 0= ciary este definit implicit
ca funcie dex.

R:y (0)==

7.18 S se calculezey', y', ¥ dadi fundia y(x) este definit implicit de ecuga:

X+ y*+xy=3
Lo 2Xty . 18 . 162x
Ry =- , =——— =
X+2y (x+2y) (x+ 2y
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a7.19%se calculezedz si d?z daai:
X+y+2=d

R: dzz—é dx—% dy d = y22—3a2 s dxady A= 4 dy

7. 20 S se calculezey' (x), 2 (% ale fungiilor y(x), z( ¥ definite implicit de sistemul:
XC+3y -7+ x y & (
{xz—yz—3z— =0
n punctul (1,2,-2) .

R: (_@@j
17 17
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