MECANICA

Teorie si aplicatii




Cuvant Tnainte

Mecanica este una dintre stiintele fundamentale ale naturii, cu un domeniu foarte
larg de cercetare, si care are ca obiect miscarea mecanica a sistemelor materiale. In
decursul timpului mecanica s-a diferentiat in trei ramuri distincte: mecanica clasica,
mecanica relativista si mecanica cuantica.

Mecanica clasica (newtoniand), avand ca fondatori pe savantul Italian Galileo
Galilei (1564-1642) si pe fizicianul, matematicianul si astrologul englez Isaac Newton
(1642-1727), cuprinde legile miscdrii macroobiectelor a cdror viteza este micd in
comparative cu viteza undelor electromagnetice in vid. Mecanica newtoniand este
consideratd prima stiinta teoretica a naturii. Ea s-a diferentiat, la randul ei, in doud parti:
mecanica clasica si mecanica aplicata.

Obiectul de studiu al prezentei lucrari, mecanica teoreticd, numitd si mecanica
generala sau rationald, se ocupa de miscarea sistemelor materiale formate din obiecte ale
caror deformatii sunt practice neglijabile.

Lucrarea reprezinta a doua editie a cursului de Mecanica teoretica predate de
autor studentilor Universitatii Maritime din Constanta precum si suportul orelor de
seminar, dar poate fi consultata si de cadre tehnice din domeniul industriei si cercetarii,
de studentii institutelor tehnice de Invatamant superior sau de cadrele didactice care
predau mecanica in liceele cu profil industrial. Materia este prezentatd in succesiunea
clasica : statica, cinematica si dinamica. Fiecare din cele 16 capitole este structurat in
patru sectiuni. Prima dintre ele este dedicata notiunilor teoretice aferente temei dezbatute.
Urmeaza apoi un set de probleme reprezentative complet rezolvate, structurate in stransa
concordanta cu rezultatele teoretice prezentate anterior. A treia sectiune contine probleme
propuse spre rezolvare iar in finalul capitolului se dau indicatii si raspunsuri pentru aceste
aplicatii. Se oferd astfel cititorului posibilitatea sd poata aprofunda si aplica fara mari
dificultati teoremele si metodele de calcul ale Mecanicii. Totodata, aceasta abordare
structuratd este in concordantd cu nevoile unor discipline care utilizeazd in mod
nemijlocit cunostintele de mecanica : Rezistenta materialelor, Organe de masini, Teoria
mecanismelor si a masurilor etc.

Autorul s-a straduit sd urmeze drumul “Scolii Roménesti de mecanicid”,
caracterizat printr-o prezentare clara, sistematica si riguros matematica, deschis de Spiru
Haret (1851-1912), Traian Lalescu (1882-1929) etc, si continuat de Victor Valcovici
(1885-1969), Caius lacob (1912-1991) si de o suita intreagd de mecanicieni in viata, in
plind putere de creatie, si care activeaza cu multa daruire pentru progresul acestei stiinte.

Sperdam ca lucrarea de fata va reusi nu numai sa fie de real folos studentilor care
se pregatesc pentru examene, ci sd trezeasca pentru unii sau sd mentina pentru altii
interesul pentru descifrarea tainelor si farmecului Mecanicii teoretice.

Autorul multumeste in mod deosebit doamnei ing. Elena Bogdan pentru
competenta tehnoredactare si “sufletul “ pus In aparifia acestei lucrari.

Autorul



CUPRINS

PREFATA ..ottt ettt e et e ettt es et e e e s e e et s e s e et es s e en e e ennens 3
(@110 1\ T 5
1. NOTIUNI INTRODUCGTIVE ..ottt ettt eba s sb s s b s 9
O O] T T=Tot (U1 40 T=To= a1 o] | TR 9
1.2. Principiile MecaniCii CIASICE .........ccoviiiiiiiiec s 10
1.3. Diviziunile MECANICIHT CIASICE .......coiiuiieeiciiiee ettt s e et e e st e e e s sb e e e s sbaeeesaes 10
1.4. Modele ale MECANICHT CIASICE .......cocviiiciieiciie ettt re e 10
2. ELEMENTE DE CALCUL VECTORIAL ...ttt sivane e 12
A Yo | 1 IR V=T (o PRSPPSO 12
2.2. Proiectia unui vector pe un plan si pe 0 dreapta..........ccooeveriririiiniienese e 14
2.3, 0peratii CU VECOTT LIDETT ..euveveiieiiieieiieiiee st 15
2.3.1.Adunarea VECLOIIOr HHDBIT .....ccvviiiiie ettt 15
2.3.2.Inmulgirea unui vector lIDEr CU UN SCAIAT.......cciviiiiviiiiiiiiie st esiie e 16
2.3.3.Produsul scalar a doi VECLOri DB .......cccvviiiiiiiiiciecce e 17
2.3.4.Produsul vectorial a doi VECTOrT TIDEII .......ccveiieiiicieicie e 19
2.3.5.Dublul produs vectorial a trei Vectori HDeri ... 20
2.3.6.Produsul mixt a trei VECTOr DI ....c.eocviiiceeeicii e 20

PARTEA INTAIA : STATICA

. REDUCEREA SISTEMELOR DE FORTE ........c.ccoooiiiiiiiiniices s 22
3.1. Forte $i SIStemMe de FOrLe ...iivvuiiiuiiiiiiiiiie ettt ettt 22
3.2. Momentul unei forte In raport Cu UN PUNCE .....c..eeieiiieiiieriiie e e 22
3.3. Momentul unei forte T raport Cl O @X&.......covereerieeieerieereare e siee et see e sreenne s 24
3.4. Torsorul unei forte I raport CU UN PUNCE ....ecuverieerieeiieeieere ettt nne e 25
3.5. Torsorul unui sistem de forfe In raport Cu UN PUNCL .........ooeriririiieiiee e 27
3.6. Torsor minimal. AXA CENLIALA .......ceeivieiiiiiiie e nee s 30
3.7. Cazuri de reducere ale unui sistem de forte 0AreCaAre..........coovvvrriereerieeieere e see e 31
3.8. Reducerea sistemelor particulare de fOrfe ..........cuvviviiiieiiiiiicec e 33
3.9. ProbIeme reZOIVALE ........cooveiiieiece s 36
3.10.ProODIEME PrOPUSE ...ttt bbb bbbt 44
3.11.INAICALIT ST TASPUINSUIT .euveuviiteestiestieteeste ettt sttt e bt s e ese e sse e sbe e b e et e et e s e e nbeesbeesbeenreenneenns 46

4.CENTRE DE MASA ..ottt 49
4.1, Greutatea COMPUITION ..ottt se bbb snesae b e 49
4.2. Centrul de masé/greutate al unui sistem de puncte materiale .............ccocevevrencininciienn, 49
4.3. Centrul de masa al unui sOlid T1ZId .......ccoviiiiiiiiiii e 50
4.4. Proprietati ale centrulul de Masa.........cccooveiiiieiiiineicee e 52
4.5. Momente statice. Teorema momentelor StAtICE ...........covevvreirineener e 53
4.6. ProbIeme reZOIVALE ........cooviriiiirieiieieere e 54
4.7, ProODIBME PIrOPUSE ...ttt ettt b ettt bbb et 58
4. 8. INAICALIT ST TASPUINSUIT ...veevvieireesiteesireesttee sttt e sttt e sibeesibeessbeesibeesabeesbbeesabeesbbeesabeesbbeessreesnbeesnreenn 59

5. ECHILIBRUL PUNCTULUI MATERIAL .....oooiiiiitesee e 62
5.1 NOTUNT INETOAUCTIVE ..ttt ettt sttt bt b e e sb e sb e e b e et e s sbesbeesbeesaeesbeenneanee 62
5.2. Echilibrul punctului material THer ..o 62



5.3. Echilibrul punctului material legat. Axioma legaturilor
Clasificarea IeGATULIIOT. ........cvviiiiei e 63

5.4. Echilibrul punctului material supus la legaturi fara frecare..........cccooenveiinienienin i 64
5.5. Echilibrul punctului material supus la legaturi cu frecare
Legile frecarii uscate. Conuri de freCare..........vviiriiiiiienii e 66
5.6. Probleme rezoIVate ..o 69
5.7. PrODIEIME PIOPUSE ...ttt bbbt bbb 72
5.8. INAICALIT ST TASPUINSUIT ...vverteetiesteesteeiteatesteesteeste e bt e beebesseesbeesbeesbeesbeesbesabesbeesbeenbeebeebeannesneas 74
6. ECHILIBRUL RIGIDULUI ......ociiiiiiiic s 77
6.1. EChilibrul rigidului HDEE ... e 77
6.2. Echilibrul rigidului supus la legaturi. Generalitati..........cccooerveieriirieesieeiieneese e 78
6.3. Echilibrul rigidului supus la legaturi fara frecare
Reazemul simplu. Articulatia. INCASIIArEa .........c.ovveveevevereeieieeiesee e, 78
6.4. Echilibrul rigidului supus la legaturi cu frecare.
Tipuri de frecare. Ecuatii de eChilibrU .......cccooviiiiiiiniicc e 82
6.5. ProbIEmME reZOIVALE .......ccooveiiiiiie s 89
6.6. PrODIEIME PrOPUSE ...ttt bbbt b 95
6.7, INAICALIT ST TASPUNSULT ...evveieeeitiesteesteeteeste e e sieesieesteesbeesbeesbeassesssesbeesbeebeesteeraesseesbeesbeeseeeseenns 97
7. ECHILIBRUL SISTEMELOR DE PUNCTE MATERIALE
SIDE SOLIDE RIGIDE ..ottt 100
7.1. Conditii de echilibru ale unui sistem de forte ce actioneaza asupra unui sistem de
PUNCEE MALEFIAIE.... ... eeiieeiee ettt et e te e te e teeeeeneeaneas 100
7.2. Teoreme si metode pentru rezolvarea problemelor de statica sistemelor .........ccc.cevernenen. 101
7.3. Probleme rezolVate ... 102
7.4, PrODIEIME PIOPUSE ...ttt ettt bttt bbbttt 110
7.5. INAICALIT ST TASPUNSULT ...e.vveteetietiesieesiesseesteesteesteeseeneeaseesseesaeesteeseeaseessessaeesseenseanseaneesseesseens 113
PARTEA A DOUA : CINEMATICA
8. CINEMATICA MISCARII ABSOLUTE A PUNCTULUI MATERIAL ............ccc..c......... 119
8.1. Traiectorie, VIteZa $1 ACCEIETALIC ..uuvuiiieeiiiiiiie sttt sttt e et see ettt e et e e sraeenene s 119
8.2. Expresiile analitice ale vitezei si acceleratiei in diferite sisteme de coordonate.................. 121
8.3. Miscari particulare ale punctului material .
Migcarea rectilinie $i miSCarea CIrCUIATA .......ccovvviiieeiiieiiie et see e sre e see e 125
8.4. ProbIEmME reZOIVALE .......covoveiieirei e 128
8.5. PrODIEIME PIrOPUSE ...ttt 133
8.6. INAiCatil $1 TASPUINSUIT ..vveiuviiiiieeiie et et e sttt ettt stt e et e s e e e st e e sbaeesbb e e sbbeesaneesbbeesaneesrbeesnnee e 134
9. CINEMATICA MISCARH ABSOLUTE A SOLIDULUI RIGID........cccocovviiiiiieere 137
9.1. Miscarea generald a rigidului...........ccooviiiiiiiiinc e 137
9.2. Miscari particulare ale solidului rigid........cccovviviiiiiiiiiii 141
9.2.1. Miscarea de translatie a rigidului..........coiieiiiiiiiiiie e 141
9.2.2. Miscarea de rotatie a rigidUulUl .........cceiiiiieiiiiiec e 142
9.2.3. Miscarea elicoidald a rigidulti.........cccooiiiiiiiiiiiiiii e 146
9.2.4. Miscarea plan — paraleld a rigidului.........ccooovvviiiiiiiiniiii e, 148
9.2.5. Miscarea sferica a rigidulUi........cccoueriiiiiiiiiiicc e 151
9.3. Distributia de viteze si acceleratii Tn migcarea generald a rigidului........cccooevvviiiiiiiiinennn, 154
9.4. Probleme reZ0IVALE .............coouiiiiiiiii e 156
LSS T o o] o] =T - o ] o1 T S 168



9.6. INAICALIL ST TASPUNSULT ....vviveerieiiesteeiee ettt r e e s e sre e nreenneennesneenneenneen 169

10. MISCAREA RELATIVA A PUNCTULUI MATERIAL .........c..cocoooovvoivivoernieieneeinean, 173
10.1. Definitii $1 €XEMPLE...cviiriiiiiieiie e 173
10.2. Derivata relativa si derivata absolutd @ UNUI VECTOT ......evueiierieirieiieiiese e 174
10.3. COMPUNEIEA VITEZEION ...ttt 175
10.4. COmMPUNErEa ACCEIETALIIION ... .viveiiieieceirt e 175
10.5. Probleme reZOIVALE .........c.ooiiiiiiieieiee e et 176

10.6. PrODIEIME PIrOPUSE ...ttt ettt b et eb e ebenne e 185

10.7. INAICAI $1 TASPUINSUIT «.vveuviertiestiestesieesteesieesteesteaseastesteesbeesbeesbessbesseesseesbeesbeasesnsesseesaeessenns 187
11. MISCAREA RELATIVA A SOLIDULUI RIGID ..........coccoovviiviinisiereseeiesieeessesies o, 190
| R €135 1S 1 1 3 TSP P PRSP UPPRTRRT 190
11.2. COMPUNEIEA VILEZEION .....ccveiie et 191
11.3. Compunerea acCeleratiilor .........ccciiiriiiriiiiiiesiesee e 192
11.4. Cazuri particulare. Compuneri de migCari iNStANTANEE .....eevveererevereerieriieniee e sieeae e 193
11.5. Probleme FEZOIVALE .........cooeiiiiiiiiiiee et 195
11.6. PrODIEIME PIrOPUSE ...ttt ettt sttt et nr e eb e sr et b 200
11.7. INAICALIT $1 TASPUINSUIT .. vvevtetienteesiesieesieesieesteesteaseastesseesseesteesbesseesseessessseesseansesnsesseessenssenns 201
PARTEA A TREIA : DINAMICA
12. DINAMICA MISCARII ABSOLUTE A PUNCTULUI MATERIAL .........c..cccoevvnnnnn. 202
12.1. Dinamica punctului material lher ...........ccooveiiiii i 202
12.2. Dinamica punctului material cu [eGatUIT.........cccveiiiiiiiiiie e 204
12.3. Probleme reZOIVALE ..........cooeiiiiiiiiice e 204
12.4. PrODIEIME PIrOPUSE ....eeveiiitiieiiite ettt ettt ettt nb ettt sr et nne e 209
12.5. INAICAIT $1 TASPUINSUIT .. .vveveevienteestesieesteesteesteesteeeeaseesseesseesseesteeseeaseessessseesseanseansesseessenssenns 211
13. DINAMICA MISCARII RELATIVE A PUNCTULUI MATERIAL..............cocoevveiinenn. 214
13.1. Ecuatia fundamentald a miSCarii relative .........ccuereeririeiieiie e 214
A S =T o= TR =] = LA Y OSSR 214
13.3. Sisteme de referina iNErfiale ........ccvviivieiiiiiiieie e 215
13.4. Probleme reZOIVALE ..........cooeiiiiiiiirces e 216
13.5. ProDIEME PrOPUSE ....vveuvieiieciiestie sttt ettt e st et s et et eeste s esseesteesteesreenseenaeensesnaesseenraens 221
13.6. INAICALI $1 TASPUINSUIT .. .vevietientieitesieesiee e ettt e bt sbe et e st e et e s e sseesbeesbeesbe e b e anneanresneenreens 222
14. MOMENTE DE INERTIE MECANICE .........coooiiiiie e a e 224
L R 1= 1 416 3 S 224
14.2. Relatii intre momentele de iNETLIC......cevivriiriiiiiiiiiie it 225
14.3. Variatia momentelor de inertie fatd de axe paralele. Teorema lui Steiner............ccccueenee.. 225
14.4. Variatia momentelor de inertie fatd de axe CONCUrENte.........ccoevveerveerieeniieiiieniee e 227
14.5. Axe si momente de inertie PrinCipale .........ccoovviviiiiiienicniee e 228
14.6. Probleme reZOIVALE .........cooveiiiiiiiiiie e 229
14.7. PrODIEME PIOPUSE ...veeeinte ittt sttt st bbbt be bbbt n e e e e e 234
14.8. INAICAtI $1 TASPUINSUIT ..vivietientiestisieesteesieesteesteaseastesteesbeesbeebessbesseesbeesbeesbeeseanneaneesbeenteens 235
15. TEOREMELE GENERALE TN DINAMICA SISTEMELOR DE PUNCTE
MATERIALE SI A SOLIDULUIL RIGID ........ccoooiiiiiiiiiiie e 237

15.1. Teorema iMPUISUIUL .......corviiiiiiieieee bbb 237

15.1.1. Impulsul unui sistem de puncte materiale si al unui solid rigid
15.1.2. Teorema impulsului. Teorema miscarii centrului de masa

5



15.1.3. Teorema conservarii iMPUISUIUL .......coovvririiiiieii e
15.2. Teorema MOMENLUIUT CINETIC .......cveuiiiiiiieccee e
15.2.1. Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale si al unui solid rigid.
Teorema lui Koenig pentru moment CINELIC ........ccoereiiieneiineneicese e
15.2.2. Expresii ale momentului cinetic in diferite miscari particulare ale
FIGIAUIUT oo
15.2.3. Teorema momentului cinetic in migcarea unui sistem de puncte materiale
sau a unui solid rigid Tn raport cu un reper fiX ..o
15.2.4. Teorema momentului cinetic in migcarea unui sistem de puncte materiale
sau a unui solid rigid 1n jurul centrului de Masa ...........ccccevievrieiiiene e
15.2.5. Teorema conservarii momentului CINEtIC........ccocvviiiiiiiiicii i
15.3. Teorema energiei cinetice $i a lucrului MECANIC ........vvvvrvirieiiieiece e
15.3.1. Energia cinetica a unui sistem de puncte materiale si a unui solid rigid.
Teorema lui Koenig pentru energie CinetiCa .........cuevvereeienirenieniesee e
15.3.2. Lucrul mecanic elementar si lucrul mecanic finit al unei forte.......c.ocoevveerieennnnne
15.3.3. Forme ale energiei cinetice in diferite miscari particulare ale rigidului..................
15.3.4. Teorema energiei cinetice si a lucrului mecanic in migcarea unui sistem de
puncte materiale sau a unui solid rigid Tn raport cu un reper fiX........c.ccccvervinenne
15.3.5. Teorema energiei cinetice si a lucrului mecanic in migcarea unui sistem de
puncte materiale sau a unui solid rigid in raport cu centrul de masa ......................
15.3.6. Conservarea eNnergiei MECANICE. .......ccveivverieeiesieseeseesieesreeeesseesssesreesteeseeeseeseessees
15.4. Probleme rezolVate ..o
oI o (0] o] T g LT o] £ o1 TSRS
15.6. INdICatil $1 TASPUNSUIT ..vevveeriestieiesiesieesiee st e st ere e sse e st e sre e re s resseesreesreesreenneannesneesneenreens

16. DINAMICA RIGIDULUI ....ociiiiiiii e s
16.1. Dinamica rigidulti €U aXa fIXA.......corirririiiiiciee e e
16.1.1. Formularea problemei.........ccoviiiiiiiiiie s
16.1.2. Studiul miscarii rigidulul ......ccoeoviiiiiiiic
16.1.3. Determinarea réactiuNilor ..........oouieiieierieiie e e et s
16.1.4. EChilibrajul rotOrilor ........c.ccooviiiiiiiii s
16.2. Dinamica rigidului CU Un PUNCE FIX ...ooiiiiicicecc e
16.2.1. FOrmularea ProbIEMEI........c.ecviiiicrccieece et
16.2.2. Deducerea ecuatiilor de MISCATE ......cvvviiviiiiieeiiieiiie et sieessieessee e siee e sae e esaeesenes
16.2.3. Determinarea réaCtiunilor ......cueeiuveiieeiiiiessiessiieesee e sne s seesstre e saeestreesneenenees
16.2.4. Giroscopul : Stabilitate, efect giroscopic, miscarea de precesie regulata,
MOMENT JITOSCOPIC. ...veivtiivreiteeteeie e e st e st e s este et e e et e s aresteesteesteebeesaesneesreenreeneeenes
16.3. Dinamica migcarii plan — Paralele ...
16.4. Dinamica rigidului in migcarea generala ............cocovvriiriinien i
16.5. Probleme reZOIVALE ..o s
16.6. PrODIEIME PIOPUSE ....c.veviitiieieetesee ettt ettt bttt
16.7. INAICALIT ST TASPUNSUIT +eeuvvieieriesiiiesireesiteesteesitee st e sibeestreesbaeesabeestbeesbbeesbeeesbneesbaeessreenbneennneas

BIBLIOGRAFIE ..ot s



Mecanicd teoretica — teorie si aplicatii

1. Notiuni introductive
1.1. Obiectul mecanicii

Mecanica este o ramura a stiintelor naturii care a aparut din cele mai Indepartate
timpuri. Aceastd stiintd a avut un rol de seama in dezvoltarea civilizatiei omenesti,
nasterea si dezvoltarea sa permanenta fiind o consecintd a problemelor practice aparute in
fiecare epoca, legate de constructii, transporturi etc. Mecanica studiazad una dintre
multiplele Tnsusgiri $i manifestari ale materiei si anume miscarea, prin aceasta intelegand
toate schimbarile si procesele care au loc in univers incepand cu simpla deplasare si
termindnd cu gandirea. Materia este inepuizabila si ca atare si procesul cunoasterii ei.

Mecanica teoretica clasicd sau mecanica newtoniana studiazd una dintre cele
mai simple forme de miscare, cunoscutd sub numele de miscare mecanica, definita ca fiind
modificarea relativa a pozitiei unui corp sau a unei parti a acestuia in raport cu un alt
corp considerat ca reper sau in raport cu un sistem de referinta. Dezvoltarea mecanicii s-a
facut simultan cu aceea a matematicii, progresele uneia din aceste stiinte antrenand
progresele celeilalte. Din acest punct de vedere, mecanica a constituind un model si pentru
alte stiinte de baza ale naturii (fizica, biologia, chimia), acestea urmand un proces de
matematizare analog.

La dezvoltarea mecanicii au contribuit unii dintre cei mai mari savanti ai lumii.
Simpla lor enumerare ar necesita prea mult spatiu. Vom aminti totusi savantii ce au avut o
contributie esentiala la nasterea si dezvoltarea acestei stiinte.

De antichitate sunt legate numele lui Aristotel (384-322 i.e.n) si Arhimede (287-
212 1i.e.n). Primul a enuntat principiul inertiei iar cel de-al doilea este considerat
intemeietorul Staticii.

Perioada Renasterii contine si ea nume mari : Leonardo da Vinci (1452-1519),
Nicolaus Copernic (1473-1543), Johannes Kepler (1571-1630), C.R. Huygens (1629-
1695) etc.

Intemeietorii mecanicii clasice riman insd marii savanti Galileo Galilei (1564-
1642) si Isaac Newton (1642-1727). Galilei stabileste notiunile de baza ale cinematicii,
viteza si acceleratia, studiaza cdderea corpurilor, miscarea pe plan inclinat, formuleaza
principiul inertiei la forma actuald si sustine cu mult curaj conceptia heliocentrica a lui
Copernic. Cel care extinde studiul mecanicii la intreg sistemul planetar si stabileste cea
dintai lege fizica scrisa sub forma unei ecuatii diferentiale este, insa, Newton. El defineste
principiile fundamentale ale mecanicii si descopera legea gravitatiei universale.

Savanti de referinta intdlnim si in secolele XVII-XIX: Leonard Euler (1707-
1783), Jean LeRond D’ Alembert (1717-1783), William Hamilton (1805-1865), Joseph
Louis Lagrange (1756-1813), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Henri Poincare
(1854-1912) etc.

Mecanica moderna este legatd de numele lui Max Plank (1858-1947), Erwin
Schrodinger (1887-1961) si al lui Albert Einstein (1879-1955).

In tara noastri se disting prin cercetiri in domeniul mecanicii Spiru Haret (1851-
1912), Andrei loachimescu (1868-1943), Traian Lalescu (1882-1929), Victor Valcovici
(1885-1970), Caius lacob (1910-1991), Radu Voinea etc.
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Mecanicd teoretica — teorie si aplicatii

1.2. Principiile mecanicii clasice

La baza mecanicii clasice stau un numar de principii (legi sau axiome) formulate
de Isaac Newton in lucrarea sa fundamentald ’Principiile matematice ale filozofiei
naturale” (1686). Acestea sunt :

Principiul inertiei (legea | — a a lui Newton) : “Un corp isi pastreaza starea de
repaus sau de migcare rectilinie §i uniformd atdta timp cdt nu intervin alte forte care sa-i
modifice aceasta stare”

Principiul actiunii fortei (legea a Il — a a Iui Newton): “ Variatia miscarii este
proportionald cu forta motoare imprimatd si este dirijata dupa linia de actiune a fortei”

Principiul actiunii si reactiunii (legea a Il — a a lui Newton) : “La orice actiune
corespunde intotdeauna o reactiune egald si contrarda”

Principiul paralelogramului (corolarul I a lui Newton) : “Un corp sub actiunea a
douda forte unite descrie diagonala unui paralelogram in acelagsi timp in care ar descrie
laturile sub actiunile separate ale fortelor”.

Observatii : i) In formularile celor patru principii, prin corp se intelege un punct material
(vezi sectiunea 1.4).

i) Tn legea a ll-a masa este consideratd constantid (ca de altfel in intreaga mecanici
clasica).

iii) Miscarea este raportata la un sistem de referintd absolut si imobil (fix).

iv) Principiul al doilea conduce la ecuatia
> o

ma=F 1.1)
- - - . . -2 . .
unde m este masa punctului material, a acceleratia sa iar F forta motoare imprimata.
1.3 Diviziunile mecanicii clasice
Din punct de vedere metodologic, mecanica newtoniand se mparte in trei mari capitole:

)} Statica — se ocupa cu echilibrul corpurilor materiale, studiind sistemele de forte
care-si fac echilibrul precum si reducerea sistemelor de forte.

1)) Cinematica — studiaza miscarea corpurilor fard sa tina seama de fortele care le
actioneaza si de masa lor. In cinematica se face un studiu geometric al migcarii
mecanice.

1) Dinamica — studiazd migcarea corpurilor cu luarea in considerare a fortelor care
le actioneaza si a masei lor.

1.4. Modele ale mecanicii clasice
Pentru simplificarea studiului, Tn mecanica corpurile reale se inlocuiesc prin
schematizari ale lor, denumite modele. Rezultatele studiului pe modele se extind pe

corpurile reale in masura in care acestea corespund conditiilor luate in considerare la
efectuarea studiului, iar experienta confirma rezultatele. Modelele mecanicii clasice sunt:

10
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Punctul material — un punct geometric caruia i se atribuie masa, reprezentand cea
mai mica diviziune dintr-un corp, §i care pastreaza toate proprietatile fizice ale corpului cu
neglijarea dimensiunilor acestuia.

Sistemul de puncte materiale — o multime finitd de puncte materiale aflate in
interactiune si care ocupa un anumit domeniu finit al spatiului.

Continuul material — modelul unui corp la care se admite ca orice element de
volum contine materie, adica are masa.

Corpul solid rigid (rigidul)- un continuu material nedeformabil, oricare ar fi
sistemul de forte ce actioneaza asupra lui.

Corpul solid real suferda deformatii (elastice si plastice) pe care insd mecanica
clasica le neglijeaza. Folosind aceste modele se va studia separat mecanica punctului
material, a sistemului de puncte materiale si a solidului rigid.

In mecanici se utilizeaza atat clasa marimilor fundamentale — spatiul, timpul, masa
— dar si o serie de marimi derivate cum ar fi forta, viteza, acceleratia, impulsul, lucru
mecanic, energia cinetica etc.

11



Mecanicd teoretica — teorie si aplicatii

2. Elemente de calcul vectorial

2.1. Scalari si vectori

Multe marimi fizice pot fi definite complet prin intermediul unui singur numar
invariabil la alegerea unui anumit reper. Astfel de marimi se numesc mdrimi scalare sau,
mai simplu, scalari. Exemple reprezentative de marimi scalare folosite in mecanicd sunt
masa, timpul, momentul unei forte fata de o axa, energia mecanica, momentele de inertie
etc.

Multe alte marimi fizice prezinta insda un caracter geometric, simpla precizare a
valorii lor numerice nefiind suficienta pentru o caracterizare deplind a marimii respective.
Este cazul marimilor vectoriale (sau al vectorilor). Nu putem concepe disciplina mecanica
fara a discuta despre notiunile de fortd, moment al unei forte fatd de un punct, viteza,
acceleratie, impuls, moment cinetic etc.

Vom considera ca spatiul de lucru al Mecanicii clasice este spatiul euclidian
tridimensional E;. Pentru a preciza pozitia unui punct M in spatiul E; consideram
urmatoarele elemente :

- un punct fixat O al spatiului E,, numit origine ;
- distanta r de la punctul O la punctul M ;
- un sens de parcurgere al segmentului [OM] si anume sensul de la O la M.
Distanta r, astfel determinata, poarta numele de vector de pozitie al punctului M si

- - -
se noteaza prin r sau OM . Valoarea absoluta (sau modulul) vectorului r se noteaza prin

—

N
r|. Pentru a caracteriza mai bine vectorul r ne folosim de trei drepte necoplanare,

perpendiculare in O douad cate doud, notate prin Ox, Oy si Oz, pe care consideram un sens
de parcurs (sensul pozitiv). In partea pozitiva a axei Ox consideram punctul A la distanta

- -
egala cu unitatea de O. Vom nota vectorul de pozitie OAal acestui punct prin i si-l vom

numi versor. Procedand la fel pentru axele Oy si Oz obtinem versorii j si k (figura T
2.1). Notdm prin M;,M,si M, proiectiile punctului M pe axele Ox, Oy si Oz, respectiv,
si cu x, y si z distantele OM;,OM, si OM; (considerate cu semnul “+ ¢ sau “’-* dupa

cum punctele M,,M,si M, se gasesc in partea pozitiva sau negativa a axelor Ox, Oy si
0z).

N
Deoarece vectorul OM: are modulul egal cu valoarea absolutd a cantitatii X iar

- - —

versorul i are modulul 1 vom conveni sia notim OM 1 =X i indicAnd prin aceasta ci
e . . = e <.

vectorul OM; este determinat de scalarul x si versorul i. Analog, OM. =Yy j si

OT\A3=ZE.

12



Mecanicd teoretica — teorie si aplicatii

N
Pentru vectorul de pozitie r al punctului M vom conveni sa scriem
- i - —
r=xi+yj+zk (2.1)
- o

- -
si vom spune ca vectorul r are componentele x i,y j,zk iar punctul M coordonatele X,
y, z fata de axele triedrului Oxyz. Reprezentarea (2.1) poarta numele de forma analitica

IN
(sau hipercomplexd) a vectorului r .

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

\
<Y

FiguraT 2.1 FiguraT 2.2

De la vectorul de pozitie al punctului arbitrar M se poate face acum pasul catre
notiunea de vector in general. Astfel, considerand punctele M si N, vom defini vectorul

— not—

MN = v ca fiind segmentul orientat MN. Proiectiile punctelor M si N pe axe vor

— - —
determina trei vectori v, i,v, J,v, k astfel ca putem scrie
- - - —
V=V, ity j+v, K (2.2)

N
Marimile scalare V,,V,,Vv, poartd numele de coordonate ale vectorului v dupd

N
axele reperului Oxyz (sau proiectii ale vectorului v ). Punctul M se numeste punct de
aplicatie al vectorului v iar punctul N este extremitatea vectorului v . Dreapta MN

5
reprezinta suportul vectorului. Dacid punctul de aplicatie al vectorului v este arbitrar,
atunci vectorul se numeste liber. In cazul in care punctul de aplicatie este fixat vectorul se

N
numeste legat. In fine, daca punctul de aplicatie al vectorului v poate fi ales oriunde pe
dreapta suport, atunci vectorul se numeste alunecdtor.

Vectorul la care punctul de aplicatie coincide cu extremitatea poarta numele de
- - — - -
vector nul si se noteazd prin 0. Daca v = MN, atunci vectorul NM , notat - v , poarta

—

numele de vector opus vectorului v .

13
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2.2. Proiectia unui vector pe un plan sau pe o dreapta

- -

Proiectia unui vector v =MN pe o dreaptd (d) sau pe un plan (P) se obtine prin
proiectia extremitatilor sale pe aceea dreaptd sau pe acel plan. Se obtine astfel cate un nou
vector, al carui sens va fi determinat prin sensul de deplasare a proiectiei A’ a punctului A

de pe vectorul v, cand A se deplaseaza de la M la N (figura T 2.2).

- -
Proiectia unui vector v pe o axa (d), notata prin pr, v, este data de relatia

—

pry v=

-

V|- cosd (2.3)

5
in care @ reprezinta unghiul format de versorul vectorului v si versorul axei (d). In
particular, putem scrie ca

—

Vy =Ploy V=

—

\Y

-

CoSax, Vy =PI, V =

—

\'

—

cospf , Vv, =pry, V=

—

V| coSy (2.4)

- - > -
unde «,f,y sunt unghiurile formate de versorul vectorului v cu versorii i, j,k ai
axelor de coordonate (figura T 2.3).

Deoarece cos’ o +cos® B+ cos® ¥ =1, obtinem ci :
vi=vitviive (2.5)
vy
FiguraT 2.3 FiguraT 2.4
- - - - -
Observatia i) Daca v =MN si M(X,,, Yy 2y ), N(Xy, Yy Zy ), atunci
- - - -

V:(XN_XM)|+(yN_yM)J+(ZN_ZM)k (2.6)

14
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2.3. Operatii cu vectori liberi

2.3.1. Adunarea vectorilor liberi

— -

- - - - - -
Definitia 2.1: Fie a=a, i+a, j+a, k si b=b, i+b, j+b, k doi vectori liberi
-
arbitrari. Vectorul c dat prin relatia

Z:(aX +bx)?+ (a, +by)T+ (a, +bz); (2.6)

- - -
poartd numele de vector sumda a vectorilor a si b iar operatia prin care C se obtine din
- -

asi b se numeste adunarea vectorilor.
Operatia de adunare este susceptibila de a avea o reprezentare geometricd de o

- -
mare valoare practica. Vectorul c este segmental dirijat AC care coincide cu diagonala
-

- - —
trecand prin A a paralelogramului construit pe vectori a = AB si b = AD ca laturi (figura
T 2.4). Constructia astfel obtinuta se numeste regula paralelogramului.

> o o

Observatii : i) Vectorul sumda ¢ = a+ b poate fi obtinut si in alt mod. Astfel, deplasand
- - -
vectorii asi b paralel cu directia lor astfel incat punctul de aplicatie al vectorului b sa
- -
coincida cu extremitatea vectorului a vom gasi ca vectorul suma c este vectorul ce leaga

punctul de aplicatie al vectorului a de extremitatea vectorului b . Regula de sumare astfel
obtinuta se numeste regula triunghiului (figura T 2.5).

- > -
ii)) Regula triughiului poate fi extinsd in cazul unui numar de n vectori ai,az,...,an,

* - n - - -
neN”,n>2. Vectorul suma ¢ = aeste vectorul care inchide conturul poligonal
i-1
format din vectorii pusi cap la cap intr-o ordine oarecare, incepand cu punctul de aplicatie

al primului dintre ei si sfarsind cu extremitatea ultimului. Astfel, in figura T 2.6 este
- 5> -
prezentatd regula poligonului pentru cazul a trei vectori ai,a2,as. Ordinea de sumare

este indiferenta.

FiguraT 2.5 FiguraT 2.6
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iii) Adunarea vectorilor liberi are urmatoarele proprietati:
. - - > o> (> - - > >
1) Este asociativd, adica | a+ b |+ c=a+| b+c |, (V)a,b,c;

] R T S -
2) Este comutativa, adici a+b=b+a,(V)a,b ;
N

- R T
3) Vectorul nul, 0, este element neutru : a+ 0=0+a=a,(V)a ;

- - . > — - S
4) (v)a,(3)-a (numitopusul lui a)astfel ca a+(-a)=(-a)+a=0.

Gasim astfel ca operatia de adunare determina pe multimea vectorilor liberi V o

structurd de grup comutativ. Vom nota acest grup cu (V, +). In acest grup ecuatia
- > > ) . e A )
a+ X =D are o unica solutie pe care o notdm prin b—a = X si pe care o numim diferenta

dintre vectorii a i b (figura T 2.7).

. a
D
b a-b
A B
a
Figura T 2.7 FiguraT 2.8

2.3.2. inmultirea unui vector liber cu un scalar

- - -
Definitia 2.2 : Fie 1R si aeV . Aplicatia "": RxV —)V,(/L aj — A -apoartd

numele de inmultire cu scalari.

N
Observatii : iv) Prin A4 -a intelegem un vector liber construit astfel:
-> > -
1) daca A=#0 si a=0, atunci 4-a este un vector liber care are aceiasi directie cu

- - -
vectorul a, acelasi sens cu a daca A>0sau sens contrar lui a daca A<O0Osi

-

a| (figuraT 2.8).

lungimea egala cu |/1| .

- - - -
2) daci A=0sau a=0,atunci 1-a=0.

v) Inmultirea vectorilor liberi cu scalari are urmatoarele proprietati :

16
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N

1) l.a=al=a(v)a;

2) a-(ﬂ-gj:(a-ﬂ)-g,(v)a,ﬂeR,(v)gev ;

3) (a+f)-a=a-a+f-a, (Vo feR (V)aeV ;
4) a-(g+gj=a-g+a-g,(V)aeR,g,gev.

- -
Definitia 2.3 : Fie vectorul liber a . Vectorul u , definit prin

U:é- 2.8)
a

N
poarta numele de versor al vectorului a .

- -
Observatii : vi) Versorul u are aceiasi directie si sens cu vectorul a si modulul egal cu
unitatea.

N
vii) Un mod foarte util de a proiecta un vector liber a pe axele unui reper cartezian Oxyz ,
utilizat n capitolele urmatoare , este dat de urmatorul algoritm (vezi si figura T 2.9) :

- se considerd o directie MN paraleld cu directia vectorului a astfel Thcat se cunosc
coordonatele (X, Yy, 2Zy ) §i (Xy, Yy, 2y ) ale punctelor M §i N ;

S (x, —xM>u+<yN Vo) 1+ (24 — 24 )K

N
- Uwmn = -MN = > -
\/ _XM YN yM) +(ZN_ZM)
- 1 - - > - .
- deoarece uwmn Zj'a©a=a'UMN,0btlnemC§l
a
N
a
N
a=

VG =%+ (v =y ) + (20 — 2 ) {

2.3.3. Produsul scalar (interior) a doi vectori liberi

- -
Definitia 2.4: Fie vectorii asi b . Unghiul ¢ [O, 7r] determinat de doud drepte

N

N
paralele cu directiile vectorilor a si b, duse prin acelasi punct O, poarta numele de unghi

al vectorilor a si E (figura T 2.10).
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FiguraT 2.9 Figura T 2.10

N

. s > : - g g e -
Definitia 2.5 : Fie vectorii liberi a=a,i+a, j+a,k si b=b,i+b, j+b, k.
- >

Vom numi produs scalar a celor doi vectori marimea scalara notatd a-b si definitd prin
relatia

- -

a-b=a,b, +a,b, +a,b, (2.9
Observatii : viii) Din definitia 2.5 rezultd urmatoarele proprietati ale produsului scalar :

> 5 o >

- >
1) Comutativitatea: a-b =b-a,(V)a,beV ;

- > > > >

2) Distributivitatea fatd de adunare : a- (b+ Cj =a-b+a-c, (V)a, b,ceV.

ix) Plecand de la definitia (2.9) se poate deduce urmatoarea expresie geometricd a
produsului scalar :
- >
{a,bj (2.10)

Din formula (2.10) se obtin si alte proprietati ale produsului scalar :

- 5 >

3) abx0,ab=0=alb ;

| |-

- =
a-b=|al-|b|co

> >

4) a0=0a=0(v)aeV :
5) Produsul scalar poate fi un scalar pozitiv, negativ sau nul dupa cum unghiul dintre

. . . .. . T
cei doi vectori este mai mic, mai mare sau egal cu E ;

2

- > |- ) —
6) a-a=la =a’(v)aeV ;
LT .
7) Cu versorii i, j,k ai axelor reperului cartezian Oxyz se pot forma urmatoarele

produse scalare :
Pi=j j=kk=1 , i-j=jk=k-i=0.

18
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2.3.4. Produsul vectorial (exterior) a doi vectori liberi

-

. o e ; ET e >
Definitia 2.6 : Fie vectorii liberi a=a,i+a, j+a, k si b=b,i+b, j+b, k.
- - - - - - - e -
Vom numi produs vectorial al vectorului a prin vectorul b, si vom nota ax b, ca fiind

vectorul c ale carui proiectii pe axele reperului Oxyz sunt :
¢, =a,b, —a,b,,c,=ab, —ab,,c,=a,b, —ab, (2.11)

My 1 vy xMz 1Yz

Observatii : X) Punand vectorul ¢ sub forma
c=(a,b, —a,b, )i+(a,b, —a,b,) j+(ab, —a,b, )k

observam ca el este egal cu determinantul

[
c=la, a, a, (2.12)
b, b, b,

dezvoltat dupa elementele primei linii.
xi) Folosind definitia 2.6 deducem urmatoarea reguld de determinare a produsului vectorial

sin[g,gj,

perpendicular pe ambii factori §i dirijat astfel incat triedrul (a, b, C] sd fie drept, adica

- -
dintre vectorii a si b :
N

a

-

- o -
Produsul vectorial c=axb este un vector de modul b

- - -
rotatia vectorului a in planul (a, bJ cu un unghi cel mult egal cu 7 pentru a-l suprapune

- -
peste b sa coincida ca sens cu sensul vectorului ¢ (vezi figura T 2.11).
xii) Produsul vectorial are urmatoarele proprietati :

. L - > - > - -
1) Anticomutativitate : axb =—bxa, (¥)a,beV ;

-> > o5 > - - >

2) Distributivitate fata de adunare . ax [b+ Cj =ax b+ axc, (V)a, b,ceV ;

3) /1-(gxk_))jz[/l-gjxgzgx(}tgj,(‘v’)/leR,(V)g,l_))ev :

4) ax0=0xa=0,(v)aeV :

5) axb=0<«(3)1eR astfel incat a=Ab ;
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- -

- —
6) Daca a=Ab, atunci [ax b| reprezinta aria paralelogramului construit pe vectorii

a si b (vezi figura T 2.11).

2.3.5. Dublul produs vectorial a trei vectori liberi

B o i diadied e
Definitia 2.7 : Fie vectorii liberi a,b,c. Vectorul W=ax(b>< cj se numeste

dublu produs vectorial al celor trei vectori.

Observatii : xiii) Folosind proprietatile produsului scalar si ale produsului vectorial se

poate demonstra relatia :
ax[bx cj:b-(a-cj—c-(a-b] (2.13)

- - -
xiv) Vectorul w din definitia 2.7 este un vector coplanar cu vectorii b i C .

2.3.6. Produsul mixt a trei vectori liberi

.o . .o . . - 2 . - = -
Definitia 2.8 : Fiind dati vectorii liberi a, b, ¢, marimea scalard a-| bx ¢ | poarta
numele de produs mixt al celor trei vectori.

Observatii : xiv) Folosind (2.12) si definitia produsului scalar obtinem ca :

> (> - ax ay az
a-(bx cj: b, b, b, (2.14)
¢, ¢, ¢

> > >

xv) Daca a,b,c sunt vectori necoplanari, atunci modulul produsului mixt reprezinta

volumul paralelipipedului ce se poate construi pe cei trei vectori considerati cu punctul de
aplicatie comun (figura T 2.12).

Figura T 2.11 Figura T 2.12
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XVvi) Produsul mixt are urmatoarele proprietati :
1) a [Ex 8] —c. [Zx *] b [Zx 2], (¥)a,b,ceV;
2 a [Ex ij_z. (Zx Ej,(v)Z,B,Zev ;
3) /13 (Bx Ej = g (l Bx Ej = g (Bx A Zj, (‘v’)/l eR, (V)g, B, E eV ;
4) (21+ gz) : (l_))x gj = gl- (EX Zj

-

5) a-(B&EJ:Oc i) 2:65au E:B sau <_:)=8;

- - - R
+a2-(b><cJ,(v)a1,az,b,CEV;

\

- *) *> -

ii) a,b, c suntcoplanari;

. —> =
iif) (3)4 R astfel incat b=Ac.

-> (> - - > >
xvii) O notatie folosita pentru produsul mixt a- (bx Cj este [a, b, Cj .
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3. Reducerea sistemelor de forte

3.1. Forte si sisteme de forte

Prin forta se intelege o marime fizicd vectoriala ce masoard interactiunea
mecanica dintre corpurile materiale §i care caracterizeaza transmiterea miscarii de la un
corp catre un altul. Fiind o marime vectoriald forta are toate atributele unui vector: punct
de aplicatie, directie, sens si modul.

Cele mai intalnite forte in naturd sunt greutatea corpurilor, forta atractiei
universale, fortele de frecare, fortele elastice, fortele electromagnetice etc.

Fortele ce se exercita asupra unui sistem material se Tmpart in:

- forte exterioare — daca sunt exercitate de corpurile din afara sistemului studiat
asupra corpurilor din sistem;

- forte interioare — dacd sunt exercitate intre partile componente ale aceluiasi
sistem material.

La randul lor, fortele exterioare se impart in forte direct aplicate (de exemplu forta
de greutate) si forte de legatura (datorate restrictiilor de naturd geometricd impuse
corpurilor)

Totalitatea forfelor ce actioneaza asupra unui corp material se numeste sistem de forte.
Douia sisteme de forte se numesc echivalente dacda sub actiunea fiecaruia dintre ele
corpul are aceiasi stare mecanica.

Orice fortd care actioneaza asupra unui solid rigid are caracterul unui vector
alunecator, adicd prin alunecarea pe suportul ei efectul fortei asupra rigidului ramane
acelasi.

Pentru a caracteriza mai bine efectul unei forte asupra unui rigid este necesar sa se
introduca si notiunile de moment al unei forte in raport cu un punct si de moment al unei
forte in raport cu o axa.

3.2. Momentul unei forte in raport cu un punct (pol)

3.2.1. Definitie

%

Definitia 3.1: Prin definitie, momentul unei forfe F in raport cu un punct O este

_)
dat de produsul vectorial dintre vectorul de pozitie r al punctului de aplicatie A al fortei

%
si vectorul F , adica

- (=) > -

Mo| F |=rxF 3.1)

- (>
Momentul Mo( FJ este un vector legat, aplicat in punctul O (figura T 3.1). El este
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- -
perpendicular pe planul determinat de r si F , are sensul dat de regula burghiului drept si
modulul:

- 5 | [ - > = -
=|rx F|=|r|-|F|sin| r,F|=|r|-|F|sna=|F|-d (3.2

GO[E]

N
unde distanta d (de la punctul O la suportul fortei F ) se numeste bratul fortei.

FiguraT 3.1 FiguraT 3.2

_)
Notand cu Fy,Fy,F, proiectiile fortei F pe axele reperului cartezian Oxyz si cu X,

Yy, Z coordonatele punctului A de aplicatie al fortei, se obtine urmatoarea expresie analitica

i e
a momentului Mol F |:

-
—1
~

- (=) »> - - - -
Mo[F]=er=x y z=(yFZ—sz)i+(zFX—xFZ)j+(xFy—yFX)k (3.3)

3.2.2. Proprietiti ale momentului unei forte in raport cu un punct

P1) Momentul unei forte in raport cu un punct este nul daca si numai daca suportul fortei
trece prin acel punct (deoarece bratul fortei este nul).

P2) Momentul unei forte in raport cu un punct nu se modifica daca forta isi deplaseaza
punctul de aplicatie in lungul suportului ei.

H
Demonstratie (vezi figura T 3.2): Fie A si B doua puncte pe suportul (d) al fortei F . Daca

) o> (> -> - )
forta este aplicata in A, atunci Mo| F | = OAx F . Pentru forta aplicatd in B avem ca
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- (> - > e e e T e e S
Mo| F |=0Bx F =| OA+ AB [x F =OAx F+ ABx F = OAx F ,

-> -
deoarece AB// F .

P3) Momentul unei forte in raport cu un punct (pol) se modifici odatd cu modificarea
polului.
Demonstratie (vezi figura T 3.3): Se considerd punctele O si O’. In conformitate cu

o - -
definitia 3.1 putem scrie cd Mo| F |= OAx F si
— — - - - > o T
Mo'| F |=0'AxF =|O0'O+0A |[xF =OAx F+ O'Ox F .
Rezulta ca:
- =) > (> - >
Mol F|=Mg|F|+0'OxF (3.4)
ﬁ
Momentul fortei F in raport cu polul O’ raméne neschimbat doar daca O’O // (d).

3.3. Momentul unei forte in raport cu o axa

N
Definitia 3.2 : Prin definitie, momentul unei forte F in raport cu o axa (A) este

5
dat de proiectia pe axa a momentului fortei F n raport cu un punct O oarecare al axei,
adica:
- — - — -\ - - -\ - - o> >
MA[FJ: pr, MO(FJZMO(FJ‘UA :(rx Fj- Ua =(r,F,uA) (3.5)
- - -
unde prin ua S-a notat versorul axei (A).

Observatii: 1) Definitia datd momentului unei forte fatd de o axd are sens deoarece
considerdnd un punct O’, diferit de O, situat pe axa ( A )vom obtine aceiasi valoare pentru

scalarul M A[Fj (vezi figura T 3.4). Intr-adevar:

e, (7 )=( 7P < 00 1. ) (00 ) 7.l m, [F).
deoarece O_'>O /! U

i1) Daca considerdm ca axa ( A) coincide cu axa Ox a reperului Oxyz si ca forfa F
se aplica in A(x, y, z), atunci
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X y 1z
MOX(sz(r,F,ijsz F, F.l=yF -2F, (36)
1 0 0

—

Analog, MOy[FJZZFx_XszMOZ(Fj:XFy_nya ceea ce inseamna ca

componentele momentului unei forte fata de un punct O pe axele unui triedru triortogonal
cu originea in O reprezinta de fapt momentele aceleiasi forte fata de axele triedrului.

Figura T 3.3. FiguraT 3.4

3.4. Torsorul unei forte in raport cu un punct
3.4.1. Operatii elementare de echivalenta

Se considerd un solid rigid actionat de un sistem de forte arbitrar. Se pune
problema inlocuirii sistemului de forte cu un sistem echivalent mai simplu, adica cu un
sistem care sa produca in orice punct al rigidului acelasi efect mecanic ca si sistemul de
forte initial.

Pentru obtinerea unor sisteme de forte echivalente, dar mai simple, se aplica
fortelor care alcatuiesc sistemul o serie de operatii astfel incat aplicarea oricérei dintre ele
sa conduca la obtinerea unui sistem echivalent. Aceste operatii, numite operatii elementare
de echivalenta, sunt:

O1) Forta care actioneaza asupra rigidului poate fi deplasata in lungul suportului ei.

02) In sistemul de forte dat se pot suprima sau introduce dous forte egale si direct opuse.
03) Mai multe forte pot fi inlocuite prin rezultanta lor (obtinutd pe baza regulii
paralelogramului).

3.4.2. Cuplu de forte

Definitia 3.3: Prin cuplu de forte se intelege un sistem de doua forte paralele, egale
in modul, si care actioneaza pe suporturi diferite.

Observatia iii) : Un cuplu de forte aplicat unui rigid tinde sa-1 roteasca in jurul unei axe
perpendiculare pe planul definit de suporturile celor doua forte (figura T 3.5).
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Definitia 3.4: Prin momentul unui cuplu de forte se intelege suma momentelor
fortelor care alcatuiesc cuplul in raport cu acelasi punct.

Vom demonstra doud proprietati utile in cele ce urmeaza.

P1) Proiectia unui cuplu de forte pe orice axa este nula.

Demonstratie: Fie o axa (A) de versor J . Avem ca:
prA(F,—sz prA[F}L prA(—F]: F-u+(—F]-u =0.

P2) Momentul unui cuplu nu depinde de punctul in raport cu care se calculeaza (deci este
un vector liber).

Demonstratie: Fie O un punct arbitrar (vezi figura T 3.5).

—

ﬁ o= JBX E+ 6)A>< (— Fj =( _)B— O_)A)X E = /:Bx E (independent de O).

-~ - — - - - -
In concluzie, momentul Mo al cuplului este perpendicular pe planul definit de
suporturile fortelor, sensul este stabilit cu regula burghiului drept iar modulul siu este

Mo|=|F|-d, unde d reprezinta distanta intre suporturile fortelor (numita bragul cuplului).

FiguraT 3.5

3.4.3. Torsorul unei forte in raport cu un punct: deducere si interpretare mecanica

5

Fie un rigid ( C ) actionat in punctul A de forta F . Ne propunem sa studiem

efectul fortei F in punctul O. Pentru aceasta se introduc in O fortele F si - F (pe baza
- -

operatiei de echivalentd nr. 2). Forta F din A si forta - F din O formeaza un cuplu

-

- - >
caracterizat de momentul sdu M o(szOAx F, perpendicular pe planul determinat de

punctul O si directia fortei F (vezi figura T 3.6).
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Figura T 3.6

N
Deci, in punctul O va actiona forta F (egala cu cea care actiona In A) si momentul

- -
M o(Fj . Ansamblul format din cei doi vectori formeaza ceea ce se numeste torsorul de

reducere al fortei F, aplicata in A, in punctul O. El se noteazd simbolic prin
- - - E
To(sz(F,MojsaU To . Lo
Mo =0OAxF

5
Torsorul de reducere reprezintd efectul mecanic exercitat de forta F (care
actioneaza in A) asupra punctului O.

3.5. Torsorul unui sistem de forte in raport cu un punct

3.5.1. Deducere

- 4 -
Vom considera un solid rigid actionat in punctele A;,i=1n de fortele Fi,i=1n.

Ne propunem sa determinam efectul mecanic produs intr-un punct O de actiunea simultana
a celor n forte, adica torsorul 7, al sistemului (figura T 3.7).

I
(]

r\';'ll

Figura T 3.7
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Pentru aceasta se reduc pe rand toate fortele sistemului (vezi sectiunea 3.4.3.) si se
—

- R - - -
obtin in punctul O vectorii concurenti Fi,i=1n, respectiv Mi =OAxFi,i=1n. Pe
- J— -
baza operatiei nr. 3 de echivalentd, fortele Fi,i=1,n, pot fi inlocuite prin rezultanta lor R
- N -
iar momentele M i,i=1,n, pot fi inlocuite cu momentul rezultant M o, obtinandu-se astfel

=d R

torsorul de reducere in punctul O al sistemului de forte Fi,i=1,n:
7o = (3.7)

Tn concluzie, orice sistem de forte ce actioneazi asupra unui rigid poate fi inlocuit
cu o singura forta si un singur vector moment aplicat intr-un punct O convenabil ales.

Observatia iv) Dacad asupra rigidului actioneaza si p cupluri de forte de momente
—

M 'j, j =1 p, atunci torsorul de reducere are componentele:

> o
R= z Fi
i=
07 - b, (3.8
M 0o = M i +Z M j
i=1 j=1
3.5.2. Proprietati

P1) Daca se schimba polul de reducere din O in O’, atunci se modifica a doua componenta
a torsorului dupa cum urmeaza:

Mo => 0 AxF, =Zn:(o?0+ ok]x Fi=0'0xY Fi+> OAxFi =
i=1

i= i=1 i=1
- - -
=Mo+0O'OxR,
astfel Tncat:
- n -
R= Fi
T o Z:: 3.9

Forta rezultanta este un invariant al operatiei de reducere intr-un punct al unui
sistem de forte (adica nu depinde de punctul de reducere).
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- -
P2) Produsul scalar dintre vectorii forta rezultanta R si moment rezultant Mo este un
invariant al operatiei de reducere intr-un punct al unui sistem de forte.

. — - - — .o
Demonstratie: Inmultind scalar relatia Mo =Mo+0O'OxR prin R si observind ca

(O_')O-F ﬁjﬁ =0, obtinem ca:
Mo'-R=M o-R= constant (3.10)

> >
Produsul Mo-R se numeste trinom invariant si este un al doilea invariant al
- -
operatiei de reducere. Pentru a justifica aceasta denumire se considera vectorii R si Mo

- - - -
proiectati pe axele reperului cartezian = Oxyz (R=R,i+R, J+R, k,

- — - —
Mo =My, i+Mg, j+ Mg, k) si se utilizeaza relatia (2.9). Se obtine:
Ry -Moy +R, -Mg, +R, -Mg, = constant (3.11)

P3) Proiectia momentului rezultant pe directia fortei rezultante este un invariant al
operatiei de reducere.

- -
Demonstratie: Fie Ur versorul directiei fortei rezultante R si My proiectia momentului
rezultant pe directia rezultantei (figura T 3.8). Atunci:

— —

- - R
Mg =Mo-Ur = = constant.

N
Observatia V) M, nu este un invariant independent de rezultanta R si trinomul invariant

> -

Mo-R, el rezultand ca raport al celor doi. Pentru operatia de reducere a unui sistem de
- - — -

forte intr-un punct avem doi invarianti si anume R si Mo-R sau R si My.

FiguraT 3.8 Figura T 3.9
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3.6. Torsor minimal. Axa centrala.

3.6.1. Torsor minimal

—

Dacid facem reducerea unui sistem de forte Fi,i=1n n diferite puncte ale
spatiului se constata ca torsorul de reducere este diferit datoritd modificarii momentului
rezultant (figura T 3.9). Acesta se descompune in doua componente:

— . . . _)

MR - pe directia rezultantei R ;

- -

M - pe directia aflata la intersectia planului normal in O pe R cu planul

- - _) _>
determinat de vectorii R si Mo.

Putem scrie:

- - —
Mo=Mgr+Mn . Mg=/M2+M?2 (3.12)

N
Deoarece MR este un invariant al operatiei de reducere rezultd cd modificarile

N
momentului rezultant se datoresc componentei Mn care, in functie de punctul de

reducere, poate ocupa orice pozitie si orice valoare in planul normal pe directia rezultantei.
- -
Valoarea minima a momentului rezultant se va obtine atunci cind My = 0 :

Mmin ZMR (313)

5
Torsorul de reducere alcatuit din rezultanta R si momentul minim se numeste
torsor minimal (figura T 3.10):

(3.14)

. . - -
min - - - Mo-R

Figura T 3.10
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3.6.2. Axa centrala

Definitia 3.5 : Locul geometric al punctelor din spatiu in care facand reducerea se
obtine torsorul minimal se numeste axd centrala.

Fie P(x, y, 2) un punct oarecare al axei centrale Th raport cu un reper cartezian
Oxyz. Atunci:

- - - - 3 : J k
Mp=Mo+POxR=Mg, i+ Mg, j+ Mg, k+|-x -y -2z
MOX MOy MOz

Rezulta proiectiile:
MPXZMOX_(sz_ZRy) ) MPy:MOy_(ZRx_XRZ)’
Mp, =Mo, — (xR~ yR,) (3.15)

Observand ca intr-un punct al axei centrale componentele torsorului de reducere

— - -
sunt vectori coliniari (M P =M min // Rj si folosind conditia de coliniaritate a doi vectori,

obtinem:
MPX :MPy :MPy PN
R, Ry R,
MOX—yRZ+zRy=MOy—zRX+xRZ:MOZ—ny+yRX (3.16)
R, R, R,

reprezentand ecuatia unei drepte 1n spatiu data ca intersectie de doud plane.

> o>
Observatii: vi ) Daca R =0, atunci notiunea de axa centrala isi pierde sensul .

vii) Axa centrald mai poate fi definita si ca locul geometric al punctelor in care rezultanta

- - - >
R si vectorul moment rezultant M o sunt coliniari (daca R- Mo #0).

3.7. Cazuri de reducere ale unui sistem de forte oarecare

Reducerea unui sistem de forte ce actioneaza asupra unui rigid revine la Inlocuirea
acestuia cu cel mai simplu sistem de forte care are acelasi torsor cu al sistemului dat. Cum
momentul rezultant apare ca un cuplu de forte aplicat unui rigid, se poate enunta
urmatoarea teorema fundamentala a reducerii:
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Un sistem de forte aplicate unui rigid este echivalent cu o forta unica, egala cu
rezultanta sistemului, aplicata intr-un punct arbitrar O si un cuplu de forte al carui
moment este momentul rezultant al sistemului in raport cu punctul O.

Functie de valorile modulelor celor doi vectori se disting urmatoarele cazuri:
> o> o
1) R=0,Mo = 0 Un sistem de forte care are torsorul nul se numeste echivalent
cu zero. Fortele acestui sistem 1isi fac echilibrul si, in consecintd, un rigid actionat de un

astfel de sistem de forte se afla in echilibru.
- o> > — . )
I1) R=0,Mo # 0 : Un sistem de forte care are torsorul de reducere alcatuit doar

N

din momentul Mo este echivalent cu orice cuplu care actioneaza intr-un plan (P)
- —

perpendicular pe Mo si al carui moment sa coincidd cu Mo ca sens §i mdarime, adica

N

Mo

E‘ -d, unde d este bragul cuplului (figura T 3.11).

I

Figura T 3.11 Figura T 3.12

-> o5 o

) R=0,Mo = 0 Torsorul de reducere constd doar din rezultanta R Sistemul de forte

este echivalent cu ofor,td unicd egald cu R si aplicata in O (figura T 3.12)

e

IV) R0, |V|o¢0

a) RR-Mo =0 (adica R 1 Mo) : Sistemul de forte este echivalent cu o forta unicd,

5
egald cu R, si care actioneazd chiar pe axa centrald a sistemului (figura T 3.13) deoarece
in punctele ei momentul are valoarea minima, care in acest caz este nuld

- > - —
b) RRMo #0 (adica R1LMo) : Pentru a obtine un sistem echivalent, dar mai
- -
simplu, se descompune vectorul Mo in doua componente si anume componenta Mg pe

N
directia rezultantei i componenta M n din planul (P) normal pe directia rezultantei (figura
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N

N -
T 3.14). Vectorii M n si R, perpendiculari intre ei (cazul IV a), pot fi inlocuiti cu forfa R
dirijata pe axa centrald astfel incat sistemul de forte este echivalent cu torsorul minimal,

- - -
adica din forta R aplicatd pe axa centrald si un cuplu alcatuit din fortele F si - F din
M r

planul (P), bratul cuplului fiind d =—— iar sensul fortelor ales astfel incat momentul

5
R

cuplului sa fie egal cu I\7I R.

pell

I

axa centrala

Figura T 3.13 Figura T 3.14

3.8. Reducerea sistemelor particulare de forte

3.8.1. Reducerea fortelor concurente

Definitia 3.6 : O multime de n forte, Fi,i =1,n,ale céror suporturi trec prin
acelasi punct O, formeaza un sistem de forte concurente.

Toate fortele pot aluneca pe suporturile lor astfel incat punctele de aplicatie sa

ajunga in O. Momentele acestor forte fata de punctul O sunt nule iar fortele pot fi inlocuite
cu rezultanta lor. In concluzie, un sistem de forte concurente este echivalent cu o fortd

— n.—»
unicd, egald cu rezultanta R=ZFi , al carui suport trece prin punctul O sau este
=

> o
echivalent cu zero dacd R=0.

3.8.2. Reducerea fortelor coplanare

g _—
Definitia 3.7 : O multime de n forte, Fi,i=1n, ale caror suporturi sunt toate
continute intr-un acelasi plan (P) formeaza un sistem de forte coplanare (figura T 3.15).

Notand cu Oxyz planul fortelor si observand ca :
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N

ri=xi+y j, Fi=F,i+F,

;. —

=1n (3.17)

gasim pentru elementele torsorului in O expresiile analitice:
N no_ n
RZZFiZ(ZFiXJ |+[ZFW] |+R j
o = = (3.18)
Mo —Zr.x F —Z(xi Fiy =V Fix)- k=M, K

i=1

Deoarece R- M o =0 rezultd ca sistemul de forte coplanare nu poate fi niciodata
echivalent cu torsorul minimal. Cazurile de reducere pentru sistemul de forte coplanare
rezulta din cazurile de reducere a fortelor oarecare si sunt urmatoarele:

1) R=0,Mo =0: Sistemul de forte este echivalent cu zero.
0 0

: Sistemul de forte este echivalent cu un cuplu de moment

- 5 > -
1) R0, Mo =0: Sistemul de forte este echivalent cu o forta unica, egala cu

N
rezultanta R, aplicata in O.
- o> -

IV) R=0,Mo = O Sistemul de forte este echivalent cu o fortda unica, egala cu

5
R, aplicata intr-un punct al axei centrale.

Ecuatiile axei centrale rezultd prin particularizarea ecuatiilor din cazul general
(R, =Mgy =Mg, =2 =0). Se obtine:
XR, -yR, =My,
{ vy o (3.19)
z=0

adica dreapta de ecuatie XR, — YR, =M, din planul fortelor.

Figura T 3.15 Figura T 3.16
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3.8.3. Reducerea fortelor paralele

Definitia 3.8 : O multime de n forte, Fi,i =1,n,, ale caror suporturi sunt drepte
paralele intre ele formeaza un sistem de forte paralele.

Fie u versorul directiei comune pentru fortele paralele Fi,i =1,n, (figura T 3.16).

—

- -
Putem scrie ca Fi =F, -u,i=1.,n, unde F, >0daca sensul fortei Fi coincide cu sensul

N
versorului u si F; <0 Tn caz contrar.
Elementele torsorului de reducere in O sunt :

ﬁ:ZEi:[gFiJ-JNJ (3.20)

— n-»> - n - - n - - -
MO:Z iXFi=ZriXFiu=(ZFil’ijqu_u (3.21)
i=1 i=1 i=1

-> >
In consecintd, R- M o =0 iar cazurile de reducere ale unui sistem de forte paralele

sunt aceleasi cu cele din cazul fortelor coplanare. Pentru determinarea axei centrale vom
folosi relatia (3.21) si observatia ca intr-un punct al axei centrale momentul rezultant este
nul. Pentru un punct arbitrar P al axei centrale putem scrie:

- - - - - n - - - n -

0=Mp =Mo—OP><R<:>[ZFi rinu—rx[ZFiJ-u -0

i=1 i=1

no - n -S| 5> - no - n -> -
Rri-| Y Rlrxu=0eYFRri-| > R|r=pue
i=1 i=1 i=1 i=1
no -
- ZFi ri -
r == S Y (3.22)
n n
DN
i=1 i=1
Notand :
no -
N ZFi ri
po— = I— (3.22)

T ’ n
2F 2.F
i=1 i=1

obtinem urmatoarea ecuatie numita ecuatia vectoriala a axei centrale :
- > -

r=rc+i-u (3.23)
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Ecuatia (3.23) reprezinta ecuatia unei drepte ce trece prin punctul fix C (numit

5
centrul fortelor paralele) si care este paraleld cu axa (A) de versor u (vezi figura T
3.17).

Figura T 3.17

Tntr-un sistem cartezian Oxyz coordonatele centrului fortelor paralele sunt :

n n n
ZFi X; ZFi Yi ZFi Zi
Xc == Ye :—.:ln v Lo = i

Centrul fortelor paralele are urmatoarele proprietati (fara demonstratie):
P1) Se poate schimba directia tuturor fortelor cu acelasi unghi si in acelasi sens si axa
centrala va trece tot prin punctul C ;
P2) Se poate multiplica marimea tuturor fortelor cu acelasi scalar si centrul fortelor
paralele ramane nemodificat;
P3) Pozitia centrului fortelor paralele nu depinde de alegerea sistemului de referinta (este o
proprietate intrinseca a sistemului de forte).

(3.24)

3.9. Probleme rezolvate

5

R 3.1) Asupra unei bare cotite ABCD actioneaza forta F, de modul 100 N. Sa se
-

determine momentul fortei F fatd de punctele A si B (figura R 3.1). Dimensiunile sunt

date Tn cm.
Az

10

I

@)
O
<Y
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FiguraR 3.1 FiguraR 3.2

N
Rezolvare: Ca un prim pas si determindm expresia analitica a fortei F :

-

— -
2 DE _ ,.81+4i-4k
DE (824424 42

Conform definitiei 3.1 avem ca:

5 N N -
F_F. ~816i+408 j—408k (N)

- - -

- (> -> - I ) k - - -
M, F|=ADxF =|10 4 -8 |=1632 i—2448 j+8L6 k (N-cm)
816 408 -408

Tn plus,
- - - (> - >
MB F :MA F +BAXF
sau
- - -
i K
- (> - > - - -
MB(szBDXFZ 0 4 -8 [=1632 i-6528 j—3256k (N-cm)

816 408 -408

R 3.2) Pe diagonala AC a paralelipipedului dreptunghic din figura R 3.2 actioneaza forta

5
F, de modul 1000 N. Aflati momentul acestei forte fatd de dreapta orientatd DC.
Dimensiunile sunt date in cm.

Rezolvare: Folosind definitia 3.2 obtinem ca:
- -> (> -> o) - > o> >
M DC F = prDC M c F = CAX F -u DC = CA, F, u DC (*)

Dar A(10, 0, 0), B(0, 20, 10), C(0, 20, 0) si D(10, 20, 10), astfel incat:

- — -
- - -2 -10i+20 j+10k 1000 —» _—» —»
CA=10i-20 j,F =1000- = ,

= —i+2j+k
J100+400+100 /6 )
- -
2 _-10i-10k _ 45(?+?j
PC ™ 00+100 V2

Din (*) gasim acum ca:

37



Mecanicd teoretica — teorie si aplicatii

10 -20 0
" (EJ‘ 1000 2000 1000 10000 . .
o Vo V6 V6| 3 '
B
V2 V2
z
DT G v 5
- [ M
g y P y
E /| F
T ] N
/ \
! Mo\ 0 >
/il /T_ AN _C_—y> p 2 2P y
F,, N
// \\ X/ R
A /_.= B'
Fl
FiguraR 3.3.1. FiguraR 3.3.2.

R 3.3) Asupra cubului OABCDEFG de latura a din figura R 3.3.1. actioneaza un sistem de
patru forte, avand punctele de aplicatie, directiile si sensurile din figurd si modulele
F=P,F,= PyJ2,F 3= PV3,F 4=2P siun cuplu de moment M =a-P pe directia OD.
Se cere:

a) Sase calculeze si sa se reprezinte torsorul de reducere in punctul O;

b) Cu ce este echivalent sistemul de forte ?

C) Sa se calculeze, daci este cazul, momentul minim;

d) Sa se determine ecuatiile axei centrale;

e) Sa se determine torsorul de reducere in punctul E.
Rezolvare: a) Elementele torsorului de reducere in punctul O sunt:

4
Vo= 3 of [+

e d JR—
Se vor proiecta pe rand fortele F;,i=14, pe axele sistemului Oxyz si se vor

determina apoi momentele acestor forte in raport cu punctul O. Rezultatele vor fi trecute in
tabelul T 3.1.

5
Forta F ;: Fiind dirijata pe o paraleld la axa Oy se proiecteaza numai pe aceasta axa.

BN
Deci: Fq,=F; =0,F, =P. Momentul fortei F, Tn raport cu punctul O este dat de

relatia:
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-> o> o
i j k
- (> - o -
MO(F1)=OAXF1=8. 0 0=aPk
0O P O
deoarece A(a, 0, 0).
- - -
- 2 - AD \/——ai+ak > 2
Forta F,: FZ:FZ‘UAD:FZ'EZP 2-ﬁ=—PI+Pk, deoarece

- -
i j ok
R - (- - - -
D(0,0,a). In plus, M O(F 2j=OA>< F,=la 0 O0O|=-aPj.
0 P

— - - -

- - - DB ai+aj—ak > 2 o .
DB a’+a’+a
- - -
i j k
- (- - - - -
Mo(ng:ODngzo 0 a|=-aPi+aPj.
P P -P

- - - (- - - : ] k - -
adica F4,=2P i.Inplus, Mgl F, |=0GxF,=|0 a a|=2aP j-2aPk
2P 0 O
- - -
Momentul M:M=aPKk .
Forta Fy Fy F, M My M,
- 0 P 0 0 0 aP
Fi
- -P 0 P 0 -aP 0
Fo
N P P -P -aP aP 0
F3
- 2P 0 0 0 2aP -2aP
Fy
- - - - 0 0 aP
M
Z 2P 2P 0 -aP 2aP 0
Tabelul T 3.1
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Din tabelul T 3.1 deducem ca:
- - -
R=2Pi+2Pj
To - - -
{M o=—aPi+2aP j

si = aP+/5 . Elementele torsorului de reducere sunt reprezentate in figura

R3.3.2.

- -
R‘:ZP\/E,‘M o

> o > - - >

b) Deoarece R#0,M o= 0 si R-M o=2P-(— aP) + 2P - 2aP = 2aP 2% 0, sistemul de
forte este echivalent cu un torsor minimal.
- - —
—> RMg R aP(—> =
)M mn=" R R~ 2 i+ .
d) Ecuatiile generale ale axei centrale (3.11) se rescriu pentru aceastd problema sub
forma:

—aP-y-0+z-2P 2aP-z-2P+x-0 0-x-2P+y-2P
2P B 2P - 0
&x—-y=0,42-3a=0.
Observatie: Axa centrala a fost obtinutd ca intersectic a planelor de ecuatie x=Y si
3a

7=—.
4

f—g

- - -
e) Torsorul in punctul E(a,0,a) este format din vectorul forta rezultanta R=2P i+ 2P j

si vectorul moment rezultant:

- - -

- - > - - - : ) k - -
Mg=Mo+EOxR=-aPi+2aP j+-a 0 -a=aPi-2aPk.
2P 2P O

R 3.4) Placa hexagonala OABCDE de latura a din figura R 3.4.1 este solicitata de patru

- _ -
forte Fi,i=14, situate in planul sau si un cuplu de forte de moment M (perpendicular pe

J3

planul placii). Dacd F,;=F =P, F, =P+/3,F,=2P,M =~ aP.CF=Ja (1eR), se
cere:
a) Torsorul de reducere in O (discutie in functie de valorile parametrului A );

b) Ecuatia axei centrale;
C) Reprezentarea grafici a torsorului in O si a axei centrale.
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FiguraR 3.4.1

Rezolvare: a) Fiind un sistem de forte coplanare (situat in planul Oxy), fortele vor avea
proiectii doar pe axele Ox si Oy iar momentele acestor forte in raport cu punctul O vor fi

perpendiculare pe planul Oxy, deci F;, =M ,=M;,=0,i=14. Modulele momentelor vor

fi calculate cu relatia (3.2) iar sensul cu regula burghiului drept.

-

e o_1 e sneod Y3
Forta F, : F,=F,cos60 —2P , Fqy=F1sin60" = > P,

- (-
Mol F1q
> 1 . J3
Forta F, : F2X=F2c0530°=§P : F2y=F25|n300=7P,
- -
MO FZ
.
For!a F3F3X:F3:P , F3y201
‘—>

> (>
Mol Fs|=|F3

proiectia este pozitiva).
-

Forta F ,: F ;=0 , F,=-F,=-2P,
‘—>

- (> -

MOF4 _F4‘dO,F4:
celui pozitiv pe Oz, aceasta proiectie este negativa).
—>‘ \/§

_>
Momentul M : M =—‘M =——akP.

N
=0 ( O apartine suportului fortei F ;).

5
=0 ( O apartine suportului fortei F ,).

1
-d(0,ED) = F 5- OEsin 60° :EaP (avand sensul axei Oz,

g . 0
F 4|- CF sin60 =31 aP (deoarece are sensul opus

2
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Rezultatele au fost sintetizate in tabelul T 3.4.

Forie [ F, [ F, M,
- 1
Fq EP ﬁP 0
2
= 3
Fo EP ﬁP 0
2
- P 0
Fs ﬁaP
2
S P [ 0 | aiar
4
_) - -
M -%aP
> Pl V3P | -J3iaP

Tabelul T 3.4
Se obtine torsorul:

- - -

R=P i++3P j

7o

- -
M o=—/31aP k
b) Ecuatia (3.14) a axei centrale are in cazul nostru forma :

\/§x—y=—\/§/1a.

¢) Reprezentarea in functie de valorile parametrului real A a torsorului de reducere si a
axei centrale este data in figura R 3.4.2.

axa axa
Yy A Yy A centrala Yy A centrala
B , _

R/ R

! V312
° ' > S > O
X /—ka X J31ra X
axa
centrala
A=0 A>0 A <0
FiguraR 3.4.2
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-

R 3.5) Se dau fortele paralele F;,i =14, avand directiile si sensurile din figura R 3.5,
modulele F, =4P,F, =8P,F; =5P,F, =6P si  punctele de aplicatie

3a 3a _b5a .
A1(3a,0,5a) VA, ?,Za,o ,A3(0,4a,0),A4 ?,0,7 , respectiv. Se cere :

a ) Sa se determine torsorul de reducere in punctul O ;
b ) Sa se determine centrul fortelor paralele ;
¢ ) Sa se determine ecuatia vectoriala a axei centrale.

Rezolvare: a) Fortele se proiecteaza in adevaratd marime pe Oz si dau momente
doar pe axele Ox si Oy. Proiectiile acestor vectori sunt date in tabelul T 3.5.

Forte F, M, |\/|y
> -4P 0 12aP
Fi.

> 8P 16aP -12aP
F»

> -5P | -20aP 0
Fs

> 6P 0 -9aP
Fa

Z 5P -4aP -9aP

Tabelul T 3.5

- - -
To:R=5Pk , Mop=-4aPi-9aPj

b ) Coordonatele centrului fortelor paralele sunt:

4 4 4
_leFiXi 9 _leFi Yioo _leFi Z
§=g =gaan=g T =pnd=tg =
2F 2F, 2F

i=1 i=1 i=1

Rezulta C(ga 4a aj
(&) a —a,—— y — .
2 5975

¢ ) Ecuatia vectoriald a axei centrale este :

unde A este o constantd arbitrara. Axa centrald este o dreaptad paraleld cu Oz si care
contine punctul C .
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A /|sa
~ S /A ~
2 2NESAY T A,
/ o Y
! 3a F,
/
/ A,
/
X
FiguraR 3.5 FiguraTC 3.1

3.10. Probleme propuse
3.10.1. Teste clasice

TC 3.1) Asupra piramidei triunghiulare OABC din figura TC 3.1, avand laturile AB = AC

-> - -

AN
=asi mas{OABj: 30°, actioneaza fortele F ;,F, si F 3 orientate ca in figura si avand

—F\/§ Se cere:
= 5 :

a) Sa se reduca sistemul de forte in raport cu punctul O si s se reprezinte grafic
elementele torsorului de reducere obtinut;
b) Cu ce este echivalent sistemul celor trei forte?
TC 3.2) Se considera paralelipipedul dreptunghic OABCO’A’B’C’de laturi OA = 3a, OC
= 4a, 00’=12a solicitat ca in figura TC 3.2 , unde F, =10P,F, =26P,F; =21P si M=

6aP. Pe latura O’A’ actioneaza o sarcind liniar distribuita ( paralela cu Oz ) , ce variaza de

-

Fi

—

F

-

modulele =F,|F,

P
la valoarea 0 1n punctul O’ la valoarea ¢ = Y in punctul A’. Se cere :

a ) Torsorul de reducerein O ;

b) Cu ce este echivalent sistemul dat ?

c ) Ce forta si ce moment trebuie sd se introduca in O pentru ca noul sistem de
forte sa se reduca la o rezultantd unicd iar axa centrala sa treaca prin A si B ?

42 _ YA 2a 'EZ
o’ M
| e o) D YA
B ¢ P ——
q : 119} a A a :
o : ) i
‘\\:\\\ B[ _ R I a
| T~ cC y i
O ——= = il -
// B 1-- I 4
7 |F - ! L
JEY -7 B, | agsy
7/ B -~ C - - - /
Ak Pp— 45
X
Figura TC 3.2 FiguraTC 3.3

44



Mecanicd teoretica — teorie si aplicatii

TC 3.3) O bara incastratd, avand dimensiunile din figura TC 3.3, este solicitata de sistemul

- _
de forte coplanare F;,i=214 , avand directiile si sensurile din figurd si modulele

F,=P,F,=2P,F,=3P,F, =P2.Secere:
a ) Torsorul de reducere in punctul O ;
b ) Cu ce este echivalent sistemul de forte ?
¢ ) Ecuatia axei centrale .

- - > - > - - -
TC 3.4) Se dau fortele paralele F;=Pi,F,=-5Pi,F3=10Pi,F,=-2P i, care
actioneaza 1n punctele Al(a,Za,O),Az(— a, a,2a), A3(2a, a,4a), A 4(0,0,—a), respectiv. Se
cere.

a) Sa se calculeze si sa se reprezinte torsorul de reducere in punctul O;

b) Sa se determine centrul fortelor paralele si sa se determine axa centrala.

3.10.2. Teste grila

5
TG 3.1) Un sistem de forte oarecare se reduce la o forta unica, egala cu rezultanta R, si

care actioneazd pe axa centrald a sistemului dacd elementele torsorului de reducere

- -
T O(R, M o) in raport cu punctul arbitrar O verifica conditiile:

- o> > - - o> > - > > - o> > - > >
aQ) R#0,Mg=0;b) R0,Mg=0,R-Mp=0;¢c) R0,Mg=0,R-Mg#0;

- - -
TG 3.2) Punctul de aplicatie al fortei F=10i+3 j (N) are vectorul de pozitie
- - -

r=5j+10k (m) in raport cu originea sistemului cartezian Oxyz. Care este momentul

5
fortei F Tn raport cu diagonala AD a paralelipipedului dreptunghic din figura TG 3.2.

B o %2 g 101
LG E U

Az

10N

<Y

3m 5N B C

5N

10N

<Y
>

2m

Figura TG 3.2 Figura TG 3.3
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TG 3.3) Suma momentelor cuplurilor de forte ce actioneazd in lungul diagonalelor
paralelipipedului dreptunghic din figura TG 3.3 este:

- - - - - -
a) M=3535i+2236j+8007k : b)M=0;

- - - - — - —
c) M=5014i+91,07 j—-1465k ; d) M=-23141i+4792k .
3.11. Indicatii si raspunsuri
(- -
=0

—>
JR
Mo_iaF(i+3 j+ k)

N
b) Sistemul de forte este echivalent cu un cuplu de forte de moment M .

- -
TC 3.2) a ) Sarcina liniar distribuitd este echivalentd cu forta rezultantdi F =-3Pk

aplicatd in centrul D (2 a, 0, 12 a) al fortelor paralele distribuite .

Forte F, Fy F, M, My M,
> | -6P | 8P | 0 0 0 24ap
Fi1
2 6P | -8P | 24P | 9%6aP | 0 | -24aP
2
> 0 0 | -21P | 0 0 0
Fs
2 0 0 | -3P | 0 6aP 0
> - - - 0 | -6aP 0
M
Z 0 0 0 9% aP 0 0
- -5 - -
Tog: R=0, Mg =96aPi
- -

b ) Sistemul de forte este echivalent cu un cuplu de forte de moment M o =96aP i .
2 e S = C g C 7
c) Fie F'=F,i+F j+F,k si M'=M,i+M  j+M  k forta si
momentul necesar a fi introduse Tn punctul O . Noul torsor de reducere in O este :
- -

. bd . > A d . , A d . > . >
ol R=F i+F, j+F,k, Mo=(96aP+M )i+M j+Mk
Deoarece rezultanta este paraleld cu axa centrald ( dreapta AB ) se impun

conditiile F .= F ,= 0. Ecuatiile axei centrale sunt :
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0 F y 0
Sau
M M +96aP
X=—7" , Z1=-— .
F y F y
~ _) _) v v v
Inplus, R"M o=F y° M v Ecuatiile axei centrale sunt: x=3a,z=0.
Rezulta:

M,=3aF, , M ,=-96aP
- =, .
Sistemul se reduce la o forta unica daca R'-M o=0 , adica M (=0( daca
F 'y: 0, notiunea de axa centrala isi pierde sensul ) . Deci

- -

- - .o
F'=F,j , M'=-96aPi+3aF,k

unde F 'y este o0 constanta arbitrara .

TC33)a)

Fore [ F, [ F, F,

> 0| P ap

Fi1

> 0 | -2pP “4ap

Fo

- 3P[0 [ Jealer
> | -P | -P “3aP

Fa

O IPLR I L R o e

- - - - \/E
ro:R=2Pi-2Pj , Mo=3(7—1JaP

> o> - - -5 >

b)R#0,Mpog#0,R-Mp=0
Sistemul de forte este echivalent cu o fortd unica, egala cu rezultanta, situatd pe axa
centrala.

c) x+y=%(2—\/§)a.

TC 3.4) a) Vezi problema R 3.5.
- - - — -
To:R=4Pi ,My=10aP j-7aPk;
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13 7
b) Centrul fortelor paralele este punctul C(? a, 2 a, 8a).

TG 3.1) Vezi “Cazuri de reducere a unui sistem de forte oarecare”. Raspuns corect: b).
- - [(>) -
TG 32) Se  foloseste  faptul ca Map| F|[=M o F|-Uap, unde
- - - - - -
M A|F|=Mo|F |+ AOXxF siA(2,0,0), D(0, 2, 3). Raspuns corect: C).

- > - -
TG 3.3) M=M;+M,, unde M, este un vector liber, perpendicular pe planul ABC’O’,

5
de sens trigonometric si modul M ;=5N-10m=50N-m iar M, este un vector liber,
perpendicular pe  planul BCO’A’, de sens trigonometric si  modul
M 5,;=10N -5m=50N - m. Réspuns corect: a).
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4. Centre de masa

4.1. Greutatea corpurilor

Un corp de masa m aflat la suprafata Pamantului este supus atractiei acestuia.

- - -
Asupra sa actioneaza o forfa G=mg, numita greutate, unde g este acceleratia

gravitationald terestrd. Valoarea acceleratiei gravitationale variazd cu latitudinea si
altitudinea dar aceste variatii sunt mici si In calcule se poate considera valoarea medie

2 . . . - . . P -
g=981m/ s2. In ceea ce priveste directia sa, vectorul g este aproximativ dirijat catre
centrul Pamantului, existdnd o mica deviatie datorata miscarii de rotatie a Pamantului.

Daca intr-o problema concretd de mecanica corpurile ce intervin se afla raspandite
pe o regiune ale carei dimensiuni sunt neglijabile in raport cu cele ale Paméantului, atunci

N
campul de vectori g poate fi considerat constant i, prin urmare, greutatile diferitelor

puncte materiale pot fi considerate ca forte paralele si se pot folosi rezultatele obtinute la
reducerea sistemelor de forte paralele.

4.2. Centrul de masa (greutate) al unui sistem de puncte materiale

J— d JR—
Se considera sistemul de puncte materiale A;,i=1n, de greutati Gi,i=1n,si
- —_
vectorii de pozitie ri,i=1,n (figura T 4.1). Un astfel de sistem de forte este echivalent cu
. = n - - . . . .
o fortda unica, egala cu G = Zmi -g=M-g (unde M este masa sistemului), $i numita
i=1
greutatea sistemului. Ea actioneaza intr-un punct al axei centrale, care este o dreapta

paraleld cu directia fortelor si care trece prin centrul fortelor paralele de greutate definit
prin:

R Zn:G i ?i
_ it

rc = p
>6
i=1

(4.1)
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VA “ m Az AXa
oo centrala
- \-\\\. mn C
G, i )
. B B ¥y G=Mg
r 76, Y6
i t
n % : o #
0 y = y
X X

FiguraT 4.1

Punctul C se numeste in acest caz centru de greutate al sistemului de puncte
materiale. Tnlocuind G, =m;-g,i=1n, in (4.1) si simplificind prin g obtinem:

i=1

- [}

rc=———
2m
i=1

Proiectand relatia (4.2) pe axele sistemului cartezian Oxyz obtinem coordonatele

punctului C:
n n
Zmixi Zmiyi Zmizi
Xc Z—I:ln v Ye Z—Izln v Lc :—Izln (4.3)

(4.2)

Expresiile (4.2) si (4.3) nu depind de g ci numai de distributia maselor m,,i=1,n.
Se poate introduce astfel notiunea de centru de masa al unui sistem de puncte materiale,
punctul C fiind deci centrul de masa al sistemului de mase m;,i=1,n.

Notiunea de centru de masé este mai generala decat cea de centru de greutate, care
are sens doar pentru mase aflate in cAmp gravitational (nu neaparat terestru). Astfel, este
impropriu sd vorbim despre centrul de greutate al sistemului planetar dar se poate vorbi
despre centrul de masa al acestuia (care se afla foarte aproape de centrul de masa al
Soarelui). Centrul de masd si centrul de greutate coincid insd n cazul unui sistem de
puncte materiale aflat in camp gravitational uniform.

4.3. Centru de masa al unui solid rigid

In cazul unui solid rigid (figura T 4.2) formulele (4.2) si (4.3) se modifica in sensul
ca sumele se transforma 1n integrale:
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. I ?dm
c="D (4.4)
dm
(D)
xdm y dm zdm
XC ZJ.(D)— , yc ZJ‘(D)— , ZC :J-(D)— (45)
dm dm dm
(D) (D) (D)

unde (D) este domeniul ocupat de solidul rigid.

Pentru studiul centrului de masa al solidului rigid este necesar sa se introduci o
noud marime si anume densitatea. Din punct de vedere al densitatii, corpurile se impart in
corpuri omogene (de densitate constantd) si corpuri neomogene (de densitate variabild).

Se pot defini urmatoarele categorii de densitati:
- pentru corpuri cu masa repartizatd spatial pe un volum V (toate cele trei
dimensiuni au acelasi ordin de marime), densitatea volumetrica:

dm M
=— sau =— 4.6
Pv y; ( Pv Vv j (4.6)

- pentru corpuri cu masa repartizatd pe o suprafatd de arie A (una din
dimensiuni este neglijabild in raport cu celelalte doud), densitatea
superficiala:

dm M
=— Ssau =— 47
Ps dA ( P s A] (4.7)

- pentru corpuri cu masa repartizatd pe o curba de lungime L (doua dintre
dimensiuni sunt neglijabile Tn raport cu cea de-a treia), densitatea liniara:

dm M
=— sau =— 4.8
P L dL [ PL Lj (4.8)

Definitiile din paranteza corespund corpurilor omogene.
Inlocuind in relatia (3.4) elementul de masa dm, respectiv, cu:

dm=p, dV , dm=psdA , dm=p, dL (4.9)
j(D) av=v I(D) dA=A | LD) dL=L (4.10)

se obtin, dupa simplificarea densitatilor, relatiile:

- - -

. I rdv . jrdA . jrdL
re="—— | re="0—  rc="__ (4.12)
\Y A L

valabile pentru corpuri omogene cu masa distribuita spatial, superficial sau liniar. In cazul
corpurilor neomogene se utilizeaza relatia (4.4), unde dm se obtine din (4.9).
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zZA

FiguraT 4.2
4.4. Proprietati ale centrului de masa

Centrul de masa al unui sistem de puncte materiale sau al unui solid rigid are
urmadtoarele proprietati (fard demonstratie):

P1) Pozitia centrului de masa nu depinde de sistemul de referinta ales, fiind un
punct intrinsec al sistemului material.

P2) Daca corpul (sistemul de puncte materiale) are un plan, o axa sau un centru de
simetrie, atunci centrul maselor se afla in acel plan, pe acea axa sau in acel punct.

P3) Daca un sistem (S) de puncte materiale se compune din n subsisteme

(Sl), (Sz),...,(Sn), ale caror mase M ;,i=1n, si centre de masa C;,i=1,n, Se cCunosc atunci

centrul de masa al sistemului (S) se poate obtine considerand cd masele sistemelor
componente s-ar concentra in centrele de masa (figura T 4.3), adica:

re=-~"+——— (4.12)

N _
unde rc, reprezintd vectorii de pozitie ai punctelor C;,i=1n.

P4) Daca un sistem de puncte materiale (S) poate fi considerat ca provenind dintr-
un sistem de puncte materiale (S,) din care s-a scos un alt sistem (S ,) si daca se cunosc

masele M, si M, si centrele de masa C, si C, ale acestora (figura T 4.4), atunci centrul
de masa al sistemului (S) se poate obtine considerand cd In C; si C, se afld concentrate
masele M, si —M ,:

- -
_ ercl_MZ re,
Ml_MZ

rec (4.13)
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ZA
@sxml) ------ 5(m) 2 A c, )
c, -Cz
- fCI
ci Sn(mn)
c T
. . y
y
X
X
Figura T 4.3 Figura T 4.4

4.5. Momente statice. Teorema momentelor statice

In relatiile (4.3) care dau coordonatele centrului de masi al unui sistem de puncte

n n n
materiale intervin sumele »'mx;, > m;y;, > mz, dintre masele punctelor si
i=1 i=1 i=1
distantele lor la planele de coordonate. Aceste sume se numesc momente statice in raport
cu planele de coordonate si se noteaza dupa cum urmeaza:

SOxy:z:mizi ' SOyZ:ZmiXi ; SOzx:Zmiyi (4.14)
i1 i1 i1

n - n -
In plus, suma So :zmi ri care intervine in relatia (4.2) se numeste moment
i=1
static polar.
Momentele statice caracterizeazd modul de distribuire a masei unui sistem de
puncte materiale. Din (4.2) si (4.3) se obtine ca:

So=M-rc , So.,=M-z. , Sg,,=M-Xc , S, =M-y.  (4.15)

Oxy Oyz
adica:
i) Momentul static al unui sistem de puncte materiale Tn raport cu punctul O
este egal cu masa sistemului inmultita cu vectorul de pozitie al centrului de
masa n raport cu punctul O;
ii) Momentul static al unui sistem de puncte materiale in raport cu un plan
este egal cu produsul dintre masa sistemului si distanta de la centrul sdu de

masa la acel plan.

Enunturile 1) si ii) reprezinta teorema momentelor statice.
Observatii: 1) Cele prezentate mai sus raman valabile si pentru un solid rigid (cu
observatia ca sumele se transforma in integrale);

2)CeOyz < ».mx =0 (4.16)
i-1
Relatii similare au loc dacd C € Ozx si C € Oyx.
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R 4.1) Se considera sistemul plan de puncte materiale din figura R 4.1 , de mase

m, =i-m,i=14 , situate in puncte ale cercului de ecuatie x2 + y2 =7a’%si hiperbolei de

ecuatie X2 — y 2 — a2 . Sa se determine coordonatele centrului de masi ale acestui sistem .
Rezolvare: Coordonatele punctelor in care se gasesc punctele materiale se obtin

4.6. Probleme rezolvate

rezolvand sistemul format din ecuatiile cercului si hiperbolei. Se obtine:

(42 1 y? =722

= Al(— 2a,/3 a), Az(— 2a,—/3 a), A3(2a, V3 a), A4(2a,—\/§ a)

txz_yz _ a2

Rezultatele se sintetizeaza in tabelul T 4.1.

Punct m; X; Yi m; X; m;Y;
1 M -2a J3a -2ma J3ma
2 2m | -2a | . /33 | -4ma | _2/3ma
3 3m 2a J3a 6ma 3/3ma
4 4m 2a | .. [33 8ma | _4/3ma
> 10m 8ma | _2/3ma

Tabelul T 4.1

Gasim astfel ca:

FiguraR 4.1
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R 4.2) Se considera bara omogena avand dimensiunile din figura R 4.2 , date in cm. Sa se
determine coordonatele centrului de masa.
Rezolvare: Bara omogena poate fi considerata ca fiind construita din :
segmentul de dreaptd OA, de lungime 60 cm, aflat pe axa Oz ;

segmentul de dreaptd OB, de lungime 80 cm, aflat pe axa Ox ;

segmentul de dreapta BC, de lungime 100 cm, aflat in planul Oxy (BC // Oy ) ;
semicercul CD, de raza 30 cm, aflat in planul Oxy (CD // Oy ) :

segmentul de dreapta DE, de lungime 20 cm, aflat in planul Oxy ( DE // Ox ) ;

segmentul de dreapta EF, de lungime 40 cm, aflat pe o paralela la Oz.

Cele sase componente vor fi numerotate de la 1 la 6. Coordonatele centrului de masa se
calculeaza cu formulele :

6
20X
i1

XC: 6

S

6
leliYi
yo =+

- ih

’ ZC_

iZi

20

i=1

unde Xj,Yi,Zjreprezinta coordonatele centrului de masa pentru bara nr. i iar |; lungimea

acesteia. Se completeaza datele in tabelul T 4.2.

Corp Ii Xi yi Zi IiXi Iiyi IiZi
1 60 0 0 30 0 0 1800
2 80 40 0 0 3200 0 0
3 100 80 50 0 8000 5000 0
4 307 80 60 130 0 2400 7 -1800 3900 7 0

T

5 20 90 160 0 1800 3200 0

6 40 100 160 -20 4000 6400 - 800
3 30(10+ ) 800 (19+37) | 100 (146 +397) | 1000

Tabelul T 4.2
Rezulta valorile:
. _80(19+37) _100146+397) 100
€7 310+x) 310+7) ' "¢ 3(10+x)

R 4.3) Sa se determine pozitia centrului de masa pentru placa plana omogena din figura
R 4.3. Dimensiunile sunt date Tn cm.
Rezolvare: Pentru determinarea centrului de masa se folosesc formulele :

4

LA

i=1

4
2A; X
=

Xc =
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unde X;, Y, reprezintd coordonatele centrului de masa pentru placa nr. i iar A; ariasa. S—

a considerat o impartire a placii din figura R 4.3 1n patru placi elementare ( vezi tabelul
care urmeaza ).

Corp A, X Yi A X Ay,
1 120 6 5 720 600
277 P 5., 1357
2 4 37 37 -9 2
4 2 16 8
3 -4 3 3 3 3
8 8
4 | -9gx | 12-— . 72-1087 -72
11697 2333 o 1603 135
> 4 3 4 3 2
Tabelul R 4.3
P 108 i, 15
X o= 4024 , yo=—>—"(2—=6.852
116- 116- 5

Observatie : Figurile nehasurate corespund corpurilor introduse artificial pentru
completarea la o figura elementard ( aici, la un dreptunghi ) . Ariile lor se considera cu

semnul “- .
v A

AR

10

o
X
P:y=a’-x*

FiguraR 4.3 FiguraR 4.4
R 4.4) Si se determine pozitia centrului de masa pentru placa pland omogena din figura

a
R4.4 , marginita de parabola de ecuatie y = a?—x%si dreapta y = E(X +a) ,undea>0

este o constanta data.
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[x(g(x) - £(x))dx 1t {{g 20 - £ 2(x0)dx
Rezolvare: X = Xxl . Y= Xxl :
Jlgt0 - 1) f(gx0 = £(x)dx

unde g(x) =a?—x2, f(x) =%(x+a) iar X, si X, sunt solutiile ecuatiei g (x) = f (x) ,

. a - . a 23
adica Xq=-a,X,= 5 In urma calculului integralelor se gaseste cd X o= — —a?

2'YcT 308

R 4.5) Sa se determine pozitia centrului de masa pentru corpul omogen semisferic de raza
R din figura R 4.5.

f zdv
Rezolvare: Axa Oz fiind axa de simetrie putem scrie cd Xc=Yc=0,z.= —JQ—
dv
D

, unde D este domeniul ocupat de corp. Folosind sistemul de coordonate sferice (p,e,go)
si observand ca :

z=psing dV=p2005¢)dp do de

0< p<R , 0<0<2z , O<gp<=

2
gasim ca :
z
R 3 2r 2 zR*
J.Dde=Ip do- IdH«IS|n¢COS¢d¢=T
0 0 0
T
R 2 E 3
B 24 ‘ _2zR
JDdV—'[p do Id& ICOS(pd(p— 3
0 0 0
o a 3
astfel incat z =3 R.

FiguraR 4.5 FiguraTC 4.1

57



Mecanica teoretica — teorie si aplicatii

4.7. Probleme propuse
4.7.1 Teste clasice
TC 4.1) Sa se determine pozitia centrului de masa pentru bara omogena din figura TC 4.1.

TC 4.2) Sa se determine pozitia centrului de masa pentru placa plana omogena din figura
TC4.2.

) 60°

6a

s

FiguraTC 4.2 FiguraTC 4.3
TC 4.3) Se considera corpul din figura TC 4.3, realizat din trei placi plane omogene

confectionate din materiale diferite. Placile din planele Oxy si Oyz au densitatea
superficiald p iar placa din planul Oxz are densitatea superficiala 2 p . Cunoscand razele

r,=r,=1, sa se determine coordonatele centrului de masa.

TC 4.4) Sa se determine pozitia centrului de masa pentru placa pland omogena din figura

TC4.4.
A X
o /ﬁ Yo

FiguraTC 4.4 FiguraTC 4.5

TC 4.5) Determinati centrul de masa al corpului omogen de revolutie din figura TC 4.5
stiind cd legea de variatie a razei (distanta de la axa Oy la suprafata corpului) este
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1
()= % (m).

4.7.2. Teste grila

TG 4.1) Sa se determine abscisa centrului de masa pentru o bara dreaptd AB, de lungime
L, la care densitatea variaza liniar de la valoarea p; in capatul A la valoarea p, n

capatul B (figura TG 4.1).

8 xeePrr2ealk Qoo Xc=(ﬂ+p—2JL .
3(p1+p2) 3(p1t+p2) P2 P1
pPit po L
d) xo= 2122 =
© 2pip; 2 v e
y
73 dl =R-do

/
| N 4 do
X dx o) }0 A
R i —p OZ & ¢
/\ dm B X R 4a 2 X
z

FiguraTG 4.1 FiguraTG 4.2 Figura TG 4.3

Xy

TG 4.2) Sa se determine abscisa centrului de masa a unei bare omogene AB, de sectiune
constantd, in forma de arc de cerc de razd R si unghi la centru 2« , unghiul « fiind
exprimat Tn radiani (figura TG 4.2).

2 _sina sin o

2R
a) Xc=0 ;b)xcz? ; C) XC:ERT ; d) xe=R o

TG 4.3) Centrul de masa al placii plane omogene avand forma si dimensiunile din Figura
TG 4.3 are coordonatele:

a) Xc= _a . b) x _20a . _5a . c) X _ba, _4a
c=Ye =73 ¢z etz c=13'7c 713
38a 1l4a

,d)

Xe=—— =—,
=15 Ve T 15
4.8. Indicatii si raspunsuri
TC 4.1) Se imparte bara Tn patru semicercuri de raze 2r, 3r, 4r si 5r si se procedeaza ca la
2r

r
rezolvarea problemei R 4.2. Se obfine X = = Y= g

TC 4.2) Se completeaza placa pani la un dreptunghi plin. Partile componente sunt: un
dreptunghi de laturi 6a si 4a, un triunghi dreptunghic de catete 2a si a, un sector de cerc de
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raza 4a si unghi la centru 60° si un sector de cerc de raza a si unghi la centru 270° (vezi
si rezolvarea problemei R 4.3). Ariile triunghiului si sectorului de cerc de raza 4a se
considerd negative. Se obtin coordonatele:

4044+ 97 -32/3)a _ 4(245-487)a
23012 7) YT 32— 7)

X C =
TC 4.3) Pentru determinarea coordonatelor centrului de masa se folosesc formulele :

4 4 4
_Zl:PiAiXi _Zl:piAiyi Zl:piAiZi
1= . _|:

Xc= ~ ., Y= v L =

I M-
b
>

I M-
®
>

I M-

PihA

deoarece in cazul unui corp omogen de tip placd are loc relatia m;= p; A;.

Se considera cd placa plana din planul Oxz a fost obtinutd dintr-o placa patrata de
latura | ( placa 1) din care s-a scos un sfert de disc de raza r, (placa 2 ). Aria placii 2 se
considera cu semn negativ . Se obtin valorile:

211-37) 2 2(4-7)
-

_ O 01531, y e 1202921, 7 o=
Xc= 30 ) | O3 Vo= 120292 20=7y

| =0,250I

TC 4.4) Placa este formata din patru portiuni: triunghiul dreptunghic si isoscel de catete 3a
din cadranul I, interiorul sfertului de elipsa din cadranul I, interiorul arcului de parabola
din cadranele III si IV si discul de raza a cu centrul in origine (a carei arie se considera
negativa (vezi si rezolvarea problemelor R 4.3 si R 4.4). Se obtin coordonatele :

131a 499a

Xe=oBr+1579 ' VST T 2Br+152)

TC 4.5) Se imparte corpul in cilindri infinitezimali de raza r si indltime dy prin sectiuni cu

Joyav 3
< D
plane paralele cu planul Oxz. Avem cd: Xc=2:=0,yc= —J—— =—, deoarece:
dv 4
D

ID dV=J§nr2dy=%,ID de=Jé7zr2ydy=%,

D fiind domeniul din spatiu ocupat de corpul de revolutie.

TG 4.1) Se Timparte bara in cilindri infinitezimali de Ilungime dx. Avem «ca

L _IAB de_(ﬂ1+2/32)|— _
Ye=2c=0,Xc= jAB i 3(P1+ Pz) , deoarece:

L | P2~ P1
IAB xdm:jAB x p(x) dx:J.0 X(T-i— pljdx:

(,01+2/02)|—2
6

60



Mecanica teoretica — teorie si aplicatii

Ll P2— P1 (P1+ Pz)l—
J-AB dm= AB p(X) dXZ_[O (T+ pljdX:#.

Raspuns corect: a).
TG 4.2) Se imparte bara in elemente de arc infinitezimale de lungime dl=Rdé&. Se
J. Xdl Sin

AB -R a

obtine ca: =72~=0,Xc= =
t Yc=1c c jAB di o

|, d1=1" Rdo=2aR, | xdi=]" R%c0s0do=2R%ina.

Raspuns corect: d).

, deoarece:

TG 4.3) Se imparte placa in doua: dreptunghiul de laturi 2a si 4a si triunghiul dreptunghic
si isoscel de catete 2a. Raspuns corect: d)
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5. Echilibrul punctului material

5.1. Notiuni introductive
Vom defini in cele ce urmeaza citeva din notiunile folosite Tn acest capitol.

Punctul material liber este punctual material care poate ocupa orice pozitie in
spatiu.

Punctul material supus la legiaturi (legat) este punctul ciruia i se impune o
restrictie geometricd (de exemplu obligatia de a rimane pe o suprafata sau pe o curba).

Numairul gradelor de libertate reprezintd numarul de parametrii scalari
independenti necesari pentru a determina la un moment dat pozitia punctului material (sau
a rigidului).

Pozitia unui punct material in spatiu este determinatd cu ajutorul a trei parametri
scalari independenti, ca de exemplu coordonatele carteziene x, y, z. Deci, un punct
material liber in spatiu are trei grade de libertate.

Pozitia unui punct material pe o suprafatd este datd prin doi parametrii scalari
independenti. Astfel, dacd suprafata este planul Oxy este suficient sd cunoastem
coordonatele x si y ale pozitiei punctului material. Un punct material aflat pe o suprafata
are doua grade de libertate.

Un punct material obligat sa ramana pe o curba are doar un singur grad de
libertate. El se poate deplasa doar in lungul curbei.

Tn fine, un punct material fixat nu are nici un grad de libertate.

5.2. Echilibrul punctului material liber

Conditia necesard si suficientd ca un punct material liber, care se afla in repaus sau

in miscare rectilinie si uniforma, sa ramana in aceiasi stare mecanicd sub actiunea unui
4 JR—

N
sistem de n forte concurente, Fi,i=1n, este ca rezultanta R a fortelor sa fie nula.
Aceasta conditie rezulta din aplicarea principiilor inertiei i actiunii fortei.

In consecintd, conditia de echilibru a punctului material liber este :

R=>Fi=0 (5.1)
i=1

Proiectand aceasta relatie vectoriald pe axele unui sistem cartezian Oxyz se obfin
ecuatiile scalare de echilibru :

n n n
R,=>F,=0 , R=>F, =0, R=Y>F,=0 (5.2)
i=1 i=1 i=1

Daci sistemul de forte este plan si dacd notam cu Oxy planul fortelor, conditiile
scalare de echilibru au forma :
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-0 , R=>F,=0 (5.3)

5.3. Echilibrul punctului material legat.
Axioma legaturilor. Clasificarea legaturilor.

5.3.1. Axioma legaturilor

Se considera un punct material M aflat in echilibru pe o suprafata (S) si actionat de
-
un sistem de forte exterioare a caror rezultantd este R (figura T 5.1). Spre deosebire de

> >
cazul punctului material liber, cand era necesar ca R =0 pentru a se realiza echilibrul,
aceasta conditie nu mai trebuie respectata pentru punctul material legat ca urmare a
existentei legdturilor, care exercitd asupra punctului material anumite constrangeri
mecanice reprezentate prin forte de legdturd (reactiuni). Pentru a rezolva problema
punctului material legat se foloseste axioma legaturilor, al carui enunt in cazul general
este :

Axioma legaturilor : Orice legatura poate fi suprimata si inlocuita cu elemente
mecanice (forte, momente) corespunzatoare.

5
In cazul unui punct material legat, legatura se inlocuieste cu o reactiune R ’, astfel
ncét conditia necesara si suficientd pentru ca un punct material supus la legaturi sa fie in

echilibru este ca rezultanta fortelor direct aplicate i a fortei de legatura sa fie nula :
- -

R+R'=0 (5.4)

- -
adica reactiunea (forta de legaturd) R’ sa fie direct opusa rezultantei R a fortelor direct

aplicate.
P ©)

FiguraT 5.1

- ~ - - - . . - )
Observatia i) In cazul in care punctul material este supus mai multor legaturi atunci R
reprezinta rezultanta fortelor de legatura corespunzatoare fiecarei legaturi in parte.

5.3.2. Clasificarea legaturilor punctului material
Legaturile punctului material sunt in numar de trei §i anume: rezemarea pe o

suprafatd, rezemarea pe o curba (plana sau stramba) si prinderea cu fire.
Ele pot fi:
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a) cu frecare — daci suprafata sau curba de reazem apartin unor corpuri reale,
care au la suprafata asperitati care se opun deplasarii dind nastere unor forte de
frecare.

b) fara frecare — atunci cind se presupune cd suprafata sau curba de reazem
apartin unor corpuri ideale, perfect lucioase, care nu conduc la aparitia unor
forte de frecare.

5.4. Echilibrul punctului material supus la legituri fara frecare
5.4.1. Echilibrul pe o suprafata fara frecare (lucie, neteda)

Se considerd un punct material M rezemat pe o suprafatd (S) si actionat de forte
- - -
direct aplicate a caror rezultanta este R si de reactiunea R’ (direct opusa Iui R).
-
Rezultanta R (figura T 5.2) se descompune in:

N
- componenta normald R, (dupd normala in M la (S));

- componenta tangentiala R, (din planul tangent (P) la (S)).

1
H
» normala
1
1

FiguraT 5.2 FiguraT 5.3

N
La randul ei, reactiunea R’ se descompune dupa aceleasi directii In componentele
-

- -
N si T. Forta R, cautd sa Indeparteze punctul M de pe suprafata (S). Efectul ei este

N
anulat de forta N , numita reactiune normala:
-

R,+N=0 (5.5)
Forta R, determina deplasarea punctului M pe suprafata (S). Ei 1 se opune

componenta T , numita forta de frecare:
B
R+T=0 (5.6)
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N
Deoarece suprafata este considerata lucie (fara frecare), forta T este nuld astfel

incat utilizand relatia (5.6) putem scrie ca:

- > - —

R=R +R.=R, (5.7)
adica, pentru a se realiza echilibrul pe suprafata (S), rezultanta fortelor direct aplicate
trebuie sa fie dirijatd dupad normala la suprafata in punctul respectiv (figura T 5.3).

Ecuatia vectoriala de echilibru este:

> o> o>
R+N=0 (5.8)
si ea are urmatoarele proiectii pe axele unui reper cartezian:
R+#N,=0 , R+N,=0 , R,+N,=0 (5.9

Daca suprafata (S) este datd prin ecuatia f(x, y, z) = 0, deoarece parametrii
of of of

directori ai normalei sunt — ,——,——, reactiunea normala va avea expresia:
ox 0y 0z
= f> of> of
N=A-grad f =4- a—|+a—1+6—k (5.10)
0 X oy oz
iar ecuatia vectoriala de echilibru va fi:
- -
R+A-grad f =0 (5.11)
Ecuatiile scalare de echilibru
Rxmﬁ:o , Ry+/1£:0 , RZ+/1£:0 (5.12)
o X oy 0z

formeaza impreuna cu ecuatia suprafetei f(x, y, z) = 0 un sistem de patru ecuatii in
necunoscutele 4,x,y,z.

5.4.2. Echilibrul pe o curba fara frecare (lucie, neteda)

Se considerd un punct material M rezemat pe o curba ( C ) si actionat de forte
-

- -
direct aplicate a caror rezultantd este R si de reactiunea R’ (figura T 5.4). Rezultanta R
se descompune in:

- componenta R, (dupa tangenta in M la curba ( C));
- componenta R, (din planul normal in M la curba ( C)).

- - -

Reactiunea R’ se descompune dupa aceleasi directii iIn componentele T si N .
Relatiile (5.5) si (5.9) precum si comentariile asociate lor raman valabile si in acest caz
(figura T 5.5).
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Plan
normal Plan
normal

T M B‘ tangenta tangenta
>

©

~

~_©

A
=;Ul
—
<

FiguraT 5.4 FiguraT 5.5

Daca curba este data ca intersectie de doua suprafete:

(S1): fa(x,y,2)=0 , (S2): fa(x,y,2)=0 (5.13)

atunci planul normal la curba ( C ) poate fi obtinut cu ajutorul normalelor la cele doua
suprafete, reactiunea normala avand forma:
- > >
N=N1+N2=24 -grad f; + 1> - grad fo (5.14)
Din (5.8) si (5.13) se obtin urmatoarele ecuatii scalare de echilibru:
f f f f
R+ 2y ,002 o Ry+115 1,5,9%2 g
OX OX oy oy

o fy
+ A =0 5.15
25, (5.15)

care impreund cu ecuatiile (5.13) ale suprafetelor formeaza un sistem de cinci ecuatii in
necunoscutele A1,42,X,Y,z.

of
Rz+ﬂla;

5.5. Echilibrul punctului material supus la legaturi cu frecare.
Legile frecarii uscate. Conuri de frecare.

5.5.1. Legile frecarii uscate (legile lui Coulomb)

Se considera un punct material M aflat pe o suprafatd sau pe o curba (aspra).
Pentru a pune in evidenta forta de frecare Coulomb a recurs la urmatoarea experientda
efectuatd cu un aparat numit tribometru:

_)
Un corp asimilabil cu un punct material de greutate G este asezat pe un plan

%
orizontal si actionat de o fortd F (prin intermediul unor greutati puse pe un talger) care

poate varia continuu de la 0 la oo (figura T 5.6). Se constatd cd pani la o anumitd valoare

%
F max corpul nu se pune in miscare.
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N
Aceasta dovedeste cd reactiunea R' este Inclinata cu un unghi « fatd de normald
%
caci, in caz contrar, sub actiunea fortei F corpul s-ar deplasa oricat de mica ar fi
-
intensitatea acestei forte. Reactiunea R' se descompune in componentele sale: reactiunea
- -
normala N si forta de frecare de alunecare T .

(@) (b) (c)
Figura T 5.6
%
Forta T actioneaza, pentru cazul general al unei suprafete de reazem oarecare,

in planul tangent la suprafata si se opune tendintei de migcare.

Modulul siu este:

- |-

T|=|N|-tgx (5.16)
. - -
In figura T 5.6.c este prezentat cazul limitd cand fortele F si T iau valorile

%
maxime la echilibru (orice depdsire a acestei valori pentru F ducand la ruperea

echilibrului). Unghiul « are si el o valoare maxima pe care o vom nota cu ¢ si 0 vom numi
unghi de frecare. Putem scrie

- -
T max | = N ~tg(0 (517)
sicum o <@ gisim ca:
- |-
T[<IN|-tg @ (5.18)

Coulomb a enuntat urmatoarele legi, numite legile frecarii uscate (vezi si relatia
(5.17)):

1) Marimea fortei de frecare de alunecare maximd este direct proportionald cu
mdrimea reactiunii normale;
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2) Marimea fortei de frecare de alunecare depinde de natura si starea suprafetei
corpurilor aflate in contact;

3) Marimea fortei de frecare de alunecare nu depinde de viteza relativa de deplasare
a celor doua corpuri aflate in contact si nici de marimea suprafetelor de contact.

Pe baza acestor legi forta de frecare de alunecare are expresia:

- |- -
T|<|T max|=x-|N (5.19)

unde u=tga se numeste coeficient de frecare de alunecare si este o marime
adimensionala ce depinde de natura si starea suprafetelor aflate in contact.

Coulomb a considerat ca fortele de frecare apar datoritd existentei la suprafata
corpurilor a unor asperitati care In cazul a doua corpuri in contact se intrepatrund. Cand
unul dintre corpuri se misca (sau amandoud) aceste asperitati sunt strivite, forta de frecare
de alunecare fiind tocmai forta care se opune acestor striviri.

Observatii: Ulterior experimentelor lui Coulomb, prin extinderea acestora, s-au facut o

serie de corectii acestor legi. Astfel, se constatd cd odatd cu cresterea vitezei corpurilor

aflate 1n contact coeficientul de frecare scade, variatia lui fiind data in figura 5.7. Valoarea

Hoa coeficientului de frecare la vitezd nuld se numeste coeficient de aderenta. De
-

asemenea, pentru valori mari ale reactiunii R' marimea fortei de frecare nu mai variaza

liniar cu marimea reactiunii.

\

Figura T 5.7
5.5.2. Conuri de frecare

Sa analizdm 1n cele ce urmeazd aspectul geometric al echilibrului punctului
material cu frecare. Considerand punctul rezemat pe o suprafatd si schimband directia
- - -
fortei F in planul tangent reactiunea R', respectiv rezultanta R , vor descrie un con,

numit con de frecare, care are varful in punctul M si unghiul la varf 2¢ (figura T 5.8).

ﬁ
Punctul material se gaseste in echilibru atunci cand reactiunea R'se afld in interiorul

conului de frecare sau, la limita , pe suprafata acestuia.
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FiguraT 5.8 FiguraT 5.9

In cazul unui punct material rezemat cu frecare pe o curba (I"), deoarece prin acea
curba trec o infinitate de suprafete si la fiecare 1i revine cate un con de frecare
generatoarele extreme ale acestora vor descrie conuri complementare de frecare (figura
5.9). Aceste conuri au ca axa de simetrie tangenta la curba in punctul considerat si unghiul

%
A T . TR . o . ,
la varf Z(E—goj. Punctul material se afla in echilibru atunci cand reactiunea R' se

gaseste 1n afara conurilor complementare de frecare sau, la limita, pe suprafata acestora.

5.6. Probleme rezolvate

R 5.1) Bila M, de greutate G, se afld in echilibru pe un plan neted inclinat cu unghiul «
fatd de orizontala, fiind prinsd cu doua fire paralele cu planul inclinat care fac unghiurile
p si y cu dreapta de cea mai mare pantd a planului ( figura R 5.1.1 ). Sa se determine

tensiunile din fire si reactiunea planului .

FiguraR 5.1.1 FiguraR 5.1.2.
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-

- -
Rezolvare: Se noteazd cu T ;si T , tensiunile din firele MA; si MA, sicu N

reactiunea normald (vezi figura R 5.1.2). Pentru echilibru se impune conditia:
-> o> - - -

G+T1+T ,+N=0. Proiectdnd aceastd relatie vectoriald pe axele reperului cartezian
Mxyz rezulta ecuatiile scalare:

D X=T,siny—T,sing=0
DY =—Gsina+T,c0s8+T ,cosy =0
>.Z,=N-Gcosa =0

Rezolvand acest sistem se obtine:
sina sin y smasin i)

N=Gcosa ,T = Gm m

R 5.2. Se considerd curba lucie de ecuatic y = Jx , Taportatd la sistemul de axe Oxy,
planul curbei facand unghiul « cu planul orizontal. Un inel de greutate G poate aluneca pe
aceasta curba fiind actionat si de forta F , paralela cu Ox ( figura R 5.2.1). Sa se determine
pozitia de echilibru a inelului pe curba si reactiunile N, ( din planul curbei ) si
N, (perpendiculara pe planul curbei ) .

/y:x/;
K
o] X

FiguraR 5.2.1 FiguraR 5.2.2.

tangenta

Gsina

Rezolvare: Fie X0 abscisa punctului de echilibru si

1
p =arctg f '(x,)=arctg unghiul format de tangenta la curba y= VX cu axa Ox
2\/Xg

- o >

n acest punct (vezi figura R 5.2.2). Pentru echilibru: G+ Nl+ N,+F=0. Pe axele
reperului Oxyz avem urmatoarele ecuatii scalare de echilibru:
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G2
Xo="——7sin"a
F

(> X .=F-Nysin g=0

JZYilecosﬁ—Gsina:O = N1=«/F2+stin2a.

>Z.=N,—Gcosa =0 N ,=G cosa

R 5.3. Un inel de greutate G , rezemat cu frecare ( coeficient de frecare ) pe un cerc

5
vertical este actionat cu forta orizontald F , de modul egal cu G . Sa se determine pozitiile

de echilibru ale inelului , date de unghiul & ( figuraR 5.3).
Rezolvare: a) Tendinta de deplasare a inelului spre punctul A:

> X;=T+Fcosd-Gsin@=0 (1)
DY =N-Fsind-Gcosd =0 )

Pentru echilibru: T< u N 3)
(1) = T=Gsind—Fcosé , (2 =N=Fsind+Gcosd
B = tgo< % 4)
b) Tendinta de deplasare a inelului spre punctul B:
F-uG 5)

Inversand sensul fortei de frecare se obtine: tg 8 >
G+uF

o [1-p 14 p]
Deoarece G =F, din (4) si (5) gasim ca tg 0 E‘ 1+ u'l J
u 1l=u

FiguraR 5.3

R 5.4. Sa se determine coeficientul de frecare de alunecare pentru care un punct material

este 1n echilibru pe suprafata de ecuatie X2 + y2 =R(R-12), in pozitia M(X, y,Ej, sub

: L2 : .2 26— R
actiunea greutdtii G si a fortei elastice F = R MA , unde M O'O’E .
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Rezolvare: Echilibrul pe o suprafatd aspri se realizeaza daca suportul rezultantei
fortelor aplicate se gaseste in interiorul conului de frecare. Pentru un punct situat pe
suprafata f(X, y, z) = 0 trebuie indeplinita conditia:

of of 2 of
OX oy 0z

1

> Q)

rerael CYNCNNENR S

X oy oz
-
unde X, Y, Z sunt componentele rezultantei R . Dar:

f(x,y,2)=x>+ 2—R(R—z)—0:>ﬂ—2x AP 2

V2= y B ox oy Yoor

- - - - 2G - - 2G 2G
R=G+F=—Gk+? —Xi—yj :>X=—FX,Y=—Fy,Z=—G (3)

1
Din (1), (2), (3) si ecuatia suprafetei se obtine u>—.

22
5.7. Probleme propuse

5.7.1. Teste clasice

TC 5.1) Sarcina Q = 100 daN este sustinuta de bara AO, articulata in O si inclinata cu un
unghi de 45° fatd de un perete vertical si de doud lanturi BA si CA de lungimi egale,

N N
agezate orizontal (m(CBA): m(ACsz 450). Se cere sa se determine eforturile din bara
AO si din cele doua lanturi (figura TC 5.1).

FiguraTC 5.1 FiguraTC 5.2

TC 5.2) Se considerd curba lucie (I') data ca intersectie intre paraboloidul de rotatie de

ecuatie f(X,y,2)=x%+y?—z=0si planul (P) de ecuatie g(X,Vy,z)=X+y+2z=0.Sidse
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determine pozitiile de echilibru ale unui punct pe aceasta curba daca el este actionat de
-> 5> -

. - - - .
propria greutate G=—-mgk side forta F=mg i+ j— k | (figura TC 5.2).
TC 53) Pe fetele ABB’A’ si ACCA’ ale prismei ABCA’B’C’

(m(BACj: m(ACBj: 450) sunt asezate corpurile de greutati P, respectiv Q. Corpurile

sunt legate printr-un fir care trece peste scripetele fara frecare din B (firul este dirijat dupa
paralele la AB si BC). Daca Q = 2P iar coeficientul de frecare de alunecare dintre corpuri
si prisma este u , sd se determine valorile minime si maxime ale unghiului de inclinare o

al prismei pentru realizarea echilibrului (figura TC 5.3).

FiguraTC 5.3 Figura TG 5.1

TC 5.4) Sa se determine pozitiile in care un punct material greu poate ramane in repaus pe

o sferd aspra de ecuatie X+ y? +z2 —r? =0, coeficientul de frecare fiind .

5.7.2. Teste grila

TG 5.1) Determinati tensiunea din cablurile AB si BC solicitate ca in figura TG 5.1.
Scripetii din E si F sunt fara frecare.

8) Tag =1002v2 — 6 Tae =1002 —/3) ; b) T g =100(L+ 3 ) Tac = 20046 —/2)
€) Tag =1002v2 +6) Tge =10d2+/3) : d)
Tag =100(+/2 +/3), Tgc =100(v/6 ++/2)..

TG 5.2) O sferd de greutate P este rezemata pe o suprafata cilindrica lucie de raza r, fiind
suspendata printr-un fir de punctul fix A. Cunoscand lungimea | a firului si unghiurile a si
p , s se determine tensiunea din fir §i reactiunea suprafetei cilindrice (figura TG 5.2).

T P N = P r b) T sina sin g
a) | sina, sm £ ;b 7—5 m
sm( - ﬂ) sin

I
— = T=P—sin f§,N=P—sin
c)T Pj—jsina+ﬂ N Psmﬂ d) SI g, ISI a.
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FiguraTG 5.2
5.8. Indicatii si raspunsuri

TC5.1) Notam cu Sy si S, tensiunile din lanturi i cu S 5 efortul din bara OA. Ecuatiile
de echilibru pe trei directii perpendiculare sunt:
S, c0545° +S, cos45° — S ,sin45° =0
Ssin45° —S, sin45° =0
~Q+S5c0s45° =0

S
si are solutia S; =S ,= 73 =705daN.

- > -
TC 5.2) Ecuatia vectoriala de echilibru G+ F+ A,-grad f + 1 ,-gradg=0 se

N
=N
proiecteaza pe axele reperului cartezian Oxyz:

of og
D X=mg+ Ay P + Ay aX_o
of o9
ZYi:mng-—ay ”“2'_ay=0

of og
ZZiz—mg—mg+ll-E+iz-E=0.

Se obtine sistemul de cinci ecuatii in necunoscutele A4, 4,,X,Y,Z:
f(X,y,2)=x%+y?-2z=0 , g(Xy.2)=X+y+2=0 ,
Mmg+2XA1+4,=0 , mg+2yA+4,=0 , -2mg -4+ 1,=0,
cu solutia:
a) Xi;=y.=2,=0, 4;=-3mg, A,=—mg;
b) X,=Yy,=-12,=2,, 1=3mg, A,=5mg.

TC 5.3) Se studiaza tendinta de miscare a sistemului celor doua corpuri spre punctul C
(figura TC 5.3.2).
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Figura TC 5.3.2

Ecuatiile scalare de echilibru pentru corpul de greutate P sunt:

X =T-T Pco{%—ajzo
Y =N, Psin(%—ajzo

TS uNy
iar pentru corpul de greutate Q:

D X=-T-T 2+Qsin(%—aj=0
2Yi=N Z—Qco{%—ajzo
ng M N 2

not

, , , 1-3
Din acest sistem gasim cd o = «a i, = arctg £

)
)
3)
(4)

(®)
(6)

. Studiind si tendinta de
+ 1

miscare a sistemului celor doua corpuri spre A deducem si valoarea maxima a unghiului

not 1+3 u
o asa y,y = arctg

Echilibrul se realizeaza daca o € [a mins & maXJ .

9
‘R-gradf

1
> =

E‘-|grad f| Vit 2
of of of

X-5+Ry-87y+R

TC 5.4) Se impune conditia

R 29z

1

. S-a folosit faptul ca G=2P si tg(%—aj

2 ,
2 2 2 2
o f of of N
,/R§+R§,+R§-\/( ] +[J J{ J
OX oy

0z

75

l1-ga
Cl+tg o’




Mecanica teoretica — teorie si aplicatii

unde R,=R,=0,R,=G, f(X,y,2)=Xx%+y?+22—r 2. Se obtine ci:
X y z

I 1

|z| <l | , X, y = arbitrari.

e u? ]

TG 5.1) Tensiunile din firele BE si BF sunt fiecare egale cu 100. Ecuatiile de echilibru pe
orizontala si verticala sunt:

Tag €0545° —T e c0s60° +100c0s30° —100=0
T g Sin45° —+T ¢ sin60° —100sin 30° =0.
Raspuns corect: a).

e e
TG 5.2) Se proiecteazd ecuatia vectorialda de echilibru, P+ N+T =0, pe verticala si

orizontala si se obtin ecuatiile scalare :
Tcosff+Ncosa—P=0 , Tsinf—Nsina=0.

Raspuns corect: b).
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6. Echilibrul rigidului

6.1. Echilibrul rigidului liber

Rigidul liber este un corp care poate ocupa orice pozitie in spatiu, pozitia lui fiind
determinata doar de fortele care-1 actioneaza.

La reducerea sistemelor de forte in raport cu un punct O s-a ardtat ca daca
- - -

R=Mo = 0, atunci sistemul de forte dat este echivalent cu zero si, conform principiului
inertiei, nu modificd starea mecanicd a corpului asupra caruia actioneaza. Astfel, daca
acesta se gasea in echilibru, atunci el va continua si ramana in repaus si dupa aplicarea
unui astfel de sistem de forte.

Rezulta ca pentru ca un rigid sa rdmana in echilibru sub actiunea unui sistem de
forte este necesar si suficient ca in fiecare punct O al acestuia torsorul de reducere s aiba
ambele componente nule :

- - - o
R=0 , Mop=0 (6.1)

Proiectand cele doud ecuatii vectoriale pe axele unui sistem cartezian Oxyz se

obtin sase ecuatii scalare de echilibru :

n n
RXZZ:Fixz0 ' IV'OX=Z:Mix=O
i=1 i=1
n n
Ry = Fjy =0 : Moy =Y Mjy =0 (6.2)
i=1 i=1
n n
RzzzFiz=O ' MOZZZMiZZO
i=1 i=1

Tn cazul unor sisteme particulare de forte numarul ecuatiilor scalare de echilibru se
micsoreaza. Astfel, pentru un sistem de forte coplanare ce actioneazd in planul Oxy
ecuatiile de echilibru se reduc la trei :

n n n
Ry= Fix=0 , Ry=>Fiy=0 , Mg, => Mj; =0 (6.3)
i=1 i=1 i=1

Echilibrul rigidului se realizeaza pentru o anumitd configuratie a sa In raport cu un
reper, adica pentru pozitii bine determinate ale punctelor rigidului in raport cu reperul.
Astfel, pentru a cunoaste pozitia unui rigid in raport cu un sistem de referintd cartezian este
suficient a se cunoaste pozitia a trei puncte ale sale, deci a se cunoaste noud coordonate
carteziene. Deoarece numai sase dintre coordonate sunt independente (exista trei relatii
intre coordonate, care exprima faptul cd distantele dintre puncte sunt constante) solidul
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rigid liber in spatiu are sase grade de libertate (deplasari pe Ox, Oy, Oz si rotiri in jurul
acelorasi axe).

6.2. Echilibrul solidului rigid supus la legaturi. Generalitati

Legaturile la care poate fi supus un rigid sunt mult mai complexe decét acelea la
care este supus un punct material insa, oricat de complexe ar fi ele, echilibrul se studiaza la
fel. Se elibereaza pe rand corpul de legaturile sale si se inlocuiesc, in conformitate cu
axioma legdturilor, cu forte sau cupluri de legatura. Sub actiunea fortelor date si a fortelor
de legatura solidul poate fi considerat liber.

Reducand fortele date si de legdtura in raport cu un punct O, arbitrar ales, si notand

(—) - J >
cu | R,Mo | torsorul fortelor date si cu | R',MQ | torsorul reactiunilor, ecuatiile

vectoriale de echilibru au forma :
- > > - >, >
R+R'=0 , Mo+Mo =0 (6.4)
Proiectand aceste ecuatii pe axele unui reper cartezian Oxyz, obtinem sase ecuatii
scalare de echilibru :

(6.5)

O problema de echilibru a unui solid rigid supus la legdturi este determinata daca
numarul total de necunoscute scalare este sase iar daca el este mai mare atunci problema
este nedeterminata, existand posibilitatea unei infinitati de pozitii de echilibru sau a unei
infinitati de valori pentru fortele de legaturd sau ambele variante.

Orice miscare a unui solid rigid se poate descompune, in general, in doud miscari
fundamentale :

- 0 miscare de translatie ;
- o miscare de rotatie in jurul unei axe.

Dacd legatura impiedica translatia, atunci reactiunea va fi o fortd pe directia
miscarii impiedicate dar de sens opus acesteia. Daca legiatura impiedica o rotatie in jurul
unei axe, atunci reactiunea legaturii va fi un cuplu de forte situat intr-un plan perpendicular
pe axa respectiva, de sens contrar rotatiei impiedicate. Vom folosi aceste observatii in ceea
ce urmeaza.

6.3. Echilibrul rigidului supus la legaturi fara frecare
Legdturile rigidului sunt rezemarea (reazemul simplu), articulatia, incastrarea si
prinderea cu fire. In studiul legaturilor rigidului se urmaresc doua aspecte si anume:

- aspectul geometric, referitor la numarul de grade de libertate rdmase unui rigid
dupa aplicarea legaturii;
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- aspectul mecanic, legat de elementele mecanice (forte, momente) cu care se
inlocuieste legdtura.
In cele ce urmeaza se vor studia legaturile ideale, adica se vor neglija frecarile.

6.3.1. Reazemul simplu

Reazemul simplu reprezinta legdatura prin care un punct O al rigidului este
obligat sa ramana in permanentd pe o suprafata sau pe o curba data.

Daci O(xo,Y0,2o)si ecuatia suprafetei de reazem este f(x, y, z) = 0, atunci
conditia ca punctul O sa apartind suprafetei, f(xo, YO Zo)=0, va reprezenta incad o
relatie Intre cele noud coordonate ale celor trei puncte necoliniare ce fixeaza rigidul in
spatiu. In consecintd, un reazem simplu suprima unui rigid un grad de libertate astfel Incat
un rigid cu un reazem simplu are cinci grade de libertate.

Normala

(S)

Plan tangent

FiguraT 6.1

Pentru a studia fortele care apar in O (figura T 6.1) se descompun elementele

R
torsorului [ R,Mo J al fortelor exterioare in cite doud elemente :

— - o
t , Mo=Mnp+Mt (6.6)

ﬁ
Forta Rt si momentele M p,M¢t tind sd pund in miscare solidul rigid (S). Lipsa
frecarii face imposibild oprirea acestor miscari astfel incat, pentru ca solidul sa ramana in
echilibru, este necesar ca :

(6.7)
Rezulta ca :

(6.8)
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- >
Conform principiului actiunii si reactiunii, in O apare forta de legatura R'=N,
%
egald si direct opusa lui Rp, astfel ca putem afirma ca un reazem fara frecare este

- -
inlocuit cu o forta R'=N (reactiune normala), dirijata dupa normala comuna in punctul

de contact. Un simbol folosit pentru reazemul simplu este ??? .
6.3.2. Articulatia

Articulatia este legatura unui solid rigid prin care un punct O al acestuia este
obligat sa ramdnd in permanentd intr-un punct fix.

Articulatia poate fi plana (cilindrica), atunci cand rigidul este actionat de un sistem
de forte plane, sau spatialad (sferica), daca solidul este actionat de un sistem de forte
spatiale.

a) Cazul articulatiei sferice

Obligand punctul O(Xp,Y0o,zp)sd ramana fix se impun trei conditii geometrice
(X0, Y0, 2o =constant) care reduc numdrul de grade de libertate ale rigidului de la sase
la trei, acestuia fiindu-i permise numai trei rotatii fata de trei axe concurente in O.

- -
Pentru a studia fortele de legitura se considera torsorul de reducere (R, M oj al

%
fortelor exterioare in O. Momentul M Q tinde sa roteasca corpul si deoarece nu exista

— - — -

frecare care sa se opuna acestei tendinte este necesar ca Mo = 0 (deci si Mo =0).
%

Rezulta ca reactiunea articulatiei va fi o fortdi R' de modul si directie oarecare (figura

_)
T6.2). Descompunand forta R' dupa axele reperului cartezian Oxyz in componentele

Rx,Ry,R; rezultd ca o articulatie sferica introduce trei necunoscute scalare (figura

T6.3). Acest numadr este egal cu numarul gradelor pierdute. Un simbol folosit pentru o
articulatie este ??

©®

Figura T 6.2 Figura T 6.3
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b) Cazul articulatiei plane
Obligand punctul O(xp,Yp) sa ramana fix se impun doud conditii geometrice
(X0, Yo =constant) care reduc numdrul de grade de libertate de la trei la unul, acestuia

fiindu-i permisa doar o rotatie in jurul unei axe perpendiculare pe planul fortelor si care

%
trece prin O. Si in acest caz articulatia se inlocuieste cu o reactiune R' dar ea este situata

in planul fortelor si se descompune dupa directiile Ox si Oy in componentele R x si R ly

(figura T 6.4). Rezulta ca o articulatie plana introduce doud necunoscute scalare (numar
egal cu cel al gradelor de libertate pierdute).

FiguraT 6.4 FiguraT 6.5

6.3.3. Tncastrarea

Tncastrarea este legdtura prin care un corp este fixat rigid (intepenit) in alt corp
astfel incat nu ii mai este permisa nici o miscare.

Corpul nu mai are nici un grad de libertate. Din punct de vedere mecanic

- -
incastrarea este echivalentd cu un torsor | R',M o |, unde O este centrul de greutate al

sectiunii transversale in dreptul Incastrarii (figura T 6.5). Cele doud componente ale

torsorului sunt vectori arbitrari | R'=—R,M o =-MQ | si se pot descompune fiecare in

trei componente pe axele unui reper cartezian Oxyz (figura T 6.6). O incastrare introduce
sase necunoscute scalare R'X, R 'y’ R'Z, M(IDX, M(I)y , sz (egal cu numarul de grade de

libertate pierdute).
In cazul unui corp incastrat actionat de forte plane numarul de necunoscute scalare

este trei : R'X, R'y, 'V"Oz (figura T 6.7).
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'
MOZ

FiguraT 6.6 Figura T 6.7 FiguraT 6.8
6.3.4. Prinderea cu fire

Prinderea cu fire in cazul rigidului se trateaza ca si in cazul punctului material, in
sensul cd aceastd legatura se inlocuieste cu o fortd care se introduce in lungul firului
considerat sectionat, In asa fel Incat sd intindd portiunea de fir rdmasa legatd de rigid

ﬁ
(figura T 6.8). Forta S se numeste tensiune in fir.

6.4. Echilibrul rigidului supus la legaturi cu frecare
6.4.1. Tipuri de frecare. Ecuatii de echilibru.

Tn subcapitolul 6.3 s-a discutat echilibrul rigidului cu legaturi ideale. In realitate,
legaturile corpurilor sunt intotdeauna insotite de frecare. Explicatia fizicd consta in faptul
ca in realitate corpurile sunt deformabile si vin in contact nu intr-un singur punct O ci pe 0

_)
intreagd suprafatd pe care fortele de legaturd p;au o distributie greu de stabilit (figura
T6.9). Suprafetele de contact prezintd asperitati care, sub actiunea fortelor ce actioneaza
asupra corpurilor, se Intrepatrund si se deformeaza.

Figura T 6.9

- _
Fie un solid rigid (S) actionat de fortele exterioare Fi,i=1,n. Torsorul fortelor

exterioare n punctul teoretic de contact O (daca corpurile nu s-ar deforma) este alcatuit din
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- - -
forta rezultantd R i momentul rezultant M Q. Torsorul in O al fortelor de legatura p;,

aplicate in Aj, este:

Ecuatiile de echilibru sunt:
- > - - o, o
R+R'=0 , Mo+Mgp=0 (6.9)
Fiecare din componentele torsorului de reducere din O al fortelor exterioare se
descompune dupad normala in O la suprafata de contact si o dreaptd din planul tangent in O
la suprafata (S5 ) de reazem:

-> > - - -> o
R=Rn+Rt , M'g=Mp+Mt (6.10)

In mod identic (figura T 6.10) se procedeazi cu elementele torsorului rlo al
fortelor de legatura:
- > - - >
'=N+T , M'og=Mp+Mr (6.11)
Ecuatiile de echilibru, proiectate pe directia normalei si in planul tangent, se scriu:

-> -5 - -> -5 - - - - - o> >
Rn+N=0 , Rt+T=O s Mn+|\/|p=0 s Mt+|\/|r=0 (6.12)

)

ngrmala in O

plan tangentin O

Figura T 6.10
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Sa analizam rolul pe care-1 indeplineste fiecare componenta in parte:

%
. Forta Rp tinde sd deplaseze corpul in directia normalei On la suprafata de
_)
reazem. Aceastd deplasare este impiedicatd de reactiunea normald N ;
_)
. Forta Rt tinde sd deplaseze corpul in planul tangent in O la suprafata de

reazem. Aceastd deplasare se numeste alunecare si ea este impiedicata de forfa de
%
frecare de alunecare T ;

%
o Cuplul de moment M p are tendinta de a roti corpul in jurul normalei On.

%
Aceastd miscare se numeste pivotare si ea este impiedicata de cuplul de moment M p,

numit cuplu de frecare de pivotare;

%
o Cuplul de moment Mt are tendinta de a roti corpul in jurul unei axe din
planul tangent la suprafata de contact. Aceastd migcare se numeste rostogolire si ea

%
este impiedicata de cuplul de moment M r, numit cuplu de frecare de rostogolire.

6.4.2. Frecarea de alunecare

Sa consideram un rigid actionat de un sistem de forte exterioare al carui torsor de

reducere 1n raport cu punctul teoretic de contact cu suprafata de reazem este alcatuit doar

> > o -
R

din forfa R = Rnpn+ Rt (figura T 6.11). Conform principiului actiunii si reactiunii fortei

> o> >

i se opune reactiuneca R'= N+ T . Aceasta este inclinatd cu unghiul « fatad de directia
normalei, unde o este dat de relatia:

- |-
T|=|N|-tg « (6.13)
Normala

Plan
tangent

FiguraT 6.11
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In cazul echilibrului la limita unghiul & capata valoarea maximi @y =@ :

- -
T max|=[N|-1g ¢ (6.14)
not
Notand x = tg ¢, unde u este coeficientul de frecare de alunecare, obtinem:
- | -
TI<IT max|=#-|N (6.15)

Legile frecarii uscate (Coulomb) prezentate in cazul echilibrului punctului material
cu frecare raman valabile si in cazul de fatd ca si observatiile referitoare la coeficientul de
frecare de alunecare .

6.4.3. Frecarea de rostogolire

Sa consideram un rigid in echilibru actionat de un sistem de forte care are torsorul

- - o
in O alcdtuit din R=Rnp+ Rt si Mo Mt (figura T 6.12). Conform principiului

actiunii si reactiunii torsorul in acelasl punct al fortelor de legaturd este alcatuit din

> > 5> o -
R'=N+T si M'g=My. Momentul Mt tinde sa produca rostogolirea corpului si lui i

se opune momentul de frecare de rostogolire M r . Aceasta situatie este intalnita in practica
in cazul rotilor de autovehicule, al bilelor sau rolelor de rulment.

(©)

MI’
plan
tangent
Figura T 6.12
%
Astfel, in figura T 6.13 a se considera o roata actionatd de fortele exterioare G si
> -

F In figura T 6. 13 b fortele G si F s-au inlocuit cu torsorul de reducere Tn raport cu
punctul teoretic de contact O. Roata si calea de rulare fiind corpuri deformabile contactul
va avea loc pe o suprafata si nu intr-un punct. In fiecare punct de contact va apare o
- -
reactiune care se poate descompune dupa directiile normala si tangentiald in nj si tj.

- -
Aceste componente se Tnlocuiesc cu rezultantele lor N si T .
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RS RS
b
- )
= —l_ - v y
a . M T
" 0 0 T B
N N
(®) (b) (©) (d)
Figura T 6.13

Situatia din figura T 6.13 b este determinata de faptul cd zona de contact este
asimetrica fatd de planul median, fiind mai mare in partea in care roata are tendinta s se
deplaseze. Pentru echilibrul la limita se obtine situatia din figura T 6.13 c . Distanta s, care

%
reprezintd distanta maxima a cu care este deplasata reactiunea normala N fata de verticala

punctului O, se numeste coeficient de frecare de rostogolire. Distanta b este neglijabila.

-> >
Facand reducerea sistemului de forte N si T in raport cu punctul O se obtine situatia din

- >
figura 6.13 d. In concluzie, apar ca reactiuni forfele N si T si momentul de frecare de

%
rostogolire M r, opus tendintei de rostogolire si de modul:

%
Mr

%
Mr

%

< =s-|N (6.16)

'max

Coeficientul s se exprimd in metri iar valoarea sa (determinatd experimental)
depinde de raza rotii si de natura materialelor din care sunt confectionate rotile

6.4.4. Frecarea de pivotare

Sa consideram un rigid aflat in echilibru pe o suprafata si actionat de un sistem de

- - - -
forte exterioare al carui torsor in raport cu punctul O e (S) este R=Rp si Mo=Mnp.

- >
Torsorul in acelasi punct al fortelor de legatura este format din R'=N si

- -
M'5 =M p(figura T 6.14). Echilibrul impune ca:
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(Sl ) E normala

Figura T 6.14

— - = -

R , Mp+Mp=0 (6.17)
_)

Experienta arati cd M p, denumit moment de frecare de pivotare, nu poate depdsi

o anumita limita, respectiv valoarea maxima a momentului de frecare de pivotare este data
de:

- -
M p,max| = kN (6.18)

unde u este coeficientul (adimensional) de frecare de alunecare iar k este un factor ce
depinde de forma suprafetelor aflate in contact (are dimensiunile unei lungimi).

In concluzie, tendingei de pivotare i se opune un cuplu de frecare de pivotare care
variaza de la zero la o valoare maxima egald cu produsul dintre un coeficient de frecare
de alunecare u (stabilit experimental), un factor unidimensional k, depinzdnd de forma si
de dimensiunile suprafetelor in contact §i modulul reactiunii normale:

- - -
M p| <M p,max = uk|N (6.19)

6.4.5. Frecarea in articulatii si lagire

In afara frecarilor prezentate, care se refereau la reazemul simplu, in tehnica se
intalnesc si alte cazuri importante in care intervine frecarea. Doud dintre aceste situatii vor
fi prezentate in cele ce urmeaza.

Rotile unei magini sunt fixate pe arbori sau osii, care la randul lor se reazema pe
lagare (figura T 6.15). Portiunile din arborii sau osii care vin in contact cu lagarele se
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numesc fusuri. In timpul rotatiei arborelui intre fus si lagér are loc o alunecare sau o
rostogolire Insotitd de frecare.

Fus Tendinta de miscare

Fus Rulment

Figura T 6.15 Figura T 6.16

Frecarea in lagar se manifesta printr-un cuplu de frecare. Experienta aratd ca acest

%
moment, notat M f , si numit moment de frecare din lagar (din articulatie) nu poate

depasi o anumita limita, respectiv valoarea maxima a momentului de frecare din lagar este
data de:

%

_)
M £ max R

—u'r (6.20)

%

unde ' este coeficientul (adimensional) de frecare din lagar, r este raza fusului iar R’

este modulul reactiunii din articulatie.

Tn concluzie, intr-un lagar sau intr-o articulatie (figura 6.16) apare un cuplu de
frecare, opus tendingei de rotatie, de moment ce variaza de la zero la o valoare maxima
egala cu produsul dintre un coeficient de frecare in lagar u', raza fusului r si modulul
reactiunii.

N
M f

%
M f, max

%
< = u'r|R" (6.21)

Coeficientul de frecare u', care se determina experimental, depinde de natura

suprafetelor de contact, de forma si dimensiunile lagarului precum si de modul de repartitie

%
al reactiunilor elementare pe suprafata de contact. Modulul reactiunii R ' are expresia:

- 2 '
R'= (R x) + (R y)z - pentru articulatia cilindrica;

- . . :
e |[R= \/ (R X)Z + (R y)2 + (R 7 )2 - pentru articulatia sferica.

Tn figurile T 6.15 a, b sunt date exemple de lagdre de alunecare si de rostogolire.
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6.4.6. Frecarea firelor

Sa consideram o roata pe care este infasurat un fir. Daca roata este fixa si firul are
tendinta de miscare sau daca firul este fix si roata are tendinta de miscare, atunci intre fir si
roatd apare frecare (figura T 6.17). Notand cu u coeficientul de frecare, cu 6 unghiul de

infagurare a firului pe roatd si cu Tqsi T o tensiunile in fire de o parte si de alta a rotii,
atunci conditia de echilibru se scrie:
_ T
e MO <1 <out (6.20)
T2
Relatia (6.20) poartd numele de formula lui Euler pentru frecarea firelor.

Tendinta de migcare

FiguraT 6.17
6.5. Probleme rezolvate

R 6.1. Se considera bara omogena AB, de greutate G si lungime | , simplu rezemata in B
pe un plan inclinat cu unghiul S fata de orizontald si articulata in A ( fara frecare ).
Directia barei formeaza unghiul « cu orizontala ( figura R 6.1.1 ) Un fir inextensibil,
trecut peste scripetele fix fara frecare din D , uneste punctul C al barei cu o greutate Q (AC
=a, y dat). Daca bara este solicitatd de un cuplu de forte de moment M , se cere :

a ) Reactiunile din A i B ;

b) Valoarea momentului M pentru care bara rdméane in echilibru in pozitia data
daca lipseste reazemul din B .

FiguraR 6.1.1 FiguraR 6.1.2
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Rezolvare: a) Se elibereaza bara de legaturile sale (articulatia din A, firul din C si
reazemul simplu din B) si se introduc reactiunile corespunzatoare (vezi figura R 6.1.2).

- -
Deoarece S¢ =Q, necunoscutele problemei sunt R A(H aVa ) R B(N B). Ecuatiile scalare
de echilibru sunt:

> X=Hp+Qcody —a)— Ng sin g =0

1)
DY, =V, -G —-Qsin(y —a)+ Ng cos =0 )
ZMAzM—G-lZCOSa—Q-asinerNB-Icos(ﬂ—a)zo (3)

Din ecuatiile (1-3) se obtin reactiunile:

Ng = L (Q Lsin +Ecos Mj
B cod g —a)\c | TR

Ha=Ngsin g —Qcoiy—a), Vv A=G+Qsin(;/—a)— Ng cos B
b) Absenta reazemului din B conduce la:

| .
Ng=0 =M =G-§cos<z+Q-asm7.

R 6.2. Bara cotita OABC, de greutate neglijabild, este incastrata in O si este solicitata de :
- 0 sarcind uniform distribuita, de intensitate q ( N /m ) , aflata in planul yOz ;
- 0 sarcind distribuita , ce scade liniar de lap ( N/ m ) la 0, aflata intr-un plan
paralel cu yOz ;

- 0 sarcina punctuald F (N), aflata intr-un plan paralel cu xOz, ce face unghiul
a cu Oz.

Dimensiunile barei fiind cele din figura R 6.2.1, s se determine reactiunile din
ncastrarea O .

A M Q
Z 4 A LY f 3l g
g R
P o (T T [, M ! -
1 y M
1 2l e 2l - X R y E |
X - B X B R
A o \F | o AF
S /
v 2l
3l 5
v
c . cC u
P c
FiguraR 6.2.1. FiguraR 6.2.2.

Rezolvare: Fortele uniform distribuite formeaza un sistem de forte paralele si se

nlocuiesc cu rezultanta lor Q = 2 q |, cu punctul de aplicatie in mijlocul segmentului AD
(figura R 6.2.2). Fortele liniar distribuite formeaza si ele un sistem de forte paralele si se
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3pl
Tnlocuiesc cu rezultanta PZE I p(s) ds=7p (aria triunghiului BCC’), cu punctul de
aplicatie in centrul fortelor paralele aflat pe BC la distanta :
J.3I S- p(s)ds
0
=T, . =2
F'pes)ds

Eliberand corpul de legdtura sa (incastrarea din O) si introducdnd componentele
reactiunii din incastrare (R . Ry, R, ) si ale momentului din Incastrare (M M v M, ), se

pot scrie urmatoarele sase ecuatii scalare de echilibru:
> X;=R,~Fsina=0 >M;,=M, —Q-3l—Fcosa -41—P-21=0

>Y=R,~P=0 2M =M ,+Fcosa-1=0
>Z=R,-Q-Fcosa=0 2M,=M, +Fsina-41-P-21=0.

Rezolvand acest sistem obtinem:

R,=Fsina M ,=6ql >+3pl?+4Flcosa
3pl

Ry=7 M =-Flcosa

R,=2ql +Fcosa M,=3pl?-4Flsina.

R 6.3. Placa dreptunghiulara ABCD se sprijind in A pe un plan orizontal i in B pe un plan
inclinat ( figura R 6.3.1). Cunoscéand lungimile laturilor dreptunghiului AB=b si AD=a,
coeficientul de frecare de alunecare 4 din A si B si unghiul « de inclinare, sa se

determine pozitia de echilibru data prin unghiul @. Sa se particularizeze rezultatul gasit

T . a . . . . :
pentru 6 = E si — —> 0 ( cazul barei ce se sprijind pe doi pereti perpendiculari).

FiguraR 6.3.1 FiguraR 6.3.2

Rezolvare: Se elibereaza corpul de legaturile sale (reazemele cu frecare din A si B)

- -
si se introduc reactiunile corespunzatoare RA(NA,TA), Re (NB,TB) (figura R 6.3.2).
Ecuatiile de echilibru si conditiile de echilibru (la limitd) asociate frecarilor din A si B
sunt:
D X=T p+Tgcos(z —a)—Ngsin(z—a)=0
D2Yi=N,~G+Tgsin(z—a)+Ngcosz—a)=0
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va? +b?

2Mia=-G- >
Ta=#uNp , Tpg=puNg.

cos(,B+9)+TB-bsin(a+¢9)—NB -bcosla +6) =0

Rezolvand acest sistem se obtine:
sina + ucosa Y7,

Na= G,Ng= G, Tpa=uNp,Tg=uNg,
A ‘y2+1isina ® iy2+1isina AZH T A BT e
2
1+ 2,u (Ctg a— ,u)
no+1
tg &= .
E+ 24 (yctga +1)
b u 241
a
Observatie: Daca b -0, =% (cazul barei rezemate cu frecare intre doi pereti
. ) . .. . 1-u 2
perpendiculari), atunci echilibrul se realizeaza pentru tg 6 = >
y7,

R 6.4. Sistemul din figura R 6.4.1 este format dintr-un disc omogen de greutate G si raza
R, care se sprijind pe o bard orizontald de greutate neglijabild care este articulatd in A si
rezematd in B, si un corp de greutate P aflat pe un plan neted si inclinat cu unghiul « fata
de orizontald. Stiind ca AC=CB =1,R=1/3,G=1000 N, & =30° si cd in C existd
frecare atat de alunecare cét si de rostogolire de coeficieni #£=0.15is=0.15R, secer:

a ) Valorile fortei P pentru echilibru ;

b ) Reactiunile in A si Bpentru P=P__ .

C Tendinta de
alunecare

Tendinta de
rostogolire

\j

G,R [T

FiguraR 6.4.1 FiguraR 6.4.2

- -

Rezolvare: Sub actiunea fortelor G si F semidiscul poate aluneca, respectiv
rostogoli, in sensul precizat in figura R 6.4.2. sau in sens contrar. Eliberdnd corpul de
reazemul cu frecare din A si introducand reactiunile corespunzatoare (reactiunea normala

- - -
N a, forta de frecare de alunecare T p si momentul de frecare de rostogolire M), se

scriu urmatoarele ecuatii si conditii de echilibru:
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2 X;=P+T,cosa—Njpsina=0 1)
DY, =—G+T,sina+N,cosa=0 )
>M.a=-M +G-Rsinag—P-Rcosa =0 ©)
Conditia de nealunecare: T o< g N p 4)
Conditia de nerostogolire: M <SN 4 5)

Din (1 - 5) gasim ca:
]
goa-—u 9% g G L
‘,u tga+1 'S
R
Studiind cazul tendintelor opuse de alunecare, respectiv rostogolire, gasim o
valoare maxima pentru forta P in cazul echilibrului:

P min=max

tga+1 J ©

( tgoz+i |
t
P max=mi _ 90:"'/116, S R GL @)
[ Hga - tga+l }

Pentru ca semidiscul sa raméana in echilibru in pozitia din figura R 6.4.2. trebuie ca
Pmin <P <P max-

Caz particular: In cazul valorilor particulare propuse pentru parametrii problemei
obtinem ca:
tga—u tga+ u

G=3377N —— G=87,79N
Higa +1 —utga+1
S S
tga—E tga+§
s G =4507N S G=7018N.
Etga+1 —Etga+l

Sunt posibile urmatoarele situatii:
a) Pe[0;3377N) - corpul alunecd spre B si se rostogoleste in sens

trigonometric;
b) P e[3377N;4507N) - corpul se rostogoleste in sens trigonometric fara a

aluneca;
c) P e[4507N;7018N]- corpul se afla in echilibru;

d) Pe(7018N;87,79N]- corpul se rostogoleste in sens orar fara a aluneca;

e) Pe (87,79 N; oo) - corpul aluneca spre C si se rostogoleste in sens orar.

6.5. Placa omogena din figura R.6.5.1 are o articulatie in O caracterizatd prin coeficientul
de frecare g si raza fusului articulagiei ry. S se determine valorile coeficientului de

frecare pentru ca placa sa ramana in echilibru in pozitia din figura.
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AY

- TS

¥ x

4a "Gl

FiguraR 6.5.1 FiguraR 6.5.2

Rezolvare: Eliberam corpul de legitura sa (articulatia cu frecare din O) si
introducem reactiunile corespunzatoare (componentele Hg,Vo ale reactiunii din
articulatie si momentul de frecare din articulatie M ; ). Pentru a nu determina centrul de
masa al placii se imparte aceasta In doud (suprafata triunghiulara si suprafata patratica) si

- -
se introduc greutdtile G, si G, in centrele lor de masa C,,C, (figura R 6.5.2).

Consideram 1n cele ce urmeaza tendinta de rotire a placii in sens orar. Ecuatiile de
echilibru si conditia de echilibru asociata acestui tip de frecare sunt:

D X;=—Hg=0 1)

ZY i=V O_Gl_GZZO (2)
3a a

ZMiO:Mf-'-GZ'?_Gl'g:O (3)

M¢<uoroyHS+V 3 (4)

Considerand ca densitatea superficiala este p, putem scrie :

G;=M;,g=A; pg=6pa’yg , G,=M,g=A, pg=pa’g (5)

Din(1-5 bii > :
( ) se obtine 1 1ar,

Observatie: Studiul tendintei de rotire in sens trigonometric ne aratd cd placa rdmane in
echilibru indiferent de valorile coeficientului de frecare u .

R 6.6. Un cablu, trecut peste doi tamburi ficsi, are la capete doua greutati P si Q (figura R
6.6.1) . Cunoscand coeficientii de frecare intre cablu si cei doi tamburi, £, si ,, e cere
raportul greutdtilor P si Q pentru echilibru.

P Q
FiguraR 6.6.1 FiguraR 6.6.2
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Rezolvare: Sectiondam cablul in portiunea dintre tamburi si introducem tensiunea
in cablu, T (figura R 6.6.2). Conditiile ca cele doua bucati de cablu sa nu se deplaseze pe
cei doi tamburi se scriu sub forma:

3z} Q 3z 3z T 3z
ex _,U1'7 s?gex ﬂl'? , €X —,u2-7 SESEX /12-7

Inmultind membru cu membru cele doud duble inegalitati obtinem valorile pe care
le poate lua raportul Q / P la echilibru:

3 3
EXF{—(/! 1+ H 2)'§)$%$9XF((,U1+ #2)‘77;)

6.6. Probleme propuse
6.6.1. Teste clasice

TC 6.1) Se considera bara omogena AB de greutate G si lungime |, simplu rezemata fara

I
frecare in punctele A si D pe o suprafata semicilindrica de razd R= > (figura TC 6.1.1).

Sa se determine reactiunile in A si D si pozitia de echilibru data prin unghiul 6.

I,
P v

HA

FiguraTC6.1.1 FiguraTC 6.2.1

TC 6.2) Se considera bara din figura TC 6.2.1, articulata in A si simplu rezemata in B. Ea
este actionatd pe latura AC de forta liniar distribuitd de intensitate maxima p (N/m) si de
forta concentratd P (N) in punctul E. Dimensiunile barei fiind cele din figura, sa se
determine reactiunile din articulatia A si reazemul B.

TC 6.3) Paralelipipedul dreptunghic omogen din figura TC 6.3.1., cu latura bazei a si
indltimea b se sprijind pe un plan inclinat al carui unghi « poate fi modificat, coeficientul
de frecare de alunecare dintre paralelipiped si plan fiind u . Sa se determine unghiul & in

cazul echilibrului.
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Figura TC 6.3.1 FiguraTC6.4.1

TC 6.4) O bara cotitd, de greutate neglijabila, este prinsa la un capat de un resort elastic de
constanta elastica K si lungime initiala | iar la celalalt capat are montata o bila de greutate
G (figura TC 6.4.1). Bara este articulatd cu frecare in punctul O. Cunoscand pozitia de
echilibru data prin unghiul ¢ , raza articulatiei r si coeficientul de frecare in articulatie
U ¢, sa se determine valorile greutatii G in cazul echilibrului.

6.6.2. Teste grila

TG 6.1) Placa omogena din figura TG 6.1 este alcatuitd dintr-o parte marginita de un
semicerc de raza R care se continud cu o parte in forma de triunghi isoscel cu baza 2R si
inaltimea h. Sa se determine relatia dintre indltimea h si raza R astfel ca placa sa stea in
echilibru pe un plan orizontal pentru o Tnclinare oarecare a sa.

a) R=v2h : b)R=h:c)h=+2R; d) h=2R.

a

A
o

Mg P — ]
' I

Figura TG 6.1 Figura TG 6.2 Figura TG 6.3

TG 6.2) O cutie de masda M = 75 kg si laturd a = 0,6 m se gaseste in repaus pe o suprafata
aspra (figura TG 6.2). Contactul intre cutie si suprafata este caracterizat de coeficientul de
frecare de alunecare x=0,2. Care este valoarea maxima a fortei P care actioneaza asupra

cutiei si care este indltimea maxima h la care aceasta se poate aplica pentru a nu produce
rasturnarea sau alunecarea cutiei pe podea? Se considerd g =9,81m/ s2.

a) Py =14715N,h . =15m ; b) P, =12528N,h,,, =12m ;
) Prax=14031N,h ., =2m ; d) Py, =24075N, h,, =18m.
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TG 6.3) Bara orizontala AB din figura TG 6.3 are o articulatie in O caracterizata prin
coeficientul de frecare g siraza fusului articulatiei r. Ea este actionata de fortele verticale

P si Q, aflate la distantele a si b, respectiv, de articulatia O. Precizati domeniul de valori pe
care il poate lua raportul P / Q pentru realizarea echilibrului in pozitia din figura.

)E [b- ur b+ur1 . E ra+,ur a— ,uﬂ
QEL'HM a—ﬂrJ ’ Qetb ur b+/”J
P rr—yb r+ya1

% QELHﬂb r—ﬂaJ

)Ee(O,oo)

6.7. Indicatii si raspunsuri

TC 6.1) Se eclibereaza bara de legiturile sale (reazemele fara frecare din A si D) si se

- -
introduc reactiunile normale N 5 si Np (figura TC 6.1.2). Ecuatiile de echilibru sunt:
-6
in:NAcos(ﬁ—H)—NDsinﬁ =0
. T —
DY =N sin(z—6)-G+Np cos =0
.6 | T—6

2 M =Np +2Rsin— -G+ 5 cos——=0.

Rezolvand acest sistem gasim:
%
1++/33 G C0S, G
0 =2arcsin , Np=— =0,447G, Ny =— .
8 A7 2 coso P2
a |E> a
pa :
_>  E—
¥ 1B
4al3 CNG
A A,
VA
FiguraTC 6.1.2 Figura TC 6.2.2
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TC 6.2) Forta distribuita liniar se inlocuieste cu rezultanta R= pa plasata pe bara AC la
-
distanta 2a / 3 de punctul C (figura TC 6.2.2). Se introduc reactiunile R A(H A,VA) si

BN

Rs (N B) si se scriu ecuatiile de echilibru:
2. X;=Hx—Ngsin30° + pa=0
DY =Va+Ngcos30® -P=0

N <in 200 0, _ g da
2 M x=Ngsin30°-a+Ngcos30°-a—P-2a-pa- 3 =0

Necunoscutele acestui sistem sunt H 5,V si Ng.

TC 6.3) Reactiunea normala din partea planului isi deplaseaza punctul de aplicatie odata
cu cresterea unghiului planului. La limita echilibrului, care se poate pierde prin rasturnare,
reactiunea se aplica in pozitia extrema A a bazei (figura TC 6.3.2). Reducerea fortelor de
legaturd in centrul O al bazei impune introducerea momentului de frecare de rostogolire
M, . Ecuatiile si conditiile de echilibru se scriu:

> X;=T-Gsina=0

2Y,=N-Gcosa=0

b .

2 Mio=M, -G sina=0

T<uN , M, <sN.
Coeficientul de frecare de rostogolire s reprezinta deplasarea maxima pe care o poate avea

a

reactiunea normala N, adicd s=—. Rezolvand setul de conditii de mai sus se obtine

2

. a
a <min(arctg , arctg E) .

FiguraTC 6.3.2 FiguraTC 6.4.2

TC 6.4) Forta elatica ce se dezvolta in resort este F, =k-2rsin ¢ iar articulatia cu

ﬁ '
frecare din O se inlocuieste cu reactiunea R (HO,VO) si momentul de frecare M ¢
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(figura TC 6.4.2). Considerand tendinta de rotire a barei in sens orar , ecuatiile de echilibru
sunt:

2 Xi=Hg=0

DY i=Vo-G+Fy=0

D Mio=M ;+Fy -2rcosg—G-rsinp=0
iO f el

IRVE.
Mi<ugroyHot+Vo

Considerand si cealaltd tendintd de miscare se gaseste ca:
2rksin ¢(2rc03¢)+ Ho ro) <G< 2rksin (p(2rcos(p— Ho ro)

rsing+ u gl rsing— uqrg

TG 6.1) Se pune conditia ca momentul rezultant al fortelor de greutate sa fie nul:

sin”
) *
Gl,gR_z

h
=Gz‘§.

2
Raspuns corect: C)

TG 6.2) Se scriu ecuatiile de echilibru:
N=G=Mg,P=T< uN=P,, P -hpax=Mg-

N |

Raspuns corect : b).

TG 6.3) Pentru tendinta de rotire in sens trigonometric ecuatiile de echilibru si conditia de
echilibru se scriu:

> Xi=Hg=0
2Y=Vo-P-Q=0
2>M;0=Q-b—P-a+M; =0

M <uryH3+V3.

Raspuns corect : a).
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7. Echilibrul sistemelor de puncte materiale si de solide rigide

7.1. Conditii de echilibru ale unui sistem de forte ce actioneaza asupra unui sistem de
puncte materiale

O multime de n puncte materiale, legate Thtr-un anumit mod intre ele, formeaza un

sistem. Fortele care actioneazd asupra punctului material Aj,i= 1,_n , sunt de doua feluri:
% -
- forte exterioare, a caror rezultantd o vom nota cu F i (figura T 7.1);
%

- forteinterioare, notate Fijj, j =1,_n, j=I.
Conform principiului actiunii §i reactiunii fortele interioare sunt doud cate doua
egale si direct opuse:
- - - _
Fij+Fji=0,i,j=Ln,j=i (7.0)
in plus, momentul fata de un punct arbitrar O al oricirei perechi de forte interioare

- -
Fij,Fji estenul

-> - -> - -> - -
r.xF|J+rJ><F]|=r|><F|J+rJ><—F.l r.—rJ ><F|J— (72)
> > - > >
=AjAjxFij=0,deoarece AjAjllFij.

FiguraT 7.1 FiguraT 7.2

Prin definitie, un sistem de puncte materiale este in echilibru daca fiecare punct din
sistem se afla in echilibru si reciproc.

Conditia necesara si suficientd ca un punct Aj,i =1,_n, din sistem sd fie in
echilibru este:
- - - _
F Fij=0,i=1 (7.3)

n
i+
=
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Insuménd ecuatiile (7.3) se gaseste ca:

n n n_o N
D Fi+) DFij=0 (7.4)
i=1 i=1j=1
J=i
A _) _
Inmultind vectorial relatiile (7.3) cu vectorii r j,i=1n, la stanga, se obtin si
ecuatiile:
-> o n-»> - - _
rixFi+ Y rixFij=0,i=1 (7.5)
j=1
J#i
care, prin adunare, conduc la:
n-»> - nn-» — -
DrixFi+> > rixFij=0 (7.6)
i=1 i=1j=1
j#i
n n— > nn- - -
Conform relatiilor (7.1 — 7.2) avem ca ZZ Fij=0 'ZZ rixkFij=0,
i=1lj=1 i=1j=1
J#i J#i

astfel ca , din (7.4) si (7.6), obtinem urmatoarele conditii necesare de echilibru pentru un
sistem de puncte materiale:

(1.7)

Aceste conditii nu sunt insa si suficiente pentru echilibrul unui sistem de puncte
materiale deoarece ele nu asigura ca fiecare punct al sistemului este in echilibru. Astfel,
considerand un sistem de doua puncte materiale Aq si Ao, actionat de fortele coliniare
- -

F si -F (figura T 7.2), cu toate ca relatiile (7.7) sunt verificate, punctele nu vor fi in
echilibru ci se vor apropia unul de altul.

Pentru un solid rigid, conditiile (7.7) sunt conditii necesare §i suficiente de
echilibru.

7.2. Teoreme si metode pentru rezolvarea problemelor de statica sistemelor

Conditiile (7.7) reprezinta forma matematica a teoremei solidificarii al carui enunt
este:

Teorema solidificarii: Un sistem de puncte (sau de rigide) deformabil, care se afla
in echilibru sub actiunea unui sistem de forte oarecare, continud sa ramand in repaus
daca este rigidizat prin introducerea unor legaturi interioare suplimentare.

Daci se considera doar o parte din ecuatiile (7.3) si (7.5) si anume acelea care
exprima conditiile de echilibru pentru punctele ce alcatuiesc un sistem izolat din sistemul
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de puncte initial, procedand la fel ca mai sus se obtin conditii similare celor exprimate de
(7.7), cu observatia ca sumele se considera numai pentru punctele subsistemului. Se obtine
astfel teorema echilibrului partilor, care se enunti astfel:

Teorema echilibrului partilor: Daca un sistem de puncte (Sau de rigide)
deformabil se afla in echilibru sub actiunea unui sistem de forte, atunci o parte oarecare
din sistem considerata ca rigid este de asemenea in echilibru sub actiunea fortelor care
corespund acestei parti.

Folosind aceasta teorema se poate observa cd pentru a rezolva o problema de
echilibrul sistemelor de corpuri putem considera echilibrul fiecarui corp in parte. Se ajunge
astfel la metoda izolarii corpurilor.

Fiecare corp izolat va fi actionat de forfele exterioare date (active), de fortele
exterioare de legatura (necunoscute) din legaturile corpului cu corpurile din afara
sistemului si de fortele interioare de legatura (necunoscute) din legaturile acestui corp cu
celelalte corpuri din sistem.

Tipurile de legaturi (exterioare sau interioare) sunt aceleasi cu cele Intdlnite 1n
cazul rigidului cu legaturi si modul de tratare al lor este acelasi. in ce priveste fortele de
legaturd interioare, trebuie respectat cu atentie principiul actiunii si reactiunii, ceea ce
inseamna ca dacd pe un corp apare o actiune, pe corpul cu care vine in contact va apare o
reactiune egala si direct opusa.

Tn rezolvarea problemelor de echilibrul sistemelor de corpuri apar ca necunoscute
parametrii ce fixeaza pozitia de echilibru precum si componentele reactiunilor. Pentru a
elimina unele reactiuni, care nu intereseaza, se poate aplica teorema echilibrului partilor
sau chiar teorema solidificarii, adica se scriu ecuatiile de echilibru doar pentru o parte din
sistem considerata rigidizata sau pentru intregul sistem considerat ca rigid.

7.3. Probleme rezolvate
R 7.1) Se considera sistemul de bare in echilibru din figura R 7.1.1. Stiindca | =1

m,g=2kN/m,P=10kN si M =20 kN m, sa se determine reactiunile din
incastrarea A , reazemul simplu B si articulatia C .

al

D
I__E \ .
= e )
] P
3| H A
__: A ________ e — —
S 2l 15 |15l
FiguraR 7.1.1

Rezolvare: Se aplica metoda izolarii corpurilor considerand fiecare corp separat,
actionat de fortele exterioare, fortele de legaturd cu exteriorul sistemului si fortele de

102



Mecanicd teoretica — teorie si aplicatii

legaturd intre corpurile care alcatuiesc sistemul. Forta uniform distribuitd q se Tnlocuieste
cu o fortd concentrata echivalentd Q = 4 | g, aplicata la jumatatea barei AD si avand
aceiasi directie si sens cu forta . Pentru fiecare corp se scriu cele trei ecuatii de echilibru
corespunzatoare cazului plan.

Corpul 1 (figuraR 7.1.2)

2 Xi=—Hp+Q—Hc =0 1)
DY =Va-Ve =0 )
DMip=Mp—M-Q-21-V;-21+H-31=0 ©)
D
1|_ MN C H
20 ~
o I: "Vc
2l
VA-XI\./IA H
A?‘l A
VA
FiguraR 7.1.2 FiguraR 7.1.3
Corpul 2 (figuraR 7.1.3)
2 X; =H¢c —Psin45° =0 (4)
DY, =V¢ + N —Pcos45’ =0 ()
3V2I
D Mic = Ng-31-P:——==0 (6)

Din ecuatiile ( 1 — 6 ) se obtine :

J2

INB: Ng =7P=5\/5kN

INC: He = Psin45° =5J2 kN ; V. = Pcos45, — Ng =0
Hay=-He +Q=[8-5V2)kN ;V, =V =0;
Mp=M+21Q+2IV; —3IHg =28-15J2kN-m

InA:

R 7.2) Bara AB, de greutate G si lungime 4 |, este rezemata fara frecare in punctele A si C
(AC =3 1) . Capatul A este legat cu un fir inextensibil orizontal AD iar bara formeaza
unghiul @ cu orizontala. Pe bara, in punctul E ( AE = | ) se gaseste o sferd de razi R si
greutate P care este prinsa cu firul OF, paralel cu bara AB ( figura R 7.2.1 ). Stiind ca
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sistemul este 1n echilibru, sa se determine tensiunile din firele AD si OF .

FiguraR 7.2.1

Rezolvare: Se izoleaza cele doua corpuri ( bara si sfera ) si se scriu ecuatiile de
echilibru :

Bara AB (figuraR 7.2.2)

ZYizNA—G—NEcosa+Ncc05a=o )
ZMiA:—TAD'l—G'2|COSa+NC-3|:O (3)

Sfera de centru O (figuraR 7.2.3)

D X;=Tor —Psina =0 (4)
2V, =Ng —Pcosa =0 (5)

FiguraR 7.2.2 FiguraR 7.2.3

Din (1-5)rezulta:

(26 - Psin a)cosa 3Pcos? o + G[3—sin & — 2cos? )
3-sina 'Na 3-sina

2G —3P)sin o cosa
3-sina

Ng =Pcosa; N¢ =

TOF e PSIn a , TAD —
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R 7.3) Fie sistemul de corpuri rigide din figura R 7.3.1. Bara OA, de lungime | si greutate
neglijabila, este incastrata in O si articulatd in A cu troliul de raze R;si R, si greutate Q .
Raza fusului articulatiei este p iar coeficientul de frecare este . Pe cilindrul mare al

troliului este infasurat un fir care are la un capat prins un corp de greutate P. De cilindrul
mic al troliului este prinsa, tot printr-un fir, placa pland omogena de greutate G din figura.

Fiind date valorile pentru I,R,R,,a, p, ££,Q,G, se cer :
a ) Valoarea maxima a fortei P la echilibru ;

b ) Reactiunile in O si A in cazul in care forta P are valoarea maxima.

R.R,(R, <R,)

)

> A

Jo
) ©

//
\
\

O
-

e
w

o
()

@/III

FiguraR 7.3.1

Rezolvare: a ) Se izoleaza corpurile sistemului, se introduc fortele exterioare si de
legatura si se scriu ecuatiile si conditiile de echilibru la limita. Tendinta de migcare a
sistemului care corespunde valorii maxime a fortei P este cea 1n care corpul 4 coboara.

Corpul 1 (figuraR 7.3.2)

2Xj=Ha-Ho=0 1)
DY =—Vp+Vo =0 )
2 Mio=M¢ —=Mg +V,-1=0 3)
-V, A
y
Voh VI
8 M, "wf Hy
o 0 A X
ﬂA
FiguraR 7.3.2 FiguraR 7.3.3
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Corpul 2 (figuraR 7.3.3)

2 X; =—H,=0
2 =VA-T;-T,-Q=0
ZMiA:TZ'RZ _Tl’Rl_Mf =0

M¢ = pyHE+V A
Corpul 3 (figuraR 7.3.4)

DV, =T, +T,—G=0
> Mz =G-b-T,;-2a=0

. . ) i 13-3rx
b este abscisa centrului de masa, care se poate determina functiede a: b = T) a
-7
y
7 I y
T A 2a ‘ —TB
b -
=x C - > 5 =T,
| /
! N
| a X
| i
'é Pmax
FiguraR 7.3.4 FiguraR 7.3.5

Corpul 4 (figuraR 7.3.5)

ZYiZTZ_Pmaxzo (10)

(R+ )LG+ Q
1 'U'OZa H P

Ro—up

Din ecuatiile ( 1 — 10 ) se obtine P,y =

(4)
()
(6)

(7)

(8)
9)

b ) Reactiunile in articulatia A si incastrarea O se determina din ecuatiile ( 1 — 6 ) .

Componentele lor sunt :

b
InA: HA:O;VAszaX+2—aG+Q;Mf =upVp

b
INO: Ho =0;Vo = Py 5-G+Qi Mo =1 p+1)Vo
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R 7.4) Se considera sistemul de corpuri din figura P 7.4.1 format din :

- Dbara cotiti ABC ( AB=4a,BO=1,,CO=I, ) , de greutate neglijabila,
articulata in O (fard frecare) si actionatd in C de forta verticala F
(necunoscutd);

- troliul de greutate G si raze r, R. Articulatia din O este fara frecare ;

- greutatea Q prinsd de roata mica a troliului prin intermediul unui fir (fara
frecare).

Intre firul prins in A si D si roata mare a troliului existd frecare de coeficient de frecare J7
Secer:

a ) Domeniul de valori al fortei F pentru a se realiza echilibrul in pozitia din figura;

b ) Reactiunile in articulatiile O si O, pentru F = F;, .

FiguraR 7.4.1
Rezolvare: a ) Se aplicd metoda izolarii corpurilor .

Corpul 1 (figuraR 7.4.2)

2 Xi=Ho-T=0 1)
2Y=Vo-F=0 @)
2Mio=Ta—F-1,=0 ©)
Tl
A
a VO -
0 Ho
B IC
|1 IZ
F
FiguraR 7.4.2 FiguraR 7.4.3
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Corpul 2 (figuraR 7.4.3)

ZXiZHol—Tl—TfO 4
ZYizvol—G—Q:o 5)
2 Mo, =Q-r+T »R-T;r=0 ®)
In plus, avem si relatia lui Euler:
T pexpl uz)<T | <T , explu 7) @)
Din(3),(6)si(7)seobtine F>F, :QLEM .
RI, exp(luyz')—]_
b)TnO:HO:TZZFmin%:Qéﬁ% v Vo =Fnin
n 0, Hg =T2+T1=2QL explu 7) Vg =G40

R 7.5. Se considera sistemul de corpuri rigide din figura R 7.5.1 format din :

troliul de greutate G, , raze r,,R, si moment de inertie fatd de axa de

simetrie egal cu J ,, aflat pe un plan orizontal caracterizat prin coeficientii de
frecare de rostogolire s si coeficientul de frecare de alunecare u

(necunoscuti);
scripetele fix de greutate G , si raza R, articulat in O, cu bara verticala AO, ;

bara AO,, de lungime | si greutate neglijabila, incastratd in A ;
scripetele mobil, de greutate G, siraza R,;
greutatea G,;

Corpurile sunt legate intre ele prin fire inextensibile si sunt mentinute in echilibru in
pozitia din figura datoritd cuplului de moment M aplicat troliului.
Sa se determine coeficientii de frecare x4 §i S pentru ca echilibrul sa nu se rupa in

sensul de coborére al greutatii G ;.

B JO,rO,RO,G0
. G,
M
:D l
I
(ws)

77

A

FiguraR 7.5.1
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Rezolvare: Se aplica metoda izolarii corpurilor .

Troliul (figuraR 7.5.2)

2 X =T;=8,=0 )
2 =N, =Gy =0 (2
>M; =M +M, -8 (Ry+ry)=0 3)
Ty SsuN, (4)
M, <sN, (5)

FiguraR 7.5.2 FiguraR 7.5.3

Scripetele fix ( figuraR 7.5.3)

2 Xi =S —Hg, =0 (6)
ZYi=Vol—Gl—52=0 (7
2 Mo, =S;R;—S,R=0 (8)

Scripetele mobil (figuraR 7.5.4)

2Yi=S,+53-5,-G,=0 9)

FiguraR 7.5.4 FiguraR 7.5.5 FiguraR 7.5.6
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Bara (figuraR 7.5.5)

2Xj=Ho, ~Ha=0 (11)
2 =Va-Vg, =0 (12)
2 Mia=Hg 1-M,=0 (13)

Greutatea G, (figuraR 7.5.6)
DY, =5,-G4,=0 (14)

Din relatiile (1 — 14 ) rezulta :

G,+G, G, +G3
81282283:T|=HA=H01:T7S4=N|:GO’MAZTI
2G6,+G,+G G,+G
Va=Vo, = - 22 >, M, = 22 3—(R0+r0)—M
G ,+G 4 not (G ,+G 3JR g+ )—2M not
H ZW = Hmin » S2 2G, = Smin

7.4. Probleme propuse
7.4.1. Teste clasice

TC 7.1) Se considera sistemul de bare articulate din figura TC 7.1.1. Cunoscand fortele
- - - -
P, si P,, cuplurile M, si M,, unghiul « precum si distanta a, s se determine

reactiunile din reazemele A si B, articulatiile C si D si Incastrarea E.

Isl - |52 -
S SR N
J

2,53 2a 2,52 35a

FiguraTC 7.1.1

TC 7.2) Sistemul din figura TC 7.2.1 este format dintr-un disc omogen de greutate G si
raza R, care se sprijind pe o bara orizontald de greutate neglijabila care este articulata in A
si simplu rezematd in B, si un corp de greutate P aflat pe un plan neted si inclinat cu
unghiul « fata de orizontala. Stiind ca AC=CB=I,R=1/3,G=1000N, a = 30° sicd
in C existd frecare atdt de alunecare cat si de rostogolire de coeficienti x#=01 si
s=015R, se cer:
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a) Valorile fortei P pentru echilibru;
b) Reactiunile in A i B pentru P=P .-

- 150
é.R X 200KN —=
[ ] A
A B F =50KN
—

a 103

Clus) A\ 5 100KN
I ! T &
I 1 B
FiguraTC 7.2.1 FiguraTC 7.3.1

TC 7.3) Doua blocuri de piatra de greutati G,=200kN si G ,=100kN se sprijind unul pe
celalalt si pe doi pereti perpendiculari (figura TC 7.3.1). Coeficientul de frecare intre
oricare doua suprafete de contact este ¢ =0,2. Este suficienta forta F = 50 kN pentru a

mentine cele doud blocuri 1n echilibru? Se considera ca forta F se aplica in planul median
al celor doua blocuri astfel incat putem considera ca problema este coplanara.

TC 7.4) Se da sistemul de corpuri din figura TC 7.4.1. Bara cotita OBC [m(OBC =90° D

are greutatea neglijabila si este incastratd in capatul O. In C este articulat pe bara un troliu
de raze Rysi R, si greutate G. Articulatia din C este cu frecare de coeficient y , iar raza
fusului articulatiei este p. Pe cilindrul de razd R, este infasurat un fir care la celdlalt
capat este prins de centrul O, al unui disc de greutate Q, simplu rezemat in A pe bara
OBC, directia ﬁruhAli fiind schimbata prin intermediul unui mic scripete (in K) de masa si
frecare neglijabila. In reazemul A exista frecare de alunecare de coeficient u si frecare de
rostogolire de coeficient s. Pe cilindrul de razd R, este infasurat alt fir care la capatul
celdlalt este prins pe un rotor de raza R si greutate G, actionat de un moment motor M .

Se mai dau lungimile OA =1, AB = BC = 2l. Se cer:
a) Sa se determine valoarea maximd a momentului motor M, n cazul

echilibrului;
b) Reactiunile din articulatia C si incastrarea O.

RyR,.G(R, <R,)

0 A@s) B

FiguraTC 7.4.1
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TC 7.5) Se considera sistemul de solide rigide din figura TC 7.5.1 format din:

- bara O,E, de lungime R si greutate neglijabila;

- corpul de greutate P;

- discul de raza R si greutate G cu centrul in punctul C;

- bara O,B, de lungime 3R si greutate neglijabila, inclinata cu unghiul o fata de

orizontala.

Intre fir si disc exista frecare de alunecare de coeficient  ; iar intre disc si bara O ,B

frecare de alunecare de coeficient u si frecare de rostogolire de coeficient s. Cunoscand

i 0,D=R,a == L - F 3102 sé se determi
3 =R,a=—, u=—=,S=——=, u.=—In—, sd se determine:
a) Domeniul de valori al greutatii P Tn cazul echilibrului;
b) Reactiunile din articulatiile O, si O, si reazemul B pentru valoarea maxima

a lui P.

Hy

ﬁ
/

e

FiguraTC 7.5.1
7.4.2. Teste grila

TG 7.1) Ce forta F este necesard pentru a deplasa corpul de masa M ,=300kg spre
dreapta? Coeficientul de frecare la contactul intre oricare doud suprafete este x=0,3
(figura TG 7.1.1). Seva lua g=10m/s?.

a) F=2473N ; b) F=1583N ; c¢) F=1182N ; d) F=985N.

B
C
100Kg
OF 2m
200Kg 30
7777 T T 77 7777 459 A
FiguraTG 7.1.1 FiguraTG 7.2.1
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TG 7.2) Care este valoarea minima a coeficientului de frecare x4 intre bara AB si

suprafetele de reazem pentru ca bara AB sda ramana in echilibru in pozitia din figura TG
7.2.1?
Se cunoaste greutatea barei G =200 N si lungimea ei L = 3,3 m.

) 4 pin=0322 ; b) g nin=0127 ; ©) g miy=0,275 ; d) s yin=0,405.

7.5. Indicatii si raspunsuri

TC 7.1) Vezi figura TC 7.1.2.

y 'Y ; L

= N Y 2 V

L Na R B Ng Ve o °

M, He D
A A\ B c, c —>>
A - X 2 i 2,5 o H, X

2a 35a 25a He -y \
,VCY

FiguraTC 7.1.2

Ecuatiile de echilibru pentru cele trei corpuri sunt:
He=0,Ny—P1+Ng +Ve =0-N,-8a+P-6a—M—Nz-25a=0
Hp +P,cosa —He: =0,Vp —P,sina -V =0,-V -45a—-P,sina-25a=0
Hg -Hp=0,Vg-Vp =0, -Mg —-M,+V -35a=0.
Solutia acestui sistem este:
7 2 M; 25

InA: NA:1—1P1—1—17—2—9Plsma;
InB: N —iP 3& @Psin :
" NBTIIT T g9 PN

- S .

INC: H; =0 ,VC=—§Plsma;

~ 4 .
InD: Hp =-P,cosa ,VD=§stma;

~ 4 14
INE: Hg =-P,cosax ,VE=5stina : MEngzasina—Mz.

TC 7.2) Vezi figura TC 7.2.2. Tendinta de miscare a discului este de la A spre B.

A v,
Mr
H, e
i | ’ -
N

FiguraTC 7.2.2
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Ecuatiile si conditiile de echilibru pentru cele trei corpuri sunt:

T,~T=0, N-G=0, M,—~T2R=0, T<uN, M, ,<sN )
T-H =0,V s+Vg ~N=0, =M .~ N-1+V 521 =0 @3)

. . . U s
< = =
Din (1) 51 (2) gdsim ca P <Py, ma{sin o G, S RSN G) 200N .

Pentru P = P,,,,, valorile reactiunilor sunt:
G R
Hp=PpuxSina=75N VAZE_TPmaxSina:A'?SN ,
G R )
Vg :E+T Prax SIna =525N .

TC 7.3) Vezi figura TC 7.3.2 (tendinta de miscare a blocului B spre stanga).

A

e

N Gll
1l

e

2 Nz

e
1.

FiguraTC 7.3.2

Ecuatiile scalare de echilibru asociate celor doua corpuri sunt:

N;—T »cos15° — N, sin15% =0
Blocul A : 0 0 ;

N5 cosl5” —T ,sin15” - T 1—-G1=0
T3—F—T,cos15 + N, sin15° =0

Blocul B : 0 0 ,
— N5 cosl5” +T,sin15" + N 3—G,=0

la care se adauga conditiile: T1 < N1, To< uN,, T3< uNg3.Seobtine F>174N,
astfel Tncét forta de 50 N este suficienta pentru a mentine echilibrul in sensul studiat. Se
face, In mod identic, un studiu al tendintei de miscare spre dreapta a blocului B.

TC 7.4) Vezi figura TC 7.4.2.
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T 1
2 Tz
W‘
H
He o,
v &
VC
" - Ne
M

H, ~N A VA_:A
4% ) )
o’ m # B
r

FiguraTC 7.4.2

Ecuatiile de echilibru si conditiile de echilibru pentru cele patru corpuri sunt:

Ti=Tao=0, NA\-Q=0,M =T r=0,T p»< uNp,M <sN,,
M +T,R;~T,R,=0 , M (<u, pJHE+VE,
~Ho+T p—Hc =0,V g— N, -V =0,

Mo —-M, =M ;=N -l+Hg 21—V -31=0,
H,-T,=0,V,-G;=0, M, -T, R=0.

Rezolvand acest sistem la limitd pentru M 1 inecuatiile devin ecuatii. Se obtine:

M V—(1+EJQ+G
R ' "9U'R ’

s
Ho=—
o) RQ+

S 3s M,
Mg = S+R_F R1+HI Q+3IG+(2I+R2)?,

m S S R,
HC=—T, VC=EQ+G, M f=—F Rl Q+?Mm'

Momentul motor rezultd dintr-o ecuatie de gradul al doilea obtinuta prin eliminarea

celorlalte necunoscute (pentru z ,=0). Valoarea sa este:

M s RRy
"=y R, O

TC 7.5) Vezi figura TC 7.5.2.
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, 4

A

M1
710
0&? R '\ ‘_L' *
L P

FiguraTC 7.5.2

a) Se scriu ecuatiile si conditiile de echilibru si se obtine un sistem de 10 ecuatii si
3 inecuatii cu 12 necunoscute: H 4,V ,M{,T{,N,T,M,T,, V,,H, N, siP.Inscrierea
conditiilor de echilibru se are in vedere dubla tendinta de miscare.

T+T,—(G+T,)sina=0, N=(G+T,)cosa =0, —M +(T, +T-T,)-R=0,
H,-T=0, N,2+V,-~N=0, M+N,-3R-N-2R=0 (1)
H,—T,cosa=0, Vl—Tlsina=0, M,—-T, Rsin a =0, T,—P=0.
a Vil
_ ] (3] i[-a)
UNST<uN,-sN<M<sN,T,e <T.<T,e (2)
Se aleg ca parametri fortele P si T. Din (1) gasim:

T,=(G+P)sine~T,N=(G+P)cosa, M=R[2T +P-(G+T)sina] ,

1
T,=P, H2=T,V2=g[(G+P)(COSa—Sina)+P+2T] (3)

1
N 2=§[(G+ P)(2cosa +sina)— P —-2T] H, =[(G +P)sina - T]cosa ,
V,=[(G+P)sinag —T]sina,M=R[(G+P)sina —T|sine .

Inlocuind aceste valori in (2) deducem inecuatiile:

P G P G
T+Z+ZZO ) T—Z—ZSO,
T+£—E20 T+3—P—E<O 4)
16 16 ’ 16 16
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1P S0 1i2p-%50
T10 270 0 eI

Acest sistem se rezolva grafic in sistemul de coordonate (P, T). Valoarea minima,

P G G
Pmin » e obtine din intersectia dreptelor de ecuatie T — i 0s1tT+2P- 5= 0. Ea

. Corespunzator ei avem $i T, = Inplus, P,y =0.

5G

9 18

Pierderea echilibrului se poate face doar prin alunecarea firului pe disc si
coborarea prin rostogolire fara alunecare a discului pe dreapta O ,B .

este egald cu P, =—

G 5G
b) Pentru P= 9 siT Ty se obtin reactiunile:

53 5 5 5 5\/§+1 10V3-1
——GV;=--G,M;=—=RG,H,=—=GV,=————G,N,=——G
36 1~ 36 1736 2718 2 27

H
= 27

TG 7.1) Se izoleaza cele doua corpuri (figura TG 7.1.2).

N
L Gl 4—1
\ 4
T12
N12
l N12
12
- E
30°
GZ
-——
TZ
N2

FiguraTG 7.1.2

Scriind ecuatiile de echilibru la limita se obtine valoarea :

2mo+m
F_( 2 1)g0_1182N
sin 30° cos30
U

Réspuns corect : C).

TG 7.2) Vezi figura TG 7.2.2.
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FiguraTG 7.2.2

Se scriu ecuatiile de echilibru pe orizontala si verticala si ecuatia de momente fata
de punctul A precum si conditiile de echilibru la limitd T p= 2#¢ N ,Tc = 2 N¢. Se obtine
M min=0,322. Raspuns corect: a).
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CINEMATICA

Cinematica studiaza miscarile mecanice ale corpurilor fara a lua in
considerare masa acestora precum si fortele care actioneaza asupra lor.

In cinematicd sunt folosite notiunile fundamentale de spatiu si timp. Notiunea de
miscare este o notiune complexa care inglobeaza 1n sfera ei mai multe elemente:

- corpul care se misca (numit si mobil);

- mediul in care se efectueaza miscarea;

- sistemul de referinta (reperul) in raport cu care se efectueaza miscarea.

Daca reperul este fiX, atunci migcarea se numeste absoluta iar daca reperul este
mobil miscarea se numeste relativa.

A cunoaste migcarea unui rigid inseamnd a cunoaste migcarea oricarui punct al
rigidului. Iata de ce, In cele ce urmeaza, se stabilesc principalele notiuni cinematice luand
n considerare punctul material.

8. Cinematica miscarii absolute a punctului material
8.1. Traiectorie, viteza si acceleratie
8.1.1. Traiectorie

Migcarea unui punct material M este cunoscutd dacd in orice moment se poate
preciza pozitia lui n raport cu un punct fix O, adicd daca se cunoaste vectorul de pozitie
N

r ca functie de timp :
- -
r=r(t) (8.1)
%

Functia r se considera continua, uniformd, derivabila de cel putin doua ori si finita

Tn modul (figura T 8.1) .

M
S
N ©
/ M, (t=0) M(t>0)
O
FiguraT 8.1 Figura T 8.2
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Miscarea unui punct material M este cunoscuta si daca se indica curba ( C ) pe care
se migcd punctul (figura T 8.2) si modul in care se misca pe aceasta, mai precis daca se
cunoaste legea s = s(t), numita lege orard a miscarii.

Prin traiectorie se intelege locul geometric al pozitiilor succesive ocupate de punct

%
in miscarea sa (sau locul geometric al extremitdfilor vectorului de pozitie r ). Intre

traiectorie si curba ( C ) pe care se misca punctul nu exista totdeauna o identitate.
8.1.2. Viteza

Mobilele pot parcurge aceiasi distantd in intervale diferite de timp sau distante
diferite Tn acelasi interval de timp astfel incat pentru caracterizarea migcarii este necesar sa
se introduca notiunea de viteza.

Prin definitie, viteza (instantanee) unui punct material este data de derivata intdia
a vectorului de pozitie in raport cu timpul -

(8.2)

Observatii : 1) In mecanica, derivata de prim ordin a unei functii scalare sau vectoriale se
noteaza cu un punct deasupra numelui functiei, derivata de ordin doi prin doua puncte
s.am.d.

N - - - N
.. dr . A Ar . A
ii) Se observa cd v=——-= lim ——, unde ——= Vv medie €ste viteza medie n
dt At—0 At At
- -

intervalul de timp At, A r fiind “’cresterea’’ vectorului de pozitie r .

ii1) Unitatea de masura pentru viteza in sistemul international SI este m - sL,

8.1.3. Acceleratia

Este o marime vectoriala care caracterizeaza variatia vitezei unui punct in migcarea
sa ca directie, sens si modul.

Prin definitie, acceleratia (instantanee) unui punct este data de derivata intdia a
vectorului viteza in raport cu timpul sau de derivata a doua a vectorului de pozitie in
raport cu timpul :

N [ ) RN [ X ]
- not — 2 -
acdvoyodtr o (8.3)
dt dt2
N - - -
Observatii : iv) Se observica a :d—V: lim A—V, unde A—V: a medie €ste
dt At—0 t
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%
acceleratia medie in intervalul de timp At, A v fiind “’cresterea’’ vectorului viteza.

v) Unitatea de masura pentru acceleratie in sistemul international SI este m - s2,

8.2. Expresiile analitice ale vitezei si acceleratiei
Tn diferite sisteme de coordonate

8.2.1. Sistemul de coordonate Frenet (intrinseci, naturale)

Triedrul Frenet este un triedru mobil (figura T 8.3), avand originea n punctul M
care efectucaza miscarea si axele :

%
- tangenta la curba, orientata pozitiv in sensul de crestere a arcului s, de versor 7 ;

- normala principald, adica normala din planul osculator al curbei, orientatd pozitiv

%
spre centrul de curburd, de versor v ;

_)
- binormala, adica normala pe planul osculator, de versor f considerat astfel incat

e > o> >
versorii 7 , v si B luati in aceasta ordine sa formeze un triedru drept ( S = 7x v ).

binormala

tangenta

©

normala
principala

Figura T 8.3 FiguraT 8.4

Misgcarea punctului este data de legea orard s = s(t) iar vectorul de pozitie in raport
cu punctul fix O se exprima in functie de elementul de arc s, adica
- >
r = r(s(t)) (8.4)
Pentru determinarea componentelor vitezei si acceleratiei pe axele triedrului lui
Frenet reamintim doua formule din geometria diferentiald (formulele lui Frenet) :

BEEN g -
dar 7 dz 17 (8.5)
ds s p

unde p este raza de curbura In punctul M.
Viteza punctului M este data de relatia :
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N - - .
r dr ds
V=——=——-—=S7 (8.6)
dt s dt
iar proiectiile sale pe axele reperului considerat si modulul sau sunt :
° —> °
v=s , Vv, =0, vﬂ:O , |v|=s (8.7)

Rezultd cd viteza este tangenta la traiectorie, are sensul miscarii si scalarul egal
cu derivata in raport cu timpul a arcului s.

Tinadnd seama de a doua formulad Frenet si de relatia de definitie (8.3), vectorul
acceleratie este egal cu :

ST |=S7+S——=S 7+—0 (8.8)
Yo,

- - °,
Z_d_v d > oo > .d T oo —> S —>
dt dt

Proiectiile si modulul vectorului acceleratie sunt :

. 2
(X 2 — LX) 2 ° 4
s S
a;,=s , a,= , ap=0 , |a|= [SJ T A RV (8.9

P p2

P

Acceleratia are doud componente (figura 8.4), ambele in planul osculator

- > -
(determinat de vectorii 7 si v ), si anume acceleratia tangentiala a ;(pe directia

%
tangentei la curba ( C )) si acceleratia normala a, (pe directia normalei principale,

orientata totdeauna spre interiorul curbei). Vectorul acceleratie va fi in consecinta si el
orientat spre concavitatea (interiorul) curbei.

Observatie : Din expresia (8.9) rezultd ca singura miscare in care acceleratia este nula este
miscarea rectilinie si uniforma (pe o dreapta cu viteza constantd in modul :

NN o 2
a=0=a;=a,=0=v=—=0=v=constant,p = oo (dreapta).
P

8.2.2. Sistemul de coordonate carteziene

%
In sistemul de coordonate carteziene Oxyz vectorul de pozitie r (t) este definit

prin coordonatele X, y si z ale punctului material (figura 8.5). A cunoaste miscarca
punctului Inseamna a cunoaste coordonatele sale ca functie de timp :
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x=x@) , y=y@t) , z=z(@) (8.10)

Expresiile (8.10) se numesc ecuatii parametrice ale traiectoriei $i ele permit
obtinerea acesteia prin eliminarea variabilei timp t. Vectorul de pozitie are expresia :

- - - -
ry=x(t)i+ylt)j+zt)k (8.11)
- 5 >
unde i, j, k suntversorii constanti ai axelor de coordonate.

Expresiile analitice, componentele pe axe si modulele in coordonate carteziene ale
vectorilor viteza si acceleratie sunt :

- —.) o> o —> o —> [ ] [ ] e |—> .2 .2 .2
v=r=xi+yj+zk,vX=x,vy=y,vZ=z,v= XS+y“+z
- :) o> e0—> o0 > o0 o0 o0 | 002 002 002
a:r:xi+yj+zk,aX=x,ay=y,aZ=z,a= +y“+2z° (812

Figura T 8.5

Figura T 8.6
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8.2.3. Sistemul de coordonate polare
Daca traiectoria este pland, pozitia punctului poate fi precizatd prin coordonate
AN
polare si anume prin raza polara r = OM si unghiul polar 6 = ma{OX,OMJ masurat in

sens trigonometric fatd de Ox (figura T 8.6). Ecuatiile parametrice ale traiectoriei au
forma :

r=rit) , 9=6() (8.13)

Pentru a exprima componentele vectorilor viteza si acceleratie se considera, in plus
-
fatd de Oxy, un sistem de axe plan si mobil avand directiile razei polare, de versor p , si
-
perpendiculara pe raza polara, de versor n , orientat in sensul crescator al unghiului polar
6 . Fatd de sistemul ales, vectorul de pozitie are expresia :

-> - -
r=OM-=r-p (8.14)
) - - ) ) - -
Pentru aflarea vectorilor v si a sunt necesare derivatele vectorilor psi n .
- - - -

Pentru aceasta, se exprima versorii p si n in functie de versorii i si | si se deriveaza in

raport cu timpul relatiile obtinute :

- - - - - -
p=C0SE-i+sin@-j , n=-=sin@-i+cosf- j

— — —>) e o — —) e °« -
p=|-sin@-i+cosf- j|-0=60-n,n=|—-cos@-i-sind-j|-8§=—0-p (8.15)
Conform definitiei, putem scrie :

[ ]
= o> e 5 e e
V=r=rp+rp=r p+rén

- 5S> > ee—> e ee > >
a=r=v=r p+rp+rédn+rén (8.16)

Tinand cont de (8.15) se obtin urmatoarele expresii analitice ale vectorilor viteza si
acceleratie Tn coordonate polare, precum si proiectiile lor pe axe si modulele lor :

- > o —> ° °
V=rp+rén , vp=r , vy=réo ,

] .
2 292

—|
Vi=\r +r
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— (Y ) 02 - o0 o0\
a=|r—ré°|p+|ré+2rf|n (8.17)
(X ] L] (X J LN ] —> (X ) 02 2 (X ] LN ] 2
ar=r-ré , apn=roé+2r0 , |aj=,||r-ré +ro+2ro

Observatie : Expresiile vectorilor viteza si acceleratie s-au obtinut tinAnd cont de modul de
exprimare al vectorului de pozitie in diverse sisteme de referinta si folosind relatiile de
[ ) [ ]
- > S >
definitie v =r si a = v . S-au expus cazurile coordonatelor intrinseci, carteziene si

polare, dar se pot studia si alte cazuri cum ar fi cel al coordonatelor cilindrice, sferice,
generalizate etc. In toate situatiile se procedeaza la fel, plecand de la expresia vectorului de
pozitie in sistemul de coordonate respectiv [2].

8.3. Miscari particulare ale punctului material :
miscarea rectilinie si miscarea circulara

8.3.1. Miscarea rectilinie

Miscarea rectilinie este miscarea la care traiectoria este o dreaptd (sau o parte a
unei drepte). Pentru studiul acestei miscari se poate utiliza un sistem cartezian avand axa
Ox suprapusa peste dreapta pe care are loc miscarea (figura T 8.7). Miscarea este
cunoscutd daca se cunoaste la fiecare moment de timp distanta OM = x(t). Deoarece
- - > e > ee
r=x-i,rezultaca v=x-i, a=X-1i,adica vectorii viteza si acceleratie sunt dirijati

- >
pe Ox. Miscarea este accelerata (modulul vitezei creste) dacad vectorii v si a au acelasi
sens si incetinita (modulul vitezei scade) in caz contrar.

Figura T 8.7 Figura T 8.8

In cele ce urmeaza se vor studia doua cazuri particulare de miscari rectilinii.
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8.3.1.1. Miscarea rectilinie uniforma

Miscarea unui punct pe o dreapta cu viteza constantd se numeste miscare
rectilinie §i uniforma.
Notand cu v gscalarul vitezei, putem scrie :

V=Vpg=X=constant sau X=vq= constant (8.18)
Integrand ecuatia (8.18) obtinem x=v gt+cq, unde constanta de integrare se
determina din conditiile initiale ale migcarii:

t=0 : X=Xg , V=Vg (8.19)
Deci ¢ 1=X(, astfel incat legile miscarii rectilinii uniforme sunt :

X=Xp+Vgt , v=vg=constant , a=0 (8.20)

8.3.1.2. Miscarea rectilinie uniform variata

Miscarea unui punct pe o dreaptd cu acceleratie constantd se numegte migcare
rectilinie uniform variata.
Notand cu ag scalarul acceleratiei, putem scrie :
(X ]
X =ag = constant (8.21)
Integrand de doua ori ecuatia (8.21) si tinand seama de conditiile initiale (8.19) se
obtin urmatoarele legi ale miscarii rectilinii uniform variate :
2

apt
X=Xp+Vpot+ 02 , V=vg+agt , a=ag=constant (8.22)
Tn plus, eliminand timpul t intre primele doua relatii (8.22), obtinem formula lui
Galilei :
v2=vg+2a0(x—x0) (8.23)

8.3.2. Miscarea circulara

Miscarea unui punct material pe un cerc se numeste miscare circulara.
Pentru studiul miscérii circulare se considera sistemul de referinta Frenet (figura T
8.8), ale carui axe sunt :

_)
- tangenta la cerc iIn M, de versor 7 , orientata pozitiv in sensul de crestere a

arcului MgM =s ;
- normala principala, care este chiar normala iIn M din planul cercului (pe

_)
directia razei), de versor v , orientata pozitiv spre centrul cercului ;

- binormala, adicd perpendiculara in M pe planul cercului.
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In miscarea circular legea de miscare este datd de una din functiile :
s=s(t) sau 0=06(t) (8.24)

N
unde s=R-#, R fiind raza cercului iar Hzma{OMo,OMJ.

Scalarul vitezei este :

v=s=R¢ (8.25)
iar componentele acceleratiei sunt :
v oo 2 272 e
a,=s=RO , a,=> R0 _ppy2 (8.26)
Yol R
Notéand

w0=0=39_ jim 20 5 99 |im A2 (8.27)

dt At—0At dt At—0 At

relatiile (8.25) si (8.27) devin :

v=Rw , a,=Re , a,=Rw? , a=Rye’+o’ (8.28)

Marimea @ caracterizeaza variatia unghiului @ in unitatea de timp. Se numeste
vitezd unghiulard si se masoara in rad/s.
Marimea & caracterizeaza variatia vitezei unghiulare @ Tn unitatea de timp. Se

numeste acceleratie unghiulara si se masoara in rad/s 2

8.3.2.1. Miscarea circulara uniforma

Daca scalarul vitezei ramdne constant (deci si al vitezei unghiulare), miscarea se
numeste migcare circulard uniformad.
Considerand conditia initiala :
t=0 : 6=809g (8.29)
obtinem legile miscarii circulare uniforme:
0=0p+wgt , w=wg=constant , &=0

Ss=sg+vgt , v=vg=constant , a,=0 |, aU:ng (8.30)
unde sp=Ré&q,vp=Rag.

8.3.2.2. Miscarea circulara uniform variata

Daca scalarul acceleratiei tangentiale ramdne constant (deci §i al acceleratiei
unghiulare), miscarea se numeste migcare circulara uniform variatd.
Considerand conditiile initiale :
t=0 : =0g , w=w) (8.31)

gdsim urmatoarele legi ale miscarii circulare uniform variate:
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0=00+w0t+%got2 , w=wg+tegt , &=¢&g=constant (8.32)

2
1 Vo+apt
S=5g +v0t+§a0t2,v=v0+ agt,a, =ag=constanta,, =%,

unde sg=R&qp,vp=Rwq,ap=Reg.

Observatie: In practicd se cunoaste de obicei turatia (data in rotatii pe minut). Intre turatie
(rot/min) si viteza unghiulara (rad/s) exista relatia :
n
w="" (8.33)
30

8.4. Probleme rezolvate

R 8.1) Se dau ecuatiile parametrice ale misgcarii unui punct material in coordonate

carteziene :
X=2 cos(ztj Y= 55in(£tj+3 t,=2
4 4

Se cere :

a ) Sa se determine traiectoria punctului ;

b ) Sa se determine componentele vitezei si acceleratiei punctului la un moment de
timp arbitrar precum si modulele lor ;

¢ ) Sa se determine raza de curburd a traiectoriei §i componentele acceleratiei in

coordonate intrinseci la momentul de timp t, indicat.

Rezolvare: a ) Eliminand timpul intre cele doud ecuatii parametrice obtinem

ecuatia traiectoriei ﬁ " (y— 3)2
b 4 25
si Oy, centrul in A(0, 3) si de semiaxe 2 si 5 (figura R 8.1). Mobilul pleacd din punctul

B(2, 3) si parcurge elipsa in sens trigonometric.

=1, care este ecuatia unei elipse cu axele paralele cu Ox

b ) Componentele vitezei si acceleratiei in sistemul de coordonate carteziene sunt :

: T . T - bx T
vX=x=—Estt , vyzyzjcoszt
- 2 T - 52 /4
aX:x=—?cosZt ,ay=Yy=- 16 Slnzt

iar modulele lor :

2
_Z | 2 _r | 2
v_4 4+ 21cos 4t , a 16 4+ 21sin 4t
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7y
4

) T v 16 271_
4+ 21cos Zt

Pentru t ;= 2 s obtinem a =0 (m/ Sz) . La acelasi moment de timp avem si
2

in ™
21”2 sm4tcos

T 5x ) . - <
V= E (m/s),a= (m / 52) . Pentru determinarea razei de curbura putem observa ca :

V2

2 2

o
a, Ja‘*-a:?

N 4 . .
astfel Tncat pentrut =2 s rezulta p= s m. In fine, componenta normala a acceleratiei este:

572
16

(m/s?)

\4

V2
a, =—=
P

N

r
A®©3) | B(2:3) ' 0
o
NIV -

FiguraR 8.1 FiguraR 8.2

R 8.2) Un punct material se misca intr-un plan, ecuatiile de migcare in raport cu un sistem
de coordonate polare fiind r=6t,0 =3t. Sa se stabileasca traiectoria punctului precum si

viteza si acceleratia sa la momentul de timp t,;=25.

Rezolvare: Prin eliminarea timpului t intre ecuatiile parametrice se obtine ecuatia
traiectoriei in coordonate polare, r=2 @, care reprezinta spirala lui Arhimede (figura R

8.2).
Componentele vitezei si acceleratiei sunt:
V,=r=6 , vyo=r@=18t (mls)
respectiv
a,=r-r62=-54t , a,=r0+2r0=36 (m/s?
iar modulele lor:
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N
\Y

al=18/4+9t2 (m/s?).

=641+9t% (m/s) ,

Pentru t;=2s se gasesc valorile:

v,=6m/s,v,=36m/s,a,=-108m/s? a,=36m/s?,

- -
v|=6J37m/s , |a|=36V/10m/s?.

R 8.3) Un mobil plecand din repaus se deplaseaza pe o dreapta si in 60 s atinge viteza de
12 m / s intr-o miscare uniform accelerati. In continuare mobilul parcurge 720 m intr-0
miscare uniforma. In fine, mobilul este franat uniform si se opreste dupa ce parcurge
distanta de 180 m. Sa se studieze miscarea si sa se traseze diagramele miscarii x = x(t), v =

v(t) sia=a(t).
Rezolvare: Etapa | : Miscare rectilinie uniform accelerata
x(t) =012t 2 ; v(t) = 0,24t ; a(t) = 0,24 = constant
Miscarea dureaza t ;=50 s si se parcurge spatiul X,=300 m.

Etapa a Il —a : Miscare rectilinie uniforma

x(t) =300+12t ; v(t) =12 =constant ; a(t) =0
Miscarea dureaza t,= 60 s si se parcurge spatiul X,=720m.

Etapa a lll — a : Miscare rectilinie uniform incetinita
x(t) =1020+12t—0,2t % ; v(t) =12—0,4t ; a(t) = —0,4 = constant
Miscarea dureaza t,= 30 s si se parcurge spafiul X,;=180m.
Diagramele miscarii sunt prezentate in figura R 8.3.
X A A

\
I
|

1020

12

i i 4 T T
300 ! 50 1100 140
, . . P

-

0,40

»

L
50 110 140 t

~Y

50 110 140

FiguraR 8.3

R 8.4) Dintr-un punct al unui cerc de razd R = 10 m pleacd simultan, in sensuri opuse,
doua mobile avand urmatoarele miscari:
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- primul se deplaseaza in sens trigonometric (sensul de crestere al arcului S) in

conformitate cu legea orard S,= ~3t? + 30t (m);

- al doilea se deplaseazd in sens orar intr-o miscare circulard uniformad cu viteza
_)

Vol=4ml/s.

Sa se determine momentele de timp in care cele doua mobile se intalnesc prima si
a doua oara.

Rezolvare: Fie A punctul de start al celor doua mobile (figura R 8.4). Primul mobil
se deplaseaza initial In sens trigonometric dar nu isi mentine mult timp acest sens de

deplasare. Intr-adevir, viteza la un moment dat este v,=s;=-6t+30. Ea se anuleazi
pentru t = 5 s si apoi devine negativa (mobilul se deplaseazd in sens orar). Acceleratia

tangentiali constanti in miscarea primului mobil este a,, = $; =—6. In consecint, pentru

- -
te (0,5) vectorii aj; si V4, au sensuri contrare (miscarea este uniform incetinitd) iar

- -
pentru t e (5, oo) vectorii aj, si v, au acelasi sens (miscarea este uniform acceleratd).

3 T v (-6t+30)?
Componenta normald a acceleratiei primului mobil este a, = —_— .

R 10
A A A d
Legea de miscare a celui de-al doilea mobil este s,=—|v ,|=—4t. Acceleratia
(1] V 2
tangentiala este nuld, a,, = S, =0, iar cea normald este egald cu a,, = FZ =16m/s?.

Lungimea circumferintei cercului este L=27 R=628m. Primul mobil strabate int=5s
un spatiu S;= -3.5%2430-5=75m (mai mare decat circumferinta) astfel incat prima
ntélnire va avea loc atunci cand |sl| +|32| =27 R, adicd —3t%+30t+4t=628. Solutia
7
acceptabila din punct de vedere fizic a acestei ecuatii este t '= 3= 2,33s. Prima intélnire
are loc 1n punctul B (primul mobil a parcurs spatiul de 53,44 m iar al doilea 9,36 m).
In primele 5 secunde al doilea mobil strabate 20 m (in sens orar) si ajunge in C «

iar primul mobil ajunge in C ¢ (arcul AC © are 75 — 62,8 = 13, 2 m). Din acest moment
ambele mobile se deplaseaza in sens orar iar pentru a doua intdlnire se pune conditia

64
$,=5,, adicd —3t°+30t=—4t =t "= 3 21,33s. La acest moment de timp mobilele se

gasesc in punctul D (al doilea mobil a parcurs spatiul |s 2| =4t"=8533m.
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! B
C (prima Tntalnire)

C 4

D (a doua intalnire)

FiguraR 8.4

FiguraR 8.5

R 8.5) O bara cotita OAB, in forma de unghi drept ( figura R 8.5 ), se roteste in planul sau
cu viteza unghiulara constantd @ in jurul punctului fix O . In acelasi plan se afla si dreapta
fixa LN astfel incat OO’ = d. Stiind cd OA = r , sd se determine viteza si acceleratia
punctului M de-a lungul dreptei LN.

Rezolvare : Abscisa punctului M este :

) dcosp—r
x=0'M = AM'-OA'= MM 'ctg ¢ —OA'= (d - rcosw)ctg p—-rsing=———

, unde
sin @

¢ =-w ((0 scade intimp ) .

d—rcose : _2d003(p—r(1+cos2 o) )

V=X= ., a=x=V )

sin? ¢ sin® ¢
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8.5. Probleme propuse
8.5.1. Teste clasice

TC 8.1) Se dau ecuatiile parametrice ale miscarii unui punct material in coordonate
carteziene :

3
Xx=2-3t—6t> ,y=3—§t—3t2 to=1

Se cere :
a ) Sa se determine traiectoria punctului ;
b ) Sa se determine componentele vitezei si acceleratiei punctului la un moment de
timp arbitrar precum si modulele lor ;
¢ ) Sa se determine raza de curburd a traiectoriei si componentele acceleratiei in

coordonate intrinseci la momentul de timp t, indicat.

1. x—4x?-1
TC 8.2) Un mobil se deplaseaza pe curba de ecuatic y=—Ih——F—,x>1, la
X+Vx2 -1

momentul initial gasindu-se in punctul A(1, 0) si avand viteza nuld. Din acest moment el
incepe sd execute o miscare uniform acceleratd pana in punctul B, unde ajunge cu viteza

Vg =15m/s dupa ce a parcurs spatiul S,z = 43 m. Se cere:

a) Acceleratia mobilului in punctul B;
b) Timpul t, cat dureaza parcurgerea spatiului S,g .

TC 8.3) Ecuatiile parametrice ale miscarii unui punct material in coordonate polare sunt :
Vs

> (1—sin a)t)

p=2R

unde R §i @ sunt constante pozitive. Se cer :
a ) Traiectoria punctului ;

Vs
b ) Pozitia, viteza si acceleratia punctului la momentul de timp t 5= PP
@

TC 8.4) Un punct se deplaseaza pe un cerc de razd R = 10 cm dupa legea s =5t 2_3t+2,

unde s este dat in cm iar timpul t in secunde. Sd se determine pozitia punctului,
componentele vectorului acceleratie si unghiul format de vectorii viteza si acceleratie la

acel moment de timp t, la care modulul vitezei este v,=7cm/s.

8.5.2. Teste grila

TG 8.1) O particuld P se deplaseaza cu viteza constantd V in lungul curbei de ecuatie
y=Inx (m). Pentru ce valoare a abscisei x > 0 acceleratia particulei este maxima?

1 1 1
a) X=—=m ; b) Xx=—=m ; ¢) x=1Im ; d) x=—m.
) x=m i b) x=—r ) ) x=7
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TG 8.2) Un mobil plecand din repaus se deplaseaza pe o dreaptd intr-o miscare uniform
accelerata. Stiind ca dupa t,=10s el atinge viteza v,=5m/s, ce spatiu strabatuse el dupa

a)05m ; b)025m ; ¢)1lm ; d)0,75m.

TG 8.3) Distanta AB = 3 m este parcursa de un automobil dupad cum urmeaza:
- prima treime, cu viteza constantd V 4 ;

- adoua treime, intr-o miscare uniform accelerata, viteza modificandu-se de la V ; la
Vi,
- ultima treime, cu viteza constantd V ,.
Sa se determine viteza medie V , a automobilului.
V2V, . 3\2/1v22(v1+v2) ;C)Vm:vz—vl ;
3 VZrV 344V, Vv, 3
v 1v22(v Vi)
Vi+Vs35-2V,V,

a) V=

TG 8.4) Acul unui ceas care indicd minutele este de 1,5 ori mai lung decat acul care indica
orele. Sa se calculeze raportul dintre viteza liniara a varfului acului care indica minutele si
viteza liniara a varfului acului care indica orele.

a)2l ; b)12 ; c)15 ; d)18.

8.6. Indicatii si raspunsuri

TC 8.1) a) Dreaptax —2y +4=0.Lat=0 mobilul se gaseste in A (2,3 ) si se

deplaseaza spre stanga .

-3-12t
2

c) Pentru t ;=1 se obtin valorile :

15V5
v:TS\/_,az&/g,aV:O,a,:G\/g, p =00

5
b)v,=-3-12t,v = ,v=(3+12t)§, a,=-12,a,=-6,a=65

3
Mobilul se gaseste in punctul B(— 7,- E) :

3
2 ' 212
agzv—Bz%s(m/s2),deoarecep5=%=xé=l+siﬁa-
B | XB|
Vg 83
b) ti=—=—- ()
“ag 15
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TC 83) a ) Deoarece sinwte|-11], vVt>0, rezultd ci @ <|0,7],vt>0. Dar
p=2R= constant , astfel incat punctul se va misca pe semicercul de raza 2R situat
n semiplanul y > 0. Miscarea este o miscare oscilatorie pe acest semicerc.

b)v,=p=0 , Vy=pO=—mRw coswt

el
[ 1] [ ] 2 2 o0 ® -
a =p-p02=-" "2 (0520t a,=p0+2p6=rRo’sinot
p=pP—p0°= ot , a,=p0+2pf=rRosine

T . o e e . .
Pentru t = 5 se obtin urmatoarele caracteristici cinematice :
(0]

Pozitia: p=2R,0=0;

-

Viteza: v ,=0,v, =0,|v|=0;
- 2 7 2
Acceleratia : a,=0,ay,=7Re”,la|=7Ro".
v=s5=10t-3,a,=v=10
TC 8.4) a_ﬁ_(lOt—3)2t _&_(mt—ﬂz
VRTT 10 9% 8. U

Pentru v =V, se obtin valorile :
vi+3
10

vi=7cm/s,a;, =10cm/s? ,a; =49cm/s? ,a=./a? +a?, =, ¢ ;=arctg 0,49

S1
t= =1s,slzs(t1):4cm,01:F=0,4rad

. V 2
TG 8.1) Deoarece ap=v=0 rezultd cd a p =ap =——"_ Acceleratia va fi maxima daca
P

1
raza de curburi va fi minima, adicd dacd p'(x) =0.Se giseste x = E .Réspuns corect:a).

TG 8.2) Legile miscarii uniform accelerate sunt: X =0,25t 2y=05t,a=05.
Pentru t ;=1s, se obtine x=0,25 m. Réspuns corect : b).

AB 1
TG8.3) V ,=— , unde t,=— (timpul necesar parcurgerii primei treimi),
)V i, =Y, (timp parcurgerii p )

1 G 2 .
t3=V—2 (timpul necesar parcurgerii ultimei treimi) si t22V1+V ) (timpul necesar
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parcurgerii treimii centrale). Raspuns corect: b).

Vl Rla)l 12R1 2 2 Rl \.,
TG 84) —=——>=—"—2=18, deoarece a)lzT,a)Z:E,R—Z:LS. Rispuns

corect: d).
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9. Cinematica miscarii absolute a solidului rigid
9.1. Miscarea generala a rigidului

9.1.1. Parametrii de pozitie ai rigidului

Miscarea unui solid rigid este determinatd atunci cand sunt cunoscute in fiecare
moment de timp vectorul de pozitie, viteza si acceleratia unui punct oarecare al rigidului in
raport cu un reper fix O1X1y121.-

: N e

Fie un reper cartezian fix Ojxqyjz; de versori i1, jq, k1 fafd de care este

studiata migcarea unui solid rigid ( C ) si Oxyz un triedru cartezian mobil, solidar cu

- - -
rigidul, de versori i, j, k (figura T 9.1). Alegerea punctului O ca origine a sistemului

mobil este arbitrara.

FiguraT 9.1

%
Se considera un punct arbitrar M avand vectorul de pozitie r 1 fatd de reperul fix

- -
si r fatd de cel mobil. Notdnd cu r o vectorul de pozitie al originii O a reperului mobil,

putem scrie :

ri=ro+r (9.1)
- - -
unde ri1, ro si r sunt functii vectoriale de timp, presupuse continue, uniforme si de
cel putin doud ori derivabile. Deoarece solidul este rigid, distanta OM este constanta in
%

timpul miscarii astfel incat vectorul OM va avea proiectiile x, y, z pe axele reperului Oxyz
= : N
constante. In schimb, versorii i, j, k sunt functii de timp, axele reperului Oxyz putandu-

si schimba pozitia in timpul miscarii rigidului. Rezulta :
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—> —> - -
r =

Xi+yj+zk (9.2
. T S G _ o
unde i =i(t), j=j(t),k =k(t). Pentru determinarea vectorului r1 este necesard
B e
cunoasterea functiilor vectoriale r g, i, jsi k . Fiecare din aceste functii necesitd

cunoasterea a trei functii scalare si anume proiectiile functiilor vectoriale pe axele
reperului Oxyz. Numarul necunoscutelor scalare este, in concluzie, de 12. Acestea nu sunt
insa independente, intre versorii axelor reperului mobil existand relatiile:

> O oo > o> oo
i-i=j-j=k-k=1 , i-j=j-k=k-i=0 (9.3
H
Rezulta ca vectorul rq(t) se exprimd numai cu ajutorul a sase functii scalare de
_)

timp, trei dintre aceste functii provin de la vectorul r g, care defineste pozitia originii O a
sistemului de referintd mobil in raport cu cel fix. Celelalte trei functii provin de la versorii
_i>, _j>, ? care dau orientarea sistemului mobil fatd de cel fix. Se obtine astfel ca un solid
rigid liber 1n spatiu are sase grade de libertate.

Acesti sase parametri scalari independenti pot fi alesi dupa cum urmeaza :

- coordonatele originii sistemului mobil in raport cu cel fix :

Xo=Xo() ,» Yo=Yo) . zo=20()

- unghiurile lui Euler w=uw(t),p=¢(t)6=0(t), care dau orientarea axelor

sistemului mobil fata de cele ale sistemului mobil (vezi subcapitolul 9.5).

9.1.2. Distributia de viteze

Din relatiile (9.1) si (9.2) se obtine :
- - - - —
ra@=ro@+x-i@®)+y- j)+z- k() (9.4)
Pentru a determina viteza absolutd a punctului M se deriveaza relatia (9.4) in
raport cu timpul :
- - - - - - -
vid)=vo@®)+rt)=vo@®)+x-i®)+y- jlt)+z- k() (9.5)

- >
unde v O = r O reprezinta viteza absoluta a punctului O.
[ ] [ ] [ ]
"
Pentru a intelege semnificatia derivatelor i, j, k vom deriva relatiile (9.3) in
raport cu timpul:
L] [ ] L] [ ] [ ] L] L] [ ] [ ]
e e I S O S S S o
i-i=j-j=k-k=0, i-j+i-j=j-k+j-k=k-i+k-i=0 (9.6)
Notdm
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- - — —not - - — —not - - — —not
jok=—j-k=wx, kii=—k-i =0y, i-j=—i] =0, ©.7)
_)

si consideram scalarii @ y,® y,@ ; ca fiind proieciile unui vector @ pe axele reperului

cartezian Oxyz, adica :
— - - —
w=0yx itoy j+to; K (9.8)
Semnificatia acestui vector o vom descoperi mai tarziu.
Se stie cd proiectia unui vector pe o axa este egald cu produsul scalar dintre acel

> 5>
vector si versorul axei | pro V = V- U A |, astfel incat :

-> - - - o> > -> oo
prox i =i-1=0 , proyi=i-j=w; , progi=i-k=-0y, (99
- - -
Tn plus,
- > -
i i k
- - - -
1 0 0
- > - - -
Din (9.9) si (9.10) gasim ca i = wx i . Procedand analog pentru derivatele j, k
obtinem relatiile :
- o> - -> o> - - > -
i=woxi , Jj=ox]j , k=wxk (9.11)

cunoscute sub numele de formulele Iui Poisson sau ecuatiile de miscare ale triedrului
mobil.
Inlocuind formulele lui Poisson in relatia (9.5) gasim :

-> o> - > - > - o) 5> o - > >
V=VO+X-|wxi |+y-|ox | |+2-|oxK |=VOo+wx|X-i+y-j+z-kK

adica
- - - -

V=VQ+wxr (9.12)

Relatia (9.12) reprezinta formula pentru determinarea distributiei de viteze n

_)

migcarea generald a rigidului (formula lui Euler pentru distributia de viteze), v
- -

reprezintd viteza punctului arbitrar M al rigidului, v o viteza originii triedrului mobil, @
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N
este vectorul definit de relatia (9.8) iar r vectorul de pozitie al punctului M in raport cu
triedrul mobil. Comparand relatiile (9.5) si (9.12) obtinem ca :

[ ]

> > >

r=wxr (9.13)

Proiectand relatia (9.12) pe axele triedrului mobil Oxyz se obtin expresiile

componentelor vitezei punctului arbitrar M al rigidului :

9.1.3. Distributia de acceleratii

Derivand relatia (9.12) in raport cu timpul se obtine acceleratia absolutd a
punctului M:
[ ] [ ] [ ] [ ]
T e e e SR
a=V=Vo+aoxr+wxr
[ ] [ ]
— not— -
Dar vpo = aQ reprezintd acceleratia originii O a triedrului mobil, r
[ ]
—not -
iar ® = ¢ va fi o marime vectoriald a carei semnificatie o vom discuta mai tarziu. Se
obtine astfel formula care da distributia de acceleratii in miscarea generala a solidului rigid
(formula lui Euler pentru distributia de acceleratii) :

e e e T
a=a0+ exr+ox| wxr

(9.15)
Proiectand relatia (9.15) pe axele triedrului mobil Oxyz se obtin componentele
acceleratiei punctului arbitrar M al rigidului :
2
ay =apy+(e, x—ex z)+(wx-x+a)y- y+a)z~z)-a)y—a) -y (9.16)

¢ 2 =~ D 2o 22 2 92 9
unde w =wy i+oy j+w; Kk, e =ex i+ey j+e; kKsi 0" =ox+oy+os.

9.1.4. Proprietati ale distributiei de viteze in miscarea generala a solidului rigid

Miscarea generald a rigidului se caracterizeaza prin urmadtoarele proprietati ale
distributiei de viteze (fira demonstratie):
_)
P 1) Vectorul @ este un invariant fatd de schimbarea originii O a triedrului mobil (analog
%
vectorul &) ;
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N
P 2) Produsul scalar dintre vectorul vitezd v al unui punct arbitrar M al rigidului si
-
vectorul « este invariant (nu depinde de punctul M)
- -
V- @ = constant (9.17)
-
P 3) Proiectiile vitezelor punctelor unui rigid pe directia vectorului @ sunt egale :
i
pr - v V@ _ constant (9.18)
o -
1)

_)
P 4) Punctele aflate pe o dreapta paralela cu vectorul @ au viteze egale.

P 5) Proiectiile punctelor oarecare M si N ale unui rigid pe segmentul care le uneste sunt
egale :
- -
PrMN VM =PrmN VN (9.19)
P 6) Extremitatile vitezelor punctelor unui segment al solidului rigid sunt puncte coliniare.

9.2. Miscari particulare ale solidului rigid

Se numesc miscari particulare ale rigidului acele miscéri in care, fie datorita
modului de actiune a sistemului de forte fie datoritd unor legaturi, o parte a celor sase
parametri de pozitie ai rigidului rAman constanti n timpul miscarii. Vom aborda in cele ce
urmeaza un numar de cinci miscari particulare ale rigidului.

9.2.1. Miscarea de translatie a rigidului

Un rigid efectueaza o miscare de translatie daca orice dreapta solidara cu rigidul
ramdne paraleld cu ea insagi in tot timpul miscarii.

Translatiile rigidului pot fi rectilinii, circulare sau arbitrare. Exemple de corpuri ce
executd translatii sunt: caroseria unui autovehicul pe un drum rectiliniu, pedala de
actionare a bicicletei, biela de cuplare a doua roti de raze egale etc.

In miscarea de translatie traiectoriile punctelor rigidului sunt curbe identice ce pot

- >
fi suprapuse printr-o translatie geometrica de vector r = AB (figura T 9.2).

Conform definitiei, axele triedrului mobil Oxyz (solidar cu rigidul) raman paralele
cu ele insele in timpul miscarii. Rezulta :

[ ] [ ] [ ]

- > - -> > >

i,]j,k =constant = i,j,k:0:>a)xza)y=a)z=0:>
[

- - - > -

w=0 c=w=0

(9.20)

)
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FiguraT 9.2
Din formulele lui Euler (9.12) si (9.15) gasim ca :
- o - >
V=VQO , a=aog (9.21)

ceea ce inseamna cd la un moment dat toate punctele rigidului au aceiasi viteza si aceiasi
acceleratie, fiind suficientd cunoasterea miscarii unui singur punct al rigidului pentru a
cunoaste miscarea tuturor punctelor rigidului (vezi figura T 9.2).

Un solid rigid aflat in migcare de translatie are trei grade de libertate (deplasari in
lungul axelor de coordonate).

9.2.2. Miscarea de rotatie a rigidului
9.2.2.1. Generalitati

Un rigid efectueazd o miscare de rotatie daca in tot timpul migcarii doud puncte
ale sale raman fixe in spatiu.

Dreapta (A) determinatd de cele doud puncte fixe este, de asemenea, fixa si se
numeste axd de rotatie. Exemple de corpuri avand miscari de rotatie sunt : rotorul unei
masgini electrice, universalul unui strung, roata unui polizor etc. Un punct arbitrar M al
rigidului, nesituat pe axa de rotatie, descrie o miscare circulara pe un cerc aflat intr-un plan
perpendicular pe axa de rotatie, cu centrul pe axa de rotatie si de raza egala cu distanta de
la punct la axa (figura T 9.3).

Pentru studiul miscarii de rotatie se aleg un triedru fix O1Xx1y1Z1 si un triedru

mobil Oxyz, solidar cu rigidul, astfel incdt O=01,0z=01z1=(A) . Unghiul dintre axele
Ox si O1x1(sau Oy si O1y1) se noteaza cu @ si reprezintd parametrul scalar care fixeaza
pozitia rigidului la un moment dat. in consecinta, in miscarea de rotatie solidul rigid are un
singur grad de libertate. Ecuatia de miscare a rigidului este:
0=0(t) (9.22)
Deoarece O € (A) rezulti ca :
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FiguraT 9.3

> -

(9.23)

Pentru determinarea vectorilor @ si ¢ se exprima versorii axelor reperului mobil

in functie de cei ai reperului fix (vezi figura T 9.3) :

- - -
i =cos@-i1+sind- jl

- - -
j=-sin@-i1+cosd- jq
- -

k =k

1

Derivand relatiile (9.24) in raport cu timpul t obtinem :

- - — e o

I =|-sin@-i1+cosO- jq|-0=0-]

- - —> | e -
j=|—-cos@-i1-sin@-j,|-0=-06-1i
- > -

k=kq=0

de unde :
- - °— — -> > - > > > > e

(9.24)

(9.25)

(9.26)



Mecanicd teoretica — teorie si aplicatii

Rezulta :
— o — — e —> ° (1]
w=0-k , ¢=60-k , w=0 , =6 (9.27)
- -
Vectorii @ si & au directia axei de rotatie iar scalarii lor se obtin derivand

%
functia H(t) care descrie migcarea rigidului. Deoarece scalarul vectorului @ este dat prin

o
6 , la fel ca la migcarea circulard a punctului material, acest vector se va numi vector

%
vitezd unghiulard si va caracteriza variatia unghiului 6. In mod identic, vectorul £ se va

numi vector acceleratie unghiulara.

9.2.2.2. Studiul distributiei de viteze

Din (9.12) si (9.23) obtinem pentru viteza unui punct arbitrar M(x, y, z) al rigidului
aflat in migcare de rotatie expresia :

- -
=—0Yy I +oX ] (9.28)

NSXL

-
i

=0
X

< O —

Proiectiile vectorului viteza si modulul sdu sunt :

Vy=—wy , Vy=wX , Vz=0 , v=a)\lx2+y2 =wd (9.29)

unde d este distanta de la punctul M la axa de rotatie.

Proprietatile campului de viteze pot fi puse in evidentd considerand punctele
A1(x1,0,0), As(x2,0,0), A3(x3,0,0) situate arbitrar pe o perpendiculari pe axa de rotatie
(figura T 9.4). Vitezele acestor puncte fiind :

- - - - - -
VA, =@0X1 ] , VA,=0X2 ] , VA,=0X3 ]
se pot deduce urmatoarele proprietati:
i) Singurele puncte de viteza nuld apartin axei de rotatie;
i) Vitezele diferitelor puncte ale rigidului sunt continute in plane perpendiculare
pe axa de rotatie ;
iii) Punctele apartinand unei drepte paralele cu axa de rotatie au viteze identice ;
iv) Vitezele punctelor situate pe o dreaptd perpendiculara pe axa de rotatie sunt

perpendiculare pe aceastd dreaptd, modulele lor fiind direct proportionale cu
distanta de la punct la axa de rotatie.
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FiguraT 9.4 FiguraT 9.5

9.2.2.3. Studiul distributiei de acceleratii

Din (9.15) si (9.23) se obtine pentru acceleratia unui punct arbitrar M(x, vy, z) al
rigidului urmatoarea expresie analitica :

B =N - B
i j k i j k
N =
a=¢&x r+a)><[a)>< rJzO 0 ¢|+| O 0 w|=
X Yy z| Foy wox 0
2\ 2|7
=(—y8—xa) )i+(xa—ya) )j (9.30)

Proiectiile vectorului acceleratie si modulul sau sunt :
ay=-ye—xw2,ay=xe-yo?,a;=0,a=d s+ 0" (9.31)

Proprietatile campului de acceleratii (figura T 9.5) se pun in evidentd tot cu
ajutorul punctelor A1(x1,0,0), A»(x2,0,0), A3(x3,0,0) pentru care avem :

- 5> - = o - - 5 -
apA =-X1@“i+X16 ], aA, =—Xo0 i+X2€j,aA3=—X30) I +X3¢& ]
- - -
an, =|x1|\152+w4 . |aa, =|X2|\/(92+a)4, an, =|X3|ﬂ€2+a)4
a £
tg(pz—y=—2= constant (9.32)
X w

Proprietatile distributiei de acceleratii sunt identice celor pentru distributia de
viteze cu singura deosebire cd acceleratiile sunt inclinate fatd de o perpendiculard pe axa
de rotatie cu acelasi unghi ¢ (dat de relatia (9.32)).
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9.2.3. Miscarea elicoidala a rigidului
9.2.3.1. Generalitati

Un rigid are o migcare elicoidald daca in tot timpul miscarii doua puncte ale sale
raman pe o dreaptd fixd in spatiu, numitd axa migcarii elicoidale.

Drept exemple de rigide care efectueaza o miscare elicoidala amintim: un burghiu
in timpul operatiei de gaurire cu avansul manual, un glonte in interiorul fevii unei arme
ghintuite, un surub etc.

Pentru studiul miscarii elicoidale se aleg doud triedre si anume triedrul fix
O1x1y1z1 si triedrul mobil Oxyz, solidar cu rigidul, astfel incat O1z1=0z=A (axa
miscarii elicoidale). Originea O a triedrului mobil se misca pe axa fixa Oqz1 (figura T9.6).
La momentul initial (t =0) se poate considera ca O =0y. In miscarea elicoidali rigidul are
doar doud grade de libertate, deoarece legaturile sale permit o translatie in lungul axei (A)

si o rotatie in jurul aceleiasi axe. Miscarea rigidului va fi o suprapunere de doud miscari
independente simultane, parametrii miscarii fiind cota zg =z g(t) a punctului O fati de

triedrul fix i unghiul @ =6 (t) dintre axele O1xq si Ox (sau O1y1 si Oy).

Figura T 9.6 FiguraT 9.7

Deoarece originea O a sistemului mobil are o miscare rectilinie pe Oqz1, putem

scrie :
- e - — -  ee —
vo=zpok=vpk , ap=zpgk=apk (9.33)
Planul Oxy ramane paralel in tot timpul miscarii cu planul O1x1Yy1, astfel incat
> > -
versorii i, j si k ai triedrului mobil au aceleasi expresii si derivate ca la miscarea de
rotatie.
Prin urmare :
- - ee
= e=0k=¢ck (9.34)
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9.2.3.2. Studiul distributiei de viteze

Distributia de viteze in miscarea elicoidald se obtine cu ajutorul formulei generale
(9.12) care, n acest caz, devine :

- - - -
k =—oyi+oX j+vok (9.35)

:VO

NS?TL

< O —.]

_)
i
+|0
X

Proiectiile vectorului viteza pe axele reperului mobil si modulul sdu sunt :

Vx=—@y , Vy=oX , Vz;=VQ ,v=\/v(2)+a)2(x2+y2) (9.36)

Se poate observa (vezi §i subcapitolul 9.2.2) ca distributia de viteze se obtine prin
suprapunerea a doua campuri de viteze : primul corespunzator unei rotatii in jurul axei Oz

- -
cu viteza unghiulard @ si altul specific unei translatii in lungul axei Oz cu viteza v o

(figura T 9.7). Proprietatile distributiei de viteze sunt :
i) Nu exista in general puncte de viteza nula. Punctele de vitezd minima (egala cu
Vo ) apartin axei miscarii elicoidale ;
i) Punctele rigidului situate pe o paralela la axa miscarii elicoidale au aceiasi
viteza ;
iii) Punctele rigidului apartindnd unei perpendiculare pe axa miscarii elicoidale au
modulele vitezelor direct proportionale cu distanta de la punct la axa (A)

9.2.3.3. Studiul distributiei de acceleratii

Utilizand formula generala (9.15) si relatiile (9.33-9.34) obtinem :

- - o — - -
i j k i j k
- - > 2> > (> > -
a=aQ+ ex r+a)x[a)x r}:ao k+/0 0 ¢|+| O 0 o=
X Yy z| Foy ox 0
AT 2\ -
:(—yg—xa) )i+(xa—ya) )j+ao k (9.37)

Componentele pe axe si modulul acceleratiei punctului arbitrar M(x, y, z) sunt :

ay=—ys—xw?ay=xs-yo?a,=ao, a=\/aé+(a)4+521x2+ y2) (9.39)
Distributia de acceleratii rezultd tot ca o suprapunere de campuri de vectori

(acceleratie), primul corespunzitor unei rotatii in jurul axei Oz cu acceleratia unghiulara

- -
¢ si al doilea specific unei translatii in lungul lui Oz, cu acceleratia a O . Proprietatile

distributiei de acceleratie sunt analoage cu cele ale distributiei de viteze.
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9.2.3.4. Caz particular : miscarea de surub

Un caz particular al migcarii elicoidale, foarte intdlnit in tehnica, este acela al
migcarii de surub. Particularitatea constd in faptul cd la o rotatie completd a rigidului
acesta inainteaza cu un pas constant p. Exista astfel o dependenta de tipul :

zot)=k-6(t) (9.39)
intre cei doi parametrii ce caracterizeaza migcarea elicoidala, rigidul avand doar un singur
grad de libertate. Impunand conditia :

0=27 . zZp=p (9.40)

se obtine k = ZL In urma unor derivari succesive ale relatiei (9.39) rezultd urmitoarele
T
relatii de legatura intre elementele cinematice :

vo=£w , ao=£g (9.41)

9.2.4. Miscarea plan — paralela a rigidului
9.2.4.1. Generalitati

Un rigid are o miscare plan — paralela daca in tot timpul miscarii trei puncte
necoliniare ale sale raman intr-un plan fix din spatiu. Planul determinat de cele trei puncte
si legat de rigid ramane de asemenea in planul fix.

Exemple de miscari care efectueazd miscari plan-paralele sunt : biela unui motor,
roata unui vehicul care se deplaseaza pe un drum drept etc. Din considerente geometrice
rezulta cé toate punctele rigidului au traiectorii continute in plane paralele cu cel fix. Orice
punct al rigidului ramane la distantd constantd de planul fix si are aceiagi miscare ca si
proiectia lui pe planul fix. Va fi suficient sa se determine miscarea punctelor rigidului din
planul fix pentru a se cunoaste miscarea tuturor punctelor rigidului.

Pentru studiul miscdrii plan-paralele se considera triedrul fix O1X1Yyqz41 pentru
care planul O1x1y1 este chiar planul fix si triedrul mobil Oxyz, solidar cu rigidul, la care

planul Oxy este invariabil legat de sectiunea determinatd in rigid de planul fix (figura
T9.9). Pozitia rigidului la un moment dat este complet determinatd de cunoasterea
coordonatelor originii O a reperului mobil si de unghiul @ dintre axele Ox si O1x1(sau Oy

si O1Y1), adicd de functiile:
x10=x10() . Yi0=Y10lt) . €=6() (9.42)

Rezultd ca in migcarea plan-paralela rigidul are trei grade de libertate.

148



Mecanicd teoretica — teorie si aplicatii
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FiguraT 9.9

Deoarece punctul O se migcd doar in planul Oxy (sau OqX1Yy1) Vectorii viteza

70 si acceleratie :O au componente doar in acest plan :
- > g g
Vo =X10 I 1t Y10 J1=Vox ! +Voy |
- e > e - -
ao=x1011+Y10 j1=aox i+aopy j (9.43)
L] L] o0 (X ]

Observatie : Vox#X10,VOy# Y10, 80x* X10,80y#* Y10, deoarece in (9.43) apar

proiectii pe doua triedre diferite.

> o
Proiectiile versorilor i, j si k pe axele reperului fix O1X1Yy1z1 raman aceleasi
ca la miscarea de rotatie astfel incat :
- e -
k

—> ee
wo=0k =w & =

_)
0 k=¢ck (9.44)

9.2.4.2. Studiul distributiei de viteze

Tinand cont de formula generald (9.12) si de relatiile (9.43) si (9.44) se obtine
urmatoarea expresie analitica pentru viteza punctului arbitrar M(x, y, z) :

=
[ T
- > S > - —
V=vo+woxr=Voxi+voy j+/0 0 wo|=
Xy
— -
=(VOX—a)y) i +(voy+a)x) i (9.45)
Proiectiile pe axe ale vitezei punctului M sunt :
Vx=Vox—@®Y , Vy=Voy+®X , V=0 (9.46)
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Orice punct al rigidului are viteza cuprinsa intr-un plan paralel cu planul Oxy.
Distributia de viteze in miscarea plan-paraleld a rigidului are urmatoarele
proprietati :
1) Exista, in general, puncte de viteza nula. Notand prin &, n, £ coordonatele unui astfel
de punct si egaland cu zero componentele vitezei date de (9.46) obtinem :

v v
g0V 0% o arbitrar (9.47)
w w
Relatiile (9.47) reprezinta ecuatiile parametrice ale unei drepte perpendiculare pe
planul Oxy si care se numeste axd instantanee de rotatie. Punctul I(§, 77,0) de intersectie

intre aceasta dreapta si planul Oxy se numeste centrul instantaneu de rotatie (CIR) si este
singurul punct din planul Oxy care are viteza nula la un moment dat.

Centrul instantaneu de rotatie (CIR — ul) este un punct variabil atat fata de triedrul
fix O1x1y1z1 cat si fatd de triedrul mobil Oxyz. Mereu alt punct al rigidului are viteza

nuld si devine CIR. Locul geometric al CIR-ului in raport cu triedrul fix este o curba
numitd bazd (Sau centroida fixa) iar locul geometric al CIR-ului fata de triedrul mobil este
o curba numita rostogolitoare (sau centroida mobild). Se poate demonstra ca, in timpul
miscarii rigidului, centroida mobila se rostogoleste peste cea fixa, cele doud curbe fiind
tangente n CIR — ul corespunzator momentului respectiv.

In spatiu, axa instantanee de rotatie genereaza doua suprafete cilindrice Tn raport cu
triedrele fix si mobil, numite respectiv axoida fixa si axoida mobila . Suprafata mobild se
rostogoleste fara sa alunece peste cea fixa, avand in comun la fiecare moment de timp axa
instantanee de rotatie.

i) Distributia de viteze in migcarea plan-paraleld este identicd cu cea de la miscarea de
rotatie, ca si cand solidul s-ar roti in jurul axei instantanee de rotatie cu viteza unghiulard
-

o .

Intr-adevir, considerand ca la momentul de timp respectiv originea O a triedrului
mobil coincide cu CIR - ul (O=1), viteza punctului M va fi
- e T e T - -

VM =V |+ oxIM=wxIM (deoarece v | = 0), identicd cu cea de la miscarea de
rotatie in jurul lui L.

9.2.4.3. Studiul distributiei de acceleratii

Acceleratia punctului arbitrar M(X, y, z) rezulta pe baza formulei generale (9.15) si
a relatiilor (9.43) si (9.44) :

-> - - - - -
i j k i j Kk
- - > 2> > (> - - -
a:ao+gxr+a)x[a)xr]=ao)(i+aoyj+0 0 &+ 0 0 ow|=
X Yy z| Foy wx 0
2.\7 2.7
:(aoX—ey—a) x)|+(aoy+gx—a) y)j (9.48)

Proiectiile vectorului acceleratie pe axele reperului Oxyz sunt :
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axzaOX—ey—a)zx , ay=a0y+ex—a)2y , a;=0 (9.49)

Orice punct al rigidului are acceleratia cuprinsa intr-un plan paralel cu planul Oxy.
Distributia de acceleratii in miscarea plan-paralela a rigidului are urmatoarele proprietati :
i) Exista, in general, puncte de acceleratie nuld. Notand prin &',7n',{" coordonatele

unui astfel de punct, prin egalarea cu zero a componentelor acceleratiei se obtine :

2 2
. w-apx—¢&apQ . gapyx +tw "ap '
fem— Y et (=0 (9.50)
w +é& w +¢&

Relatiile (9.50) reprezinta ecuatiile parametrice ale unei drepte perpendiculare pe
planul Oxy, in punctele céreia acceleratiile sunt nule la momentul de timp dat. Intersectia
acestei drepte cu planul Oxy este punctul J(§ ',77',0), numit polul acceleratiilor. El este
singurul punct de acceleratie nula din planul fix la un moment dat.

i) Distributia de acceleratii in miscarea plan-paraleld este identicd cu cea din
miscarea de rotatie, ca si cand rigidul s-ar roti in jurul unei axe normale pe planul fix §i
care trece prin polul acceleratiilor.

Tntr-adevar, daca se considera la acel moment de timp ci originea O a triedrului
mobil coincide cuJ (O =J), atunci acceleratia punctului M va fi :

- R T e T T
aM=aJ+exIM+ox| oxIM |= exIM+ ox| ox IM

- >
(deoarece a g = 0 ), identicd cu cea de la miscarea de rotatie in jurul lui J.

Observatie : CIR — ul I si polul acceleratiilor J sunt puncte diferite la un moment dat

- - - - - - - -
Vvi=0darvy=0siajg=0dara|=0].

9.2.5. Miscarea sferica a rigidului
9.2.5.1. Generalitati

Un rigid are o miscare sferica atunci cand un punct al sau ramdne tot timpul
migcarii confundat cu un punct fix din spatiu.

Din consideratii geometrice rezultd ca toate punctele rigidului au traiectorii
continute pe sfere avand centrul in punctul fix si raza egald cu distanta de la punctul
corespunzator la punctul fix.

Exemple de solide rigide avand o miscare sferica sunt giroscopul, miscarea unui
aparat articulat sferic pe un trepied etc.

Pentru studiul miscarii se aleg doud repere si anume unul fix O1X1y1z1 si unul

mobil Oxyz, solidar cu rigidul, astfel Tncat originile O1 si O sa fie confundate cu punctul

fix (figura T 9.10). Pozitia rigidului este complet determinatd la un moment dat prin
unghiurile lui Euler v, ,8 (definite in cele ce urmeaza), astfel incat in miscarea sferica

rigidul are trei grade de libertate.
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FiguraT 9.10

Intersectia planelor Oxy si Oqxqyjeste dreapta ON, numitd linia nodurilor.
Unghiurile lui Euler sunt independente intre ele si sunt definite astfel:
- unghiul de precesie y , format de linia nodurilor cu axa O1x1;
- unghiul de rotatie proprie ¢ , format de Ox cu linia nodurilor ;
- unghiul de nutatie 6 , format de Oz cu O1z;.
Deoarece originea O a reperului mobil este fixa rezultd ca :
> o >
vo=aop=0 (9.51)
- -

Vectorul @ si vectorul & au componente pe toate axele triedrului mobil (vezi
capitolul 15), expresiile lor analitice fiind de forma :

- - - - - - - -
w=0y itoyjtok , e=cxit+teyjtegk (9.52)

9.2.5.2. Studiul distributiei de viteze

Viteza punctului arbitrar M(X, y, z), datd de (9.12), (9.51) si (9.52), este :

i j k
> 5 >
V=wXTI = a)x a)y a)z =
X y z
- - — —
V=(a)yZ—a)zy)i+(a)zx—a)xz)j+(cox y—a)yx)k (9.53)
Proiectiile pe axele reperului mobil ale vitezei punctului M sunt :

Distributia de viteze in miscarea sferica are urmatoarele proprietati :
i) Existd, in general, puncte de viteza nuld. Egaland cu zero componentele vitezei, date
de (9.54), se obtine un sistem liniar omogen in necunoscutele x, y, z, care este compatibil
simplu nedeterminat i are solutia datd prin X=Awy, y=Awy, z=1w,;, AR, ce

poate fi pusa sub forma:
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XY _ (9.55)
Oy @y 0
Punctele de viteza nula se afld pe o dreapta ce contine punctul fix O(0, 0, 0) si care

_)
are directia vectorului  (parametri directori @y, @y, ;). Aceastd dreapta poartd

%
numele de axda instantanee de rotatie si este o dreaptd variabila in timp deoarece w =

%
o (t). Locul geometric al axei instantanee de rotatie in raport cu triedrul fix este o

suprafatd conica cu varful in Oq, numitd con herpolodic iar locul geometric al axei
instantanee de rotatie in raport cu triedrul mobil este o suprafatd conica cu varful in O si
numita con polodic. In timpul miscarii conul herpolodic raméane fix iar conul polodic se
rostogoleste fara sa alunece peste conul herpolodic.

ii) Distributia de viteze este identicd cu cea din cazul miscarii de rotatie, ca si cdind
rigidul s-ar roti in jurul axei instantanee de rotatie (vezi relatia (9.53)).

9.2.5.3. Studiul distributiei de acceleratii

Utilizand formula generala (9.15) si relatiile (9.51) si (9.52) se obtin urmatoarele
proiectii pentru acceleratia punctului M(x, y, z) :

axz—(a)§+a)§)x+(wya)z—gx)y+(a)xa)z+gy)z
ayz(a)ya)x+gz)x—( ‘)2(+a)§)y+(wya)z—gx)z (9.56)

axz(a)za)x—gy)x+(a)za)y+gx)y—(a)§+a)§,)z

Punand conditia ca acceleratia punctului M sa fie nula (a x=ay=az= 0) se obtine

un sistem de ecuatii liniar si omogen 1n necunoscutele x, y si z. Pentru ca acest sistem sa
admita si solutii nenule este necesar ca determinantul sistemului sa se anuleze, adica:

2

A=loyoy+e; — w)2(+wz

2 2)
=— wx ¢ (9.57)

w a)z_gx—
2 2
W Ox—Ey Wz0ytEx —\Ox+toY

- -
Relatia (9.57) este verificata doar daca vectorii @ si & sunt coliniari sau unul

dintre ei este nul. Cum insa, in general, acesti vectori sunt nenuli §i au suporturi diferite,
sigurul punct de acceleratie nula este punctul fix O(0, 0, 0).

In concluzie, in miscarea sferica distributia de acceleratii este specifica si nu poate
fi redusa la cea corespunzatoare altei miscari particulare a rigidului.
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9.3. Miscarea generala a rigidului
9.3.1. Generalitati

Tn subcapitolul 9.2 ne-am concentrat asupra unui numir de cinci miscari
particulare ale rigidului. Miscdrile particulare se caracterizeaza prin impunerea unor
restrictii de naturd geometrica asupra rigidului, ceea ce are drept rezultat reducerca
numarului de grade de libertate ale acestuia.

In acest subcapitol vom reveni asupra unor aspecte ale distributiei de viteze si
acceleratii in migcarea generald a rigidului. Inexistenta restrictiilor geometrice face ca

- - >
rigidul sa aiba numarul maxim de grade de libertate, adica sase. Vectorii VO, a0, @ si

_)
& sunt functii oarecare de timp si au expresiile analitice:

- - - — - - - -
VOo=Voy i +Voy J+Voz k ao=apy I+apy j+tapzk

- - - - - - - -

o=y i +oy jtok , e=cxi+teyjtek (9.58)

Dreptele suport ale celor patru vectori au directii arbitrare in spatiu (in cazul cel
mai general).

9.3.2. Studiul distributiei de viteze

Distributia de viteze in miscarea generala a rigidului este data de formula Euler :
e e T
V=VOo+woxr (9.59)

Componentele pe axe ale vectorului viteza sunt :
Vom demonstra ca distributia instantanee de viteze in migcarea generala a rigidului
este reductibild la cea specificd miscarii elicoidale. Pentru aceasta va fi suficient sd aratam

—
ca existd puncte in care vectorii V §i @ sunt coliniari, adica :

- -

v=A4-w,41€R (9.61)

proprietate analoagé cu cea din miscarea elicoidala (vezi subcapitolul 9.2.3).
Conditia (9.61) este echivalenta cu relatia:

v v Vv
Ix Y _ Yz (9.62)
Oy Wy 0

sau, dupa inlocuirea componentelor vectorului viteza, cu :

(9.63)
Wy y w5

Ecuatiile (9.63) reprezinta ecuatiile unei drepte paralele cu dreapta suport a
%
vectorului @ . Ea se numeste axd instantanee a migcarii elicoidale.
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Asadar, Tn miscarea generala a rigidului distributia de viteze la un moment dat se
obtine ca si cand rigidul ar efectua o miscare elicoidala in jurul axei instantanee a migcarii
_)
elicoidale cu viteza unghiulard @ si viteza de translatie:
- o ) >
- > Vvo+towoxr o —» —

- . .

Vi= @ _Yoae (9.64)
- - -
(4] (4] (4]

Viteza unui punct arbitrar M al rigidului aflat in miscare generald are doua
- -
componente: una , egald cu V j, este paraleld cu @ si nu depinde de punct iar a doua,

- -
notatd V p, depinde de punct si este perpendiculard pe » (vezi figura T 9.11). Punctele

%
axel instantanee a miscarii elicoidale au viteza minima, egala cu Vv j, deoarece

%
componenta normald pe @ este nula.

Locul geometric al axei instantanee a miscarii elicoidale fatd de reperul fix este o
suprafata riglatd numitd axoida fixa iar locul geometric al aceleiasi axe fata de reperul
mobil (solidar cu rigidul) este tot o suprafata riglatd numita axoida mobila.

Axa instantanee
a_miscarii elicoidale

FiguraT 9.11

Cele doua axoide sunt tangente dupad axa instantanee a miscarii elicoidale iar
axoida mobila se rostogoleste peste cea fixa in jurul tangentei comune existand totodata si

_)
o0 alunecare n lungul acesteia cu viteza v j.

Concluzionand, se desprinde ideea ca distributia de viteze este specifica fiecarei
migcari particulare. Ea poate fi redusa la o distributie de viteze instantanee specificd
miscarii de translatie, rotatie (pentru miscarea plan-paraleld sau miscarea sferica) sau
elicoidala (pentru migcarea generala).
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9.3.3. Studiul distributiei de acceleratii

Distributia de acceleratii in miscarea generald a rigidului este datd de formula lui
Euler :

a=aQ+exr+wx|oxr (9.65)

N T [—) —>J

Componentele pe axele reperului mobil Oxyz sunt date de relatiile (9.16). Pentru a
investiga dacd distributia de acceleratii in miscarea generalad este reductibila la cea
corespunzatoare unei miscari particulare se cerceteaza existenta punctelor de acceleratie
nula. Punand conditiile ay=a y=az= 0, din (9.16) se obtine un sistem de ecuatii liniar si

neomogen in necunoscutele X, y si z. Determinantul acestui sistem (identic cu cel obtinut

in miscarea sfericd) este :
BN
A=— wx & (9.66)

- -
In general, vectorii @ si & nu sunt coliniari si, in consecintd, A= 0. Prin urmare

distributia de acceleratii in miscarea generald a rigidului este similara celei din migcarea
sferica, adica existd un unic punct de acceleratie nuld (de coordonate egale cu solutia
sistemului liniar neomogen), numit polul acceleratiilor. Acest punct isi schimba pozitia in
timp atat fatd de reperul fix cat si fatd de cel mobil.
Daca insd A =0, atunci sunt posibile urmatoarele cazuri:
i) nu exista puncte de acceleratie nula, ceea ce corespunde miscarilor de translatie
si elicoidala ;
i) exista o infinitate de puncte de acceleratie nula, situate pe o dreapta, ceea ce
corespunde miscarilor de rotatie sau plan-paralela.
In concluzie, distributia de acceleratii este specifica fiecirei miscari particulare in parte.

9. 4. Probleme rezolvate

R 9.1) Se considera rotile O si O’, cuplate prin intermediul manivelelor O’A’ si O”A” si
bielei A’A” (figura R 9.1). Stiind cd locomotiva se deplaseaza cu viteza constanta v, se
cere:

a) Viteza unui punct arbitrar M al bielei;

b) Traiectoria descrisd de punctul M.

\70
—_—
. 2
[ AN
\O”j V
7
FiguraR 9.1
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Rezolvare: a) In tot timpul miscarii manivelele O’A’ si O”A” riman paralele ,

astfel incat patrulaterul O’A’A”O” este de fapt paralelogram. In consecinta, laturile A’A”’

si O’O” sunt si ele paralele 1n tot timpul miscarii si cum dreapta O’O” este fixa in spatiu
- -

migcarea bielei este o translatie. Rezultd cd v = V 5. Miscarea rotii de centru O’ este o

\" . . PR
miscare plan-paraleld de viteza unghiulard o= TO , centrul instantaneu de rotatie fiind in

punctul I. Viteza punctului A’ are caracteristicile:

[

LIA"
sens trigpnoméric

VAl

. 90+¢0 -
LVA.:a}-IA'=2rsm =V /2 (1-sin )
b) Coordonatele carteziene ale punctului M in raport cu reperul fix O;x,ysunt:
X=Vgat+A'M+rcos@ , y=rsing,
v
unde 6 :Tot, si reprezintd ecuatiile parametrice ale unei cicloide (translatata fatd de
-

cicloida descrisa de punctul A’ cu vectorul A'M ).

R 9.2) O placa plana omogena, avand forma unui disc de raza R, se roteste in jurul unei
axe fixe (A) perpendiculara pe planul placii (figura R 9.2.1). Cunoscand viteza

- -
Vo= AAB(A1>0) a unui punct de pe periferia rotii, directia vitezei punctului B

N
(v gLOB) si distanta AB = d, sa se determine :
a) Punctul unde axa ( A ) intersecteaza planul placii ;
b ) Viteza unghiulard @ in migcarea de rotatie a placii ;
¢ ) Viteza punctului B ( ca marime si sens ) ;
d) Viteza centrului O al placii .

A

FiguraR 9.2.1 FiguraR 9.2.2
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Rezolvare: a) Fie | punctul in care axa de rotatie intersecteaza planul placii (figura

- -
R 9.2.2). Deoarece v p LIA v LIB, rezultd ci | este la intersectia dreptei OB cu
perpendiculara in A pe AB. AOCB~AIAB= IB=2R (punctul I apartine periferiei
discului).

1 1B
1(OAB)
- - - - 1-
b) wysensorar ;C) Vg ysensdat de w d) vozsz
Ya Ad vg =B 2R 14
C()Z_:— B: -a):—
1A ’4R2_d2 I4R2_d2

R 9.3) Un paralelipiped dreptunghic [DABCDEFG] avand laturile OA=3m, OB =4m,
OC = 5 m se roteste in jurul diagonalei OF cu viteza unghiulard @ =2 rad / s (figura R

9.3). Sa se determine vitezele si acceleratiile punctelor F , A si D.

C

G F
o : B Y
A D
X j é\
FiguraR 9.3

Rezolvare: Vectorul viteza unghiularé are expresia analitica:
o2 OF 3J_ - 4J_ e
0=o- = — j+
OF =@ 5 =75~ J
- - -
Deoarece punctul F apartine axei de rotatie rezulta ca vg =afg = 0. Pentru
vitezele si acceleratiile punctelor A si D obtinem:

e > Z
I J
- -> - W2 442 -> 12 -
VA:wXOAsz Tf JE—3J§J——‘/—k
3 0 0
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- - -
i j k
- - - 32 442 - -
Vp=awx D:T\/— ?*/— V2|=-42 i +3V2 j
3 4 0

.
K
246> 72— 18-
5 5 V2 ~o5 Tl
0

j
- - - - -> - 3\/5 4\/5
apa=0x(oxOA)=wx V=

N
J k

- - o> > - - 3\/5 4\/5 - - -

ap=wx(oxOD)=wx Vp = —= J2|=-6i-8j+10k.
0

Modulele acestor vectori sunt:
Vo =543m/s, vp =7,07m/s a, =1780m/s %, ap =1414m/s 2.

R 9.4) Raza unui surub este r iar unghiul de inclinare al filetului este « . Stiind ca surubul
se roteste in piulita cu viteza unghiulard @, sa se afle viteza v a unui punct de pe axa
surubului.

Rezolvare: Viteza v a unui punct oarecare de pe periferia surubului (aflat in
. N < w . C e .
migcare elicoidald) este egald cu v=n-p, unde n=— este turatia miscarii iar
/4

p=2rxrtg a este pasul surubului. Unitatile de masura folosite sunt: [v] =m /s, [r] = m,
[w]=1]s.

R 9.5) O bara AB = | se deplaseaza in planul Ox,Y, astfel incat capatul A aluneca pe axa

5
O, X, cu vitezav 5. Bara este tangenta in C la cercul de raza r si centru O, (figura R
9.5.1). Se cere:

a ) Baza si rostogolitoarea in miscarea plan — paralela a barei ;
b ) Vitezele punctelor B si C .
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FiguraR 9.5.1 FiguraR 9.5.2

Rezolvare: a) Deoarece bara este in permanenta tangenta la cercul C(O 1 r) rezulta
cd viteza punctului de tangenta C va fi in lungul barei AB (normala pe raza O;C ). Pentru

a determina centroidele miscarii plan-paralele executate de bara va trebui determinata
pozitia centrului instantaneu de rotatie (CIR) pentru o pozitie arbitrard a barei, datd prin
unghiul @ (vezi figura R 9.5.2). CIR-ul se gaseste la intersectia perpendicularelor pe
dreptele suport ale vitezelor punctelor A si C, perpendicularele fiind construite Tn aceste
puncte.

Determinarea bazei

Coordonatele CIR — ului fata de sistemul de referinta fix O X4 y, sunt:

sin @

X1=01A= f yl: IAZOIA'tg 9=I‘

cosd cos? 6
Elimin&nd parametrul € intre aceste doua relatii se obtine ecuatia bazei:

r 2(x12+ y f)— x1=0.
Determinarea rostogolitoarei

Se considera sistemul de referinta mobil Axy, solidar legat de bara. Fata de acest
sistem coordonatele CIR- ului sunt:

x=IC=Alsind=rtg26 , y=AC=rtg 6.
Ecuatia rostogolitoarei, obtinuta prin eliminarea parametrului € fntre ultimele

doua relatii este y 2= r x, adica ecuatia unei parabole ce are ca axa de simetrie axa Ox.

o . v 0 . .
b) Modulul vitezei unghiulare este 0= =T G sensul acestui vector fiind dat

5
de viteza v o (sens trigonometric). Viteza punctului C este un vector dirijat in lungul
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dreptei AB, de la B catre A si are modulul voc =I1C-@=v, sin @ iar viteza punctului B
este un vector perpendicular pe 1B, de modul

> > sing .
vB=IB-a)=a)\/IA + AB“—21A- ABcos@ ,unde IA=r 2, siAB=1.
cos

R 9.6) Un disc de raza r se rostogoleste fara sa alunece pe un plan orizontal (figura R

H -~ - - - -
9.6.1) . Viteza centrului discului este v 4. Intr-un punct A de pe periferia discului este
articulata bara AB, de lungime |, al carui capat B se deplaseaza pe un plan orizontal . Sa se
calculeze vitezele punctelor A si B in functie de unghiul @ de rotatie al discului.

FiguraR 9.6.1 FiguraR 9.6.2

Rezolvare: Discul si bara au misgcari plan-paralele. Discul se rostogoleste fara sa
alunece peste planul orizontal astfel Tncat CIR- ul in miscarea plan-paraleld a acestui corp
este In punctul I ; de contact intre disc si plan (figura R 9.6.2). Rezulta ca:

(LllA
1(0AB)
- - -
@ 1 ysensorar ; vV 5 Sensdat de @ 4
Vo . 0
®1="" LvAzllA-a)1=2vosmE

%
CIR- ul corpului 2, I ,, se gaseste la intersectia dreptei | 1A (J_ v Aj cu verticala

9
din B | Lv g | astfel ca:

1(0OAB) 11,B
- . . -
® , ysenstrigonomdric  ; v g yspredreapta
Va 1,B
a)ZZIZ—A VB=|ZB-(02=I1—A Vo
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7

Pentru determinarea distantelor |1 ,A si | ,B se noteaza ma{ABI J: @ sise

aplicd teorema sinusurilor in triunghiurile ABI; si ABI ,. Se gaseste ca:

anpl 2B _ LA gy, AR 1A 2B
L 0 sing 20 0 sin(90-¢) . o)
smE sin 90—5 sin{180— (p—z

Rezolvand acest sistem obtinem distantele:

1 2 2 . 4&
I ,A= 9\/I —4r°sin >

cos—
2

I B—L ﬂSiHZQCOSE-F}Sing]/IZ 4rzsin4£
257 o\ | 2 2 | 2 2 )

COS—
2
R 9.7) Se considera sistemul de corpuri din figura R 9.7.1 pentru care se dau distantele
O,A=AB=BC=BD=DE=EF =1,CD=I1, si unghiurile o«,f. Stind ca
manivela O, A se roteste cu viteza unghiulard @, sa se determine vitezele punctelor A, B,
C, E si F si vitezele unghiulare ale elementelor mecanismului.

FiguraR 9.7.1 FiguraR 9.7.2

Rezolvare: Cele sapte corpuri ale sistemului au urmatoarele miscari:
Corpul 1 — miscare de rotatie;

Corpul 2 — miscare plan — paralela;

Corpul 3 — miscare plan — paralela;

Corpul 4 — miscare de rotatie;

Corpul 5 — miscare plan — paralela;
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Corpul 6 — miscare de translatie;
Corpul 7 — miscare de translatie.

Punctul A, considerat ca punct al manivelei O;A, executd o miscare circulara pe
-
un cerc cu centrul in O, si de razd O;A=I, cu viteza v , normala pe O;A, avand

5
sensul vitezei unghiulare @ (trigonometric) si modulul v ,=0,A-w=1w.
CIR- ul barei AB se gaseste la intersectia verticalei in B cu dreapta O,A (vezi

N
figura R 9.7.2). Viteza unghiulard o ,, in miscarea plan-paraleld a acestei bare, are sensul

. v
orar iar modulul a)zzﬁ: o, deoarece |1 ,A=0,A=1I.
2

Viteza punctului B (ca si viteza oricarui punct al corpului 6) este un vector
perpendicular pe | ,B, orientat spre stinga, si are modulul vg=1,B-®,=2lwsin« .

Viteza punctului C, considerat ca punct al placii triunghiulare CDE, este un vector
perpendicular pe raza CD astfel incat CIR- ul | 5 al barei BC va fi la intersectia dreptei

5
CD cu normala in B pe OB, adicd |;=D. Viteza unghiulard ® 3, din miscarea plan-
paralela a barei BC, este determinata ca sens si modul de viteza punctului B. Se obtine:

VB
¥ BD
Rotatia placii triunghiulare CDE va fi caracterizatd de vectorul viteza unghiulara

- -
® 4= @ 3, obtinut cu ajutorul vitezei punctului C. Viteza punctului E este un vector

1) =2wsina , Vc=CD-w3=2l,0sina

perpendicular pe DE, cu sensul din figura R 9.7.2 si modulul vg=DE-w,=2lwsina . In
-
fine, CIR- ul I al barei EF se gaseste la intersectia dreptei DE (normald pe Vv g) cu
-
orizontala Iui F (normald pe v g). Din triunghiul isoscel DEF (DE = EF) se giseste ca

ma{EDszma{DFEjz £ iar din triunghiul dreptunghic DFIl g ca | gF =2lsin g si

| sE=1. Vectorul VE determind sensul vitezei unghiulare Z) 5 (orar) si modulul acesteia:
Ve .
w5=E=2a}sma.
Viteza punctului F (ca si viteza oricarui punct al corpului 7) este un vector
perpendicular pe I gF  (/ yy, orientat spre B) si are modulul

Ve=IlsF-ws=4lwsinasin §.

R 9.8) Se considera mecanismul din figura R 9.8.1 constand din manivela OA si discul de
centru A si raza r. Manivela OA se roteste in jurul punctului O cu viteza unghiulard o si

acceleratia unghiulara ¢ iar discul se rostogoleste fard sa alunece pe o suprafatd

cilindrica. Sa se determine vitezele punctelor A, B si C si acceleratia punctului A.
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Se cunosc : OA=55¢cm,r=20cm, @ ,=2rad/s, &,=5rad/s”.

FiguraR 9.8.1

Rezolvare: Discul are o miscare plan-paralela, CIR-ul fiind in I, (vezi figura R
9.8.2). Se obtine usor ca:

(1 OA J_(l ZBC)

- J -
V 5 1Sensdatde @ , o ,sensorar ;
V ,=0A-wy=110cm/s

Vo
=——=55rad/s
P27 A

(L1,B

- -

VvV g ysensdatde @ , ;
Vg=1,B-®,=2r w,sin15° =5694cm/s

(L1,C

- J -
V¢ ysensdatde o ,

Ve=1,C-w,=2rw, sin60° =19052cm/s

wz y ) e
W B <0 <°
Ve ‘!'\7/* 2
i
FiguraR 9.8.2 FiguraR 9.8.3
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Acceleratia punctului A este acceleratia unui punct aflat in miscare circulara (vezi
figuraR 9.8.3):

- - -,
T
aA:aA+aA

(LoA
J (//OA

- - —

a jsensdatde ¢ ; aZ\JA—>O ;
ai=0A-gy=275cm/s? ax=0A-w2=220cm/s?

a=yai) +@%f =35217cm/s 2.

R 9.9) Un corp se roteste in jurul unei axe care trece prin originea sistemului de coordonate
carteziene Oxyz. Viteza punctului M ;(1,0,1) al corpului este egald cu v,=4m/s iar

unghiul «; dintre aceasta viteza si axa Ox este de 45° . Stiind ca unghiul « , dintre
viteza punctului M, (3,4,0) si axa Ox este dat de ecuatia cosa ,=-0,8, sa se afle:

- -
a) Viteza unghiulard instantanee @ si viteza Vv , a punctului M,;

b) Ecuatia axei instantanee de rotatie.

Rezolvare: a) Viteza unui punct M(X, y, z) al unui solid rigid cu un punct fix se
obtine cu ajutorul relatiei vectoriale:

> oS> >

VMZG)XOMZQJX a)y a)zZ(wyz_a)zy)|+(a)zx_a)Xz>J+
X Yy Z
N
tlowy-o,xk @

- -
astfel incat proiectiile vitezelor v 4 si vV , sunt:

Vi@ y 21— 0, Y=o (2a)
Viy=0, X1— @y 21=0,— 0 4 (2b)
V=04 Y 1— @y X1=—0, (2c)
Vox=@y 2= @, Y =—4w, (3a)
Voy=@, Xo— @y 2,=30, (3b)
Vo=@ Yo~ @y Xp=4w,—3w, (3¢)

H
Noténd cu « 4, B 1,71, respectiv « ,, S 5,7 o, unghiurile facute de vectorii v ; ,

_>
respectiv v ,, cu axele sistemului Oxyz, putem scrie:
Vi,=V, COSa =242 (42)
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Viy=Vj €OS B 1=3C0s 3, (4b)

V1,=Vq COSy 1=3C0Sy 4 (4c)

cos® ¢ ;+cos? B ,+cos? y =1 (4d)
S1

Voy=V, COSa ,=—0,8V, (5a)

Voy=V ,COSf3, (5b)

V=V, COSY 3 (5¢)

c0s% & o+ €08% f3 o+ C0s% y ,=1 (5d)

Din relatiile (2a) si (4a) rezulta ca:

w,=2J2 (rad/s) (6)
iar din relatia (2¢) se obtine:

p=-242  (m/s) (7)

Inmultind relatia (4d) cu v 12 si folosind (4a, b, ¢) gdsim ca:

—Jvi-vi-vZ =\16-8-8=0 (m/s) (8)

astfel Incat din relatiile (2b) si (8) rezulta ca:

@,=0, 9

Din relatiile (3a) si (5a) se gaseste ca:

w,=0,2v, (10)
iar din (3b, ¢), (5a), (6), (9) si (10) rezulta:

V=08V, , Vo =06V, , vy, =08V, 62 (11)

Inlocuind relatiile (11) in
2 2 2 2
V2:v2X+V2y+V22 (12)
se obtine o ecuatie de gradul al doilea in necunoscuta Vv, ce are solutia dubla:

Vf# (m/5s) (13)

- -
astfel incat vectorii v , si @ suntdati de:

- 9 - - 3J2— - 3 -
v2——6\/§|+£1 : =£|+2\/_ +£k (14)

b) Ecuatia axei instantanee de rotatie are forma:

AR (15)

%
Inlocuind valorile proiectiilor vectorului @, se obtine axa instantanee de rotatie ca
intersectie de doua plane:
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>
1
N
1
Mlow
<

(16)

R 9.10) Se considerd un cub de laturd a aflat in miscare pentru care se cunoaste la un

H
moment dat viteza v , a punctului A, dirijata dupa diagonala AH (figura R 9.10.1). Se

cere sa se determine viteza punctului D stiind ca ea este dirijatd dupd muchia AD precum
si viteza punctului B stiind ca ea este situata in planul ABD.

H G Y
: Vo
E F
5 D
— i \7D prBD VD \75
Vv |
4 D/ _____________ c
-~ : \78 )
A B A Py Vv, B
FiguraR 9.10.1 Figura R 9.10.2

Rezolvare: Se stie ca in miscarea generald a solidului rigid proiectiile vitezelor a
doua puncte apartinand rigidului pe dreapta care uneste cele doua puncte sunt egale.
Utilizand aceastd proprietate in cazul punctelor A si D se gaseste ca:
- -

Prap Vp=PrapVa 1)
Viteza punctului D, dirijatd conform ipotezei dupa muchia AD, va avea deci sensul

BN
proiectiei lui v 5 pe AD (adicd de la A spre D) iar modulul:

> V2
Vp= prADvA:vAcos450=7vA 3
Aplicand aceiasi proprietate pentru punctele A si B gasim ca:
- -
Prag V a=Prag vV g=0 3

- -
cici Vv o LAB, ceeace inseamna casi v g LAB.

Utilizand si ipoteza conform careia viteza punctului B este situatd in planul ABD
-
rezultd cd vectorul Vv g este dirijat dupa muchia BC. Pentru a obtine scalarul acestei viteze

se observa ca:
- -

Prep Vp=Prep Vs (4)
Fiind vectori paraleli si avand aceiasi proiectie pe dreapta BD (figura R 9.10.2)

rezultd ca:
- -

Vg=Vp ()
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9.5. Probleme propuse
9.5.1. Teste clasice

TC 9.1) Roata unui scranciob are o miscare de rotatie cu turatia constantd n = 60 rot / min.
Stiind ca raza rotii este R = 10 m, sa se determine viteza si acceleratia punctului B al unui
scaun in ipoteza in care axa scaunului rdmane in tot timpul miscarii paraleld cu ea 1nsasi
(figuraTC 9.1.1).

TC 9.2) In miscarea de rotatie a discului unui polizor se stie ¢i marimea la un moment dat
a unghiului la centru descris de la inceputul miscdrii este proportionald cu patratul
timpului. Sa se determine viteza si acceleratia unui punct oarecare de pe periferia discului

de razd R = 30 cm la momentul t, =4 s daca dupa t, =2 s de la inceputul miscdrii discul

are turatia N, = 50 rot / min.

FiguraTC9.1.1 FiguraTC9.3.1

TC 9.3) Doui roti solidare, de raze R si r, sunt antrenate simultan cu doud cremaliere astfel
- -
incat punctele A si B au vitezele cunoscute Vv, si V,. Dacd V,>V,, sd se determine

pozitia centrului instantaneu de rotatie, viteza unghiulard instantanee si viteza centrului

comun O al celor doua roti (figura R 9.3.1) .

e

v, A

FiguraTC9.4.1

TC 9.4) Se considera doua conuri circulare drepte avand generatoarele de lungimi egale
| = 30 cm, unghiurile la varf 2a =90° si 28 =60°, respectiv (figura TC 9.4.1). Primul
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con este fix iar cel de-al doilea se rostogoleste peste cel fix cu viteza unghiulara
w,=12rad /s dirijata in lungul axei de simetrie a conului fix. Cele doua conuri au
varfurile in acelasi punct O. Se cere sa se determine viteza si acceleratia unghiulard a
conului mobil precum si viteza si acceleratia punctului M ce se gaseste pe dreapta de
intersectie a planului bazei conului mobil cu planul format de cele doua axe de simetrie a
conurilor, la distanta MM (=10cm de circumferinta cercului de baza.

TC 9.5) Se considera un solid rigid ( C ) in miscarea cea mai generala, studiata cu ajutorul
sistemului de referintad fix O XYz, si al sistemului de referinta mobil Oxyz. Se cunosc la
un moment dat vitezele:

- e T e e I S
Vo=3i-2], Vvp=2i+4j-4k , vg=5i+6j-2k
a trei puncte O(0, 0, 0), A(2, 1, 1) si B(2, 0, 2) apartinind solidului rigid (figura TC 9.5).
- -
a) Sa se determine elementele @ si V ,;, ale torsorului cinematic de reducere in

raport cu un punct al axei instantanee a miscarii elicoidale;
b) Ecuatiile axei instantanee a migcarii elicoidale.

AIME

FiguraTC 9.5
9.6. Indicatii si raspunsuri
_)

%
TC 9.1) Vezi figura TC 9.1.2. Scaunul are o miscare de translatie, deci V g=V 5 si

- -

a B: a A
[1LOA
J (// OA
- - - -
V 5 1sensde miscare(sensdatde w) , a=an JA -0
Va=0A-w=207 (m/s) ax=0A-w?=407 2 (m/s?)
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S-a folosit relatia dintre turatia rotii (exprimata in rot/min) si viteza sa unghiulara

n
(exprimata in rad/s) : o= 7;—0 =2r.

L] L] ”n
TC 92) 9=A4t%2(1>0 constanta), w=60=2At,e=0=2A. Deoarece =20
. ﬂ'nl 7Z'n2 oA .o t2 A
rezultd =2 Aty TZZMZ s1, in consecinta, n2=t—n1=100r0t/m|n.
1

V,=Ro,=R-Z22 1007 cm/s , Vs 25077 /s?

ai=Rs,~R-2A=R. 1

2= R &= ~ " 301,

FiguraTC9.1.2 FiguraTC 9.3.2

N
TC 9.3) Vezi figura TC 9.3.2. Fie | centrul instantaneu de rotatie. Deoarece v, L IA,

-
v, LIB,rezultd ca | € AB. Distributia de viteze pe IA este liniard astfel incat | € A'B".
Rezulta ca | este la intersectia dreptelor AB si A ‘B *.

IB v Vv
— -2 IB=(R+r)—2>—.
IB+R+r vy Vi—V,

A IBB'~ A IAA'

5

Viteza unghiulard @ este perpendiculara pe planul figurii, are sens orar $i modulul

Vo VimVo
w=—"=

IB R+r

. Viteza centrului O este perpendiculard pe 1O, este orientatd spre

_ Vir+v,R
dreapta si are modulul Vo=10-@=(IB+r)- ="
TC 9.4) Miscarea conului mobil este miscarea unui rigid cu punct fix (punctul O).

_>
Vectorul vitezd unghiulard @ 1in aceastd miscare este dirijat in lungul generatoarei OO’
(axa punctelor de vitezd nuld la un moment dat) si rezultd ca o compunere de doi vectori:
- -
® 1- caracterizeaza miscarea de rostogolire a conului mobil peste cel fix si w o -
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caracterizeaza miscarea conului mobil in jurul axei proprii. Aplicand teorema sinusurilor n
triunghiul format de vectorii viteza unghiulara ( AOAB) gésim ca:
w1 @ 9 0

sin30°  sin45%  sin105°

: 0
sin105 . ) <
deunde w=w1 W =2,32rad /s . Viteza punctului M este dati de:
Sin
A
- - - ( \

VM =0 x0OM siv =

> o - -
@ x OM =a)~OM-Sin[a),OMJ.

OM O'M
sin60°  sin105°
unde vy =@-0O'M -sin 60° =4014m/s (deoarece raza conului de unghi la varf 24
este R ,=Isin g =15cmsi deci O’'M =20 cm).

Considerand un sistem de referinta cartezian fix O X1y1z4 cu axa Ozq n lungul

de

Tn AOO'M se aplici teorema sinusurilor si se obtine ci

_)
vectorului @ 1, avem ca:

- - - -
w = wsin 45° coswqt i1+ wsin 459 sin w1t j 1+ wcos45° k 15

de unde:
L]
-> - 0 - 0 -
e=w=-0wSiN45"sinwt i1+ wwsin45" cosogt j,

¢ 07 0 2 g
si,pentrut=0, £ =@w¢SiN45° jqiar e =w w1sin45° =196rad /s . In fine,

- e T e
apm=exOM+ o x| o xOM |.

- - -
Observand calat=0 OM =OM ssin(45+ y) i 1+ OM cos(45+ y) j 1 si folosind

- -
expresiile lui @ si ¢ lat=0se obtine acceleratia ay; =64,2 cm/s®. Cu y S —a notat

- -
masura unghiului dintre vectorii @ si OM .

TC 9.5) Componentele vitezei unui punct oarecare M(x, Yy, z) al unui rigid in miscare
generala sunt:
Vi=Voxt @y Z—=@ Y, Vy=Voyt @, X—@ 2, V, =V, + 0y Y= @ y X.
Se aplica acest rezultat pentru punctele A si O, respectiv B si O, si se gaseste ca
w,=-2, o ,=1, w,=2,deunde:

- - > > -
w=-2i+j+2k ‘ ‘=\/(—2)2+12+22=3
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_)
Viin=—% - @0=—Ii—— j——
min @ 9 9 9

a) Axa instantanee a miscarii elicoidale este dat prin ecuatiile:
Vox= Y@, +Zwy Voy=Z0,+X0, Vo,~Xo+Yo,

- -
w-V, > 167 8-> 16>
2

@ - @y - @,
In cazul particular al problemei noastre se obtine:
11

8
x+2y=§ , 2y — =9
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10. Miscarea relativa a punctului material

In capitolele 8 si 9 s-a studiat miscarea unui punct material sau a unui rigid in
raport cu un reper fix (adica migcarea absoluta).

Vom considera in cele ce urmeazi miscarea unui punct material (capitolul 10) Tn
raport cu un reper mobil aflat, la randul lui, in miscare fata de un reper fix. Se pune in acest
caz problema determinarii parametrilor cinematici (traiectorie, viteza, acceleratie) ce
caracterizeaza miscarea punctului sau a rigidului 1n raport cu reperul fix, dacad se cunosc
parametrii cinematici ce caracterizeaza miscarea punctului sau a rigidului in raport cu
reperul mobil §i parametrii cinematici ce caracterizeaza miscarea reperului mobil in raport
cu cel fix.

10.1. Definitii si exemple

Miscarea punctului material in raport cu sistemul fix se numeste miscare absolutd.
Viteza (respectiv acceleratia) punctului in aceastd miscare se numeste vitezd absolutd

- -
(respectiv acceleratie absolutad) si se noteaza cu v g (respectiv aa).

Migcarea punctului material in raport cu sistemul mobil se numeste miscare
relativa. Viteza (respectiv acceleratia) punctului in aceastd miscare se numeste vitezd

- -
relativa (respectiv accelerafie relativa) si se noteaza cu v (respectiv ar).

Se numeste migcare de transport miscarea 1n raport cu sistemul fix a punctului
solidar cu reperul mobil si care Tn momentul considerat coincide cu punctul a carui miscare
se studiaza. Viteza (respectiv acceleratia) punctului in aceastd miscare se numeste viteza de

- -
transport (respectiv acceleratie de transport) si se noteaza cu vt (respectiv at).

Exemplu: Se considerd o bara OA aflata in miscare de rotatie in jurul capatului
articulat O n planul fix O1xqyq(figura T 10.1). in timp ce bara se roteste, un punct
material M (un cursor) alunecd in lungul barei de la O spre A. Miscarea absoluta este
miscarea punctului fata de reperul fix O1x1y4. Punctul deplasdndu-se pe OA (considerata
ca axd Ox a reperului mobil Oxy) iar bara rotindu-se n jurul lui OA traiectoria punctului va
fi o curba de tip spirald. Miscarea relativa este miscarea punctului fatd de reperul mobil
Oxy, deci o miscare rectilinie pe OA. Miscarea de transport este migcarea punctului M
considerat imobil fata de reperul mobil si aflat in miscare fata de cel fix. Ea este o miscare
circulara pe cercul cu centrul in O si de razd OM.
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Figura T 10.1 Figura T 10.2

10.2. Derivata absoluta si derivata relativa a unui vector

ﬁ
Fie vectorul v (t) definit prin proiectiile sale pe axele reperului mobil Oxyz:

- - - -
v(t)=vy I +Vy j+Vzk (10.1)
Derivand relatia (10.1) in raport cu timpul t obtinem:
- [ ] [ ] [ [ ]
dv. 7> [*& > > & 2 = g >
W:v:(vx i+Vy J+vZkJ+ Vx i+Vy j+vzk (10.2)

Membrul stang al relatiei (10.2) reprezintd derivata totald sau absolutad a

- -
vectorului v . Prima paranteza din membrul drept reprezinta derivata vectorului v fata de
. . . . e % % . _> . .
sistemul mobil ca si cum acesta ar fi fix (adicd versorii i, | si k nu-si schimba

ﬁ
directia). Aceastd derivatd se numeste derivata locala sau relativa a vectorului v si se
%

9 ov . < . . o Cie e A
noteaza cu T cu observatia cd aceasta notatie nu reprezintd o derivata partiala. Tinand

seama de formulele lui Poisson:

> -5 > > -5 > > 5 >
i=oxi , j=oxj , k=oxk
a doua paranteza capdata forma:
— - - - - - =) - -
Vx i+Vy j+Vz K =0ox|Vy i+Vy j+V K |=oxV (10.3)
Relatia (10.2) devine:
- >
av _ 6_v+ ®x V (10.4)
dt ot

Aceasta relatie reprezintd formula de obtinere a derivatei absolute (fata de reperul

%
fix) a unui vector v dat prin proiectiile sale pe axele reperului mobil.
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10.3. Compunerea vitezelor

Fie un punct material M aflat in miscare fatd de reperul fix Oqxqy41z1 si reperul
mobil Oxyz (figura T 10.2). Pozitia punctului fatd de reperul fix este data prin vectorul de

% _) 2 . . . . - .
pozitie r 1 iar fatd de reperul mobil prin vectorul r . Intre cei doi vectori exista relatia:

e

ri=ro+r (10.5)

ﬁ
unde r o este vectorul de pozitie al originii triedrului mobil fata de cel fix.

Derivand in raport cu timpul relatia (10.5) obtinem:

- - -
ri=ro+r (10.6)
Dar:
505

r1 = Vv a - este viteza absoluta (in raport cu reperul fix);

- -
r o = v Q- este viteza absoluta a originii O a reperului mobil;

° -
- 5r - -
r=—+oxr
ot
%
or 7 . A . .
—— = v r- este viteza relativa (in raport cu reperul mobil ca si cum acesta ar fi fix).

- = >
Observand ca v o+ ox r reprezintd viteza unui punct solidar cu triedrul mobil si

_)
care coincide la momentul de timp considerat cu punctul M, adica viteza de transport v t,
obtinem urmatoarea formuld de compunere a vitezelor in miscarea relativd a punctului
material:

Va=Vr+Vt (10.7)
10.4. Compunerea acceleratiilor
Consideram relatia (10.7) scrisa sub forma:
- AN - -

Va=—+VO+oxr
ot

pe care o derivam in raport cu timpul t:

- d 6? e e
Va:& T +VO+OX I+ oxr (10.8)
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Dar:
[ ]
- -
Va = aga - este acceleratia absoluta a punctului M;

[ ]
e e . .
V O = a Q- este acceleratia absoluta a punctului O;
[ ] [ ] N
A T T S S S
O=€, =—+OXTI =Vr+oOxT ;
ot
- 5 - 5
d|or ocr 7 9or 0 - =
—|— | = OX— = + X Vr;
dt t 3 t2 t atz
227 o . . .
— = ar - este acceleratia relativa a punctului M.
ot

e e e A ) ) ) )
Suma aoQo+ ex r+ ox| ox r | reprezinta acceleratia unui punct solidar cu

triedrul mobil si care coincide la momentul de timp considerat cu punctul M, adica

. - ) - — not—
acceleratia de transport at a punctului M. Termenul 2wx vy = ac se numeste

acceleratie Coriolis $i exprimad influenta simultana a miscarii de rotatie a triedrului mobil
fatd de cel fix si a miscarii relative a punctului asupra acceleratiei absolute a punctului
material. Tinand cont de aceste observatii obtinem urmatoarea formuld de compunere a
acceleratiilor in migcarea relativa a punctului material:

ag=ar+at+ac (10.9)

10.5. Probleme rezolvate

R 10.1) Cursorul M se deplaseaza pe bara cotita OAB (m(OABj =90 , 0A =12cm)

dupa legea AM = x (t) = 4t° +t ( figura R 10.1.1). Bara se roteste in planul ei , in jurul
unei axe ce trece prin O , cu viteza unghiulard @ = 3t. Sa se determine viteza absoluta si
acceleratia absolutd ale cursorului M in functie de timp. Sa se particularizeze rezultatele
gasite pentru t ;=1 s.
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FiguraR 10.1.1

Rezolvare: Consideram sistemul de referinta fix O,X,Y,Z, si sistemul de referinta

mobil Axyz , in raport cu care vom studia migcarea cursorului M .
Miscarea relativa a punctului M este o miscare rectilinie, pe AB, In conformitate cu

legea X =4t°+t. Miscarea de transport se obtine solidarizand punctul cu bara (adica
facand sad inceteze miscarea relativd) . Punctul M va executa in acest caz o miscare
circulard, pe cercul cu centrul in O si de raza AM = ./l >+ X ? | cu viteza unghiulara
w=3t.

Studiul vitezelor (figura R 10.1.2)

- - —

Va:Vr+Vt
1 OM
/I AB
- - -
Vi<A—>B ; V4ysensdatdew

V,=x=8t+1 Vi=OM - =3t .l 2+ (4t 2+ t)?

FiguraR 10.1.2 FiguraR 10.1.3
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V= \/vf+ V242V, v, cosa =+/(8t +1)%+ 9t2[144+ (4t2+t)2j+ 72t(8t+1)

Studiul acceleratiilor ( figura R 10.1.3)

I AB
- - - > - > o5 >
da=a,+a,+ac; a,<A->B ; ap=a{+ay
ar=$i=8
1 OM
// OM
- - -
a{ qsensdatde ¢ ;a{ {M >0

: 2 2 {2 2 2
ai=0OM -£=0M - @ =3I 2+i4t2+ti2 a{=0M - “=9t %/l +i4t +ti

- -
llw,v,
- -> -

ac =2wxVv, <sensdatderegulaburghiuluidrept

- >

ac =2wvrsin{a),v rJ:Gt(8t+1)

a,,=a,+afcosa—ay sinag=-36t*-9t3+44

a,,=ac+aj sina+ay cosa =168t%+9t

[42 2
ag = aax+aay

Caz particular :t=1s
Xx=5cm,0OM :13cm,cosaz=E,sinozz1%,00=3rad/s,g=3rad/s2

v, =9cm/s,v=39cm/s,v,=434cm/s

a,=8cm/s?,af=39cm/s?, a/=117cm/s? ,a.=56cm/s? a, =1771cm/s?

2
wotz

R 10.2) Un mobil M se deplaseaza pe semicercul de raza R conform legii ¢,=

unde @, este o constantd pozitiva. In acelasi timp semicercul se roteste fatd de diametrul

sau AB dupa legea ¢,= w ot (figuraR 10.2.1 ). Sa se determine :
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2
a) Timpul t, dupa care mobilul ajunge in pozitia ¢ = % ;

b ) Pentru pozitia corespunzitoare timpului t,, sd se determine viteza si
acceleratia absoluta ale mobilului M .

72
Rezolvare: a) ¢ 1(t 1) =7 =
b ) Miscarea relativd este o migcare circulard, pe semicercul cu centrul in O si de raza
2
“ . w
OM=R, in conformitate cu legea ¢ (t)= Totz :
Miscarea de transport este tot o miscare circulard pe cercul cu centrul in N si de raza

2
MN =OM sing = Rsin(%t ZJ , dupi legea ¢ ,(t)=w ot (figuraR 10.2.2) .

Studiul vitezelor ( figura R 10.2.2)

> o o
V=V +V,

Figura R 10.2.2 Figura R 10.2.3
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R 1 (0AM) Il AB
® 1 < senstrigonometic ; w,<A—>B
@ e
a)1=(01=7t @ =@ =0
1LOM 1 (0AM)
- - - -
v , <sensdatdew ; V<sensdatdew ,
2 2
Vr:OM-a)lzﬁRa)o Vt:MN'a)ZZRQ)OSin”T
N 2 2 2
VLV, =vV,= v$+vt2:Ra)0\/ﬂ w°+sin2”T
Studiul acceleratiilor ( figura R 10.2.3)
- - - -
a,=a,+ta;tac
1 (0AM)
- - - - - - - - - - -
£ 1 4senstrigonometic; ¢ ,=w,=0; a,=a;+a, ; a;=ay (afzoj
2
0l
E1=Q 1=——
1= ®1= 7
1OM
/1 OM /IMN
- - - -
a; {sensdatdes ; ;ay <M >0 ;a{sM >N
2 2p 4 2
R .
a§:OM-glsz° a’=Re2=2"%0  |a'=MN-w}=Reisin’—
64 4
- -
Llw,, v,
- - - . .
ac=2m,xV, <sens trigonometic
ac=2w,V,sin - = —”RwSSin ”—z—z
c 2Vr ?1 5 4 4 2

Aax= atV+a?wS(ﬂ—¢1)+a¥sin(7r—¢1); aay:all:5in(”‘¢1)_arcos(”_(/’1)
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. _ 2 2 2
@az=8c; 8,= \/aax+aay+aaz

R 10.3) Un disc circular de raza R = 2r, cu centrul in O, se rostogoleste fara sd alunece pe
dreapta ( D) . Intr-un canal circular de raza r, cu centrul in O, se deplaseazd un mobil M cu

-

V 1| = U =constant ( figura R 10.3.1 ). Se cere sa se determine

viteza constantd in modul

viteza si acceleratia absolutd ale mobilului atunci cand el se afla in pozitia M ( pe
diametrul paralel cu dreapta ( D )) stiind ca centrul O al discului se deplaseaza cu viteza

%
constantd |V 5|=2u (orientatd spre dreapta).

®

FiguraR 10.3.1

Rezolvare: Miscarea relativa este o miscare circulara, pe cercul cu centrul in O si

5
de raza r , cu viteza v ;. Miscarea de transport este miscarea unui punct ( M) al unui

corp aflat in migcare plan — paralela.

Studiul vitezelor ( figura R 10.3.2)

CIR — ul discului se afla in punctul | de contact cu dreapta (D)

L(IOM 1OM
(10Mo) 0 1L OM,q
- - - - - o
@ sensorar[datdevOJ ; Vi qsensdatdew ;v ,<injos
Ve=IMp-o=u5 Vi=Vi=U
Vg U
Q=—=—
ror

> > o 2 9 > o
V=V, +Vy ; Va=|v2+v2+2v,v,co8 v ,, v, |=2/2u
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Vf
FiguraR 10.3.2 FiguraR 10.3.3 FiguraR 10.3.4
Studiul acceleratiilor ( figura R 10.3.3)
- — -
V o= constant=a o= 0 = polul acceleratiilor pentru disc este in punctul O (J = O).
- - -
w=constant = ¢ =0
I OM,, IIOM,
- - - o
a,=a,;<M;—>0 ; ap=a{<Myg—>0
2 2 2
a,=—=— a,=0M;y-w“=—
“r or ! 0=
- >
L(a) v rj
- > -
ac=2wxV , 1sensdatderegulaburghiuluidrept (vezi figuraR 8.3c)
(2> ) 2u?
ac=2wV, sinlo,v, ==
- - - o
a,=a,ta;+tac
4u 2

ag =a,ta;+ac=

R 10.4) Scara AB, de lungime |, se deplaseaza astfel incat capatul A se misca cu viteza

—

V a|=U pe un perete orizontal iar capatul B pe un perete vertical (figura P 10.4.1). Pe

bara se deplaseaza, pornind din B spre A, un punct material M in conformitate cu legea
S (t) =V-t (u, vsunt constante pozitive ). Se cer :

S T S ) .
a) Vg,apg,w si ¢ inmiscarea plan — paralela a barei ;
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b ) Viteza absoluta si acceleratia absolutd ale punctului M in pozitia 8 = % S = % .

FiguraR 10.4.1

Rezolvare: a ) Pozitia barei la un moment dat este fixatd prin unghiul @(t) ( vezi
figura R 10.4.2) . CIR — ul barei AB se afla la intersectia perpendicularei in A pe Ox

(L va)cuperpendicularan B pe Oy (L Vg), adica este al patrulea varf al dreptunghiului
BOAI .

1 (0AB) LIB

SN

- - -
senstrigonometic | datdeva | ; Vg sensdatdea (in jos)

vg =IB-o=utgd
_Va__u

w = =
IA  lcos@

1 (0AB)
N , . , 2w .
c=m= Smf 49:u—2 smf , deoarece w =0
I cos“@ | < cos°@

sens trigonometic (£, > 0)

™

- - -
v a=constant = aa =0 = A=J (polul acceleratiilor )

1JB
1138
- - - - - -
as=ag+a, ; apg-qsensdatdes ;agsB—>J
2 2
ag=d.c= M0y gt L
I cos“6 I cos“0

183



Mecanicd teoretica — teorie si aplicatii

ag=+(as P+ (ay P vl (/1 BO)
B=V\@B 8)" =7

cos*0
- .
Altfel : Punctul B are o miscare rectilinie deci ag//BO,B—>0O,ag=Vg .

b ) Migcarea relativa este o migcare rectilinie , pe BA , dupa legea s (t) = v t. Miscarea de
transport este miscarea punctului M al unui corp ( bara AB ) aflat in miscare plan-paralela .

° G l
FiguraR 10.4.2 FiguraR 10.4.3

Studiul vitezelor ( figura R 10.4.3)

L IM (//BA
1BA (r8A)
- - -
V,{B>A . Vv, <sensdatdew (spre A)
V,=s=V=constant VIZIM'(O:I_ u :ﬂ
T 2
lcos—
4

FiguraR 10.4.4 FiguraR 10.4.5
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- - - U\/E
Vo=V (+V;: ; Vg=V+Vi=V+——

Studiul acceleratiilor ( figura R 10.4.4)

//OB
- - -> 11—
ar=0 ; atziaB B—>O
u?v2
=

-> >
llo,v
- - >

sens dat de regula burghiului drept ( vezi figura R 10.4.5)

N 2uvy2
ac=20 VvV sinw,V , |= I

e = - - u
a,—a,+a,+ac ; aaz\/af+aé+2atacco{at,acjzl—\/ZUZ+8v2—4\/§uv

10.6. Probleme propuse
10.6.1. Teste clasice

TC 10.1) Se considera mecanismul din figura TC 10.1.1, format din barele OA si O,B
de lungime R si semidiscul cu centrul in C de raza AC = CB = R. Bara O1A se roteste in
jurul punctului O cu viteza unghiulara constantd « . Pe semidisc se deplaseaza un punct
2

VAN
material M astfel Tncat m(BCsz 6(t) == unde @ si & sunt constante.

YA

<t
<

=<y

[T T T T

FiguraTC 10.1.1 Figura TC 10.2.1
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Sa se determine viteza si acceleratia absoluta a punctului M la un moment arbitrar de timp
t.

—

TC 10.2) Un carucior se deplaseaza pe un drum rectiliniu cu viteza constantd [V 1|=u . Pe

1 .
carucior este montat un tub OA avand forma unei parabole de ecuatie y = 5 X2 (figura TC

-

10.2.1). In interiorul tubului se miscd cu viteza constantd |V ,=2u un punct material M.

Sa se determine viteza absoluta si acceleratia absolutd a punctului M la momentul de timp
la care acesta trece prin punctul de abscisa x = 3.

10.6.2. Teste grila

TG 10.1) Un disc de raza R se roteste cu viteza unghiulard constantd @ n jurul unei axe
care trece prin centrul sdu si este perpendiculard pe planul discului (figura TG 10.1). Pe un
diametru al discului se miscd, plecind din centrul sdu, un punct M dupa legea
s=Rsin wt. Traiectoria absoluta a punctului M este:

a) Elipsa de centru O si semiaxe R si R / 2 dirijate in lungul diametrului OM si
perpendicular pe el; b) O parabola de centru O si axa de simetrie diametrul OM; c) Cercul

de centru (O, F ™ = =27 ™ “reuldecentr= ™ 77

i i

T ;

Figura TG 10.1 Figura TG 10.2

TG 10.2) Un punct M porneste din varful O al unui con cu unghiul la varf 2 « si se misca

%
pe o generatoare a conului cu viteza u constanta.. In acelasi timp, conul se roteste in jurul

_)
axei sale de simetrie cu viteza unghiulard constantd @ (figura TG 10.2). Care este viteza
absolutd a punctului M dupa t secunde de la inceputul miscarii?

a) Va=Uul+wtsina ;b)vazu\/1+a)2t25ina ;C) Va=U+wtsina ;
d) Va:uwll—wztzsina.
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10.7. Indicatii si raspunsuri

TC 10.1) Miscarea relativd este o miscare circulard pe semidiscul de diametru AB ,

. 1
conform legii & (t) =3¢ t2. Deoarece O,ABQO, este un paralelogram rezultd ca AB

ramane paraleld cu ea nsdsi In timpul miscarii , semidiscul avand astfel o miscare de
translatie . Miscarea de transport este migcarea punctului M considerat ca punct fixat al
semidiscului. Pozitia barei O A este data prin unghiul p=w t.

Studiul vitezelor ( figura TC 10.1.2)

( (LO;A

1CM j
- - - —
v ¢ ysensul decrestere al unghiului@ ; v = v a ysensul dat de

|
lvy =CM -0 =Ret

Vt=01A-a)= Rw

el

v, A,
FiguraTC 10.1.2 FiguraTC 10.1.3 FiguraTC 10.1.4

Studiul acceleratiilor ( figura TC 10.1.3)

( (

LcMm JNCM
- - -> > -
ar=ay +ay,;ay sensuldecrestere alunghiuluid; a |M —C

. 2
laf=cM -0=R¢ br:CM-e =Re %t 2
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/10.A
- - -
atzaAza}gJA—>Ol ;
ak=0,A-w’=Ro?
- >
llo,v,
- - -

ac =2wxV , <sens dat de regula burghiului drept (figura TC 10.1.4);

- >

ac=2w Vrsin(a),er:ZRa)gt

e
a,=a,+ai+ac

: 2 2
al=al+aysinlp+0-7) ;al=ac—a)/-a;codp+0-7) ;a,= (ag) +(af‘i’)

TC 10.2) Miscarea relativa este migcarea punctului M fata de tub , cu viteza constanta in
modul v,=2u. Miscarea de transport este migcarea punctului M considerat ca punct al

caruciorului aflat in miscare de translatie cu viteza constantd V,=U.

Studiul vitezelor ( figura TC 10.2.2)

Unghiul facut de tangenta in M la parabold cu axa Ox este dat de relafia

1
a = arctgy f'(3):% ,unde f (x):yzgxz.

Jpetangenta in M la parabola J// Ox
- - =
Vir o V=V

O—->A spre dreapta
V|’=V2=2u Vt=V1=U
- -5 -
Va=V +Vy va:\/v$+vt2+2vrvt Cosa :u\/5+2\/§
y y
A A A A
\7r \”/a \*/1 '\P(3) < 5r:50/;
M — Y
= |
: vV, I
| !
0 L > © 3 7
3 X
Figura TC 10.2.2 Figura TC 10.2.3
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Studiul acceleratiilor ( figura TC 10.2.3)

15
e
N . he (s o
Raza de curburi a traiectoriei este dati de relatia p(x) = |f o )| = 1 .
X -
3
penormalain M la parabola
- - - o5 o> -
a = a ysprecentruldecurbura ; at=a,=0 (deoarece v, = constant)
2
v 2
ay=—2.-Y22
p(3) 3
- -
a .= 0 (miscarea de transport este o translatie )
> > o o ﬁ )
adg=a,+ai+ac ; az=a,= 3 u

TG 10.1) Fata de reperul cartezian O x;y; cu axele Ox; si Oy, orizontald, respectiv
verticald, coordonatele absolute ale punctului M sunt:

. R .
X1= S coswt=Rsin wtcoswmt =Esm 2 ot

R
yi1=ssinot= Rsin? wtzg(l—coszm) :

2
R
Eliminand variabila timp (sin2 2wt +cos? 2 mt =1) se gaseste relatia x12+ (yl— Ej =1,

care reprezinta ecuatia cercului cu centrul in (O, R/2) si razd R / 2. Raspuns corect : C).

%
TG 10.2) Miscarea relativd este migcarea punctului M pe generatoare cu viteza U iar

miscarea de transport este migcarea circulara pe cercul cu centru M © si raza MM © (unde

%
M° este proiectia punctului M pe axa de simetrie a conului), cu viteza unghiulard @ . Deci,

) . . - - - -
Vi=U si Vi=MM "o=0OMsina-o=utsina-@w. Cum Vv LVisi Va=V+Vy,

gasim ca V= \/v ?+ Vtz = u\/1+ w? t? sin? o . Raspuns corect : b).
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11. Miscarea relativa a solidului rigid
11.1. Generalitati

Fie un rigid ( C ) aflat In miscare fatd de reperul fix OXyy gz, si fatd de reperul
mobil O ;x;y;z,. Notam prin O,X,Yy,Z, un triedru mobil solidar cu rigidul (figura

T11.1). Ne propunem sa determindm parametrii cinematici ce caracterizeaza miscarea
rigidului in raport cu reperul fix dacd se cunoaste miscarea rigidului in raport cu triedrul
mobil O ;x;Yy,z, si miscarea acestui triedru mobil in raport cu cel fix.

ZO“ Z,
C
v )
zZ, O2 Y,
X2 y1
Ol
o Yo
v
Xl
XO
FiguraT 11.1

Miscarea triedrului O, X,y ,z, fatd de O 1X,YZ, este definitd de vectorii:

N
V ,; - Viteza originii O, fata de O X;Y,Z4;

N
@ 51 - viteza unghiulara in miscarea relativa a rigidului fatd de O {X1Y12;

N
a ,, - acceleratia originii O, fatd de O X;Y1Z4;

>
& 51 - acceleratia unghiulara in miscarea relativa a rigidului fatd de O X1y Z;.

Miscarea triedrului O 1X;1y,z; fatd de triedrul fix OXyygz, este definita de

vectorii:
- - - - - .
V 1o - Viteza originii O, fata de triedrul fix;
>
@1 - viteza unghiulara in miscarea triedrului O XYz fatd de cel fix;

>
a 1o - acceleratia originii O, fata de triedrul fix;
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N
€ 10 - acceleratia unghiulara in miscarea triedrului O XYz fata de cel fix.

Pentru a obtine distributia de viteze si acceleratii In miscarea relativa a rigidului
trebuie sa se determine viteza absoluta si acceleratia absolutd a unui punct arbitrar M al
rigidului precum si vectorii viteza unghiulara absoluta si acceleratie unghiulara absoluta in
miscarea rigidului fata de triedrul fix.

11.2. Compunerea vitezelor

Fie un punct arbitrar M al rigidului (figura T 11.1). Miscarea sa fata de triedrul
O 1X1Yy1Z este o miscare relativa astfel incét:
- - - -
Vr=V21+a)21><02M (111)
Viteza de transport va fi viteza fatd de triedrul fix a unui punct solidar cu triedrul
O 1X1Y2 si care va coincide la momentul de timp considerat cu punctul M, adica:

- - - -
Viteza absoluta a punctului M va fi:
- -y 2 2 2 - - - - -
Va=V,+V=Vpt+VoautwygxOM+w,y,uxO,M (11.3)

Generalizand pentru mai multe miscari de transport obtinem:

- n — n — —
V=2 Vi + 2o x0M (11.4)
i=1 i=1

N
Pentru a determina viteza unghiulard absolutd @ ,, in miscarea triedrului

O,XnYnZ,, solidar cu rigidul, fata de triedrul fix vom considera un alt punct al rigidului
(punctul N) si vom rescrie relatia (11.4) pentru acest punct:

- n n -
V=2 Vi + 2@ xO;N (11.5)
i=1 i=1
Alegand punctul M drept origine a triedrului solidar cu rigidul, relatia lui Euler
pentru viteze se scrie:

A+ ®ng xM (11.6)

- - -
Cum O;N=0;M+MN , din (11.4)-(11.6) gasim (dupa cateva calcule elementare)

urmatoarea expresie a vitezei unghiulare absolute:
- n—
® ho= 2@ i1 (11.7)
i=1
Viteza unghiulara absoluta in migcarea rigidului fata de triedrul fix este suma
vectoriala a vitezelor unghiulare relative ale miscarilor componente.
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11.3. Compunerea acceleratiilor

Vom raporta, pentru 1inceput, miscarea rigidului fata de triedrele mobile
O ,X5Y525, O1X1Y4Z4 sifatd de triedrul fix OXyygzg.

Migscarea relativd a punctului M este miscarea sa fatd de O 1X1y424, astfel
ncat:
- - - - - - -
ar:a21+€21X02M+w21X 6021><02M (118)

Acceleratia de transport este acceleratia fatd de triedrul fix a unui punct solidar cu
triedrul O Xx,y,z; si care va coincide la momentul de timp considerat cu punctul M,
adica:

- - - - - i i

5
Acceleratia Coriolis se calculeaza cu viteza relativd v, (datd de (11.1)) si cu

>
viteza unghiulara de transport @ :

- - - - - - -
aCZZwloerZZO)lOX V21+a)21X02M (1110)

Acceleratia absoluta a punctului M va fi:

—>M - - - - - - - - -
a,=a,+a;+ac=aptant s pxO M+ ,x0O,M+

- - - - - - - - - -
+ @19%| @10 OIM |+ @ x| @ 31x O, M |+ 2@ 9% | V 21+ @ xO0,M | (11.11)

Se poate demonstra (vezi[2]) cd, in cazul existentei mai multor miscari de
transport, acceleratia absolutad a punctului arbitrar M este data de relatia:

- n — n — — n — - —
M
aa :Za i’i_1+25 i’i_leiM +Za)i’i_1x(a)i’i_lx0iM)+
i=1 i=1 i=1

n i-1_, - - -
+222wj‘j—1x(v it CUi,i—lxoiMj (11.12)
i=1 j=1
H
si cd acceleratia unghiulara absoluta ¢ ,( n miscarea rigidului fatd de triedrul fix este:

- n — -
£ o= 26 iiat € ¢ (11.13)
i=1
- n il -
unde ec =22 j,j-1X @i este un termen de corectie numit accelerafie unghiulara
i=1 j=1
complementara.
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Relatiile (11.12) si (11.13) determina complet distributia de acceleratii 1n miscarea
relativa a rigidului. Acceleratia absoluta a altui punct (punctul N) se obtine cu ajutorul
formulei lui Euler pentru rigidul in migcare generala alegand punctul M drept origine:

>N M > > - -
adz=a, +& X MN+ @ o%| @ ,ox M (11.14)

11.4. Cazuri particulare. Compuneri de miscari instantanee.

In practica se intalnesc adesea cazuri particulare de miscari instantanee relative ale
rigidului solidar legat de triedrul O ,x,y,z, in raport cu alte rigide carora li s-au atasat

triedrele O;x;y;z; ,i=1,n—1. Vom discuta in cele ce urmeaza cateva din aceste cazuri.

11.4.1. Compuneri de translatii

Deoarece toate triedrele mobile executa miscari de translatie, avem urmatoarele

particularizari:
- - - - -

Dijig= € i1~ 0 , 'V i1 a ii-1 = vectori arbitrari (1115)
Din relatiile (11.5), (11.7), (11.12) si (11.13) rezulta ca:
- - - - n — - n —
®no=200=0 , V=2 Vi, ,ay=2ai, (11.16)
i=1 i=1

ceea ce inseamnd ca distributia de viteze si acceleratii corespunde unei miscari de
translatie.

11.4.2. Compuneri de rotatii paralele

Originile triedrelor mobile se aleg pe axele corespunzétoare de rotatie, astfel incat:

- ->
Viia=0,i=1n (11.17)
%
Notand cu u versorul directiei comune a axelor de rotatie, avem:
d - g g ) -
@iig=@ig- U, E4iq=8&jig- U, 1=1n (11.18)

Din (11.7) se obtine:

- n - N - -
® o= 2. 0;j 4 U :[Zwi,ilj' U=awnoU (11.19)
i=1 i=1
n
unde @ o= Za)iyi_l , 1ar din (11.13) rezulta:
i=1
- n - n - -
£ no= 2.1 U =(Z£i,i1j‘ U=é&po U (11.20)
i=1 i=1

- - n
deoarece ¢c = 0 (produsele vectoriale sunt nule). S-a folosit notatia & o= - i1 -
i=1
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Viteza punctului arbitrar M are expresia particulara:

— n — — L —
V=20, UxOM=ux2 ;i ;-O;M (11.21)
i=1 i=1
> e
ceeacearatica V, LU (sau v, L @ ). Sunt posibile doua situatii:

- -
i) @,,# 0 : Distributia de viteze este cea corespunzatoare unei miscari de rotatie

5
cu viteza unghiulard @, in jurul unei axe ce contine centrul vectorilor paraleli

- P
@i 1,1=1n, numitd axd instantanee de rotaie. Intr-adevar, viteza absoluta a punctului

M (data de (11.21)) poate fi scrisa sub forma:
n -
0 . %wi,ifl'OiM I
y:(zl:wi.il]‘ Ux=>——— . =W XTI ¢ (11.22)

Zwi,ifl

i=1

N
\Y

- - —
unde rc este vectorul de pozitie al centrului vectorilor paraleli @;; 4,i=1n, definitin

mod identic cu centrul fortelor paralele.
- -
Deoarece w o /I € o (vezi (11.20)), distributia de acceleratii este identica cu cea

din migcarea de rotatie 1n jurul axei instantanee de rotatie.

- -
i) @,,=0: Vitezele absolute ale punctelor M si N (relatiile (11.4) si (11.5))

devin:
- n — — - n — -
Vgﬂzz“wi'i_lXOiM y V;\lzz‘,wi’i_lXOiN
i=1 i=1
Scazand membru cu membru cele doua relatii se obtine:
- - n — - - n — - -
vilvi=Ye i, x(OiM—OiN):(Za)iyi_l x MN = 0 (11.23)
i=1 i=1

Relatia (11.23) arata ca la un moment dat distributia de viteze este aceiasi cu cea
dintr-o miscare de translatie, toate punctele avind aceiagi viteza.

11.4.3. Compuneri de rotatii concurente

Originile triedrelor mobile se aleg pe axele de rotatie (deci este verificata relatia
(11.17)) si coincid:

— — —  not —
0=0=0,=..=0,>0M=0,M=..=0,M =1
Din relatia (11.4) se deduce:
- n_— - n — -> - -
\Y y:zwi,i—lxoiM =(Za)i’iljx r =a)n0 X r (1124)
i=1 i=1
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Rezulta ca in cazul rotatiilor concurente distributia de viteze se obtine ca intr-0

>
miscare de rotafie cu viteza unghiulara @ .o in jurul unei axe ce trece prin O, numita axd
instantanee de rotatie.

De asemenea, distributia de acceleratii este cea din migcarea unui rigid cu punct

- - - -
fix, deoarece vectorii @y si & o nu mai sunt paraleli. Chiar daci &;; ;= 0 (rotatii

uniforme), acceleratia unghiulara absoluta este nenula:

- - n i1, -
Eno = €C= ij,j—lxa)i,i—l
i=1 j=1

5
si are suport diferit de cel al vitezei unghiulare absolute @ (.

11.5. Probleme rezolvate

R 11.1) O pana triunghiularda ABC, avand unghiurile la baza egale cu «, este agezata intre

— -
doud corpuri ce au miscari de translatie pe un plan orizontal cu vitezele v1g si v 20

(figura R 11.1.1). Sa se studieze migcarea absoluta a penei.

S S

@ Xe “/ e -
\720 \710 V.
C
© Il AC Il AB
FiguraR 11.1.1 Figura11.1.2

Rezolvare : Se noteaza sistemul fix (planul orizontal) cu (0) si corpurile in miscare
cu (1), (2) si (3). Pana se gaseste in miscare fata de corpurile (1) si (2) care, la randul lor,
se migca fatd de planul orizontal (0). Miscarile componente fiind translatii rezultd ca

_)
miscarea penei va fi tot o translatie cu viteza absoluta v 30 data de relatia:

- - - - -
V30=V10+ V31l=V20+V32 (1)
- - -

In relatia (1) vitezele v1g9 si v 20 sunt cunoscute iar vitezele relative v 31 si

ﬁ
v 32, In migcarea penei fatd de corpurile (1) si (2), sunt paralele cu AC, respectiv AB.

Reprezentarea geometrica a relatiei vectoriale (1) este datd in figura R 11.1.2.
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Din triunghiul isoscel abc (asemenea cu triunghiul ABC) se obtine viteza relativa
dintre pana si corpurile (1), respectiv (2) :
V20 —V10 )
2cosa
Utilizand teorema cosinusului n triunghiul abc gasim modulul vitezei absolute a
penei :

V31=V32 =

: \/ : 5
Va) = ———[Via+V5A+ 2V V 20 COS2c 3
30 2cosg V 107720 10 V20 3)

Unghiul pe care aceasta il face cu planul orizontal se obtine cu teorema sinusurilor
aplicata 1n acelasi triunghi :

sinp = 3258 _V20-V10 40 )
V30 2Vv30
Cazuri particulare :
- >
1) vio=v20
Din relatiile (3) si (4) se obtine :
- - >
V30=Vv10=Vv20 , A=0 (5)
ceea ce inseamnd ca pana si corpurile (1) si (2) formeazd un bloc care se deplaseaza pe
planul orizontal.
- -
2) v10=-V20
Particularizand relatiile (3) si (4) gasim ca:

T
V30=Vv10=V20 . F=- (6)
adicd pana se va deplasa pe directia verticala cu aceiasi viteza cu care corpurile (1) si (2) se
apropie unul de celilalt.

R 11.2) Sa se studieze miscarea unei bile de rulment intr-un lagar in care se reazema un
pivot tronconic stiind c¢d nu au loc alunecari intre rulment si lagar si nici intre rulment si

%
arbore (figura R 11.2.1). Se cunoaste viteza unghiulara w10 a arborelui si unghiurile « si
p.

/10,D

jo)
S

a_|

\\\\\(ﬁ-\' II’////
RSYs
\\\\!”/,
Ol
FiguraR 11.2.1 FiguraR 11.2.2
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Rezolvare : Notam cu (0) elementul fix (lagarul), cu (1) arborele si cu (2)
rulmentul. Deoarece nu exista alunecare intre rulment si arbore rezulta ca axa instantanee a

ﬁ
miscarii relative rulment-arbore este dreapta O1B (figura R 11.2.1). Fie w21 viteza

unghiulard in aceasta miscare. Suportul vitezei unghiulare Zlo al arborelui contine si el
punctul O1, astfel incat avem de-a face cu o compunere de doua rotatii concurente.
Neexistand alunecare Intre bila si elementul fix obtinem de asemenea ca viteza
unghiulara rezultanta Zgo , in migcarea bilei fata de lagar, are directia O1D astfel incat se
poate scrie :
— - >
®20= w10+ w21 )
Reprezentarea geometrica a relatiei vectoriale (1) s-a realizat in figura R 11.2.2.
Aplicand teorema sinusurilor in triunghiul oqab se obtine:

w10 _w20__ @21 )
sin(B—a) sina  sin(180-a)

de unde:

_ sin 8 _ sina
©A=010 GrE—y 1 ©207910 Gy ®)

R 11.3) Sa se studieze miscarea unei bile de rulment intr-un lagar cilindric considerand ca
bila se rostogoleste fara sa alunece pe fusul arborelui si pe peretele lagarului (figura R

%
11.3.1. Se cunoaste viteza unghiulara @10 a arborelui, raza fusului R si raza r a bilei

rulmentului.

% N
o g

2R[_[—. . _ 41_0_ .......

S

e

FiguraR 11.3.1. FiguraR 11.3.2.

Rezolvare : Sa notam cu (0) elementul fix (lagarul), cu (1) fusul arborelui si cu (2)
bila rulmentului. Axa instantanee a miscarii relative bild-arbore trece prin A si este

%
orizontald deoarece intre bila i arbore nu existd alunecare. Fie ® 21 viteza unghiulara in

%
aceasta miscare relativa. Deoarece si viteza unghiulard ®10 a arborelui fata de elementul
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fix este orizontald avem de-a face cu o compunere de rotatii paralele.
In plus, deoarece nici Intre bila si elementul fix nu existd alunecare axa instantanee
. .. . . . % . . . .o
a miscarii absolute a bilei trece prin B. Notand cu w20 viteza unghiulard a miscarii

absolute a bilei, putem scrie :

- - >
®20 = @10+ @21 @)
Reprezentarea geometricd a relatiei (1) s-a facut in figura R 11.3.2. Viteza

%
unghiulard rezultantd 20 este in afara vectorilor componenti ceea ce inseamna ca

rotatiile componente (paralele) sunt de sensuri contrare. Rezultanta se géseste mai aproape
de componenta mai mare n modul.
Necunoscutele wp1 si wpg se determina scriind relatiile de la compunerea

vectorilor paraleli si de sens contrar (care nu formeaza un cuplu) :
w10 _ @21 _®20 @)
2r  R+2r R

W20=0w21- @10

Se gaseste astfel ca :

R+2r

R
®21=®10 — — » ©20=®10 5 (3)

R 11.4) Discul (2), de raza Rp=R, se rostogoleste fara sa alunece peste discul (1), de raza
R1=2R, fiind condus de manivela 004 (figura R 11.4.1). Se cunosc vitezele unghiulare

absolute ale discului (1), w10=wq, si manivelei (3), a)30:§a)0, unde wq este o

%
constantd pozitivd. Sa se determine viteza unghiulard absolutd w20 a discului (2) si

acceleratiile punctelor M si N de pe disc.

FiguraR 11.4.1. FiguraR 11.4.2.
Rezolvare : Miscarile celor trei corpuri fiind rotatii in plan (corpurile 1 si 3) sau

miscari plan-paralele (corpul 2) vitezele unghiulare sunt perpendiculare pe plan astfel incat
miscarea corpului (2) rezultd ca o compunere de rotatii paralele :
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- - - - -
020 = w10+ w21 = @30+ 23 1)
%
Considerand sensul orar pentru viteza unghiulara 10 putem scrie :
@ 20= w21+ ®10=® 23~ @30 )

Pe de alta parte, in cazul rotatiilor paralele rezultd pentru corpul (2) o rotatie

N
instantanee in jurul centrului vectorilor paraleli » . Notand cu C acest punct, din figura R
11.4.1. se obtine:

®20-OC =w921-OA=w3:001 3)
deoarece A este punctul de viteza nula dintre corpurile (2) si (1) iar O1 este punctul de
viteza nuld dintre corpurile (2) si (3). Rezolvand sistemul format din ecuatiile (2) si (3) se
obtin urmatoarele valori pentru necunoscutele @ 1,w 23, @2g $1 OC :

a)21:—5(o0,a)23:—%a)0,a)202—4a)0,OC: R ()]

N | o

Acceleratiile punctelor M si N se obtin din relatiile :

- - - -> - - -
aM=2a0,+¢ 20x01M+ @ 20x| @ 20x0O1M
- - - -> - - -
aN=a0,+¢20x01N+®20x| @20xO1N (5)
Dar :
- - - - > -
w20 Jw2l
£90 = +w10xw?21=0 6
20 =— = 10x @21 (6)
- % ﬁ - .
deoarece vectorii w10 si @ 21 sunt constanti si paraleli iar :
- - - 5o - - 5 =
®20%| @20x01M |=-05,-01M , @20%| ®20xO1N |=-w5; 01N @)

astfel incat obtinem urmatoarele relatii pentru determinarea acceleratiilor punctelor M si
N:
- - 5 - - 5 =
aM=a0,-0w5501M , aN=2a0,-©5,01N (8)

_)
Vectorul a o, are directia 0O 1, sensul de la O spre O si modulul :

2 _4 2
aolzool~w20=§Rw0 9)

Directiile si sensurile acceleratiilor punctelor M si N, determinate in conformitate
cu relatia (8), sunt prezentate in figura R 11.4.2. iar modulele lor sunt :

52 V2320
aM:aolJra)%O-OlM :?Ra)g ,aN:\/aél+a)gO-01N2 =3 Ra)% (10)
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11.6. Probleme propuse

TC 11.1) Sa se determine viteza tijei (2) a mecanismului din figura TC 11.1 daca se

_)
cunoagte viteza v 1 a tachetului de translatie (1) si unghiul de inclinare « al acestuia.

TC 11.2) Se da mecanismul planetar din figura TC 11.2 format din rotile dintate (1), (2) si
manivela (3). Roata (2) se rostogoleste fara sa alunece peste roata (1) si in acelasi timp in
interiorul unei suprafete cilindrice dintate, coaxiala cu roata (1). Se cunosc razele R si r ale
rotilor (1) si (2) si viteza unghiulara wg=¢q -t a manivelei (3), unde £ este o constanta
pozitiva. Sa se determine :

a) Vitezele si acceleratiile unghiulare absolute ale rotilor (1) si (2) ;

b) Viteza si acceleratia absolutd a punctului M.

Vl
—_—» o
Va ﬁ E
X
Figura TC 11.1 FiguraTC 11.2

%
TC 11.3) Un disc de raza r se roteste cu viteza unghiulara constantd o 2 fata de bragul CD

%
care, de asemenea, se roteste cu viteza unghiulara constanta w1 in jurul axei AC (figura
. . . % . . . % .
TC 11.3). Sa se determine viteza unghiulard @ si acceleratia unghiulard ¢ 1in miscarea

- -
discului D precum si viteza v B si acceleratia a B a punctului B situat pe periferia

discului.

y A
@, y
\l/ R
P
c X ©
> |22/ 0 X
h 7N r -
e D
A r L
Z
Z
Figura TC 11.3 FiguraTC 11.4
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15. Teoremele generale in dinamica sistemelor de puncte materiale
si a solidului rigid

15.1. Teorema impulsului

15.1.1. Impulsul unui sistem de puncte materiale si al unui solid rigid

5
Impulsul unui punct material de masa m, care are viteza v , este un vector coliniar

5
si de acelasi sens cu viteza v , definit prin relatia:
—def -

H=mv (15.1)

- - - - 4) - o

Pentru un sistem de puncte materiale de mase m;,i=1,n, si viteze v;,i=1n,

impulsul sistemului este egal cu suma vectoriala a impulsurilor punctelor materiale din

care este alcatuit sistemul:

— def N -
H=>m, v (15.2)
i=1
Impulsul unui solid rigid este definit prin relatia:
— def -
H =], vdm (15.3)

unde integrala se considera pe Intreg domeniul (D) ocupat de rigid.

Observatii: i) Unitatea de masura pentru impuls in sistemul ST este kg -m- st

N -
Zm ili
. aa . .. - . . 7 i=1 .

i1) Avand in vedere relatia de definitie a pozitiei centrului de masa, r¢c =————, si de

n
Zmi
i=1

definitia (15.2), putem scrie ca:

- i d?l d {n —>j d ( - ) -
H=2myq——=——|2m;ri|=—Mr¢c|=Mvc.
ST g T de\g ) dt ¢ ¢
Expresia
- -
H=M v¢ (15.4)
N -
unde M = Zmi este masa iar v ¢ viteza centrului de masa, arata cd impulsul unui sistem
i=1

de puncte materiale poate fi considerat ca impulsul centrului de masa in care se presupune
concentrata intreaga masa a sistemului.
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iii) Demonstratiile din acest capitol se fac pentru cazul sistemului de puncte materiale dar
ele raman valabile si in cazul solidului rigid.

15.1.2. Teorema impulsului. Teorema miscarii centrului de masa.

Teorema impulsului (enunt): Derivata Tn raport cu timpul a impulsului unui
sistem de puncte materiale sau rigid este egald cu suma fortelor exterioare care actioneaza
asupra sistemului sau rigidului:

— -
H=D Fext (15.5)
Demonstratie: Se considerd un sistem de n puncte materiale de mase m;,i=1n,

- P
si acceleratii aj,i=1n, aflate in interactiune (figura T 15.1). Asupra punctului A,

actioneaza doud categorii de forte:
H
- forte exterioare, inlocuite prin rezultanta lor Fj,

- PR
- forte interioare, Fij,i, j=1n, j#i, adica fortele cu care celelalte puncte ale
sistemului actioneaza asupra punctului A;. Conform principiului actiunii §i reactiunii

fortele interioare sunt doua cdte doud direct opuse, adica:
- - - > > > o -

Fij+Fji=0 ) riXFij+FjXFji=0 (15.6)
Izoland punctele sistemului si scriind pentru fiecare ecuatia fundamentald a
dinamicii se obtin ecuatiile:
> > o - - -
m;aj=Fi+Fi+Fix+..+Fjj+..+ Fin,i=1n (15.7)

Insumdnd membru cu membru cele n relatii (15.7) gdsim cd:

n — n n n
2m;a; =2 F; ZZF” (15.8)
i=1 i=1 i=1 j=1
j#l
In baza primei relatii (15.6), ultima sumd din (15.8) este nuld. In plus:
- - .
Lo-> dv;i - dH =
miaj=2m; ——=--2mVvi=——=H 15.9
E"i_l dtdt%'dt (15.9)
Deci :
—.> n —
H= ZF.=ZFext (15.10)

X
N

In proiectii pe axele reperului cartezian Oxyz, relatia (15.10) se scrie:
n

.o n ° ° n
Hx=2XF, ,Hy=XF, ,H,=XF, (15.12)
i=1 i=1 i=1
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Teorema miscarii centrului de masa (enunt): Centrul de masa al unui sistem de
puncte materiale sau rigid se misca la fel ca un punct in care este concentrata toatd masa
sistemului (rigidului) si asupra céruia actioneaza toate fortele exterioare:

- -
M ac =2 Fex (15.12)
- -
Demonstratie: Derivind relatia H =M v in raport cu timpul t gasim ca

L] L]
N

- - - -
H=Mvc =M ac. Din (15.10) gasim apoi ca M a ¢ =ZFext-

Observatie: Teorema impulsului §i teorema migcarii centrului de masa nu sunt teoreme
independente. Teorema miscarii centrului de masa reprezinta o altd forma de prezentare a
teoremei impulsului.

15.1.3. Teorema conservarii impulsului

Teorema conservarii impulsului (enunt) : Daca in timpul miscarii sistemul de
puncte materiale (rigidul) este izolat sau dacd suma fortelor exterioare este nula, atunci
impulsul sistemului (rigidului) se conserva.

- - - >

Demonstratie. Deoarece ZFext =0 , din (15.5) gasim ca H=0, adica

— -

H =M v ¢ = constant.

Observatie: In multe cazuri practice rezultanta fortelor exterioare are nuld doar
componenta dupa o singura axa, ceea ce va conduce la conservarea impulsului doar dupa
acea axa. Dacd aceastd axa este OX, atunci:

2 F ext=0= H =M v, =constant (15.14)

Figura T 15.1 Figura T 15.2
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15.2. Teorema momentului cinetic

15.2.1. Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale si al unui solid rigid.
Teorema lui Koenig pentru moment cinetic.

N
Momentul cinetic al unui punct material de masa m, care se misca cu viteza v ,

- -
calculat Tn raport cu un punct fix O, este momentul vectorului impuls H=mv al
punctului calculat in raport cu punctul O:

- def » —» -
Ko =rxH=rxmyv (15.15)
Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale de mase mj, i =1,_n, si viteze
— -
Vi,i=1n, in raport cu un punct fix O, se obtine cu relatia:
— def 0 n — -
Ko = 2 Koi=2,rixm; Vi (15.16)
i=1 i=1

Momentul cinetic al unui solid rigid se defineste prin relatia:
—  def j - >

Ko =], rxvdm (15.17)
unde integrala se extinde pe Tntreg domeniul (D) ocupat de rigid.

Teorema lui Koenig pentru moment cinetic (enunt): Momentul cinetic al unui
sistem de puncte materiale sau al unui rigid Tn raport cu un punct fix O, este egal cu suma

dintre momentul cinetic in raport cu O; al centrului de masd in care se presupune

concentrata toatd masa sistemului (rigidului) si momentul cinetic al sistemului (rigidului)
in miscarea sa relativa in raport cu centrul de masa:
- - - -

Ko,=rcxMvc+Ke (15.18)

Demonstratie: Se considera sistemul de puncte materiale Ai,i:l,_n, de mase
m,,i=1n. El este raportat la sistemul cartezian O,xyz si la un sistem cartezian
CXcYc Z¢ cu originea in centrul de masa §i axele paralele cu ale sistemului O Xyz

(figura T 15.2). Tntre vectorii de pozifie ai punctului A; fati de cele doud repere existi
relatia:

- - -,

ri=rc+r; (15.19)
Prin derivare in raport cu timpul, din (15.19) se obtine:

- - -,

Vi=Vc+V; (15.20)

Din (15.16), (15.19) si (15.20) gasim ca:

- n/(— -, - -, n — - n — -,
K01=Z(rc+ rijxmi(vc+vi]=2rcxmi Ve +Zrc><mi Vi+

i=1 i=1 i=1
N —, - n -, -,
+ZrixmiVC+zriXmiVi
i=1 i=1
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Insa:
n — - - N - - -
zrcxmiVC=l"cX Zmi VCZFCxM V¢
i=1 i=1
n — -, - d(ld -, -
Zrcxmivizrcx—(ZmiriJzo (15.21)
i-1 dt\io
-, - n -, - - n — -, o
Zrixmivcz(Zmirijxvczo . 2rixmv;=Kc

_)
r

-1
n — - .
S-a tinut cont de faptul ca Zmi i=Sc=M-¢& este momentul static polar

i=1
- -
fata de centrul de masa. El este nul deoarece &~ = 0 (vectorul de pozitie al punctului C
fata de reperul CXcYc Z¢).

Din (15.20) si (15.21) gasim acum (15.18).

15.2.2. Expresii ale momentului cinetic in diferite miscari particulare ale
rigidului

15.2.2.1. Miscarea de translatie

In miscarea de translatie vitezele tuturor punctelor rigidului la un moment dat sunt
egale intre ele si egale cu viteza centrului de masa. Neexistand miscare relativa fatd de
centrul de masa, avem:

- - -

- -
Kc=0 , Ko,=rcxMvg¢ (15.22)
Momentul cinetic al rigidului Tn raport cu punctul O, in miscarea de translatie, se

obtine ca si cum intreaga masa a rigidului ar fi concentratd in centrul de masa si s-ar
deplasa cu viteza acestuia.

15.2.2.2. Miscarea de rotatie

- - -
In miscarea de rotatie viteza unui punct A; se obfine cu relatia Vi = wx rj. Vom

considera cazul general in care axa de rotatie are o directie oarecare fatd de un triedru
- -
mobil solidar cu rigidul. Vectorul viteza unghiulard @ si vectorul de pozitie r; sunt dati
prin:
- g g - - - - 7
w=0,i+o,j+o, k , ri=x;i+y;j+z;k

Avem succesiv:
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e
i j k
- - - - - -
Vi=soxri=lo, o, 602=(60y2i—wz)/i)|+(szi—a>xZi)J+(60><Yi—wyxi)k
Xi Yi Zj
> = I
0 0 i j k
- - -
Kol=zfi><mivi=z m;j X; m;Yi m; z;
i=1

i=1
OyZi =@, Y O X—0xZj OyYi—®yX;

_)
Proiectia K, a momentului cinetic Ko, pe O;x va fi:

n miyi m;z;
K,=>,
*ge

2, .2
=Z[mi(yi+zi)a’x—mixi)’iw —-MiXizZjo, |=
Xi—OxZj @OyYi— OyX; y

=Jyo,—dyyo,—J,0,.
Procedand similar pe directiile O,y si O,z obtinem urmadtoarele proiectii ale

momentului cinetic in miscarea de rotatie:
Ky=dyo—dyyoy-d,0,  K=-J, 0+, 0,~-J,0,

K,==d xo—Jd;yo,+J,0, (15.23)

Cazuri particulare:
1) Daca axa O,z coincide cu axa de rotatie, atunci ®y=w =0, ®,=®. Proiectiile

momentului cinetic devin:
Ky==dyo , Kyi=-dy,0 , K,=J,0 (15.24)
2) Daca axa O;z coincide cu axa de rotatie iar rigidul este corp de revolutie

(J xz =Jdyz = O) , atunci momentul cinetic are directia axei de rotatie:
- - - -
Ko, =K, k=J,0k=J, o (15.25)
15.2.2.3. Miscarea rigidului cu punct fix

In miscarea rigidului cu punct fix (miscarea sferici) viteza unui punct arbitrar A,
are aceiasi formd cu cea din miscarea de rotatie astfel incat expresiile (15.23) ale

5
proiectiilor momentului cinetic rdman valabile. Vectorul @ nu mai pastreaza insa suportul
fix.

Dacé axele reperului mobil Oxyz se aleg astfel incat sa coincida cu axele principale
de inertie in raport cu punctul fix O, atunci:

Joy=dy,=3x=0 , J,=3; , I,=3, , J,=3;

iar
- - - -

KO :Jla)x i+\]2(0y j+\]3(02 k (1526)
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J;,J 5 si J3 sunt momentele de inertie principale in raport cu Oy .

15.2.2.4. Miscarea elicoidala si miscarea plan-paralela

Deoarece in aceste miscari particulare distributia de viteze se obtine prin
insumarea vectoriald a doud distributii de viteze, una corespunzatoare unei miscari de
translatie si cealaltd unei miscari de rotatie, momentul cinetic in raport cu originea

reperului fix se obtine analog:
- - -
Ko, =Ko, translatie + Ko, rotatie (15.27)

15.2.3. Teorema momentului cinetic in miscarea unui sistem de puncte
materiale sau a unui rigid in raport cu un reper fix

Teorema momentului cinetic (enunt) : Derivata Tn raport cu timpul a
momentului cinetic al unui sistem de puncte materiale (rigid) calculat Tn raport cu un punct
fix O, este egala cu suma momentelor fortelor exterioare care actioneaza asupra sistemului

(rigidului), momente calculate in raport cu acelasi punct fix:

- -
Ko, =2 Mo, ext (15.28)
Demonstratie: Se considera sistemul de puncte materiale Ai,izl,_n, studiat Tn

- -
paragraful 15.1.2. Se inmultesc vectorial la stinga relatiile (15.7) cu rqj,i=1n, i se
adund relatiile astfel ob[inute‘

Zrllxm a| ZthFl"'ZZrllXFlj (15.29)
i=1j=1
=1

In baza celei de-a doua relatii (15.6) suma dubld din (15.29) este nuld. Prima
sumad din membrul drept reprezinta chiar momentul rezultant al fortelor exterioare
calculat in raport cu O . Tn plus,

d I_d - d? —>—%
v 1i
%rl,xm a. Zrl,xm dtlzg‘{dt(rhxm v) dt'xmiviJz
-
- dKo1

:di[zrl,xm Vi j zv XMV =

dt

- -
suma a doua fiind nula | vi Il m; v |.

In proiectii pe axele reperului cartezian fix O,xyz relatia (15.28) se scrie:

Kx:zMolx,ext ’Ky:zMoly,ext ’KzzzMolz,ext (15.30)
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15.2.4. Teorema momentului cinetic in miscarea unui sistem de puncte
materiale sau a unui rigid in jurul centrului de masa

Enunt: Derivata Tn raport cu timpul a momentului cinetic al unui sistem de puncte
materiale (rigid), corespunzator miscarii acestuia in jurul centrului de masa, este egala cu
momentul rezultant in raport cu centrul de masa al fortelor exterioare care actioneaza
asupra sistemului:

- -
Kc =2 Mcext (15.31)

Demonstratie: Se utilizeaza relatiile (15.18), (15.19) si (15.28).

- - d(— - — n (- -, [N
KolzzMOLexti_ rexMve+Ke =z rc+r; xFi=>

dt i1
- - .
drc - - dve =2 - n — n - -
e *Mvc+rexM +Ke=rex 2 Fi+2r, xFi=
i1 i1

%,—/

-

-0

L] L]

- - - — - - - -
=>rcxMac+Kec=rcxM ac+zMC,ext:>Kc=zMC,ext-

- n—
S-a folosit faptul ca M a¢c = D Fi (teorema migcarii centrului de masa).
i=1
15.2.5. Teorema conservarii momentului cinetic
Teorema conserviarii momentului cinetic (enunt): Dacd in timpul miscarii

sistemul de puncte materiale (rigidul) este izolat sau dacd momentul rezultant al fortelor
exterioare n raport cu O, este nul, atunci momentul cinetic al sistemului (rigidului) in

raport cu punctul O, se conserva.

- - - -
Demonstratie: Deoarece ZM o,ext=0, din (15.28) se obfine ca Ko, =0,

-
adica Ko, =constant

Observatie: Daca numai una din proiectiile momentului rezultant al fortelor exterioare este
nuld, atunci momentul cinetic se conserva numai in raport cu axa respectiva. Astfel:

Mo, x,ext =0 = Ko x = constant.
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15.3. Teorema energiei cinetice si a lucrului mecanic

15.3.1. Energia cinetica a unui sistem de puncte materiale si a unui solid rigid.
Teorema lui Koenig pentru energie cinetica.

_)
Prin definitie, energia cinetica a unui punct material de masa m si viteza v este

data prin relatia:

def 1 2
E = > mv (14.32)
- - - P —> - P
Pentru un sistem de puncte materiale de mase m;,i=1n, si viteze Vv ;,i=1
energia cineticd se defineste prin relatia:
def 0 1
E = ZEm v 2 (14.33)
i=1
Energia cinetica a unui solid rigid se defineste prin relatia:
def 1 2
E=1, EV dm (14.34)

unde integrala se considera pe intreg domeniul ocupat de acesta.

Teorema lui Koenig pentru energie cineticd (enunt): Energia cineticd a unui
sistem de puncte materiale (rigid) aflat in migcare este egald cu suma dintre energia
cineticd a centrului de masa in care se presupune concentratd intreaga masa a sistemului
(rigidului) si energia cinetica in miscarea relativa a sistemului (rigidului) in jurul centrului
de masa.

1
E=>M VZ+E" (14.35)

Demonstratie: Se considera sistemul de puncte materiale studiat in paragraful
15.2.1. (vezi si figura T 15.1). Folosind definitia (15.33) si relatia (15.20) gdsim ca:

:12 i=1 i=1
n1 - - o, -, 1 n -,
=Z—mi(v Zi2ve VitV izjz—véZm + vC Zm v +Z m; v’
i-1 2 2 ia i1 i1 2
N n -, -
Observind ~ ca ~ ».m;=M (masa  sistemului), > m;v;=0 s ca
i1 i1

Z m; V = E '(energia cinetica in miscarea relativa a sistemului in jurul centrului de

2
i=1
masa), se obtine relatia (15.35).
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15.3.2. Lucrul mecanic elementar si lucrul mecanic finit al unei forte

5
Prin definitie, lucrul mecanic elementar efectuat de forta F este egal cu:

A

def —» — - — -
dL=F-dr —‘ Hd r -cosLF,d rJ (15.36)

N
unde d r reprezintd deplasarea elementara a punctului de aplicatie al fortei.

- -
Folosind exprimarea analitica a vectorilor F si d r , in functie de proiectiile lor

pe axele unui reper cartezian Oxyz, putem scrie ca:
dL=F, dx+F,dy+F,-dz (15.37)
ﬁ
Lucrul mecanic finit corespunzator unei forte variabile F si unei deplasari finite
intre doud porzitii A §i B se defineste prin relatia:
def - -
Lag = Iy F-dr =] _F-dx+F, -dy+F,-dz (15.38)
-
Lucrul mecanic corespunzator unui cuplu de forte, de moment M, si unei
deplasari unghiulare ® e [@1,®2] se defineste prin relatia:
N

st|\7| de J (15.39)

LABdEfI Md@f

M Ja6)-co

15.3.3. Forme ale energiei cinetice in diferite miscari particulare ale rigidului
15.3.3.1. Miscarea de translatie

Deoarece toate punctele au aceiasi viteza la un moment de timp dat rezulta ca:

E= Z m,vZ= Z—mivé vé Zm, MvC (15.40)
_12 |12 2 i=

n
unde M = Zmi este masa rigidului iar vc viteza centrului de masa.
i=1

15.3.3.2. Miscarea de rotatie

5
Intr-o migcare de rotatie toate punctele se misca cu aceiasi viteza unghiulara o iar

modulul vitezei punctului A; este v;=1; @, unde |, este distanta de la punct la axa de
rotatie. Din (15. 33) gésim ca:
. 1 S 1 - 2
E= 2o mil?w?== Zm (15.41)
i=1 2 i=1 2 2
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unde J, este momentul de inertie in raport cu axa de rotatie A.

15.3.3.3. Miscarea rigidului cu punct fix

Componentele vitezei punctului A;(x;, y;,z;) sunt:
Vix =Zjoy=Yiw,; ,Viy=Xj0,—Zijwy ,Vi; =Yj0—Xj0y.

Observand ca v i2= v i2x+ Vv i2y+ v i22 , din (15.33) se obtine ca:

Ezi%miv? =%émi[(zia)y— yia)z)2 +(xia)z —zia)x)2 +(yia)x—xiwy)2]=

1 4 1 a 1 L
=SoiXmilyP )+ S ol milzie xS ol miiry2)-
2 g 2 i 2 %3

n n n
—a)ya)zzmiyizi —a)za)xzmizixi —a)xa)yzmixiyi .
i=1 i=1 i=1
Deci:
2

1 1 1
E=EJ X w)2(+EJ y a)y+§J , ©F —Jy, 00, 0,0~ 3y, 0,0, (15.42)

Daca axele reperului mobil Oxyz (O punct fix) sunt axe principale de inertie
Uy =3,,=3,x=0, 3,=3,3,=J,3, =133/, atunci:

1 1 1
E:§J1w§+532w§+533w§ (15.43)

15.3.3.4. Miscarea elicoidala

Componentele vectorului viteza al punctului Ai(xi,yi,zi) pe axele reperului
mobil Oxyz sunt:

Vix=—@Yi , Vijy=0X; , Vj;=Vg
astfel incat:
01 n1
E- 3 o mvZ =S mlofie yF)eva)-
i=1 i=1
1 n 1 ul 1 1
ZEWZZmi(Xi2+yiz)+§Vc2>ZmiZEJA a)2+§Mvé (15.44)
i=1 i=1

unde J, este momentul de inertie al rigidului in raport cu axa miscarii elicoidale si M este
masa rigidului.

15.3.3.5. Miscarea plan — paralela

Componentele carteziene ale vectorului viteza al punctului Ai(xi Yis Zi) pe axele

unui triedru mobil, solidar cu rigidul, si avand planul Oxy paralel cu planul fix la care se
raporteaza miscarea iar originea O chiar in centrul maselor C, sunt:
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Vix=Vox —@Y; , Vijy=Voy +a@X; , Vi,;=0
astfel Tncat:

EZi%miV?:i%mi[(VCx—WYi)z+(ch+wxi)2}:

—l(v2 +V2 im-+la)2im-(x?+ 2)_
) Cx Cy /4 i = iXit+Yi

Il
N

n n 1 1
- VCXZmiyi —a)vaZmixi =>E=-M vé+— Jac w?,
i=1 i=1 2 2
unde J,  este momentul de inertie al rigidului in raport cu o axd ce trece prin centrul de
masa si este perpendiculara pe planul fix iar M este masa rigidului. S-a tinut cont de faptul
n n
cd >.m;x;=2.m;y; =0, aceste sume reprezentand momentele statice al rigidului in
i=1 i=1
raport cu planele Cxz si Cyz (a se vedea teorema momentelor statice).

15.3.4. Teorema energiei cinetice si a lucrului mecanic in miscarea unui sistem
de puncte materiale sau rigid fata de un punct fix

Enunt (cazul sistemului de puncte materiale) : Variatia energiei cinetice a unui
sistem de puncte materiale intr-un interval de timp infinitezimal este egald cu suma dintre
lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare si lucrul mecanic elementar al fortelor
interioare, efectuate in acelasi interval de timp:

dE = dLgy + dLiy (15.46)

Demonstratie: Se considera sistemul de puncte materiale studiat in paragraful 14.1.2.

4 R
Inmultind scalar relatiile (15.7) cu diferentialele vectorilor de pozitie d rq;,i=1n, si

adunand relatiile astfel obtinute se gaseste ca:

n - - n — - nn— -
Zmiai-d r1i=ZFi-d I’1i+ZZFij-d rai (15.47)
i=1 i=1 i=1 j=L

j#i

Cei doi termeni din membrul drept al relatiei (15.47) reprezinta lucrul mecanic al
fortelor exterioare, respectiv lucrul mecanic al fortelor interioare ce actioneaza asupra
sistemului:

n_ — - n n -
Al =2 Fi-dry , dlp =22 Fij-dry (15. 48)

i=1 |:1};1

n plus:
- d—>

n - - n dv; - n - I n - -
Zmia.drliz_Zmid—t"drliz_Zmidvi- dt'zZm,vidviz
i=1 i=1 i=1 i=1
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n 1 — n 1
=_led[5miv ?j:d[zllamivinsz
1= 1=!

Din (15.46 — 15.48) se obtine (15.46).

Prin integrarea relatiei (15.46) intre doud momente de timp t, si t; se obfine
teorema energiei cinetice §i a lucrului mecanic sub forma finita:

Ei—Eo=L & +L (15.50)

in general lucrul mecanic elementar al fortelor interioare nu este nul, desi fortele
%
interioare sunt doud cate doud direct opuse. Considerand perechea de forte interioare Fjj

= -
si Fji, 1, j=1n,i= j, lucrul mecanic corespunzitor este:

N > o N N N N > (5 > N
dLintzFij'd I’]_i-i—Fji-d l’1j=Fij- drq—d rij :Fij' Vi—Vj dt=Fij-Vijdt

N
- - - dryj - . ] ]
deoarece Fij=—Fjisi vi= TR S-anotat cu Vv viteza relativd a punctului A; fafa

de punctul A;.

- o
Pentru ca dL;,=0 este necesarca Fjj- vij =0. Acest lucru se intampla daca:

- -
1) Fij=0 -nuexista interactiune intre A; si A;j;

- -
2) Vvij=0 -punctul A; are aceiasi viteza cu punctul A;j (cazul a doud corpuri

care se rostogolesc unul peste celalalt fara ca sa alunece);

- -
3) FijLvij - forta interioard intre punctele A; si A; este perpendiculard pe

viteza lor relativa (cazul in care distanta A; A; rdméne constantd in timpul

miscarii, iar punctul A; descrie o miscare pe o sferd cu centrul in A; . Viteza

H . . .

Vij va fi perpendiculara pe raza sferei, adicd pe dreapta A; A; care este
-

suportul fortei Fjj).

In particular, daca sistemul este un solid rigid (distanta dintre oricare doua puncte
nu se modifica in timpul miscarii) lucrul mecanic al fortelor interioare este nul.

Se obtine astfel urmatorul enunt al teoremei energiei cinetice si a lucrului mecanic:
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Enunt (cazul rigidului): Variatia energiei cinetice a unui solid rigid intr-un
interval de timp infinitezimal este egala cu lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare

care actioneazd asupra rigidului in acelasi interval de timp:
d E=dLgy (15.51)

Sub forma finita relatia (15.51) se scrie ca:
E,—Eo=LO} (15.52)

15.3.5. Teorema energiei cinetice si a lucrului mecanic in miscarea unui sistem
de puncte materiale sau rigid fata de centrul de masa

Enunt (cazul sistemului de puncte materiale) : Variatia energiei cinetice a unui
sistem de puncte materiale in migcarea acestuia in jurul centrului sdu de masa este egald cu
lucrul mecanic al fortelor exterioare si lucrul mecanic al fortelor interioare aplicate
sistemului, calculate cu deplasarile relative fatd de centrul de masa:

d E'=dL g+ dL (15.53)

Demonstratie: Se utilizeaza teorema lui Koenig pentru energie cinetica si relatia (15.20)
(vezi si paragraful 15.3.1). Din (15.35) si (15.46) gdasim:

-2 n — -,
d( MVC+EJ ZFi-d( Fe+r j+ZZF., d( C+rij<:>
2 i1 i1
Jil

-

ST P
J .JJ-drCJr

- - . N
Mvc-d vc+dE'={ZFi drc+ ) Fi-d ri+LZ

i=1 i=1 i=1

T M:

nn— -,
+ 22 Fijdr (15.54)
i=1j-1
j#i
n n_, LIRS — , not , n n — , not ,
Dar ZZF”‘ ZO,ZFi-d ri= dLext’ ZZFij’d r= dLint iar
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1
J# J#i

- - - d_> > o - n — a
MVC-dVCZ . dt =Mdrg¢- ac—Macdl’c ZF,

i=1

astfel incat din (15.54) se obgine (15.53).

Observatie: Tn cazul rigidului, dL ;.= 0, astfel incat relatia (15.53) se reduce la

dE'=dL oy (15.55)
ceea ce Inseamna ca teorema energiei cinetice si a lucrului mecanic in miscarea rigidului
fatd de centrul sdu de masa va avea aceiasi forma ca la miscarea sa fatd de un punct fix
(acelasi lucru este valabil si pentru un sistem de puncte materiale).
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15.3.6. Conservarea energiei mecanice

— — — —
Fiind data o forfa F=F, i+F, j+F, k , ea se numeste forfa conservativa daca
existd o functie scalara U : R 3 ,RU=U (x,y,z) astfel incat:
S U au v
X“ox Y ey 't o4z

5
Functia U se numeste functie de forta. Forta F si lucrul sdu mecanic elementar

capata forma:

(15.56)

E:a—?+@T+£¥=gradU (15.57)
OX oy 0z
- - oU ou ouU
dL=F-dr =5-dx+a—y-dy+5-dz=du (15.58)

Sa consideram un sistem de puncte materiale la care fiecare fortd interioara deriva
dintr-o functie de forta.
4) 4) - - r—_ -
Astfel, pentru perechea de forte interioare Fij, Fji, i,j=Ln,i#j, existd

func‘;ia Uijkxli,yli,zli,xlj,ylj,le) aStfeI TnCétZ

Fij= I+ j+ kK, Fji= i+ j+ K
U oxy oy 1oz " oxy 5)/11'] 01y

Lucrul mecanic elementar al fortelor interioare este:

n

n n _ N n (n n w
dL jp= 2 2 Fij-d l’1i=zszij=dLZZUijJ=dU (15.59)
=1 j=1 i=1 =1 i=1 j=1
J# J#l J#i

nn
unde U = Z ZU ij este functia de fortd a sistemului si depinde de pozitiile punctelor care
i
formeaza sistemul.
Definim energia potentiald a sistemului prin relatia:
\Y dif -U (15.60)
astfel incat:
dL j=—-dV (15.61)
Relatia (15.46) (forma matematici a teoremei energiei cinetice si a lucrului
mecanic) devine:
dE=dL o~ dV sau d(E+V)=dL gy (15.62)
Suma
def
E+V = E
poartd numele de energie mecanica a sistemului.
Daca dLgy; =0, se obtine:

(15.63)

mec
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Enec = E +V =constant (15.64)
Relatia (15.64) reprezinta teorema conservarii energiei mecanice. Enuntul sau este:
Daca lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare care actioneaza asupra unui

sistem conservativ este nul intr-un interval de timp, atunci energia mecanica a sistemului
este constantd in acel interval.

15.4. Probleme rezolvate

R 15.1) Un cilindru, avand dimensiunile din figura R 15.1.1 si greutatea G = 5000 N, este
asezat pe un plan orizontal. Sa se determine lucrul mecanic necesar rasturnarii cilindrului
in jurul punctului A de intersectie a unei generatoare cu planul orizontal.

L lam |
A C | B
[
[
= .0
‘_i —_—
h|YG
Y D | A
FiguraR 15.1.1 FiguraR 15.1.2

Rezolvare: Pentru a risturna cilindrul este necesar ca acesta si fie adus cu
diagonala AC in pozitie verticald (figura R 15.1.2). Centrul de greutate se ridicd de la

iniltimea h;=08m la inaliimea h,=hZ+R2 =,/082+0,62 =1m. Lucrul mecanic
necesar rasturndrii va fi: L=G (h,—h;)=5000(0,8—1)=-1000J .

R 15.2) Un con circular drept de greutate G, avind indltimea h si raza r = h / 3, se
rostogoleste fard sa alunece pe un plan orizontal in jurul varfului sau fix (figura R 15.2.1).
Sa se determine energia cinetica a conului dacd acesta se roteste in jurul axei verticale ce
trece prin O cu viteza unghiulara constanta w=4 7 rad/s.

FiguraR 15.2.1 FiguraR 15.2.2

252



Mecanicd teoretica — teorie si aplicatii

Rezolvare: Miscarea solidului cu punct fix se studiaza in raport cu sistemul
cartezian Oxyz avand originea O in varful conului si axa Oy in lungul axei de simetrie a
conului (figura R 15.2.2). Energia cinetica este data de relatia:

1
=§(J 05ty 05+, 02-2) o ,w,-2),0,0,~ ZJZXa)Za)X) (1)

unde w,,®,,®, sunt proiectiile vectorului viteza unghiulara pe axele sistemului Oxyz.

yl
Viteza unghiulard absolutd rezultd in urma unei compuneri de rotatii concurente,

- - o ) o
® ;= o+ o . Din triunghiul vitezelor unghiulare se obtine a)aztg—, astfel Tncat
a

proiectiile vitezei unghiulare absolute pe axele reperului cartezian Oxyz vor fi:
0,=0 , oy=-w,C080 , ®,=0,sna (2)

Se poate arita (vezi problemele R 14.1 — R 14.3) ca momentele de inertie axiale si
centrifugale pentru conul circular drept raportat la sistemul cartezian Oxyz sunt:

3G[ , r? 3G ,
JX:JZZEE(h +TJ, JV:EEr "]xy:‘]yz:‘]zxzo (3)
Introducand (2) si (3) in (1) gasim ca:
3G 3
:anzcosza(rzctg 2a+6h2+5r2j )
) h? 9 ., 1 o
Dar w=4r,cos a:mzﬁ,sm a:E,astfel incat:
387 ,G ,
E=—7°—h 5
257 g ®)

- -

R 15.3) Greutatile P; si P, sunt legate printr-un fir inextensibil si de greutate
-

neglijabila, trecut peste scripetii ficsi B si D. Atunci cand greutatea P , coboara greutatea

- -
P, se ridica pe fata laterala AB a unei prisme ABDE, de greutate P 5 (figura R 15.3).

Unghiul facut de AB cu orizontala este « . Stiind c¢a initial sistemul celor trei corpuri se
afla 1n repaus si neglijand frecarile, sa se afle deplasarea prismei fata de dusumea pentru o

5
deplasare h a greutatii P ,.

7T

FiguraR 15.3
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Rezolvare: Asupra sistemului de corpuri actioneazd doar fortele de greutate
(verticale). Centrul de masa nu se deplaseaza pe verticald. Notand cu C,,C ,,C 5 pozitiile
initiale ale centrelor de masa ale celor trei corpuri, respectiv prin C;',C,"',C3' pozitiile

H
acelorasi puncte dupa deplasarea greutatii P, pe verticala cu distanta h se determina

abscisa xc a centrului de masa al sistemului corespunzitoare celor doud pozitii ale

acestuia. Se considera ca prisma se deplaseaza spre stanga cu distanta X.

PiX#+PoXo+Psgx
La momentul initial: (XC)O— -1 272 373,

Pi+P,+Pj ’
Pi(X+hcosa —Xx)+ P ,(X,—X)+ P3(X3—X
La momentul final: (x ¢ ),= 1 (X )+ Po(Xo=X)+ Pa(x3=X)
Pi+P,+Pj3
cum (¢ )o=(x ), obtinem: x P, cosa
= obtinem: x=——————h..
c/o=\Xc /1 0bt PP, P,

5
R 15.4) O placa omogena de greutate G, avand frontiera un triunghi dreptunghic ABC de
catete AB = a si BC = b, se roteste in jurul unei axe fixe ce contine cateta BC (figura
R15.4.1). In momentul initial viteza unghiulara a plicii este @ o - Fiecare element al placii
intampind 1n timpul miscarii o rezistentd din partea aerului proportionald cu aria
elementului si cu viteza sa, directia fortei de rezistentd fiind perpendiculard pe suprafata
elementului. Cunoscand factorul de proportionalitate k, sa se determine legea de variatie
®=w(t) avitezei unghiulare in miscarea de rotatie a placii.

o, /ﬁl
3 E a | Ol a |
J A B | A
B 5, Iy Ny /4(2( Y
N y
b lé ~ ~ //;v_
b| \L_# C/® dr
=
¥
w ﬁ:z\c‘ o
o, 2
FiguraR 15.4.1 FiguraR 15.4.2

- - -
Rezolvare: Notand cu R, si R, reactiunile din articulatiile O; si O, sicu d R

forta de rezistentd a aerului care actioneaza normal pe elementul dreptunghiular de
dimensiuni dx, respectiv y, se aplica teorema momentului cinetic in raport cu punctul B si

se obtine:
N
d K B 2 (2 - (> - (> - -
- =MB(RJ+MB[RZJ+MB(RJ+IAMB(d Rj o)
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unde integrala se extinde pe intreg domeniul ocupat de placa (figura R 15.4.2).
Proiectind ecuatia vectoriala (1) pe axa BC si  observand ca

- - - - —
Mpgc| Ry |=Mpc| R, |=0 (deoarece axa Bc contine punctele O; si O,) si cd

- - -
M gc (Gj = 0 (deoarece BC este paralela cu directia greutatii), rezulta:

dt

Momentul cinetic al placii ABC, aflatd in miscare de rotatie, se determind cu
formula:

~Mg=]_ xR 2)

K BC™ J BC " @ (3)
2
Se poate arata (vezi capitolul 13) ca Jgc = W . Forta elementara de rezistenta a
aerului corespunzatoare unui element de arie dA este

b
dR=k-dA-v=kydxv=k g(a —X) @ xdx, astfel incat momentul rezultant al fortelor

rezistente in raport cu axa de rotatie va fi:

3
MR=—k§wZ(a_x)xdx=_%w @
Din (2-4) se obtine ecuatia diferentiala cu variabile separabile:
Gdo__ 2, (5)
g dt b
Solutia sa particulara (in conditiile initiale t ;=0, @ = @) este:
wza)o-exp{—gG—k:tj (6)

R 15.5) Pe o bara rectilinie aflatd in pozitie verticala se deplaseaza (in jos) o culisa de
greutate G = 20 N prinsa prin intermediul unui resort de constanta elastica k = 3 N/m de
punctul fix O (figura R 15.5.1). Stiind cad la momentul initial culisa se afla in repaus in
punctul A si ca lungimea resortului in stare nedeformata este | ;=4 m, sa se determine

viteza culisei in punctul B. Se mai cunosc distantele AB=h=6m, OA=1,=8m.

0 V,=0
h
B
A =7
FiguraR 15.5.1 Figura R 15.5.2
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Rezolvare: La momentul de timp t culisa se afld in punctul M si are viteza v. Se
aplica teorema energiei cinetice §i a lucrului mecanic intre momentele de timp la care
culisa se gaseste in punctele A si B:

1G
= —v3 (figuraR 15.5.2).

unde E 5=0, EB=2 g

%
Reactiunea normala este perpendiculara pe deplasarea d r si nu produce lucru

mecanic, lucrul mecanic al greutatii este LS 5=G-h=120Nm iar lucrul mecanic al
fortelor elastice este dat de relatia:

L A—eIB_ J. I d - J. I d co 6 2
AB el r AB el r S ( )
Dar

AM X
cosd =5 =\/ﬁ,dr:dx,Fe|=kAI=k(,/If+x2 —|o)
17+ X
astfel incat:

k x2
L,F\f'B:—Tk(\lllﬁxz -1 O)-%dx:(—7+klo I12+XZJ |2 =-12Nm (3)
X

0 17+

Se obtine vg=10,29m/s.

R 15.6) Se considera mecanismul de ridicat din figura R 15.6.1, format din corpuri
omogene, legate intre ele prin fire perfect flexibile si inextensibile. Frecarile sunt

N . - 19 ) . :
neglijabile. Pentru ridicarea sarcinii Q = > G mecanismul este actionat printr-un cuplu de

7 . : :
moment M =7 GR . Presupunind cd mecanismul porneste din repaus, si se determine

legea de miscare a sarcinii Q.

\
3

FiguraR 15.6.1
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Rezolvare: Vom folosi, de la caz la caz, teorema miscarii centrului de masa si / sau
teorema momentului cinetic.

Corpul de greutate Q (figura R 15.6.2)

Teorema miscarii centrului de masa proiectata pe Oy:

%azsl—e 1)

Slf a =a 52 S

K :

Q; 8‘\

FiguraR 15.6.2 Figura R 15.6.3

Corpul de greutate 3 G (figura R 15.6.3)

Teorema miscarii centrului de masa proiectata pe Oy:

3G
Ea2252+83_81_3G (2)

Teorema momentului cinetic Tn raport cu punctul O, , proiectatd pe O, z:
J0282=_S3R+32R (3)

Corpul de greutate 4G (figura R 15.6.4)

Teorema momentului cinetic in raport cu O 5, proiectati pe O,z:
\]0383=S4R—83R (4)

FiguraR 15.6.4 FiguraR 15.6.5
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Corpul de greutate 5G (figura R 15.6.5)

Teorema momentului cinetic Tn raport cu O 4, proiectatd pe O 4z :

Jo,64=M =S54 2R-S,R 5)
Dar:
] _3GR* . 2GR®  4G-(2R)* GR® 17GR?
0,= g VosT g oS T g T T T o (6)
iar studiul cinematic conduce la relatiile:
a 4a 2a
da-,=a4a, 82=ﬁ, 63=ﬁ, 84=ﬁ (7)
Din (1-7) se obtine acceleratia greutatii Q:
69G-6Q
= 416160 ¢ ©

15.5. Probleme propuse

15.5.1. Teste clasice

- -
TC 15.1) Doua barci de greutate G se deplaseaza in acelasi sens cu aceiasi vitezd v . La

%
un moment dat din prima barcad se arunca spre cea de-a doua 0 greutate P cu viteza

%
U (fatd de barci). Sa se determine vitezele celor doud barci dupad aruncarea greutatii,
respectiv, primirea greutatii.

TC 15.2) O roata de raza r, care se roteste cu viteza unghiulard constantd @ n jurul axei

sale de simetrie, este apasata de un sabot de frana AB cu forta radiala constanta F (figura
TC 15.2.1). Stiind cd momentul de inertie al rotii in raport cu axa de rotatie este J si ca
roata se opreste dupd t 1 secunde ca urmare a frecarii dintre ea si sabot, se cere :

a) Coeficientul de frecare x dintre sabot si roata ;
b) Numarul de rotatii efectuat de roata pana la momentul opririi.

L L L L L L L
A

P

-
B

ST T 777777

Figura TC 15.2.1 Figura TC 15.3.1
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TC 15.3) Peste un scripete ce se roteste in jurul axei orizontale Oz trece un fir inextensibil
ce poarta la unul din capete o sarcind de masa m. Celalalt capat al firului este prins de un
arc vertical ce are extremitatea B fixa. Forta de tensiune a arcului este proportionala cu
alungirea lui, factorul de proportionalitate fiind k (figura TC 15.3.1). Sd se determine
perioada oscilatiilor sarcinii stiind cd masa scripetelui este M si ca firul nu aluneca pe
scripete.

TC 15.4) Se considera sistemul de corpuri din figura TC 15.4.1, care porneste din repaus
sub actiunea propriilor greutati. Discul de greutate Q si raza R se poate deplasa pe un plan
orizontal si este legat prin intermediul unui fir flexibil si inextensibil de un corp de greutate
P, aflat pe un plan inclinat cu unghiul « fata de orizontala. Firul este infasurat pe discul de
raza r al unui troliu si se desfasoarad de pe discul de raza R al aceluiasi troliu. Momentul de
inertie al troliului 1n raport cu axa de rotatie este J.

Considerand cé discul de greutate Q se rostogoleste fard sia alunece pe planul
orizontal, coeficientul de frecare de rostogolire fiind s, iar corpul de greutate P se misca pe
planul inclinat cu frecare, coeficientul frecarii de alunecare fiind u, s se studieze

miscarea greutatii P si sa se determine acceleratia sa.

FiguraTC 15.4.1 FiguraTC 155.1

TC 15.5) O placda omogena de greutate P, avand latimea 2b si inaltimea h, se poate roti in
jurul axului vertical AB pe care se gaseste si cilindrul C de raza r si greutate neglijabila
(figura TC 15.5.1). Pe acest cilindru este infasurat un fir al céarui capat trece peste
scripetele de raza r al unui troliu care are momentul de inertie J z, n raport cu axa de

rotatie. Sistemul este pus in miscare de greutatea Q, atdrnatd la capatul firului ce trece
peste scripetele de raza R al troliului. In timpul miscirii fiecare element de arie al plicii
intampina rezistenta aerului, care este proportionald cu aria si viteza elementului, factorul
de proportionalitate fiind k.

a) Sa se studieze miscarea sistemului si sd se determine legea migcarii i legea de

variatie a vitezei unghiulare a placii ;
b) Sa se determine tensiunile din fire ;
c) Presupunand ca la un moment tq se desprinde greutatea Q, sa se determine

timpul t » dupa care viteza unghiulara se reduce la jumatate.
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15.5.2. Teste grila

%
TG 15.1) O barca de greutate G si lungime | se géseste in repaus si atinge cu prova

%
debarcaderul (figura TG 15.1). Un om de greutate P aflat Tn acest moment in mijlocul

barcii incepe sa se deplaseze spre mal. Sa se determine distanta cu care se va departa barca
de mal atunci cand omul va ajunge la capatul barcii.

P G | P
G2 V% p g3 9% e Ve
1/2 1/2

|

Figura TG 15.1

TG 15.2) Un pendul este lasat sa oscileze liber in planul vertical, din pozitia initiala data

prin unghiul @ ¢ (figura TG 15.2). Cunoscand masa m a punctului material si lungimea | a
firului, sa se determine perioada T a micilor oscilatii.

L L P ) L AL
a)T=27r\/§, b)T—Z\/g ,C)T-Z;r\/; ,d)T-;z'\/;.

L L L YL L LS

o ---

Figura TG 15.2
15.6. Indicatii si raspunsuri

TC 15.1) Deoarece fortele care actioneaza asupra sistemului sunt verticale impulsul pe
directia x ramane constant (figura TC 15.1) . Se aplica conservarea impulsului pentru
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sistemul format din barca 1 si greutatea 3 intre momentele de timp tq, respectiv tp, la

care greutatea 3 este in barca , respectiv , in aer :

Hi=H > :EV+EV=EV1+E(V—U)
g

. P
Se obtine : Vi=V+-—U>V.

Pentru determinarea vitezei v, a barcii 2 dupa primirea greutatii se aplicd conservarea
impulsului pentru sistemul format din barca 2 si greutatea 3 intre momentele de timp to |,
respectiv t 3, la care greutatea este in aer , respectiv , in barca 2:

H p= H'3:>E(v—u)+EV:Ev2+Ev2
g g g
Rezultd : vo=Vv - u<v .
+G
VI !
u ©)
X ’/ \\
) 3 AN _
/ \
\
S/
g g '
- - - -
VZ Vl
FiguraTC 15.1 FiguraTC 15.2.2

TC 15.2) a ) Izoland cele doua corpuri ( sabotul si roata ) se obtine situatia din figura TC
15.2.2. Ecuatiile de echilibru pentru sabot sunt :

D> Xi=N-F=0 , >Y{=R-T=0 , T=uN (1)
Aplicand teorema momentului cinetic in raport cu punctul O si proiectand relatia
vectoriala obtinutd pe directia axei de rotatie se gaseste ecuatia de miscare a rotii:
Je=-Tr 2
Integrand ecuatia (2) in raport cu timpul si tindnd cont de conditia initiala
t=0:w=w(, se obtine legea de variatie a vitezei unghiulare :

rr
a)(t)za)o—’uTt 3)
Coeficientul de frecare u se determina impunand conditia ca roata sa se opreasca
dupa t,secunde : t=t1:@=0. Rezulta :

(4)
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d¢

b ) Observand ca w = at si integrand ncd o datd ecuatia (3) In raport cu timpul se obtine

legea de miscare a rotii :
rr
#(0)=wpt-t2 (5)

Numadrul de rotatii efectuat de roatd pand in momentul opririi se determind
observand ca o rotatie completa corespunde unui unghi ¢ = 27 . Aceasta va fi :

t wot
N rotatii= —¢2(ﬂl) = —fﬂl (6)

TC 15.3) Se noteaza cu x deplasarea corpului de masda m la momentul de timp t ( figura
TC 15.3.2).

(1)Corpull: ma=mg-T (teorema miscarii centrului de masa )
(2)Corpul 2: Joe=TR-Fg R (teorema momentului cinetic fata de O )
0] el

e=alR R

F——»
—

a=%

Figura TC 15.3.2
MRZ (X ]
Dar Jo:T,Fe|:kx,a: x , astfel incat din (1) si (2) se obtine ecuatia

diferentiala :
e 2k 2m
X+ X =
M +2m M +2m

g 3)

Notand cu p = ‘/ v 2k2 pulsatia proprie a oscilatiei , perioada miscarii va fi :
+2m

T=2—”=2ﬂ M +2m
p 2k

(4)
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sub forma finit3 :

TC 15.4) Sensul miscarii sistemului este dat de greutatea P, care coboard pe planul
inclinat. Pentru studiul miscarii se aplica teorema energiei cinetice si a lucrului mecanic

Ef—Ej=Lj¢ 1)
unde :
Ej =0 - energia cineticd a sistemului in momentul inceperii migcarii. Ea este nula
deoarece sistemul porneste din repaus.
E f

- energia cinetica a sistemului la un moment arbitrar de timp t. Greutatea P
a parcurs in acest interval de timp spatiul x.

L+ - lucrul mecanic al fortelor exterioare si de legatura ce actioneaza asupra
corpurilor sistemului intre cele doud momente de timp.

Legatura intre caracteristicile cinematice ale miscarii corpurilor este data in tabelul
de mai jos ( vezi si figura TC 15.4.2) .

Figura TC 15.4.2
Corp  Tipul miscarii Deplasare Viteza Acceleratie
1 Translatie X1= X . oo
V=X ai= X
2 Rotatie X . oo
02=— o X oo X
2R "R
3 Plan — X e r X re oo
Paralela 3R V3= R X az= R X
r ° [ 1)
93——2X a)3=LX SZLX
R R? R?
Energia cinetica a celor trei corpuri la momentul t este :
1 2 1P°%>
Ei=—mqvi=——Xx
1 2 1V
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1 2 1. | x
Ep=>1 ==J| = 2
2=5Jo,@"=5J ¢ )

2 2
° 2 °
E3=1m3\/§+£‘]0 wzzlg LX +£9R_ LX
2 ! 29 2 | R2

Energia cineticd a sistemului la acelasi moment de timp se obtine prin sumarea
energiilor cinetice ale corpurilor componente :

2 .
Ef=E1+E2+E3=%[g+%r—2 +%Jx2 3)
R R

Singurele forte care dau lucru mecanic sunt forta de greutate P si forta de frecare T 1,
celelalte forte fiind normale pe deplasare ( Q,N o N o), cu punct de aplicatie fix (Ro2 )

sau aplicate Tn centrul instantaneu de rotatie ( T3 ) . Lucrul mecanic nenul se mai obtine si

datorita momentului de frecare de rostogolire M . Adunand aceste lucruri mecanice se
obtine valoarea :
Li f=P(sina — ucosa)x—M 03 (4)
unde M =sN3=sQ.
Din relatia (4) si tabelul de mai sus se obtine :

Li—f= P(Sina—,uCOSa)—SQLZJX (5)
R
Notéand :
2
A:E+ir—2 iz : B=P(Sina—,uCOSa)—SQL2 (6)
9 29R R R

relatia ( 1) capata forma :
% Ax2-0=Bx (7

[ ]
Derivand aceastd ecuatie diferentiald in raport cu timpul si simplificand cu X, gasim
valoarea acceleratiei corpului de greutate P :

. r
P(sma—ycow)—sQ—z
ai= X = R

- > (8)
P 3Qr J
0 2002 o2
9 29R° R
Observatie : Din relatia de mai sus si tabelul T 12.8 se poate trage concluzia ca toate
corpurile sistemului au miscari uniform accelerate ( de acceleratii constante ) .

>|m
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TC 15.5) a) Se separa cele trei corpuri ale sistemului, se introduc fortele exterioare date si
fortele de legatura si se aplica teoremele miscarii centrului de masa si momentului cinetic
(In functie de miscarea corpului studiat ).

Corpul de greutate Q ( figura TC 15.5.2)

Teorema miscarii centrului de masa proiectata pe Oy :

v as=0-s @
B
[
a,=a|
[
\
E
Figura TC 15.5.2 FiguraTC 15.5.3
Troliul ( figura TC 15.5.3)
Teorema momentului cinetic in raportcu O o pe O z:
32182=51R—32I’ 2
Placa plana si cilindrul ( figura TC 15.5.4)
7P
é'\'dR =kvdA
e
y
éf\ dA = hdy
1z
Rlx Iily
FiguraTC 15.5.4
Teorema momentului cinetic in raport cu O3 pe O3z:
J2283=SZR—MR 3)
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unde M R reprezinta momentul datorat fortelor de rezistenta a aerului iar

a 2
£3=e2=r MszAy-kv-dA, JZ3=jAy2dm=J'Ay2-phdy=§phb3 (4)

Dar P=M pjaca- 9 =2phbg, astfel incat J, =gEb2.
2 3 g
Momentul M R se calculeaza dupa cum urmeaza :
b b 2 2 3
MR_kj_by-wy.hdy_hkwj_by dy=2khb o (5)
deoarece v=wy,dA=hdy.
not

Notand ¢o=¢e3 = ¢, din ecuatiile (1 - 3 ) rezulta valorile tensiunilor in fire in functie
de acceleratia unghiulara &:

S= 1—ﬁj , So= (1—ﬂj5—3 £ 6
1 Q( g 2 Q 9 le ()

r

[ ]
precum si ecuatia diferentiald Tn necunoscuta viteza unghiulara @ [5 = a)] :

aa;+ﬁa)=QR @)

unde a=%R2+le +§gb2 , ,B=%hkb2. Deoarece w =g, unde @ = @(t) este

unghiul descris de planul placii fatd de pozitia pe care aceasta o ocupa la momentul initial,
se obtine urmatoarea ecuatie diferentiala liniard de ordinul doi neomogena :

ap+Fe=0QR (8)

Solutia generald a acestei ecuatii este :

_B
(p(t)zQ—ﬂR % e 06t+1 +t 9)

si reprezintd legea de miscare a placii plane. Viteza unghiulard si acceleratia unghiulara in
miscarea de rotatie a placii se obtin prin derivarea legii de miscare (9) :

p B,

m(t):(,;(t):% e a | | olt)=o()-Le e (10)

b) Tensiunile din fire rezulta din relatiile (6 ) :
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2 -t 2 3, ) -t

. . 2P 2. L .
c) Pentru Q = 0, valoarea constantei « devine a1= Jz, +§—b213r ecuatia diferentiala
g

devine omogend, a1 ¢+ S ¢ =0, si are solufia generala :
_ Py
o(t)=Cy+Cpe (12)

Impunand conditiile initiale, t:0:¢:0,¢=w1, se obtine solutia particulard
_By

o(t)= 21 4 1/1-e %t |. Timpul t, se determini punand conditia ca viteza unghiulara

B

® = ¢ sa fie jumdtate din valoarea @1 Inregistratd in momentul desprinderii greutatii Q,

B

a, _

adica p(ty)=wq e _%,de unde :

tzz% In2 (13)

TG 15.1) Fortele care actioneaza asupra sistemului bara-om sunt verticale astfel Tncat

impulsul (deci si viteza centrului de masd) se conserva pe orizontald. Deoarece la

momentul initial sistemul este in repaus viteza centrului de masa va rdmane nula in tot

timpul migcarii, adica centrul de masa nu se modifica in timpul miscarii:

s Y xr))

xe), om0 2 P 1
Ct:tﬁna| 2 E+9 P+G 2°

9 9

Ct=tinitial ~

Raspuns corect: d)

TG 15.2) Fie € unghiul format de fir cu verticala la momentul arbitrar de timp t. Se aplica
teorema momentului cinetic fatd de punctul de prindere al firului O: J o- ¢ = ZMO (*).

Singura forta care da moment fatad de O este greutatea G=mg iar Jg =ml 2 Din *)

gasim ecuatia diferentiald 9+gsin 60 =0. Pentru micile oscilatii ale firului se poate

considera sin @ =@, de unde ecuatia de miscare & +T @ =0. Solutia ei este de forma
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0(t)=Csin pt+C,cospt, unde p= \/?Z reprezintd pulsatia miscarii. Deoarece

2
T= T , raspunsul corect este C).
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TC 11.4) Un disc de raza r fixat intr-o furca (figura TC 11.4) se roteste cu viteza
_)
unghiulara constantd @ 2 in jurul axei sale in timp ce furca se roteste in jurul axei proprii

- -
cu viteza unghiulard ®1. S& se determine acceleratia unghiulara absoluta & a discului

precum si acceleratia punctului P de pe periferia discului atunci cand & :OO, respectiv
0
0=90".

11.7. Indicatii si raspunsuri

TC11.1) vp=vysina , vo3=V]CoSc ;

2r+R r+R R
TC11.2) a) w1g= (r )wo,a)zozTa)o,g]_o: £0;

r r
b) vim=v2(R+r)egt,apm= REr £Q \/s% t4[r2+(R+r)2}+r2(1—250tz) ;

- > 5 o -
TC113) w=w1 jtwo2k , e=wiwo i ;
- - - - ) 17
vB=rwy j—-(R+r)w1 k , aB=- (R+r)a)l+rw2} i;

- -
TC1l1l4) ¢ =-w1 w9y j;

- 2—> - 0
ap=-ro; i+2rojoy k ,cand 6=0%;

— -
ap =—r(a)f+a)§j j ,cand 6=90Y.
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DINAMICA

Dinamica se ocupa cu studiul miscarii sistemelor de puncte materiale sau de
solide rigide cu luarea in considerare a maselor elementelor componente ale sistemului
analizat precum §i a fortelor care actioneaza asupra lor. Problemele generale ale
dinamicii sunt in numar de doua si anume:

1) Cunoscand fortele ce actioneaza asupra sistemului material si conditiile initiale
(configuratia sistemului si distributia de viteze la momentul initial) se cere sa se determine
miscarea sistemului;

ii) Cunoscand miscarea sistemului, sa se se determine fortele ce actioneaza asupra lui.

Vom incepe studiul dinamicii prin analiza migcdrii (absolute si relative) a
punctului material (liber si cu legaturi).

12. Dinamica miscarii absolute a punctului material

12.1. Dinamica punctului material liber

Problemele generale ale dinamicii punctului material liber pot fi analizate folosind
principiul al doilea al mecanicii, scris sub forma:

- >

ma=F (12.1)

- - . . .o 4) . . ‘)

unde m este masa punctului material (constanta in timpul miscarii), a acceleratia sa iar F

5

rezultanta fortelor ce actioneaza asupra punctului. In general, forta F este o functie de
- - >

vectorul de pozitie r , viteza v = r si timpul t, adica:

- S - ;
F:Ftr, r ,tJ (12.2)
LT |
Observand ca a = r , ecuatia fundamentala (12.1) se scrie ca:
5453
mrszr,r,tJ (12.3)
i) Problema directa : se cunosc fortele ce actioneaza asupra punctului material

s1 se cere migcarea sa.
Pentru studiul miscarii se integreazd ecuatia vectoriald (12.3). In rezolvarea

problemelor concrete de mecanica, ecuatia (12.3) se proiecteaza pe axele unui sistem de
coordonate convenabil ales. Avem astfel:
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Sistemul de coordonate carteziene:
mx=F X[X, Y, Z,X, y,z,tj, my=F y(x, Y, Z,% Y, z,tj, mz=F Z(x, Y, Z,% Y, z,tj (12.4)

Sistemul de coordonate Frenet:

2
oo L] S L] L]
ms=FT(s,s,tj : m7=FV(S,s,tj , O:Fﬁ(s,s,t) (12.5)
Sistemul de coordonate polare:
m(r— ro 2]: F r(r,e, r,o ,t) , m(r 0+2r 0}: F n(r,@, r,o ,tj (12.6)

Ecuatia fundamentala (12.3) poate fi proiectatd si pe axele altor sisteme de
referintd (sferice, cilindrice, generalizate etc.). Diferitele forme ale ecuatiei diferentiale
astfel obtinute reprezinta un sistem de trei ecuatii diferentiale de ordinul al doilea avand ca
necunoscute trei functii scalare de timpul t (in cazul coordonatelor carteziene acestea sunt
X(t), y(t) si z(t)). Considerand ca sistemul poate fi integrat solutiile obtinute vor depinde de
timpul t si de sase constante de integrare.

Vom folosi in cele de urmeaza cel mai utilizat sistem de coordonate si anume cel
de coordonate carteziene. Solutia sistemului (12.4), numita solutie generald, este de forma:
x=x(t,C1,C,C3C,4CsCs),
y=y(t,C1,C2,C3,C4,C5,Co) (12.7)

z=2(t,C,,C,,C5C4CsCg).

in aplicatii prezinta interes acea solutie, numita solufie particulard, care satisface
conditiile initiale ale miscarii, referitoare la pozitia si viteza punctului la momentul initial:

t=0:X=Xq,Yy=Y0,2=20, X=Voy,Y=Vgy ,Z=Vy, (12.8)

Impunand conditiile (12.8), din (12.7) rezulta:
xo=x(0,C1,C,C3,C4,C5,C)

y0 =Y({tC1,C2.C3C4C5Cp)
20=12(t,C1,C2,C3,C4,C5Cp)

VOX:;(t'cl'CZ’C&CmCs’Ce) (12.9)
VOy: y(t1C11C 21C3,C4,C5,C 6)

Voy :E(t,cl,CZ,C3,C4,C5,C6)

Cele sase ecuatii (12.9) constituie un sistem de ecuatii algebrice In necunoscutele
C;i =16. Rezolvand acest sistem obtinem valorile constantelor de integrare in functie de
datele initiale ale miscarii:
Ci:Ci(XO!yO-ZO!VOX'VOy!Voz) =16 (12.10)
Inlocuind (12.10) in (12.7) obtinem solutia particulara:
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X= X(t,XO,yo,ZO,V0x1VOy!VOZ) !
y= y(t,xo, yszO’VOX’VOY’VOZ) : (12.11)

Z:Z(t'XOvinzO’VOX’VOyf\/OZ)'

Setul de relatii (12.11) corespunde ecuatiilor parametrice ale miscarii (vezi
capitolul “Cinematica miscarii punctului material”).

i) Problema inversa: Se cunoaste migcarea punctului si se cer fortele care-|
actioneazad.
Cunoscand vectorul r =r(t) se obtin functiile vectoriale v =r(t) si a=r(t).
- -

Ecuatia (12.3) permite determinarea rezultantei F=ma in mod unic, Tnsa aceasta
expresie nu ne da nici o indicatie asupra naturii fizice a rezultantei (existd o infinitate de
sisteme de forte care au aceiasi rezultanta).

12.2. Dinamica miscarii absolute a punctului material cu legaturi

In studiul miscarii unui punct material legat se procedeaza ca in statica, mai precis
se aplica axioma legaturilor inlocuind fiecare legatura cu reactiunea corespunzatoare ei

_)
si se trateaza problema ca si cAnd punctul material ar fi liber. Notdnd cu R ' rezultanta

5
fortelor de legatura si cu F rezultanra fortelor direct aplicate, ecuatia de miscare a

punctului material supus la legaturi este:

ma=F+R"' (12.12)

Prin proiectarea acestei ecuatii pe axele unui sistem de referintd convenabil ales se
obtine un sistem de ecuatii diferentiale de ordin doi la care necunoscutele se refera la
miscare si la fortele de legaturd. Pentru determinarea miscarii se determind variatia in
timp a unui parametru de pozitie (pentru punct pe curba) sau a doi parametri de pozitie
(pentru punct pe suprafata). Determinarea reactiunilor se face in general prin proiectarea
ecuatiei (12.12) pe directia normala sau tangenta la curba sau la suprafata de reazem.

12. 3. Probleme rezolvate
R 12.1) Sa se determine viteza inifiald v, si unghiul sub care trebuie lansat un proiectil

din punctul O pentru a lovi normal la inédltimea AB = h un perete vertical AB situat la
distanta OA= 2h. Se neglijeaza rezistenta aerului (figura R 12.1.1).
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B AY
] - |
Vo _IB(2hh)

N M
A h :
' \7 mg :
o |

JA Al ol A | x
. 2h . A
FiguraR 12.1.1 FiguraR 12.1.2

Rezolvare: Fie x si y coordonatele punctului M la momentul de timp t (figura R

12.1.2). Avem:
o x(t)=C,t+C
- > mezo J() 1 2
=

ma=G=y _ gt? :
my=—mg Ly(t)z—T+C3t+C4
Utilizand conditiile initiale:
x=0, y=0
t=0: . .

Vy=X=V(Cosa,Vy=y=V,sina
se obtin constantele:
Ci=vqgcosa,C,=0,Ca=v,sina,Cy=0.

Miscarea este descrisa astfel de ecuatiile parametrice:
2

gt .
x(t)=v, tcosa )/('t)=—T+v0 tsin o .

Prin eliminarea timpului t se obtine curba de miscare (o parabola):

(€)Y ==

T X xtg .
2Vq cos“a

d
Dar B(2h,h) e (C) conduce la y(2h)=h, d—i(zh)=o (*). A doua conditie (*)

este consecinta orizontalitatii vectorului viteza (tangent la traiectorie) in punctul de impact
cu peretele. Conditiile (*) conduc la sistemul:
9

—(2h)2+2htga=h , ——

-3 ———(2h)+tg ¢ =0,
2v3 cos’ a v3cos® a J

cu solutia:

R 12.2) Punctul M, de masa m , se misca fara frecare pe un plan inclinat cu unghiul « fata
de orizontald si este atras de punctul O cu o fortd proportionald cu distanta OM,
coeficientul de proportionalitate fiind K =k -m, unde k este o constanta pozitiva (figura R
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12.2.1). Stiind ca la momentul initial punctul M se afla in repaus in A si ca distanta AO =1,

Se cer:
a) Legea de migcare AM = X(t) si valoarea reactiunii normale pe plan;
b) Viteza cu care mobilul ajunge in B.

- A -
A N i J
S : e
M// |
- { . |
a |I

FiguraR 12.2.1 FiguraR 12.2.2

Rezolvare: a) Pozitia mobilului la momentul de timp t este data de AM = x(t).

Ecuatia fundamentald a dinamicii se scrie sub forma:
> o5 5 o

ma=G+F+N @
- - - ] - -
unde N este reactiunea normala iar F =—K-OM =-k mL(X— Isina) i—1cosa jJ este

forta cu care punctul M atrage mobilul (figura R 12.2.2). Proiectand ecuatia (1) pe axele
reperului Axy se obtine:

{mx:mgsina—km(x—lsina) @)
O=mgcosa+kmlcosa —N
Conditiile initiale ale miscarii sunt:
t=0 : x=0,v=x=0 3)
Din prima ecuatie (2) si din (3) rezultd legea de miscare:
+kl
X(t) = AM =9T(1—cos\/Et)sina @)
iar din a doua ecuatie (2) reactiunea normala pe plan:
N=m(g+k|)cosa (5)

b) Timpul necesar strabaterii distantei AB este dat de relatia:
g+kl

I .
ABZMZX(tB)ZT(l—COS\/EtB)SIna (6)
Rezulta:

kl
cos\/EtEgzl——_2
(g +k I)sm a
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v(t) =;<(t) (i) g:;Ek | sinvk tsin (7

B _g+k| i o1 > >
vB_v(tE;)_—\/E sm\/EtBsma_—sina\/ZI(ngkl)sm a—kl

R 12.3) O bila punctiforma de masa m este legata printr-un fir inextensibil de lungime | si
se misca pe un plan orizontal avand coeficientul de frecare x (figuraR 12.3.1).

a) Sa se determine valoarea tensiunii din fir si a vitezei bilei intr-o pozitie oarecare
datd prin unghiul 6 daca viteza initiald de lansare a bilei este perpendiculara pe directia
firului intins si are valoarea Vg ;

b) Ce valoare ar trebui sa aiba viteza v daca dupa parcurgerea unei circumferinte
complete bila se opreste?

FiguraR 12.3.1 FiguraR 12.3.2

Rezolvare: a) Proiectiile ecuatiei fundamentale pe axele triedrului Frenet Mz v
(figura R 12.3.2) sunt:

Mz @ ms=-T (1a)
g2

Mv ml— S (1b)

Mg : 0=N-mg (1c)

T=uN (2

unde s=1 6 este lungimea arcului de cerc M (M , N este reactiunea normala, T forta de

frecare de alunecare si S tensiunea din fir.
Din (1a), (1c) si (2), prin integrare se obtine:

s(t)—— 9t2:¢ L t+C, (3)
Conditiile initiale sunt:

t=0 : s=0,s=v, 4)
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Din (3) si (4) gdsim valorile C,=Vv,C ,=0, astfel incét legile miscarii pe cercul
C(0O, 1) sunt:

s=v0t—#7gt2, V=s=vy—ugt, a,=-ug (5)

Din primele doua ecuatii (5) se obtine viteza intr-o pozitie oarecare datd prin
unghiul 6:

v2=v3—2,ugs=v§—2yglé? (6)

iar din (1b) expresia tensiunii din fir:

m
s(0)=7 Wi-2ug10) )
b) Conditia de oprire dupa parcurgerea unei circumferinte:
0=27 = v(0)=0 (8)
impune valoarea vitezei de lansare:

Vo=27 gl ©

R 12.4) Un punct material de masa m este atras de centrul atractiv O cu o forta invers
-

- ~
proportionald cu puterea a treia a distantei de la el la centrul O, F =— r . In momentul

4
initial mobilul se afld in punctul M , dat prin OM y=r; si are valoarea v, inclinata cu

unghiul « fata de directia OM  (figura R 12.4). Se cer:

a) Ecuatiile diferentiale ale migcdarii in coordonate polare;
b) Constanta ariilor;

c) Ecuatiile parametrice ale miscarii;

d) Componentele vitezei in coordonate polare;

e) Ecuatia traiectoriei in coordonate polare.

FiguraR 12.4

- -
Rezolvare: a) Ecuatia fundamentala m a = F se proiecteazd pe axele sistemului

de coordonate polare pOn:

[ . 5m oo o o
m(r—rezjz——3 , m(r0+2r0):0 (1)
r

208



Mecanicd teoretica — teorie si aplicatii

b) Inmultind prima ecuatie diferentiald cu r obtinem:

d ° .

a(rzajzo = r?@=rv,=C=constant )
Constanta C se numeste constanta ariilor si se obtine din conditiile initiale:

t=0 : v,=vgsina=1m/s, r=rg=2m (3)

Rezulti C=rvysina=2m?/s.

1
¢) Din prima ecuatie (1) si din (2) se obtine ecuatia diferentiala r+-—=0, care se
r

multiplicd prin 2r pentru a determina necunoscuta r(t):

d['z 1}_0 . 1 . CurPe1
r

c . @ V16—t 2 .
dtr— =0=r“- =Ci=>r=x= = 5 (@)

2 2
r r

Variatia cu timpul a unghiului polar @ se obtine din conditiile initiale (3) si

ecuatia (2). Se gaseste ca:

r

o(t)=In— %)

. t °
v, —r————— vy —rf——— 6)
r 216t 2 " 16—t 2

e) Eliminand timpul t intre ecuatiile parametrice (4) si (5) se obtine ecuatia traiectoriei in

r(9)= oxpl0) + 1 (M

care este o spirala in planul pOnN.

12.4. Probleme propuse
12.4.1. Teste clasice

TC 12.1) Punctul material P, de masa m, se misca in planul vertical Oxy, fiind actionat de

- -
greutatea sa si de forta elasticd F =—k-OP, unde k este o constantd pozitiva (figura TC

12.1.1). In momentul initial mobilul se afld in punctul A pe axa verticala (OA = h) si are
-
viteza Vv o orizontald. Cunoscand valorile m, k, h, v, sd se determine:

a) Ecuatiile diferentiale ale miscarii;
b) Ecuatiile parametrice ale miscarii;
€) Traiectoria miscarii;

7 |m
d) Pozitia, viteza si acceleratia mobilului la momentul de timp t ;= > \/; .
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P(x,y)

@

Il

3
=1

A

<Y

.
Ly
1

(0]

FiguraTC 12.1.1 FiguraTC 12.2.1

TC 12.2) Pe un plan inclinat cu unghiul « fata de orizontala se afla un corp de masa m si
un resort de constantd elastica k (figura TC 12.2.1). Intre corp si plan exista frecare de
coeficient de frecare u . La momentul initial, atunci cand corpul se gaseste in contact cu

N
arcul aflat in stare naturald (neintins sau necomprimat), i se imprima corpului viteza v in
sensul comprimarii arcului. Se cer:

a) Legea de miscare a corpului atunci cand acesta coboara;

b) Timpul cat dureaza miscarea (pana la oprirea corpului);

c) Distanta parcursa pana la oprire.
Se presupune ca u>1tg .

TC 12.3) Pe un cilindru fix de raza R se deplaseaza fara frecare un punct material de masa
m (figura TC 12.3). La inceputul miscarii mobilul se gisea in punctul A si avea viteza

5
initiala orizontalda v o. Se cer:
a) Si se determine legile de variatie v=v(8),a,=a,(0),a =a,(6) pentru

intervalul de timp in care mobilul se afla in contact cu cilindrul;

not
b) Unghiul @ = o la care se produce desprinderea mobilului de pe suprafata

cilindrului;
. not
c) Pentru cazul particular v,=0, sa se determine distanta OC = &, punctul C

fiind punctul in care mobilul loveste solul.

A (t=0)

Figura TC 12.3
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12.4.2. Teste grila

TG 12.1) Cu ajutorul unei macarale se ridica pe verticald o masina cu greutatea G =10kN
in timpul t=10s, la o inaltime h=12m. Se considera ca viteza initiala a greutatii este
nuli sicid g=10m/s?. Intensitatea fortei, presupusi constanta, aplicata sarcinii este :

a) F=10,24kN ; b) F=12kN ; c¢) F=95kN ; d) F=1195kN .

TG 12.2) Intensitatea fortei F, cu care trebuie frAnat un automobil de 7 kN pentru ca dupa
10 s viteza lui de 60 km/h sa fie redusa la jumatate este :
a) 325N ; b)175N ; ¢)594,6 N ; d) 372 N.

12.5. Indicatii si raspunsuri

TC 12.1) a) Expresia fortei elastice in functie de coordonatele x si y ale punctului P este
- - - e
F=-kx i—ky j.Ecuatia fundamentald, ma = F+ G, se proiecteaza pe Ox si Oy si se

obtin ecuatiile diferentiale liniare de ordin doi cu coeficienti constanti:

x+p>x=0 , y+p’y=—g (1)
2k
unde p < = o
a) Integrand sistemul (1) in conditiile initiale :
t=0 : x=0, y=h, x=vy, y=0 (2)
deducem ecuatiile parametrice:
Vv
x(t) =—2sin pt y(t)=[h+%jcos pt—i2 (3)
p p p
b) Traiectoria miscarii este elipsa de ecuatie:
2
g
X2 (y " Dzj
=1.

DR

Reprezentarea ei este data in figura TC 12.1.2.
€) Vezi “Cinematica miscarii absolute a punctului material”.

. Vo 9
Pozma.X:? , y:—F.

Viteza: v,=0 , vy:—p[h+%}
p
Acceleratia: a,=—Vvgop , ay=0.
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FiguraTC 12.1.2 FiguraTC 12.2.2

TC 12.2) a) Proiectiile ecuatiei fundamentale pe axele reperului Oxy (figura TC 12.2.2)
sunt:

mx=mgsina-T-F, , 0=N-mgcosa (1)
unde N este reactiunea normald, T= N forta de frecare iar F, =k x forta elastica
corespunzatoare deformarii resortului. Din (1) se obtine ecuatia diferentiald neomogena de
ordin doi:

k
X+E x=g(sina— ,uCOSa) 2

m. [k gm,, \/?
x(t)_vo\/zsm\/;H " (sma—yCOSa{l—cos mtj' (3)

b) Fie t =t timpul cat dureazd miscarea. Se impune conditia : t=t;,v=X=0. Rezulta

t—\/E arct V—O\/E; 4
YVk 979 Vm ucosa —sina

c) D=x (t 1) , unde x (t 1) se determina din (3) si (4).

cu solutia:

TC 12.3) a) La un moment arbitrar de timp t mobilul se gaseste in punctul M, astfel incat
A\
m[AOM j = @ . Teorema energiei cinetice si a lucrului mecanic, aplicata intre punctele A si

M permite obtinerea dependentei vitezei mobilului cu unghiul 6 :
v:\/v3+29R(1—cosé?) (1)

> 5 o
Ecuatia fundamentald, m a = G+ N, se proiecteaza pe tangenta la traiectorie si se
obtine variatia acceleratiei tangentiale cu unghiul 4 :
a,=gsing (2
2
Componenta normald a acceleratiei rezulta din relatia cinematicd a ,= R Deci:
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2

avz%+29(1—0059) )

b) Dependenta reactiunii normale cu unghiul 6 : se obtine proiectand ecuatia fundamentala
pe normala la cilindru in M. Rezulta:
2
mv §
4
) . @
In momentul desprinderii reactiunea normala se anuleaza (mobilul nu mai apasa pe
cilindru) iar 8 = « , astfel incat: din (4) gasim ca:
v3+2gR -
o =arcCos—————
3gR

c) Tn ipoteza v,=0, viteza pe care o are mobilul in punctul de desprindere D este

N=mg(3cosd-2) -

[2gR
Vp= gT iar unghiul pe care 1l face vectorul vitezd cu verticala este

2 . o . .
90— a =90- arccos§ . Din momentul desprinderii (considerat ca moment t = 0) si pana la

atingerea solului in C singura forta care actioneaza asupra mobilului este greutatea proprie.
-> -
Ecuatia fundamentald, m a = G, si conditiile initiale:

t=0 : x=0, y=R(l+cosa), v,=Vp cosa ,V,=-Vpsina,
permit determinarea distantei D’C péna la atingerea solului:
4(5v2 - 5)
D'C=——F-—-—R 6
7 (6)
: S :
Cum OD'=Rsina =3 R, gasim cé:

54v2 ++5

§=OC=OD'+D'C=%R (7)

F-G

TG 12.1) Miscarea greutatii este rectilinie uniform variatd, cu acceleratia a=

2
a
Utilizand legea spatiului in aceastd miscare, deducem ca h= o de unde:

2h
F=G|1+— |=10,24kN .
gt
Raspuns corect: a).

TG 12.2) Miscarea automobilului este rectilinie uniform incetinitd, cu acceleratia

F F
a=- P g . Adaugand si legea vitezei in aceastd miscare, V=V +at, obtinem:
_ S (o) =290 (60-30) - 229 5o
Tgt % 7 98-10 3600

Raspuns corect: C).
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13. Dinamica miscarii relative a punctului material

13.1. Ecuatia fundamentala a miscarii relative

Ecuatia fundamentala a miscarii absolute a punctului material
- -

ma=F (13.1)

5
descrie miscarea acestuia fata de un reper fix. In relatia (13.1), a este acceleratia absoluta.

Din cinematica miscarii relative a punctului material se cunoaste ca:
- > o> o

a,=ar+ait+ac (13.2)
%
- oV r - - - - - - -
unde a, = este acceleratia relativd, a{ =ao+ & x r+ @x| @x r | este acceleratia
> - >
de transport iar ac =2 wx v , este acceleratia Coriolis. Din (13.1) si (13.2) se obtine:
- - - - - — - -
ml a,+ai+ac|=F<mar=F+|-ma¢ |[+|—-mac (13.3)
Noténd:
- - - -
-mai=F;, , —mac=Fc (13.4)
din (13.3) gisim ca:
e
ma,=F+F+Fc (13.5)
Ecuatia (13.5) reprezintd ecuatia fundamentala a dinamicii migcarii relative a
- -

punctului material. Vectorii F si F¢, avand dimensiunile unor forte, poartd numele de

forta complementara de transport si forta complementara Coriolis. Ei corecteaza ecuatia
- -
fundamentala m a = F atunci cand studiul miscarii se face fatd de un reper mobil.

13.2. Repaus relativ

Este posibil ca punctul material sa fie in echilibru (relativ) fatd de reperul mobil si
sd se miste, odatd cu acesta, fatd de reperul fix. Pentru aceasta va trebui ca viteza sa

5
relativd Vv, sa fie nuld ceea ce are drept consecinte:

- 8vr — - - - - -
=——=0 , Fc=—mac=—m2wxvVv,|=0 (13.6)

Din (13.5) si (13.6) se obtine conditia repausului relativ:
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- 5> >
F+F=0 (13.7)
adica punctul material ramane in repaus fata de reperul mobil in acea pozitie in care fortele

direct aplicate si forta complementara de transport isi fac echilibrul.
13.3. Sisteme inertiale

Vom deduce in acest subcapitol conditiile in care ecuatia fundamentala a dinamicii
are aceiasi forma ((12.1)) indiferent daca ea este scrisa fata de reperul fix sau fatd de cel

mobil.
Pentru aceasta se impune conditia:
- = -
Fi+Fc=0 (13.8)
sau
- - - - - - - - -
Ao+ exr+ox|loxr|+2oxv,=0 (13.9)

Conditia (13.9) va trebui verificatd indiferent de punctul in care se giseste mobilul
si de viteza sa relativa. Considerand doud puncte materiale care au aceiasi pozitie (acelasi

g -, -,
r ) dar viteze relative diferite (v , si v ) si impunandu-le conditia (13.9) gasim :

— R T Y
ap+exr+oxioxr|+2oxv =0

- > 5> 5 [([5 -5 > o, o
adotexr+oxloxr|[+2oxv =0.
e d -, - ., e d -, -,
Scadzand aceste relatii obtinem 2w x| v ,—V , |=0sicum Vv ,# v, rezultd:
> -
w=0 (13.10)
Tn plus,
N
- do -~
=" 0 (13.11)
Conditiile (13.10)-(13.11) fac ca relatia (13.9) sa se reduca la:
- -
(13.12)

a o~ O
n concluzie, pentru ca ecuatia fundamentald a dinamicii sd-si pdstreze forma si

atunci cdnd este scrisd fata de un reper mobil este necesar ca sistemul mobil sa se afle
> o> o - -
intr-o miscare de translatie (@ = ¢ = 0 ) rectilinie si uniforma (a o= 0 ) fata de reperul

fiX sau, in particular, sa fie in repaus.
Sistemele de referinta care indeplinesc aceastd conditie se numesc sisteme inertiale.

215



Mecanicd teoretica — teorie si aplicatii

13.4. Probleme rezolvate

R 13.1) Bara cotita OAB se roteste cu viteza unghiulara constantd @, in plan orizontal. Pe
portiunea AB se deplaseaza fard frecare un inel M, de masa m (figura R 13.1.1). Stiind ca

A —>
m(OAszgoo, AB = | si cd la momentul initial inelul a fost lansat cu viteza v din

punctul A, sa se determine:
a) Legea de miscare a inelului pe bara AB;
b) Valoarea reactiunii barei pentru o pozitie oarecare a inelului pe bara.

© A 0
FiguraR 13.1.1 FiguraR 13.1.2

Rezolvare: a) Miscarea relativd a inelului M este o miscare rectilinie Tn lungul
L] (1]

barei AB, caracterizatd prin viteza relativd V=X si acceleratia relativd a = X . Miscarea

de transport este o miscare circulard uniforma cu viteza unghiulard @, pe un cerc de

centru O si razd OM =4/l 2+ x? . Acceleratia de transport are numai componenta normala,
de modul a,=OM - w3 (figura R 13.1.2).

Eliberand inelul M de legatura sa cu bara obtinem urméatoarea ecuatie vectoriald a
miscarii relative:

- - - - - -
mar=G+Ny+N,+F+Fc (1)
unde:
- -
G =-mg k - este forta de greutate;
- -> - -
Ny=NyJj,N,=N, k - sunt proiectiile reactiunii normale pe directiile Ay si Az;
2 ¢ L 2
Fi=ma;=ma;sina i —ma, cosa | - este forta complementara de transport;
- - -> - - o
Fc=—mac=—2mwxVv ,=2ma,V, ] -este forta complementara Coriolis.

Proiectand ecuatia vectorialda (1) pe axele triedrului Axyz obtinem urmatoarele
ecuatii scalare:
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mx=ma, sin ¢
0=N,—ma; cosa +2mwyV, 2
O=—mg+N,

. X I . ) . .
Observand ca sin o = N cosa = N din prima ecuatie a sistemului
I+ X NS

(2) se gaseste ecuatia diferentiald a miscarii inelului pe bara:
X— @35 x=0 (3)
a carei solutie generala este:
x(t) = A-explw o t)+ B-expl- oy t) 4)

Constantele de integrare rezultd din conditiile initiale t=0:X=0,x=v,. Se

v
gasesc valorile A=—-B= 9 , astfel Incat legea miscarii relative a inelului M pe bara

@o
este:
Vo
x(t) =—2 sh (e t) (5)
@
b) Din ultimele doua ecuatii ale sistemului (2) se obtin proiectiile reactiunii normale:
astfel Incat valoarea reactiunii la momentul de timp t este data de relatia:
N= N2+ N2 =mg %[l o2-2wqv, chlwot)|2 )

R 13.2) Un disc orizontal se roteste cu viteza unghiulard @ ( in jurul axului sau. La un
moment dat este lasat liber pe suprafata discului un punct material de masa m la raza r

fatd de ax si avand viteza initiald nula in raport cu suprafata discului (figura R 13.2.1).
Neglijand frecarea dintre punct si disc, sa se determine miscarea punctului in raport cu
suprafata discului.

FiguraR 13.2.1 FiguraR 13.2.2
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Rezolvare: Studiul miscarii punctului material va fi facut intr-un sistem de
A
coordonate polare (r, 0) , in care r = OM este distanta punctului la ax iar 0 = ma{AOM)

este unghiul facut de “raza” punctului M cu directia initiala OA (figura R 13.2.2). Ecuatia
vectoriala a miscarii relative este:
- > 5> 5 o

ma,=G+N+F +Fc ()
Deoarece viteza unghiulard a discului este constantd rezulta ca acceleratia de

transport va avea nenuld numai componenta normaldi a;=r w3, astfel incat forta
complementara de transport va fi dirijata pe raza OM, de la O catre M si va avea modulul

Fi=mr a)g . Forta complementara Coriolis este datd de relatia:

- - - - - -
Fc=-2wXVreativa=—2Ma@ x|V + Vg 2
*) . 4) - - - - -
unde v, si Vg sunt componentele vitezei relative pe axele sistemului de coordonate

polare. Forta complementara este, in consecinta, perpendiculara pe vectorul viteza relativa,
se gaseste in planul discului si are modulul:

Fc=2mao, (Fj2+(réj2 (3)

Proiectand ecuatia (1) pe axele sistemului de coordonate polare se obtin ecuatiile:

m(.r.—rézj:Ft—FCsina : m(r5+2;éj=Fcc05a (4)
Observand ca:
sina:L : com:—r (5)
GRS ) ()
ecuatiile (4) pot fi aduse la forma:
.r.—rézzra)g—Zra)OH , r.é+2;é=2a)o (6)

Inmultind cu r a doua ecuatie a sistemului (6) ea se rescrie sub forma:

d( , ) d(,
dt(r TR ()
de unde, prin integrare, gasim:
. C
r
Conditiile initiale:
r=ro, =0
t = 0 . . . (9)

r=0, 6=0
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permit obtinerea valorii constantei C si anume C =—am I §, astfel incat rezulti ecuatia:
. re
O=wl- r—2 (10)

Din (10) si prima ecuatie a sistemului (6) deducem urmatoarea ecuatie diferentiala
Tn necunoscuta r(t):
2 .4
[ 1) a) O r 0
r— 3 =0 (11)

Inmultind aceastd ultima ecuatie cu 2r ea se pune sub forma:

dfe, wiry
a[r 2L =0 (12)

r
de unde, dupa aflarea constantei de integrare, gasim ca:

. (2

Integrand ecuatia cu variabile separabile (13) se gaseste dependenta r = r(t):

r=royl+wst? (14)

In fine, din relatiile (10) si (14) se obtine a doua ecuatie parametricd a miscarii
punctului material in coordonate polare:
O(t)=w,t—arctglw o t) (15)

R 13.3) Un vas conic avand unghiul la varf 2 se roteste in jurul axei sale de simetrie cu

viteza unghiulara constantd @ . Pe peretele interior al vasului se afld in repaus o bild de
masa m (figura R 13.3.1). Sa se determine pozitiile de echilibru relativ ale bilei si
reactiunea normala In aceste puncte.

H

FiguraR 13.3.1 FiguraR 13.3.2

Rezolvare: Eliberand bila de legatura sa cu peretele vasului si introducand
-
reactiunea normala N , ecuatia de echilibru relativ are forma:

> o > >

G+N+F =0 (1)
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Atasam vasului conic in miscare sistemul de referinta mobil Oxyz (figura R 13.3.2)
avand axa Ox in lungul generatoarei pe care se gaseste bila in repaus relativ la distanta
OM= x. Miscarea de transport este o miscare circulard cu viteza unghiulara constantd @,
pe cercul de centru A si razd r=XsSina si, in consecinta, acceleratia de transport are

N
nenuld doar componenta normald a/=r @ 2, Forta complementara de transport F, va fi

orizontald, de sens opus acceleratiei de transport si de modul F=mr o Z,

Proiectand ecuatia vectorialda (1) pe axele Ox si Oy se obtin urmatoarele ecuatii
scalare:

mX @ 2sin —mgcosa =0 2)

N-mgsina=mr w?cosa =0 3)

. . : gt . 5 s
Din ecuatia (2) se obtine X= = constant, ceea ce inseamna ca bila se

w2
gaseste in echilibru relativ in toate punctele cercului de razd r=xsin « , unde distanta X

este data de relatia de mai sus. Din ecuatia (3) se obtine valoarea reactiunii normale in
punctele de echilibru relativ:

mg
sin

N = @)

R 13.4) Un punct material M, aflat in emisfera nordica, este lasat sa cada liber de la
inaltimea H, care este mica in raport cu raza Pamantului. Considerand ca greutatea P =mg
a punctului este constantd in timpul caderii si neglijand rezistenta aerului, sa se determine
deviatia & spre est, cand punctul ajunge la sol, fata de verticala ce trece prin pozitia
initiala M (figura R 13.4).

FiguraR 13.4
Rezolvare: Se alege un sistem de referinta cartezian cu axa Oy orientata dupa

verticala pozitiei initiale a punctului material (dupa raza Paméantului) iar axa Ox orientata
spre est.
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Pentru a tine seama de miscarea de rotatie a Pamantului, in afara greutatii P va
trebui sa introducem si fortele complementare Coriolis si de transport. In calculul fortei
complementare Coriolis vom neglija componenta v, a vitezei relative a punctului material,

ea fiind mult mai mica decat componenta v v Deci, v, =V y (catre centrul Pamantului C).

In plus vom considera neglijabila si forta complementard de transport, care provoaci o
mica deviatie pe directia razei CO. Ecuatia diferentiald a miscarii relative a punctului,
- - -

ma, = P+ F¢, se proiecteazd pe Ox si Oy si se gaseste:
d 2x d?y
m—=Fg , m—2=-m 1
dt 2 Cc dt 2 g ( )
Solutia generald a celei de-a doua ecuatii diferentiale (1) este:
2
gt
y(t)=H - > (2)
S-a tinut cont de conditiile initiale t=0:x=0,y=H. TIn plus,
d
V=V yz—i/ =—gt. Pentru calculul modulului fortei Coriolis trebuie observat cd viteza

_)
relativa v , a punctului face unghiul 90° — A cu axa de rotatie a Pamantului, unde 1 este
unghiul de latitudine. Tn concluzie, Fx =2mm gtcosA si, din integrarea primei ecuatii
(1), gasim:

1
x(t)=§a)g cosA-t3 (3)

Ecuatiile (2) si (3) formeaza setul de ecuatii parametrice al migcarii. Migcarea nu
este rectilinie si punctul in cadere va avea o deviatie spre est. Ecuatia traiectoriei relative a
punctului material se obtine prin eliminarea variabilei timp t intre cele doua ecuatii
parametrice. Se gadseste parabola semi - cubica:

8 w?
2 W o )3
X =9 g cos A(H y) (4)

La contactul cu solul : y = 0. Din (4) deducem deviatia & spre est pe care punctul
o va avea fata de verticala punctului de lansare:

2 ; 2H3 5
&= 00 ] (5)

De remarcat cad aceasta expresie pentru deviatia & reprezintd o valoare
aproximativa, dar ea a fost validatd de multe mésuratori experimentale.

13.5. Probleme propuse
13.5.1. Teste clasice

TC 13.1) Doua suprafete plane, intre care se pastreaza o distantd constanta 2r, se rotesc in
jurul unui ax vertical cu viteza unghiulara constantd . Intre cele doua suprafete se misca
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%
cu frecare o bild de masda m si raza r si care a fost lansatd in momentul inifial cu viteza v
perpendiculard pe axul de rotatie (figura TC 13.1). Sa se determine legile de miscare
X=X(t), y = y(t), z = z(t) fata de sistemul de axe ales si reactiunea normala N = N(t).
A
v, A A

G
ONON
Figura TC 13.1 Figura TC 13.2.1

TC 13.2) Tija AB, inclinata fatd de orizontald cu unghiul «, se deplaseaza pe orizontala
ntr-o miscare de translatie rectilinie dupa legea x4 (t)= % at?. Pe tija poate aluneca fara

frecare un punct material M de masa m, care intdmpina rezistenta mediului proportionala
cu modulul vitezei R=mcv,, unde v, este modulul vitezei absolute (figura TC 13.2.1).

- il

In momentul initial mobilul M se afla in punctual A si are viteza v ; orizontala (de la A la
B). Cunoscénd constantele «,a,m,c,vg, sa se determine legea miscarii relative a mobilului
fata de tija.

13.5.2. Teste grila

TG 13.1) Ecuatia fundamentald a dinamicii miscarii relative a punctului material este:

- - - - - - - 2> > - -
a) mag=F ;b) va=v,+v;c)ma,=F+F+Fc ;d) 0=F+F;.

TG 13.2) in miscarea relativi a unui punct material, compunerea acceleratiilor este
definita de relatia :

a) a,=da,+da,;b)a,=a,+da,+d.;c)a,=d.+4,,d) d,=a xdxd;.
13.6. Indicatii si raspunsuri

TC 13.1) Miscarea relativa a bilei M este o migcare in planul Oxz, caracterizata prin viteza
N .T) ° ~> N “T) o0 *>

relativd v .=Xi+Y ] siacceleratia relativda a =X i+ Yy j.Miscarea de transport este o

miscare circulard uniforma cu viteza unghiulard @, pe un cerc de raza egala cu X (distanta

de la punctul M la raza Az). Ecuatia diferentiala a miscarii relative este::

- - > 5> >
ma =G+ N+F+Fc
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- - - - 27 - - -
unde G_—mgk N=N j, Ft_—mat_mxa) isi FC:—mac:—meXJ.

Rezolvand aceasta ecuatie in conditiile initiale :
o

t=0 @ x=z=0, x=vy, z=0
se obtine:

, N=2mwv, ch(a)t)

FiguraTC 13.2.2

TC 13.2) Se considera ca sistem de referinta mobil (solidar cu tija AB) sistemul cartezian
Axy (figura TC 13.2.2). Miscarea relativa a punctului M este guvernata de ecuatia:

- e T
ma ,=G+N+R+F+Fc,

- - > - -
unde G mgsina i—mgcose j,N=N j,Fc = 0 (deoarece miscarea de transport

este miscarea  unui punct al unui corp aflat in  translatie),
- - - o *\—> . -
R=-mc Va=—MmMC|V +Vi|=—MC atcosa +x|1—mcatsing | .
Conditiile initiale ale miscarii sunt: t=0: X=0, x=V,. Miscarea punctului M
fata de tija este dictata de legea:
2

Vo 0 . ct) 9., . at
x(t):(T—c—zsm a)(l—e ¢ )+Etsma—Tcos(x.

TG 13.1) Rezultat teoretic. Raspuns corect: C).

TG 13.2) Rezultat teoretic. Raspuns corect: b).
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14. Momente de inertie mecanice

14.1. Definitii

Momentele de inertie mecanice sunt marimi scalare care caracterizeaza modul de
raspandire a masei in interiorul unui sistem de puncte materiale sau unui solid rigid.

Prin definitie, momentele de inertie ale unui sistem de puncte materiale in raport
CU Un plan, o axa sau un punct (pol) sunt sumele produselor dintre masele punctelor
materiale ale sistemului si patratele distantelor de la aceste puncte la plan, axa sau pol,
respectiv.

Prin definitie, momentele centrifugale reprezinta suma produselor dintre masele
punctelor materiale si coordonatele acestor puncte in raport cu doud plane
perpendiculare.

Fie un sistem de n puncte materiale raportat la un reper cartezian Oxyz, plasate Th
punctele Ai(xi,yi,zi),izl,_n, si avand masele m,,i=1n (figura T 14.1). Se definesc
urmatoarele momente de inertie:

a) Momente de inertie planare

n n n
‘]Oxy:zmiziz ) JOyz:ZmiXiz J JOzz:ZmiYiZ (14.1)
i=1 i=1 i=1
b) Momente de inertie axiale

3 2,2 . 2,2 . 2,2
‘]ngmi(yi"'zi) v‘]y:_zl:mi(zi+xi) "]z:_zl:mi(xi"'yi) (14.2)
1=! =] 1=
C) Moment de inertie polar

n
J o:Zmi(X i2+yi2+zi2) (14.3)
i=1
d) Momente centrifugale
n n n
‘]xy:;mixiyi ’Jyz:%miyizi ’sz=_21:mizixi (14.4)
1= 1= 1=
zA
A
z, Q !
o) Y; Y
X N
FiguraT 14.1 Figura T 14.2
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Momentele de inertie planare, axiale si polare sunt marimi pozitive in timp ce
momentele centrifugale pot fi pozitive, nule sau negative. Unitatea de masura pentru

momentul de inertie este kg - m?.

In cazul unui solid rigid (figura T 14.2) sumele din expresiile (14.1 — 14.4) se
Tnlocuiesc prin integrale. Astfel, avem:
e) Momente de inerfie planare

JOXY :‘[D 22 dm ‘]Oyz =J‘D X2 dm ‘]Ozx ZID y2 dm (14-5)
f) Momente de inertie axiale
Jy= ,[D (y2rz2)dm , 3 = ID (22+x2)dm , 3 Zz,[D (x2+y2)dm  (14.6)

g) Moment de inertie polar

Jo= _[D (x 2rytiz 2)dm (14.7)
h) Momente centrifugale
nyszxydm ,Jyzz,[Dyzdm ,szz,[szdm (14.8)

X, Y, Z reprezintd coordonatele unui element infinitezimal arbitrar de masa dm al
domeniului (D) ocupat de rigid.

14.2. Relatii intre momentele de inertie
Intre cele 10 momente de inertie definite mai sus existd urmatoarele relatii de
dependenta:
1
0 = X+ y+ 7 .
J > J+J,+J (14.9)

‘]Oxyzé(‘] x+‘]y_‘Jz) vJOyZZ%(J y+‘]z_‘]x) ;\]OZX:%(\] z+‘]x_‘]y) (14.10)

astfel incat doar sase dintre ele sunt independente (J y,J y,J 5, dyy, 7, J %)

Daca sistemul de puncte materiale este un sistem plan, situat in planul Oxy, atunci
putem observa ca:
Jyz=3y,=0 , J,=J,+J, (14.11)

astfel Tncat este necesar doar calculul momentelor J,,J, si J,,.

14.3. Variatia momentelor de inertie fata de axe paralele.
Teorema lui STEINER.

Se considerd un sistem de n puncte materiale A;,i=1n, de mase m;,i=1n,
avand centrul de masa in C. Fie doud drepte paralele (A) si (A;) astfel incat C e A.
Cunoscut fiind momentul de inertie axial J,, ne propunem sd calculam, in functie de

acesta, momentul de inertie J, .
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Pentru aceasta consideram urmatoarele sisteme de referinta:

- sistemul Cxyz, pentru care A=Cz. Fata de acest sistem punctul A;are
coordonatele x;,y;,z;,i =ﬁ (figura T 14.3);

- sistemul O;x,y,2;, pentru care A =0z, si O;x,//Cx,0,y,//Cy.Fata de
acest sistem punctul A; are coordonatele xy;,Y 4;,Z 5; - Au loc relatiile evidente:

X5i=Xi+Xc , Yi=YitYec » Z3=Zi+Z¢ (14.12)

Z3i y1
’&n X
,,,,,,,,,,, PR
Figura T 14.3 FiguraT 14.4
Prin definitie,
(v 2y 2 S 2, 2
JAZJZZZ];mi(yi_FZi) "]Alszl:_Zidmi(yli"'Zli) (1413)

1= 1=

Din (14.12) si (14.13) obtinem:

Ja, Zgnl:mi [(Xi+ Xc)z +(yi+ yC)Z]:

n n n n
:(Xcz:+ Y(z:) m; +2Xc‘_21:mixi +2YC'Z;4miYi +_Z;4mi (Xi2+ ylz) (14.14)
1= 1= 1=

n
Notand masa sistemului prin M = Zmi si distanta dintre axele (A) si (A 1) prin
i=1

d=y/x2+y2, observand ci 1in conformitate cu teorema momentelor statice

n n

Zl‘,mixizM-éczo, _lemiyizM-nczo (decarece Cl& ¢ m e, ¢ c)eCz, din
1= 1=!

(14.14) se deduce ca:

Jy, =Jdpy+M-d? (14.15)

Relatia (14.15) reprezinta forma matematica a teoremei lui Steiner. Enuntul sau
este:
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Teorema lui Steiner : Momentul de inertie fata de o axa (A ;) este egal cu suma
dintre momentul de inertie fata de o axa (A), paralela cu (A 1), si care contine centrul
maselor si produsul dintre masa sistemului si patratul distantei dintre cele doua axe.

Particularizand relatia (14.15) gasim ca:
I, =3 +M Ay2+22) 3 y=Jy +M (22+x2) L0 =, +M (x2+y2) (14.16)

Utilizand relatiile de definitie si (14.12) putem gasi si legatura dintre momentele
centrifugale calculate fata de cele doua sisteme de referinta:

J Jyy tMxcye ,J Jyz+Mycze I, 4, =3t MzcXxe (14.17)

X1¥1 Y121

14.4. Variatia momentelor de inertie fata de axe concurente

Se considera un sistem de n puncte materiale A;,i=1,n, de mase mi,izl,_n,
pentru care se cunosc momentele de inertie J,,J,,J,,Jy,,Jdy;,J, n raport cu axele
reperului cartezian Oxyz.

Ne punem problema determinarii momentului de inertie in raport cu o axa (A)
care trece prin punctul O si are directia datd de cosinusurile directoare cos«,cos S,coSy
(figura T 14.4).

Momentul de inertie al sistemului de puncte materiale in raport cu axa (A) este
dat de relatia:

Xyr*»¥yz»

n n
Jy=2midf=2m;AB] (14.18)
i=1 i=1
d ;= A;B; fiind distanta de la punctul A; la dreapta (A) .

Din AOA;B; gisimcid A;B?=0A?-OB?Z. Dar:

2
— - -
OA2=r2=x?+y?+z? ,OB?:OB?:(ri- uA) = (x;cose + y;cos g +2,c05y)?

astfel Incat:
_ 2,32, 52 2 2 2 2
JA _Zmi-[(xi +Vi+2Z; Xcos o +cos” [ +cos 7/)— (xicosa+ yicos f + ziCOSy) ]
deoarece cos? a + cos> y’) +cos? ¥ =1. Dupa grupari convenabile, din relatia precedenta
se obtine:

n n n
J,=cos’a - Zmi(yi2+ zi2)+ cos? S -Zmi(z 2, xi2)+ cos? y - Zmi(xi2+ yiz)—
i i1 i1

n n n
—2C0Sa COS B - D2 M X;Y; —2C0S 8 COSy - 2. M;Y;Z; —2C0Sy COS - D, M;Z;X; ,
=) = =
adica:
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Jy=J3,cos” a+J, cos® f+1J, 08" y—2J,,COSqCOS B —
—2Jy,cos Bcosy —2J,, COSy COS (14.19)

Caz particular: Daca punctele sistemului si axa (A) apartin planului Oxy, atunci deoarece
V4 T .
z:O,y:E,aJr p :E,gammca:

Jy=Jycos’ a+J,cos’ B —2],,sinacosa (14.20)

14.5. Axe si momente de inertie principale

Momentul de inertie J, depinde de pozitia axei fatd de triedrul Oxyz prin
intermediul unghiurilor «, 8,7 pe care axa (A) le face cu Ox, Oy si Oz, respectiv. Tn
functie de masurile acestor unghiuri J, poate avea valori extreme. Axele (A) care trec

prin O si fatd de care momentele de inertie au valori extreme se numesc axe principale de
inertie. Momentele de inertie calculate In raport cu aceste axe se numesc momente
principale de inertie (le vom nota prin J,,J,, J3).

Aceste momente se pot obtine prin metoda multiplicatorilor lui Lagrange. Astfel,
se considera functia:

J(cosar,cos g,cosy) =3, cos® a +J, cos® f +J, cos? y —2J,, COSa COS  —

—2Jy,C0s Bcosy —2J, COS;/COS(Z—&(COSZ a +€0s? f3 +cos? ;/—1)

Valorile extreme se obtin ca solutii ale sistemului:

0J,
dcosa :Z(JX _A)COS“‘Zny cosp —2J,cosy=0
0J
A =-2Jyy c03a+2(J y—i)cosﬁ —-2J,,cosy=0
oeosh (14.21)
0J,
ocosy =—2J;xC0sa =2y, COS +2(Jz —/1)0057/=O

Sistemul omogen (14.21), in necunoscutele cos«,cos 3,C0Sy , are solutii nenule
doar daca determinantul sau este nul:

Jy—4 —Jdyy Iy
~Jy -4 -3, |=0 (14.22)
_‘]zx _‘]zy ‘]z_

Se obtine astfel o ecuatie de gradul al treilea in necunoscuta A, care are trei
radacini reale deoarece determinantul este simetric fatd de diagonala principald (teorema
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lui Kronecker). Radacinile A4, A,, 43 sunt chiar valorile extreme ale momentului J,,
adicd J,,J, J3.

Axele principale de inertie Aj;,i =173, au drept parametrii directori ai directiei lor
determinantii:
Jy—4i  —Jy; -Jyz = Jdyx —Jyx Jy =4
_‘]zy ‘]z_li , ‘]z_ﬂ'i _‘]zx ’ _‘]zx _‘]zy

Caz particular: Daca sistemul de puncte materiale se gaseste in planul Oxy, atunci
deoarece J, =Jg=J, +J,,Jy, =3, =0, ecuatia (14. 22) are solufiile:

J, +J J, -3, )

iar parametrii directori ai axelor principale de inertie sunt:
- pentru Al:(Jy—Jl)(Jz—Jl);JXy(J Z—Jl);o;
- pentru Az:(Jy—Jz)(Jz—Jz);ny(J Z—Jz);O;
- A5=0z.

Observatie: Axele principale de inertie formeaza un triedru triortogonal iar

momentele centrifugale Tn raport cu axele acestui triedru sunt nule.

Daci centrul de masa al sistemului coincide cu originea triedrului (O=C), atunci
momentele de inertie corespunzatoare axelor ce trec prin C se numesc momente centrale
de inertie. Momentele fata de axele principale de inertie, in raport cu centrul de masa, se
numesc momente de inertie centrale §i principale.

14.6. Probleme rezolvate

R 14.1) Se considera placa plana omogena din figura R 14.1.1 pentru care se cunosc masa
M si distanta a. Se cer:

a) Momentele de inertie axiale J ,,J  si momentul centrifugal J,;

b) Momentele si axele principale de inertie. vy A

YA 7y

2a
b
6a 3
Y / A4

(e} 2a

Xy

AN
\\x\\

FiguraR 14.1.1 FiguraR 14.1.2
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Rezolvare: Se presupun cunoscute momentele de inertie pentru o placa plana
dreptunghiulara omogena de masa m si laturi a si b (figura R 14.1.3) :

mlaZb?) mb? ma?
JO: Z: 12 ’JX: 12 s y: 12 'JXy:JyZ:JZX:O
Aria  plicii este A=A;+A,=6a-2a+2a-2a=16a° iar densitatea
M
p=K: T6al’ Masele celor doud placi dreptunghiulare in care a fost impartita placa
a
3M . M
sunt m;= pAlzT $1 m,= pAZ:T.
Q) Jy=Jd1x+tJox, Jy=Jd1y*t oy, Ixy=JaxytJ oxy ()
unde:
2
o _My(6a) 2 2
J = J1x,. +My-(30) =T+m1(3a) =9Ma
m,(2a)? 19
Jox=Jay,, +M y(5a)° =T+m2(5a)2 =3 M a’
m(2a)?
Jiy=d1y.. +m1-(a)2=11—2+m1(a)2=M a? 2)
2
2 _My(2a) 2_Ty\0.2
Jay=Joy,. +M »-(3a) =T+m2(3a) =§M a

9 2
JleZ\]lxlelc +m1-a.3a:0+ml.a.3a:ZM a

15
Jaxy =d2x,0 v e +m2-3a-5a=0+m2-3a-5a:ZM a?.

In deducerea relatiilor (2) s-au utilizat formulele lui Steiner. Din (1) si (2) gisim

yA YA Y,
Yaoc

@[]k
. 2a

6a

2a

Yic I | C,(3a,3a) | | Xac
>

C,(a3a) X

1C

2a -

FiguraR 14.1.3

=~y
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46 10

Jy=3|\/|a2 , Jyy=6Ma’ (3)

b) In cazul particular al unui sistem material plan (z = 0) momentele principale de inertie
sunt date de relatiile:

Jo+J J, -3,
Jip= X2 yi\/( X2 yj +J2, 0, Jg=d =040, =0+ 0, (4)

Se obtin valorile:

J,=1791Ma? , J,=075Ma’ , J,=1856Ma?’ (5)
Axele principale de inertie (figura R 14.1.4) formeaza cu axa Ox unghiurile
a 4,04 $1 a4 date de relatiile:
J,—J Jy—1J
tgo,=—2—1=-0614 , tga,=——2=2414
ny Xy

T . o el . . ..
o 3= > (a treia axa principala de inertie coincide cu Oz).

R 14.2) Pentru sistemul de corpuri din figura R 14.2.1, format din doua discuri omogene
de razd R si masa M si patru bare omogene de lungime | si masa m, sa se determine
momentele de inertie axiale J ,J ,J, si momentul de inerie polar Jq.

AZ

1172

o
‘<v

B R |

N '

|

FiguraR 14.2.1 FiguraR 14.2.2

Rezolvare: Se presupun cunoscute momentele de inertie pentru o bara omogena de

masd m si lungime |, respectiv pentru un disc omogen de masid M si razd R (figura R
14.2.2):

ml? ml 2
Jo = T 3,=0,J,=J,= T Jyy=dy; =3, =0,
M R? M R 2
Jo=d,=— —dx=dy =" 0=y, J,, =0
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6
Pentru corpul din figura R 14.2.1 avem ¢i J, = 2, J;, , unde:
i=1

ml 2 ml 2 2 MR 2 1?2
Jlxz‘]Zx:F’ J3x:‘]4x:7+mR v dsx=dex=—"—+M| 7] .

4 2
Rezulta:
M M m
Jx:(?+2ij2+(?+§jI2 )
Datorita simetriei putem scrie ca:
J,=3, (2)

6
Totodata, J, = 2. J;, , unde:
i=1

) ) M R?
\]12=J22=\]3Z=\]4Z=0+mR =mR ’J5Z:‘]62:T'
Obtinem astfel ca:
J,=(M+4m)R? €)
in fine, momentul de inertie polar are valoarea:
J,+J,+J M m
J o= X 2y z=(|\/| +4m)R2+(?+§)I2 (4)

R 14.3) Se da o placa omogena in forma de suprafatd conica de masa M, raza a bazei R si
inaltime h (figura R 14.3.1). Se cer:
a) Momentele de inertie fatd de axele sistemului de coordonate cu originea in
varful conului si avand drept axd Oz axa conului;
b) Sa se scrie matricea momentelor de inertie;
€c) Momentele de inertie fatd de axele sistemului de coordonate cu originea in
centrul C al maselor si avand drept axa Cz axa conului. Sa se scrie matricea
momentelor de inertie fatd de acest sistem.

FiguraR 14.3.1 FiguraR 14.3.2
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Rezolvare: a) Din motive de simetrie avem J, =J,, astfel ca se vor determina

y H
doar momentele de inertie J, si J, date de relatiile:

= p_[D (y2+22)dA , J, = pID (x2+ yz)dA (1)

q M M
e P AT ZRG
Pentru calculul celor doud integrale se imparte suprafata conica in elemente
infinitezimale (figura R 14.3.2). Pozitia unui astfel de element este datd prin coordonatele:
X=rcos@d , y=rsingd , z=z (2)
iar elementul de arie prin dA=rdld@. Deoarece AOAB'~AOAB putem scrie ca

R h G
=—=—, de unde rezulta:
r oz |1°

reprezintd densitatea superficiala.

R G G RG
rzﬁz, IZFZ’ dI:Fdz, dAzh—zzdzde 3

Inlocuind aceste relatii in formulele (1) se obtine:

RG R?2
szp ”D(—zzzsin29+zszdzd¢9=

h 2
RG| R R? T 2 j’
=P > L ZTZ dz- fde— 3dz- fc0320d49+ z3dz- Jgder
h 2h 2h? 0 0 0
M
=I(R2+2h2). (4)
R3G 2 M R?
zSdzdezp—Tﬁdz-de: .
D h4 0 0 2
b) Din motive de simetrie putem afirma ca:
Jyy=3y; =Ix=0 (5)
astfel incat matricea momentelor de inertie este:
M (R2+ 2h?)
_— 0 0
4
(R 24 2h 2)
Ll o ; ©
0 0 M R?
2

c) Se utilizeaza formula lui Steiner si se obtine:

11 w.oc? M(R2+2h?) 4t M, 2n’ -
= — . = —_— 4+ —
xe TV x 4 9 4 9

, M 2h? , MR?
Jye=3y=M-0C2 = R% =0} 3, =3, =M 07—~

Din motive de simetrie :
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chyc:JYCZc:JZcXc =0 (8)
Matricea momentelor de inertie rdimane diagonala:

M (R 2+ 2h2/9)
— 0 0
M (R?%+2h2/9
bl o MENZYD ®
0 0 M R?
2

14.7. Probleme propuse
14.7.1. Teste clasice

TC 14.1) Se considera sistemul de puncte materiale din figura TC 14.1, plasat in puncte
ale suprafetei paralelipipedului dreptunghic [ABCDA’B’C’D’] de laturi AB= AD=2a si
AA'=4a. Cunoscand masa m, sa se determine:

a) Momentele de inertie axiale J ,,J,,J, sicentrifugale J,,,Jy,,J;;;

b) Momentul de inertie polar Jy si momentele de inertie planare

AZ
D @@m c rdr Zlég
_ x E
Al 4m b b
0SSN HO), SR c L L
/em D . ' iH
S 9 H %
A B . ] .
4 Ty
k (4)
FiguraTC 14.1 FiguraTC 14.2

TC 14.2) Sa se determine momentul de inertie pentru un cilindru circular drept omogen de
masa M, raza a bazei R si inaltime H Tn raport cu axa sa de simetrie (figura TC 14.2).

TC 14.3) Sa se calculeze momentele de inertie ale unei sfere omogene de raza R si masa M
fata de planele de simetrie si fata de punctul O (figura TC 14.3).
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Ay
by

~NY

¥ x

y

Figura TC 14.3 Figura TG 14.1
14.7.2. Teste grila

TG 14.1) Sa se determine momentul de inertie al unei bare drepte AB, de lungime L, la
care densitatea variaza liniar de la valoarea p 4 (in capatul A) la valoarea p, (in capatul

B), fata de centrul C al barei.

3 3 _ 3
) JCZ% ; b)JCZW ;C)JC:(3,022231)L |
3 3
d)ch(pz ffl)L

TG 14.2) Care este valoarea momentului de inertie polar J j.al unei placi plane omogene
in forma de sector circular de raza R, unghi la centru 2 a si densitate superficialda p.
4

pR4a pR

4
7 pPR «
) o= b Jom =

12

1 0) Jo=2pR%a ; d) o=

14.8. Indicatii si raspunsuri

TC 14.1) a) Se aplica formulele (14.2) si (14.4) din subcapitolul 14.1. Calculul se face cu
ajutorul tabelului de mai jos, in care s-au trecut masele si coordonatele celor patru puncte
materiale.

Nr.crt. | m, X; Vi z,
1 2m |0 -a 2a
2 4m |a a 4a
3 m -a |0 4a
4 2m |0 a 0

Se obtin valorile:
J,=13ma® , J,=93ma® , J,=96ma’

Jyy=4ma® | J ,=12ma® , J,=12ma’.
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b) Pentru obtinerea momentului de inerfie polar J, si a momentelor planare
Joxy Joyz: Jozx se utilizeaza formulele (14.1) si (14.3). Rezulta:

Jo=101ma® , Jg=5ma® , Jo,,=88ma’ , Jgy,=8ma’.

TC 14.2) Se imparte cilindrul in elemente infinitezimale de tipul celor din figura TC 14.2
si se obtine:
7HpR* MR?

J=T2d= 2 5.27rldr=
Arm,[rpﬁrr 5 >

0

deoarece M = pV = p- 7 R ?H.

TC 14.3) Se considera o impartire a sferei in elemente infinitezimale ca in figura TC 14.3.
Datorita simetriei putem scrie ¢a@ Joyy =Joy; =Jozx - Dar:

v2aqn [ w2y _ M 2 o2 2 52 2y _2 53
JOyZ—IDx dm__[Dx pdV_2VJ‘Dx dVv,si dV=ny“dx,y=R“-x ,V_3nR ,

1
astfel ca Jgy, = 5 M R 2. Momentul de inertie polar al sferei este egal cu:

3
Jo =L %+ y?+22)dm=30,, + Joy; + Jou —ZMR?.

P2— P1

TG 14.1) Legea de variatie a densitatii pe bard este p(x) = 1

baray =z=0, din (14.7) deducem:

-X+ p, . Deoarece pe

I 2ame] x2pax-|[£2 21
JA—IABX dm_IABx pdx_o( 1
Din formula lui Steiner obtinem:

X+ pl)-xzdx:

(3P2— Pl) L3
24 ’

(P1+Pz)|—
2

Je=Jy—-M-AC?=

L
deoarece AC=— iar M =JAB dm=T p(x) dx=

. Raspuns corect: C).
2 0

TG 14.2) Deoarece placa se afla in planul Oxy (z = 0), din (14.7) gasim ca:
Jo =ID (x2+ yz)dmz p-ID (x2 + yz)dA.
Se poate folosi sistemul de coordonate polare (r,0) pentru care:
x=rcos¢ , y=rsingd , dA=rdrdé
Se obtine :
PR ‘o
7

Jo =,0-Tl‘3dl’- Tdaz
0 -a
Raspuns corect: b).
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16. Dinamica rigidului
16.1. Dinamica rigidului cu axa fixa
16.1.1. Formularea problemei

Se considerd un solid rigid ( C ) avand doud puncte, O; si O,, fixate (adica
dreapta O, O, este imobild). Presupunem ca asupra rigidului actioneaza un sistem de

- — - —
forte exterioare arbitrare Fj,i=1,n, care pot fi inlocuite cu torsorul (R,Molj. Sub

influenta acestor forte rigidul va capata o miscare de rotatie in jurul axei A=0,0, (figura
T 16.1).

Az,z
g y
5/ o,
Zc MO]_

0,=0

----f--a

(4)

FiguraT 16.1

A cunoaste miscarea rigidului inseamni a cunoaste legea 6 =6 (t), unde

A N - -
0= ma{O 1X1,OXJ. In plus, importante vor fi reactiunile R; si R, ce apar in punctele
fixe (articulatiile sferice) O s1 O,.
Studiul miscarii va fi facut in raport cu triedrele triortogonale OX1y4z (fix) si
Oxyz (mobil, solidar cu rigidul) avand O,=0, axele O,z,=0z=(axa de rotatie A) si

centrul de masa C al rigidului continut in planul mobil Oxz.
- -
Notand cu Ry, Ry, Ry, si Roy, Ry, Ry, proiectiile reactiunilor Ry si R, pe

axele reperului mobil, necunoscutele problemei sunt in numar de 7 si anume: 6
Rlx’ R1y J R1z , R 22X R2y' R22-
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16.1.2. Studiul miscarii rigidului

Se utilizeaza teorema energiei cinetice §i a lucrului mecanic in raport cu punctul
- - -
fix O;. Fortele de legatura R, si R, sirezultanta R a fortelor exterioare nu dau lucru

mecanic deoarece punctele O, si O, sunt fixe.

_)
Lucrul mecanic elementar produs de M o, este egal cu:

- > o -
dLey=Mo,-d @ =Mo,-wdt=M , wdt (16.1)
Rigidul are o miscare de rotat;ie astfel incat energia cinetica are expresia:
1
E—EJAa}—ZJ w? (16.2)

Din (16.1), (16.2) si (15.51) gasim:

1
d(EJz a)zj:M , odt
Ssau

J,e=M, < J,0=M, (16.3)

1 1 do
deoarece d( J, o ):EJ 2odo=17, a)a dt=J, wedt.

Integrarea ecuatiei diferentiale (16.3), unde M, =M 2(9, o ,t) , permite obtinerea

legii de miscare 6 =60 (t).

16.1.3. Determinarea reactiunilor

— -
Pentru obtinerea reactiunilor Rl(Rlx,Rly,Rlz) si RZ(R 2x’R2y1R22) se aplicd

teoremele impulsului $i momentului cinetic.

%
Teorema impulsului. Notand cu R,,Ry,R, proiectiile rezultantei R a fortelor

exterioare pe axele reperului mobil Oxyz, teorema impulsului (relatia 15.?) capata forma:

> o o

H=R+R + R ) (16.4)
sau, 1n proiectie pe axele reperului mobil Oxyz,

Hy=Ry+ R+ Rox » Hy=Ry+Ryy+Ryy , H =R, + Ry, + Ry, (16.5)
Dar
- 2> >
i ] Kk
- - - -
H Mvc=Moxrc=M:-{0 0 wo=MaoX: ]
Xe 0 1z
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astfel incat:
- - -
. - — i j k
- dH OoH - - -
Hzﬁz—t+a)xH=M5ij+0 0 0=
0 M C()XC O
; ? - -
Din (16.5) si (16.6) obtinem sistemul:
(M ®2x. =R+ R, +R
J @ XC =Ryt Ry + Roy

OZRZ+ RlZ +R22

Teorema momentului cinetic in raport cu punctul fix O,. Din (15.?) géasim ca:

- - - - - -
K012M01+M01 Rl +Mol Rz (168)
Notand cu M ,,M y,M , proiectiile momentului rezultant al fortelor exterioare in

-

- -
raport cu punctul O, observand ca M Ol(le: 0 sica:

- - -
i K

- - - - - -
R2x R2y RZZ

unde d =0,0,, din (16.8) obtinem prin proiectii pe axele reperului Oxyz ecuatiile:

Kyx=M,-dR,, , K,=M +dRy, , K,=M, (16.10)
Dar (vezi relatia 15.7)

- > g - > g -
Ko =Ky i+Ky j+K, k==J, 0i-J,, 0 j+J, ok
astfel Tncat:

_)
- aKol > > - - -
Ko,= 1 toxKo, ==-Jy,6i-J,,¢ j+I, ek+ (16.11)
— - —
i i k
2|7 2|7 P4
+/ 0 0 1) =(—JXZE+JyZa) )I+(—Jy28—.]xza) )]+ngk

-0 -J,0 J;,0

Din (16.10) si (16.11) rezulta sistemul:
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[~y £+3,,0°=M, —d Ry,
J—JyZS—JumzzMy+dR2X (16.12)
J,e=M,

Observatie: Ultima ecuatie a sistemului (16.12) coincide cu ecuatia de miscare
- -
(16.3). Pentru determinarea componentelor reactiunilor R, si R, avem la dispozitie doar

cinci ecuatii (ecuatiile (15.8) si primele doua ecuatii (16.12)) astfel incat o componenta a
reactiunilor (R, sau R,,) rimane nedeterminati. In practica, pentru inliturarea acestei

nedeterminari se inlocuieste articulatia sferica din O, cu una cilindricd (R,, = 0). Din

ultima relatie (16.7) se obtine cd R{,=-R,.

16.1.4. Echilibrarea rotorilor

Un solid rigid aflat in miscare de rotatie poarta numele de rotor. in practica se

- -
doreste ca reactiunile R, si R, din lagdrele articulatiilor sa fie cat mai mici pentru ca
uzura materialelor din care acestea sunt confectionate sa fie cat mai redusa. Din ecuatiile

(16.7) si (16.12) se observa ca aceste reactiuni depind de miscare prin factorii £ si @ 2

putand lua teoretic valori foarte mari. Se pune in mod firesc intrebarea daca este posibil sa
se ia masuri astfel incat cresterea modulului vectorului viteza unghiulard sd nu aiba ca
urmare cresterea intensitatilor componentelor normale la axa fixa, corespunzitoare celor
doua forte ce imobilizeaza axa.
Sa consideram sistemul de ecuatii ce ar corespunde stdrii de repaus a rigidului,
adica sistemul obtinut din (16.7) si (16.12) pentru:
w=c=0
deci si pentru M ,=0:
0=R,+R5+R3 ,0=R +RL+R3 ,0=R,+R+R%,
(16.13)
st st
0=M,-dR3, ,0=M +dR3

Reactiunile corespunzitoare stirii de repaus au fost notate cu Rj%, thy, R,
R3R3,,R3, si se numesc reactiuni statice. Reactiunile corespunzitoare starii de

miscare se numesc reactiuni dinamice si vor fi notate prin fo, Rfy, R fz , R gx, R gy, R gz .

Ele se determina din sistemul format din ecuatiile (16.7) si (16.12).

In practica exista interesul de a realiza rotori la care reactiunile dinamice si fie
egale cu cele statice, adica rotori pentru care migcarea nu influenteaza intensitatea
reactiunilor. Un asemenea rotor se numeste echilibrat.

Conditiile pentru ca un rotor si fie echilibrat se obtin inlocuind, Th sistemul ce
rezolva problema dinamicii rigidului cu axa fixa, reactiunile dinamice cu cele statice:
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[~ e+3,,0°=M,—dR,

(—Ma)zxczRX+thx+R§tx
JngczRy—i-th)ﬁR;ty ,J—Jyzg—JXZw2=My+dR§‘X (16.14)
0=R,+RJI+R 3, J,e=M,
Din (16.13) si (16.14) rezulta:
~M®?xc=0 , Mexc=0
(16.15)
—Jp ety =0 , —J,e-3,, =0 , J,e=M,

Deoarece, in general, @+#0 si =0, din primele doua relatii (16.15) obtinem o
prima conditie pentru echilibrajul rotorilor:
Xc =0 (16.16)
Aceasta inseamna cad axa de rotatie trebuie sd fie axa centrald, adica sa contina
centrul de masa C. Un rotor pentru care este indeplinitd conditia (16.16) se numeste
echilibrat static.
A treia si a patra relatie (16.15) formeaza un sistem liniar §i omogen 1In

necunoscutele o 2 si €. Cum w=0 si £=#0, acest sistem va trebui sa aiba si solutii

nenule, conditie Indeplinitd daca determinantul sau este nul:

-J Xz J yz

-J yz J Xz
Din (16.17) gasim cd axa de rotatie Oz va trebui sa fie axa principala de inertie. Un

rotor pentru care este Tndeplinitd aceasta conditic se numeste echilibrat dinamic. In

concluzie, pentru ca un rotor sa fie echilibrat att static cat si dinamic este necesar si
suficient ca axa de rotatie sa fie axa centrald si principala.

=)5+1%,=0 <J,,=3,,=0 (16.17)

yz

16.2. Dinamica rigidului cu un punct fix
16.2.1. Formularea problemei

Sa consideram un solid rigid avand punctul O fix §i care este supus actiunii unui
- >
sistem de forte exterioare oarecare, care se reduce in O la torsorul 7 5| R,M o |.

Rigidul are in O o articulatie sfericd care se Inlocuieste, in conformitate cu
-
principiul actiunii i reactiunii, cu reactiunea R ', de modul si directie necunoscuta (figura
T 16.2). Studiul miscérii in jurul punctului fix O se face in raport cu doud sisteme de
referinta si anume:
- sistemul fix Ox,y4z4 avand origineain O (O=0,);
- sistemul mobil Oxyz, solidar cu rigidul, avand axele Ox, Oy si Oz axe
principale de inertie in raport cu punctul O. Pozitia rigidului in raport cu
reperul fix este determinatd de unghiurile lui Euler w,¢@ si 6 (vezi

Cinematica, capitolul 8).
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Miscarea rigidului este cunoscuta daca sunt cunoscute functiile:
y=y(t) , p=0pt) , 0=0(1) (16.18)

Pe langa aceste necunoscute mai este necesar a fi determinate si componentele
-

reactiunii R'(R «Ry.R Z) pe axele reperului mobil Oxyz, astfel incat necunoscutele
problemei sunt in numar de sase.

AZ,

Figura T 16.2 Figura T 16.3

16.2.2. Deducerea ecuatiilor de miscare. Relatii intre componentele vectorului viteza
unghiulara instantanee si unghiurile lui Euler.

Pentru studiul miscarii se utilizeazd teorema momentului cinetic in raport cu

5
punctul fix O. Deoarece suportul reactiunii R' contine punctul O aceastd fortd nu da
moment fata de O.

Din (15.28) obtinem:

L[]
— —

Am considerat ca Ox, Oy si Oz sunt axe principale de inertie astfel incat expresia
momentului cinetic este:
- - - -
KO:\]la)X|+\]20)y J+\]3(()Zk

unde J4,J,,J; sunt momentele de inertie principale in raport cu punctul fix O.

_)
Ko este un vector raportat la axele sistemului mobil, deci:
g g -
. - i ] k
- aKO - - - - -
K o= Y toxKo=Jie, i+J6yj+Iz¢6,K+| oy o ®, |=

Jio, Jooy Jio,

- - -
:[J 15x+(~] 3—J 2)0) y@z |1 +[~] 25y+(3 1_J3)wxwz J+[~]35z+(32 -J 1)60y60x]k
(16.20)
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5
Notand prin M ,,M ; si M, componentele momentului rezultant M ¢ al fortelor

exterioare, din (16.19) si (16.20) se obtine sistemul ecuatiilor diferentiale ale miscarii:
Jlgx"'(‘] 3—J 2)0)2 a)y:'\/I X

Iy, 01-35)0, 0,=M (16.21)

y
‘]352+(J Z_Jl)a’ya’x:M z

cunoscute si sub numele de ecuatiile lui Euler pentru un rigid cu un punct fix.
Pentru integrarea ecuatiilor (16.21) sunt necesare relatiile de legdturd dintre
componentele vectorului viteza unghiulard @, ,®, si unghiurile lui Euler y, ¢ si 6.

Unghiurile v, ¢ si € sunt independente, modificarea unuia neafectand valorile celorlalte
doud. Variatiei fiecarui unghi ii corespunde o rotatie independentd de viteza unghiulara

v, @, 0, respectiv (figura T 16.3). O rotatie in jurul axei Oz, determina doar variatia
unghiului y, vectorul viteza unghiulara corespunzator avand directia axei Oz, si

scalarul y . O rotatie in jurul axei Oz determina doar variatia unghiului ¢ , vectorul viteza

unghiulara corespunzitor fiind orientat pe Oz si avand scalarul ¢ . In fine, o rotatie in jurul
dreptei nodurilor ON determind numai modificarea unghiului 6. Vectorul viteza

unghiulara corespunzator are directia ON si scalarul & .
Compunand vectorii viteza unghiulard corespunzatori celor trei rotatii se obtine

5
vectorul vitezd unghiulara o . Astfel:
- e > e

- >
o=y K+ @ K+ 6-uon (16.22)

N
unde u oy este versorul axei nodurilor.

Dreapta O,z apartine planului (ON ‘z), unde ON' LON , astfel ncét:

- -> -
ki{=c0s@-k+sin@-ugy:
- -

i

N
Deoarece upn'=Sing@- i+cose- j,obtinem:

- - - -
k,=sin@sing- i+sin@cose- j+cosé -k (16.23)
Tn plus,
- — -
Uon =COS@- i—Sing- j (16.24)

5
Din (16.22) — (16.24) rezulta componentele vitezei unghiulare @ pe axele
reperului mobil Oxyz:
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®,=@sin@dsin ¢ + 6 cosg

® y=g@sindcosp—0sing (16.25)

W ,= @+ ycosé

Functiile w=w(t), p=¢(t), d=6(t) se obtin rezolvand sistemul (16.21), cu

oy 0,0, date de (16.25) si ¢ ,=w,, ¢ =0, &,=0 ,. Integrarea sistemului

(16.21) nu a putut fi realizatd pentru orice set de conditii initiale decat in trei cazuri
particulare §i anume:
- -
i) Cazul Euler — Poinsot : Se considerd cd Mo = 0 (adica M ,=M =M ,=0).

O astfel de situatie se obtine in cazul unui rigid actionat numai de propria greutate si
suspendat in centrul de masa.

i) Cazul Lagrange — Poisson : Se considera ca centrul de masa se afla pe axa
mobila Oz (xcz Yo = O) sicd J,=J,. Rigidul este actionat numai de propria greutate.

iii) Cazul Sofia Kovaleskaia : Centrul de masa se afla in planul Oxy (zC =0),
J=J, =21 5 iar rigidul este actionat doar de propria greutate.

16.2.3. Determinarea reactiunii

-
Reactiunea R ' se obtine prin aplicarea teoremei impulsului:

—.> - -
H=R+R' (16.26)
- - - -
Dar H=M vec=M|wxrc|si
. -
- OoH - - - - - (- -
H=§+G)XH=M gxrc+Ma)x(a)erj
astfel incat, din (16.26), gasim:
-

- ; - > o - (> -
R'=—R+H=-R+Mexrc+Mox|oxrc

16.2.4. Giroscopul. Stabilitate. Efect giroscopic.
Miscarea de precesie regulati. Moment giroscopic.

16.2.4.1. Generalitati

Giroscopul este un corp de revolutie avand un punct fix O §i care se roteste cu
vitezd unghiulara foarte mare in jurul axei sale de simetrie (ce contine punctul O). Se
considera in plus cd momentul de inertie (principal) in raport cu axa de simetrie, notat J 5,
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este mult mai mare decat celelalte doud momente de inertie principale J; si J, (egale

ntre ele):
\] 3>> J 1: J 2 (1628)

Giroscopul poate fi:

a) Giroscop centrat — daca punctul fix O coincide cu centrul de masa C si singura
forta ce actioneaza asupra rigidului este propria greutate;

b) Giroscop necentrat — daca centrul de masa nu coincide cu punctul fix O dar se
afla pe axa de simetrie a acestuia iar singura fortd ce actioneaza asupra
rigidului este propria greutate.

16.2.4.2. Stabilitatea giroscopului centrat

Giroscopul centrat reprezinta o particularizare a cazului Euler — Poinsot.
Suspendarea giroscopului se realizeaza printr-o suspensie cardanicd ce permite rotirea
simultana a lui in jurul a trei axe perpendiculare Intre ele si concurente in punctul O (care
coincide cu centrul de masa). Axa de simetrie se considera a fi axa Oz a triedrului mobil,
solidar cu giroscopul.

Deoarece momentul singurei forte care actioneazd asupra rigidului (propria
greutate) in raport cu punctul fix O este nul si J ;= J, ecuatiile lui Euler (16.21) devin:

Jq 5X+(J 3—J 1)a)za)y=0, Jq 8y+(J 1— Jg)a)x ®,=0,J5¢,=0 (16.29)

Din J ;3 £,=0 obtinem ¢ ,= ® ,=0, adica:

not

®, = ®y = constant (16.30)
Din (16.30) si a doua ecuatie (16.29) gasim ca:
© Jg-Jy
Ey=0,= 0y o, (16.31)

y y J
1
Derivand prima ecuatie (16.29) si utilizand (16.30) obtinem:

J10 (053100 ,=0 (16.32)

Inlocuind (16.31) in (16.32) se obtine urmitoarea ecuatie diferentiald in

necunoscuta @ + p? w,=0 (16.33)
95- 34|

S-a utilizat notatia p = Ty @ . Solutia generala a acestei ecuatii este:
1
@ ,=C, cospt + C ,sin pt (16.34)
unde C; si C, sunt constante de integrare ce depind de conditiile initiale ale miscarii.

Din prima ecuatie (16.29) si (16.34) se determind si componenta @, a vitezei unghiulare

instantanee:
Jq
0] =—(—r(—c psin pt+C pcospt)
y J3—Jiog ! 2
sau
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o= i(C 1Sin pt —C ,cos pt) (16.35)
dupd cum J 3> Jq sau J3<J;.
Daca giroscopul nu este perturbat, atunci la momentul inifial ty=0 sunt
indeplinite conditiile:
te=0 : a,lte)=w,lty)=0 (16.36)
Din (16.35)-(16.36) gasim ca, in aceste conditii:
a)xza)yzO,(‘v’)t
adica:
- - -
=0, K=w0qKk (16.37)
giroscopul nedeviind de la directia Oz. Miscarea giroscopului este stabila.
Dacé giroscopul este foarte putin perturbat la momentul initial, atunci a)x(t o) si

a)y(to) sunt foarte mici, ceea ce Inseamna ca si C; si C, sunt foarte mici (solutii ale
sistemului format din ecuatiile (16.34) si (16.35). Cum @, si @, depind de timp prin
intermediul functiilor marginite sin pt si cos pt, rezulta ca aceste componente ale vitezei
unghiulare raman foarte mici in timpul miscarii fatd de componenta @ ,= @, presupusd
foarte mare.

5

Rezulta ca vectorul @ nu deviaza prea mult de la pozitia initiald, neperturbata,
adica migcarea giroscopului este stabila. Aceastd proprietate a facut ca giroscopul sa fie
folosit in practica ca busola si ca stabilizator.

16.2.4.3. Efectul giroscopic

Se considera un giroscop centrat (figura T 16.4) avand drept axa de rotatie axa Oz
-
a triedrului mobil. Notdnd cu @ viteza unghiulard (foarte mare) a giroscopului si cu J
-
momentul de inertie fata de axa de rotatie, atunci momentul cinetic Ko al giroscopului va

%
fi dirijat pe Oz si va avea modulul K 5=J @ . Actionand asupra giroscopului cu o forta F,

N
paralela cu Oz, aceasta produce un moment M ¢ n raport cu punctul O avand directia axei

Oy.

Figura T 16.4

N
Acest moment produce o variatie a momentului cinetic Kg, variatie datd de

teorema momentului cinetic:
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N
dKo
dt

- - -

- -
Vectorul d K, este coliniar cu M o . Noua valoare a momentului cinetic este:
-, - -

N
Suportul vectorului K‘o reprezintd noua axd de rotatie a giroscopului. Ea este
inclinata fata de axa initiala de rotatie Oz cu un unghi mic d ¢, datoritd proprietatii de
stabilitate a giroscopului.
in consecinti, daca se actioneazi asupra giroscopului centrat cu o fortd, atunci axa
de rotatie a acestuia sufera o mica deplasare intr-un plan perpendicular pe directia fortei.
Acest fenomen poarta numele de efect giroscopic.

16.3. Dinamica miscarii plan — paralele

Se considerd un rigid in miscare plan-paraleld actionat de un sistem de forte
exterioare care se reduc in raport cu centrul de masd C al rigidului la torsorul

- >
Tc R, M C |-
Studiul miscarii (figura T 15.5) se face in raport cu un reper fix O,X,y,z4, avand
planul O;x,y; paralel cu planul fix in raport cu care are loc miscarea (a se revedea

“Cinematica miscarii plan-paralele”) si care contine centrul de masa (C e 01Xy 1) si un

reper mobil Oxyz, solidar cu rigidul, avand originea in centrul de masi (O=C) .
La un moment arbitrar de timp t, coordonatele centrului de masa fata de reperul fix

sunt Clx,c, yic.,0) iar m(Ox, 0 1xlj = m(Oy, olylj: 6 . Pozitia rigidului este determinata

de trei parametri scalari independenti si anume:
Xic=X1c (1), Yic=yic) , 0

Il
D
—_~
~—
N

4
2

Figura T 16.5 Figura T 16.6
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Pentru determinarea acestor functii necunoscute se aplicd teorema miscarii
centrului de masa si teorema momentului cinetic fatd de centrul de masa.

Teorema miscarii centrului de masa:
_)

H
Mac=R (16.40)
se proiecteaza pe axele sistemului de referintd fix. Se obtin ecuatiile:

Mx;c=R, , My;c=R, , 0=R, (16.41)

Proiectiile ecuatiei vectoriale reprezentand teorema momentului cinetic in raport
cu centrul de masa C pe axele reperului mobil au aceiasi forma ca la rigidul cu axa fixa:

-J Cxz 0+‘]Cyz 0 ZZM Cx —-J Cyz H_JCXZ 0 ZZM Cy» ‘]Cz QZMCZ (16-42)
- - - -
unde M c=M ¢y i+Mcy J+Mc, k.
Conditiile initiale pentru integrarea ecuatiilor (16.41) si (16.42) se refera la pozitia
si viteza la momentul inifial t 5:

jxlc(to)zxfc ale(tO):ng ’9('[0):9 0
t=ty : 9. . . (16.43)
b(lc(to)ZVocX:ylc(to)Zngve(to)Zwo

Caz particular: in cazul unei plici plane, care se misca in planul siu, studiul
miscarii se face fatd de un reper fix O;X;Yy;(ales In planul miscarii) si fatd de reperul
mobil Cxy, solidar cu rigidul, cu originea in centrul de masa C si axele Cx si Cy axe

principale si centrale de inertie. Ecuatiile de miscare, obtinute prin particularizarea
ecuatiilor (16.41) si (16.42), sunt:

Mxic=Ry , Myg=Ry , J¢c,0=Mg, (16.44)
Daca rigidul este liber, parametrii X;c,Yic.6 sunt independenti, intre ei

neexistand relatii de legatura. Ecuatiile rdmase disponibile 1n sistemul (16.44) servesc la
determinarea reactiunilor.

16.4. Dinamica rigidului in miscarea generala

Se considerda un rigid in miscare generalda, supus actiunii unui sistem de forte

- >
exterioare care se reduc in raport cu centrul de masa C la torsorul = C( R, M c} . Studiul

miscarii se face Tn raport cu reperul fix O XYz, si reperul mobil Oxyz, avand originea in

centrul de masi (O =C) iar axele Ox, Oy si Oz axe principale si centrale de inertie (figura
T 16.6).

Pozitia rigidului este fixatd, la un moment de timp t, prin intermediul
coordonatelor Xy, Yic,Zqc ale centrului de masa in raport cu reperul fix si unghiurile lui

Euler v, @, 8 . Cei sase parametri ai miscarii corespund celor sase grade de libertate ale
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rigidului liber.
Pentru determinarea ecuatiilor de miscare se aplica teorema miscarii centrului de
masa §i teorema momentului cinetic n raport cu centrul de masa. Rezulta ecuatiile:

MXx;c=R, , My,c=R; Mz, c=R,
Jietgd5)o,0,=Mcy, 3,6,4(01-335)0,0,=M¢,, (16.45)
‘]352"'(‘:l Z_Jl)a’ywx:M Cz:

unde Jg,J,,J3 sunt momentele de inertie principale, R,,Ry,R, proiectiile fortei
-
rezultante R pe axele reperului fix iar M ¢,,Mcy,Mc, proiectiile momentului rezultant

_>
M ¢ pe axele reperului mobil.
Conditiile initiale ale miscarii se refera la pozitie si viteza la momentul initial:

X1c (to):X?Cahc (to)Zygc v Z1c (to)ZZ?c
V/(to)Z‘//o:(0('(0):(/70:9(%):9o
t=t, 1 1 . . (16.46)
0 X1c (to)=Vcc)x Yic (tO)ZV?:ylzlc (to)=V?:z
l//(to)= Vo (P(to)=¢7o :H(to)ze 0

Rezolvarea sistemului (16.45) in conditiile initiale (16.46) permite obtinerea
functiilor necunoscute:

Xie=Xac (1), Yie=Yc () , Z3c=75¢ (1)

w=yt) , p=9t) , 0=0(1).

16.5. Probleme rezolvate

R 16.1) Corpul cilindric omogen 1, de masa m = 50 kg, raza r = 15 cm si inaltime h = 2r,
este fixat solidar cu arborele 2, de masa neglijabila, care se poate roti in jurul axei
orizontale AB (figura R 16.1.1). Axa de simetrie Cz; a cilindrului formeaza unghiul

a =15 cu axa de rotatie AB = Cz. Asupra arborelui actioneaza un cuplu de forte situat
ntr-un plan perpendicular pe axa arborelui, avdnd momentul constant M =15N -m.

FiguraR 16.1.1
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Cunoscand distanta AB = 2h = 4r = 60 cm, stiind ci sistemul porneste din repaus si
neglijand frecarile din lagérele A si B, sa se determine:

a) Legea de miscare a corpului cilindric 1;

b) Reactiunile din lagarele A si B la momentul de timp t;=25s.

Rezolvare: Deoarece corpul cilindric 1 are o miscare de rotatie singurul grad de
libertate este unghiul @ format de planul Cyz cu el insusi intre momentele de timp t = 0 si

- -
t = arbitrar. Notam cu R , si Ry reactiunile din lagarele A si B si aplicim teorema

momentului cinetic Tn raport cu punctul A:
L]
- - > o5 5 o

K=M+ ACxG+ ABx R g (1)

- - -
Deoarece reactiunile R 5, si R gdin lagarele A si B si greutatea m g nu dau
moment pe directia z, ecuatia (1) se rescrie ca:

J, 0=M (2
Din (2), prin integrari succesive, se gaseste ca:
e M et?
g=H=J— , a)zj.gdtzgt , szwdtzT 3
z

Constantele de integrare sunt nule datoritd conditiei initiale: t=0, =6 =0.
Valoarea momentului de inertie va fi determinati ulterior.

- -
b) Pentru determinarea reactiunilor R A(R A Ray: R AZ) si R B(R Bx: R By,O) se aplica
teorema miscarii centrului de masa:
- - - -
mac =R+ Rg+mg 4)
si teorema momentului cinetic in raport cu centrul de masa C:

L]
R T e S

K o=M+CAxR ,+CBxRpg (5)

Tntrucat centrul de masa C se giseste pe axa fixd AB acceleratia sa este nuld
- -
(ac=0). Proiectand ecuatia (4) pe axele sistemului de referinta mobil Cxyz se obtin
urmatoarele ecuatii scalare:

Derivata Tn raport cu timpul a momentului cinetic al corpului cilindric 1, avand axa
fixa Cz, are expresia:

- )7 2\ -
KC:(—JX25+Jyza) )|+(—Jyzg—JXZa) )j+Jng @)

Totodata:
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g e d
i ik
— — d i
CAXRA— O 0 _h :hRAyi_hRAXJ
RAX RAy RAZ
- - -
i i K
d d - g
Rgx Rgy O

Proiectand ecuatia (5) pe axele reperului Cxyz si utilizand (7) si (8) gasim ecuatiile
scalare:

—Je+3,,0°=hRyy —NRg, ,—J,, 6= J,,@°=—hRp, +hRgy, J ,6=M  (9)
Evident, ultima ecuatie (9) coincide cu ecuatia (1).

Rezolvand sistemul format din ecuatiile (6) si primele doud ecuatii (9) se obtin
proiectiile reactiunilor din lagarele A si B:

2 2
Jye+d,0 -J e+l 0
Rax =—Ragy=

2h » Ray=—Rey= 2h (10)

Singurele elemente care mai trebuiesc determinate sunt momentele centrifugale
Jyz,Jy; §1 momentul de inertie axial J

, . Pentru obtinerea lor se determind mai ntai
momentele de inertie axiale ale cilindrului in raport cu axele sistemului de referinta
CXcYcZc legat de corp, care sunt axe principale de inertie.

In conformitate cu rezultatul gasit in rezolvarea problemei R 14.2 avem

mr?
Jic="5 (11)
Datorita simetriei avem si:
=9y, (12)
unde

3= ly2+22)dm (13)
Notadnd cu p densitatea materialului din care a fost confectionat cilindrul gasim

m

dm=pdV=$dV= dv

14
271’ (14)

Pentru a calcula integrala tripla din relatia (13) (pe intreg domeniul ocupat de

corpul cilindric) se utilizeaza sistemul de coordonate cilindrice (p, 8,z ) prezentat in
figuraR 16.1.2.

Deoarece

din (13) se obtine:

27,

.
xC i 3II I(pzsin20+zé)pdpd0dzcz
27r7 g9 o

/ 2
12 mr (16)
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FiguraR 16.1.2

Tensorul momentelor de inertie al cilindrului fatd de sistemul de referinta
CXcYyczZc este:

‘FJXC 0 07’ . 2|F7 0 07|
bel=l 0 3, 0 |= 07 0 (17)
Lo 0o 3, 2 to 0 BJ

Tensorul momentelor de inertie [J] fatd de sistemul Cxyz are expresia:

[B]=lal-[3c] el (18)
in care
1 o 0 |
[a]=|0 cosa —sina| (19)
to sin o COSaJ

este matricea de transfer de la sistemul Cxcycz¢ lasistemul Cxyz.
Din (17), (18) si (19) rezulta:

I—JX ~Jyy —Jxﬂ| mr|F 0 0 T|
[D]=[-3 Iy Jys |= B {0 6+cos? & SinaCOSaJ (20)
L—JZX -Jy I, J 0 sinacosa 6+sin?a
de unde:
2 2
mr< mr ( . 9 )
Jy; =3, =0, JyZ:Jzyz—?smacosa, JZ:T 6+sin® « (21)

Utilizand datele numerice din enuntul problemei se obtin urmatoarele valori:
J,,=0,3,,=-0023kg-m?, J, =0.568kg - m?

£=26.37rad/s?, ®=26.37t rad/s, @=13.18t2 rad
Rax =—Rgy =—2.02N, Rpy =—Rg,=-1066 N, R,, =490N .
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R 16.2) O bila de greutate G si raza r este aruncatd dintr-un turn de indltime h cu viteza
- -

orizontald V. In momentul aruncarii i se imprimd o vitezd unghiulard @ ; dupd o
directie perpendiculara pe planul miscarii (figura R 16.2). S& se determine:

a) Legile miscarii plan-paralele a bilei;

b) Timpul dupa care bila atinge solul,

c) Distanta de la baza turnului la punctul de impact cu solul;

d) Viteza cu care bila loveste solul;

e) Numarul de rotatii efectuat de bila in aer.

FiguraR 16.2

Rezolvare: a) Pentru studiul miscarii se considerd un sistem de referinta fix
O;X;1Y1, avand axa Oy, suprapusa peste axa turnului si trecand prin centrul de masa C

in pozitia initiald a bilei, §i un sistem de referintd mobil Cxy, solidar cu rigidul (vezi figura
R 16.2).

Noténd cu 6 = ma{olxl,c xj sicu X;c,Yc coordonatele centrului de masa C

in raport cu sistemul fix, sistemul de ecuatii diferentiale al miscarii este:
G [ G oo

Exlczo , 5V1c=—G , Je, 0=0 1)

unde Cz este perpendiculara in C pe planul Cxy.
Prin integrari succesive in raport cu timpul t se obtine:

X1c=C1 » Yic=-9t+C, , 0=C; )
si
gt?
X1c=C1t+C,, y1c=—T+C2t+C5,9=C3t+CG (3
Conditiile initiale ale miscarii:
JX1C=O » Yic=h , =0
t=0 : 9. . . (@)
[X1c=V0 , Yic=0 , O=0,
permit obtinerea constantelor de integrare C;,i= 1,_6 :
Ci=vgy, Cy=0, C3=w,,C4=0, Cs=h, C4=0 5)
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Ecuatiile parametrice ale miscarii plan-paralele a bilei sunt:
2

gt
Xic=Vol , Yic=—"5—+h . O=w,t (6)

b) Bila atinge solul atunci cand y,-=r, adica pentru:

2(h=r)

b= ()

de la inceputul miscarii.
c¢) Distanta de la baza turnului (verticala punctului de aruncare) la punctul de impact cu
solul este:

2(h—r
d) Viteza centrului de masa al bilei la un moment arbitrar de timp are componentele:
Vex=Xic=Vo + Vey=Yic =0t 9)

In momentul impactului cu solul putem scrie ca:

Vex, =Vo o+ Vey,=-0ti=—yJ2g(h-r) , vclzw/vé+29(h—r) (10)

Viteza unui punct al bilei aflat la periferia acesteia (deci si a aceluia care atinge
solul) se compune din viteza centrului bilei si viteza de rotatie in jurul centrului bilei:

- . . o e . .. .
Deoarece v este orizontald si dirijatd in sens opus sensului pozitiv pe Ox, viteza

punctului cu care bila vine Tn contact cu solul are componentele:

Vi, =Vo—@ot , Vy=—2g(h-r) (12)

si modulul v,=+/(vo— @, r)? +2g(h—r).

e) Unghiul cu care s-a rotit bila in timpul miscarii prin aer este egal cu

b ~ 2(h=r)
1=0oli=0g ~ g (13)

astfel incat numarul de rotatii efectuate de bila este:

(14)

)
N
S
<)
=y
«Q | |
—

R 16.3) Locomotiva unui tren descrie o curba de raza R cu viteza v a centrului sdu de
masa. Stiind ca greutatea locomotivei este G, ca distanta dintre roti este | si cd raza rotilor
este r, sa se precizeze cu cat se maresc sau micsoreaza reactiunile N 5, si N g (figura R
16.3).
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Az
| ) 1 1/2
Vv ¥y
: G 5 —
T b————— y
- C ®Mg - !
1o, r| | 4|F ! _F 1/2
|
A 1 B [
0, ‘R . —> A
- »! Xy
\ N
N, B
FiguraR 16.3 FiguraR 16.4
Rezolvare: Inainte de intrarea in curba cele doua reactiuni sunt egale in modul:
G
N A=N BT o 1)

In curba, ansamblul roti-axad de legiturd formeaza un giroscop cu axa orizontala
avand o rotatie proprie de viteza unghiulara:

Vv
@1=7 )
si 0 miscare de precesie de viteza unghiulara:
v
- 3
(0% R ( )

Noténd cu J , momentul de inertie in raport cu axa de inertie Cz si observand ca

A - - -
0= ma{C 2,0,z 1)2 90, gésim ca momentul giroscopic M ¢=J, @ 1 x @ , are directia

si sensul de deplasare al trenului, marind presiunea pe sina exterioard si micsorand-o pe
cea interioara cu aceiasi forta:
Mg _szla)z_Jsz

T | Rrl @
Reactiunile N 5 si N g in curba vor avea valorile:
NA:9+F:E+JZV2 N =9—F=9—‘]ZV2 (5)
2 2 Rrl 7 B2 2 Rrl

R 16.4) Un corp de revolutie, cu axa de simetrie Oz, se roteste in jurul axei fixe Oz, care
trece prin centrul de greutate al corpului (figura R 16.4). Cunoscind viteza unghiulara

N

constantd @ a corpului, unghiul & dintre Oz si Oz, distanta | dintre lagarele A si B si

momentele de inertie J, si J, ale corpului, sa se determine reactiunile din lagare.
Rezolvare: Deoarece punctul O apartine axei fixe Oz, viteza sa este nula, astfel

incat corpul de revolutie se trateaza ca un rigid cu punct fix. Alegand axa Ox in planul
- -
Ozz, se obtin urmatoarele proiectii ale vectorilor » si ¢ :
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o=-osnd , o,=0 , w,=wcosd , &,=¢,=¢,=0 (1)

- -
Singurele forte care dau moment fatd de punctul O sunt reactiunile R , si Rg.

Ecuatiile lui Euler 1n cazul acestei probleme conduc la:
Me=M,=0 , M ,=-w?(3,~J,)sin6coso )
Deci:
w2
M o=M sz(J —J,)sin20 3)

H

Momentul M 4 va fi dirijat in lungul axei Oy si va fi produs de componentele

R ax s1 R gy (care formeaza un cuplu de forte). Modulul sau este:
M o=R a2 ®)
de unde:
2( ;

w\J,—J )sm 20

Re=— (4)

Celelalte componente ale reactiunilor in A si B sunt nule.

R ax=

R 16.5) O bara cotitd omogena ABC [m(ABCj: 900] are greutatea 3G si este articulata

in punctul B (figura R 16.5.1). Bara este prinsa in A de un resort avand constanta elastica
k. In pozitia de echilibru latura BC formeaza unghiul « cu orizontala. Sa se determine
unghiul « astfel incat perioada micilor oscilatii sa fie minima. Care este valoarea acestei
perioade?

FiguraR 16.5.1. FiguraR 16.5.2

Rezolvare: Se considera bara intr-o pozitie oarecare, definitd de unghiul € fata de

- -
pozitia de echilibru (figura R 16.5.2). Asupra ei actioneaza fortele de greutate G si 2G

N
(in centrele de masa ale segmentelor de bard AB si BC, respectiv) si forta elasticd F

perpendiculard pe AB in A), de modul F ,=F 3% k.a0. F® reprezintd valoarea
el el el

fortei elastice in pozitia de echilibru a barei. Ea se determina din ecuatia de momente in
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raport cu punctul B (vezi figura R 16.5.1, pentru 8 =0):
Fth"“c-a+G-%sina—ZG-aCOSazo (1)
Rezulta:
[ Satic _ G(z CoSar — % sin aj )

Pentru studiul micilor oscilatii ale barei se utilizeaza teorema momentului cinetic
n proiectie pe axa A, perpendiculara pe planul barei in B:

n care:

Ga? 2G(2a)? 3Ga?

JIa="—% -+ = 4)
g 3 g 3 g
a .
MA:ZG-acos(a+6’)—G-§sm(a+9)—Fe,-a (5)
Dar

sin(a + @) =sin & cos@ +sin @ cosa =sin o + 6 cosa (6a)
cosla + 0) =cosa cos@ —sin 6 sin e =cosa — 6 sin a (6b)

deoarece pentru micile oscilatii ale barei se poate considera sind=6 si cosd=1. Cu
relatiile (6), ecuatia de miscare a barei capata forma:

5 i(Zs'n 1cos a_k) 0=0 (7)
t3g\2sina +5cosa+ =) 0=

4+ —

cosa akj o
2 G

Pulsatia micilor oscilatii are expresia p= \/ %(Z sina +

perioada micilor oscilatii:

2 7 not
TZT”: f(a) (8)
Deoarece
df __2zdp__ 79 ( sina)
da~ pZda” 3ap? 2cosa — 5 9)

Conditia de obtinere a valorii extreme a perioadei micilor oscilatii, d—=0,
a

permite obtinerea valorii cdutate a unghiului « :
a np=arcgd (2759°) (10)
Se poate arita ci aceastd valoare corespunde unui minim al functiei (o). Acesta
este:

6aG
2ak+G\/ﬁ)

(11)

Ton="la min):z;z\/g(
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16.6. Probleme propuse

16.6.1. Teste clasice

5
TC 16.1) O bara omogena OA, de lungime | si greutate G, se poate roti Tn jurul axei
orizontale ce trece prin punctul O (figura TC 16.1.1). In momentul initial bara se gaseste n
repaus la orizontald. Lasand liberd bara, aceasta se misca sub actiunea propriei greutati.
Stiind ca momentul de frecare in articulatia O este M ; , sd se determine:
a) Acceleratia unghiulara £ in functie de pozitia 6 a barei;

N
b) Reactiunea R 4 in articulatia O in momentul in care bara se gaseste in pozitie

verticala;
c) Unghiul g corespunzator pozitiei extreme a barei.

v, A

B(p)

o/, X AI(M) "X

FiguraTC 16.1.1 FiguraTC 16.2.1

TC 16.2) O bara AB, de masa m si lungime |, se deplaseaza cu frecare intr-un plan vertical
astfel Incat capetele sale se sprijind in permanentd pe doi pereti, unul vertical si unul
orizontal (figura TC 16.2.1). Coeficientul de frecare intre bard si pereti este . La
-
momentul t = 0 capdtul A se gasea la distanta X, de ghidajul vertical si avea viteza Vv .

Sa se determine ecuatia diferentiald a miscarii barei.

5
TC 16.3) Un disc de greutate G si raza r se rostogoleste fard alunecare pe un plan inclinat
cu unghiul « fatd de orizontald (figura TC 16.3). Coeficientul de frecare de rostogolire
este s. Sa se stabileasca legile de miscare dacd in momentul initial discul porneste de la
inaltimea h fara viteza initiala.

TG 16.1) Care din urmatoarele formule exprima teorema momentului cinetic in migcarea
absolutd a unui punct material ?

dH - - - d K
a) —=F :b)K,=FxH :c °
) " ) Ko=Tx ) at

=M ,;d) E:%mvz.
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y‘
G,r o
XC
C 0 -
h
c
A(s) X, =?
o X A
Figura TC 16.3 Figura TG 16.2
-

TG 16.2) Un disc de raza r si greutate G este infasurat de un fir inextensibil, de greutate
neglijabila, a carei extremitate superioara este fixatd de o grinda (figura TG 16.2). Daca la
momentul initial discul este lipit de grinda, sa se stabileasca valoarea tensiunii din fir in
timpul miscérii discului.

G

G G
a) T=G ’b)T:E ,C)TZE ,d)T=Z.

16.7. Indicatii si raspunsuri
TC 16.1) Vezi figura TC 16.1.2.
a) Se aplica teorema momentului cinetic in raport cu punctul fix O:
|
Jo ng-Ecose—M ¢
Cum J —Eﬁ aseste ca _3 cosé ZM—f
0= 3 segsesteca £ =27 Gl g.

- - -
b) Teorema miscarii centrului de masa, E a =G+ R, se proiecteaza pe Ox si Oy: Se

obtine:
G G( .
Rox="—"acy=—"\-ac, sind—-ac, cosd
9 9
si
G G .
Roy=G+EaCy=G+E(aC, cos@d —ac, sin 0)
. le . | w?
lar aCT:? S1 acvz 2

Patratul vitezei unghiulare, 2, se obtine prin aplicarea teoremei energiei cinetice
si a lucrului mecanic:
1

|
530 wZ—OzG-EsmH—M 0
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3 2M
iar acceleratia unghiulara din relatia (*). Rezultd o 2= T(Sin 0 - G—If 0} g.

Pentru 6 =% obtinem:

ROXZEaCX:_EaCT:_ELSZBMf
g g g2 21
Roy - ey~ Zag, - S [T )
y g Cy g Cv g 2 2 I

c¢) Se aplicd teorema energiei cinetice si a lucrului mecanic intre momentul initial (bara
este la orizontald) si momentul opririi:

0—0=G-|§sinﬂ—Mf(7r—ﬂ)

Unghiul g va fi solutia ecuatiei:

i 2M f 27 M f
Sin + =
P Gl P Gl
R, AY,
y
—T—B“

_|
Xy

FiguraTC 16.1.2 FiguraTC 16.2.2

TC 16.2) Se elibereaza bara de legaturile sale (reazemele cu frecare din A si B) si se
- o> > -
introduc fortele de legatura corespunzatoare N o, T o,Ng si T g (figura TC 16.2.2).

Sistemul de ecuatii diferentiale ale miscarii plan-paralele a barei este:

MX;c=Npg=Ta , My;c=N+Tg-—mg
o I . (I I
Ja.0=-N A-Ecose+T A’ES'” 6+N B-Esm0+T 5'50059
ml?
12
Coordonatele X;c,Yc, @ sunt legate prin relatiile:

la care se aduga relatiile: T p= £ N 5, Tg= £ Ng,J =

I I
xlczicose , ylczzsin 7
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Se obtine astfel wun sistem de 7 ecuatii si 7 necunoscute:
X1cyY1c: @ N o, T o, N g, T g. Elimindnd reactiunile normale si fortele de frecare se
obtine urmatoarea ecuatie diferentiald neliniard si neomogend de ordinul al doilea 1n
necunoscuta (t) :

“ 3u - 6 30— pu?
9+—ﬂ292=—ﬂ2—sin9— #2)—0050
2— 2—p° | 2—u |
Conditiile initiale ale miscarii sunt:
° X
t=0 : Xy c=Vq , eozarccos—o.

TC 16.3) Se utilizeaza un sistem de referintd fix Cxy, cu axa Cx paralela cu planul inclinat
si originea in pozitia initiald a centrului maselor C. Sistemul ecuatiilor diferentiale ale
miscarii este:

0=N-Gcosa

Exczesina—T 1)

Jo, 0=T-r-M,

unde M, =sN. S-a folosit faptul cd y-= constant (miscarea centrului discului este
paraleld cu planul inclinat). Intre viteza centrului discului si viteza unghiulara a miscarii
plan-paralele a discului exista relatia Vo =r@ (CIR-ul este in punctul de contact al

discului cu planul inclinat). De aici deducem cd Xc=ré si Xc=r@. In conditiile initiale:

t=0 2

prin integrarea sistemului ecuatiilor diferentiale (1), se obtin urmatoarele legi ale miscarii
discului:

S
Xczg[sin a —Fcosajtz
yc=0 3)

g ( - 2
=——(rsina —scosa) t
3r?

TG 16.1) Rezultat teoretic. Raspuns corect: C)
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TG 16.2) Discul are o miscare plan-paralela. Se aplicd teorema miscérii centrului de masa
si teorema momentului cinetic fata de punctul C:

mxc=G-T , Jc-e=T-r

X r2 . G
Dar ¢ = T s Je = PR astfel incat T = 3 Raspuns corect: ).

e |®
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