2. CAMPUL ELECTROSTATIC

Asa cum s-a mai aratat (v.§1.1.1.), campul electromagnetic este un cdmp unitar, ale carui
aspecte: electric §i magnetic sunt interdependente, fapt exprimat de legile inductiei
electromagnetice (1.81) si circuitului magnetic (1.83), si deci —in principiu— nu pot fi separate.

Totusi, in regim static (v.§1.1.1.), atunci cand marimile de stare ale campului
electromagnetic si marimile de stare electrica si magnetica ale corpurilor din cAmp sunt invariabile
in timp, iar in sistemul fizic electromagnetic nu existd nici un transfer de energie, fenomenele
electrice se produc independent de cele magnetice, ceea ce permite studierea separatd ale celor
doua aspecte: camp electric i camp magnetic.

Prezentul capitol are ca subiect tocmai acest fapt, mai precis studiul cAmpului electric in
regim static, caz in care campul se denumeste cAmp electrostatic.

2.1. Regimul electrostatic

Despre un sistem electromagnetic se spune -prin definitie- ca se afla in regim electrostatic
atunci cand sunt indeplinite simultan urmatoarele conditii:

1° corpurile din sistem sunt imobile unul fata de altul;

2° marimile de stare ale campului electromagnetic din sistem sunt invariabile in timp;

3% in sistem nu existd nici un fel de transformdri energetice i nici transferuri energetice cu
alte sisteme;

4° in sistem nu exista corpuri magnetizate permanent, adica m, =0si M , =0.

Conditia 4. este redundanti, insi ea permite sa se afirme direct cd in conditiile 1° ... 4° in
sistemul astfel definit nu exista decat aspectul electric al campului electromagnetic, adicad numai
camp electric, numit —in acest caz— cAmp electrostatic (ca un caz particular, in conditiile 1° ... 4°,
al campului electromagnetic).

La regimul electrostatic se ajunge printr-o perioada existenta anterior (un regim tranzitoriu),
prin care forte si cupluri de forte —de natura electrica sau / si neelectrici— (exercitate pe seama
unor transferuri sau /si transformari de energie) realizeazad un echilibru in sistem ce indeplineste
conditiile 1.,2. si 3. Dupa aceea, atata timp cat aceste conditii sunt indeplinite, sistemul ramane in
regim electrostatic, ca regim permanent (pan la producerea unei modificari a conditiilor 1° ... 4%).

In regim permanent electrostatic, campul electrostatic este caracterizat de marimi de stare si
de material, precum si de modele specifice —care decurg din cele generale, descrise in capitolul 1,
in conditiile 1° ... 4° — si care vor fi prezentate pe scurt in paragrafele urmatoare.

2.1.1. Marimi de stare si de material in regim electrostatic

Marimile de stare a cAmpului electromagnetic (v.§1.2.2.) care prezinta interes in regim
electrostatic sunt:

- intensitatea campului electric in vid (E_O) si In corpuri (E) care sunt marimi invariante in
timp, pe un interval [¢,, #;] cat dureaza regimul electrostatic, adica:
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Eo(t)ZCOIlSt. si E(t)zconst. &Vtelt,t,]
sau:
2.1) OEo/0t=0 si OE/ot=0 <Vtelt,,1,],
situatie in care campul se numeste cdmp coulombian (v.subcap.2.2.) si se noteazd, generic, cu
E_C.Componenta solenoidala Esa campului electric este nula (E_S=0) caci in conditiile1°—
w=0 si 2°> 0B/ot=0, adici ua—HZO si deci: OH, OH, oH
ot ot ot ot
_OE, OE, ©OEz OE. OE,
_8y’82_6x’8y_8z

implica E, =0sau E_S = const, ultimul caz fiind posibil in situatia In care aspectul magnetic al

= =(,astfel ca, in

¥

conformitate cu ecuatiile lui Maxwell (1.105M2°), si ceea ce

campului este nul;
- inductia electrica D, ce respecta conditiile:

2.2) B(t) =const. si deci Ga_D =0 <Vrelt,t,];
t
- fluxul electric v, v.(1.34), care indeplineste conditiile
. . 0
2.3) w(t)=const. si deci a_l/t/ =0 <=Vrelt,,t,];

- potentialul electric, in orice punct P2 (caracterizat de raza vectoare r cQ), V(P) = V(r),
ce satisface conditiile:

2.4) V(P,t)=const. si deci OV =0t=0 <Vtel[t,t,];
denumit potential electrostatic (v.§2.2.3.);

- tensiunea electricd, notatd in regim electrostatic U, nu depinde de drum (v.§2.2.3.) si
atunci tensiunea electricad in lungul firului (1.43°) este egala cu tensiunea electrici la borne
(1.43”), adica U=U,=U;

- tensiunea electromotoare, notatd 1n regim electrostatic cu £, nu depinde decat de campul

electric imprimat FEi, adicd - conform definitiei (1.48), relatiei (1.49) si faptului ca
ez -, E =§Ei -dlszi -d/,insd ea nu prezintd interes in regim electrostatic, fiind
—=0nw=0
ar r r,

,»pasiva”, pentru cd —asa cum se va arata mai incolo— in regim electrostatic i=0 si J =0.
Mairimile de stare magnetica ale cAmpului electromagnetic, adica B,,B,H,,F ,u, etc., in
regim electrostatic nu prezintd interes deoarece se refera la aspectul magnetic al campului, care

—prin conditiile 1° ... 4°— a fost separat si anulat.
Marimile de stare electricd a corpurilor in regim electrostatic, in orice punct P al

domeniului Q (sau pentru orice raza vectoare » < ) asociata punctului P) sunt caracterizate de:
- marimile starii de electrizare:

. . |0q 0Oq, 0Oq,
2.5 t),q.(1),q,(t)t =const. s1 deci {—,——, =0 <Vrelt,,t];
(2.5) {9(1),q,(0),q; (1)} $ {at 5 5 [t,.1,]
- marimile starii de polarizare:
{;(t),ﬁ(t)} =const. si deci {%—IZ ,%—f} =0 <=Vrelt,t,]; (2.6)
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- marimile stdrii electrocinetice, adicd intensitatea curentului electric de conductie i si
densitatea curentului electric de conductie J sunt nule, in orice corp si in orice punct al
sistemului electrostatic, adica:

_ — VPeQ
i=0 51 J=0 < ' (2.7)
Vielt,.t,]
deoarece conform conditiei 3°, densitatea de volum a puterii transformate, p, in cadmp electrostatic
este nula, peste tot in Q si In regim electrostatic, adica:

p(r1)=0 C{WCQ ! 2.8)
Vtelt,,t,]
ceea ce - in conditiile legii transformarii de energie (1.103):
p=E-J=0si aE#0=J=0 (2.9)

sau (stiind ca E, =0):
p=pJ —EJ=0=J=0dacip=0UE, =0,

insemnand si:

J— D —_ —
J=O:>i=J.J-dA=0,pentru VECQ . (2.10)
z

Prin urmare, in regim electrostatic corpurile nu se pot gasi in stare electrocinetica (ea fiind
exclusd prin definitie). Aceasta ar putea fi consideratd - in mod explicit - o conditie suplimentara
5° a regimului electrostatic (desi aceasta noud conditie rezulta implicit din conditia 3°).

Mairimile de stare magneticd a corpurilor, adicd m si M, nu prezintd interes In regim
electrostatic deoarece se referd la aspectul magnetic al cAmpului, care —prin conditiile 1°... 4’ a
fost separat si anulat.

Mairimile de material care in regim electrostatic au insemnitate sunt: permitivitatea

absoluta &, susceptivitatea electrica y. si campul electric imprimat E Celelalte marimi:

magnetice (U, y,») si electrocinetice (y, p, o etc.) nu prezintd interes deoarece in regim electrostatic
campul magnetic este separat si considerat nul, iar starea electrocineticd este exclusd prin
definitie.

Campul electric imprimat, marime de material caracteristica numai in cazul conductoarelor
neomogene sau/si cu neuniformitati de acceleratie, temperaturd, cu deformatii si iradieri etc. —
definita prin relatia (1.28i) din §1.2.2— care se poate localiza intr-un intreg domeniu spatial
(campuri imprimate de volum) sau numai pe anumite suprafete de discontinuitate (campuri
imprimate pe interfete sau de contact), ce va fi prezentat pe larg In subcapitolul 4.3., este o

marime vectoriald £, produsa de fenomene fizice de naturd neelectromagnetica, care determind

in conductori o repartitie a sarcinilor electrice intre care exista cAmpul imprimat cu sensul de la
punctele cu sarcini negative spre cele cu sarcini pozitive. Concomitent cu aceastd repartitie a
sarcinilor electrice determinate de cauze (fenomene) neelectrice, intre punctele cu sarcini electrice
pozitive si cele cu sarcini electrice negative (cu sensul de la + spre —, deci contrar campului

imprimat E, ) se produce campul electric coulombian E, —definit prin (1.28C)— ce echilibreaza
campul imprimat, moment In care ne mai variind rapartitiile de sarcini electrice (ceea ce inseamna
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d
i=O sau
dt

celor doud campuri se anuleaza:

d . . . - A . s
% =0) se ajunge 1n regim electrostatic (cu J =0). In acest moment, intensitatile
t

E +E =0 =J=0,
ceea ce constituie conditia de echilibru electrostatic (v.§2.2.3) sau, altfel:

(2.11) E =-E|
J=0

in conductorii neomogeni sau cu neuniformitdti de acceleratie etc.. In dielectrici E, nu are sens
(E, =0), iar in conductorii omogeni si cu acceleratie etc.uniforme nu se produce camp electric

imprimat (deci EI =0).
2.1.2. Legile cimpului electromagnetic in regim electrostatic

In regim electrostatic —definit prin conditiile 1°... 4°—, legile teoriei macroscopice a
campului electromagnetic iau forma:
- legea fluxului electric:

D-dd=q, <VicQ

vz

M [y

si (local):
(2.12) divD=q, <VPeQ;

- legea fluxului magnetic nu prezintd interes, in sistem existand numai aspectul electric al
campului electromagnetic, adicd numai camp electrostatic;

- legea legaturii dintre D,E siP: D= SOE +P, <VPeQ;

- legea legaturii dintre E,E si M nu poate interveni In cazul numai al unui camp

electrostatic;
- legea polarizatiei electrice temporare:

P.=¢gy,E=const <Vte[t,t,];
sau:
(2.13) D=¢E+P,,

deoarece 1n regim electrostatic E(¢) = const., ceea ce implica si o polarizatie electrica temporara

- dP. : o . < S < <
P.(t)=const. cu & =0, iar polarizatia electrica permanentd, daca exista, este datd si constanta
t

in timp;
- legea magnetizatiei temporare nu prezinta interes in regim electrostatic;
- legea inductiei electromagnetice:

(2.14) e(z _c(lj_(pJ =0, §r0t§.v -dl=0 si rotE, =0 (pentru domeniile de continuitate),
t T

iar in conditiile ecuatiei a doua a lui Maxwell (1.105 M2”) E,=0in regim electrostatic;

- legea circuitului magnetic devine ﬁ;ﬁ@ =0si rotH = 0, 1nsd ea nu intervine in regim
r

electrostatic, aspectul magnetic al campului electromagnetic fiind nul in conditiile 1° ... 4;
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o - . d : . a . .
- legea conservarii sarcinii electrice —d—q (=i;) =0, cdci In regim electrostatic starea de
t
X

. . . d . .. .= . .
electrizare nu variaza in timp, adica d—q =0si deci iz=0, ca si J =0, deoarece din forma locala a
t

v

d
1 _ 0, prin conditia 2°;
t

- d
legii div] = —% =0, deoarece si
t

- legea conductiei electrice:
jzyi, laj=0:>yE=0 in conductori; (2.15)
- legea transformarii de energie in conductori, in conditia 3° a cdmpului electrostatic,
inseamna:

Wi = IRizdt =0, ceeace, laR#0, implicai=0,
tl
iar local:
p(=E-J)=0 areimplicatiaca,la E#0, J=0;

- legea electrolizei (1.104) nu are sens in electrostatica, deoarece i=0 si deci m = k-[ idt=0.

4

2.2. Teoremele cAmpului electrostatic

In cadrul acestui subcapitol vor fi prezentate principalele relatii utilizate in calculul si
determinarea campului electrostatic, relatii deduse din legile generale ele teoriei electromagnetice
in conditiile regimului electrostatic (v.§2.1.2) si care —in unele cazuri— poartd denumirea de
teoreme, iar —in altele— ecuatii sau formule, multe dintre ele avand restrictii specifice de
aplicabilitate.

Teoremele fundamentale ale teoriei macroscopice a campului electromagnetic (prezentate
in subcapitolul 1.5) au si ele un specific aparte in cazul cAmpului electrostatic si vor fi analizate
spre sfarsitul acestui subcapitol (teoremele de unicitate §i superpozitie) tocmai pentru a putea
evidentia aceste particularitdti, iar teorema energiei va face obiectul unui subcapitol aparte
(v.subcap.2.6).

2.2.1 Teorema lui Gauss

Se referd la fluxul vectorului Eo (intensitatea campului electric in vid), avand urmatorul

enunt: fluxul vectorului Eo prin orice suprafatd inchisd X dintr-un domeniu vid €}y este
proportionala cu sarcina electricd g, a corpurilor situate In interiorul suprafetii 2, ce inchide un

€ 0
urmatorul model:

ﬁo-ﬁ:i% evVEcQ,, (2.16)
z 80

relatie general valabila, dar numai in vid si cu Eo de tip coulombian (v.§2.2.3), definit prin relatia
(1.25).
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Teorema (2.16) se demonstreaza simplu, utilizandu-se legea fluxului electric (1.65”), scrisa
pentru un domeniu cu mediu vid, in care se Inlocuieste vectorul inductiei electrice D prin legea
polarizatiei electrice temporare in vid sub forma relatiei (1.77), adica D =g, Eo. Astfel:

§D-Ti=g, e, Fo-Ti=q, »e,§Eo-Ti=q, >§E0-U=—g,.
) z z z %o

adica teorema lui Gauss.
Teorema lui Gauss poate fi extinsa si la mediile uniforme (omogene si izotrope), liniare,

deci cu permitivitatea & =8(r,t =const. in VrcQ si te[t,t,] al regimului electrostatic si
fard polarizatie permanenta (1_3 » =0), caz in care legea (1.77), adica D=¢E , este valabila. In
acest caz, si numai in acest caz, se poate scrie:

(2.17) §E dd= lqu &= s(;, Z) = const.,
€
z

care poate fi scrisd gi in forma locala, adica in orice punct P din mediul uniform, liniar si fara
polarizatie permanentd, pentru care se cunoaste densitatea de volum ¢, a sarcinii electrice, adica:
.= 9
2.17) divE = —=,
€

care rezultd din forma locala a legii fluxului electric (1.66°) in care se inlocuieste D prin expresia
sa (1.77): D =¢E, astfel ca:

— _ edivE = q,,
divD=gq, —>diveE=¢q, —

€ = const v
E,r

— divE =lq
€

2.2.2. Teorema lui Coulomb

Aceastd teorema stabileste un model pentru calculul intensitatii campului electric Eo
produs in vid de catre un singur corp punctiform, cu sarcina electrica g, situat intr-un domeniu
Q) considerat infinit extins (in toate directiile, in jurul corpului punctiform). Pentru calculul lui

E, 1n aceastd situatie, Intr-un punct P, se aplicd teorema (2.16) a lui Gauss pentru o suprafatd
inchisa sferica X, cu raza r, avand in centrul sau C corpul punctiform cu sarcina electrica g si pe
suprafata sa punctul P, in care se va calcula £y(P). Distanta de la centrul C al sferei la punctul P

de pe suprafata ei este, evident egald cu raza r a sferei, care se orienteaza de la C /a P: CP=r si
are versorul », =r/r (fig2.1).

Fig. 2.1
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Din cauza simetriei sferice a sistemului din figura 2.1, toate punctele P € X, sunt situate la

aceeasi distanta r fatd de centrul C, unde este corpul punctiform cu sarcina electrica ¢ si mediul
fiind peste tot acelas (vid), rezultd cd pe VP € X intensitatea cimpului electric Ey(P), are aceeasi

valoare absolutdi E = E’+E’, unde E, este componenta normald la suprafata sferei a

intensitatii campului electric Ey(P) cu Pe X s §1 E, este componenta tangentiald la £ in punctul
P al campului £y(P). Rezultd, deci ¢cd E, =,/E* + E} = const. (in VPeX o). Deoarece, dupa

cum se va vedea, Ey(P) va depinde de raza orientata a sferei 7, este mai adecvat ca functia de
punct Ey(P) si se exprime Eo (F) , deoarece pe baza definitiei suprafetii sferice, ca loc geometric al
tuturor punctelor P din spatiu situat la aceeasi distantd » de un punct C —numit centrul sferei—,
adica:
2, = |a; - ;} ’

fiecarui punct P, ce poate apartine unei suprafete sferice de raza r , i se poate atasa raza vectoare
7 . In acest fel fiecare punct P va fi reprezentat (indicat) de raza vectoare ;, existand identitatea
EyP) = Eo(r).

In aceste conditii si in cazul din figura 2.1a, aplicindu-se legea inductiei electromagnetice
sub forma (2.14) din regim electrostatic, dupa orice contur circular I', € X, rezulta :

ﬁ dl=0— ﬁ(?) di= jSE_O(;) tedl = 55E(?)1cosa -l =

r T, T, L.

@)
= §Ecosa-di =§Edl=E $di = E,2n-r =0,

T, r, T,

deoarece E~const. (cum s-a aratat anterior). Integrala (I') fiind nula, iar raza »#0, rezulta ca £, =0

sideci E,=E = E (r)z Ero, cu alte cuvinte, in conditiile de la care s-a plecat (vezi fig. 2.1a) in

toate punctele P(;), de pe suprafata sfericd ¥, intensitatea cdmpului electric produs in aceste

puncte de corpul punctiform cu sarcina electrica ¢ din centrul C al sferei, este un vector cu valoare

absoluta ‘Eo (;l =const. =F, avand orientarea dupa directia normalei la X, deci dupa raza

sf 2

orientatd a sferei r , adica Eo(P) =Eo (;)z Ero (fig. 2.1b)
Ramane sa se mai determine aceastd valoare absoluta E. Teorema lui Gauss (2.16), aplicata
cazului din figura 2.1a conduce la:

fEl)aa=Lg, > §Er-at= el aa=Lfraa=E fru=pfua=pan>=Lq  (©
Zy g0 o Iy P r r Iy r Z P g()
deoarece 4 =4. Atunci din egaliatea (C) se deduce :
E =1 4 (2.18%)
4me, r
si
Eo=Ero=— 47, 1 47 (2.18)
4re, r 4reg, r

asa ca in fig. 2.1b.
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Deoarece, conform relatiei (9.16), referitoare la derivata unei functii scalare (aici 1/r) in
raport cu o directie data (aici ;), grad [1j - d(ljm - _l;o _L.r__ 7 rezultd ca relatia (2.18)
r), dr\r r ror I
se poate scrie si In forma:
(2.18”) F.—_9 grad (_1}

4re, r

Toate expresiile (2,18) reprezinta modele ale teoremei lui Coulomb, care exprima faptul ca
valoarea absoluta a vectorului intensitatii campului electric in vid, produs de un corp punctiform
incércat cu sarcind electrica ¢, la distanta » de acest corp este, proportionala cu sarcina electrica g
si invers proportionald cu pitratul distantei r. Vectorul E, este pe directia razei, cu sensul spre
corp dacd ¢ este negativad si cu sensul dinspre corp spre exterior daca sarcina electricd g este
pozitiva (fig. 2.1c¢).

Extinderea teoremei lui Coulomb

Se refera la aplicarea teoremelor (2,18) in care mediul este altul decat vidul. Acest lucru se
poate face numai atunci cand corpul punctiform Incircat cu sarcina electrica ¢ este situat intr-un
dielectric omogen §i izotrop, fara alte sarcini electrice, fara polarizatie electrica permanentd,

caracterizat de permitivitatea absoluta 8(;)=const.=8 si considerat (idealizat) infinit extins in
toate directiile.
in acest caz, intensitatea cAmpului electric E(P)=E (r)z E , in orice punct al domeniului

definit anterior, se calculeaza direct cu relatiile (2,18) in care se inlocuieste &, cu €:

(2.19) E=Ero=—t 4;- 1 47
dre r dre 1
(2.19%) gt 4,
4 r?
(2.197) 7.9 orad (_1)
4me r

Potentialul electrostatic produs de un corp punctiform electrizat

Dupa cum se stie (v.§ 1.2.2, subparagraful “Potentialul electric”), starea electrica a unui
camp electromagnetic poate fi descrisa local si printr-o functie scalara de punct V(P) = V(r)z v,

definita prin relatiile (1.38) sau (1.41). In camp electrostatic acest potential se numeste
potentialul electrostatic si se determina cu aceleasi relatii de definitie, aplicate cazurilor concrete
avute in vedere.

Astefel, in cazul unui cimp electrostatic produs intr-un mediu omogen, izotrop, liniar si
extins la infinit (cu permitivitatea absolutd ¢) de catre un singur corp punctiform incércat cu

sarcina electrica ¢, potentialul electrostatic V(P) = V(I_")= V dintr-un punct P(I_") al domeniului se

calculeaza astfel:
- folosindu-se definitia (1.38):
_v(p)- [E-dr=r(p)- L 97 ar=rp)-12 dr_ g 1
v(P)=v(p)- [E-dr=F(p)- | ymol dr=Vv(p,) 4%7] . _V(P0)+4n8 .,

7ipy—>p ripy—>p ripy—p
in care integrala curbilinie care poate fi determinata dupa orice curba T Q, a fost calculata, fiind
mai comod, dupa raza r (v. fig. 2.1). Daca potentialul electrostatic al punctului Py, de referinta , se
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considera (se ia) ¥(P,)=0, atunci potentialul electrostatic in orice punct P(;_f) in conditiile aratate
anterior se exprima prin:

o L4, (2.20)
4re v
- folosindu-se definitia (1.41):
E(P) = —gradV(P) (V")
si avandu-se in vedere expresia (2.19”) a lui E scrisd sub forma:
E(P)= grad[L + kj| . V")
4er

unde £ este o constanta, identificindu-se cele doud expresii ale lui £(pP), adicd (V’) cu (V”),
rezultd :

q
V(P)= +k
(P) 4uer

unde constanta k, reprezintd valoarea potentialului de referinta V(P,) care daca se considera egal

cu zero relatia devine:

adica aceeasi ca la expresia (2.20).

Formula lui Coulomb

Exprima fortele care se exercita Intre doud corpuri punctiforme electrizate, aflate numai ele
singure in vid. Se considera figura 2.2, in care se aratd ca in punctele P, si P, situate la distanta
orientatd r, se afla doud corpuri punctiforme incércate cu sarcini electrice ¢; —corpul din punctul
Py si go— corpul din P, asupra carora se
exercita fortele Fi, §i Far. F

In acest caz, fiecare corp F. 1 ! . = B F,
punctiform se afld in campul electric * T T S g —H g s
produs in punctul in care este situat el de &y . T g E,
citre sarcina electricd a celuilalt corp; Fig. 2.2

astfel, corpul din P; se aflda in campul
Ensi corpul din P, in cdmpul E, . Ca urmare, in conformitate cu expresia fortei lui Lorentz
(1.31), rezulta urmatoarele formule de calcul a celor doua forte:

— — 1 -
Fu=q,Exn=gq, 4 re 9.9, ro,

3 3
4ne, r, 4me, r

(2.21)

— — - 1 -
F12=q1E12=q 4, ﬂ= 4.9, rai o,

1 3 3
4ne, r,, 4me, r

in care distanta dintre cele doud corpuri este r = ‘;12 =|ru| Cele doua forte sunt aga cum rezultd
din formulele (2.21), egale si de sens opus, deoarece razele vectoare sunt in relatia Foo=—rar.
In valoare absoluta fortele se calculeaza cu formula:
1
F=—>1% 2.21%)

4ne, r
care reprezinta formula lui Coulomb.
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Formulele (2.21) se pot aplica si in cazul mediului omogen, izotop, liniar, cu ¢ =const.
extins la infinit, si avind numai cele doud corpuri punctiforme electrizate, prin Inlocuirea lui
80
cue.

Formulele (2.21) aratd cd : dacéd sarcinile electrice ale corpurilor au acelas semn (deci
q.:92>0) fortele sunt de respingere a corpurilor, iar daca sarcinile sunt de semne contrarii (¢,4,<0)

fortele sunt de atractie a corpurilor.

2.2.3 Teorema potentialului electrostatic

Intr-un mediu vid Q) se considera ca existd un cadmp electrostatic cu intensitatea Eo , produs

—de exemplu— de un corp electrizat constatnt in timp. Mediul fiind vid nu existd camp electric
imprimat, deci E; =0, iar sistemul fiind in regim electrostatic nu existd nici camp electric
solenoidal, deci Es=0. Atunci conform

expresiei generale a intensitatii cAmpului electric
i i (1.28E), campul electrostatic considerat nu are

. decat componenta zisd coulumbiand FE ¢ (care
. aici este Ec¢ = Eo), putdndu-se in continuare sa
se stabileascd ce caracteristici are aceastd
componenta.
In campul electrostatic din Q,, astfel

o, considerat, alegem un contur inchis oarecare

I cQysipeel fixam, arbitrar, doud puncte 4 si

_;-/I') B. Pe acest contur I' se plaseaza un corp de

' proba fixat (ce nu se va putea deplasa), care are

Fig. 2.3 sarcina electricd ¢, Atunci, conform expresiei

(1.31) a fortei lui Lorentz, asupra corpului de

probad se va exercita o fortd F = g Eo(p) = g, Ec(P) , unde P este un punct oarecare de pe conturul I
(fig 2.3).

Corpul de proba fiind fixat mecanic nu se va putea deplasa, deoarece in legaturile sale se
produce o fortd de reactiune F',, care echilibreazd dinamic forta electrica /', corpul ramand
imobil: deci w=0 si F, =F (sau F, —F =0), sistemul fiind prin urmare intr-un perfect regim
electrostatic (respectdnd conditiile 1° ...4°). In aceasti situatie, se realizeaza o deplasare ,,foarte
lenta” a corpului de proba cu sarcina electrica, in campul electrostatic £ ¢, atributul de ,,foarte
lent” avand semnificatia cd in fiecare moment regimul poate fi considerat electrostatic (se fac
deplaséri elementare d/ < I', ale corpului de proba la intervale foarte mari de timp) — ceea ce,
conform principiului conservarii energiei, prin efectuarea unui ciclu inchis I' in campul
coulumbian nu se poate castiga energie (w, =0 ), adicd starea finald a sistemului fiind identica cu

cea initiala. Parcurgdndu-se cu corpul de proba electrizat cu g., conturul inchis I' in asa fel incat
in nici un moent s nu existe o abatere de la regimul electrostatic, rezultd ca lucrul mecanic

L, efectuat de forta electrica F , exercitatd asupra corpului de proba, trebuie sa fie nul:
Lr = §F . & = 0
r
Inlocuindu-se aici forta cu expresia ei (1.31), adica F = q E, se obtine:
§qcpgoa =0 Sau qw§Eo& =0
r r

si deoarece acesta ultima relatie nu are sens decat pentru q.,#0, rezulta :
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ﬁ@:o =VreQ,, (2.22)
r

care este una din formele teoremei potentialului electrostatic. Ea exprima faptul ca circulatia
intensitatii cdmpului electrostatic in vid pe orice contur inchis este nulda.
Local, daca se aplica formula lui Stokes (9.28) expresiei (2.22) se obtine:
§Eodi=[rotE-di=0,
r b
de unde rezulta o altd forma locald, a teoremei potentialului electrostatic §i anume:
rotEy=0 <VPeQ,, (2.227)

ceea ce Inseamnd cad in regim electrostatic campul electric este un camp irotational (de rotor
zero), care deriva — deci — dintr-un potential scalar.

Prin definitie, orice camp electric, sau componentad a campului, pentru care intensitatea sa
satisface relatiile (2.22) si (2.22”) se numeste cdmp coulumbian si se noteazd cu E. Prin urmare
daca rotE =0 atunci E = E¢ sau, reciproca £ = E¢ implicd rotEc =0.

Teorema potentialului electrostatic este valabild nu numai n vid ci si in orice alt material,
cu o singura conditie, sistemul trebuie sa se afle in regim electrostatic si sa nu aiba cimp electric
imprimat. Ea se bazeaza pe faptul ca un camp electrostatic se mentine far aport de energie din
exterior §i —ca urmare— conform principiului conservarii energiei forta de natura electrostatica nu
poate produce lucru mecanic pe un contur inchis. Daca, in principiu un camp electric are structura
intensitatii sale : E=E.+E; +E, atunci, asa cum s-a mai aratat, in regim electrostatic E, =0 si ca
urmare:

fa,Eedi=§(Ec +E)) al=fEcal+ fEd=0+e,,
r r r r
unde ¢; este o tensiune electromotoare datoritd prezentei pe conturul inchis I a unu camp electric

imprimat produs de neomagnitatiile de material si neuniformititile de acceleratie temperatura
deformatii etc. De aceea, teorema potentialului electric se formuleaza fie sub forma:

fE-di=0 = {E NE.|=0,
r

fie sub forma:
§EC .dl=0 sau rotfc =0.
.

Oricum, in orice sistem electrostatic cu FEi=0teorema potentialului electrostatic este
valabila.

Dacé se se considera conturul inchis I' ca fiind format din doud portiuni I'y si I, cuprinse
intre punctele 4 si B ale conturului (fig. 2.3),cu I' =I', UI, =T, + T, se va putea scrie:

§ EC‘EZ J.Ec-a+ J.Ec~a=0 = J.Ec-az— J-Eca

I=I,+T, I:A—>B T,:B—>4 I:A—B I,:B—4
sau
J.Ec-dlz jEc-dz, (2.23)
I:A—>B I,id—>B

deoarece la acelas sens de referinta pe intreg conturul I" (deci si pe I'; si pe I'2) al elementului de

curba orientat d/, la schimbarea sensului de integrare curbilinie (a sensului de parcurs) semnul
integralei se schimba ; de aceea :
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- [Ec-di= [Ec-dl.
I,:B—4 I,:4—>B

Egalitatea finala (2.23) este o noua forma a teoremei potentialului electrostatic, care afima
cd in regim electrostatic integrala curbilinie a intensitatii campului electric coulombian (sau a
campului electrostatic) nu depinde de drum (de curba de integrare), ci numai de punctele intre
care se efectueazd.

Asa cum s-a mai aratat in paragraful §1.2.2, relatia (1.43), integrala curbilinie a intensitatii
campului electric intre doud puncte 4 si B se numeste —prin definitie— tensiune electrici. In cazul
campului electrostatic, tensiunea electrica se noteazd cu U ,, si este definitd ca fiind integrala

curbilinie intre doua puncte 4 si B din campul electrostatic:

D J— R
Uy= [Ec-dl.
T:A->B

Din ultima egalitate (2.23) se constatd ca tensiunea U ,, este aceeasi atdt pe drumul I'; cat si pe
drumul I',:
(2.24) Uy= [Ec-di= [Ec-di= [Ec-dl  <VT>{4,B}
[:4—>B I,:A—>B [:A—>B
care este o altd forma a teoremei potentialului electrostatic potrivit careia in regim electrostatic
L tensiunea electrica dintre doud puncte din cdmp nu
—— ' depinde de drumul ales intre cele doua puncte.
g Relatia (2.24), ca si expresia (2.22' ), aratd cd un
L camp electrostatic (si —in general— un camp irotational)
deriva dintr-un potential (electric) scalar, ceea ce
"y r permite ca fiecarui punct P din camp sa i se ataseze o
valoare scalard Vp , in raport cu un punct de referinta
Po.
In acest sens, se considera doud puncte 4 si B din
Fig. 2.4 campul electrostatic Q, un punct de referintd P, € Q si
se calculeaza tensiunile elctrice aferente lor dupa niste
drumuri oarecari I, ,, I',, s1 Ty, (fig. 2.4).

Se va obtine:

Pentru ca in campul electrostatic tensiunea electricad dintre doud puncte (aici 4 si B) nu
depinde de drum, se va mai putea scrie:

U=l Bodl+] Bod=] Eoda-| el

Pog Ly Py

ceea ce Inseamna:
(2.25) U,,=U

sau, in cazul unui punct curent P € Q) pentru care —prin definitie— tensiunea U, , (fata de punctul

AR, _UBPo

ales ca referintd Pj) se noteazd cu Vp si se numeste potentialul electrostatic (scalar) al campului
electrostatic in punctul P (v. § 1.2.2, ,,Potentialul electric”), adica:
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D D I J— D I
(2.26) Vo=U,, =V, ~V, =[E.-dl sau V,=V, —[E.-dl,

[ PoK r:P—>P
ceea ce permite ca relatia (2.25) sa poata fi rescrisa in forma:
U,=V,-V, (2.27)
in care:
Vy=U,p =V, =V, =V, — FE,{;EZ st Vy=Ugp =V, =V, =V, - r]%;gll,
adica:

Uy =V, ~V, =V, =V, )=V, ~V,.
Relatia (2.27) arata ca in camp electrostatic, tensiunea electricd dintre doud puncte este
egala cu difernta dintre potentialele celor doua puncte.
Potentialul electrostatic, ca marime scalara de punct, poate fi definit local asa cum s-a vazut
in paragraful 1.2.2 (v. subpar. ,,Potentialul electric”) prin derivarea — in punctul P considerat —
dupad o directie / a expresiei de definitie (2.36):

av - =\ 47 - = —
_P:i(r/p - Ec-dl) B N E.-dl=0-E.(P),
d/ d/ 0 r:p->pP Jp dl dl °r: h—oP

de unde rezultd cd E. =—dV /dl in VPeQ sau— tindndu-se seama de expresia derivatei unei

functii scalare 1n raport cu o directie data (9.16), precum si de relatiile (1.40) din § 1.2.2 — reiese
ca potentialul electrostatic se poate defini local prin:

E.=-gradV < VYPeQ. (2.26")

Potentialul electrostatic al punctului de referintd din camp ¥V, = V(PO) este o constantd
pentru intreg campul: ¥, = K, ce reprezintd aproximatia cu care sunt determinate potentialele
electrostatice ale tuturor celorlalte puncte din cAmp: ¥ =V(P)+K in VP e{Q-P,}. De aceea

valoarea aleasd pentru constanta K poate fi oricare deoarece cdmpurile scalare V si, respectiv,
V + K au acelasi gradient.

Forte de natura electrostatica

Reprezinta fortele care se exercitd asupra corpurilor electrizate care se gasesc fixate
(imobilizate) intr-un cAmp electrostatic.
In cazul unui corp punctiform, incércat cu sarcina electrica g, si fixat Intr-un punct in care

campul electrostatic are intensitatea E, expresia fortei ce se exercitd asupra acestui corp,
determinatd de starea de electrizare a corpului si de campul electrostatic (deci de natura
electrostaticd) este datd de relatia (1.31) — forta lui Lorentz — adica:

F=gq,E sau F=-gradVgq,, (2.28)
care este pe directia vectorului intensitatii cAimpului electrostatic. Corpul fiind fixat — imobil, nu se
va putea deplasa sub actiunea acestei forte, sistemul riméanand 1n regim electrostatic.

Daca corpul nu este punctiform, ci masiv, avand starea de electrizare determinatd de

densitatea de volum a sarcinii electrice g, si daca este dintr-un material omogen (deci cu € =const.
in orice punct al corpului), atunci —fiind in regim electrostatic (deci cu &€ =const. in timp si cu

rot E = 0)— se poate considera ca in fiecare punct actioneazd o fortd (ca densitate de volum, in
N/m’*) dati de relatia evidenta:
— — d — —
fo=a(P)E(P)=| E(P)=q,E (2.29)
P

si dimensional:
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vl

care reprezintd densitatea de volum a fortei de naturd electrostatica. Aceastd forta este de tip
virtual, ea nu existd (macroscopic, intr-un mediu continuu, masiv si rigid) decat ca o componenta
teoretica a unei forte F globala, ce se exercita asupra intregului corp ca rezultantd vectoriala a
vectorilor locali 7V (de fapt, 1n natura nu exista separat componente, ¢i numai o rezultantd a lor)
si care este:

(2.30) F= j?dv= quv dv= j(—grad V)q, dv,

in care vq este volumul corpului ce ocupd domeniul Q. Daca se are in vedere definitia (9.11) a
gradientului, atunci forta electrostatica rezultantd va fi, in cazul particular al unui corp uniform
electrizat (qv = const ) :

Q

(2.30") F=q, §V aa ,
2
unde §V d4 este integrala de invelis relativd la scalarul potential electrostatic si extinsd la
P

suprafata ce margineste corpul masiv.
Dacad, un corp punctiform incdrcat cu sarcina electrica g, ce se afld intr-un punct 4 dintr-un

camp electrostatic cu intensitatea E(A), fiind supus fortei F(A)zqcp E(A), va ramane la un
moment dat liber, atunci el se va deplasa in cAmp si sistemul nu mai este electrostatic. In
continuare, daca acelasi corp care se deplaseazd In camp ajunge intr-un punct B, In care
intensitatea cAmpului electrostatic este £(B) si aici va fi imobilizat — adici forta F(B)= 9, E (B)
va fi echilibratd de o fortd de reactie dintr-o legétura oarecare ce fixeaza corpul in punctul B —
atunci sistemul va intra din nou in regim electrostatic, altul —in care s-a produs o variatie de

energie egald cu lucrul mecanic efectuat de fortele ce deplaseaza corpul din punctul 4 in punctul
B— adica de:

(231) LAB Z.[F: A>B qcp E ' dl = qcp J.I‘E:q»b’l = qcp UAB = qcp VA - qcp VB’

considerandu-se ca s-a mentinut aceeasi stare de electrizare. In acest fel, daca V, > Vg sau Uyp>0
lucrul mecanic cheltuit L = g U va proveni din energia electrica a sistemului care —in noul regim

electrostatic in care corpul a ajuns in punctul B— va fi ,,mai sarac” cu energia g, (V4 — V3). In caz
contrar, V; < Vp si deci Uy < 0, o forta exterioara ce a ,Invins” forta de naturd electrica

F=gq, E, va efectua un lucru mecanic pe care il va ceda campului electric, care —in noul regim

electrostatic (cu corpul fixat in punctul B)— va fi ,,mai bogat” cu energia ¢q., (V4 — V3), ce va fi
inmagazinata in dielectricul sistemului electrostatic.

Ecuatiile lui Poisson si Laplace

Plecandu-se de la teorema lui Gauss (2.17), scrisa sub forma locala, adica: divE = q,/¢,1n

care se inlocuieste E prin definitia locala a potentialului electrostatic (2.26"), adica: E=- grad V,
rezulta:

div(-grad V)=¢q,/¢ sau V-(VV)=-gq, /e,
deci:
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(2.32) vy=_4

€

in care V’ este operatorul ,nabla” la pitrat, care se noteazi cu A (operatorul denumit
»laplacean”) astfel ca ecuatia (2.32" ) se poate scrie in forma:

vi=—9 <vpeq, (2.32)

€
0’ o° 0
>+ —5 +— ,In forma:
ox~ oy- Oz

sau, deoarece intr-un sistem de coordonate cartezian A = V* =

+ + - .
ox* oy’ oz’ €
Ecuatiile (2.32) sunt cunoscute sub numele de ecuatiile lui Poisson.
In punctele din cAmpul electrostatic (din dielectric) in care densitatea de volum a sarcinii
electrice ¢, este zero, ecuatiile (2.32) devin:

2 2 2
o oV _ 4, (232

oV oW o
+ + =
ox* oy’ oz’

V'V =0 sau AV =0 sau 0, (2.33)
care se numesc ecuatiile lui Laplace.
Dupa cum se vede, ecuatiile lui Poisson si Laplace sunt ecuatii cu derivate partiale liniare
(dacd e=const.) de ordinul al Il-lea, care definesc campul scalar al potentialului electric in
Vv

»interiorul” domeniului Q. Aceste ecuatii completate cu conditii la limita, pe suprafata ¥ = Fr Q,
formeaza probleme cu derivate partiale cu conditii pe frontiera de tipul:
- problema lui Dirichlet, atunci cand ecuatiile (2.32) sau (2.33) definite pe Q sunt

completate cu conditia la limita V | y =C unde valoarea ¢ a potentialului pe frontiera este data;
- problema lui Neumann, atunci cand ecuatiile (2.32) sau (2.33) definite pe Q sunt

. ... d o . . .
completate cu conditiile la limita d= Vv | s=c, unde c este valoarea derivatei potentialului electric
n

pe directia normalei la frontiera X, adica este componenta normald la ¥ a campului electric (£, )
sau a inductiei electrice (D, =¢ E,);
- problema mixta (Fourier), atunci cand ecuatiile (2.32) sau (2.33) definite pe Q sunt

. . d .
completate cu conditia la limitd V + f = V | s=c, unde feste o functie oarecare.
n

Astfel de probleme, rezolvate prin procedee informatice (prin metoda numericd a
diferentelor finite si cu aplicarea produsului—-program MATLAB — v. subcap. 9.2 si 9.3), sunt
prezentate in cateva aplicatii introduse la finele acestui capitol (v. § 2.7.1).

2.2.4. Teorema unicitatii determinarii cAmpului electrostatic

Din cele prezentate pand aici rezultd ca un camp electrostatic poate fi produs de corpurile
electrizate imobile punctiforme care au sarcinile electrice invariabile (asa cum rezulta din teorema
lui Coulomb), de corpurile ,,mari” imobile si electrizate care au densitatea de volum a sarcinii
electrice, ¢,, constanta in timp (asa cum rezultda din teorema lui Gauss), de frontiera ce margineste
domeniul cdmpului electrostatic, dacd ea este imobila si potentialul ei electrostatic Vy sau
componenta normala la ea a inductiei electrice D, (ori a intensitatii campului electrostatic E,) sunt
date (asa cum rezultd din ecuatiile Iui Poisson si Laplace, incluse in problema mixta a lui Fourier).
Asa cum se va ariata mai incolo, cAmpul electrostatic poate fi produs si de corpurile imobile cu
polarizare electricd permanentd (v. cap. 3) sau de suprafetele de discontinuitate din mediile
dielectrice care au o densitate de suprafatd a sarcinii electrice gy data (v. subcap. 2.4).
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Teorema unicitatii determinarii cdmpului electrostatic stabileste conditiile (numite conditii
de unicitate) in care un camp electrostatic este determinat In mod univoc si poate fi formulata in
felul urmator:

campul electrostatic dintr-un mediu liniar (cu permitivitatea absoluta € constanta), aflat
intr-un domeniu Q marginit de o suprafata inchisa ¥ = Fr Q, si fara polarizatie electrica

permanenta (P = 0), este univoc determinat dacd se cunosc:

1) potentialul Vs sau componenta normala D, la T a inductiei electrice pe frontiera X (care
este, de fapt, conditia la limitad a problemei mixte —Fourier— v. § 2.2.3, subpar. ,,Ecuatiile lui
Poisson si Laplace”);

ii) sarcina electrica q.,; ale celor n, corpuri punctiforme existente in Q (j =1, 2,..., ng,);

iii) potentialul electrostatic V. sau sarcina q. ale celor n. corpuri conductoare din Q
k=12,..,n);

u) potentialul Vp sau densitatea de volum a sarcinii electrice q,(P) in punctele PeQ < Q
in care ¢,(P) # 0.

8 Pentru a demonstra aceasta teorema se pleaca de
&, la figura 2.5 1n care au fost redate schematic cele patru
Fok conditii de unicitate ale teoremei, corpurile fiind
E .+~ * considerate inconjurate de niste suprafete >’ si )¢, »
i elementar vecine suprafetei corpurilor conductoare si,
: respectiv, care Inconjoara corpurile punctiforme.
La fel ca 1n cazul general (v. § 1.5.1), se va
i considera ca — in conditiile de unicitate identice —
exista, prin absurd, doud solutii diferite pentru fiecare

punct PeQ ale campului electrostatic V,, Di si V,,

. D».
Fig. 2.5 Pentru a vedea daca ele sunt intr-adevar diferite,
se va calcula derivata, de la punct la punct, a diferentelor V,—V, si Di—D., extinsad pe intreg
domeniul Q ,.cQ,cu Q = {Q—Qv -Q,-P, |k=1, 2,..,n,5j=12,.., ncp}. Se va evalua,
deci, expresia:
un) Iv[(Vl _Vz)(Dl —Dz)] dv= I (Vl _Vz) \Y ‘(Dl —Dz)dv.

Q, Q,
Aplicandu-se expresiei (Ul) formula lui Gauss-Ostrogradski (9.20) va rezulta, In conditiile
1), ii), iii) si a figurii 2.5:
jv[(V1 —1,)(D:-D:) |av =0 -7.)] (D.-D:)
Q.

z b

-d4+

P

(U2) n
+Z §(Vl _Vz)(ﬁl —52)~ﬂ+z §(VM _VZCk)(Bl —52)-&,

unde Insumarea se explicd prin aplicarea teoremei superpozitiei campurilor electrostatice (v. §
2.2.5), in conditiile in care mediul din Q este liniar.
Fiecare termen al membrului drept din expresia (U2) se va evalua precum urmeaza:

i) §0,-1.)| (0:~D:)| -ai=§(,-1), (D -¢-D. -aa), -
u3) * o _ "
:§(Vl_V2)z(DlndA_D2ndA)z:§(V1_V2)2(Dn1_Dnz)2dA:O,

i}

datd fiind conditia 1);
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iy §0,-v) D -D:)- 3=y (., -7,,)| §-D-dd - f-Du-dd |-

Jj=1 2’(” Jj=1 Z;M 2;1’/ (U4)
Gicpj 92cpj
== — (Vlw/ - VZCP./) (q lepj— qhm) =0,
=
in conformitate cu conditia ii);
”l')z § lck_ 2Lk ( D2) & - : §(Vlck _Vzck)(%ck _ch'k):O’ (US)
k=1 ZL

ca urmare a condl‘glel 111).
Deoarece fiecare termen din membrul drept al egalitatii (U1) este egal cu zero, atunci si
expresia din membrul stang (U1) este zero, adica:

[v[0-7)(B: -5:)] av=o0.

(U6)
Pe de alta parte, membrul sting al expresiei (U1) —in conformitate cu regulile de aplicare a
operatorului liniar ,,nabla” V — ia forma:

(U7) jv[ (v, -v,) (D - D: )| dv = [y, -vr,) (Dy-D:)dv+ [ ( j v,-,) (VDi -V D) dv

Q,
si deoarece: VV =grad V' = —E V-D =div D = q, i D=¢E (daca Pp =0 si e =const. ,
cum s-a considerat in enuntul teoremei), relatia (U7) se mai poate scrie in continuare:

IV[V v,) (D - Dz)]dV—j(El Ez)(aEl—sEz)dv+IV v,) (¢, —q,,) dv=

Q.
- j (B -E:) 2av— [ (- V)(q —q,)dv,
Q,
in care ultimul termen este nul in temelul conditiei de unicitate iu) si tindndu-se seama de
egalitatea (U6) rezulta:

(U8)

[e (£ ~E:) 2av=0. (U9)

Q,
Deoarece € # 0 si dv este oarecare, rezulta ca:
(El Ez) =0 E1 Ez ZO.: E1 Ez D1 D> $i grad V1=grad V2:> V1:V2,

ceea ce Inseamnd ca presupusele solutii diferite V] D si V,, D> nu sunt posibile, existand o

19
singura solutie V; =V, = V si D =D =l_), astfel ca teorema unicitatii determinarii campului
electrostatic a fost demonstrata.

2.2.5. Teorema superpozitiei cimpurilor electrostatice

Aceastd teorema poate fi enuntata astfel:

., in orice mediu liniar (¢ = const.), unor conditii de unicitate CU, date ca reuniune a mai
multor grupuri de conditii de unicitate CU, , CU,, ..., CU,—adica CU=CU, + CU, + ... + CU,,
le corespunde un camp electrostatic ES egal cu suma campurilor electrostatice ES, , ES, , ...,
ES, , determinate de fiecare grup de conditii de unicitate care ar fi actionat separat in acelasi
mediu”.
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Aceasta teorema este o consecintd a faptului ca in camp electrostatic, cu mediu liniar
(e =const.), toate ecuatiile care descriu sistemul electrostatic sunt liniare (cu coeficienti
constanti) si —ca urmare— admit superpozitia, cu proprietatile ei de asociativitate si distributivitate.

Pentru demonstrarea acestei teoreme se va considera un sistem electrostatic (de exemplu,
cel din figura 2.5) si un grup de conditii de unicitate i) ... iu) —v. § 2.2.4.:

(Sl) i(Vk)z > 9 opi ’Vck ’qvk} k=1,2,...n ,
format din: potentialul pe ) = Fr Q, sarcina corpurilor punctiforme, potentialul corpurilor
conductoare si —respectiv— densitatea de volum a sarcinii electrice pentru domeniile € ,c € care

au electrizarea repartizata in interiorul domeniului.
Conform teoremei unicitatii determinarii cAmpului electrostatic, fiecare multime de conditii

(S1) va determina —actionand ,singurd” in acelagi domeniu Q dat— un camp electrostatic
caracterizat de multimea marimilor de stare:
(S2) (v(P).E(P).D(P)|, k=L2...n, <VPeQ,,
domeniul Q  fiind cel definit in paragraful precedent (v. § 2.2.4).
Prin urmare:

)y 2 Vo) > (W) E(P).DUP)}
()5 ayn Vo oaa) = {7(P)Eo(P) Do(P) )

{(Vn)z ’qcpn ’I/cn ’qvn}_) {I/H(P)’E”(P)’B”(P)}’
toate in acelasi punct P e Q..

O reuniune a multimilor de conditii va determina, in acelasi punct P din Q _, un camp
electrostatic ale carui marimi de stare va fi suma valorilor din multimea (S2):

HGEES YARHEE YRR AN YA =
—>{V(P)=§V,€(P), E(P):ZE(P), B(P)zgﬁk(P)},

ceea ce se demonstreaza, in acest caz particular, conform demonstratiei generale referitoare la

superpozitia cdmpurilor electromagnetice (v. § 1.5.2), stiind ca operatorii V (,,nabla”) si aj;
z

(integralad de suprafata inchisd), care intervin in modelele electrostaticii sunt operatori liniari (deci

asociativi), iar coeficientul & este un coeficient constant in raport cu intensitatea £ a campului
electrostatic.

2.3. Campul electrostatic in conductori

Din conditiile 1°...4° (v. subcap. 2.1), ce definesc in general regimul electrostatic, rezulti
ca pentru mediile conductoare ( caracterizate de marimea de material “conductivitatea electrica” y
cu valori relativ mari, specifice conductorilor, y>10° S/m) se poate scrie:

- densitatea de volum a puterii disipate p [W/m’] este nuld conform conditiei 3°:

p=J-E=0,
deoarece densitatea curentului electric de conductie J este nuld (v.§ 2.1.1., conditia suplimentara
5%. Conform legii conductiei electrice, scrisd sub forma locald (1.95), adica J =y E si a structurii
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generale a intensitatii campului electric (1.28 E), adica E=E.+E +E, (in cazul regimului
electrostatic campul electric solenoidal avand intensitatea £, =0 ), reiese:

7:7/(E( +Ei)-

Dar, in conditiile in care J =0 si y#0, rezulta ca, in regim electrostatic, in conductori
intensitatea campului electric este nula, adica:

E.+E =0,&=VPeQ, (2.34)
unde Q. este domeniul ocupat de mediul conductor.

2.3.1. Conditiile de echilibru electrostatic

Se constatd experimental ca la atingerea starii de echilibru electrostatic, cand j(P) =0, 1n

VPeQ),, intensitatea campului electric se anuleazd in interiorul conductorilor omogeni sau fara
acceleratie si ia anumite valori —independente de campul electric exterior in care este plasat
conductorul- dar determinate numai de starea fizico-chimica locala si de natura materialului, in
conductoarele neomogene sau accelerate.

Valoarea pe care o ia intensitatea campului electric intr-un punct P din interiorul unui

conductor Q). la atingerea starii de echilibru electrostatic — cand j(P) =0 constituie prin urmare o

proprietate a materialului conductor in functie si de conditiile fizico-chimice neelectrice locale:
concentratie, temperaturd, deformatii (tensiuni mecanice), iradieri etc. Asa cum s-a mai aratat (v.§
1.2.3 si § 2.1.1), aceasta proprietate se caracterizeazd cu ajutorul unei marimi vectoriale de

material numita intensitatea cAmpului electric imprimat si notatd cu £, definitd macroscopic prin
relatia (2.11), adica de valoarea cu semn schimbat a intensitatii campului electric care se stabileste
in conductori la atingerea stirii de echilibru electrostatic (cAmp care se numeste si camp
coulombian):

E' - _E echilibruu
electrostatic

In concluzia celor aratate pana acum, in conductorii omogeni si fard acceleratie Ei=0, iar in
conductorii neomogeni si au acceleratie E#0, valoarea sa fiind determinatd de natura
materialului, de neomogenitatea lui fizico-chimica si de neuniformitatile de acceleratie locala,
temperatura etc.

=-Ed;., - (2.34)

Aici, pentru a permite o intelegere mai deplind a notiunii de cdmp imprimat, ne vom abate pentru putin de la teoria
macroscopicd clasicd pentru a prezenta un punct de vedere microscopic: in conductori existd particule libere incércate cu sarcina
electrica (electronii in metale si ionii in electroliti), notata cu q,, (sarcina electrica a particulelor microscopice), asupra carora se exercita
o forta :

F.=qE
electricd, atunci cand conductorul se afla intr-un cAmp macroscopic E. In acelasi timp, asupra particulelor se mai poate exercita si o

forta de natura neelectrica ( din punctul de vedere macroscopic), F... , datoritd neomogenitatilor locale (acesta fiind, de exemplu, cazul
necompensarii ciocnirilor dintre particula considerata si celelalte particule) sau accelerdrii corpului (forte de inertie, masice). Conditia

macroscopica de echilibru electrostatic (adicd atunci cand J =0 ) se explicd macroscopic prin conditia staticd de lipsd a unei miscari
ordonate a particulelor, adica de anulare a valorii medii ( insemnata cu ~ )a fortei rezultate exercitate asupra unei particule:

FutF =0 sau qu_ +F =0 (2.35)

si impartind cu qp:

- = - = — o F. :
E.+E..q, =0>E.+E =0, incare £, =——. (2.35)

q,

Ultima egalitate defineste microscopic intensitatea campului electric imprimat, ca fiind forta neelectricd medie ce se exercita
asupra unei particule libere cu sarcina electrica dintr-un conductor raportata la sarcina electrica g, a particulei. Prin urmare, E; este o
marime ce exprimd in termeni electrici actiunile neelectrice exercitate asupra particulelor elementare. (Aceasta interpretare

microscopica a fost preluata din cartea Timotiu,A.,Hortogon,V.,1964).
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Mentinand, incd, interpretarea microscopica a fenomenelor electrice, procesul de conductie
se explica prin faptul ca intr-un conductor o parte din particulele elementare ce sunt libere, putand
avea o miscare de ansamblu ordonata relativa la restul conductorului, se deplaseaza —ca efect al

for‘gelorf~e1 =qu, dintr-un camp electric In care se afld conductorul- determinand starea
electrocineticd a conductorului, caracterizatd, global, de intensitatea curentului electric de

conductie 7 si, local, de densitatea de curent J . Starea electrostatica este starea in care se
indeplineste conditia de anulare a migcarii ordonate a particulelor si deci a fortei rezultante medii
exercitate asupra lor, adica se indeplineste conditia (2.35), ceea ce Inseamna si:
(2.36) E. +Ei =0,
care reprezintd conditia generald de echilibru electrostatic, aici justificate printr-o interpretare
microscopica. Relatia (2.34), care este identicd cu (2.36), a fost stabilitd pe baza teoriei
macroscopice prin aplicarea legii conditiei electrice, in forma locala (1.95), in conditiile specifice
regimului electrostatic; n acest fel, conditia (2.36) este o forma particulara a legii conductiei
electrice.

In cazul conductorilor omogeni si fira neuniformititi de acceleratie, fizico-chimice etc.,

situatie intalnita in numeroase aplicatii tehnice, caz 1n care nu existd cAmp imprimat, deci E; = 0,
conditia (2.36) devine :

(2.36%) E; =0,

care este conditia de echilibru electrostatic in cazul particular al conductorilor uniformi.

2.3.2 Determinarea campului electrostatic in conductori

Dupa cum se stie (v. § 1.2.2), aspectul electric al cAmpului electromagnetic i —in particular
campul electrostatic— este caracterizat de urmatoarele marimi de stare: £ (intensitatea campului

electric, aici electrostatic), D (inductia electrica), U (tensiunea electricd), V' (potentialul electric,
aici electrostatic) si W (fluxul electric).

Dintre acestea, pentru un corp conductor (in conductor) prezintd interes imediat:
intensitatea cAmpului electrostatic si potentialul electrostatic, care in regim electrostatic si ca
urmare a conditiilor de echilibru electrostatic (2.36) au cateva particularitati ce vor fi evidentiate
in continuare.

Potentialul electrostatic al conductorilor

Deoarece, conform conditiilor (2.36”), in orice punct dintr-un conductor omogen in regim
electrostatic E=E£.=0, rezulta:

(V1) E -dl=0 <E=0, <VleQ.=Q_uUZ,

T:A—>B

unde X. =Fr Q. este suprafata conductorului dincolo de care este un dielectric (deci un material
neconductor electric, adica un “izolant”).

Insa, conform definitiei sale, tensiunea electrica dintre punctele 4 si B ale unui Q., adici
U,p este determinata de :
(V2) Uy=|E -dl=V, -V, <VY{4BjeQ.,
unde V4 si Vp sunt potentialele scalare din cele doua puncte.

Comparand relatiile (V1) si (V2) rezulta :

UAB =0 $1 VA :VB , (236’)

care, deoarece 4 si B sunt doud puncte oarecare (oricare) din interiorul lui Q. sau de pe suprafata
ce-l limiteazd X, conduc la concluziile:
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- In regim electrostatic, orice conductor omogen are acelasi potential electrostatic in toate
punctele sal;

- volumul unui conductor omogen €. in regim electrostatic este un volum echipotential
(electrostatic);

- suprafata unui conductor omogen X. In regim electrostatic este o suprafata
echipotentiala (electrostatic);

- campul electrostatic produs de un conductor omogen electrizat in punctele de pe
suprafata sa (mai precis din punctele din mediul dielectric ce inconjurd suprafata X,
infinitenzimal vecine) sunt perpendiculare pe suprafata conductorului aflat in regim electrostatic.
Acest lucru se demonstreaza prin faptul cd, local (deci in fiecare punct al suprafetei conductorului
Y,) exista relatia:

E(P)=—grad V(P) <«<VPeX,
ori —prin definitie- gradientul unui scalar este normal pe suprafata echiscalard carei ii apartine
punctul (v.§ 9.1.2), prin urmare E(P)= E(P)-n, unde n este normala la X. (v. fig. 2.6 in care
E(P)=E»);

Fig. 2.6
g Fig. 2.7

- in acelasi mod se explica si faptul ca liniile de cadmp ale unui camp electric exterior, in
care a fost plasat un corp conductor in regim electrostatic sunt perpendiculare pe suprafata
conductorului (fig. 2.7)

Repartitia sarcinii electrice in cazul conductorilor aflati in regim electrostatic

In regim electrostatic, sarcina electricd q cu care se poate incdarca un conductor omogen
izolat se repartizeazda numai pe suprafata . care delimiteazda conductorul, cu o densitate de

suprafatd gs= dq/d4|, in V PeX,, in interiorul conductorului —in Q. (v. fig. 2.7)— sarcina fiind
nuld, adica in ¥ PeQ, densitatea de volum a sarcinii electrice este nula (g, =0).

Acest fapt se demonstreaza prin aceea cd fluxul vectorului E prin orice suprafatd inchisa
din interiorul conductorului, X;,c Q. (v. fig. 2.7), este nul, deoarece in VPeQ, =>E£=0:

E -dd=0<E=0 inQ, sau divE=0<=E=0 inVPeQ_.

X, CQ,

Ca urmare, teorema lui Gauss —in formulele (2.17) si (2.17’)— devine:
§E -dd = q, 'e=0 = q,, =0, decig,=0 peste tot in €,

z,cQ.
divE=q, /e=0= ¢, =0 inVPeQ,.

Conform definitiei (1.5), densitatea de suprafatd a sarcinii electrice de pe suprafata unui
conductor omogen, Incércat cu sarcina electrica globala g, se poate determina cu relatia:
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dg _ dg

(2.37) 45 = = e
in care dQ este unghiul solid elementar si » distanta de la un
punct de referintd P, din interiorul conductorului (P,eQ,) la
punctul P (oricare) considerat pe suprafata . a conductorului.
Rezulta ca, 1n general, repartitia sarcinii globale ¢ pe suprafata -
unui conductor omogen se face invers proportional cu patratul
razei de curburd a suprafetei. Astfel, in cazul unui conductor
cu o suprafatd ce are o curburd neuniforma, cu r = f(P),
densitatea de suprafatd a sarcinii electrice este cea mai mare la
“varfuri”, adica in punctele de pe suprafatd cu raza de curbura
cea mai mica (asa numitul efect de varf).

In cazul unei sfere metalice omogene, cu razi R,
densitatea de suprafata a sarcinii electrice este constanta:

&=VPex,

Fig. 2.8

qgs (P)=const.= 4 &VPeX,,
e P 4n

2

iar in cazul unui elipsoid metalic omogen, cu semiaxele de revolutie a si b, densitatea de suprafata
a sarcinii electrice n varful 4 al elipsoidului, ¢gs(A), este mai mare decat in punctele B de pe
ecuatorul elipsoidului de revolutie, qx(B), relatia dintre ele fiind:
qs(4)/qs(B) =alb.

Dacé elipsoidul se lungeste foarte mult, adicd @>>b, qs(A) devine foarte mare, intensitatea
campului electric produs pe suprafata conductorului electric creste (asa cum se va arata in
continuare), ceea ce provoaca ionizarea aerului (daca elipsoidul metalic —varful metalic— este in
aer), insotita de descarcari electrice (v. Fizica). Acest fenomen are numeroase aplicatii tehnice (la
protectia suportilor izolanti, la paratonere/paratrasnete, eclatoare, asa-zisele descdrcatoare
electrice §.m.a).

Intensitatea cAmpului electrostatic pe suprafata conductorilor

Dupa cum s-a mai aratat (v. fig. 2.6), cadmpul electrostatic al unui conductor omogen
electrizat si aflat singur intr-un dielectric (cu e=const.), are intensitatea nuld In interiorul
conductorului (£} =0 in figura 2.6) si este normali pe suprafata X a conductorului (E;=E, 5, sau
E, 5 = E, in figura 2.6).

Ramane ca —in continuare— sa determindm valoarea E, (a normalei intensitatii campului
electrostatic produs de un conductor omogen in puncte de pe suprafata lui, aflate —la limita— si in
dielectricul din jurul conductorului).

Pentru aceasta, consideram situatia generald din figura 2.8, in care s-a ales un punct
oarecare P pe suprafata conductorului si s-a “inconjurat” cu o suprafata cilindrica ¥ formata dintr-
o fatd A4, situata in conductor, o alta fatd A4, situatd in dielectric, imediat vecind suprafetei A4
“decupatd” de X pe Z. la “trecerea” ei din conductor in dielectric (astfel ca A4d,= A4, =AA) sicu o
suprafata laterald A4, perpendiculard pe Z.. Atunci: X=AA4; UAA, U A4 = A4 + Adr + A4,.

Aceasta suprafatd X “inchide®, in interiorul ei, sarcina electrici Ag= AAgs, in care g5 este
densitatea de suprafata a sarcinii electrice a conductorului, presupusa constantd ( daca nu este asa,
se micsoreaza A4 pana ce gs =const. pe AA4).

In aceste conditii din figura 2.8, teorema lui Gauss (2.17) conduce la:
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qsAA4

E dd= , (TG1)
X=AA4,+A4, +A4, €
sau:
—_ — -_ — -_ 1 -_
£ -dA+L£z dd+ [ E: -dAzszquA. (TG2)
Deoarece :
MEl -d4=0 pentru cd E£,=0in VPeAA,,
E>-dd=[EsddcosZ=0 pentru ca cos(w/2)=0
A4, A4, 2
Si:

Ifz -dd = Ezﬁ@zf E dA pentru ca EzﬁzEn,
Ad, A4, AA,
atunci relatia (TG2) devine:
1
jMz E,d4 =§LA q,d4

si pentru cd AA=AA, si dA este un element de arie oarecare, rezulta in final:

1 _ _
En :ngE" sau E» =lq2n, (2.38)
€

precum $i:

D, =gq, sau D, =qzﬁ, (2.38%)
adicd intensitatea campului electrostatic pe suprafata unui conductor omogen in regim
electrostatic, precum si inductia electrica pe aceeasi suprafatd, este normala pe conductor (nu are

componenta tangentiald), are valurea absoluta egala cu lqz si —respectiv— qs , sensul vectorilor
€

E,si D- fiind spre exterior dacd gy >0 (pozitiva) sau spre conductor daca qs<0 (negativa).

2.3.3. Influenta electrostatica

Se numeste influentd electrostaticd (sau-mai bine-incércarea electrostaticd prin influenta)
fenomenul de electrizare locald superficiala, cu sarcini electrice de semne contrare, a diferitelor
portiuni ale unui conductor initial neutru (neelectrizat) sub actiunea unui camp electrostatic
exterior E__ (v.fig .2.7).

Incircarea electrostatici prin influentdi se face astfel incat intensitatea campului
electrostatic propriu ( E propri , normal pe X_) al repartitiei de sarcina electrica astfel obtinuta sa
compenseze complet intensitatea cdmpului electric exterior, in interiorul conductorului, atfel incat
regimul sd fie electrostatic (Eimem :E:o), conform conditiei de echilibru electrostatic (v.§
2.3.1), rezultand Eerior = E exterior + E proprin. = 0.

Microscopic fenomenul se explica prin faptul cad —sub actiunea campului exterior, cu
intensitatea £ .. — electronii liberi din interiorul corpului metalic (conductor ) cu sarcina electrica

negativa (— qe), supusi fiecare unei for‘gefe = —qum (de sens contrar campului exterior) se

deplaseaza pana la limita X a conductorului. Daca E  este foarte mare, unii dintre electroni pot
c ext
parasi conductorul, producandu-se fenomene de ionizare, descarcari electrice, strapungerea
dielectricului ect. (care insa “ies”din domeniul electrostatic). In acest fel, pe fata X de la
H c
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“intrarea” campului exterior se creazd o densitate electrica de suprafatd negativa iar pe fata X de

la iesirea campului electric exterior, prin lipsa electronilor deplasati in camp, se formeaza o
densitate electricd de suprafatd pozitiva, astfel incat —globul (pe intreaga suprafatd X )— sarcina

electrica I q-dA =0, corpul conductor ramanand neutru.
ZL

Prin crearea acestei repartitii superficiale de sarcini electrice, in interiorul conductorului se
produce un camp electric columbian propriu E . cu sens de la fata X cu sarcini pozitive spre

fata opusd din X, cu sarcind electricd negativa, deci opus intensitatii cAmpului electric exterior

Eeu (v. fig.2.7 ). Deplasarea electronilor continua atdt timp cat diferenta E et = E popriv >0 si

sfarseste cand se realizeaza echilibrul electrostatic £ i =—E or , conductorul ajungand in regim
electrostatic. Practic acest proces tranzistoriu de separare a sarcinilor electrice de semn contrar
prin influenta electrostatici, dureaza foarte putin (la conductoarele metalice mai putin decat 107"
s).

Despre corpul conductor electrizat superficial, prin introducerea intr-un camp electric
exterior, se spune ca este electrizat prin influenta. Dacd, n aceastd situatie fiind, corpul este
sectionat Tn doud parti izolate una de alt, cele doud parti rdman electrizate global si dupa
suprimarea campului electric exterior, daca fiecare dintre cele doud parti avea exces de sarcind
electrica de un anumit semn in urma electrizarii prin influenta.

Cele mai spectaculoase electrizari prin influenta se produc in natura, in cadrul
manifestarilor electrice atmosferice (cand norii-mai ales cei de furtuna- se electrizeaza diferit,
intre ei si fatd de suprafata pamantului ajungandu-se In anumite situatii la descarcarile electrice
atmosferice, prin fulgere, trasnete etc.).

2.3.4. Efectul de ecran electric

Acest efect constd 1n faptul cd liniile de camp electric din exteriorul unui conductor nu
»patrund” 1n interiorul unei cavitati (un ,,gol de conductor ) existenta in interiorul conductorului
(fig.2.9). Se spune cd materialul conductor din jurul cavitatii (Qc ) constituie un ecran electrostatic

pentru toate puncte P din interiorul golului (VP €eQ, = E(P) = 0).

Efectul de ecran electrostatic se poate demonstra astfel:
- presupunem, mai intai, ca In interiorul cavitati (golului Q,) nu existd alte corpuri cu sarcini
electrice . Decig,(P)=0 inVPe Q,;

- apoi presupunem ca totusi in interiorul golului ar exista camp electric, nsa liniile lui de
camp nu pot fi linii inchise, atat n virtutea legii fluxului
electric dar si al expresiei (2.227). Atunci liniile de
camp nu pot fii decat situate intre doua punte aflate pe
fata interioara a suprafetei X, ce delimiteaza golul (de

. £y exemplu, in figura 2.9, punctele 4,B € X, );

- dacd se considerd o curbd I', intre doud astfel
de puncte (v.fig.2.9), atunci tensiunea electricad in
lungul acestei curbe ar trebui sa fie: U ,, = _LE dl>0;

Fig. 2.9 -insa, conform concluziei (2.36”), intru-un
conductor omogen in regim electrostatic, V, =V, si
deci Upp=0 pentru V{A,B} € X, deoarece X, este o suprafatd echipotentiald .
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In consecinti in regim, electrostatic, £ = 0 in orice punct din interiorul conductorului Q.,
deci si in cele din cavitate ,dinQ, .

Daca in cavitate ar exista sarcini electrice care ar putea produce -evident- un camp electric
in cavitate, atunci cdmpurile electrice din domeniul exterior si interior ar fi independente unul de
altul, in sensul ca orice modificare a configuratiei sarcinilor dintr-un domeniu nu ar afecta cdmpul
electrostatic din celdlalt domeniu, acesta fiind efectul de ecran. Ecranarea este eficace si atunci
cand conductorul —dintre “gol” si “exterior “ (deci ecranul)- nu este compact (are perforatii sau
este in forma de plasd, tresa- impletiturd metalicd), cu conditia ca ecranul sa fie legat la pamant .
Acesta este cazul din practica (tehnicd) al firelor de garda (dedeasupra liniilor de transport a
energiei electrice, pentru protejarea liniei impotriva campurilor electrice atmosferice ) sau a
instalatiei de gardad din platbandele metalice de pe zidurile laterale ale cladirilor etc., care —toate-
sunt conectate la o priza speciald de legare la pamant (v.sub.cap.4.6 , aplicatia ,,Prize pamant”).

2.4. Campul electrostatic in dielectrici

In cadrul acestui subcapitol vor fi prezentate céteva din aspectele specifice campului
electrostatic din medii dielectrice, considerandu-se aici numai cazul dielectricilor liniari (cu
g=const.), omogeni, izotropi §i fara polarizatie electrici permanentd (o situatie, de altfel,

frecventa in aplicatiile din tehnicd). Regimul fiind electrostatic, deci cu E(t):const. nu va

prezenta interes in aceasta situatie nici polarizatia electrica temporara.
Starea de polarizare electricd, specifica dielectricilor, va fi analizatd in urmatorul capitol
(v.cap.3).

2.4.1. Determinarea campului electrostatic in dielectrici

Marimile de stare specifice cAmpului electrostatic sunt: Vectoriif(intensitatea campului

electric, care este un camp coulombian), D (inductia electricd), U (tensiunea electricd), V
(potentialul electrostatic) si y (fluxul electric).

In conditiile de mediu precizate la inceputul subcapitolului, cAmpul electrostatic din
dielectricii liniari, uniformi si cu P, =0, va fi complet determinat daca se va stabili numai una

din marimile de stare specificate, de exemplu vectorul E(P) sau scalarul V(P) in orice punct al

— D
domeniului de existentd al campului electrostatic, intre care existd relatia £ =—gradlV.Celelalte
marimi de stare, dacd sunt necesare intr-o aplicatie practica a electrostaticii, se pot determina cu
relatiile cunoscute : D=¢E,U ,, =V, -V, si l//=JD -d4.
P

Pentru a indica felul in care se calculeazd marimile £ si V, se va considera un camp
electrostatic existent intr-un domeniu (2, eventual extins la infinit (caz ideal, in care mediul
dielectric ar trebui sa fie acelasi panad la infinit, cAmp produs —conform teoremei de unicitate (din

§ 2.2.4)— de n corpuri punctiforme cu sarcinile electrice g, (k=1,2,...,n), de corpuri Q  electrizate
cu sarcini electrice avand densitatea de volum g, (pe QV) si de corpuri Q_, cu £, =FrQ) _,
electrizate superficial cu densitatea de suprafata g, (pe 2, ) Mediul dintre aceste corpuri, lipsit de

polarizatie permanentd, are aceeasi permitivitate absolutd peste tot In  Q (S(P):const,
in VPeQ, unde O ={0-R-P-.-P-Q -0 ).
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Se pune problema determindrii campului
electrostatic Intr-un punct P, oricare din domeniu Q_,

care este indicat schematic in figura 2.10.

Calculul intensititii cAmpului electrostatic in

Fig. 2.10 dielectrici

In acest scop vom utiliza teorema lui Coulomb sub forma (2.19), valabild —insd — numai
pentru corpurile electrizate punctiforme, deci numai pentru cele » corpuri cu sarcinile ¢g,,¢,,...,9,.

Pentru corpurile ,mari”, ca sd se poatd aplica relatia (2.19), se va proceda —in virtutea
teoremei superpozitiei (din § 2.2.5) — la ,,divizarea ” sau ,,maruntirea “’lor in elemente de volum
(pentru corpurile Q) care vor fi Incdrcate cu sarcina electricd dg =g dv sau in elemente de arie
(pentru corpurile € ) care vor fii incarcate cu sarcina electricd dg =¢q,dA4. In acest fel, toate
aceste elemente pot fi considerate punctiforme in raport cu punctul P in care se face calculul
intensitati campului electric E(P), astfel ca —prin aplicarea teoremei superpozitiei campurilor
electrostatice (posibild aici deoarece am considerat mediul dielectric ca fiind liniar)— vectorul
E(P) va fi suma vectoriald a vectorilor E(P),Ez,...,in produse in P de corpurile electrizate

punctiforme si a vectorilor elementari dE(P) produse in punctul P de ,.corpurile” elementare

(deci punctiforme) cu sarcinile electrice elementare dg, toti acesti vectori putand fii calculati cu
formula lui Coulomb (2.19). Astfel :
- pentru corpurile electrizate punctiforme :

(E1) E(P)=Ei =T 2 k=12..n;
4ne 1,

- pentru fiecare element de volum dv, din corpurile Q , cu densitatea de volum ¢, a sarcini

electrice, care este incarcatd cu sarcina electrica elementara dg =¢ dv:

S — gdv r.
(E2) dE, (P)=dE, =42 Tar,
4ne 71,

-pentru fiecare element de suprafatd d4, de pe suprafata X (a corpului Q, electrizat numai
superficial) cu densitatea de suprafatd g, a sarcinii electrice, care este Incarcatd cu sarcina
electrica elementara dg =q,d4:

q,d4
4me

(E3) dE,(P)=dE, =

~N ~N
S8 |

Atunci, intensitatea cadmpului electrostatic in orice punct P din domeniul €2, considerat

(fig2.10) se determina cu ajutorul relatiilor (E1), (E2) si (E3) prin insumare vectoriald extinsa la
toate corpurile electrizate din ), conform teoremei superpozitiei campurilor electrostatice
(v.§2.2.5). Varezulta in final:

L DI 3] N CL oS 3] B ool ARG )
vk v — ck

3 3
4me | o 7. k=1 k=1 7y
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in care n, este numarul corpurilor din Q care au densitatea de volum a sarcinii electrice g, k=1,2,
., m, (fiind posibil ca g, sé fie o functie de punct sau de dveQ ;) si n, este numarul corpurilor

conductoare electrizate din €2, care au densitatea de suprafata a sarcinii electrice ¢y, , &=1,2, ...,
n., (fiind posibil ca in functie de raza de curbura a suprafetelor X, —¢g,, sa fie o functie de punct
saude d4eX ).

Calculul potentialului electrostatic in dielectrici

In cazul avut in vedere aici (redat schematic in figura 2.10) potentialul electric se poate
determina pe doua cai:

- in conditiile In care domeniul Q (fig. 2.10) este extins teoretic la infinit, iar corpurile
electrizate au un domeniu finit §i determinat, caz in care punctul de referintd Py, pentru valoarea
de referinta a potentialului electrostatic scalar, poate fi ales la infinit, astfel ca V, =V,, =V, =0,

se poate folosi pentru calculul potentialului electrostatic In VP eQ_  formula (2.20), valabila

pentru corpurile punctiforme, precum si pentru elementele de volum si de arie ce compun un corp
finit, daca sunt electrizate. Aplicindu-se acelasi procedeu ca si in subparagraful precedent, bazat
pe teorema superpozitiei campurilor electrostatice (in acest caz o insumare de valori scalare), se

obtine:
v(P)=v, = (Z L Z q‘kdv s Z qdeAjcu v, =0; (2.40)
e ok

o e el T =1 Ty
- in conditiile in care intr-un domeniu oarecare (2 s-a putut calcula intensitatea campului
electrostatic E(P)1In VP e _, potentialul electrostatic V(P) intr-un punct P din €_, in raport cu

potentialul unui punct P luat ca referinta (V, =V,), se determina cu ajutorul definitiei (1.38):
V(P)=V,=V,~[E-dl s E(P)=-gradV|,<=VPeQ,,

(2.40”)
in care I' este orice curba deschisd din Q_, avand extremitatile in punctele P si P,.

Formulele (2.39) si (2.40) se pot utiliza numai daca se cunoaste repartitia completd ¢(P) in
VP e Q, a sarcinilor electrice in sistemul dat. Dupa cum se va ardta in paragraful § 2.7.2,
marimile de stare ale cAmpului electrostatic se pot calcula cu o relativa usurintd daca se cunoaste
exact geometria corpului electrizat si repartitia sarcinii electrice in punctele corpului, prin
aplicarea produsului informatic —de tipul program utilizator— MATLAB (v. §9.3.1). In cazul unor
corpuri cu geometrie regulata (sfera, disc etc.), calculul cu ajutorul expresiilor (2.39) si (2.40) se
poate face si analitic — direct, fara a mai fi necesara utilizarea tehnicii de calcul automat.

In majoritatea aplicatiilor din tehnici se di numai o parte din repartitia locald a sarcinii
electrice q(P):qv [C/m3 ], la care se mai adaugd valorile potentialului electrostatic in anumite

puncte sau/si pe anumite corpuri (considerate conditii la limita). In astfel de situatii se folosesc,
combinat, expresiile (2.39) si (2.40) la care se mai adauga — conform cazului dat spre analiza — si:

- teorema lui Gauss (2.17°): divE = l q,;
€

S 1 . . .
- ecuatia lui Poisson (2.32): AV =——¢q,, la care se ataseaza si conditiile la limitd prin care
€

se formeaza probleme cu derivate partiale de ordinul doi cu conditii pe frontiera de tip Dirichlet,
Neuman sau Fourier/mixta (v. subparagraful ”Ecuatiile lui Poisson si Laplace”), asa cum se arata
in aplicatiile din paragraful 2.7.1 (unde problemele s-au rezolvat prin metoda numerici a
diferentelor finite si aplicarea produsului MATLAB).
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2.4.2. Campul electrostatic pe suprafete de separatie in dielectrici

In cazul in care in domeniul Q existd o suprafatd de separatie X4, care imparte domeniul
(&, =const.si g, =const. ), omogene, izotrope si ambele
lipsite de polarizatie electrica permanenta (Pp1 =P,= 0)
Sl : campul electrostatic din Q se refracta in toate punctele
] PeX, (fig. 2.11 — o sectiune prin sistemul de doi
dielectrici in care s-a considerat ca suprafata de separatie
2, nu are sarcini electrice, adica
qE[C/mz]zo in VPeX,), ceea ce este o consecintd
directd a ecuatiilor electrostaticii (2.12), adica
Fig. 2.11 div.D =g, , si (2.14), adicd rotE. =0.

Teorema refractiei liniilor de cAmp electrostatic

Pentru acest caz (redat in figura 2.11) se poate enunta urmatoarea teorema.:
“in orice punct P al unei suprafete de separatie X ,, fara sarcind electrica (q, =0), dintre doud
medii dielectrice diferite, omogene, izotrope, liniare si fara polarizatie electrica permanentd,

liniile de camp electrostatic se referactd fata de normala locala n la suprafata de separatie, cu
unghiurile o, # o, astfel ca raportul tangentelor trigonometrice ale acestor unghiuri este egal cu
raportul permitivitatilor absolute €, si¢e,”, adica:

tga, &

(2.41) =%
tgaZ 82

b

care poarta numele de teorema refractiei liniilor de camp electrostatic.
Aceastd teorema se poate demonstra aratdndu-se cd in cazul suprafetei de separatie X, din
fig. 2.11, la trecerea dintr-un mediu dielectric in altul:

- componentele tangentiale la X, ale intensitatii cdmpului electrostatic se conserva, adica:
E,=E,;
- componentele normale la X, ale vectorului inductiei electrice se conserva, dacd in

VPeX,=gq,=0,adica D, =D,,.

Conservarea componentelor tangentiale ale cimpului electrostatic

Se considera figura 2.12 in care , in jurul unui punct P de pe 2, oricare, se ia un contur
inchis I' in forma unei elipse foarte mici, avand axa A/ pe X, si axa o normald pe X, in P, care
respectd conditia cd A/ >> a; cele doua semielipse sunt situate una (I';) in mediul dielectric cu ¢,
(lipitd, la limita pe X,) si cealaltd (I',) in mediul ¢, (lipitd de limita, pe X,), asa ca in fig. 2.12,

unde este reprezentat sistemul de doi dielectrici diferiti in sectiune transversald pe X, .
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Pe acest mic contur, I' =T, +T,, relatia (2.14) devine:
$E-di=[E, -di,+[E, dl, = [E, -tdi+[E, -t,dl =0
I=I,+T, T, T, T, T,
si pentru cd I' (deci si I, sil’,) sunt oarecare, iar dl este un
element oareecare de curba, rezulta: o i TR
E t,+E,-t,=0. (T1) R+
Deoarece elementele de curba orientate, . & _
d_l1 = Z -dl s E =Z -dl, au acelasi sens de referinta de-a I 3
lungul lui T, rezulta: =lul
t =1, =1, A
astfel ca relatia (T1) devine:
E_lt—E_zt=OsauE_lt=E_ZZ
(T2)
Insa, E it = E . (deci componenta tangentiald a campului electrostatic E la Iy prin urmare

Fig. 2.12

sila X,), iar E_Z-ZzE,2 (deci componenta tangentiald la X,a vectorului E_z). Cu aceasta
egalitatea (T2) devine:

E,=E,, (2.42)
ceea ce exprima cd, in regim electrostatic, componentele tangentiale ale intensitatii campului

electrostatic se conserva pe suprafete neelectrizate dintre doud medii dielectrice diferite, uniforme
si liniare.

Conservarea componentelor normale ale inductiei electrice

Se considera figura 2.13 (o sectiune prin cei doi dielectrici, normald pe X,) in care, in jurul
unui punct P de pe X, oricare, se ia o suprafatd inchisa X In forma unui cilindru foarte mic, cu
suprafata laterald A4, perpendiculard pe X, si cu cele doua fete frontale A4, si A4, paralele cu
Y,, pe care X “decupeaza” o suprafatda A4dcX,, astfel cd A4, = A4, = A4, paralele si
infinitezimal vecine (deoarece indltimea d/ a cilindrului ¥ este elementar de micd, adica
dl << /A4 ), o suprafatd A4, fiind ,lipitd” pe X,, Insd
situatd in mediul dielectric €, si cealaltd suprafatd A4, Ly
fiind , lipitd” pe X, insa situata in dielectricul €, .

Aplicand legea fluxului electric (1.65”) micii
suprafete cilindrice Inchise X, rezulta: : Y M

jpain > fpEsfea S0 7
b M 1

| il i

I=AA4,+A4, +A4,
(N1)

. . . Fig. 2.13
si deoarece ¢, =0InVPeZX, , atunci J.qsz =0 si
A

expresia devine:

(N2) IE-M+A£D_2@+A£3,-H=O

Ay
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Insa, la limita, cind A4, — (A4 €3, )<« Ad,, A4, — Osi deci jﬁ,ﬂ, — 0, astfel ca (N2) ia
AAI

forma:
(N3) [D-d4,+ [D,-d4, =0 sau [D,-mdd+ [D,n,da=0
A4, Ad, A4 A,
Deoarece A4, = A4, si d4 este un element de arie oarecare, din (N3) rezulta:
(N4) D, -n +D,-n,=0
si deoarece (v.fig. 2.13) elementele de arie fiind orientate spre exterior, peste tot pe X:
n, =-n, =n,
atunci (N4) devine:
D -n—D,-n=0 sau D -n=D,-n
si pentru ca HIZ =D, siD_z-Z =D , (deci componentele normale ale vectorilor HlsiD_z) se
obtine in final:
(2.43) D,=D, <gq,=0 1In VPeXZ,,
ceea ce Inseamna ca pe suprafata de separatie dintre doi dielectrici diferiti, insd uniformi si fara
polarizatie electricd permanentd, componentele normale la suprafata de separatie X4 ale vectorului
inductie electrica se conserva, cu conditia ca X4 sd nu fie incarcata cu sarcini electrice.
Revenindu-se la figura 2.11, se vor putea exprima tangentele trigonometrice ale unghiului
a, sia,, tinindu-se cont de egalitatile (2.42) si (2.43), astfel:
Etl Etl — SlEtl

tgo, =——=
- g 1 Enl Dnl /81 Dnl
S1
o o _Ea 8B
En2 DnZ /82 Dn2
gk,
D Et =Et
de unde rezulta ca: g, ANNLTIPES > peX,,
tga, &L, €, D,=D,
D

fiind demonstrata, in acest fel, teorema (2.41) a refractiei liniilor de camp electrostatic prin
suprafata de separatie a doi dielectrici diferiti.

O consecintd a acestei teoreme, si implicit a egalitdtilor —de conservare— (2.42) si (2.43),
rezulta daca se exprimad, pentru suprafetele de separatie neincarcate cu sarcini electrice valorile £
si D pe care le au campurile electrice in cei doi dielectrici diferiti, dar uniformi:

1 1
E =\E,+E, = |[Es+—D; si E = |E,+—5D};
(244) 1 1 1 1 812 nl 2 2 8; 2

_ 2 2 2 2 2 . _ [2pm 2
Dl_ \/Dtl + Dnl - \/SlEtl + Dnl sl D2 - 82Et2 + DnZ 4
care aratd ca trecand Intr-un mediu cu permitivitate absolutd mai mare, intensitatea campului

electrostatic scade, iar valoarea absoluta a inductiei electrice creste (evident, cu exceptia
componentelor tangentiale £, si normale D, , care se conserva).

2.4.3. Rigiditatea dielectrica
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Rigiditatea dielectrici este o marime de material, notata £ ,, ce are dimensiunile
intensitatii cAmpului electric —adica [u][L]_1 — si este masuratd in SI in volti pe metru (V/m) care,
ducéand la exprimari valorice prea mari, este Inlocuitd cu unitatea practicd de masura kilovolt pe
centimetru (kV/cm). Rigiditatea dielectrca a unui material izolant este definita ca fiind valoarea
maxima a inensitatii campului electrostatic pe care o poate suporta local acel izolant (dielectric),
in conditii determinante , fard sa fie strapuns.

Pentru un dielectric situat intre doud corpuri metalice (armaturi sau electrozi) cu o
configuratie geometrica data, rigiditatea dielectrica determind o anumita tensiune maxima, numita
tensiune de strapungere, notata cu U . si definita prin:

str

U, =min [E, (P,

T2

unde 1 si 2 reprezintd armadturile, E ,(P) -rigiditatea dielectrica In puncele unui traseu I Intre

cele doua armaéturi care trece prin punctele de minima rigiditate dielectrica. In cazul ideal al unui
dielectric perfect omogen, in care se stabileste (si datoritd formei armaturilor) un camp
electrostatic uniform, iar conditiile de mediu sunt mereu aceleasi, numai in acest caz, U, nu ar

depinde de drumul I' dintre armaturi.

Strapungerea dielectricilor

Daca un dielectric aflat in regim electrostatic isi pierde brusc aceasta stare, datoritd cresterii
intensitatii campului electrostatic peste valoarea rigiditatii dielectrice a materialului —adica:
‘E‘ >FE ,, in coditii concrete date— atunci prin materialul dielectric (izolant) se produce o

rd >

descarcare electrica prin cresterea deosebita si brusca a conductivitatii electrice ¥ de-a lungul

canalului de descéarcare.

Strapungerea dielectricilor (sinonima cu strdpungerea izolantilor) este un regim
neelectrostatic, mai exact un regim electrocinetic distructiv de scurtd duratd. La izolantii solizi,
aparitia strapungerii este urmata de o distrugere locala a lor. La acesti izolanti strapungerea, care
este ireversibila, poate fi completa sau incompletd. Strapungerea incompleta a unor materiale, asa
cum este spre exemplu sticla, nu influenteaza ,,prea mult” proprietitile lor izolante; strapungerea
incompleta a altor materiale —ca, de exemplu, mica— reduce mult aceste proprietati. La izolantii
gazosi si lichizi, strapungerea este completd insa nu ireversibila (ea se produce in tot intervalul
dintre armaturi/electrozi, insa dielctricul se reface dupa stingerea descarcarii).

Din punctul de vedere al teoriei microscopice, pierderea proprietatilor de izolant ale unui
material dielectric este legata de cresterea deosebitd a numarului purtatorilor elementari de sarcina
electrici, cea ce conduce la cresterea corspunzitoare a conductivitatii. In functie de fenomenele
care conduc la aparitia purtatorilor de sarcina electrica, exista doua strapungeri tipice:

- stripungerea termici care este determinatd, in principal, de transformarea energiei
electromagnetice din camp 1n caldurd prin efect Joule (cantitatea de cildura cedatd dielectricului
creste cu marirea conductivitatii materialului si a inensitatii cAmpului electric, deoarece J =vE,
iar cantiatea de caldurd cedatd mediului Inconjuritor depinde de diferenta dintre temperatura
acestuia si a dielectricului). Atunci cand caldura cedata dielectricului este mai mare decat aceea
cedatd mediului, temperatura de-a lungul canalului de conductie creste si —cand depaseste
valoarea temperaturii de stare stabild a materialui— se produce strapungerea lui termica. Tensiunea
de strapungere termica a unui dieletric depinde de temperatura mediului ambiant;
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- strapungerea electrica care este determinatd de cresterea conuctivitdtii prin formarea
purtatorilor de sarcind sub actiunea campului electric (particulele, microscopice, cu sarcina

electrica ¢, , sunt supuse unor forte electrice F'» =g¢q, E, care cresc odatd cu E , putand invinge

la un moment dat fortele de legiturd din interiorul materialului). in cazul izolantilor solizi,
strapungerea electricd nu depinde, practic,de temperatura mediului ambiant; la lichide,
strapungerea electrica depinde de temperatura mediului in functie de natura si de gradul de
impuritate ale izolantului, iar la gaze, dependenta strapungerii electrice de temperaturd nu este
semnificativa.

Rigiditatea dielectrica a gazelor

La gaze, E,, creste cu presiunea gazului, cu exceptia presiunilor foarte joase (asa-zisul ,,vid
inaintat”). U, depinde de distanta dintre electrozi si de curbura acestora (de care depinde

densitatea de suprafata a sarcinilor electrice g, si —prin ea— intensitatea cAmpului electrostatic pe

: 1 : . : g e s n
suprafata electrodului £ =—g, ). Pentru distante intre electrozi care depdsesc o anumita limitad (in
€

aer, mai mare decat lcm), rigiditatea dielectrica devine independenta de distanta dintre electrozi.
Rigiditatea dieletica a gazelor depinde intr-un mod insemnat de neuniformitatea cadmpului
electrostatic: in cdmpuri uniforme si pentru distante mici intre electrozi (armaturi), £,, are valori

mult mai mari decét in cazul distantelor mari, cdnd obtinerea unui cadmp electrostatic uniform
practic nu este posibild, ceea ce este utilizat In tehnica la constructia condensatoarelor (v. subcap.
2.5). In cazul distantelor foarte mici intre electrozi (de orinul liberului parcurs mediu) rigiditatea
dielectrica a gazului izolant creste foarte mult, deoarece este ingreunatd producerea ionilor prin
soc.

Rigiditatea dielectrica a acrului uscat este de aproximativ 3 -10° V/m (adica 30 kV/cm).

Rigiditatea dielectrica a lichidelor

La lichide E,, depinde in mare masurd de puriatea lichidului dielectric, fiind -practic-

independenta de distanta dintre electrozi (armaturi) si de temperatura lichidului (daca el este foarte
pur). Rigiditatea dielectricd a lichidelor se micsoreaza sensibil in prezenta unor impuritati
conductoare, dar i a unor impurititi cu permitivitate absolutd mult mai mare decat cea a
dielectricului lichid, mai ales atunci cand impuritatile se pot deplasa in lichid sub actiunea
campului electric. Astfel, In uleiul de transformator (unul dintre izolantii lichizi foarte mult
utilizat in electrotehnicd) urmele de umiditate, scamele de bumbac (provenite de la izolatia
bobinelor aflate 1n ulei), particulele mici de carbune (provenite din praful carbonizat sau cocsat)
etc. se orienteaza, sub actiunea fortelor de naturad electrica, dupa liniile de camp electrostatic,
formand filamente aproape neintrerupte intre electrozii (conductoarele) izolate prin ulei, méarind
pericolul de strapungere. In plus, prezenta umiditatii face ca rigiditatea dielectrica a oricarui lichid
izolant sa scada cu temperatura. La uleiul de transformator rigiditatea dielectrica scade practic
hiperbolic in functie de umiditate (astfel la o umiditate de 0,07%, E,, =160kV/cm, la 0,02%

— E , =80kV/cm, iar la 0,05% scade la E, =40kV/cm).

Prin purificare, prin decantatre §i prin uscare (realizatd prin centrifugare), uleiul de
transformator utilizat in industria electrotehnica are o rigiditate dielectrica, la o presiune egala cu
cea atmosferica, de 100kV/cm.

In general, la lichidele dielectrice E,, creste aproape direct proportional cu presiunea

lichidului.
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Rigiditatea dielectrica a solidelor

La izolantii solizi, E,, depinde de temperaturd, de viteza de crestere a tensiunii aplicate pe

armaturi (electrozi), de neuniformitatea campului electrostatic, de forma electrozilor, de
capacitatea de cedare a cildurii, de durata de aplicare a tensiunii pe electrozi etc. In aceste
conditii, rigiditatea dielectrica desi este -In principiu- o marime de material, ea nu este totusi o
constanta de material (chiar in conditii de omogenitate a materialului si de mediu bine precizate).

Intre electrozi plani, tensiunea de stripungere, U, nu creste, ca la lichide si gaze,
proportional cu distanta dintre electrozi, ci mult mai lent. In regim nestationar alternativ,
rigiditatea dielectricd a izolantilor solizi scade odatd cu cresterea frecventei (mai ales dacid au
pierderi prin efect Joule).

Rigiditatea dielectricd, E,,, depinde —pentru cei mai multi dielectrici solizi omogeni si
izotropi— aproximativ exponential de temperatura izolantului, adica:

E , =Aexp(-b/T),
in care T este temperatura absolutd, iar 4 si b sunt constante de material. Sticla (numai la
temperaturi joase) si materialele poroase (din cauza higroscopicitatii lor), nu respectd formula
precedenta.

La majoritatea dielectricilor minerali cristalini, care prezintd neomogenititi fizice
structurale, rigiditatea dielectricd nu depinde de grosimea izolantului §i nici de emperaturd. La
astfel de materiale, neomogenitatea fizica este datoratd dislocarii unora dintre ionii din reteaua
cristalind (deci din pozitia lor normald), printr-o agitatie termica intensd, sau este datoratd
neomogenitatii structurii sau orientdrii cristalelor componente, ori unor neomogenititi de
suprafatd (fisuri ultramicroscopice). Aceste dislocédri de ioni cresc pe masurd ce intensitatea
campului electric aplicat creste si, pentru o anumita valoare a campului, se declangeaza ionizarea
prin ciocnire si, astfel, strapungerea izolantului.

Desi, pe bazad de consideratii teoretice microscopice §i statistice, stripungerea dielectricilor
solizi perfect omogeni si izotropi ar trebui si se producad pentru intensitati ale campului
electrostatic aplicat mai mari decat 150MV/cm, totusi toti dilectricii cunoscuti sunt striapunsi la
valori ale campului mai mici decat IMV/cm. Mai mult, pentru sigurantd, rigiditatile dielectrice
declarate de constructorii de materiale izolante sunt mult mai mici, ca de exemplu: 600kV/cm
pntru micd, 350kV/cm pentru micanitd, 250 kV/cm pentru portelan, 10 la 100kV/cm pentru
diversele sortimente de carton izolant (prespan). Aceastd diferentd provine din existenta unor
puncte slabe in masa dielectricului, care cedeaza sub actiunea campului electric aplicat (adesea
neuniform si el), producandu-se o separare de sarcini electrice elementare. Separarea acestora
accentueazd neuniformitatea campului care duce la aparitia a noi puncte slabe si astfel -in lant-
procesul se dezvolta pana la strapungerea completa a dielectricului.

2.5. Condensatoare electrice

Un sistem fizic format din doua corpuri conductoare separate printr-un dielectric poarta
numele generic de condensator electric. Conductoarele poarta denumirea de armaturile
condensatorului, iar dielectricul se mai numeste si izolant.

Daca unui astfel de sistem, i se aplicd intre armaturi (care se pot nota cu / si 2) o diferenta
de poential V, =V, =U,, se va constata ca armaturile condensatorului se vor incdrca cu sarcini

elctrice de semn contrar: g, si —¢q,. Este valabild si reciproca, dacd armaturile elctrice vor fi

incarcate cu sarcini electrice de semne contrare, g, si —g¢q,, atunci -in concordantd cu legile
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electrostaticii ( v. § 2.1.2) si cu teorema unicitdtii- armdturile se vor situa (echipotential, pentru ca
sunt conductoare) la potentiale diferite V,si V,, la tensiunea U =U, =V, =V, iar in dielectric,in

regim electrostatic, se va produce un camp electric caracterizat de marimile: E(daté de

U, = J E-&), D (data de D=¢cE+P », unde € este permitivitatea locald a dielectricului si

Ti1-2

P, —polarizatia electrica permanenta locald a dielectricului, daca existd) si de fluxul electric

Y= J D-dA, calculat prin orice suprafatd X consideratd in domeniul ocupat de sistemul denumit
P

condensator electric.

In conditii cu totul particulare (care, insd, sunt realizate cu o bund aproximatie in
electrotehnica) si anume:

k) armaturi metalice cu y mare si uniforme (omogene si izotrope);

kk) dielectric omogen, izotrop, liniar, fara densitate de volum a sarcinii electrice si fara
polarizatie electrica permanentd (g, =0, P, =0 si € =const. in toate punctele din dielectric);

kkk) in cazul incarcari armaturilor cu sarcini electrice de semn contrar, toate liniile de camp
care pornesc de pe armaturi cu sarcind electrica pozitiva se regasesc (in intregime) pe cealalta
armatura (cu sarcind electrica negativa);
kv) sistemul armaturi, dielectric, cAmp electric este in regim electrostatic,
existd urmatoarele relatii:
(2.45) 9.=9 9,=-q9 st q,+q,=0;
(2.46) L:i:q_Z:i:ﬁ
Vl - Vz U12 U21 U KU
Relatiile (2.45) se pot demonstra printr-o suprafata inchisa X care trece prin interiorul
ambelor armaturi, iar in exteriorul lor se inchide extinzandu-se atat de mult (teoretic si la infinit)
incat sa nu intersecteze liniile de camp electric, care trebuie sa rdmand in interiorul suprafetei
inchise X, asa ca in figura 2.14. (daca dielectricul condensatorului are o permitivitate absoluta
mult mai mare decat a mediului exterior, de exemplu aerul, atunci extinderea suprafetii £ nu este
necesar sa faca prea departe in exteriorul armaturilor).
Fluxul dielectric prin suprafata inchisa X este nul, adica:
(C1) § D.dA=le-dA+jDz-dA+jDex,-dA=o,
2, 3, DI

=X 42,2,

=const., KeR

deoarece Di =0 si D> =0 (pentru ca in interiorul conductelor
in regim electrostatic cAmpul elctric este nul (£ =0 si D =0),
precum si D.. =0, deoarece X,, nu intersecteazd liniile de

camp. Pe de alta parte, conform legii fluxului electric (1.65”):

(€2) §D-da=g|, =q, +q,
P
astfel incat, comparand relatiile (C1) si (C2), rezultd ¢, + ¢, =0
ey — = sau g, =—¢q, sau ‘qq‘ = |— q2| =g, adica egalitatile (2.45), care
Fig. 2.14 poartd denumirea de feorema ariilor corespondente , sarcinile

q, si —q, fiind repartizate pe fetele dinspre dielectric ale
armaturilor.

2.5.1.Capacitatea electrostatica
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Deoarece raportul (2.46), dintre sarcina electrica de pe o armaturd ¢ si tensiunea la bornele
condensatorului U, in conditiile k)...kv), este astfel un parametru specific condensatorului, el se
noteaza cu C si poartd denumirea de capacitatea electrostatica a condesaorului:

D
C= % = # (2.47)
2 1
si dimensional :
[c]=[q]-[u]". (2.47)

In sistemul international (SI), unitatea de misurd pentru capacitatea electrostatici este
faradul, cu pluralul farazi si cu simbolul F. Unitatea fiind prea mare, in practica se utilizeaza
frecvent (si dupd caz) submultiplii SI: microfaradul 1w F=10"F si picofaradul, cu 1pF=10""F .

Mai tarziu (v. subcap.8.1) se va arata ca se mai utilizeaza si notiunile de capacitate : statica,
dinamica si diferentiala.

Pe schemele electrice, condensatoarele se reprezinta prin simbolul grafic general aratat in

figura 2.15.
Uneori se foloseste si parametrul notat cu S si definit prin:
b
S=—, (2.47)
C

numit elastantd, cu unitatea de masura SI unu pe farat [F'1 ]

C
Teorema capacitatii electrostatice | |

Se exprimd prin relatia, deja prezentatd (2.46) si se enuntd astfel: Fig. 2.15
valoarea capacitatii electrice a unui condensator cu dielectric liniar (adica cu
permitivitate absolutd & constanta, independent de intensitatea campului electric din izolant) este
pozitivd si nu depinde de valoarea sarcinii electrice g si nici de diferenta de potential U, ale
armaturilor, fiind o caracteristica a condensatorului (un parametru de material).

Aceastd teorema se exprima analitic prin relatia (2.46), care rezulta din definitia capacitatii
electrostatice (2.47) si teorema superpozitiei campurilor electrostatice, care poate fi aplicata
deoarece dielectricul condensatorului s-a considerat liniar (acesta fiind si conditia de valabilitate a
teoremei). Intr-adevir, pentru o sarcina electrici g pe o armitura (care se distribuie pe fata dinspre
dielectric a armaturii, cu densitatea de suprafatd gs) si o tensiune electricd U intre armaturi se
poate scrie:

g=[ g.d4 si U=[E-di=] Lp.a (C3)

A 152 -2 ¢
unde A este aria fetii interioare (dinspre dielectric) a armaturii, iar n este versorul normalei locale
pe fata armiturii, cu sensul de la armatura / la 2. In relatia anterioara (C3), s-a ficut inlocuirea

EquZ/s , conform expresiei (2.38) pe care o are intensitatea campului electrostatic pe

suprafata unui conductor incércat electric, considerandu-se in plus si faptul cd acest camp este
constant pe drumul /—2 dintre cele doud armaturi. Cu aceste expresii (C3) ale lui ¢ si U,
capacitatea electrostatica a condensatorului devine:

(C4) C=i=—qudA :
Ul %4
1-2 £

Daca sarcina electrica a armaturii devine Kg, cu repartitia superficiala Kgs si —in virtutea
teoremelor de unicitate si superpozitie a campurilor electrostatice— tensiunea electrica dintre
armaturi ia valoarea:
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Ko — —
ku=[ =L=p.ai ,

1-2 £
atunci expresia condensatorului este:

> Kq _ J Kasd4

2
Ka. — —

N I SO
-2

(C5) =C.

&

Prin urmare, in conditiile specificate anterior, capacitatea electrostatica a condensatorului
este aceeasi (C=Cy= const. , independent de ¢ si U). Se va spune ca o astfel de capacitate este
liniard, adica C(q,U)=const., dependenta ¢g=f(U) fiind data de o ecuatie liniard g=CU, reprezentata
in planul ¢,U printr-o dreapta cu panta C (fig. 2.16).

In conditiile k)...kv), precizate la inceputul acestui capitol, la care se mai poate adiuga
gs=const. pe A, adicd repartitia superficiald a sarcinii electrice sa fie aceeasi in toate punctele
suprafetii 4 a armadturii (caz intdlnit cu o foarte bund aproximatie in numeroase situatii din
electrotehnica), relatia (C5) devine:

(C6) C;iz LQEdA _ QELdA _e A ’
Vol tha Bfaa Jl, .4

152 e € 1-2

g e expresie care aratd cd 1n cazul unui condensator linier,
adica la care C(g,U)=const. si cu un camp electric uniform
in dielectricul dintre armaturi, capacitatea electrostatica a
condensatorului depinde numai de pozitia relativd a

armaturilor (fapt aratat de termenul J-dl ), de dimensiunile
12

lor (lucru indicat de aria unei armaturi 4) si de natura
dielectricului, prin permitivitatea lui absolutd € cu care
este direct proportionald. Expresia (C6) a capacitatii
electrostatice a unui condensator electric capatd forme
analitice diferite in functie si de forma armaturilor (plane,
cilindrice, coaxiale, cilindrice, paralele, sferice, sfera-plan
Fig. 2.16 etc.).

Calculul capacitatii electrostatice

Pentru un condensator electric dat (ca forma, dimensiuni, dielectric etc.), capacitatea sa
electrostatica se determina Intotdeauna cu expresia ei de definitie (2.47) in modul urmator:

- se presupune condensatorul Incarcat cu sarcinile g si —q;

- se determina intensitatea campului electrostatic in dielectricul dintre armaturi sau a poten-
tialelor electrostatice ale celor doud armaturi;

- se calculeazd tensiunea electricd dintre armaturi Ui, , fie cu relatia U, = j E-dl (de
r:1-2

obicei pe drumul I" de-a lungul unei linii de camp) sau cu U, =V;-V5;
- se aplica relatia (2.47) pentru determinarea capacitatii electrostatice C.
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In acest sens, in paragraful 2.7.3 sunt prezentate citeva aplicatii privind calculul capacitatii
electrostatice a unor condensatoare tipice. Aici ne vom limita —spre exemplificare— la calculul
capacitatii electrostatice a unui condensator plan ideal.

Condensatorul plan ideal (fig. 2.17a) este format din doua armaturi plane paralele, cu
suprafete identice (4,=A4,=A), situate la distanta d, intre care se afld un
dielectric omogen, izotrop, liniar, fara sarcini electrice (¢,=0) si fara

polarizatie electricd permanentda (P, =0), cu permitivitatea absoluta

€. Se mai considerd ca intre armaturi, in delectric, existd un camp
electrostatic uniform, cu intensitetea E=const. in orice punct din
dielectric, deci si in punctele de pe suprafata interioarda a armaturii /,

unde este dat de relatia (2.38), fiind deci E= lq2 n , unde n
€

este versorul normalei pe fata 4; a armaturii 1. cu sensul spre armatura
2. Catre o astfel de situatie ideald (camp electrostatic uniform, aflat
numai in dielectricul dintre armaturi — v. fig. 2.17a) se tinde, fiind
chiar admisa cu o buna aproximatie daca distanta d dintre armaturi
este foarte mica, mai bine spus d << A4 (d=10+50 pm si A=lcm’
=10°um?). Oricum, redand printr-un efect de lupa (v. fig. 1.27b) — Fig. 2.17
spectrul campului electrostatic la marginea armaturilor nu mai este
omogen, ci prezintd o curburd din ce in ce mai mare la iesirea dintre armaturi, acesta fiind asa
numitul efect de margine.
Neglijand acest efect de margine si In conditiile de condensator plan perfect, capacitatea sa

electrostatica are expresia datd de (C6) in care I 1 2; -l = .[dg =d siastfel:

nl—

C=¢2 . (2.48)

este:
[e] = [CLILT", (2.49)

ceea ce explicd si unitatea de masura Sl a lui € de farad pe metru (F/m).

2.5.2. Teoremele capacitatilor electrostatice echivalente

Intr-o schemi, cu doud borne de acces 4 si B, corespunzitoare unei aplicatii practice
concrete, pot exista mai multe condensatoare diferite (cu capacititi electrostatice de valori
diferite), conectate intre ele in diverse moduri datorate aplicatiei. In anumite cazuri, impuse de
necesitatea efectudrii mai usor a calcului, de realizarea efectiva a aplicatiei, de simplificarea
schemei de reprezentare, de realizarea unui montaj mai compact etc., este posibil ca grupul de
condensatoare conectate intre bornele de acces din exterior, 4 si B, sa fie inlocuit cu un singur
condensator legat intre aceleasi borne A si B, cu conditia insa ca acest unic condensator sa aiba
o astfel de capacitate electrostaticd, notata cu C, si numitd capacitate echivalentd, incét tensiunea
la bornele 4,B sa fie aceeasi (atat in cazul grupului de condensatoare cat si a condensatorului
unic), iar sarcinile electrice pe armaturile condensatorului unic q,=-qs sd fie aceleagsi cu sarcinile
“absorbite” de grupul de condensatoare (initial presupuse descarcate) prin bornele 4 si B, cand
acestor borne li se aplica tensiunea U, (de la bornele condensatorului unic).

Expresia capacititii electerostatice echivalente C,, datd prin definitie de raportul:
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(CEl) s _ s Z¢

UAB UBA
exprimatd in functie de capacitatile electrostatice C;, &=1,2,...,n, depinde de felul conexiunii
acestor condensatoare si se determina astfel incat in exteriorul sistemului s nu se produca nici o
schimbare electrica atunci cand se inlocuieste grupul de condensatoare cu condensatorul unic, de
capacitate echivalenta cu cea a grupului.

b

Condensatoare electrice conectate in paralel

Despre mai multe condensatoare electrice se spune ca sunt conectate in paralel atunci cand
toate au aceeasi tensiune la borne (fig. 2.18), astfel ca:
(CE2) U1:U2:...:Un:UAB .
Aplicandu-se relatia de definitie (CE1) a capacitatii electrostatice echivalente, rezultd ca
sarcina electricd absorbita la borna A4, a condensatorului unic, este:
(CE3) QA:CeUAB .
i Conform definitiei capacitatii electrostatice echivalente,
it ' pentru ca starea electrici a celor doud sisteme (grup de
L s condensatoare si condensator unic) sa nu se modifice,
S L trebuie ca sarcina g, sd fie egala cu sarcina de la aceeasi
& t —-5 1 a borna a grupului de condensatoare.
: Pentru ca toate cele n condensatoare au prima
" - armatura (adica cea cu sarcina electrica pozitivd) conectata
la aceeasi bornd 4 prin fire conductoare, rezulta (in regim
electrostatic):
U (CE4 -
A Aplicandu-se definitia (2.47) tuturor condensatoarelor
din grupul paralel rezulta:
(CE%) q,=C,U,;, g=C,U,,..., qx=C,U, ,
Fig. 2.18 a caror suma este:
(CE6)qA:q1+LI2+...+qn.: C1U1+ C2U2+...+C,,U,, :(
C+Cot.. +C)Uyp
conform conditiei de conectare in paralel (CE2). Atunci, inlocuindu-se in relatia (CE4) membrul
din stanga cu expresia lui (CE3) si pe cel din dreapta cu ultima expresie a lui din (CE6), se obtine:
CeUAB = ( C1+C2+. ..+Cn) UAB .
care aratd ca in cazul conexiunii in paralel capacitatea electrostatica echivalenta este egald cu
suma capacitdtilor electrostatice ale condensatoarelor existente in grup, adica:
(2.50) C.=Ci+Cot.. +C, .
Conform acestei expresii, rezulta ca in cazul conexiunii in paralel:
C.>max{ C; 1k=1,2,...,n}.
Elastanta echivalenta in cazul conexiunii in paralel este, conform definitiei sale (2.47’) si
relatiei (2.50):

(2.50°) — =t ..+

Condensatoare electrice conectate in serie
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Despre mai multe condensatoare electrice se poate spune ca sunt conectate in serie daca
toate condensatoarele electrice au pe armaturi o aceeasi sarcind electrica ¢ — pe armatura pozitiva
si —g pe cea negativa, conditia conectarii fiind deci :

q/=4>=...=qn. (CET7)
Acest lucru se intampla practic cand intre bornele de acces A4 si B ale grupului de condensatoare
electrice, cele n condensatoare formeaza un singur sir (o singura “laturd”) intre cele doud borne 4
si B in care: borna + a primului condensator este conectata printr-un fir conductor la borna A4, apoi
borna + a celui de al doilea condensator este conectata (prin alt fir conductor) la borna —a primului
condensator si aga mai departe pana cand borna + a ultimului condensator este conectata la borna
— a penultimului condensator, iar borna— a acestui ultim condensator devine chiar borna B (de
“iesire”) din grup, asa ca in figura 2.19.

Conditia (CE7) de conectare in serie a condensatoarelor electrice aflate in regim
electrostatic se demonstreaza simplu cu ajutorul legii conservarri sarcinii electrice scrise sub
forma (1.90), daca se considerd doud condensatoare oarecare din grup, consecutive, k si k+1 (fig.
2.20).

Fig. 2.19 Fig. 2.20
Deoarece initial s-a considerat ca nu sunt incarcate condensatoarele, legea conservarii
sarcinilor electrice —sub forma iy = -dg/dt lz— printr-o suprefatd 1inchisd X care trece prin

dielectricul condensatoarelor vecine k£ si k+1 aratd ca dupd incédrcarea condensatoarelor, cand
acestea au ajuns in regim electrostatic (caracterizat, deci, de ix=0 ): 0 = —dg/d¢ Iy, ceea ce este
valabil fie daca ¢ 1s=0 ,fie daca ¢ ls=const.In ambele cazuri, rezultd ci in interiorul suprafetii X
sarcinile electrice (si anume cele de pe armatura — a condensatorului & i + a condensatorului £+1)
trebuie sa respecte conditia:
qly =—qxtqin =0,

ceea ce Inseamna ca q x = q x+1 i cum k este (pe rand) 1,2,...,n, rezultd: g,=¢,=...=q,, prin urmare
conditia (CE7).

Daca se scrie teorema potentilului electrostatic sub forma (2.24) in cazul condensatorului
unic si in cazul grupului de condensatoare electrice 1n serie, pe un traseu I” ce trece prin dielectric
Calu (k=1,2,...,n) si prin firele conductoare de legatura I'. va rezulta:

Ec-di=[Ew-di=0+U, =U,, (CES)

4->B
unde E, este intensitatea cAmpului electrostatic a condensatorului electric unic, £,. — este cAmpul
electric din conductorii condensatorului unic (care in regim electrostatic este nul) iar £, - este
campul din dielectricul condensatorului unic, si:

UAB =IE¢1 -5+ Edl 'a+‘[fgz -@+ Edz -a+...+jl_fm -@+ Edn -a=
r., T, r., T, r., T

(CE9)
=0+U,+0+U,+..+0+U,=U,+U, +..+U,.

care se refera la circulatia prin grupul de condensatoare electrice conectate in serie (¢ —prin firele
conductoare de legiturd, unde cdmpul E,=0 si dk— prin dielectrici unde J‘Ed& di=U
rdk

k=1.2,...,n).

ko

129



Atunci, din relatiile (CES8) si (CE9), rezulta:

Uyp=U+U,+-+U, sauda_h D . 9 o
e 1 CZ Cn T : -
si tinandu-se cont de conditia (CE 7) a conectarii in serie . #
se obtine: i
q4_94,9,. .9
C G G C., Fig. 2.21

de unde se poate scrie expresia capacitdtii electrostatice
echivalente pentru conectarea in serie a condensatoarelor electrice, $1 anume:

(2.51) LS S S
Ce Cl CZ Cn

iar pentru elastanta (in cazul conectarii serie):

(2.57') S =8 +8,+-+58,.

Expresia (2.51) a lui C, aratd cé, prin conectarea in serie a mai multor condensatoare
electrice, capacitatea electrostatica echivalenta (C,) scade, devenind:

C, <min{Ck|k=1,2,...,n}.

Daca cele n condensatoare electrice sunt identice (cu capacitatea electrostatica C), atunci:

iar, in cazul a doud condensatoare electrice (cu capacititile electrostatice C; si C,) capacitatea
echivalenta (2.51) are expresia:
c-56
C +C,

Transfigurarea conexiunilor de condensatoare electrice

Conectarea condensatoarelor electrice in paralel sau in serie sunt doud moduri de conexiuni
tipice particulare. De foarte multe ori (v. § 2.7.3), in numeroasele aplicatii tehnice,
condensatoarele pot fi conectate mult mai divers, nu numai in serie sau in paralel, ci in grupuri de
conexiuni care includ legaturile: serie, paralel, poligonale (de exemplu in triunghi), cu ramificatii
(de exemplu in stea) etc. Intr-o structurd de conexiuni, fiecare grup de condensatoare electrice
poate fi inlocuit printr-un condensator unic avand capacitatea electrica echivalentd, care —daca
conexiunile sunt in serie sau in paralel- se calculeaza cu expresiile aratate anterior (2.51) si —
respectiv— (2.50), combinate in conformitate cu conexiunea data.

In cazul conexiunilor poligonale si radiale, calculul capacititilor echivalente se face prin
asa-numita transfigurare a conexiunilor (din radial in poligonal si eventual invers). In general,
prin transfigurarea unui sistem de condensatoare electrice cu un anumit fel de conectare se
intelege transformarea lui in alt sistem echivalent de condensatoare electrice cu o conexiune
adecvata calcului, echivalenta constdnd in faptul cad la aceeasi tensiune intre bornele de acces
trebuie sa existe aceeasi repartitie a sarcinilor electrice la fiecare borna, in ambele conexiuni.

Transfigurarea unei conexiuni radiale (stea) in una poligonald (fig. 2.21) se face precum
urmeaza.

Sarcina electrica a condensatorului Cy (din figura 2.21a) este:

4, =C,(V, ~V,), (CE10)
unde V), este potentialul nodului comun al configuratiei radiale de condensatoare si C;=Cjy,,
CZZC()Q, veey Ck:C()k,..., C,,:C(),,.
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Presupunandu-se condensatoarele initial neincarcate si deoarece fluxul electric prin
conturul inchis I" este nul, rezulta:

¢, +q,+-+q,=0 sau ZCk(Vk -)=0,
k=1
din care se obtine imediat:

GV
y, =X (CE11)
Z Ck
k=1
Inlocuindu-se ¥, din relatia (CE10) cu expresia sa (CE11) se obtine:
2.CV.
q,=CV,—C AL — (CE 12)

si considerandu-se si un alt mod ,,curent” j pe conturul I" va rezulta din (CE12):

ZCka . C.C

9, =CV,-C; 45 =2 5, =T (CE13)
S T3
k=1 k=1

Atunci, sarcina electrica din nodul j, in capul poligonului complet, ia forma:
7,=0.0,=>.ColV,~V),j =120, (CE 14)
k=1 k=1

Pentru ca (in conformitate cu definitia transfigurarii) la potentiale electrostatice date sa
corespunda aceleasi sarcini electrice este necesar sa se identifice termenii corespunzatori din cele
doua egalitati (CE 13) si (CE 14). Va rezulta:

C.C,
Cy=—*

26
k=1

relatie care determind capacitatea electrostatica echivalentd a condensatoarelor din sistemul
poligonal (Cj este capacitatea electrostatica a laturii poligonale cuprinsa intre nodurile j si k — v.
fig. 2.21 b) in functie de capacitatile electrostatice ale laturilor din schema radiala (C; si Cy sunt
capacititile electrostatice ale celor # laturi din structura in stea).

Sistemul (2.52) permite determinarea tuturor capacititilor electrostatice ale
condensatoarelor electrice din laturile unui poligon complet (v. fig. 2.21b) care se poate construi
prin combinarea tuturor celor n ramificatii stelare, luate cate doud. Deci numarul de capacitati

,J=12,..,n, (2.52)

electrostatice poligonale Cj este egal cu (ﬁj = n(n-1) =n(n-1)/2. In cazul figurii 2.214, in care
2 2!

este reprezentatd o stea cu 4 laturi (n=4), rezulta ca sistemul (2.52) poate determina 4-3/2=6

capacitati electrostatice poligonale (v. fig. 2.21b)
Deoarece, cu exceptia lui n=3, sistemul (2.52) are mai multe ecuatii decat », pentru ca:
n-(n—1
g >n=>n>3,
transfigurarea inversa (poligon - stea) nu este posibila.
In cazul lui »=3 laturi (fig. 2.22), caz frecvent intlnit in aplicatiile practice, se vorbeste
despre transfigurarea stea <> triunghi, care este posibild in ambele sensuri.
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Pentru transfigurarea stea — triunghi, sistemul (2.52) da urmatoarele valori ale capacitatilor
i _echivalente din laturile conexiunii triunghi in functie de
” - capacitatile C;, C,, C; ale ramificatiilor cu nodul comun 0

]
" ; , (v. fig. 2.22):
% N c.-_ GG
12 s
! C,+C, +C
r},} ._}::} 1 2 3
i | | i C2C3 .
= (2.53) =23 i
C +C,+C,
Fig. 2.22 C+C +C,

Pentru transfigurarea triunghi — stea, atunci cand se
dau capacitatile electrostatice Cy,, Cy; si Cs;, ale celor trei condensatoare conectate in triunghi si
trebuie calculate capacitatile electrostatice echivalente ale unei conexiuni in stea de condensatoare
electrice, se utilizeaza sistemul (2.53) de trei ecuatii in care C;, C, si C;, sunt necunoscutele. Va
rezulta imediat:

(2.53) C=C,+C+ SHS , G =Cx+Ch+ G si C=Cy+Cy+ oG -
C C C
23 31 12

Daca condensatoarele electrice ar fi identice si ar avea capacitatile electrostatice C, (in
cazul conexiunii triunghi) si C, (in cazul conexiunii stea), relatiile dintre aceste capacitati, asa

cum rezultd din (2.53) sau (2.53'), sunt:

" 1 .
(2.53") C, =§Cr st C, =3C,,
care aratd cd dacd conectdm niste condensatoare electrice in stea, se obtine pe fiecare latura o
capacitate electrostatica de trei ori mai mare, ceea ce este utilizat la numite punti de masurare.

2.5.3. Ecuatiile lui Maxwell referitoare la capacitatile electrostatice

Daca intr-un mediu dielectric existd mai multe corpuri conductoare si —la un moment dat,
printr-o cauza oarecare— unul dintre conductoare (k) se Incarcd cu o sarcina electrica gy, el va
ajunge ca —in regim electrostatic— sa aibd un potential electrostatic V}, acelasi in toate punctele
sale (se stie —v §2.3.2— cd 1n regim electrostatic volumul si suprafata unui conductor electric sunt
echipotentiale). Datoritd proximitatii si capacitatilor electrice care existd intre conductori, precum
si fenomenului de influenta electrostatica, atunci si celelalte corpuri conductoare (initial
neincarcate electric) se vor incarca cu sarcini electrice: ¢,,q,,...,q, |,q,.;,--q, $1 vor ajunge la

potentialele electrostatice V,,7,,...,V, |,V,.,,...,V, (daca sunt n corpuri conductoare).

Spre exemplu, In cazul a numai doud corpuri conductoare (n=2) ,separate” printr.un
dielectric, care formeaza un condensator electric cu capacitatea electrostatica C, cand una dintre
armaturi se va incdrca cu o sarcind electricd ¢, §i va avea un potential electrostatic V;, cealalta
armaturd se va incarca cu o sarcind electricd g, si va avea potential electrostatic ¥, relatiile dintre
aceste marimi putdnd fi determinate cu ajutorul expresiei (2.46) sau (2.47) de definitie a
capacitatii electrostatice C. Astfel, se va putea scrie:

C= 4 sau C = D
= -V
¢, =C(V,~V})=CV,=CV, si ¢, =C(V, =)= CV,~C¥;

2
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Cr,—-q, _y, L s Vz:CVl—ql _y 4
C C C C
Maxwell a extins aceste formule la un sistem electrostatic liniar format din » conductoare
omogene, izolate printr-un dielectric omogen, izotrop, liniar (¢=const.), fara polarizatie electrica
permanenta (I_)p =0) si neincarcat cu sarcini electrice

Vlz

(q{%}zO) ca cel —oarecare— din figura 2.23 (in care doi | I
m .

conductori, ,,curenti”, au fost notati literele de indice curent, £ si ;).

Ecuatiile de potential electrostatic

Se definesc, mai intdi, asa-numitii coeficienti de potential
&, prin:
oy, .
a, == qj=0,j,k=1,2,...,n, j*k, M1) Fig. 2.23

Jk
49y
unde g este sarcina electrica cu care este Incdrcat corpul & si Vj reprezinta potentialul electrostatic
la care ajunge corpul j datoritd ,jinfluentei” corpului k. Pentru corpul luat ca referinta, k,

coeficientul ¢,, , numit coeficient de potential propriu, este:

a, =ﬁ:>q/.=0,j=1,2,...,n,k-1,kﬂ;---,n (M2)
9k ‘
Datorita reciprocitatii (considerandu-se, pe rand g, # 0 siapoi g; #0) reiese:
o, =0, Jk=12,..ncu j#k. (M3)

Pentru cd mediul este liniar, se poate aplica teorema superpozitiei cAmpurilor electrostatice
astfel ca potentialul electrostatic ¥}, al unui corp j = 1,2,...,n, este egal cu suma potentialelor Vj
k=1,2,...,n produse ,,pe corpul j=1,2,...,n” de fiecare din celelalte corpuri (dar si inclusiv j) cu
sarcini electrice existente separat:

Z o =12,m. (M4)

Insa, potrivit definitiei (M1), V' &« = 0,4, astfel ca relatia (M4) devine:

V=S gy ) =12 (2.54)
k=1

care reprezinta urmatorul sistem de ecuatii algebrice liniare:
Vi=o, +g,+0,q9, +..+a,g4,

'Vz =0, tq, toyq, +..+Q,,q, (2‘54,)
Vn = a‘nl + ql + (X‘nqu +...t a’nnqn

sau matriceal:
(2.54") V=04,
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unde V este matricea coloand a potentialelor electrostatice ale celor n corpuri conductoare:

|4 q,
- £ g este matricea sarcinilor electrice ale conductorilor: g= 9> | iar a este matricea:
- . 2 : ’
v q,
(x’l 1 a 12 a In
(MS) o= a‘21 a‘.ZZ a‘2n
cx’nl a’nZ a’nn

care este o matrice patratica de tip simetric (deoarece o, =a,;)

Ecuatiile de sarcini electrice

Rezolvindu-se sistemul (2.54) in raport cu sarcinile ¢, g,,...,q,, se obtine o altd forma a

ecuatiilor lui Maxwell referitoare la capacitati si anume ecuatiile pentru determinarea sarcinilor
electrice ale corpurilor conductoare:
(2.55) a=a'V,
unde o' este matricea inversa a matricei o dati de (M5).
Notandu-se:

Bll BIZ Bln
(M6) o' =p= le Bzz an ,
By B - B

ecuatia (2.55) devine:
(255" q=pv,
care este forma matriceald a ecuatiilor lui Maxwell cu privire la sarcinile electrice.
Termenii B,; ai matricei (M6) se calculeaza cu relatia cunoscuta de la Algebra, privind

inversarea matricelor si anume:

deto,
M7 .:_1k+1—kj,
(M7) By = (1) ——

in care deto,; este determinatul minorului din matricea transpusa a lui a (stergandu-se linia £ si
coloana j pe care se gaseste acel element, iar deta este determinantul matricei o din relatia
(M5).

Asa cum rezultd din ecuatia (2.55") elementele matricei B au dimensiuni de capacitate:
Bl=[¢llV]' =[C] de aceea elementele B,, poartd denumirea de coeficienti de capacitate. Ei pot
fi de valoare pozitivd —daca j+k este un numar par, sau negativa— dacé j+k este un numar impar,
ceea ce rezulta din formula (M7). Tot din motive de reciprocitate 3, =f, iar B, (elementele de
pe diagonala matricei f3) sunt intotdeauna pozitive.

Matricea inversi o' = P este foarte usor de programat si calculat cu ajutorul produsului
MATLAB (v. § 2.7.4).
Ecuatia matriceald (2.55") se poate scrie si sub forma unui sistem de n ecuatii algebrice

liniare:
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g, =nY BV, k=12,..n (2.55”)
=
sau:
q, = BIII/I +B12V2 +"'+B111Vn
g, =B, Vi + BV, + 4BV,

qn = BnlI/l + BI'IZVZ +...t+ BnnVn
Intotdeauna coeficientii de capacitate electrostatici B, >0, iar coeficientii

(2.55")

B, <0= k= j — conform relatiei (M7), fiind numiti si coeficienti de influenta electrostatica.

Ecuatiile de capacitate

Reprezinta a treia forma a ecuatiilor lui Maxwell referitoare la capacitatile electrostatice si
se obtine din sistemul (2.55") prin adaugarea lui 0 fiecarei ecuatii in forma unei sume pozitive de

termeni §i exact a aceleeasi sume —insad negative— de aceeasi temeni.
Astfel, daca primei ecuatii a sistemului (2.55) i se adauga 0 (ceea ce nu modifica, in fond,

cu nimic ecuatia) sub forma:
0= ZB V- ZB iV,
j=2 j=2

va rezulta:
=B Vi+BV2+. PV +PrVi+BusVi+ APl =BV =BuVi—.. =Bl

si distribuindu-se convenabil termenii se va obtine:
qg = Bu+Pe+. +PuWVi+Be2-V)+Bu(Vi-V)+..+Bu(Va-V1),
care, cu notatia fB,, +B,, +...+B,, =C,,, V, =V, =V, =U,, (unde V, este potentialul electrostatic
de referintd), V, -V, =U,,,....V, =V, =U,,, B,, =-C,,....3,, =—C,, , ia forma definitiva :
q, =CwlUinw+ CUi+CiuUi+...+ ClUwn . (M8)
Procedandu-se astfel si cu celelalte ecuatii ale sistemului (2.55™), adica:
- ecuatiei a doua adaugandu-i-se si scapandu-i-se termenii:

ZszVz cuj#2

j=1
si ducandu-se apoi la o forma ca (M8),
- ultimei ecuatii adaugandu-i-se §i scazandu-i-se termeni:

n-1
ZanVn cuj#2

Jj=1
si ducandu-se apoi la o forma ca (M8), se obtine sistemul:
q,=CoU,n+ Y. CU, k=12..n, (2.56)

=
ce reprezinta ecuatiile de capacitate ale lui Maxwell, in care:

n—1

C,=> B (k=12,..n), C, =B, =B, =C,, Uo=Vi-Vo 5i Uy=Vi-V;.
j=1

Sistemul (2.56) se poate scrie si dezvoltat, devenind:
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q, = CilUnw+CreUn+CusUns+...+CulUn
q, =C20U20+CaU2+CsUn+...+ C2nU2n
(2.56") q, =C30Us0+ C31Us1+ C2Un2+ ...+ C3nU

qn = CnOUnO + Cnll]nl + CnZUnZ +...+ Cn, n-— ll]n, n-1

In aceasta forma, sistemul (2.56”) exprimd sarcina electricd totald a unui corp conductor
ca sumd a sarcinilor electrice a unor condensatoare fictive care ar fi intre corpurile conductoare
(ca armaturi) si corpul conductor si un conductor situat la
infinit (deci de potential V,=0).

I ! In acest fel sistemul de corpuri din figura 2.23 poate fi

inlocuit, din punctul de vedere al stérii electrostatice, cu sistemul
i de condensatoare din figura 2.24, unde punctul la infinit (de
potential electrostatic V,=0) este considerat pamantul.

In sistemul (2.56°) al ecuatiilor lui Maxwell referitoare la
capacitatile electrostatice (cu corespondent in figura 2.24),
coeficientii de tip capacitate electrostatica au semnificatia:

C,,, k=12,...n — capacitatile partiale fata de pamdant,
= = == e Cy» k. j=12,....,n — capacitafile partiale intre corpurile
conductoare, care satisfac relatiile C,=C, si Cy, >0, asa cum
Fig. 2.24 rezultd din relatiile (M7) si (MS)

2.5.4. Circuite cu condensatoare in regim electrostatic

In multe aplicatii tehnice se intdlnesc sisteme de condensatoare electrice (unele existind ca
atare, sub forma de componente de circuit, iar altele datorandu-se unor conexiuni, unor borne,
unor porti de intrare, fiind considerate elemente parazite etc.) conectate dupd o anumita schema,
sub forma unor circuite, numite circuite cu condensatoare. Daca la anumite perechi de borne de
acces (numite si “porti”) se aplicd —de la niste surse electrice de curent continuu (v. cap.4)—
tensiuni electrice continue (constante in timp), se produce un proces de Incarcare a
condensatoarelor din schema —care este un proces tranzitoriu (v. §8.8.1)— dupa care —daca in
schemd nu se produce nici o modificare si tensiunile la bornele de acces ale circuitului (de
“alimentare”) raman la aceeasi valoare ca cea initiald— circuitul cu condensatoare intrda in regim
electrostatic si el se numeste circuit cu condensatoare electrice in regim electrostatic.

Un astfel de circuit este caracterizat de:

- inexistenta curentilor electrici (nici de conductie si nici de deplasare —v. cap.4), deci i=0 si
J =0 peste tot (adica prin orice suprafata si —respectiv— in orice punct);

- capacitatile electrice ale condensatoarelor sunt constante (invariabile n timp) si nici un
element al circuitului (arméturi de condensatoare si conductoare de legaturd) nu se deplaseaza
(sunt imobile);

- sarcinile electrice ale armaturilor si potentialele lor rimén constante, invariabile in timp
(gr=const. , V;=const., k=1,2,...,n);

- tensiunile electrice continue de la bornele de alimentare (de acces) ale circuitelor isi
pastreaza mereu aceeasi valoare.

Pentru un astfel de circuit cu condensatoare in regim electrostatic se pune problema ca fiind
date: tensiunile electrice constante de la bornele de acces ale circuitului §i capacitatile
electrostatice ale tuturor condensatoarelor electrice, sa se determine sarcinile electrice cu care s-au
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incarcat condensatoarele si tensiunile electrostatice la bornele lor (adica g, si Uy , &=1,2,...,n), in
regim electrostatic permanent. Aceasta este problema de baza, dar —intre datele si rezultatele
cerute de probleme se pot face anumite “transferuri” (ca de pilda fiind date anumite tensiuni la
bornele condensatoarelor electrice si sarcini electrice pe armaturi, sa se stabileasca ce capacitate
electrostatica ar trebui sa aiba condensatoarele pentru ca distributia de tensiuni si sarcini electrice
date sa se poata realiza). Toate aceste variante de probleme sunt posibile cu conditia ca numarul
de necunoscute sa fie egal cu numarul de ecuatii pe care il are modelul de analiza a circuitului cu
condensatoare electrice.

Din punctul de vedere topologic, circuitul cu condensatoare electrice este caracterizat
simultan de:

- numarul n de noduri, un nod fiind acel “loc” al circuitului unde sunt conectate mai multe
armaturi de condensatoare electrice sau/si borne de alimentare (+ sau —);

- numarul / de laturi ale circuitului, o latura fiind portiunea de circuit fard derivatii dintre
doud noduri adiacente, n lungul careia pot fi conectate in serie mai multe condensatoare electrice
sau/si surse de alimentare.

Metodele care descriu regimul electrostatic al unui circuit cu condensatoare se bazeaza pe
aplicarea la noduri a legii conservarii sarcinilor electrice (v. §1.3.9) si in bucle (ochiuri inchise ale
circuitului) a teoremei potentialului electrostatic (v. §2.2.3). La aplicarea lor se va avea in vedere
faptul specific regimului electrostatic §i anume: curentii electrici de conductie fiind de intensitate
nuld, nu se produc caderi de tensiune (v. cap. 8) in conductoarele de legatura si in surse (ale caror
rezistente electrice nu au importantd in regim
electrostatic), iar intensitatea cdmpului electrostatic este . 1o
nula si are IE'dle. I

. o . o, %y

Aplicarea legii conservarii sarcinii electrice la _ i ;
noduri (de fapt printr-o suprafatd inchisa X care trece prin =]
dielectricul celor p condensatoare conectate intr-un nod £,
asa ca in figura 2.25) inseamna:

dg dg dg p ,:
12=-5|z—>0=—5|Z sau E(ql+q2+...+qp)=0 i
si deoarece sarcinile sunt constante in timp, reiese: Fig. 2.25
(g+q2+...+¢).=0 sau fq =0 in Vke(-1), peN, (2.57)
j=1"1J

in care sarcinile electrice au semnul + sau — corespunzator semnului armaturii (bornei)
condensatorului conectata la nodul considerat.

Aplicarea teoremei potentialului electrostatic pe un contur inchis o, alcatuit din r laturi de
retea ce contin condensatoare C; si surse cu tensiune electrici U, la borne —calculatd in lungul
unei curbe prin sursd— ca cel din figura 2.26 (unde A si B sunt doua borne de alimentare, iar £, si
E; sunt doua surse de curent continuu) permite scrierea modelelor:

E-dl=0—> YU, =3U,+YU, =0, r,r,reN
To k=1 k=1 k=1
in care I', este o curba inchisa prin ochiul o (dusa prin dielectricul condensatoarelor — unde este
camp electrostatic, prin interiorul surselor — unde existd conditia de echilibru E.—F; si prin

conductoarele de legiturd — unde E=0), U, este tensiunea la bornele condensatoarelor —dati de
[ Ec -dl =U, Uy este tensiunea la bornele surselor electrice data de E.-di=[E.-di=U T

+o— +—
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este numarul de laturi al ochiului o (» = 4 in figura 2.26), r, este numarul de surse electrice din
ochiul o si 7. este numarul de condensatoare electrice din ochiul o. Deoarece, conform definitiei
(2.47), U = q+/Cy 51 tindndu-se seama de sensul de parcurs al ochiului (indicat in figura 2.26 prin
sageata I', ) si de semnul (polaritatea) bornelor condensatoarelor electrice si surselor, ultima relatie
devine:

(2.58) Zq—"-kZUsk:O, r,r,eN, in Voe(/-n+1).
k=1 Ck k=1

Scriindu-se, pentru un circuit cu condensatoare dat, ecuatia (2.57) pentru n-1 noduri (a n-a
ecuatie, scrisd pentru al n-lea nod fiind o combinatie liniard a celorlalte n-1 ecuatii, nu este deci
distinctd) si ecuatia (2.58) pentru /-(n-1)=[-n+1 ochiuri, se obtine un sistem de / ecuatii algebrice
avand cele / necunoscute sarcinile electrice ale
condensatoarelor din laturi: ¢, , K = 1,2,..., [ (chiar daca
intr-o laturd sunt mai multe condensatoare legate in serie:
c,,C ,;, C,, ..., sarcina condensatoarelor este aceeasi gy

— v. fig. 2.26). Rezolvand sistemul astfel creat, se
determind sarcinile electrice ale condensatoarelor ¢ si
i apoi tensiunea electrostatica de la bornele lor Uy=¢;/C; ,
- problema fiind astfel rezolvata.
LT i i In paragraful 2.7.3 sunt date doud exemple de calcul
a circuitelor cu condensatoare 1n regim electrostatic, dintre
care unul —cu mai multe laturi— are sistemul de ecuatii
) (2.57) si (2.58) rezolvat prin produsul informatic
Fig. 2.26 MATLAB.

2.6. Energia si actiuni ponderomotoare in campul electrostatic

Aceastd tema a fost tratatd la modul general, ca energie a campului electromagnetic, in
paragraful 1.5.3 (“Teorema energiei electromagnetice”) si partial (referitor la fortele in camp
electrostatic) in §2.2.3 (v. subparagraful “Forte de naturd electrostaticd”). In acest subcapitol
revenim cu cateva precizari specifice campului electrostatic.

2.6.1. Energia cAmpului electrostatic

Dupa cum s-a aratat, daca intr-un domeniu de existentd a campului electromagnetic, s-a
produs si stabilizat in timp un camp electrostatic, descris in fiecare punct al domeniului Q de
marimile de stare D si E existente numai in afara corpurilor conductoare —in dielectricul ce le
inconjoara Q/~ Q-Q. (unde €. este multimea punctelor din interiorul tuturor corpurilor
conductoare aflate In Q)— atunci in campul electrostatic s-a “acumulat” o energie electrica data de
(1.1117), adica:

w, = % <VPeQ),

e

Integrandu-se aceastd relatie pentru intreg volumul v, “ocupat” de dielectric (€2,), se va
putea determina energia existentd in intreg domeniul Q al sistemului electrostatic, deoarece in
interiorul corpurilor conductoare campul electrostatic este nul iar corpurile sunt imobile. Va
rezulta:
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W, = j w,idy = j D-E g, . (2.59)
care permite, deci, calculul energiei totale din cdmpul electrostatic €2, lipsit insa de discontinuitati.
In continuare se vor stabili citeva expresii ale energiei din cAmpul electrostatic al unor
cazuri specifice.
Energia din campul electrostatic a/ unui sistem de conductori incarcati cu sarcini
electrice. Sa presupunem ca intr-un mediu dielectric €, omogen, izotrop, liniar (cu permitivitatea

absolutd & constantd, independent de intensitatea locald a cdmpului electric), fard polarizatie
permanentd (P, =0) si fard sarcini electrice (g, [C/m’]=0) se afli n corpuri conductoare

(1,...,k,...,n) care —pentru Inceput— nu sunt incarcate cu sarcini electrice (adicd initial:
G0 =--=q,0 =---9,, =0). S& mai presupunem cad se doreste ca acesti conductori sa se Incarce,

treptat si atat de lent, Incat in permanenta sistemul Q4UQ, (dielectric si conductori) sa se afle in
regim permanent electrostatic. In acest scop se va folosi un corp de proba (punctiform si cu
sarcind electrica pozitivd elementara g.,,=dq) adus din afara sistemului Q,UQ, , adica de la infinit
(unde potentialul electrostatic de referintd este Vy=V.=0). Corpul de proba, printr-un lucru
mecanic L., (prestat de un alt sistem, exterior celui analizat) se va deplasa lent si izoterm (pentru a
se pastra mereu echilibrul electrostatic, adica fard dezvoltare sau transfer de caldurd), aducand
sarcini electrice elementare (dg=q.,) din afara sistemului (de la infinit) pe un traseu oarecare I';
(k~=1,2,..,n) pana la conductorul k£ (k=1,2,..,n) caruia 1i va ceda sarcina sa, incarcand corpul
conductor k£ cu sarcina adusa de el, astfel ca la o anumitd etapa a procesului sarcina electrica a
corpului £ ajunge la o valoare intermediara qy; , cuprinsa intre valoarea initiala (adica zero) si cea
finala (adica Qy), asa cum se arata in figura 2.27.

Deoarece, la o anumita etapad A a acestui proces,
0<gu<Qq, sarcina electricd q; (ce incarca “provizoriu™)
conductorul k£ poate fi exprimata ca o fractiune A (0<A<1) din
sarcina electrica finala cu care va fi incarcat corpul:

g, =M, (el)
si atunci aportul elementar de sarcind electrica se va exprima
prin:

dg(=gq,,)=Q,dr. (e2)

Pe masurd ce corpul conductor £ se va incdrca cu
sarcind electricd, in punctele domeniului Q, deci si de pe
traseul I';, se va produce un cdmp electrostatic cu o valoare Fig. 2.27
“provizorie” E ;. Atunci in “drumurile” sale de la infinit la
corpul &, corpul de proba va fi supus unei forte de natura electrostatica: F = qeE 2,

care este o fortd elementara, deoarece q.,~dg:

dF =E,dg=E,Q,d. <VPelx, k=12,..,n. (€3)

=9

Insa aceastd forta tinde sa “scoatd” corpul de proba din cdmp, Impotriva procesului de
incércare treptatd a conductorului k. De a ceea, este necesar ca —din exterior— sd se actioneze cu o
fortd dF.. care —la limita, in echilibru electrostatic— sa fie egala cu forta electrica, adica:

dﬁcxt = 'dﬁ dfext = _qq)E>b = _Eidq = _EAdey\“ (64)
Acest proces, de incarcare cu sarcini electrice de la 0 la o valoare “definitiva” Qy , se va

executa (treptat si lent, pe traiectorii ['y) pentru toate corpurile, pe rand, adica pentru i=1,2,...,n
pana cand sistemul va ajunge intr-o stare electrostaticd caracterizatd de: Oy, s,...,0 , i V1,
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V,...,Va pe toate corpurile conductoare ale lui Q. , precum si de E(P) si D(P) in toate punctele
lui Q. In aceasta situatie finala, sistemul electrostatic Q,UQ, va “cumula” o energie electrica,

. a1 . . 1l = = A . .
rezidentd in dielectricul Q, cu o densitate de volum ED -E [W/m3 l care provine in totalitate (in

conditiile “speciale” evidentiate mereu pand aici) din lucrul mecanic total L. ce trebuie depus
din exterior pentru a aduce sarcinile electrice de la infinit (din afara sistemului Q,UQ,) in
’pozitiile” pe care le ocupa in €. (adicd pentru a Incarca corpurile conductoare, initial fara sarcini
electrice, cu sarcinile electrice definitive Oy , k&~1,2,...,n).

Considerand, mai intai, unul dintre corpuri (k), pentru ca sarcina electrica a lui, ¢q,,, sa

creasca (spre Oy) cu dg si potentialul electrostatic al corpului conductor sa creasca de la Vy, (spre
Vi) cu dV', prin aducerea corpului de proba electrizat cu g.,,=dq de la o la k pe o traiectorie I'; (v.
fig. 2.27) va trebui efectuat un lucru elementar:

(e5) dL = [dF, -d= [-dgEs-di=0d) [-Es-dl,
Tkioo—k Tkioo—k Tkioo—k

in care simbolul d; reprezintd nu operatorul diferential din Analiza matematica, ci o crestere

elementara a marimii de proces “lucru mecanic”.

Deoarece, conform definitiei potentialului electrostatic (1.38), integrala din expresia (e5)
reprezintd potentialul electrostatic ¥}, (al conductorului k£ in etapa A de Incarcare electricd), deci
deoarece:

(e6) — IEkx-dIZka—VmZch &= V=0,

Thioo—k

atunci relatia (e5) ia forma:

(e7) d,L,,. =dqV, =Q.d\V, = O\, d\L =0V, dA,

ext k

in care potentialul electrostatic al corpului in etapa A de incércare electrici Vi, , care este o
fractiune subunitard A din potentialul electrostatic final ¥ al conductorului k& , poate fi scris si el
sub forma:
(254) ka: XV/{,
ceea ce este In conformitate cu ecuatiile lui Maxwell de potential electrostatic.

Aplicandu-se principiul conservarii energiei (deoarece in discutie sunt numai doud sisteme
izolate de restul, cel electrostatic Q,UQ. impreund cu cel exterior ce “oferd” lucrul mecanic de
incércare cu sarcini electrice a lui Q. ) transformarea considerata fiind reversibild (existand doua

forte contrare dFex i dF . fig. 2.27) si izoterma, acest lucru mecanic elementar (e7) —singurul
efectuat, deoarece corpurile din €. sunt imobile— este egal cu diferentiala exactad a energiei
electrice W, necesara incarcarii corpului conductor de la 0 la sarcina electrica O si potentialul Vj:

(e8) d,L,,, =dWe = OxVikdA.

ext k

Atunci energia pe care o dobandeste campul electrostatic cand este incarcat numai
conductorul £ cu sarcina electricd Qy, la potentialul electrostatic V}, se determind prin integrarea
(de-a lungul intregului proces) a lui d,; dat de (e8). Se obtine:

1 1
(e9) W, =[dW, = [Qyadi=0F, [rdr=0F,
0 0

SIS
~ =207,
| -3

In acelasi mod se va proceda cu fiecare corp conductor in parte (1,2,...,n) dacd ar exista
singur n Q,. Pentru ca €, este un domeniu dielectric liniar (cu & =constant., independent de £,
D,V siq), energia electricdi din campul electrostatic cu n conductoare existente simultan si

incarcate cu sarcinile electrice Oy, Q ,,..., O , , situate la potentialele electrostatice Vi, V o,..., V',
este data de suma:
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1 n
W= 200 (2.60)
k=1

Energia electrica din dielectricul unui condensator. Se determind imediat cu ajutorul
expresiei (2.60) in care n = 2 adica cele doua armaturi (conductoare) ale condensatorului, care in
regim electrostatic sunt incércate cu sarcinile electrice, ;= —¢q,= ¢ si se afld la potentialele
electrostatice V; si V' , (deci la o tensiune electrica U= V; - V' ,). Va rezulta direct din (2.60),
notand energia condensatorului cu W,,:

2
Loy =1a (2.61)
2 2C
deoarece din definitia capacitatii electrostatice (2.47), rezultd ¢ = CU si U = ¢/C.

Conforma ultimei egalitati (2.61), dacd se mentine sarcina electricd de pe armaturi
constantd (de exemplu prin suprimarea bruscad a tensiunii U de la bornele unui condensator
deconectat din circuit), energia electrici a condensatorului W,. va creste daca capacitatea lui
electrostatica C scade (ceea ce s-ar putea realiza daca armaturile pot fi indepartate, cand distanta d
dintre ele creste sau daca armaturile s-ar roti una fata de cealalta, cand suprafata dintre armaturi A
scade, stiind cd la un condensator plan C=¢ A/d). Acest fapt duce la concluzia ca armaturile
condensatorului sunt supuse la forte de atractie, deoarece pentru a le indeparta sau roti a trebuit sa
se depuna un lucru mecanic din exterior.

Energia din cimpul electrostatic in care sunt suprafete de discontinuitate. Sa
presupunem ca intr-un domeniu Q, marginit de X=FrQ, se afla si domenii cu suprafete de
discontinuitate: X, —care inchid un domeniu Q, in care
existd densitate de volum a sarcinii electrice ¢, [C/m’] si
YA— pe care existd o repartitie de suprafati ¢, [C/m’] a
sarcinii electrice (asa ca in figura 2.28).

In acest caz, energia pe care o are campul
electrostatic In €2, se poate calcula cu relatia (2.59), daca
se separa, din Q, domeniul de discontinuitate X, cu niste

suprafete infintezimal vecine cu £, si T, (fig.2.28)

1 1 1
W, =§(q1V1 +q,V,) =561(Vl -V, =561U =

. _ Fig. 2.28
si dacd produsul scalar D-FE din membrul drept al

relatiei (2.59) se inlocuieste cu:
D-E=VV-D-V-(VD) sau
{5 -E =VdivD —div(V D)
relatie care este prezentatd in § 9.1.2, relatiile (9.29’) si (9.29°") —in care se face inlocuirea de
variabile =V si E =D, rezultand ca termenul din (9.29”) Egrad ¢ devine DgradV =-DE
(deoarece gradV =-E).

(e10)

Tinandu-se seama de (e10) si cele aratate in figura 2.28, relatia (2.59) devine:

W= J%[Vdivﬁ_div(VB)]d ! | Vdivﬁdv—% [ div(rD)dv, (ell)

eQ - E
Va Va Va

unde vq este volumul Intregului domeniu Q (v. fig. 2.28) si v,, este volumul inchis de suprafata
de discontinuitate .X4 .

In ultima egalitate a relatiei (e11) se pot face inlocuirile:

- avandu-se in vedere forma locald a fluxului electric (2.12) si anume divD =g, prima
integrala relativd la vg se Inlocuieste cu integrala de volum relativi numai la domeniile unde
q, #0, adica la Q, (v. fig. 2.28), devenind:
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(e12) 1 j VdivDdv = - .[qudv ;
2 ¥, 2a
- avand in vedere formula lui Gauss-Ostrogradski (9.20), potrivit careia integrala de volum
a divergentei unui vector (care este densitatea de volum a fluxului) este egald cu fluxul prin
suprafata inchisa ce delimiteazi volumul a vectorului considerat (aici VD ), ultima integrald a
egalitatii (el1) devine:

Lo (= 1 —
~— [div(y D)dv=-—[r'D-d4 .
2 2

Pentru cd la suprafetele de discontinuitate X5, componenta normald a inductiei electrice se
conserva in cele doud medii (cu & # £”), adicdi D, =D, la I,, suprafata de discontinuitate £, a

fost infinitezimal Tnvaluitd de cele doud suprafete £’ (in mediul cu €’) si £”4 (in mediul cu &),
asa ca in figura 2.28, astfel ca integrala (e 13) devine:

—gJ@-dZ:—%jVB -@z—%[J.ZKE'-Z'dA+J.EljD_”-Z”dA}=

¥, 42 =25,

= —% V2D, d4 = —% J;E/DndA = —% [ Vq,D,dA

deoarece: dA'=n'd4 si dA"=n"d4 ; n'= —;"; (B’—lT")-Z’z D'n'-D'"'n'=D'n'-D' '-(—n_") =
=D'n'-D"n"'=D +D =2D, pentrucdi D =D (componentele normale la ¥, ale vectorului
inductiei electrice se conserva) si —conform expresiei (2.38’)— pe suprafetele cu densitate de
suprafatd q 4 [C/m?] a sarcinii electrice D =gq,.

Cu 1inlocuirile (e12), (el3) si apoi (el4), expresia (ell) a energiei electrice din campul
electrostatic {2 capata urmatoarea forma finala:

1 1 1
(2.62) W, =2 L,, v, dv+- LA Vg ,dA - EfszDndA ,

unde semnul minus al ultimei integrale se explicd prin aceea ca normala 7 la frontiera X a
domeniului Q este spre exterior (v. fig.2.28).
In cazul general cand in sistemul electrostatic existd toate situatiile posibile (conductori

incdrcati cu sarcini electrice, domenii Q , cu densitati ale sarcinii electrice de volum ¢, , suprafete

2, cu densitate de suprafatd a sarcinii electrice g, si frontiera X~ = FrQ) este sub potential V; cu

componenta normald D, a inductiei electrice), energia electrica totala acumulata in sistemul
electrostatic este (In sistemele liniare ce admit superpozitia):

1 1 1 1
(2.63) W, = E;Qka + ELA v, dd+ ELV Vg dv - Ei V,D,dA.

2.6.2. Actiuni ponderomotoare in cimpul electrostatic

Prin actiuni ponderomotoare se denumesc —la modul generic— toate efectele mecanice pe
care le exercitd un camp electrostatic asupra corpurilor incdrcate cu sarcini electrice sau/si
polarizate electric permanent care se gasesc in camp si care sunt imobilizate astfel incat, prin
reactiunile din elementele de fixare, si fie echilibrate actiunile ponderomotoare, de sorginte
electrica, impiedicand corpurile sa se deplaseze si mentindndu-se, prin aceasta, starea de echilibru
electrostatic a Intregului sistem.
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In particular aceste actiuni ponderomotoare constau in forte mecanice sau/si momente
mecanice care —in Mecanicd— mai poartd denumirea comuna de forte generalizate.

Coordonate si forte generalizate. Fortele care se exercitd asupra corpurilor aflate intr-un
camp electric nu se pot calcula decat arareori cu ajutorul formulei lui Coulomb —v. expresia
(2.21)- deoarece ea este valabild in cazul cu totul particular al unor corpuri punctiforme situate
intr-un mediu dielectric uniform, sau —in cazul utilizarii formulelor (2.30)- este necesara
cunoasterea repartitiei locale a sarcinilor electrice in fiecare punct P , prin ¢(P) [in C/m’] in
VP e Q, ceea ce —practic— se Intdmpla foarte rar.

De aceea, s-au stabilit metode practice de calcul a actiunilor ponderomotoare in campul
electrostatic prin intermediul lucrului mecanic ce s-ar efectua la o deplasare ipotetica oarecare a
corpurilor asupra carora se exercitd actiunile mecanice. Aceste metode folosesc notiunile de
“coordonata generalizatd” si de “forta generalizatd” cunoscute din Mecanica.

Atunci cand structura geometricd a unui sistem de corpuri se poate caracteriza complet cu
ajutorul unui numar determinat de variabile scalare liniar independente, aceste variabile se numesc
coordonate generalizate —considerate ca parametri de pozitie— ale sistemului, numaérul lor
numindu-se numarul gradelor de libertate ale sistemului de corpuri. Astfel, coordonatele
generalizate pot fi: distante (asa cum sunt coordonatele carteziene x,y,z, ale punctelor sistemului),
unghiuri de rotatie (in jurul unui ax fix), ariile unor suprafete variabile, volume, retele de
discretizare, elemente finite etc. Toate acestea, sub denumirea de coordonate generalizate vor fi
notate —generic— cu litera x.

In cazurile in care configuratia geometrici a unui sistem de corpuri are o variatie
infinitezimala, coordonatele generalizate capatd variatii elementare notate cu dx, iar fortele
(actiunile ponderomotoare) care exercitindu-se asupra sistemului de corpuri au dus la variatia
configuratiei lor geometrice realizeaza un lucru mecanic elementar d, L care dacd a variat numai

o singura coordonata generalizata, se exprima prin:
d,.L = Xdx, (F1)

unde marimea scalard notatd cu X, ce reprezintd coeficientul variatiei coordonatei generalizate
pentru a exprima egalitatea cu variatia lucrului mecanic elementar se numeste — la modul generic
— forta generalizata , desi nu este intotdeauna chiar efectiv o forta. Astfel: daca x este o deplasare,
atunci X este componenta unei forte propriu-zise in lungul deplasarii x; daca x reprezintd un unghi
de rotatie, atunci X este momentul fortelor (in raport cu axa de rotatie) care au produs rotatia
corpului cu unghiul x; daca x este o arie, atunci X reprezintd o tensiune (mecanicd) superficiala;
daca x este un volum, atunci X reprezinta o presiune etc.

Revenind la un sistem electrostatic format din # corpuri conductoare incarcate cu sarcini
electrice, in care unul dintre corpuri (care poate sa fie si un dielectric) notat cu ¢ (fig. 2.29) se
deplaseaza astfel incat o singurd coordonata generalizatd de a
sa variaza cu dx, asupra lui Inseamna ca s-a exercitat —de catre
campul electric— o forta generalizata X de naturd electrica, asa
cum se arata in figura 2.29.

Presupunéandu-se ci variatiile sarcinilor electrice (care
se pot produce in acest caz) cat si micile deplasari ale corpului ‘
¢, sunt suficient de mici si de lente incat starea de echilibru v !
electrostatic a sistemului din figura 2.29 sid se mentind in
permanentda, atunci —conform principiului conservarii
energiei— ecuatia de bilant energetic aratd ca lucrul mecanic
elementar, efectuat de sursele de energie exterioare, va
asigura toate variatiile elementare, dg, ale sarcinii electrice a
corpurilor din sistem, care vor duce atat la cresterea
(elementara) dW, a energiei campului electric cat si la
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efectuarea lucrului mecanic Xdx (de forta electricd X ce modificad pozitia corpului ¢ cu dx -v. fig.
2.29 ). Deoarece lucrul mecanic (elementar) produs de sursele de energie exterioard se determina
cu relatia (e7), prima egalitate a acestei relatii devine (pentru toate corpurile din sistem):

(F2) dTLext = z I/kdq
k=1
si atunci ecuatia de bilant energetic (elementar) pentru un sistem ca cel din figura 2.29 devine:

(F3) d,L,, =dW,+Xdx — > V,d, =dW, + Xdx.
k=1

ext

Teoremele fortelor generalizate in electrostatica. Se deduc din relatia de bilant energetic
(F3), in care se considera doua cazuri posibile (de interes practic):

1° sarcinile electrice ale celor n corpuri raman constante atunci cand se exercita forta
generalizatd X, adica g,=const., g,=const.,..., g,=const. ceea ce implica dg=0, astfel ca relatia (F3)
devine:

(F4) 0 = dW; g=const. + de sau de = _dW; g=const.?
de unde rezulta:
ow.
2.64 X=-"e| |
( ) ax g=const.

ceea ce Insemna ca lucrul mecanic efectuat de fortele electrice X din camp pentru deplasarea unui
corp cu dx (Xdx>0) se efectueaza pe seama energiei campului electric, care atunci va scadea cu
dW,.<0, conform ecuatiei de bilant energetic (F4). Aceasta se explicd prin faptul cd dqg=0 inseamna
ca sursele de energie exterioare sunt deconectate si atunci orice “cheltuiald” de lucru mecanic (ca,
de exemplu, Xdx) se face pe seama energiei proprii a cAmpului electric (prin variatia ei partiala,
dupa directia x). Modelul (2.64) este o prima forma a teoremei fortelor generalizate Tn camp
electrostatic;

2° in procesul de variatie a configuratiei sistemului (v. fig. 2.29) potentialele electrostatice
ale tuturor corpurilor se mentin constante (V,=const. &=1,2,...,n), cea ce —practic— se intdmpla
atunci cand toate cele n corpuri sunt conectate la surse electrice exterioare cu tensiune constanta la
borne, care transmit sistemului de corpuri sarcinile electrice suplimentare dgy (k=1,2,...,n), astfel
ca ecuatia de bilant (F3) devine:

(F5) D Vidg, =dw,
k=1

In acest fel, daca Vi=const. (k=1,2.,...,n), mediul dielectric este liniar (& =const.) si sarcina
electricd ce incarcd corpurile, In procesul elementar, sunt Qx=dgy (k=1,2,...,n) relatia (2.60)
devine:

1 n
(F6) Wo=22 000 - dw,
k=1

e

V=const. + de

1 n
V=const. — 5 z deqk ’
k=1
care introdusa in ecuatia de bilant (F5) conduce la:
n 1 n
D Vg, == V,dgx + Xdx,
k=1 2 k=1
de unde rezulta, tindndu-se seama de egalitatea (F6):
n 1 n 1 n
de = Z deQk - _z Vk qu =7 Z Vdgk = dWe V=const.>
k=1 2 k=1 2 k=1
astfel ca:

x =2
ox

(2.65)

V=const.>
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ce constituie o a doua forma a teoremei fortelor generalizate in camp electrostatic, care este
complet echivalentd cu prima forma (2.64), adica dau intotdeauna acelasi rezultat in determinarea
fortei generalizate X.

Forta de atractie dintre armaturile unui condensator. Dupd cum s-a mai aratat, energia
unui condensator Incdrcat este datd de una dintre relatiile (2.61), astfel cd prima metoda de calcul
a fortei —prin folosirea teoremei (2.64)— conduce la :

2 2
x=- Wy Z_E(M_J z_iqz(_id_cj_q_d_q (2.66)
. ax g=const.

Ox 2C 2 C* dx ) 2C° dx

Aplicandu-se forma a doua (2.65) a teoremei fortelor generalizate, rezulta:

_ 2
% Y const :_i MC :i(lU2cj :le d_C (266‘)
ax N ax 2 V=const. ax 2 U=const. 2 dx

Dupa cum se constanta, relatiile (2.66) si (2.66") sunt identice, deoarece g=CU.

In cazul unui condensator plan (fig. 2.30, in care s-a reprezentat armdtura / ca fiind fixata,
iar armatura 2 ca fiind posibil sa se deplaseze dupa axa x normala pe suprafata armaturii) rezultd —
stiindu-se cd C=gA4/x si aplicandu-se formula (2.66):

2 2
F:q—i(aéJz—q—%, (2.67)
2C dx\ x 2C x°

Ceea ce aratd (prin semnul -, fatd de sensul pozitiv ales pentru axa x — v. fig. 2.30) cé forta
F este o forta de atractie Intre armaturile condensatorului.

Acelasi rezultat se obtine si cu formula (2.66°):

F :lUZ i(8£) :_lUZ ﬁ,

X=-

2 dx\ x 2 x’
deoarece q*/C*=U".

Fig. 2.30 Fig. 2.31
Daca printr-un sistem de reactie (de exemplu un arc spinal) se echilibreazd forta F de
atractia a armaturilor, ' + F, =0 (unde F'=K,x este forta ce se exercita in arcul spinal atunci cand
el este deformat cu sdgeata x, egala cu deplasarea armaturii mobile), rezulta:
2
= = = = €A 1,..,¢€4
F+F =0 >F=-F >4 =K xsau —U’—-=Kx,
2C" x 2 x
ceea ce Inseamna cd fiind datd constanta arcului spinal K, se pot determina, prin masurarea
deplasarii x , tensiunea la bornele condensatorului.

_ 23
U=K, = =K,x",
eA
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3 2 42 3
q=\/K,.Cz); =\/Kr ¢ 124 2); =,2K, e AX = Kux'"?,

x° €
unde K este constanta aparatului conceput ca voltmetru electrostatic (ce va avea o scard
neliniard) si K, este constanta aparatului conceput sd masoare sarcinile electrice (numit
electrometru), care va avea o scara de asemenea neliniara.

Daca intre placile plane ale unui condensator cu dielectric aerul (cu g, = &) se introduce
partial o lamela din dielectric (fig. 2.31) se va constata ca dielectricul este atras intre placi cu o
fortd F’ constantd, independenta de pozitia lamei dielectrice.

Intr-adevar, capacitatea echivalenti a condensa-torului din fig. 2.31 este:

bx

C: Caer + Cdielectric :80@4_ 8;:80 %(CI - X+ 8rx)9

Astfel ca forta pe directia x, calculatd cu formula (2.66") este:
_ OWee 1.,dC 1 b

1
F=—|,...., ==U'—==U’,—(¢, -1)==U"
ax U=const. 2 dx 2 Od( r ) 2

b

_80X97
a

unde y,6 =¢, —1 este susceptivitatea electrica a dielectricului — v. relatia (1.75).

2.6.3. Model variational al campului elctrostatic

Problemele de analizd a campului electrostatic la nivel macroscopic admit —pe langa
formularea diferentiala (ardtatd in subcapitolele 2.1...2.5)— si o formulare variationala echiva-
lentd. Constructia modelului variational de cAmp presupune stabilirea unui principiu variational
(de tip Lagrange sau Hamilton) capabil sa furnizeze, din conditia de stationaritate a unei
functionale adecvate, ecuatiile de bazd ale campului electrostatic in domenii materiale. In
lucrarea: Mindru, Gh., Radulescu, M.M., 1986, “Analiza numerica a cdmpului electromagnetic”,
Editura DACIA, Cluj-Napoca se dezvolta formalismul variational lagrangean asociat potentialului
electric, care se considerd ca prezinta avantajul unui puternic suport fizic si intuitiv conferit de
utilizarea functionalelor naturale de energie.

Notandu-se cu x; variabilele independente ( in care se poate include si variabila timp) ce
definesc un sistem fizic si cu 4; variabilele dependente, principiul variational al actiunii
Stationare postuleazd existenta unei functionale de tip integral ( extinsd asupra unui domeniu
arbitrar al spatiului variabilelor independente, de element dQ ):

(Vl) Ac:J.QLg(xk97\‘j7)\'jk)dQ7

numitd actiune, care poseda o valoare stationara (sau un extrem) corespunzator evolutiei reale a
sistemului considerat. Integrantul Lg se numeste lagrangean si reprezinta o functie scalard de
stare a sistemului fizic respectiv, determinata de variabilele independente x; , cele dependente A; si
derivatele partiale de ordinul inti Ay =0\, /Ox; . Desi ca simpla functie de calcul, lagrangeanul nu
are o semnificatie fizica evidentd, el constitue —in fond— pentru orice sistem (in general neliniar)
diferenta dintre un termen de natura densitatii de volum a coenergiei cinetice si un altul de tipul
densitatii de volum a energiei potentiale, adica:
(V2) Lg=w.—w,.

Deoarece conditia necesara de stationaritate a functionalei de tip integral (V1) consta in
anularea primei sale variatii —notata aici cu d; (v. Matematicd — Calcul variational), rezulta
urmatorul model pentru principiul variational al actiunii stationare:

d de=d, [ La(x,, 2, 2,)dQ=0. (V3)
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In Calculul variational (v. Matematica) se demonstreazi ca din conditia (V3) se obtin —sub
denumirea “ecuatiile Fuler-Lagrange” atagate functionalei (V1)— tocmai ecuatiile de evolutie ale
sistemului fizic considerat.

Astfel, aplicandu-se principiul variational al actiunii stationare sistemului fizic constituit
din corpuri oarecari plasate Intr-un camp electromagnetic, integrala de actiune Ac —datd de
definitia (V1) trebuie sa contina trei termeni aditivi:

- primul termen este referitor la proprietatile de material ale corpurilor in absenta campului
(dar aici el se omite deoarece nu intervine in calculul propriu-zis al campului electromagnetic);

- al doilea termen caracterizeaza campul electromagnetic liber (exterior, in lipsa corpurilor);

- al treilea termen este cel care trebuie sa caracterizeze (sa defineasca) interactiunea dintre
corpuri si campul electromagnetic.

Prin urmare, pentru sistemele electromagnetice, integrala de actiune apare sub forma unei
functionale de tip energetic (scrisd pentru functii de punct si de timp si extinsd asupra unui
domeniu Q arbitrar spatial-temporar, de element d€2):

Ac = Ac, + Ac, = L (Lg, +Lg )dQ = L {(Tb -dE - TE-E) +(J-A-qV)}dQ, (2.67)

unde s-au evidentiat lagrangeenii Lgy, al campului electromagnetic liber si Lg, al sistemului
corpurie>camp. In ultima expresie din (2.67), 4 este asa-numitul potential magnetic vector (v.
cap. 5), definit de rotd=B si div4=0. Toti termenii acestei expresii au dimensiunea [W].[L]> sau
in unitati de masura si [Ws][m]” .

Tratarea variationald a unei probleme concrete de analizd a campului electromagnetic
presupune, mai intdi, particularizarea integralei de actiune (2.67) corespunzator sistemului fizic
dat (regimul campului, mediul din cAmp etc.). Apoi, functionala energetica trebuie sa incorporeze
conditiile de unicitate a determinarii cAmpului electromagnetic in regimul dat. in final, functia de
potential care realizeaza valoarea stationara a functionalei in conditiile de unicitate asociate,
reprezinta solutia problemei de analiza a campului electromagnetic.

Functionala energetica asociata cimpului electrostatic

Modelul variational al campului electrostatic se obtine prin particularizarea functionalei
(2.67) —general valabild pentru orice cAmp electromagnetic— corespunzator regimului electrostatic
si supusd conditiilor de unicitate a determindrii cdmpului electrostatic, relativ la modelele
diferentiale de camp electrostatic (in care E, dB si A lipsesc).

Atunci, modelul variational al campului electrostatic rezultd din determinarea unei functii
de potential scalar V' (adica potentialul electrostatic), notata cu F(V) si care realizeaza valoarea
stationard a functionalei energetice asociate campului electrostatic, satisficand conditiile
corespunzatoare de unicitate la limita.

O astfel de functionala este functionala energeticd pentru campul electrostatic in medii

oarecare Q=3 U Q (£ =FrQ) si anume:
E— —_—

(2.68) FO)=[ ([ D-dE)~q)lv+ [ fiVdd~| g, Va4,
0

in care: vq este volumul domeniului Q (inchis de frontira sa £ ), f, =D -nz, (cu nz, — versorul

normalei la XycX=FrQ) este conditia pe frontiera de tip Neumann (v. § 2.2.3), B-Zzw =D,,
fiind componenta normald a inductiei electrice (datd pe XycX), Xy reprezintd (in cazul unor
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conditii mixte pe frontierd) portiunea frontierei ¥ a domeniului de camp Q pe care se prescrie
conditia de tip Neumann — v.(2.3.4), X, defineste o eventuald suprafata de discontinuitate din Q
(Z.cQ), incircata cu densitatea superficiald de sarcina electricd ¢z [C/m?] in puncte PeX,. Toate
cele trei integrale din functionala energetica (2.68) au dimensiunea de energie.

Prin explicitarea conditiilor de material D= f(F), se obtin formele specifice ale

functionalei energetice de stationarizat (2.68) asociatd campului electrostatic, aga cum se arata in
continuare.

Medii fixe, neliniare, anizotrope, neomogene si polarizate permanent

In acest caz, in lipsa campului electric imprimat ecuatia de material D= f (E) are forma

de punct D(r) e(E, r)E(r)+P (r) —in care r este raza vectoare corespunzatoare punctului

consi-derat, E (r) este intensitatea locald a cAmpului electrostatic, Pp (r) este polarizatia electrica

permanenté din acelasi punct si € este tensorul simetric de ordinul doi in spatiul euclidian

functionala energetica (2.68) sd ia forrna.
E-_ ___ _ _  _ -
(2.68")  F()=| A[[e(E,r)E()+P,(N]-dE—qVydv+ [ fo(rWdd~] gy Va4,
Q 0 N d

in care:
£ (r) =[~&(E,r)gradV (r) + P, ()] - ns, <VreX, cL=FrQ.

Medii fixe, uniforme, liniare si fara polarizatie electrica permanenta

Corespunzator mediilor de camp electrostatic, liniare, izotrope, omogene, lipsite de
polarizatie electricd permanenta (I_Dp =0) si fard cAmp electric imprimat (£,=0), permitivitatea
absoluta este o constantd scalara . De aceea, functionala energetica de stationarizat (2.68) —sau
(2.68°)— se simplifica, luand forma:

(2.687) F(V)= J' (§|gradV|2 —q.V)dv - L O

VdA,
ns,
deoarece 1n acest caz al domeniului dielectric uniform:
- suprafetele de discontinuitate X, lipsesc,
- energia electrica elementara

D- dE—lB Ezlsf E:l E’ :—s|gradV| —in Ws/m’;
2 2 2
—f,=D-ns, =D, =eE, =¢ ..
al’lz,,

Dacé mediul nu ar fi liniar in sisternul de calcul ar trebui introdusﬁ prin scanare, curba de

Rezolvarea numerica a problemelor de camp electrostatic
prin utilizarea modelului variational
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In acest scop se utilizeazd un sistem de calcul automat (de tip IBM — PC), un algoritm
numeric bazat pe metoda elementului finit — MEF (v. § 9.2.4) si un pachet de programe de firma
specializat, cum ar fi —de exemplu— produsul ANSIS EMAG (v. § 9.3.2).

In principiu algoritmul MEF care utilizeaza modelul variational al cAmpului electrostatic
consta in :

- se discretizeazd domeniul de cAmp Q — plan 2D (intr-un plan de simetrie posibil), in m
elemente finite, fiecare continand p noduri (de obicei triunghiular de ordin I). Functia de potential
V (acum V,, ) se aproximeaza la nivelul fiecarui element prin:

4
Ve=) NV =NV
i=l1
unde matricea coloana V* are p componente V*;, reprezentand valorile nodale necunoscute ale
functiei de potential, iar N° este o matrice linie p —dimensionala, ale carei componente sunt functii
de forma N; ( corespunzatoare elementului finit de ordin I-v. § 9.2.4);
- in aceste conditii functioala (2.68) se inlocuieste prin suma:

m

F(V)= ZFE(VE)

- stationarizarea acestei functii conduce —conform procedurilor MEF- la sistemul algebric:

OF SO o izin, (MEF)

oV, “ovy

unde F'¢ reprezintd aproximarea functionalei energetice elementale, adica o functie de valori

nodale V°,i =G; in care indexarile globala (i=1,_n) si locala (iIG) corespund intre ele —
relativ la modul curent i (cu V=V7);
- se rezolva sistemul algebric de ecuatii (MEF).

Sistemul (MEF) —a carui rezolvare furnizeaza valorile nodale V; ,i=1,_n, ale solutiei
aproximative de potential pentru problema de analiza a cAmpului electrostatic 2D— se expliciteaza

corespunzator formei elementelor finite si gradului poligonului de interpolare.
In prezent, se rezolva cu aceeasi usurinta ca in 2D, si problemele 3D prin MEF.

2.7. Aplicatii

In cadrul acestui subcapitol vor fi prezentate citeva exemple de aplicatii tipice pentru
regimul electrostatic, care vor fixa mai bine notiunile prezentate pand aici §i vor ardta cum se
poate folosi tehnica de calcul automat si unii algoritmi numerici la rezolvarea problemelor de
camp electrostatic.

2.7.1. Reprezentarea campului electrostatic

Ne referim aici la reprezentarea graficd —prin asa numitul spectru de camp (v.§ 1.3.1,,
subparagraful ,,Linii de camp electric” si § 9.1.2.), formate din liniile de camp si in 2D de liniile
echipotentiale— a campului electrostatic. Spectrul de cadmp este nu numai o reprezentare grafica
intuitiva ci §i una cantitativa, daca liniile de cadmp (ca ax al tuburilor de flux electric unitar, de 1
C) si liniile echipotentiale (ca trasee ale caror puncte au acelasi potential electrostatic, in V) sunt
trasate cu precizia datd de un sistem de calcul automat si se utilizeaza o cuantificare (tarare), cu
AY si AV, minutios alese si cu un numar de puncte discrete convenabil.
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Vor fi prezentate aici, mai mult pentru indicarea metodei de calcul asistat, numai doua

exemple.

Fig. 2.32
tq
Eky = 2 2
e x, +;
tq
By = oo

4ne x, +y,
deoarece, conform relatiei (2,18°):

Aplicatia 2.1. Spectrul campului produs de doua
corpuri punctiforme, incdrcate cu sarcini electrice identice
(mai ntai de semne contrari §i apoi ambele negative), se
determina, in plan, raportand cele doua puncte, reprezentand
corpurile punctiforme, la un sistem de axe cartezian in plan,
asa ca In figura 2.32.

Intensitatea campului electrostatic intr-un punct
PexOy: E = E, + E, se va calcula cu ajutorul teoremei lui

Coulomb (2.18”) sub forma valorii absolute:
E=\(E, +E,) +(E, +E, ),

in care proiectiile pe axele Ox si Oy intensitatilor cAmpurilor

electrostatice: EIX,EZX,Ely si Ezy se calculeaza cu:
+ 1 x tqg x .
cosa, =—q-—2-—"=—q-—’3‘, k=12 si
Ane 1, 1,  4me 7
t 1 t
Slnak:_q._z.&__q.y_;‘, k 1’2 ,

=Y

X, .
E =—1-— rl=x+y], cosa, ==~ sisina, =%, k=12.

" Ty

Pentru orice punct P = (x, y) din planul xOy, razele vectoare 7, si 7, vor avea valorile

i = Jx +y7 i r, = A+,

absolute:

unde:

x—-X=>x>X

A= X-x=>0<x< X,

X+(-1x=x<0

in care X este distanta dintre corpurile punctiforme (v. fig. 2.32).
Atunci valoarea absoluta a intensitatii cAmpului electrostatic —v. fig. 2.32— va fi (in cazul

9=9, =-4,):

Floy)= { :

- pentru x> X :
2 P 1/2
_ X . y_ y .
4me (xz +y2)3/2 [(x—X)2 +y2]3/2 (xz +y2)3/2 [(x—X)2 +y2]3/2
-pentru 0<x< X:
P 1/2

4me

Bloy)=— { :

-pentru x<0:

o] o]
(x2 +y2)3/2 [(X_x)z +yz]s/z (x2 +y2)3/2 [(X—x)2 +yz]s/z
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X X
- +

2, 2)°? X+ (D) L2
E(x,y)=ﬁ (x y) [( +( )x) +y] 2
Yy Y

(x2 +y2)3/2 [(X+(—1)X)2 +y2]3/2

Trecerea de la un punct P = (x,y) la altul P = (x + kox, y + kf)y), k=12,..., se face cu

Ox si Oy — pasi incrementali de variatie a coordonatelor, ce se aleg initial in functie de acuratetea

dorita pentru reprezentarea spectrului.
Dacéd g = —q, = —¢q, (ambele sarcini negative), se folosesc tot relatiile precedente, in care se

inlocuieste ¢ cu — g, iar minusul dintre termenii parantezelor [ ]2 se Inlocuieste, peste tot, cu +.
Programul MATLAB pentru calculul asistat al lui E(P)=E(x,y) este listat si prezentat in
continuare, cu toate comentariile necesare pentru alegerea datelor (¢, &, X, 0x,0y si domeniile de

variatie ale lui x §i y: xe{-y,,y}), folosirea lui §i reprezentarea punctelor liniilor de cAmp.

clear

% % % % % %o % %o % Yo % %o %o %o %o %o Yo %o %o %o %o %o % %o %o Yo %o %o %o Yo %o %o %o %o %o % %o %o %o %o %o %o Y% % % %o % Yo
% PROGRAMUL MATLAB PENTRU CALCULUL ASISTAT AL MODULULUI INTENSITATI %
% CAMPULUI ELECTRIC E(P)=E(x,y) DETERMINAT DE DOUA CORPURI PUNCTIFORME %
% INCARCATE CU SARCINI ELECTRICE %
% % % % % %o % %o % Yo % %o %o %o %o %o Yo %o %o %o %o %o % %o %o Yo %o %o %o Yo %o %o %o %o %o %o %o %o %o Yo %o %o Y% % % %o % Yo

% Notatii date:

% q:modulul sarcinii electrice [C]

% eps:permitivitatea vidului [F/m]

% xs,xd:limitele stanga si dreapta ale domeniului de calcul pe axa Ox [m]
% yj,ys:limitele jos si sus ale domeniului de calcul pe axa Oy [m]

% dx,dy:pasii incrementali de variatie a coordonatelor x si y [m]

% X:coordonata punctului cu sarcina g2 pe Ox [m]

% Sarcina q1 se afla in punctul de coordonate (0,0)

% Sarcina g2 se afla in punctul de coordonate (X,0)

% Se aleg urmatoarele valori numerice (cu exemplul q1=q si g2=-q):
g=1/(9*1019);

eps=1/(4*pi*9*10"9);

xs=-5;

xd=15;

dx=0.2;

yj=-6;

ys=6;

dy=0.2;

X=10;

% Notatii rezultate:
% E:modulul intensitatii campului electric
% Emin,Emax:valoarea mimima si maxima a lui E

% Se calculeaza E(x,y)

[x,y]=meshgrid (xs:dx:xd,yj:dy:ys);
E=(q/(4*pi*eps))*((x./(x.22+y.22).A(3/2)+(X-X)./((X-X). 2+y.72).N(3/2)).A2+...
(y./(x.A2+y.r2).M3/2)-y./((X-x).A2+y.A2).7(3/2)).72).71/2);

Emin=E(1,1);

Emax=E(-yj/dy,-xs/dx+1);

% Se prezinta grafic tridimensional dependenta modulului intensitatii campului
%electric E de valorile coordonatelor x si y

mesh(x,y,E)
axis([xs xd yj ys Emin Emax])
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title ('Graficul E(x,y)pentru g1=+q si g2= -q')
xlabel (‘axa x [m]')

ylabel ('axa y [m]')

zlabel ('intensitatea E [V/m]')

pause

% Se prezinta grafic in planul xOy curbele caracterizate de aceeasi valoare
%a lui E

contour(x,y,E,5)

axis([xs xd yj ys])

axis('equal')

title (‘Graficul curbelor cu E(x,y)=const. pentru q1=+q si q2= -q')
xlabel (‘axa x [m]')

ylabel ('axa y [m]')

pause

% Pentru o buna vizualizare si in zonele unde variatiile intensitatii sunt
%foarte mici se prezinta cele doua grafice pentru valori mai mici de 1%
%din Emax.

% Se renoteaza:

% EE:modulul intensitatii campului electric

% EEmin,EEmax:valoarea mimima si maxima a lui EE

EEmin=Emin;
EEmax=Emax/100;
for i=1:((ys-yj)/dy)+1
for j=1:((xd-xs)/dx)+1
if E(i,j)>EEmax
EE(i,j)=EEmax;
else
EE(i.j)=E(i.j);
end
end
end

mesh(x,y,EE)

axis([xs xd yj ys EEmin EEmax])

title ('Graficul EE(x,y)pentru q1=+q si 2= -q')
xlabel (‘axa x [m]')

ylabel (‘axa y [m]')

zlabel ('intensitatea EE [V/m]')

pause

C=contour(x,y,EE,6);

clabel (C);

axis(‘'equal’)

axis([xs xd yj ys])

title (‘Graficul curbelor cu EE(x,y)=const. pentru g1=+q si q2= -q')
xlabel ('axa x [m]')

ylabel ('axa y [m]')

Pentru trasarea liniilor de camp se foloseste relatia £ = —gradV , care arati ca liniile de

camp sunt perpendiculare pe suprafetele (in plan, pe liniile) echipotentiale si se calculeazd —mai
intdi— §i apoi se traseaza liniile echipotentiale (asa cum se aratdi mai jos). Pe fiecare linie

echipotentiald 7, = V(x,,y, )= const. se alege un punct (x,,y, ) si se determina distanta d Lea de

la punctul (x,,y,) la mai multe puncte oarecari (x,{ﬂ, y,{ﬂ) situate pe linia echipotentiald vecina
Vi = V(xM, Vin ) , se ia minimul acestei distante dupa j, adica:

mind’/ . =min (xj —X )2+(j - )2
My e = T kok+1 k Yiks1 = Vi

si punctul x/,.,,v/,.,, pentru care d/,, =min este distanta cea mai micd (deci si perpendiculard

pe ambele linii de camp &,k +1, k£ =1,2,..., fiind astfel portiunea de linie de camp intre cele doua
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puncte. Atunci se traseaza si se trece la alte puncte, Intai pe linia &, apoi pe k+1 (fatd de &k +2) etc.
pana se traseaza, cu incrementele dorite, toate liniile de camp.

Calculul potentialelor electrostatice in diversele puncte ale planului xOy, adicd a lui
V(P) = V(x, y) se face cu formula Iui Coulomb (2.20) si aplicarea teoremei superpozitiei (pentru

n= 2 corpuri punctiforme) scalarilor ¥, (x,y) si ¥, (x,y):

L tg &1 1 1 11
i) =Sy =—4Ly_-4.__ 9 __1 .[___J.
k=1

4ne ‘Tr, 4me 1, 4me r, 4me \r, 71,

Astfel in cazul ¢ = ¢q, = —q,:
- pentru x> X :

_q 1 3 1
V(x,y)—4n8 (x2+y2)1/2 l(x—X)2+y2J“2

-pentru 0>x< X ;
1 1

-4 _ :
V(x,y)—4n8 (x2+y2)1/2 l(X_x)2+y2J1/2 5

- pentru x<0:
q 1 1

4ne (x2 +y2)1/2 B l(X+(— l)x)2 +sz”2
Trecerea de la un punct P = (x,y) la altul P = (x + kox, y + kSy), k=1,2,..., se face cu dox si

Vix,y)=

dy — pasi incrementali de variatie a coordonatelor, ce se aleg initial in functie de acuratetea dorita
pentru reprezentarea spectrului.
Dacé g = —¢q, = —¢q, (adicd ambele sarcini sunt negative), se folosesc tot relatiile precedente

de calcul a lui V(x, y), in care 1nsd se inlocuieste ¢ cu —g¢, iar minusul dintre termenii

parantezelor { } se Inlocuieste, peste tot, cu plus.
Programul MATLAB pentru calculul asistat al lui ¥(P)=¥(x,y) este listat si prezentat in

continuare. El cuprinde toate comentariile necesare pentru alegerea si introducerea datelor
(g,¢,X,0x,0y,AV si domeniile de variatie ale Iui x si y: xe {— xs,xd} si ye {— yj,ys}),

folosirea lui si reprezentarea punctelor cu acelasi V. Aceastd ultima operatie se face alegand
punctele (x, y)k care au acelasi potential V +kAV, k =0,1,2,... si marcindu-le cu un semn

distinct (-, -, +, x etc.)

clear

%% % %0 %o %o %o %o %o Yo Yo %o Yo %o %o %o %o %o %o %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo %o %o %o %o %o %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo %o %o %o %o %o % %o

% PROGRAMUL MATLAB PENTRU CALCULUL ASISTAT AL POTENTIALULUI ELECTRO- %
% STATIC V(P)=V(x,y) DETERMINAT DE DOUA CORPURI PUNCTIFORME INCARCATECU %
% SARCINI ELECTRICE %
%% %0 %0 %o %o %o %o %o Yo Yo %o Yo %o %o %o %o %o %o %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo %o %o %o %o %o %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo %o %o Yo %o %o % %o

% Notatii date:

% q:modulul sarcinii electrice [C]

% eps:permitivitatea vidului [F/m]

% xs,xd:limitele stanga si dreapta ale domeniului de calcul pe axa Ox [m]
% yj,ys:limitele jos si sus ale domeniului de calcul pe axa Oy [m]

% dx,dy:pasii incrementali de variatie a coordonatelor x si y [m]

% X:coordonata punctului cu sarcina g2 pe Ox [m]

% Sarcina q1 se afla in punctul de coordonate (0,0)

% Sarcina g2 se afla in punctul de coordonate (X,0)

% Se aleg urmatoarele valori numerice (cu exemplul q1=q si q2=-q):
q=1/(9*10"9);

153



eps=1/(4*pi*9*10"9);
Xs=-5;

xd=15;

dx=0.2;

yj=-6;

ys=6;

dy=0.2;

X=10;

% Notatii rezultate:
% V:potentialul electrostatic
% Vmin,Vmax:valoarea mimima si maxima a lui V

% Se calculeaza V(x,y)

[x,y]=meshgrid (xs:dx:xd,yj:dy:ys);
V=(q/(4*pi*eps))*(1./(x."2+y.A2).M(1/2)-1./((X-x).2+y.*2).%(1/2));
Vmin=V(-yj/dy,(-xs+X)/dx+1);

Vmax=V(-yj/dy,-xs/dx+1);

% Se prezinta grafic tridimensional dependenta potentialului electrostatic V de
%valorile coordonatelor x si y

mesh(x,y,V)

axis([xs xd yj ys Vmin Vmax])

title (‘Graficul V(x,y)pentru q1=+q si g2=-q')
xlabel (‘axa x [m]')

ylabel (‘axa y [m]')

zlabel (‘potentialul V [V])

pause

% Se prezinta grafic in planul xOy curbele echipotentiale

contour(x,y,V,9)

axis(‘equal’)

axis([xs xd yj ys])

title (‘Graficul curbelor cu V(x,y)=const. pentru q1=+q si q2=-q')
xlabel (‘axa x [m]')

ylabel ('axa y [m]')

pause

% Pentru o buna vizualizare si in zonele unde variatiile potentialului sunt
%foarte mici se prezinta cele doua grafice pentru valori cuprinse intre 10%*Vmin
%(valoare negativa)si 10%*Vmax

% Se renoteaza:

% VV:potentialul electrostatic

% VVmin,VVmax:valoarea mimima si maxima a lui VV

VVmin=Vmin/10;
VVmax=Vmax/10;
for i=1:((ys-yj)/dy)+1
for j=1:((xd-xs)/dx)+1
if V(i,j)>VVmax
VV(i,j)=VVmax;
elseif V(i,j)<VVmin
VV(i,j)=VVmin;
else
VV(i.j)=V(i.j);
end
end
end

mesh(x,y,VV)
axis([xs xd yj ys VVmin VVmax])

title (‘Graficul VV(x,y)pentru q1=+q si g2=-q')
xlabel (‘axa x [m]')

ylabel ('axa y [m]')

zlabel (‘potentialul VV [V]')

pause
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C=contour(x,y,VV,9);

clabel (C);

hold on

axis('equal')

axis([xs xd yj ys])

%title ('Curbele echipotentiale si spectrul liniilor de camp pentru q1=+q si g2=-q')

xlabel (‘axa x [m]')
ylabel ('axa y [m]')

ddx=1;
ddy=1;
[x,y]=meshgrid (xs:ddx:xd,yj:ddy:ys)
W=(q/(4*pi*eps))*(1./(x.22+y."2).M1/2)-1./((X-x).72+y.A2).7(1/2));
WWmin=W(-yj/ddy,(-xs+X)/ddx+1);
WWmax=W(-yj/ddy,-xs/ddx+1);
for i=1:ddx:((ys-yj)/ddy)+1
for j=1:ddy:((xd-xs)/ddx)+1
if W(i,j)>WWmax
WW(i,j)=WWmax;
elseif W(i,j)<WWmin
WW(i,j)=WWmin;
else
WW(i,j)=W(i,j);
end
end
end
[bx,by]=gradient(-WW,ddx,ddy);
quiver(x,y,bx,by,1.5,'r"),hold off

Observatie. Liniile de camp si liniile echipotentiale, produse in planul xOy de cele doua
corpuri punctiforme cu sarcinile +¢g si —¢ (din figura 2.32) pot fi determinate si pe cale

analitica. Pentru aceasta vom redesena cazul din figura 2.32 in forma indicatd in figura A2.1a. in
aceasta situatie, potentialul electric Intr-un punct P are expresia:

v(P)= L(l - i} .
Are\r, 1,
Liniile = de  potential constant  (echipotentialele
I', =V, =const. in VP €I, contin punctele P, pentru care:
r, /1, =k = const., o1
unde £k este parametrul familiei liniilor echipotentiale.
Intradevir, dacd pe linia echipotentiald I, se iau doud puncte

diferite, P si P' (P,P'e I k), atunci V(P)zV( ') si se poate 3 *
scrie: H SR -—
Fig. A.2.1a
)-rr) L) (L) L
due\r, 1, due\r, 1, ror KT,

b

unde 7, si r, sunt razele de pozitie fatd de cele doud corpuri punctiforme electrizate
corespunzdtoare punctului P €T, si 7,7, acelasi lucru pentru punctul P'e T, . Ultima egalitate se

mai poate scrie si in formele:

.[1 1
. o L | ——1 ——1
nr, nr, -1, hho k k. k k

r—r n—rr—r _rlr2 B rl(l—k) Tk (l—k)

_k
k b
adica:
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-k k
—=— s klk-1)=klk-1),
)
ceea ce demonstreazd conditia (01), ca doud puncte P si P' sa se afle pe aceeasi linie

echipotentiala I',. Deci, liniile echipotentiale vor fi locul geometric al punctelor pentru care

raportul distantelor pana la punctele / si 2 (adica la corpuri punctiforme electrizate) este constant.
Acest loc geometric este un cerc cu centrul O, siraza R (fig. A2.1b), iar punctele / si 2

sunt puncte reciproce, inverse, conjugate sau simetrice fatd de acest
cerc (se mai poate spune ci ele reprezintd imaginea unuia in raport
cu celdlalt, fata de cerc). Din Geometrie (Transformari geometrice)
se stie ca doua puncte / si 2 se numesc reciproce fata de un cerc cu

razd R, al cdrui centru se gaseste pe dreapta 12 , dacid produsul
distantelor de la cele doud puncte pana la centrul cercului, s —a si
. s+ a pe figura A2.1b, este egal cu patratul razei:
o W e (02) (s—a)s +a)= R,
de unde mai rezultd si altdi formad a acestei conditii (02) de
reciprocitate a punctelor fatd de un cerc si anume:

i -——g s+a R
5 t . 02’ = .
_ (027) R s—a
Fig. A2.1b Pentru orice punct P de pe cerc, relatia (02°) asigurd

A
asemanarea triunghiurilor PO,2 si 10,P (unghiul PO,1 este

comun). Rapoartele (02”) vor fi egale atunci si cu raportul dintre cele doud laturi 7, si 7, astfel ca
— in conformitate cu (01)— rezulta:

sta_ R _5_p o pep

R s—a

(03)

care aratd cd atunci cand punctul P se deplaseazi pe cerc (care este o echipotentiald I, ), raportul
r,/r este mereu constant. Pentru diferite valori ale lui Iui £ se modifica: pozitia centrului

cercului O, , segmentul s —a siraza R, care se pot calcula cu relatiile:

(04) s=a—— §i R=a——

(Fata de figura2.32, a=X/2.)
Relatiile (04) aratd ca: pentru k =1 se obtine linia echipotentiald ' =0 — o dreapta nor-

mald pe dreapta 12 la distanta a de corpurile punctiforme / si 2 (fig. A2.1b), cici R=o si
s =o0; pentru k >1 (deci r, > r,) cercul echipotential cuprinde punctul / (cu deplasarea centrului
O, spre —x ), iar pentru k <1 cercul cuprinde punctul 2, unde sarcina electricd este negativa).
Daca se traseaza un nou cerc, cu centrul O, mutat pe linia echiscalarda /' =0 si care trece
prin punctele 7 si 2 (fig.A2.1¢), produsul (s - a)(s + a) reprezintd ,,puterea punctului O,” fata de

noul cerc. Dar acest produs este egal si cu patratul segmentului O, , unde T este punctul de

contact al tangentei (duse din O, la cercul O, ) cu acest cerc. Pe de alta parte, conform relatiei

(02), O,T =R. De aceea, raza dusi din O, in punctul de intersectie a celor doui cercuri este
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tangenta, si ea, la cercul O,, ceea ce inseamna ca cele doua
cercuri O, si O, se intersecteazd ortogonal.
Astfel, deoarece (datoritd definitiei E =—gradV ) liniile

echipotentiale si cele de cAmp sunt ortogonale, rezultd ca nou!

cerc (a cirui razi R, =0,1=0,2=0,T) este o linie de cimp

electric. Din (s—a)(s+a)=Ol_Tz, pentru un s si un R al

cercului O, se deduce pozitia lui 7, iar din R=0,T si ed
R, = O,T se deduce R,. . : .
In concluzie: cercurile cu centrul in O, (de pe axa x) sunt Fig. A21c

linii echipotentiale, iar cercurile cu centrul iIn O, (de pe axa y,

mai exact de pe normala la 12 la distanta a de puncte, sau X /2 in figura 2.32) sunt linii de
camp.
Cercurile O, si O, sunt cunoscute in Geometrie sub numele de cercurile lui Apollonius.

Utilizarea practica a cercurilor lui Apollonius la trasarea spectrului cAmpului electrostatic
produs de doud corpuri punctiforme incarcate cu sarcinile electrice egale si de semn contrar,
q =+q, =—q, (fig. A2.1a) constd in:

- fixarea locului centrelor celor doua cercuri ortonormale (O, si O, ) pentru diverse valori
alelui V, si E, (k>1);

- determinarea razei lor (R, si R,,) si trasarea cercurilor cu aceste raze si cu centrul in
punctele determinate anterior: O,, pe axa 12, adicd x (doud centre: O,, pe semiaxa 01, adicd
—x, si simetricul lui O,, pe semiaxa 02, adicd + x, ambele cu aceeasi raza R,) si O,, pe axa

y normali pe segmentul 12 in punctul O, pentru care ¥ =0 (doud centre: O,, pe semiaxa
O+ y si simetricul lui 0'2,{ pe semiaxa O — y, ambele cu aceeasi raza R,, ), peste tot fiind £ >1;

- calibrarea cercurilor: O,,, R, (ca linii echipotentiale) cu potentialul ¥, (in volti sau mV)
si O,,, R,, (ca linii de camp) prin precizarea valorii absolute a intensitatii campului electrostatic
E, (in volti / metru) in dreptul punctului ce marcheaza centrul cercului O,, (distanta d = OO, pe

figura A2.1c¢) sau a unui flux electric conventional.
Algoritmul este urmatorul:
- pentru k=1, V' =0 si linia echipotentiala V' = 0 este axa — yOy , normala pe segmentul

12, la mijlocul lui (situat la distantele a de [ si 2 — v.fig.A2.1);

a+Aa _a+2Aa i _a+nAa
a-Aa’7 a-2Aa’""" a-nha
Aa este un pas incremental dat distantei a dintre O si punctele / sau 2 (de exemplu Aa =0,1a)

- se aleg diverse valori k£ >1 sub forma k, = , unde

b

ales in functie de precizia (rezolutia) ce se cere pentru redarea spectrului. Pentru fiecare & ;

rezultd cercul echipotential cu:
- centrul O, situat pe axa O —x (sau O/) la distanta s, datd de prima formula (04) si cu

raza R, datd de a doud formula (04). Fiecare O, are un simetric O, (pe semiaxa 02 sau O + x);

Potentialele acestor cercuri sunt:
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q 2 jAa

2

. L= 2jAa
entru cercurile O, si V. = q. =_
> P VI T e @ — AL -’

05) ¥V, =

- y
" 4me a’ —Aa !

potentiale care se scriu (in volti sau mV) pe marginea cercurilor O, si O, ;
J J

[Expresiile lui ¥, din (05) rezulta, simplu, din:
pentru orice jAa razele punctelor de pe cercul O, cresc, deci i raza de repartitie 75 a unui punct P, in care cercul O,
intersecteaza axa /2 (—xOx ), care devin:
1 =a-jAa §i r,=a+jAa (r, §i r, pe directia E),

astfel cd 1, +r, =2a (fig. A2.1). Atunci potentialul electrostatic este:

adica relatia (05). |
Daca pasul incremental Aa este constant: Aa=pa (de exemplu cu p = 0,1), atunci
expresiile lui &, si V; devin:

Phy _a+jAa _a+jua 1+ jp

k= . : = j=12..n
n; a—jAa a-jua 1-jp
iar potentialul corespunzator cercului k ;»datde (05):
2j . 2 i
V = q "= ‘]uza 7 adica V/. = 9 e JIZ.L P j:1,2,...,n ’
' 4me a’—pa’-j " dme a 1-ju

. . 1
unde trebuie ca n <1/ pentruca 1-n’p® <1, cacila n=—,V, > w.

q
nea

[De exemplu, la primul pas j=1, daca p = 0,1 atunci 7, =0,208

=0,208) pentru ca la al noulea pas, j=9, sd se ajunga la

potentialul ¥, =111V (unde V este potentialul rezultat din datele problemei : V' = g/2nea ) etc.]

- se determina pozitia centrului O, a cercului de pe axa O, (axacu V' =0), la distanta d ;

de origine (v. fig. A2.1¢) —precum si a cercului simetric O; ;» be axa O -y ladistanta —d, de

origine— ceea ce inseamna calcului segmentului d; la pasul j. Din triunghiul dreptunghic OO, 2
(fig. A2.1c¢) rezulta:

(06) d, = Ja +R22j .
Pentru ca pe axa — yOy potentialul electrostatic este nul (¥ =0 in VP € —yOy ) rezulta ca

pe aceastd axa intensitatea E = const. = En, unde E este valoarea absolutd a lui £ si 7 normala
pe axa — yOy . Deoarece, pentru orice punct P € —yOy distantele de la punctul P (considerat in

O,)sunt r, =r, =R, (v. fig. A2.1c), rezulta:
2 2
I g —q V2 g
. + 3

1
: — | ===, (07)
4ne R, 4ne R, 4ne R,
a4

> siminima £=0 la R, - 0.

ce are valoarea maxima in origine, unde R, =a si E = 4i
e a

Din relatia (07) reiese:
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R2 \/Eq

=— 08
' 4neE (08)
Considerand, diverse valori E; = E— jAE ale campului, deci diverse puncte O, pe axa

-y0y, j=L2,..,n (cu un pas oarecare al scaderii intensitdtii cdmpului electrostatic pe axa
O+ y, indepartdndu-ne de origine), se calculeaza diversele raze R,; ale cercurilor echipotentiale

cu relatia (08) si apoi diversele pozitii ale centrului cercului O, pe semiaxa O+ y (si simetricul
0, ; pe semiaxa O — y), introducénd pe R,; in relatia (06) din care va rezulta d,, adica ordonata
lui Oz, pe semiaxa O, (si —d,, adicad ordonata lui 0;/. pe semiaxa O — y). Se traseaza, cu razele
R, , toate cercurile O, si 0;}. care reprezinta spectrul liniilor de camp;

- pentru ,,marcarea” valorica ale acestor linii se pot indica, langa ele, fie valorile cAmpului

E pe axa —yOy, in raport cu valoarea maxima din centrul O (unde E = 5 g > ), fie fluxul
nea

electric mediu D - A4 = DAA :

= —\/Eq

4nR?

2j-1

(@,-d,,)-1, j=12.nsi [=1m,

E.
?j'(dj_dj—l)'l

unde E; /¢ este valoarea inductiei electrice in punctele O, de pe axa —yOy, pe care D, este
¥ ; J

normala pe planul xOy, de latime unitara.

In continuare este prezentat, insotit de comentarii, ,,listing”-ul programului MATLAB care
realizeazd algoritmul descris pand aici (privind utilizarea cercurilor lui Apollonius la trasarea
calibrata / valorica, a spectrului cAmpului electrostatic produs de doud corpuri punctiforme cu
sarcinile electrice ¢ si —gq ), urmat de figura ce rezultd pentru spectrul de cadmp prin aplicarea

acestui program.

clear

%% %0 %0 %0 % %o %o %o Yo Yo %o Yo %o %o %o %o %o %o %o %o %o Yo Yo Yo %o Yo Yo %o %o %o %o %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo %o %o %o %o %o % Yo
% PROGRAMUL MATLAB DE REPREZENTARE CALIBRATA (VALORICA) A SPECTRULUI %
% CAMPULUI ELECTROSTATIC PRODUS DE DOUA CORPURI PUNCTIFORME INCARCATE %
%CU SARCINI ELECTRICE EGALE SI DE SEMNE CONTRARE PRIN UTILIZAREA CERCURILOR%
% LUI APPOLONIUS %
% % %o %o %o %o %o %o %o Yo Yo %o Yo %o %o %o %o %o %o %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo %o %o %o %o %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo %o %o %o %o %o %o %o % Yo

% Notatii date:

% q:modulul sarcinii electrice [C]

% eps:permitivitatea vidului [F/m]

% a:distanta dintre oricare dintre punctele cu sarcini si origine [m]
% Sarcina q1=+q se afla in punctul de coordonate (-a,0)

% Sarcina g2=-q se afla in punctul de coordonate (a,0)

% Se aleg urmatoarele valori numerice:

g=1/(9*1019);

eps=1/(4*pi*9*10"9);

a=5;

% Se mai noteaza:

% u:valoarea pasului incremental ales (pentru reprezentarea cercurilor
%echipotentiale) raportat la distanta a

% j:indicele cercurilor echipotentiale (j=1,2,...,n)

% n:valoarea maxima a lui j (n<1/u)

% K(j):raportul distantelor dintre cele doua puncte cu sarcini si un
%punct oarecare de pe cercul echipotential de indice j (k=r2/r1)

% R(j):raza cercului echipotential de indice j

% s(j):distanta dintre centrul cercului echipotential de indice j (O1)
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%si originea sistemului de coordonate
% V(j):valoarea potentialului electrostatic pe cercul echipotential de
%indice j

% Se aleg valorile:
u=0.1;
n=9;

for j=1:n

k(@)=(1+ju)/(1-j*u);

R()=a*(2"k())/(k()"2-1);
s(j)=a*(k()y"2+1)/(k(j)"2-1);
V(j)=(al4*pi*eps)*(*u)/(1-(*u)*2);

% Se calculeaza si se reprezinta grafic cercul echipotential de raza R(j)
%cu centrul in punctul de coordonate (-s(j),0).
xx=-R(j):R(j)/100:R(j);

x=-s(j)+xx;

y=(R(j)"2-xx.*2).2(1/2);

plot(x,y),hold on,

axis(‘equal’)

plot(x,-y),hold on

% Se calculeaza si se reprezinta grafic cercul echipotential de raza R(j)
%cu centrul in punctul de coordonate (s(j),0),simetric celui anterior.

x=s(j)+xx;
y=(R(j)"2-xx."2).A(1/2);
plot(x,y),hold on,
plot(x,-y),hold on

end

% Se reprezinta grafic linia echipotentiala de potential V=0 ce este
%axa Oy (dispusa simetric intre cele doua puncte cu sarcini)

y=-2*R(1):R(1)/100:2*R(1);
x=0%y;
plot(x,y),hold on,

% Se noteaza:

% Emax:valoarea maxima a intensitatii campului electric pe axa Oy
%(valoarea din originea sistemului de coordonate O)

% DE:pasul de scadere al intensitatii campului electrostatic pe axa Oy
% m:numarul de pasi

% i:indicele cercurilor ortogonale (liniilor de camp) i=1,2,...,m

% E(i):intensitatea campului electric caracteristica cercului ortogonal
%de indice i

% R2(i):raza cercului ortogonal de indice i

% d(i):distanta dintre centrul cercului ortogonal de indice i si axa Ox

% Se alege:

m=25;
Emax=(q/4*pi*eps)*27(1/2)/a"2;
DE=Emax/m;

for i=1:m-1
E(i)=Emax-i*DE;
R2(i)=((a/4*pi*eps)*2~(1/2)/E(i))M1/2);
d(i)=(R2(i)*2-a"2)"(1/2);
% Se calculeaza si se reprezinta grafic cercul ortogonal cercurilor
%echipotentiale (linia de camp electric) cu centrul in (0,d(i))
yy=-R2(i):R2(i)/100:R2(i);
y=d(i)+yy;
x=(R2(i}"2-yy."2).%(1/2);
plot(x,y),hold on,
axis(‘equal’)
plot(-x,y),hold on,
% Se calculeaza si se reprezinta cercul ortogonal cu centrul in (0,-d(i))
y=-d(i)+yy;
x=(R2(i)"2-yy."2).M1/2);
plot(x,y),hold on,
plot(-x,y),hold on
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end
hold off

In figurile 2.33 si 2.34 sunt redate spectrele de camp in 2D (in plan) ale sistemului
electrostatic format din doud corpuri punctiforme incarcate cu sarcinile electrice g =g, =—¢q,

(fig. 2.33) 5i ¢ = —q, = —q, (fig. 2.34) obtinute cu programul redat la paginile 153 — 155.

6 0.098 ¢ e
R A N PRy 'y I
< 593 Vvl
4 o T SN AL Q%Y
N .o N \
* £ /= 4 1 /

axa x [m] axa x [m]

Fig. 2.33 Fig. 2.34

Aplicatia 2.2. Trasarea spectrului de camp la marginile armdturilor unui condensator
electric plan, adica redarea efectului de margine la condensatoarele electrice plane, se poate face
considerand partial (in plan) armaturile condensatorului, cu dimensiunile sale (asa ca in figura
2.35) si aplicand apoi ecuatia lui Laplace (2.33) intr-o problema cu conditii la limita de tip
Dirichlet interioara.

Dielectricul se considera omogen, izotrop, liniar (e=const.) fard sarcini electrice

(¢,[C/m*]=0) si fara polarizatie electricd permanenta (}_)p =0), iar —pentru marginea domeniului

Q- se considera ca armaturile — situate la potentialele V| si V, date (avand interiorul si suprafata

29 A

echipotentiale)— sunt ,,inchise” intr-un ecran cu ¥, = 0 situat relativ departe de armaturi (adica
min {a,b} >> max {8,d,h}). In aceste conditii, repartitia
potentialului V(P) in punctele PeQ se poate face

rezolvand problema cu derivate partiale de ordinul doi (o
ecuatie Laplace) cu conditii la limitd (de tip Dirichlet —
exterioard) si anume: : : i
AV=0 in Qcgq,=01in VPeQ-(1)-(2) ' - P ne
V=V, pearmitura (1) '
V=V, pearmitura (2)
V =V, =0 pe ecran(fig.2.35)

(A2.2) f 2 iirics TaT » ]
Aceastd problemd se poate rezolva numeric, prin
metoda elementelor finite (v. § 9.2.3), alegandu-se o retea Fig. 2.35

de discretizare pe Q si —prin potentialele electrostatice la
nodurile acestei retele— care aproximeaza derivatele partiale de ordinul doi, problema precedenta
devine un sistem de ecuatii algebrice liniare, care prin utilizarea produsului MATLAB (v. § 9.3.1)
determind valorile potentialelor electrostatice in nodurile retelei de discretizare. Apoi, pe baza
acestor valori se traseaza liniile echipotentiale si apoi cele de cAmp (asa ca in cazul aplicatiei 2.1),
rezultand spectrul efectului de margine redat in figura 2.36.
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Procedura informatica, asistatd de calculator, de rezolvare a problemei (A2.2) si lista
programului MATLAB utilizat, este prezentata pe larg in indrumarul Savulescu, A s.a. (2002).

2.7.2. Exemple de calcul al campului electrostatic

Campul electrostatic, produs intr-un domeniu Q conform teoremei unicitatii determinarii
lui (v. § 2.2.4), este complet caracterizat daca se pot calcula, in fiecare punct Pe €, marimile de

stare: intensitatea cAmpului electrostatic £ (P), potentialul

120

electrostatic V(P), inductia electrica D (P) si —eventual—
fluxul electric prin anumite suprafete . In cadrul acestui
paragraf vor fi prezentate cateva aplicatii tipice, ca pretext
pentru exemplificarea procedurilor moderne de calcul,
informatice (prin utilizarea produselor — program MATLAB
si MATHCAD).

Aplicatia 2.3. Se da un conductor filiform rectiliniu cu
lungimea 21, diametrul fiind neglijabil, incarcat cu sarcina
electrica q (in regim electrostatic) si situat intr-un dielectric
uniform si liniar, intins la infinit (fig. 2.37). Se cere sa se
calculeze campul electrostatic produs in dielectric in acest

caz, prin potentialul electrostatic V(P) si intensitatea cAmpului electrostatic E (P), in puncte din
orice plan al conductorului (deoarece campul produs in acest caz are simetrie cilindrica circulara,
in jurul conductorului). In acest scop se considera un element de lungime infinit mica d/, situat la

distanta A fatd de mijlocul 0 al conductorului, care este incarcat cu o sarcind electrica dq=%dl

(deoarece fiind in regim electrostatic si intr-un sistem simetric, sarcina ¢ a conductorului filiform
se repartizeazd uniform pe toatd lungimea lui, 2/). Un
singur element de conductor (d/, incarcat cu sarcina

electrica dq=2%dl ) poate fi considerat un corp

punctiform care produce in orice punct P =(x,y), un

ot | potential electrostatic elementar dV, a carui expresie
) rezultd din formula (2.20), adica:
1 d
r a=_t d9__4q d/

4me 1, Ame2l x4 (L -y)?

Fig. 2.37 Prin integrare, intre limetele A= —.I si A=/, caz
in care d/=dA, se obtine expresia cdutatd a
potentialului electrostatic V(P)=V(x,y):

Vixy)=—1-In ¥ Uy +d-y) (2.3-1)
Smel xP + 1+ ) =+ )

Daca [ >> max{x,y}, ceea ce —la limitdi— inseamna un conductor filiform “infinit lung”,
expresia lui V(x,y) (2.3-1) devine:

q a7 q 21 q q
Vix,y)= —— - In—= In—= —Inx+In2l)=-
() 8nel  x* 4mel x  4mel (-lnx )

Inx+V,, 2.3-2
4nel 1o ( )
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q
4nel

in care componenta continua

V(x,p).

Pentru x — 0, expresia (2.3-2) ca si (2.3-1), tinde catre infinit, ceea ce se explica prin
faptul ca distanta x devine (cand x — 0) de acelasi ordin de marime cu diametrul conductorului
filiform (considerat de asemenea, ca este zero in raport cu 2/). La cresterea nelimitata a lui x,
constanta Vy =qg(In2/)/4nel trebuie si ea sid devind infinitd; aceasta pentru cd la x— o,
q(Inx)/Amel — —oo Jiar pentru cd V(x — oo, y) sd ramand finit (sau sd devind zero) ar trebui
Vo— +0. Dar o asemenea constantd infinitd nu are nici un sens fizic (explicatia fizica, totusi, a
acestei situatii consta in nedeterminarea care apare in punctul in care firul conductor, incércat cu
sarcind electricd, infinit lung, ajunge sa intepe frontiera domeniului situata la infinit!).

Totusi, formula (2.3-2) da valori cu o bund aproximatie ale lui ¥(x,y), daca punctul (x,y) nu
se Indeparteaza prea mult de firul conductor, adica de origine. Astfel, relatia (2.3-1) este In zona
de simetrie a cAmpului (plan-meridian) daca: x<3/si y</.

In2/, notatd cu V; , reprezintd potentialul de referintd a Iui

Intensitatea campului electrostatic se determina cu ajutorul definitiei £ =-grad V, ceea ce
in cazul din figura 2.37 inseamna:

— 0 - 0 - - -
E(x,y)=-VV(x,y)= —= V)i —5V(x,yn =Ei+E, j=
(2.3-3)

—L[th‘jln [ +(1—y)2]llz tl-y
e+ -1-y

8mel\ Oox Oy
In continuare, este prezentat “listing”-ul programului MATLAB, denumit aplic 23, care
realizeaza calculul campului electrostatic, prin V{(x,y) — pe baza formulei (2.3-1) si componentele
E,, E, ale intensitatii campului electristatic — cu formula (2.3-3). Programul are patru sectiuni:

introducerea datelor; calculul madrimilor W(x,y), E. si E, in punctele din camp

(x+kAx, y+kAy),k =1,2,...,10,Ax=% si Ay =%, luandu-se x=0,1 si y=0; afisarea rezultatelor
sub forma de matrice cu liniile x+kAx,y si coloanele x,y+kAy, avind unul elementele V(x+kAx,
ytkAx) iar celelalte tabele componentele campului electrostatic E(x+kAx, y+kAy), E(x+kAx,
y+kAx) si reprezentarea graficd tridimensionald a celor trei marimi calculate (V, E, si E)).
Programul contine si comentariile necesare utilizarii lui. Datele de intrare sunt: /=1m,

g= %10-8 C si e=1/41:9-10°F/m.

%% % %% % %0 %o %0 %o %0 % %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o Yo %o %o %o %o %o %o Yo %o %o %o % %o Yo Yo

%% Program MATLAB pentru rezolvarea Aplicatiei 2.3 %%
%% calculul campului electrostatic produs de catre un conductor %%
%% filiform de lungime 2l incarcat uniform cu sarcina electrica q %%
%% % % %o % %0 %o Yo %o %o %o %o %o %o Yo %o %o %o %o %o Yo Yo %o %o %o %o %o Yo %o %o %o %o Yo Yo Yo %o %o %o %o %o %o Yo
clear

% Introducerea datelor (lungimea, sarcina, epsilon)
%

1=1;

q = (2/9)*10"-8 ;

eps = 1/(4*pi*9*109) ;

%

% Determinarea coordonatelor punctelor din camp in care se face calculul
%

dx=1/10;

dy =dx;

kmax =10 ;
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for k=1:kmax
x(k)=1+k*dx;
y(k)=0+k*dy;
end

%
% Calculul potentialului electrostatic V(x,y)
%

for i=1:kmax
for j=1:kmax
upv = (x(i)"2+(1-y(j))"2)"0.5+1-y(j) ;
dwv = (x(i)"2+(I+y(j))*2)"0.5-1-y(j) ;
V(i,j) = q/(8*pi*eps*l)*log(upv/dwv) ;
end
end

%
% Calculul componentelor intensitatii campului electrostatic Ex,Ey
%

for i=1:kmax
for j=1:kmax
rm = (x(i)*2+(1-y(}))*2)*0.5 ;
rp = (x(i)"2+(1+y(j))"2)"0.5 ;
upx = x(i)/rm/(rp-l-y())-(rm+1-y ()" x(D)/((rp-1-y ())*2)/rp ;
upy = ((-1+y())/rm-1)/(rp-1-y ())-((I+y())/rp-1)*(rm+1-y(j))/(rp-1-y(j)) 5
Ex(ij) = - a/(8*pi*eps™!) * upx*(rp-l-y(j))/(rm+l-y(j)) ;
Ey(i.j) = - a/(8*pi*eps™1) * upy*(rp-I-y())/(rm+l-y(j)) ;
end
end
%
% Afisarea rezultatelor pe ecran
%
fprintf('Matricea potentialului electrostatic, in V:')
\
fprintf('Matricea componentei Ex a intensitatii campului electrostatic, in V/m:")
Ex
fprintf('Matricea componentei Ey a intensitatii campului electrostatic, in V/m:')
Ey
%
% Prezentarea grafica tridimensionala a rezultatelor
%
rotate3d ON
surf(V)
xlabel('Coordonata x (dm)')
ylabel('Coordonata y (dm)")
zlabel('Potentialul electrostatic (V)')
pause
surf(Ex)
xlabel('Coordonata x (dm)')
ylabel('Coordonata y (dm)’)
zlabel('Intensitatea campului electrostatic Ex (V/m)')
pause
surf(Ey)
xlabel('Coordonata x (dm)')
ylabel('Coordonata y (dm)’)
zlabel('Intensitatea campului electrostatic Ey (V/m)')
%% %0 % %0 %0 % % %0 %o %o %o %o %0 %o %o %o Yo %o %o %o %o %o %o %o Yo %o %o Yo %o %o %o Yo %o %o %o Yo %o %o %o Yo

Notd. In vederea evaludrii analitice a derivatelor partiale din relatia (2.3-3), cuprinse in segmentul de
program cu comentariul “Calculul componentelor intensitatii campului electrostatic Ex, Ey” (v. “listing”-ul
programului MATLAB anterior), s-a utilizat —in prealabil- produsul-program MATHCAD. Continutul
sesiunii de lucru MATHCAD, de calcul al acestor derivate, care include operatiile d/dx si d/dy si rezultatele
lor, sunt prezentate in “out-print”-ul urmator (cu observatia cd, pentru a se evita confuzia / sau 1, lungimea
barei s-a notat cu L):
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[2,[};2 +(L-y) }

1

(=2L+2y)-1

o TnsF 1oy]

[ x2+(L+y) —L—y}

) 1
[ X2 +(L+y) —L—y}2 [2VX2 +(L—Y)2}

(2L +2y)-1

» aplic23:

[m%ﬂ}

Matricea potentialului electrostatic, in V:

V=

16.281
15.143
14.146
13.267
12.485
11.788
11.161
10.595
10.082
9.615

16.190
15.065
14.078
13.208
12.434
11.743
11.122
10.561
10.052
9.588

16.040
14.935
13.967
13.111
12.350
11.670
11.058
10.504
10.002
9.544

15.832
14.756
13.812
12.978
12.234
11.568
10.969
10.426
9.933
9.483

15.568
14.530
13.618
12.809
12.088
11.441
10.857
10.328
9.846
9.406

15.253
14.260
13.385
12.608
11.913
11.288
10.723
10.210
9.742
9.313

14.891
13.951
13.119
12.377
11.712
11.113
10.569
10.074

9.622

14.489
13.606
12.822
12.120
11.489
10.917
10.397

9.922

9.487

9.206 9.087

Matricea componentei Ex a intensitatii campului electrostatic, in V/m:
11.092 10.598 10.024 9.383
8.829 8.303

Ex =

12.185
10.631
9.347
8.275
7.372
6.604
5.947
5.381
4.890
4.461

12.048 11.820 11.50

10.515 10.322

9.249
8.192
7.301
6.545
5.896
5.338
4.852
4.429

9.086
8.054
7.185
6.446
5.812
5.266
4.791
4.376

8.860
7.864
7.024
6.310
5.697
5.167
4.707
4.304

1

10.053

8.574
7.624
6.822
6.138
5.551
5.043
4.600
4.212

9.712  9.301

8.232
7.337
6.581
5.935
5.378
4.896
4.474
4.104

7.840
7.010
6.306
5.703
5.181
4.727
4.330
3.979

7.405
6.648
6.002
5.446
4.963
4.541
4.170
3.842

Matricea componentei Ey a intensitatii campului electrostatic, in V/m:

Ey=

4.107
3.423
2.784
2.186
1.630

4.723
4.004
3.334
2.709
2.129

5.303
4.546
3.843
3.193
2.590

5.844
5.046
4.312
3.636
3.013

6.340
5.501
4.736
4.037
3.395

6.784 7.166
5905 6.254
5.113  5.438
4393 4.703
3.736 4.035
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7.477
6.540
5.709
4.964
4.290

7.707
6.759
5.922
5.175
4.500

14.053
13.233
12.500
11.841
11.245
10.704
10.209
9.756
9.339
8.955

8.690

7.737
6.938
6.259
5.676
5.170
4.729
4.341
3.998
3.693

[ X2 +(L+y) —L—yj|

13.592
12.838
12.159
11.544
10.986
10.475
10.008
9.578
9.181
8.813

7.965

7.145
6.449
5.851
5.333
4.880
4.482
4.129
3.815
3.535

7.853
6.908
6.076
5.335
4.666



1.112  1.590 2.031 2.437 2.804 3.134 3.425 3.675 3.886 4.058
0.631 1.089 1.513 1904 2.259 2.579 2.863 3.112 3324 3.501
0.183 0.623 1.032 1.409 1.754 2.066 2.346 2.592 2.806 2.988
-0.233  0.190 0.585 0.950 1.286 1.591 1.866 2.111 2.327 2.513
-0.621 -0.212 0.169 0.523 0.850 1.149 1.421 1.664 1.881 2.071

In figurile 2.3-1, 2.3-2 si 2.3-3, sunt prezentate continutul sesiunii de lucru MATLAB de rezolvare a
aplicatiei, sub forma de grafice in ferestre separate, rezultate prin lansarea in executie a programului
anterior: V(x,y) in figura 2.3-1, E, in figura 2.3-2 si E, in figura 2.3-3.

N
S

o

5

3 o N B O ®

Potentialul electrostatic (V)

o

S

Intensitatea campului electrostatic Ey (V/m)

Coordonata x (dm)

o
=)

3o

Intensitatea campului electrostatic Ex (V/m)

6
4

0 Coordonata x (dm)
Coordonata y (dm) 0

Fig. 2.3-3 Fig. 2.38

Aplicatia 2.4. Sa se calculeze campul unui cablu coaxial presupus in regim electrostatic.

Dupa cum se stie cablul coaxial este un conductor electric format —in principiu— din doi
cilindrii metalici ale caror axe coincid (fig. 2.38). In fapt, “cilindrul metalic” interior este un
conductor masiv cilindric — filiform (de exemplu, din cupru) cu diametrul 2R; (care constituie
“inima” sau “conductorul cald”), iar “cilindrul metalic” exterior este o Tmpletiturd deasa din fire
foarte subtiri din cupru (o asa-zisa tresd), de forma cilindrica, ce Imbracé stratul de izolatie care
inconjoara firul interior, cu diametrul 2R,, care joaca rolul de ecran.

Daca conductorul interior este incdrcat cu o sarcind electrica, ce se distribuie uniform in
lungul lui cu o densitate liniard g, =dg/d/ In C/m), considerata constantad (in timp) si uniforma

(in lungul / al cablului), iar tresa (cilindrul) exterior este legat la masa (cu potentialul electric
V>=V,=0), atunci cablul coaxial din figura 2.38 poate fi considerat un sistem electrostatic in care:

- in interiorul conductorului de raza R;, campul electrostatic are intensitatea si inductia
electrica nula;

- volumul si suprafata conductorului interior sunt echipotentiale, avind o valoare V; ;
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- cilindrul exterior (tresa), fiind legat la masa, are potentialul V,= V=0, el ecranand tot ce
este In interiorul sau (stratul izolant si conductorul central) de campurile electrice exterioare
cablului coaxial, care nu dau nici un efect in interiorul tresei;

- campul electric produs de sarcina ¢; (C/m) a conductorului central existd numai in
dielectric si —daca izolantul este: omogen, izotrop, fird sarcini electrice (¢, in C/m’ este nul in

stratul izolant), fara polarizatie electrica permanenta si liniar (¢= const.fata de E)— atunci campul
electric din stratul izolant are simetrie radiald cu E=Ero ,E(P)=const. => VP eX=2murl,
R <r<R,.

In aceste conditii, conform relatiei (2.38), intensitatea cAmpului electric imediat pe
suprafata conductorului interiror este normala pe suprafata sa, deci este radiala si are expresia:

Ei=—L"%, cuvaloarea E, = LI
2meR, 2meR,

iar in stratul dielectric, la distanta R<r<R, de axa cablului coaxial este:

U

- g _
E="—."2 curo=

2.4-1
2rns r ( )

~ S

Tensiunea electrostaticd intre cei doi cilindrii metalici, / si 2, calculatd prin stratul
dielectric, pe directia radiala, este:

R,

R
J'%:i-ln—z- (2.4-2)
r 2me R,

Z-E_ q,

v=h-Vr= J.Ea: J. 228‘ r o 2me

ril—2 ril—2 R,

Capacitatea cu distributie liniara a cablului, pe unitatea de lungime, (in anumite situatii ea
fiind o “capacitate parazitd”) este asa cum se va arita 1n aplicatia 2.7 (din § 2.7.3):
2ne
c =2 , in F/m. (2.4-3)
U R,
In—
Rl

Valoarea maxima a intensitatii campului electrostatic se obtine pentru =R; (pe suprafata
conductorului interior) si este:

= q[ =
max 27‘[:8R1

(2.4-4)

si dacd din a doua egalitate a expresiilor (2.4-3) se expliciteaza ¢,, care devine:

2ne
R b
In—%
R
introducindu-se in expresia (2.4-4), expresia valorii maxime a intensitatii campului electrostatic
din cablul coaxial devine:

q,=U

2me

Ui

In(R, /R
(2.4-5) Ep —— R IR) U
2meR,

R
R In—>
Rl

La tensiunea U data, valoarea lui £__ datd de expresia (2.4-5) va fi cea mai mica posibila

max

daca numitorul R;In(R,/ R;) este maxim, ceea ce se poate stabili din ecuatia:
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d R
2.4-6 — (R, In—2)=0,
(2.4-6) aR| (R, R )
a carei solutie este: R1=R,/e =R,/2,7.
Atunci, daca razele R, si R, ale cablului coaxial indeplinesc conditia (2.4-6), capacitatea
liniara a cablului (pe unitatea de lungime) are valoarea minima:
C,=2ne in F/m.

Aplicatia 2.5. Sa se analizeze campil electrostatic in cazul prezentei unui conductor
cilindric infinit lung paralel cu suprafata unui semispatiu conductor infinit. O astfel de problema
prezintd importantd deosebitd in tehnicd (instalatii electrice, constructii diverse etc. situate in
exterior, “sub cerul liber”), deoarece permite determinarea efectului de ecran al “firelor de garda”
prevazute pentru protectia liniilor de transport de Tnaltd tensiune a energiei electrice si al
sistemelor de “captare” orizontald ale instalatiilor de paratrasnet din constructii.

5

“Electricitatea atmosferica” constd —in primul rdnd- in existenta unui camp electric natural (cu caracter electrostatic pe
anumite perioade de timp) determinat de conditiile atmosferice si meteorologice. in principal, campul electric atmosferic se datoreazi
sarcinilor electrice, de obicei de semn pozitiv aflate in nori (in special in norii de furtuna, si mai mai ales in cei situati la mare inéltime)
care —impreuna cu sarcinile electrice (negative) induse pe suprafata solului— determina formarea unor linii de camp electric avind
orientarea verticald (cu sensul de la nori catre pamant). La dimensiunile atat de mari ale sistemului nori-atmosfera-pamant, campul
electric atmosferic poate fi considerat uniform, cu valoarea intensitatii £y = const. in toate punctele din aer, astfel ca potentialul
electrostatic la inaltimea y deasupra solului va fi, conform definitiei (2.26):

(2.5-0) Vo=Eyy+Vs=Ey,

unde ¥, este potentalul de referintd al solului (pdmantului) care poate fi considerat nul. in acest fel, solul poate fi asemdnat cu un
semiplan conductor infinit lung iar firul de garda cu un conductor cilindric infinit lung si cu diametrul relativ mic (neglijabil 1n raport
cu lungimea), ceea ce constituie cazul problemei formulate la inceputul aplicatiei 2.5.

Potentialul electrostatic determinat de un conductor cilindric cu lungimea / foarte mare in
raport cu diametrul lui, care s-a Incarcat cu o sarcind electrica ¢ , distribuita uniform in lungul séu,
este dat —Intr-un punct P situat la distanta » de axul cilindrului— de relatia cunoscuta (2.3-2), adica:

1 d 1
2.5-1) Pyv=—- L= m-1y,
4ne < r 2me)l 7

consideratd pentru o lungime de conductor egala cu 1, cu o repartitie uniforma a sarcinii electrice
[ . .
q/ 3 si cu constanta de integrare V.

Liniile de camp electric sunt radiale in plane perpendiculare pe axa conductorului cilindric,
iar liniile echipotentiale considerate in acelasi plan sunt cercuri concentrice (planul fiind o
sectiune transversald pe suprafetele echipotentiale, care sunt suprafete cilindrice coaxiale cu
cilindrul conductor).

Cand conductorul cilindric (firul de garda) este situat in apropierea solului, liniile de camp
se curbeaza, astfel incat ele sa ramand simultan perpendiculare pe suprafetele echipotentiale ale
conductorului (firul cilindric) si ale suprafetii solului, precum si pe toate celelalte suprafete
echipotentiale dintre firul de garda si suprafata solului.

Potentialul unui punct P din spatiu se poate calcula usor prin metoda imaginilor electrice
din electrostatica.

Metoda imaginilor electrice este o consecintd a teoremei unicitatii determinarii cdmpului electrostatic, pe baza observatiei ca
un camp electrostatic nu se poate modifica daca se mentin conditiile sale de unicitate. Aceasta observatie duce la concluzia ca anumite
corpuri conductoare la care este limitat domeniul sau mediul dielectric inconjurator, pot fi inlocuite cu un alt domeniu si cu alte
conductoare, cu un astfel de plasament simetric (ca pozitie, sarcina electrica si semn al sarcinilor electrice) incat conditiile de unicitate
sa ramana aceleasi, ceea ce Inseamna ca solutia ramane si ea aceeasi. Astfel, cdmpul electrostatic pe o parte a unei suprafete X, nu
neaparat echipotentiala (deci intr-un semispatiu), nu se modifica daca pe cealalta parte a acelei suprarete X (celalalt semispatiu) se
schimbi parametrii mediului si distributia sarcinilor electrice in asa fel incat pe T conditiile la limitd si rimani nemodiricate.in acest
caz, sarcinile electrice nou introduse se numesc inagini ale sarcinilor original, iar metoda de calcul ce foloseste aceastd transformare
este numita metoda imaginilor sarcinilor electrice
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Astfel, in cazul problemei propusa de aplicatia 2.5, suprafata pamantului poate fi eliminata
din datele problemei daca parametrii mediului de sub suprafata paimantului (semispatiul subteran)
se considera identici cu cei ai spatiului de deasupra (semispatiul atmosferic) si daca se instaleaza
in “subsol” imagini electrice ale conductorului cilindric aerian in asa fel incat sa se mentind
potentialul nul al suprafetei de separatei (suprafata solului). De aceea, aplicarea metodei
imaginilor electrice in cazul acestei aplecatii, impuse ca imaginea sarcinii electrice original +g¢,
situata pe conductorul cilindric aerian situat la indltimea 4, fata de sol, sa fie un conductor fictiv
ingropat 1n sol la adancimea tot /;, insa incarcat cu sarcina imagine — g (fig. 2.39)

In acest caz, potentialul punctului P rezultd aplicindu-se relatia (2.5-1) si teorema
superpozitiei campurilor electrostatice, rezultand:

q lnl+Vm— q lni,—Vm,

V.=V -V =
2ng,l ¥ 2ng,l ¥

adica: ety —

v=—9 1=, (2.5-2)
2ne,l ¥
notatia V, indicidnd potentialul electrostatic echivalent. Sarcina
acumulatd pe conductor (firul de garda) poate fi determinata in functie
de potentialul lui V., atunci cand punctul P (din figura 2.39) se
deplaseaza pe suprafata cilindrului original (care are diametrul d). In
acest caz, r=d/2 si r =2h, astfel ca relatia (2.5-2) 1l da pe V., fiind:
q 4h

V.= In—.
4ne,l d

Atunci cand firul de garda (conductorul original) este izolat
fatd de pamant, aflandu-se in cAmpul electric atmosfreric, potentialul Fig. 2.39
sau este egal cu cel al pumctului din aer 1n care este instalat firul, adica la potentialul dat de relatia
(2.5-0) si anume V,=E,y=FE,h (deoarece y=h), si —in acest fel— pe conductor (firul de garda) nu se
pot “depune” sarcini electrice.

In lucrarea Gavrild, H., Centea, O. (1998) se face un studiu mai amanuntit al modului in
care firul de garda (conductorul cilindric, infinit lung, suspendat la distanta / fatd de suprafata
solului) poate indeplini rolul de ecran electrostatic. Astfel, daca firul de garda se leaga la pamant
atunci potentialul sau va deveni nul (V,=0) si legatura la pamant (fiind o legatura conductoare) va
permite acumularea de sarcini electrice pe conductorul cilindric. De aceea, potentialul electrostatic
intr-un punct P din aer va fi suma potentialelor date de relatiile (2.5-0) si (2.5-2), adica potentialul
electrostatic fard sarcind electricd plus potentialul electrostatic determinat de firul de garda
incarcat cu sarcina electrica g:

q

ne,l

In’-, (2.5-4)
r

V=V +V, =Ey+

aceasta n virtutea teoremei superpozitiei campurilor electrostatice.
Pe suprafata solului, pentru care /=r si y=0, ambii membri ai relatiei precedente (2.5-4) se
anuleaza, adeverind faptul ca potentialul electrostatic al solului V=0 —v. relatia (2.5-0).
Determinarea sarcinii electrice ¢, cu care se poate incarca firul de garda, se face cu relatia
(2.5-4) in care se iau: y=h, r=d/2, r’=2h si V(P)=V=0 (pe suprafata firului de gardd); atunci (2.5-4)
devine:

4 lnﬁ,
2ne,l d

0=Eh+
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de unde rezulta:
_ 2mg lEh

4h ’
In—
d

(2.5-5) q=

Inlocuindu-se ¢ in relatia (2.5-2) cu expresia sa (2.5-5), se va obtine formula potentialului
electrostatic echivalent V,, datorat sarcinii electrice ¢ de pe firul de garda in orice punct P din
semispatiul atmosferic, caracterizat de razele r si »:

(2.5-6) V,=—E,h—"

precum si potentialul electrostatic total }” din acelasi punct P, ca suma a potentialului electrostatic
datorat atmosferei —adicd ¥, dat de relatia (2.5-0) in punctul P— si a potenialului electrostatic
datorat prezentei firului de garda legat la pamant — adica V, dat de relatia (2.5-6):

2.5-7) V=E,y-Ea 00
In(4h/d)

Daca razele de la punctul P considerat la conductorul original () si la cel imagine () sunt
exprimate in functie de coordonatele (x,y) ale punctului, adica:

r=Alx>+(y—h)" si r'=4x’ +(y+h)’,expresia (2.5-7) devine:

h o =t
In(4h/d)" [x* +(y+h)]"
Liniile echipotentiale, trasate cu ajutorul unui program MATLAB (aseménator celui folosit

de aplicatia 2.1), linii care unesc punctele (x,)) din semispatiul atmosferic — in intervalul:

d d . d d
—h,——}U{—.,h 0,h——}ui{h+—,15h
xed 2} {2 ystyed 2} { 5 H

(2.5-8) V=E,(y- ).

cu un increment Ax=Ay=0,14 — care au acelasi potential V(x,y)=const. , aratd asa ca in figura 2.40
pentru un caz luat ca exemplu cu: E;=10.000 V/m , A=11m si d=0,008m (el este precedat de
,»listing”-ul programului prin care a fost realizat).

% Program MATLAB pentru rezolvarea Aplicatiei 2.5
%
clear
E =400000 ;
h=11;
d =0.008;
dx=0.1*h;
dy =dx;
for kx=1:21
x(kx) =-h + (kx-1) * dx ;
end
for ky=1:16
y(ky) =0 + (ky-1) * dy ;
end
fori=1:16
for j=1:21
upv = (X()*2+(y(i)-h)"2)"0.5 ;
dwv = (x(j)*2+(y(i)+h)*2)*0.5 ;
if upv ==0 upv =0.64 ; end
V(ij) = E*(y(i) - h*(log(upv/dwv))/(log(4*h/d)));
end
end
contour(x,y,V,15)
xlabel('Coordonata x (m)')
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ylabel('Coordonata y (m)')
title('Liniile echipotentiale")
hold on

plot(0,11,'0")

%

Pentru completarea spectrului, se pot trasa si liniile de cadmp, care sunt curbe perpendiculare
pe liniile echipotentiale (deoarece E=-grad V).Spectrul din figura 2.40 arati ca in apropierea
firului de garda ( conductorul de protectie prin ecranare), potentialul electrostatic scade relativ
mult, mai ales sub conductor, dar si lateral si chiar deasupra lui. Pe conductorul de protectie se
termind o parte foarte mare a liniilor de cAmp superioare (intensitatea campului electrostatic este
puternic maritd deasupra conductorului, iar dedesuptul lui ea este mult diminuata, intr-o zona
relativ intinsd, numitda “zona de umbré”).in acest fel, firul de gardad are un efect de ecranare,
pentru o zona aflata sub conductor, intre el si suprafata solului.

In lipsa conductorului de protectie, intr-un punct din atmosfera, potentialul electrostatic este
cel natural, dat de relatia (2.5-0), adica Vy=Eyy; dupa instalarea conductorului, potentialul devine
V, adica cel dat de relatia (2.5-7), astfel ca modificarea relativa a potentialului, care poate fi numit

coeficient de ecranare c., adica: Linile echipotentialo
oy, =V =V, T T T 1
C = = , 1 I — |+
e VO VO ,,j\\ M~ //f),
unde V, este potentialul electrostatic echivalent dat ﬂ” 1 T~
de relatia (2.5-6) incat se ajunge la expresia : Ew
. _h In(r'/r) g .
° yIn(4h/d) §677 -
(2.5-9) ‘ S S et e S S
La distante nu prea mari fatd de conductor, ) [
cum sunt punctele P pentru care r’=h+Ah §i y=Ah, .
relatia (2.5-9) devine: T Gedmexey "
¢ = h In(h+Ah/r) Fig. 2.40
" Ah In(dh/d)
(2.5-10)

care, spre exemplu pentru un conductor de protectie cu diametrul /=8mm, instalat la o Tnaltime
h=11m deasupra solului, are intr-un punct aflat la »=1m dedesuptul sau (adica y=r=1 si Ah=y=h-
r=11-1=10m) valoarea:

11 In[(11+10)/1]

=— =0.38675.
10 In(4-11/0.008)

¢, (im)

La dimensiunile uzuale ale conductoarelor de protectie (d=8-10mm) si la rapoarte A/Ah
apropiate de 1, efectul de ecranare este cam acelasi, cu un coeficient de ecranare ¢, de ordinul a
(30...40)%. Formula (2.5-10) arata cd montarea conductoarelor de protectie determina reducerea
accentuatd a potentialului electric natural si a variatiat sale in cursul furtunilor, ducand la
eliberarea sarcinilor electrice induse si la reducerea supratensiunilor aplicate obiectivului protejat
in timpul descarcarilor electrice atmosferice.

Intensitatea cadmpului electric determinat de conductorul de protectie pe directia razei r (v.
fig. 2.39) este data, dupa cum se stie de gradientul potentialului electric pe acea directie. Astfel
pentru o valoare r<h/4, raza r’ (de la punctul P considerat la conductorul imagine) este practic
constant si egal cu 2A. Intr-adevar:

2
r=h/4—r= | 1+ ny =1/h—+4h2 —n 1O 406k =2n
4 16 16
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In acest caz, r < h/4 (ceea ce inseamnd practic in apropiera conductorului de protectie),

utilizdndu-se expresia (2.5-6) a lui V., rezulta intensitatea cAmpului electric echivalent si anume:
h
ov, B

2.5-11 E (r)=—gradV (r)=——%= .
( ) (r)=—gradV, (r) o In@hid)

Pe suprafata conductorului de garda, unde »=d/2, intensitatea cdmpului electric, E,., rezulta
imediat din (2.5-11):

(2.5-12)

- 2h/d E
In(4h/d)
unde —reamintim— £, este intensitatea cdmpului electric atmosferic. Deoarece pentru a>>1,
Ina<<a [de exemplu pentru A=11m si d=0,008m,rezulta: 24/d=22/0,008=2,750 si In(4h/d)=8,59
care este de 320 ori mai mica decat 2h4/d=2,750], relatia (2.5-12) aratd ca orice camp electric
atmosferic este puternic concentrat pe conductorul de protectie, efect ce se accentueaza cu cat

inaltimea de montare a firului de garda / este mai mare.
Astfel, pentru aceleasi date din exemplul considerat pana acum (A=11m si d=0,008m),
rezulta:

, normal pe cilindrul conductor,

_2-11/0,008
“ In(4-11/0,008)
si dacd —de exemplu— exista 1n atmosferd un camp electric cu intensitatea E) =10.000V/m (valoare
mult mai mica decat aceea din timpul furtunilor cu descarciri electrice numeroase), la suprafata
conductorului de protectie apare un camp electric cu intensitatea de 3,2 MV/m, suficient de mare
pentru a provoca descarcari electrice prin efect Corona (v. Fizica) in jurul firului de garda si
ionizarea aerului in zona lui, ceea ce atrage descarcarea spre conductor a sarcinilor electrice (i de
aici la pamant), protejandu-se astfel constructiile de sub conductor (numit, de aceea, si conductor
de protectie sau —inca- si fir de garda).
Dar toate acestea se intampla cand se poate considera, repetam, ’=const. (si 7 relativ mic).
La o anumita distanta », sub conductorul de protectie, cu valoarea:

L h
" In(4h/d)’

E, =320E,

(2.5-13)

se produce egalitatea intensitdtii campurilor electrice: E. =F,. Deoarece intre sol si conductor,
campul electric al semiconductorului de protectie £, si cel natural £, au sensuri contrare pe
verticala la suprafata solului, rezultd cd in punctul cu r=ry campul atmosferic este complet
neutralizat. In exemplul dat, expresia (2.5-13) arati ci valuarea lui 7o, la care se produce aceastd
neutralizare, este:
r, = 1 = 1 =1,28m
In(4-11/0,008) 8,59

sub conductorul de protectie. Un obiect situat In acest punct este ecranat, deci, in protectie de
100% si probabilitatea de a fi atins de trdsnet este minima (teoretic nuld). Rezultd, asadar, ca
elementele necesar a fi protejate trebuie sa fie plasate (instalate) cat mai aproape de acest punct (in
jurul lui). Se poate dovedi (v. Gavrila si Centea, 1998) ca indltimea A, (de la sol catre firul de
garda ) pana la care trebuie instalat un obiectiv ca sd poata fi eficient ecranat (protejat) este:

-
h, <h—?°,

unde 7y este dat de formula (2.5-13). In cazul exemplului considerat: h,<11-1.28/2<10,36m
(practic sub 10m deasupra solului).
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Aplicatia 2.6 Sa se determine campul electrostatic produs de patru corpuri punctiforme
(1,2,3 si 4), incarcate cu sarcinile electrice q,, q» , qs $i q4 , Situate in colturile unui patrulater
oarecare (fig. 2.41).

Aparent, aceastd aplicatie este simplu de realizat prin aplicarea teoremei lui Coulomb si a
teoremei superpozitiei campurilor electrice , rezultdnd ( pentru orice punct P din planul Q ) :

n

— 1 &q,- . 1 q
E(,y)=—> T siv, =—> I
(x,») 4758k:11’k3 kSLV,

, 2.6-1
dne T 1, ( )

in VireQ
Dar, reprezentarea razelor vectoare ry, 7, 13, 74 de la corpul punctiform la diversele puncte
(x, ) din camp (din planul xOy), desi se face printr-o relatie simpld si anume

ro= \/ (x=x) +(-»,)",k=1,234, unde (x;, y;) sunt coordonatele corpurilor punctiforme,

este atat de dificild de realizat Incét chiar cu asistenta unei logistici informatice bune (de exemplu,
prin utilizarea produsului informatic MATHCAD ) este necesar un efort mare de programare .
Problema devine intr-adevar simpld daca se utilizeaza un alt model decat (2.6-1) obtinut
prin intermediul transformarii geometrice Schwarz — Christoffel, care permite transformarea
conforma a unui contur poligonal inchis Intr-o linie dreapta, ce poate fi asimilata cu axa reala O§

a unui plan complex § . Apoi, calculul unui camp produs

L1,

de corpuri punctiforme incarcate cu sarcini electrice si

situate Intr-o pozitie coliniard devine destul de usor. *
Campul electric produs de corpurile _

punctiforme coliniare , incarcate cu sarcini electrice '

(asa-zisele ,, sarcini coliniare “). Se considera exemplul "

din figura 2.42 , in care: a este un exemplu de dispunere 4

a sarcinilor electrice de-alungul axei reale O& si b

reprezintd calculul unghiurilor de rotire a intensitatii

campului electrostatic.

Se considerda ca de-alungul axei reale a planului

{=&+ jn (unde j este unitatea imaginard , j=1, si Fig. 2.41

operatorul de rotatie cu unghiul 7/2 in planul complex) sunt plasate sarcini electrice concentrate
punctual si distribuite liniar intr-o succesiune oarecare (de exemplu, asa ca in figura 2.42 a ). In
acest fel axa reala Of va fi formata din segmente echipotentiale (de exemplu in figura 2.42 a
segmentele b,b, si b,b, ) si din segmentele de linii de camp ( ca, de exemplu a,b,,b,b, , etc.). De
aceea se pune problema calculdrii distributiei intensitatii campului electrostatic, precum si a
potentialului electrostatic pentru repartitia de sarcini electrice data.

In acest scop, se introduce
0 noud notiune si anume campul
electric complex, care 1n lucrarea . d
Gavrila si Centea (1998) este 11
reprezentat de functia denumita 1 . Ih A2k | PO AL AT B § O
potential complex, notata cu W si
definita prin : W
(2.62) WU B e b St o 25 2
care este o functie fazoriala 3 P S I
definitd in planul complex z.
Atat partea reald U cét si cea Fig. 2.42
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imaginard J pot reprezenta potentialul electrostatic (potentialul original) al unui cAmp oarecare.
Forma unor linii echipotentiale U = const . sau V' = const . poate fi asemuita cu niste conductoare
incarcate cu sarcini electrice al caror camp este descris prin componentele potentialului complex
W . Ambelor functii conjugate U si V' le corespund intensitatile campului :

. ou .oU
EU :EUX +JEU1 = _E_JE

(2.6-3) v oy
EV:EKv+jEVy_ ax _Ja

scrise pe baza definitiei clasice : £ =—gradl .

Daca una din functiile U sau V reprezintd potentialul original, cealaltd functie poate fi
utilizatd pentru determinarea atat a traiectoriei liniilor de camp , cat si a sarcinii electrice a
conductoarelor (precum si distributia ei pe corpul conductor) .

In ceea ce priveste trasarea liniilor de cAmp se pleacd de la constatarea ca liniile U = const.
si V' = const. sunt ortogonale, deoarece 1n cadrul functiei complexe W =U + jV, j este un operator

de rotatie cu m/2. De altfel, acest fapt rezultd si din efectuarea produsului scalar dintre

intensitatile Eu si Ev din planul geometric xOy , adica :

(2.6-4) Ev-Eyv = EUXEVX +EUyEVy ,
in care :
Eu ——a—U;—a—U] =E, i+E,]
Ox Oy ’
(2.6-5) V- av ,
Ev=-—i———j=E i+E,]
ox

unde isi j sunt versorii axelor geometrice Ox si Oz.

Tinandu-se seama de faptul ca vectorii intensitatilor electromagnetice Ev si Ev sunt, in
fiecare punct al planului geometric xOy , tangente la traiectoriile liniilor echipotentiale U = const .
si —tespectiv— V' = const., ortogonalitatea este asiguratd dacd produsul scalar (2.6-4) este nul.
Folosindu-se conditiile Cauchy-Riemann si anume :

ou_ov ou_ ov
ox oy oy ox’
ceea ce Inseamna, tindndu-se seama de ecuatiile sistemului (2.6-5), ca:
E, = EVy; EUy =-E,,
care introduse in membrul drept al relatiei (2.6-4) dau :
ELE, +E,E, =E,E, —~E,E, =0 Ey-Ey=0.

Prin urmare, relatiile (2.6-3) si (2.6-2) arata ca :

Ux

(2.6-6)

steluta indicand conjugata functiei complexe.
Termenul dW/dz este denumit intensitatea complexa a cdmpului electric. Relatiile
precedente arata cd, in valoare absoluta, cele trei intensitati sunt egale 1n acelasi punct:
\dw /dZ|=E, =E, . (2.6-7)
Revenind la problema din figura 2.41 rezultd, tinandu-se seama de egalitatile (2.6-6), ca in

punctele de tipul a; , a, ...(in care sunt concentrate sarcini electrice pe corpuri punctiforme),
intensitatea campului electric devine infinita, iar la stanga si la dreapta punctelor are sensuri opuse
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(v. fig. 2.42 a). De aceea, in formula de calcul a intensitatii campului trebuie introdusi niste factori
de forma :
1

C-a)--- ’

In punctele de pe axa reala, C=a+]O=¢, conditiile (2.6-8) sunt indeplinite, deoarece §

(2.6-8)

pe axa absciselor primeste numai valori reale:
§=al ,Ay,... .
in punctele de tipul b, , b,, ..., care se situeaza la limita dintre o linie de flux (de camp) si
o linie echipotentiald , cAmpul electric devine infinit iar directia sa se modifica cu /2, ceea ce

implica introducerea in formulele de calcul a unor factori de forma :
1

JE=b)E&-b,)--
deoarece atunci punctul in care se face calculul se gaseste in stanga punctului b; sau la dreapta
punctului b, (b, si b, fiind deci capetele conductorului filiform cu distributie liniard a sarcinii

electrice) produsul de sub radical in (2.6-9) este pozitiv si intensitatea campului este reala (adica
pe directia axei reale OF ), iar cand campul curent se gaseste intre capetele b, si b,, produsul este

(2.6-9)

negativ, radicalul din (2.6-9) este atunci imaginar §i ca urmare argumentul functiei intensitate
complexa a campului d@/ d¢ se roteste cu m/2 (pe directia axei imaginare On).

Daca punctele b; si b, se apropie intre ele, sarcina ramane constantd si portiunea b;-b,
incarcata electric se reduce la un punct, factorul (2.6-9) transformandu-se intr-un factor de forma
(2.6-8).

Sarcinile coliniare pot fi si sarcini dipolare, deoarece pe axa reald se pot gasi si dipoli de
tipul d; , d, (in figura 2.42 a). Prezenta acestora se manifestd in formula de calcul prin factori de
forma:

.
() ).
care apar ca o limita calculata in felul urmator:
. 1 1
lim = T
ahen (C—a)C—-a,) (E-d)

sugerata de definitia (1.11) a momentului electric.
In sfarsit, pe axa reald OE se mai pot afla si puncte de tipul ¢, ¢»,... (vezi figura 2.42 a), in

(2.6-10)

(2.6-11)

care intensitatea cAmpului se anuleaza si isi schimba sensul (de o parte si de cealalta parte). Astfel
de puncte pot exista pe axa in locurile cuprinse intre cele doud corpuri punctiforme cu sarcini de
acelasi semn (v. fig. 2.35). De acest caz se tine seama introducandu-se in formula de calcul a
intensitatii cAmpului a unor factori de forma:

(2.6-12) G-c)

deci pozitiile punctelor ¢ nu pot fi cunoscute apriori, ele putdnd fi determinate numai pe baza
conditiilor la limita.

Rezulta, atunci, cd in cazul sarcinilor electrice coliniare (concentrate pe corpuri
punctiforme, distribuite pe corpuri filiforme, legate ca sarcini dipolare etc.), intensitatea complexa
a campului electric se poate calcula cu o formula de forma:
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dE—A C—c)e

(2.6-13) ==4 :
dg (C—a)-JC-b)E-b,)---(E~d,)

unde A este o constantd complexa care se determina din conditiile la limita .
Daca pe axa OE se gasesc n conductori punctiformi coliniari, gradul numitorului expresiei

(2.6-13) este chiar n. In ipoteza extrema ca sarcinile coliniare sunt de acelasi semn, numirul
punctelor ¢ care apar la numaratorul fractiei (2.6-13) va fi maxim, adicd n-1 (cate intervale sunt
intre cele n corpuri coliniare), iar cdnd semnul sarcinilor electrice consecutive alterneaza, evident
ca gradul numaratorului va fi mai mic decat n-1.

Din relatia (2.6-13) rezulta ca potentialul electrostatic complex W —definit prin functia

(2.6-2)— se poate determina cu formula:
(G-c)-

(2.6-14) w zﬁj (C—a) - JC-b)G=b)(C—d,) ...

d¢+B

B

unde B este §i ea o constantd complexa de integrare. Aceastd formula poate fi prelungita analitic
in tot planul complex £ .

Potentialul complex W , dat de expresia (2.6-14) este o functie de variabila complexa

C=E&+ n si —de aceea— satisface ecuatia lui Laplace (AW =0 in punctele § in care

q, [C/ m3]=0). Ca urmare, expresiile (2.6-14) si (2.6-13), ale potentialului electric i campului
electric (complexe) permit determinarea tuturor constantelor (A4, B si ¢) In functie de sarcinile
electrice date, valorile la limitd ale potentialului electric, conditiile la limita pe axa O (reald) si
conditiile de la infinit (astfel, la distante mari contributia dipolilor electrici —Q — +Q poate fi
neglijata, iar sarcinile electrice concentrate in punctele a si cele distribuite intre punctele b, — b, ,
apar ca sarcini pe corpuri punctiforme a céror contributie in formulele de calcul (2.6-14) si (2.6-
13) este de forma 1/ (§—a), facand ca —la infinit— potentialul J¥ sa aibd o evaluare logaritmica).

In expresia (2.6-13), a intensitatii complexe a ciAmpului electric, apar factori de forma
E-a)".(¢ —b)’l/z,(g —¢)" si ((—d)”, ai caror exponenti (1,-1/2,-1 si —2) reprezintd, datorita
operatorului j de rotatie cu 7/2 din structura lui G, raportul 0/n , unde 0 este unghiul cu care se
roteste intensitatea cAmpului electric in dreptul punctului considerat (¢ , b, a si d). Intradevir,
unitatea complexa j* = —1, roteste, in planul complex ¢, orice vector (deci si pe dE/dg) cu
n/2dacdj=j', cu—m/2 daca operatorul este j”' si cu 2m daci j este la puterea —2 sau +2 (pentru
cd:j’ =1 adica axa reala O&, jj’ =j adicd axa imaginara On, jj = j* =1 adici axa reald O —§,
ji* = —j adica axa imaginard O —n si —jj°= 1 adica iarasi axa reald Of s.a.m.d.). De exemplu, in
figura 2.42, in stinga punctului @, intensitatea campului electric are sensul spre valorile
descrescatoare ale lui &, deci unghiul pe care il face cu sensul pozitiv al acestei axe O este
0 =m, iar in dreapta punctului a; sensul intensitatii coincide cu sensul pozitiv al axei reale Og,
deci 6=0, caz in care cresterea unghiului este 0—n=-m, iar catul 6/n=-n/n=-1, adica
exponentul factorului (€ - a)™.

In figura 2.42b este prezentat modul de calcul al acestor unghiuri de rotire pentru distributia
sarcinilor electrice (coliniare) pe axa OE din figura 2.42a .

Prin generalizare, daca functia complexa d@/ dC se roteste Intr-un punct oarecare a cu un

—-0/n

unghi + 0, in formula (2.6-13) va trbui introdus un factor (§—a)™", deoarece:

176



- la stdnga punctului a, de referinta, (£ — a) este negativa:

jm
€ >

G-a=fi-d=f-a

—-0/n

. . .o o . o/ .
iar numarul (§—a) ™" reprezinta marimea qg - a‘ e‘/") = ‘E - a‘ e’

- la dreapta punctului a, factorul (£ —a) este pozitiv, argumentul sdu fiind nul si de aceea

unghiul creste cu + 0 .

De exemplu, in cazul cu totul particular al unui camp electrostatic uniform, in toate
punctele liniilor echipotentiale sau de camp, vectorul intensitatii campului nu 1si schimba directia,
ceea ce face ca exponentii tuturor factorilor (§ — p),cu p e {a,b,c, d } sa fie nuli si astfel:

dW/dC=A, W=AC+B si U=AE+B, V =An+B

constantele de integrare fiind numere reale. In acest caz liniile echipotentiale si liniile de camp
formeaza o retea de drepte ortogonale echidistante si paralele cu axele de coordonate rectangulare
(asa ca in figura 2.43).

In cartea Gavrild, Centea (1998) sunt prezentate numeroase exemple, toate avand un
important interes practic.

Ne putem reintoarce acum la problema enuntatd la inceputul acestei aplicatii (v. fig. 2.41)
datorita faptului cd prin transformarea geometricd Schwarz-Christoffel, care va fi descrisa in
continuare, conturul poligonal inchis pe care il formeazd corpurile punctiforme incarcate cu
sarcini electrice din figura 2.41, va putea fi transformat intr-o linie dreapta , care poate fi asimilat
cu axa realda Of a unui plan complex (. In acest fel interiorul poligonului se transforma in

semiplanul superior al planului complex C, iar exteriorul lui in semiplanul inferior a lui € (fig.

2.44). Pe aceasta cale, campul determinat de poligon poate fi corelat cu cel al sarcinilor coliniare
(indicat n figurile 2.42).

Fig. 2.43 Fig. 2.44
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Formula Schwarz-Christoffel permite determinarea unei transformari €= f(z) in asa fel
incét atunci cand punctul curent z = x + jy parcurge intregul contur poligonal punctul §=_E&+ jO
descrie Intreaga axa reald a planului =&+ jn.

Determinarea functiei = f(z) sau a functiei inverse (care existd) z=g(l) este o

problema pur geometrica. Dupa rezolvarea ei, pe baza celor aritate anterior (,,sarcini coliniare®)
se poate trece la aflarea solutiei problemei fizice date.

Fie punctul z care porneste din punctul 4 (z,), aflat pe una din laturi si care se
deplaseaza de-a lungul conturului poligonal inchis In sens pozitiv (adica in asa fel incat domeniul
inchis sa ramanad in stanga), trecnd succesiv prin varfurile poligonului, in ordinea z,,z,,z,si z,,
ajungand din nou in 4 (in z ). Simultan, punctul { se deplaseazi de-a lungul axei absciselor in

sens pozitiv, incepand cu punctul de la —oo (in 4') si trecand succesiv prin punctele a,,a,,a, si
a, pentru a ajunge in punctul de la +oo , care corespunde tot punctului 4 (la stinga lui in
A" — A). Astfel punctele a,,a,,a,,a, corespune varfurilor z,,z,,z,,z, ale poligonului, iar
segmentele care unesc punctele —oosi a;, a; $i az, a; $i as, as $i ay, a, $1 +00 corespund laturilor
conturului poligonal z,z,,2,2,,2,2;,2,2, si z,z, (fig. 2.44b).

De-a lungul fiecaruia dintre segmentele care alcatuiesc laturile poligonului, derivata
complexd dZ /dg are un argument constant cdci C se deplaseazd pe axa absciselor, avand

permanent valoarea reald. Cand C trece prin punctele, a,,a,, ..., directia de deplasare a punctului

z se modifica cu unghiurile 0,,0,,.... Prin urmare, analog cu formula (2.6-13)— dedusa pentru

intensitatea complexa a campului, in formula pentru derivata dz / dC vor aparea factori de forma :

G-a) " (G~a) ™",

rezultand:

_ ! %: _ —91/71' _ -0,/n
(2.6-13") i AG—a)"" (G-a,) ",
astfel ca :

(2.6-14) z=g©) =4 G-a)""-(G-a,)""..+B,

unde 4 si B sunt constante de integrare, iar unghiurile 6,,0,,... sunt pozitive cand sensul de

rotatie corespunde sensului trigonometric. Practic, in expresiile (2.6-13') si (2.6-14 ), exponentii
-6, /m reprezinta catul prin © al unghiului cu care trebuie rotita latura & + 1 pentru ca sensul ei

pozitiv sa coincida cu cel al laturii & .
Constanta A4 determind dimensiunile poligonului in planul z (prin modulul ei), iar

constanta B conduce la translatarea poligonului in pozitia dorita.

Relatia (2.6-14) este denumiti integrala Schwarz-Christoffel si ea realizeazi transformarea
conformd {—%—z. Daca, invers, din formula (2.6 —14") se exprimd ¢ in functie de z, adicd
C=f(z), punctele z sunt reprezentate pe axa reala & a lui C si, ca atare, pe aceastd axad apar

toate liniile echipotentiale si de cdmp care compun conturul poligonal inchis. Utilizdnd expresia
(2.6-14) se poate determina expresia potentialului complex W =w(C) care indeplineste conditiile

la limita de-a lungul axei reale in planul C; de fapt daca in expresia (2.6-14) a lui W se

inlocuieste C= f(z) se va obtine formula de calcul a distributiei semnalului complex in planul

178



z:W = [f(g)l Variabila complexa { poate fi consideratd ca un parametru care atageaza punctelor

z=(x,y) din domeniul analizat cate un potential complex calculat in aceste puncte cu expresia
(2.6-14).

Pentru cazul prezentat in figura 2.44 in care pe axa reala Of apar tot atitea puncte a cate
varfuri z are poligonul (deci n = 4) <> integrala Schwarz-Christoffel (2.6-14") are patru factori de
tipul (- a,) ™", k =1,2,3,4. Numdrul acestor factori ar putea fi redus la trei (in general de la n

la n-1), daca deschiderea poligonului prin punctul de ,,fracturd” 4 (v. fig.2.44a) se face chiar in
unul din varfuri; atunci punctul in care a fost deschis poligonul este oo, astfel céla distanta finita
apar numai n—1 puncte a. Acest mod de deschidere este recomandat atunci cand poligonul are
varfuri la infinit, in care fracturdndu-se poligonul, varful de la infinit nu mai apare in
transformare.

Dacid poligonul din planul z are n laturi, in formula (2.6-14") apar, in general, n+2
constante si anume: A4,B (de integrare) si n valori a, k =(1,2,...,n)— corespunzatoare celor n

varfuri ale poligonului dat. Pentru determinarea acestor n + 2 constante dispunem insd numai de »
ecuatii de forma z, = g(a,), ecuatii care rezultd prin inlocuirea lui z din relatia (2.6 —14") prin

Z1,Zy5Z, S1PE § prin a,,a,,...,a, , astfel cd doud constante iau valori arbitrare.

Daca poligonul prezintd o axa de simetrie si sistemul de coordonate Oxy se alege astfel
incat axa Oy sa coincida cu axa de simetrie, punctele simetrice din planul Oxy vor avea abscise
simetrice in planul O&n dacad axa On este transformata conforma a axei Oy.

2.7.3. Exemple de calcul al capacitatilor electrostatice

Vor fi prezentate cateva cazuri de condensatoare utilizate in practicd pentru care se va
determina capacitatea electrostatici, precum si un exemplu tipic de calcul a capacitatii
electrostatice echivalente.

Aplicatia 2.7 — calculul capacitatii condensatorului cilindric. Condensatorul cilindric (fig.
2.45) are doud armaturi cilindrice, coaxiale, cu razele R,, R, sicu lungimea /.

Neglijandu-se efectul de margine si tindndu-se seama de simetria axiala a sistemului,
repartitia campului intre armaturi se aproximeaza cu una radiala.

Pentru calculul campului se aplica legea fluxului electric pe o suprafata X, cilindrica,
coaxiald cu armdurile avand raza R (R, <R<R)).

Campul fiind radial, flux existd numai prin suprafata laterala a cilindrului X si deci:
P = fﬁd_Az JDdA:DJ.dA:DZan,

Lt Lt i E: b A i . F ' \
inductia electrica fiind aceeasi in oricare punct al i “‘\ 3 " 7
- 'I 4

suprafetei laterale. . \II
Deoarece Wy =Q si D=cE rezulta

_ o .|

2meR! ll\. oo
Tensiunea dintre armaturi va fi: \'\\ b
R R R,
U=[EdR=[EdR= Q jﬁ ’
% % 2mel 2 R
adica: Fig. 2.45
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2nel R,
De aici rezulta imediat:
2
2.7-1) c-£_ L;l
v In—2
Rl

Aplicatia 2.8 — capacitatea unui condensator sferic (fig. 2.46). Campul intre cele doua
armaturi sferice, concentrice, este radial iar calculul sau se face cu ajutorul legii fluxului electric
scrisd pentru suprafata sferici >, de razd R, de asemenea concentricd cu cele doud armaturi

(R, <R<R)).
e

NHE P

e e

Fig. 2.47

Fig. 2.46

Conform legii fluxului electric, ¥y =0,

unde:
Wy = [ DdA =[eEdd =sE[dd = 4neR'E ,
z z z
rezulta:
__9 .
4meR’
Tensiunea intre armaturi este'

U= jEdR J.EdR Q(i—ij’

dre

iar capacitatea:
Q 4neR R,

U R, - R,

Aplicatia 2.9 — condensator cilindric cu straturi dielectrice concentrice (fig. 2.47). Se
admite, datoritd simetriei, asa cum s-a stabilit §i in cazul aplicatiei 2.7, repartitia radiald a
campului Intre armaturi, astfel ca suprafetele concentrice de separatie dintre straturile de dielectric
sunt suprafete echipotentiale iar sistemul este echivalent cu n condensatoare in serie avand

armaturi de raze R, < R,,, si dielectric de permitivitate g,
Capacitatea echivalenta este data de relatia:

1 1 R
E_ P E_; 2me,l
de unde rezulta:
180



2nl

S
;:Siln R

Observatie : Din expresia intensitatii campului in stratul dielectric:

E = Q_.
2me,RI

rezultd ca aceasta este invers proportionald cu €, R si /. Daca dielectricul este acelasi, uniformi-

tatea intensititii campului 1n straturile dielectrice se poate obtine atunci cand
Rl =R}l =.=R] . In cazul izolatiilor aplicate in straturi, pentru solicitarea uniformi a
dielectricului se urmareste realizarea constructiva a acestei conditii, lungimile straturilor trebuind
sd scada pe masura ce raza creste.

Aplicatia 2.10 — condensator cu lamele. Sistemul din figura 2.48, utilizat la constructia
condensatoarelor variabile, este echivalent cu n condensatoare plane, in paralel, fiecare avand
distanta dintre armaturi d , aria suprafetei armaturii A4, iar ca dielectric aerul cu permitivitatea g, .
Capacitatea echivalenta este egald cu suma celor »n capacitati:

CeanOA'
d

In cazul particular al unui condensator plan cu doua straturi paralele de dielectric (fig. 2.49),
cele doud straturi de dielectric fiind considerate omogene si izotrope, liniile de camp sunt
perpendiculare pe armaturi iar suprafata de separatie dintre straturi este o suprafata echipotentiala.
Capacitatea condensatorului este egala cu capacitatea
echivalentd a doud condensatoare in serie:

g g4 [
C:gi} ?A:d Ad '
PR
Observatii:

- 1n cazul condensatorului cu » straturi de dielectric
se va obtine:

c=—"1 .

nd.’
Zil

-1 €;

- inductia electrica D fiind aceeasi in toate straturile
(v. teorema refractiei liniilor campului electric):

Dl = DZ ... =Dn 5 Flg 248

din relatia echivalenta: . T3
gLl =¢,E=.=¢ En,
rezultd cd intensitatea cdmpului va fi mai mare

in stratul cu permitivitate mai mica. De aici
necesitatea asigurdrii omogenitatii izolatiilor

" T o T F =Y TRETYTY T T

aparatelor si instalatiilor electrice. e Y .l
Aplicatia 2.11 — ecuatiile lui Maxwell de ‘
capacitate a unei linii bifilare (fig. 2.50). Se Fig. 249

cere calculul coeficientilor de potential (a,,,0,,,0,, =, ) si de capacitate (B,;,B,, B, =05,)
conform datelor din figura 2.50.
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Aplicandu-se metoda imaginilor, se inlocuieste sistemul real al celor doud conductoare
aflate in prezenta pamantului cu sistemul, echivalent din punctul de vedere al producerii campului
electrostatic, format de ele si de imaginile lor In raport cu suprafata pamantului.

Ecuatiile de capacitate ale lui Maxwell pentru sistemul din figura 2.50 sunt:

Vi=a,0 +0,0,

V,= (X‘ZlQl + OL22Q2

si

Q1 = BnVl +B12V2
Qz = B21V1 +Bsz2

Coeficientii de capacitate rezulta din rezolvarea primului sistem in raport cu Q, si O, :
I/1 (X’IZ
leVz Oyl _ Oy g Oy v,

oy Oy, det[a] det[a]

a2l a‘22

a‘ll Vv]

Q2 — aZl I/Z - _ G‘ZI 1+ a’ll I/zv
o, 0, det[(x] det[oc]
(x’21 (X‘ZZ

de unde rezulta:
Q,

Bll de t[ ]B22 de t[ ]Blz le = det[a].

Vom scrie ecuatiile primului sistem
exprimdnd potentialul campului produs la
distanta x de sarcina distribuitd pe un conductor,
in raport cu potentialul unui punct de referinta
situat la distanta x,, conductorul fiind presupus
infinit lung:
xO

In—=
X

X,
In—=%-
X

Y
2me,l

P
2me,

V=

Punctul de referinta este suficient de departat
pentru a-1 considera ca fiind acelasi pentru toate

Fig. 2.50 conductoarele sistemului.

Potentialul conductorului 1, tindnd cont si de prezenta celorlalte, va fi:
I/IZ—QI Ino+ 9, In all __Q no 0, In al =

2ne,l  a  2meyl (h, —h, )2 +4?> 2mel  2h 2me)l (hl +h, )2 +d?

_0 2y 0 NBth) vd

2ne,l  a  2me,l \/(h1 —h)+d’

Analog, rezulta:
*\/ Prd?
ln—z‘
2ns l 2ns [ a

(h1 hz) +d’
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Prin urmare:

1 2h,
o, = In—;
2ne,l  a
2
o,, = ! In hz;
2ne,l  a

ho+h,) +d*
o, =0, = 1 In (1 2) ’

2rell (b —h, Y +d?

coeficientii de capacitate urmand a fi calculati in functie de acestia, asa cum s-a aratat mai sus.
Observatii :

-daca hy=h,=h si d <<h, asa cum se Intdmpla in practicd, coeficientii de potential vor

fi:
1 2h
o, =0, In—
2ne,l  a
1 2h
Uy =0y, In—;
2ne,l d
-dacdsi Q =-0Q, =Q varezulta:
v, = 0 lni si V, = Y lni'
2ne,l  a 2ne,l  a

Aplicatia 2.12 —capacitatea electrostatica echivalenta a grupului de condensatoare
identice din figura 2.51a. Pentru calculul capacitatii echivalente cu ajutorul teoremelor capacitatii
echivalente a condensatoarelor legate in serie si, respectiv, in paralel, se va transforma mai intai
reteaua utilizandu-se teoremele transfigurarilor triunghi-stea sau stea-triunghi, asa ca in figurile
2.51b si, apoi, 2,51c.

N\ #

" i
= I = X
oo pa b . 4 N
Fig. 2.51a Fig. 2.51b Fig. 2.51¢

In primul caz avem (fig. 2.51b)

2

C =C,=C, =C+C+%=3C

si
e )
C, = =C
30+ 3C.C N 3C.C
4C 4C

In cel de al doilea caz (fig. 2.51¢) se obtine:
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si

c (C+§j(c+§j —
c - _C vslar

J’_

3 (C+Cj+(C+CJ -
3 3 % #

Observatie.  Simetria aratd ca cele doud e 2T S
condensatoare legate la borna 4, ca si cele doua legate la
borna B, se vor Incirca cu aceeasi sarcind. Drept urmare T
vor exista egalititile U, =U, st V, =V,. i

Condensatorul din diagonala puntii raméne neincarcat,
iar capacitatea echivalenta a retelei este egald cu
capacitatea echivalentd a condensatoarelor din laturile L
puntii: '
ee N cc
¢ 2C 2C

Fig. 2.52
2.7.4. Calculul circuitelor cu condensatoare in

regim electrostatic

Prin acest paragraf dorim sd ardtam usurinta cu care se rezolva orice sistem de ecuatii
algebrice liniare —ce descrie circuitele cu condensatoare in regim electrostatic— prin utilizarea
produsului informatic MATLAB (v. §9.3.1) considerand, in acest scop, doud aplicatii: una privind
repartitia sarcinilor electrice si potentialele electrostatice intr-un circuit cu condensatoare si a doua
referitoare la determinarea coeficientilor de capacitate si a capacitatilor partiale intr-un sistem de
mai multe corpuri izolate intre ele, prin folosirea ecuatiilor lui Maxwell pentru capacititile
electrostatice.

Aplicatia 2.13-circuit cu condensatoare electrostatice. Se considerd circuitul din figura
2.52 care reprezintad un caz practic (o punte Wheatstone de curent alternativ utilizata la masurarea
impedantelor), analizat aici numai din punctul de vedere electrostatic, adica atunci cand -sursa de
alimentare cu energie electricd fiind conectati- in circuit toti curentii electrici din laturi au
intensitatea zero, situatie n care rezistenta electricd a componentelor din laturi nu reprezinta
importanta.

Acest circuit electrostatic are n=6 noduri §i /=10 laturi, pentru fiecare laturd indicandu-se
capacitatea ei electrostatica C,, k=1,2,...10. In latura cu indicele 4, este conectati o sursd de

curent continuu, cu tensiunea la bornele U, data. Pentru acest circuit se cere sa se determine cu ce
sarcini electrice se vor Incarca —in regim electrostatic— condensatoarele electrice (adicd ¢,,q,,...,
q,,) sl tensiunile electrostatice la bornele lor (adica U, , U,,...,U,,).

Rezolvarea acestei probleme se face determinand —mai intai— cele zece sarcini electrice ¢,,

k=1,2,..,10, ale condensatoarelor electrice, ceea ce se realizeaza prin rezolvarea sistemului (CE1),
de 10 ecuatii algebrice liniare in ¢, scris direct cu date numerice, care rezultd prin aplicarea

relatiilor (2.57) la n—1=6-1=5 noduri, adica: Zq=0 si a relatiei (2.58) —v. § 2.5.4— pentru /-

n+1=10-6+1=5 ochiuri, adica Z% = ZUS sau ZSq = ZUS , unde elastanta S=1/C.
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Se obtine, 1n acest fel sistemul (dupa ce -in prealabil s-au fixat semnul sarcinilor electrice de
pe armaturile condensatoarelor electrice, tindnd seama de polaritatea sursei de alimentare U, dar

si arbitrar, urmand ca prin rezolvarea sistemului ce urmeaza valorile lui ¢ sa poarte semnul minus
dacd semnul initial al sarcinii respective nu afost ales in conformitate cu cel real):

nodula »1-¢,-1-9¢,+0-¢,+0-9,+0-9q,-1-q, +1-¢, +0-¢,+0-¢9,+0-q, =0
nodulp 0-¢,+1-¢,-0-9,+0-9,+0-9,+0-9,+0-9g,+0-q,+0-q,+1-¢g,, =0
nodule¢ 0-¢,+0.9,+1-q,-1-q,+1-¢,+0-q,+0-q,+0-9,+0-q,+0-¢q, =0
noduld 0.¢,+0-9,+0-¢9,+0-q,-1-g,+1-q,+0-9,+0-¢,+0-q,-1-q,,=0
nodul f -1-¢,+0-¢9,+0-¢,+0-9,+0-¢9,+0-¢q,-1-g, +1-g,+0-q,+0-¢q,, =0
ochiulabcda:
0-9,-10%-¢,-2-107°-q,+0-q, +10" - ¢, +2-10" -q, +0-¢q, +0-¢,+0-q,+0-q,, =0
ochiulc Uedc:
0-q,+0-q,+0-q,-2,5-10°-¢, -10° -q, +0-q, +0-¢q, +0-g, —10-10° - g, + 0-g,, =+10
ochiul f (prinC,))abc U, ef:
-2,5-10°-q,-10°-q,-2-10°-q, -2,5-10° -q, +0-q, +0-q, +0-q, —
-2,5-10°-¢,+0-¢q,+0-g,, =+10

(CE1)

ochiuladefa:

0~ql+0-q2+0~q3+0~q4+0-q5—2~2~105-q6—100~105-q7—2,5~105~q8+10~105-q9+0~q10 =0
ochiulabda:

0-q-10°-q,+0-q,+0-q,+0-9, +2-10°-q, +0-q, +0-¢g, +0-¢, +100-10° - ¢, =0

care, scris sub forma matriciala, devine:

S
1 -1 0 0 0 -1 1 0 0 0
0 1 —1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 -1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 1 0 0 1 -1
—1 0 0 0 0 0 +1 1 0 0
0 -10° | =2,5-10° 0 10° | 2,5-10° 0 0 0 0
0 0 0 -2,5-10° | -10° 0 0 0 -10-10° 0
- _ 5 o . 5 o . 5 -

2.5.10° 10° | -2,5:10° | —2,5:10 0 0 0 25.10° 0 0

5 5 - 5
0 0 0 0 0 |-2510° | —100-10 25.10° 10-10 0
0 -10° 0 0 0 | 2510° 0 0 0 100-10°
q Ui
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Q1 0
92 0
93 0
94 0
(CE2) s 0
' 9e _ 0
qz - -10
Js -10
9o 0
qio0 0

,,Listning”-ul programului MATLAB care asigura rezolvarea sistemului (CE2), precum si
calculul tensiunii la bornele condensatoarelor electrice —realizat cu formula U, =¢q,/C,,

k =1,2,...,10 — este prezentat in continuare.

Programul MATLAB pentru rezolvarea Apilcatiei 2.13 contine toate comentariile necesare
pentru deslusirea lui. Pentru prezentarea rezultatelor afisate pe ecranul calculatorului, ca urmare a
lansarii In executie a acestui program, s-a inclus in ,,out-print”-ul ce urmeaza si continutul sesiunii
de lucru MATLAB de rezolvare a aplicatiei 2.13 (cu doud coloane: g=si U=).

% %% %0 %o %o %o %o %o Yo Yo %o Yo %o %o %o %o %o %o %o %o %o Yo Yo Yo %o Yo %o %o %o %o %o %o %o %o Yo Yo Yo Yo Yo %o %o Yo
%% Program MATLAB pentru rezolvarea Aplicatiei 2.13 %%
%% Circuit cu condensatoare electrostatice %%
%% %o % %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o Yo %o %o %o %o %o Yo Yo %o %o %o %o Yo Yo %o %o %o %o Yo Yo Yo %o %o %o % %o %o Yo
%

clear

%

% Introducerea datelor de intrare

%

% - matricea S a coeficientilor sistemului

%

251252500 0-2500;..
0 00 O 0-25-100 -2510 O;...
0-10 0 02 00 010017;
S=[s1;s2*10"5];
%
% - vectorul termenului liber A al sistemului
%
A=[0;0;0;0;0;0;-10;-10;0;01;
%
% - capacitatile condensatoarelor din circuit (in Farad)
%
C1=4*10"6 ;
C2=10*"10"-6;
C3=5*10"6 ;
C4=C1;
C5=C2;
C6=C3;
C7 =10*107-8 ;
c8=C1;
C9=1*10"-6;
C10=C7;
c=[C1;C2;C3;C4;C5;C6;C7;C8;C9;C10];
%
% Rezolvarea problemei
%
% - calculul vectorului sarcinilor electrice ale condensatoarelor
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%
g =inv(S)*A;
%
% - calculul vectorului tensiunilor la bornele condensatoarelor
%
U=q./c;
%
%
%  Afisarea rezultatelor
%
fprintf ("Vectorul sarcinilor electrice ale celor zece condensatoare, in Coulomb:')

q
fprintf ("Vectorul tensiunilor la bornele celor zece condensatoare, in Volti:")

%% % %% % %0 % %0 %o %0 %o %o %0 %o %0 %o %0 %o %o Yo %o %o Yo %o %o %o Yo %o %o Yo %o %o %o Yo %o %o %o %o % %o %0 %o Yo

» aplic213
Vectorul sarcinilor electrice ale celor zece condensatoare, in Coulomb:
q =
1.0e-004 *
0.0903
0.0511
0.0508
0.1462
0.0955
i 0.0413
0.0021
0.0923
0.0539
-0.0003
Vectorul tensiunilor la bornele celor zece condensatoare, in Volti:
U=
. 2.2568
Fig. 2.53 0.5107
1.0151
3.6555
0.9546
0.8250
2.0505
2.3081
5.3899
-0.3143

Aceste rezultate aratd cd puntea cu condensatoare din figura 2.52 se afld in stare de
echilibru, fapt dovedit de aceea ca sarcina electrica a condensatorului Cy¢ (de pe diagonala de
masurd) este practic neglijabila (q;p = 0,0003 C) 1n raport cu celelalte sarcini electrice, iar
tensiunea la bornele sale este extrem de mica. Semnele sarcinilor electrice si al tensiunilor la
borne, asa cum au rezultat din calcul, arata ca —initial (pe schema din figura 2.52)— au fost corect
alese, cu exceptia condensatorului C,, la care semnul real este invers celui initial.

Aplicatia 2.14 — utilizarea ecuatiilor lui Maxwell referitoare la capacitati. Se considera un
sistem fizic format din 5 obiecte conductoare situate in aer si izolate fatd de pamant, asa ca in
figura 2.53 (care poate reprezenta un caz real, de exemplu un punct de distributie aeriana a
energiei electrice format din cateva incinte metalica cu diverse aparate de conectare si de masurat,
plus un operator uman).

Presupunand cd —pentru moment— obiectele nu sunt conectate la instalatia de legare la
pamant (nu sunt incd protejate) si cd, in functie de: permitivitatea absolutd a aerului

g,, =1/4n-9-10° F/m, distanta dintre obiecte $i dimensiunile lor, sistemul are coeficientii de

potential o, k,j€{1,2,3,4,5} indicati in figura 2.53, se cere sd se determine capacitatile partiale
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ale celor cinci obiecte fatd de pamant C, ,k=1,2,...,5 si capacitdtile partiale intre obiectele
conductoare C, =C,, j,k€{l,2,...5}.

Problema se poate solutiona cu ajutorul ecuatiilor lui Maxwell referitoare la capacititile
electrostatice, rezolvate cu un sistem de calcul (de tip IBM-PC) care are instalat produsul

informatic MATLAB.
Astfel, cunoscandu-se matricea o (data de problema) si anume:

1 002 | 0004 | 005 | 0,001
0.02 4 0.5 07 | 0,004 .
(2.14-1) a= 0004 | 05 3 01 | 0001 | X10°V/C
0.05 0.7 0.01 6 0,008
0.001 | 0,004 | 0001 | 0,008 2

se calculeazd, prin inversarea ei, coeficientii de capacitate 3, =B, j,k € {,2,...,.5}, sub forma

matricei B:
(2.14-2) B =0, in farazi (sau, daci a se imparte cu 10°, in nF).

Cunoscand elementele matricei B se pot determina capacitatile cerute de aceasta aplicatie si
anume:
- capacitdtile partiale fata de pamant:

5
C,o =B, InnF, k=12,..5, (2.14-3)
j=1
adica suma elementelor de pe linii ale matricei f;

- capacitdtile partiale intre obiectele conductoare:
C,=-B, InnF, k,je{l2,..5} (2.14-4)

in total noua valori
C12 = C21 9C13 = C31 9C14 = C41 ’CIS = C51 =C23 = C32 ’C24 = C42 =C25 = Csz >C34 = C43 si C45 =C

care sunt elementele matricei p de-o parte a diagonalei 8, (j =1,2,...,5) , luate cu semnul minus.

545

In incheiere prezentim lista programului MATLAB, cu comentariile de rigoare, ce
realizeaza operatiile:

- introduce 1n calculator valorile elementelor matricei a, date de (2.14-1);

- calculeaza matricea B, ca inversa matricei a, conform relatiei (2.14-2);

- determina, cu sumele (2.14-3), capacititile partiale fatd de pamant si le listeaza;

- listeaza capacititile partiale intre obiecte, conform egalitatii (2.14-4).

%% %% % % %0 %0 % %o %0 %o % %o %0 %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o Yo %o %o %o Yo %o %o Yo Yo

%% Program MATLAB pentru rezolvarea Aplicatiei 2.14 %%
%% Utilizarea ecuatiilor lui Maxwell referitoare la capacitati %%
%% %o % %o % %o % %o %o %o %o %o %o %o Yo %o %o %o %o Yo Yo Yo %o %o %o %o %o Yo Yo %o %o %o Yo Yo Yo Yo %o %o % %o % Yo
clear

%
% Introducerea datelor (matricea coeficientilor de potential, in V/C)
%

alf =1 0.02 0.004 0.05 0.001; ...
002 4 05 0.7 0.004;..
0.004 0.5 3 0.1 0.001; ...
0.05 0.7 01 6 0.008;..
0.001 0.004 0.001 0.008 2 ];

188



alfa = alf * 10"9 ;

%

% Rezolvarea problemei

% - calculul matricei coeficientilor de capacitate, in nF

%
beta = inv(alf) ;
%
% - calculul vectorului capacitatilor partiale fata de pamint (in nF)
%
k = sum(beta) ;
%
% - calculul matricei capacitatilor intre obiectele conductoare (in nF)
%
C =-beta ;
%
% Afisarea rezultatelor
%

fprintf('Capacitatile partiale fata de pamint sunt:\n')
fprintf(" - pentru obiectul 1: %7.4f nF\n',Ck(1))
fprintf(" - pentru obiectul 2: %7.4f nF\n',Ck(2))
fprintf(" - pentru obiectul 3: %7.4f nF\n',Ck(3))
fprintf(' - pentru obiectul 4: %7.4f nF\n',Ck(4))

(

(

(

E
fprintf(" - pentru obiectul 5: %7.4f nF\n\n',Ck(5))
fprintf('Capacitatile partiale intre obiecte sunt:\n')
fprintf(' - intre obiectele 1 si 2: %7.4f nF\n',C(1,2))
fprintf(" - intre obiectele 1 si 3: %7.4f nF\n',C(1,3))
fprintf(" - intre obiectele 1 si 4: %7.4f nF\n',C(1,4))
fprintf(' - intre obiectele 1 si 5: %7.4f nF\n',C(1,5))
fprintf(' - intre obiectele 2 si 3: %7.4f nF\n',C(2,3))
fprintf(" - intre obiectele 2 si 4: %7.4f nF\n',C(2,4))
fprintf(" - intre obiectele 2 si 5: %7.4f nF\n',C(2,5))
fprintf(' - intre obiectele 3 si 4: %7.4f nF\n',C(3,4))

fprintf(" - intre obiectele 3 si 5: %7.4f nF\n',C(3,5))
fprintf(" - intre obiectele 4 si 5: %7.4f nF',C(4,5))
%% %% % %% % %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o % %o %o %o %o %o Yo

» aplic214

Capacitatile partiale fata de pamant sunt: Capacitatile partiale intre obiecte sunt:
- pentru obiectul 1: 0.9881 nF - intre obiectele 1 si 2: 0.0036 nF

- pentru obiectul 2: 0.1845 nF - intre obiectele 1 si 3: 0.0005 nF

- pentru obiectul 3: 0.2967 nF - intre obiectele 1 si 4: 0.0079 nF

- pentru obiectul 4: 0.1313 nF - intre obiectele 1 si 5: 0.0005 nF

- pentru obiectul 5: 0.4985 nF - intre obiectele 2 si 3: 0.0424 nF

- intre obiectele 2 si 4: 0.0297 nF
- intre obiectele 2 si 5: 0.0004 nF
- intre obiectele 3 si 4: 0.0007 nF
- intre obiectele 3 si 5: 0.0001 nF
- intre obiectele 4 si 5: 0.0006 nF
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