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INTRODUCERE

Autorul se considerd dator sd precizeze inca
de la inceput scopul si limitele acestui volum.

Cititorul trebuie avertizat asupra ceea ce va gisi, dar
mai ales asupra ceea ce nu va gisi in paginile acestei carti,
si asupra spiritului in care ea a fost scrisi.

In primul rind, nu este vorba de un manual. Nu veti
gdsi nici reguli de derivare sau de integrare (se presupune
cd le cunoasteti), nici artificii amuzante, nici tot felul de
criterii care isi au locul in tratate sistematice. Volumul de
fatd nu poate si nici nu tinteste si se substituie cartilor sau
tratatelor de analizd matematicd existente (si cititorul
roman are norocul de a avea la dispozitie tratate excelente
in acest domeniu!). Nu este insd nici o carte de foarte largd
popularizare in sensul uzual; nu veti gisi decit un minim
strict necesar de istorie, iar aspectul anecdotic lipseste in
mod premeditat. Lucrarea se vrea mai degrabd o carte de
initiere si ca atare atentia principald este indreptatd asupra
aspectului principial, notional, al chestiunilor tratate, evi-
tindu-se, in mésura posibilului, complicatiile tehnice.

Lucrarea urmdireste si familiarizeze cititorul cu unele
dintre notiunile si aspectele cele mai importante ale anali-
zei (notiunile de functie, de continuitate, de integrald, de
diferentiald, de analiticitate) utilizind, ori de cite or1 a fost
necesar, notiuni de topologie si de analizd functionala.
Convingerea autorului este cd in acest mod se poate ajunge
cu mai multd usurintd la rezultate importante ale analizei
si cd tocmai aceastd imbinare de aspecte, unele pur anali-
tice, altele geometrice, sint caracteristice analizei mate-
matice contemporane. O altd convingere a autorului este
cd prezentarea unei teorii matematice trebuie si treacd
bariera inevitabild a banalititilor pentru a ajunge la citeva
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rezultate semnificative, acesta fiind singurul mod in care se
poate dovedi eficacitatea si interesul notiunilor introduse.
Rezultatele expuse sint tratate in mod diferentiat. Se dau
definitii precise, iar rezultatele principale sint demonstrate
coraplet. In demonstratii se utilizeazi patru teoreme,
nedemonstrate (din motive diferite pentru fiecare din ele):
este vorba de lema lui Zorn, teorema de compacitate a
spatiilor produs a lui Tihonov, teorema lui Fubini si for-
mula integrald a lui Cauchy. Alte afirmatii nu sint demon-
strate, ldsind aceasta in grija cititorului, drept exercitii
utile (si relativ simple). In sfirsit, aproape fiecare capitol
cuprinde si o serie de teoreme, clasice sau recente, ale ciror
enunturi sint perfect accesibile cititorului, dar ale cdror
demonstratii, datoritd dificultdtii lor, nu-si au locul aici.
Importanta lor (cum ar fi de pildd teorema de pregitire)
le justificd insd prezenta. Ritmul expunerii are tendinta
sd creascd in capitolele ultime, ceea ce este firesc.

Cititorului nu i se cer, in principiu, decit cunogtintele
predate in liceu: de fapt o anumitd putere de abstractizare,
imaginatie §i dorintd de intelegere sint absolut necesare.
Autorul respectd ,regula jocului®. Se atrage atentia asupra
a ceea ce este si ceea ce nu este demonstrat, iar afirmatiile
nedemonstrate, urmate de un ,De ce?*, nu ascund in ele
dificultiti escamotate astfel de autor, ci sint perfect acce-
sibile cititorului atent.

Desigur, i se cere acestuia un efort suficient de serios.
Cartea trebuie cititd cu creionul in mini. Speranta auto-
rului este insd c& studiul cirtii permite apoi cititorului
interesat si se orienteze usor in tratate mult mai voluminoase
§i cd abordarea unor textc mai avansate nu va pune difi-
cultdti principiale.

Materialul prezentat este bineinteles fructul unei ale-
geri ce tine de cunostintele, experienta, gusturile autorului
si, intr-o mare méasura, de spatiul avut la dispozitie. Desigur
se puteau face gi alte alegeri la fel de indreptitite, dar un
anume caracter subiectiv nu poate fi inlaturat. Autorul
a tinut insd sd nu incarce textul cu definitii prea numeroase
§1 a incercat si arate acea pendulare continud intre general



si particular, specificd cercetdrii matematice. In sfirgit,
intr-un text dedicat analizei, era greu si lipseascd notiunea
de analiticitate. Motive evidente de spatiu nu au permis
insd indicarea generalizirilor in cadrul algebrelor de functii
ale acestei nofiuni.

In ceea ce priveste partea ,istorici®, studiul evolutiei
unei discipline matematice prezintd cu adevirat interes
doar pentru cei ce au ajuns la o cunoastere suficient de
serioasd a disciplinei respective. In caz contrar, totul rimine
superficial §i deci inutil. Aceasta explici locul restrins
acordat aspectului istoric in cadrul acestei carti.

La finele volumului se giisesc indicatii privind eventuale
lecturi ulterioare, si o bibliografie precisd privind chesti-
unile nedemonstrate.






CAPITOLUL I
NUMERE, MULTIMI, TOPOLOGIE
Ce sint numerele reale ?

Oamenii au avut nevoie de numere din
cele mai vechi timpuri i de aceea nofiunea de numar natu-
ral, cea care inteérvine in orice operatie de numarare, a fost
cunoscutd de multd, multd vreme. Operatiile de masurare
aratd insa cd numdrul natural nu este suficient: apare noti-
unea de raport a doud marimi. Numdrul zero si introducerea
sa in calcule se datoreste matematicii hinduse, ca de altfel
si utilizarea numerelor negative. Cunoasteti desigur ratio-

namentul lui Euclid care demonstra c¢i |2 nu este un nu-
méir rational. Acest rezultat, impreunid cu teorema lui
Pitagora, aratd cd diagonala unui pitrat nu este ,comen-

surabila“ cu latura patratului. Dar ce este }/2 Sau ce sint
numerele care nu sint rationale?

Sub o form3 putin maniabild, teoria ,mirimilor“, dato-
ratd lui Eudox, si expusd sistematic in Cartea a V-a a Ele-
mentelor lui Euclid, era o primi tentativd, perfect coerentd
din punct de vedere logic, de a construi o teorie a numerelor
reale, Eudox isi construieste teoria marimilor in mod axio-
matic; gasim acolo gi ceea ce se numeste axioma lui Arhi-
mede, fird de care nu se pot caracteriza axiomatic numerele
reale; fundarea axiomaticd a lui Eudox este suficientd
pentru a defini numerele reale.

Teoria lui Eudox era insd putin favorabild calcului
numeric $i algebric (doud mirimi defineau un raport, care
era un operator ce asocia unei méirimi altd mérime ; rapoar-
tele se puteau inmulti, dar nu se puteau aduna; mirimile
se puteau aduna, dar nu se puteau inmulti). De aceea ea a
fost lasatd uitdrii in intreg evul mediu. Dar incd din secolul
al XVI-lea R. Bombelli expune in algebra sa un punct de
vedere ,modern“: el recunoaste ¢, o datd ce s-a ales o unitate
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de mésurd, existd o corespondentd biunivocd intre lungimi
i raporturile de mérimi, si se obtine astfel definitia geo-
metricd a corpului numerelor reale. Pare ciudat c¢i tocmai
dezvoltarea calculului diferential (si teoria seriilor) si fi
intirziat aparitia unei teorii definitive a numerelor reale.
De abia in 1821 A.L. Cauchy*, plecind de la criteriul
ce-1 poartd astdzi numele, i admis ca evident, si de la axio-
mele teoriei marimilor (punct de vedere care era si al lui
Newton), defineste notiunea de limitd si de convergenta.
Pentru Cauchy numerele sint deci definite de axiomele
méirimilor si de criteriul siu, ceea ce este intr-adevér corect;
pe de alta parte, incd inaintea lui Cauchy, matematicianul
ceh B. Bolzano enuntd, in 1817, criteriul lui Cauchy (pe
care crede cd-1 demonstreazd) si cu ajutorul acestuia demon-
streazd cd o functie continud nu-si poate schimba semnul
fard a se anula.

Teoria numerelor reale, sub forma sa modernd, se dato-
reste lui R. Dedekind i G. Cantor. Dedekind defineste nume-
rele reale cu ajutorul tiieturilor, ceea ce se aseamind cu
definitiile lui Eudox ; Cantor va utiliza metoda completérii,
plecind de la numerele rationale. Aceastd metoda a comple-
tdrii se va aplica apoi la numeroase alte situatii, dintre
care vom intilni si noi citeva in volumul de fati.

Atit Dedekind, cit i Cantor utilizeazd sistematic noti-
unea de mul{ime. De fapt, G. Cantor a fost creatorul teo-
riei multimilor si el a fost condus la aceastd teorie de cerce-
tirile sale asupra seriilor trigonometrice.

Dar sd ne intoarcem la numerele reale. Dupd ce am
povestit pe scurt diferite etape ale evolutiei notiunii de
numir real, e normal si ne intrebdm: stim intr-adevér ce
este un numir real? Ce este pentru dv. }/2? Este 1,417
sau este 1,412? sau ...? Dar numdirul =? $tim c3 este rapor-
tul dintre lungimea cercului ¢i diametru, dar cu cit este
egal =? (Ca sd nu mai vorbim céd insdgi notiunea de lungime
a cercului necesitd o discutie mai atentd.) Ideea noastrd

*A. L. Cauchy, Oeuores complétes, vol. 111, Ed. Gauthier-
Villars, Paris 1882—1958.
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intuitivd, naivd dacd vreti, dar in esentd corectd, este cd

V2, de pilda, nu este egal cu nici unul dintre diferitele
numere pe care putem si le calculim cu din ce in ce mai

multe zecimale aproximindu-1 pe}/2, ci c& este caracterizat
de intreg sirul acestor aproximéri. Cu alte cuvinte, lui |/ 2
nu-i corespunde o valoare anumité, ci un intreg sir de valori,
fiecare din acestea diferind de urmitoarea ,,din ce in ¢e mai
putin“. Verificati cd acelagi lucru se intimpld cu =, si cu
oricare alt numdr ,irational“ pe care-l aveti la indemini.
Remarcati cd pind in prezent n-am definit incd precis ce
este un numdr real, aga incit pind in prezent discutia are
un caracter euristic. E timpul s& trecem la o discutie mai
precisd; vom avea insd nevoie de o serie de notiuni, i in
primul rind de notiunea de multime.*

In cele ce urmeazd vom adopta punctul de vedere ,naiv®,
neformalizat. Notiunea de multime este o notiune primara.
Avem de-a face cu multimi in cele mai variate imprejuriri
si probabil cel mai bun lucru de facut este si dim citeva
exemple. De pild&, este clar ce inseamnd multimea tuturor
numerelor impare. La fel de clara este notiunea de multimea
locuitorilor orasului Bucuresti (la un moment dat), sau
multimea (sau colectia) ziarelor publicate in Roménia in
anul 1960. Toate acestea sint multimi, dar prima (muli-
mea numerelor impare) se deosebeste de celelalte prin dou#
aspecte: 1) este infinitd, 2) se referd la obiecte abstracte,
matematice.

Numerele impare, sau locuitorii oragului Bucuresti, sau
ziarele publicate in 1960, sint elementele multimii respec-
tive. Se remarcd, din aceste exemple simple, cd apartenenta
unui element rezultd din faptul cd el are o anumitd pro-
prietate: aceea de a fi impar, de pildd. Din motive pe care
le vom vedea indatd, are sens si este chiar necesar si consi-

* Desi a apédrut in mod explicit tirziu in istoria matematicii,
in a doua jumitate a secolului al XI1X-lea, notiunea de multime
a jucat si joacd un rol fundamental in matematicd. S-a crezut
chiar, la ua moment dat, cd fintrecaga matematicd se poate con-
strui plecind dz: la notiunea do multimsz, idee pirasitd astizi.
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derdm multimea vidd notatd cu @, multime care nu contine
nici un element. Dacd definim multimile ca familii de
obiecte care posedi o anumiti proprietate, putem céidea
usor peste multimea vidid. De pildd mul{iméa numerelor
impare nenule care se divid prin 2 este evident multimea
vidd, cdcl nu existd nici un numdr impar care si se divida
cu 2.

In cele ce urmeazd multimile vor fi notate cu majuscule,
A,B.M,T,X etc., iar elementele cu litere mici. Faptul ca
un element apartine unei multimi se noteazd cu € (semnul
de apartenentd). Deci x € A inseamni c& elementul x apar-
tine multimii 4. Faptul ca un element ru apartine unei
multimi se noteazd cu & : deci y & A inseamni: elementul
y nu apartine lui A.

O submultime B a unei multimi 4 este o multime ale
cirei elemente apartin toate lui A; se spune atunci
cd B este inclusé in mul{imea A, si aceasta se noteazd
astfel: BC A (aceastd notatie nu implicd insd cd B este
diferitd de A ; s-ar putea ca B si coincidd cu multimea A,
adicd B si aibi exact aceleasi elemente).

Fie T o multime dat& si s& presupunem cd de acum incolo
toate multimile ce le vom considera (pind la specificatia
contrard) sint submultimi ale lui 7' (se spune cd T este mul-
timea de bazd, sau totald). Dacd 4 si B sint doudmul{imi,
reuniunea lor, notatd cu AUB, este multimea acelor ele-
mente care apartin cel putin uneia din mul{imile A sau B,
iar intersectia lor, ANB, este formatd din acele elemente ce
apartin simultan atit lui 4 cit si lui B. Dacd ANB= &,
se spune cd A si B sint disjuncte. Complementara lui A,
notati CA, este multimea elementelor care nu apartin lui
A; cum un element sau apartine sau nu apartine lui 4,
rezultd cda AUCA = T. Este clar cd complementara unei
multimi depinde de multimea totald 7'; schimbind pe T
se schimbd i complementara (dati un exemplu!).

Sint usor de verificat urméatoarele relatii:

(1) (AUB)NC = (ANC)U(BNC),

(2) (AUB)UC = AU(BUC), (ANB)NC = AN(BNC)
(pentru a demonstra egalitatea a doud multimi se foloseste
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faptul cd A = E este echivalent cu AC B si BC 4 ; acesta
este analog cu faptul cd a = b (a si b numere) este echi-
valent cu ¢ < b, b < a).

Sid demonstrim de pildd pe (1). Mai intii: z€(AUB)NC
implicd x€AUB si x apartine lui C; dar 2€AUB implica
x4 sau x€ B, deci in definitiv, dacd de exemplu z€ A4,
cum in orice caz z&C, atunci € ANC, deci 2 (ANC)U
U(BNC) si avem incluziunea . Reciproc, z&€(ANC)U
U(BNC) implicd z€ANC sau 2€BNC, deci a€AUB si
z€C, prin urmare z(AUB)NC.

Alte relatii (cunoscute sub numele de relatiile lui De
Morgan)

(3) C(AUB) = CANCE 1 C(ANB) = CAUCB,
se pot demonstra in mod similar.

Toate acestea, implicit sau explicit, erau cunoscute de
multd vreme si, chiar inaintea lui G. Cantor, logicianul
englez G. Boole are ideea de a face un calcul al multimilor.
Ceea ce a adus nou G. Cantor a fost studiul multimilor
infinite. Dupd cum se vede, in relatiile simple scrise mai
inainte (si in multe altele) nu intervine citusi de putin
ideea de comparare, ideea de corespondenti biunivocd.

Matematicienii lucrau de multd vreme cu infinitul, dar
pind la Cantor era vorba de considerarea unui infinit ,poten-
tial“, nu ,actual“, de pildd, mérimi care puteau creste oricit
de mult, dar nu se ficea studiul i compararea unor multimi
infinite date.

Dar ce este 0 multime infinitd? Pur §i simplu o multime
care nu este finitd. Probabil ci o astfel de defini{ie nega-
tivd nu v va multumi, dar vom vedea putin mai tirziu
diferite chestiuni referitoare la multimile infinite, care au
pidrut cu totul surprinzdtoare, atunci cind au fost des-
coperite.

Pentru dv. trebuie si fie clar insd faptul ci, dacd consi-
derdm doud multimi finite, 4 §i B, si A C B, A & B, atunci
A are mai putine elemente decit B. Ei bine, acest lucru este
fals pentru multimile infinite. Afirmatiile ficute nu sint
prea precise, cicl ce inseamnd cd din doud multimi infinite
una ,are mai putine“ elemente decit cealalta?
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Pentru aceasta (si din alte motive pe care le vom vedea
in curind) este necesard introducerea notiunii de relatie
de echivalentd. Fie o familie de elemente (care pot fi in partl-
cular multlml) & siin & fie datd o relatie R ce verificd urmé&-
toarele conditii: 1) aRa (reﬂexwltate), 2) aRb implicd
bRa (simetrie); 3) aRb, bRc implici aRc (tranzitivitate).
O astfel de relape se nume§te relatie de echivalenti. Evi-
dent cd dacd & este multimea numerelor intregi si R este
relatia de egalitate, atunci, cu notatiile obignuite, a = a,
a =bimplicéb =asidacdia =b,b =c,atuncisia =c,
deci ,,=" este o relatle de echlvalenta Dar existd nenu-
mirate alte exemple in care R, rela@le de echivalentd, nu
este egalitatea. Un exemplu aritmetic simplu este dat de
notiunea de congruentd: fie p un numir intreg (nenul).
Se spune cd a = b (mod p) (cititi ,,a este congruent cu b,
modulo p“), dacd a — b este un multiplu al lui p, adicd
dacd @ — b = mp, m fiind un numir intreg oarecare. Se
verificd imediat cd ,=" este o relatie de echivalentd. Alt
exemplu, geometric de astd datd: fie & multimea triunghiu-
rilor din plan, R fiind relatia de asemdnare (~): Ty ~ T,
inseamnd deci c¢d T, si T, sint triunghiuri asemenea. Re-
flexivitatea, simetria si tranzitivitatea relatiei ~ sint evi-
dente, dect rela’gia de asemdinare este o relatie de echiva-
lentd (care desigur nu este relatia de egalitate).

Important este faptul ci, fiind datd o relatie de echi-
valentd R intr-o familie, aceastd relatie determind impér-
tirea familiei respective in clase de echivalentd, disjuncte
doud cite doud (am folosit termoenul de familie, sinonim
cu cel de multime, pentru cd in general — dar nu intot-
deauna — elementele familiei vor fi ele insesi multlml)
Cum rezulti aceasta? Fiind dat un element a€&, consi-
derdm mul{imea M, a tuturor elementelor a’ din &, echi-
valente cu a. Orice a’ eM este (din definitie) eehlvalent
cu a, dar, mai mult, daca a EM este alt element, atunci a’
rezultd echivalent cu a " (céci a’Ra a"Ra,decidin tranzivitate
sl simetrie rezultd a’Ra”), deci in M, toate elementele sint
echivalente intre ele si de aceea submultimile lui & de forma
M, se numesc clase de echivalentd. Am atagat astfel fieca-
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ruia € & o clasd M. Acum, dacd a si b sint doud elemente
distincte din &, atunci se pot ivi doar doud situatii: sau
M, = M,, sau M,NMy = @& (adici My si M, sint dis-
juncte !). Si presupunem cd M ,NM, nu este vidd; existd
atunci cel putin un c€ M,NM,; dar c€ M, implicd ¢ echiva-
lent cua;la fel ¢ va fi echivalent cu b, deci in definitiv,
a va fi echivalent cu & si deci M, ]llb. Cu alte
cuvinte, & se poate scrie ca o reuniune de clase de echi-
valentd: § =UM,.

S& introducem acum notiunea de corespondenm biunivocd:
fie M, si M, dond mu]tlml se spune c3 ele sint in corespon-
denta blumvoca dacit fiecdrui element z € M, i s-a atagat
(sau ,,i s-a fdcut sd corespundi”, sau, ,1 s-a pus in corespon-
dentd“) un element y € M,, astfel incit: 1) dacid x s1 2’
sint doud elemente dlbtlncte din M,, atunci elementele
corespunzitoare ¥ si y’ (din M,) sint si ele distincte; 2) orice
element din M, corespunde unui element din M, (si din 1)
rezultd cd unuia slnour)

In familia tuturor submultimilor unei mulfimi T, si
considerim relatia definiti astfel: M ~ N, daci M si N
pot fi puse in corespondenta biunivocd; relatla ~ este o
relatie de echivalentd. Doud multimi care sint in aceeasl
class de echlvalenta (fatd de aceastd relatie) se spune cd
sint de aceeasi putere sau cd au aceeasi putere. S& remar-
cdm ci M, ~ M, inseamni ci cele doud mulgimi pot fi puse
in corespondenta biunivoca, fird a speclflca rzodul efectiv
in care se realizeazi aceastd corespondentd; in fapt cores-
pondenta se poate realiza in multe moduri. Ce se intimpla
cu mulimile finite? Dacd M ~ N, atunci ele au acelasi
numir de elemente; deci, dacid A este o submultime a unei
multimi B finite §i A 5= B, atunci A va avea mai pufine
elemente ca B gi nu va putea fi niciodatd in corespondenté
biunivocd cu B, cu alte cuvinte A nu va fi niciodata echi-
valentd cu B in sensul ardtat mai sus. Aceasta corespunde
faptului ca ,,0 parte este mai micd decit intregul“. Pentru
multimile infinite aceastd afirmatie este falsd, cu alte cu-
vinte se poate intimpla ca A < B, A 5£ B si totusi A si
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88 le definim*. Ar mai trebui precizat ce este un gir; dar
desigur, ci aceasta vé este o notiune cunoscutd. Totusi:
un gir este o functie definitd pe mul{imea numerelor natu-
rale V cu valori intr-o mul{ime datd. Notind cu a, elemen-
tul care corespunde numérului n, sirul se va nota a,, a, ...,

ay, ... (pe scurt: (an)), in care insi se poate foarte bine ca
unii termeni si coincidd.

S4 considerdm acum giruri ale ciror elemente sint numere
rationale (stiti cd orice numdr rational poate fi reprezentat

sub forma £ cu p si ¢ intregi, ¢ > 1). Vom spune c¢i un

astfel de sir (an); e (cu @, numdr rational pentru

orice n) este un sir Cauchy, dacd, pentru orice ¢ >0,
existd un indice N = N(e) (deci un indice ce depinde de
e, acest ¢ fiind de asemenea rational cdci nu cunoastem
alte numere!) astfel ca, pentru rice n,n > N(g), sd
avem |a, — a,| < «.

Intuitiv vorbind, aceasta inseamnd c# incepind de la
un rang dat, elementele girului diferd intre ele cu mai putin
decit un numir pozitiv dat arbitrar. Sirul (a,) tindecitre
zero, dacdl, pentru orice ¢ > 0, existd /V(c) astfel ca pentru
orice n > N(c) s avem | ap| < =.

S3i notdm cu R mulfimea girurilor Cauchy de numere
rationale, fiecare sir fiind notat printr-o singurd literd

@ = (an);cnce 3 ID R se poate defini suma, diferenta, pro-

dusul si citul (cu restrictia ca numitorul sd nu tindi catre
zero) a doud siruri. Anume, dacd @ = (a,), b = (b,), atunci
suma lor va fi girul ¢ = (¢,), unde ¢, = a, + b,; diferenta
a — b va fi sirul (an — b,), iar produsul ab va fi girul
{anhy). S2 verifici imediat, din definitii, ci aceste operatii
conduc de asemenea la siruri Cauchy. Si introducem in
R relatia de echivalentd a ~ b definitd astfel: a ~ b daci
sirul @ — b = (a, — by) este un s§ir ce tinde cdtre zero.
Ci aceastd relatie este o echivalentd se verificd ugor: a~2z
cdci, banal, girul (0,0, ... ,0, ...) este sir Cauchy; simetria
»@ ~ b implicd b ~ a“ de asemenea cdci dacd a~ b,

* Presupunem cunoscutd de cititor notiunea de numdr rational
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atunci |a, — by| < € pentru n > N(¢): cum | b, — a,| =
=|a, — by|, rezultd §i simetria relatiei ~. Tranzitivi-
tatea: daci a ~ b,si b ~ ¢, atuncia ~ c. Fiedatunz > 0;
atunci existd Nl(g)astfel incit, pentru n > N, (%}, sd avem
[ap — by | < % La fel existd IV, (%) , astfel can >N, (%)
si implice | b, — | < ; : deci din| e, — cn| < | tn —
— b,| + |bn — cnl, pentiu n > max(N,;, N,) = N, rezul-
ta o, — el < ; + ; = ¢, prin urmare a ~ c.

Avind o relatie de echivalentd, avem §i o descompunere
a lui R in clase de echivalentd. Prin definitie, un numdr
real este o astfel de clasi de echivalentd. Cu alte cuvinte
un numadr real este o clasd de siruri Cauchy de numere ratio-
nale, echivalente in sensul ci diferenta a oricare doud dintre
ele tinde cétre zero. Aceasta corespunde notiunii de aproxi-
mare; de pildi, in cazul lui /2, acesta va fi definit de sirul
1, 1,4, 1,41, ... , al aproximdrilor ce se obtin atunci cind
calculam J/2.

Dacd spunem cd un gir (a,) are o limitd o, daci (a, —
— a) = 0 (ceea ce revine, in mod precis, la: pentru orice
e >0 existd un rang N(c) astfel incit, pentru n > N(g),
| an — «| < ¢), atunci introducerea numerelor reale apare
ca o operatie de completare. Intr-adevir, cind considerim
sirurile Cauchy de numere rationale, unele au o limitd ratio-
nald, i.e.* existd giruri Cauchy (a,) pentru care existd un

numir rational £ cu proprietatea | a, — 21 50, dar existd

g1 siruri Cauchy care (in cadrul numerelor rationale) n-au
limité, cel mai simplu exemplu fiind chiar girul apro-
ximgrilor lui /2. Prin introducerea noilor elemente, nume-
rele reale, constructia precedentd lirgeste clasa consideratd,
dar noua clasi posedd aceastd proprietate importantd:

* Prescurtarea expresiei latinesti id est, care se poate traduce prip
adicd.
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orice sir Cauchy are o limitd. Acesta este faimosul criteriu
al lui Cauchy.

Inainte de a trece mai departe, si vedem in ce misurd
numerele rationale sint un caz particular de numere reale
(altfel spus: de ce mul{imea numerelor rationale este o
submultime a multimii numerelor reale). Dacad fiecirui

numar ratlonal £ {i asociem sirul 2.2 P . .|, evident

q 9 9 ¢

cd acest sir este un sir Cauchy ; in acest mod mult{imea nume-
relor rationale este pusd in corespondentd biunivocd cu
multimea sirurilor constante. Dacd trecem acum la clase
de echivalentd, remarcim cd doud astfel de siruri constante
sau sint identice sau nu sint echivalente, deci la numere
rationale distincte corespund clase de echlvalent;a distincte.
In modul acesta, identificind numérul rational cu clasa
sa de eehlva]e'li,;a obtinem cd mul{imea numerelor ratio-
nale este o submul{ime Q a mul;xmu numerelor reale R.
Incd citeva observatii _simple: dacd un gir are o limitd,
aceastd limitd este unicd, dupd cum rezultd imediat din
definitia limitei (puteti s& explicitati demonstratia). Apoi,
dacd un subsir al unui gir Cauchy are o limitd, girul insugi
are aceeagi limitd (un subsir al girului (@,) este un sir de
forma (an, ay,, ..., Gn,, ...) cu n, = oo cind k —> oo), ceea
ce este iardsi aproape evident.

Pentru a enunta si demonstra criteriul lui Cauchy, ar
trebui si stim mai intii ce este un sir Cauchy de numere
reale (stim ce inseamnd sir Cauchy doar dacd tofi termenii
sirulul sint numere rationale); dacd vrem sd copiem defi-
nitia datd in cazul rational, ar fi suficient si stim cum sd
definim valoarea absolutd | «| a unui numdr real «. Pentru
aceasta ajunge sd stim ce inseamnd cd un numdr real « este
pozitiv.

Este. fireasci urmitoarea definitie: un numir real «
este nenegativ (notatia: « > 0) dacd el poate fi definit cu
ajutorul unui sir de numere rationale (a,, ..., a,, ...) nenega-
tive; « este strict mai mare ca zero, dacd existd un numér
ratlonal si pozmv r, astfel incit r < a, pentru orice n
(atentle' un numir real o este o clasi de echivalentd de
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siruri de numere rationale; se spune cé un astfel de gir defi-
neste pe « dacd el apartine clasei de echivalentd o; deci
reprezentarea numerelor reale prin giruri nu este unici, dar,
bineinteles, doud siruri care definesc un acelasi « sint echi-
valente). Din definitia unui gir Cauchy rezulti c¢d primii
termeni ai unui astfel de gir nu au nici un fel de importantd;
mai precis, dacd (a,, a,, ..., dy, ...) este un sir Cauchy,
atunci, pentru orice numdr natural N, sirul (ay, @pyq, .
AN4ps ...) este tot un sir Cauchy si deflneste acelasl numir
real ca si sirul initial (a,, a,, ..., a,, ...). Pe baza acestei
observatii, putem spune c¢i « > 0, dacd, cu exceptia unui
numdr finit de termeni, orice sir care il definegte are toti
termenii nenegativi.

O datd ce stim ce inseamnd « > 0, definind operatiile
intre numere reale ca operatiile corespunzitoare intre ter-
menii girurilor ce definesc aceste numere, stim ce inseamni,
de pild&, « > B (aceasta revine la « — 8 > 0). Vom defini
valoarea absolutd |a«| ca egald cu «, daci « >0, egald
cu — a, dacd « < 0 §i egald cu zero dacd « = 0.

Un sir Cauchy de numere reale va fi un sir («,), dacd,
pentru orice € >0, existd un NN(c) astfel incit si avem
| @n — ap| < €, de indatd ce n,m > N(e). Intrucit se veri-
ficd ugor cd | «| este definit de girul (| a,|) dacd « este defi-
nit de sirul (a,), rezultd imediat cd pentru numerele raio-
nale definitia coincide cu cea inifiald. Vedeti cd, desi nu
prea grele, totusi lucrurile se complicd put,;m trebuie si
avem grija sd lucrdm numai cu notiuni pe care le-am definit
mai inainte.

S& verificim ca dacd « este definit de (a,, a,, ..., 4y, ...)
(vom scrie « =(ay, ..., ay, ...) sAU @ = (an)), atunci | & —
— an| tinde céitre zero. Conform definii;iei, | & — an| este
definit de sirul (| a; — a,,l, [ay — anl, ..., |ap — an], ...).
Pentru ca |« — ap| sd tindd cdtre zero este suficient
(conform definitiei) ca, pentru orice e >O (il vom lua
pe ¢ rational, veti vedea cid aceasta ajunge), si existe un
intreg N = N(c) astfel incit | « — a,| < . Dar relatia
de ordine « > B in acest caz ne spune cd |a — a,| < ¢
este echivalent cu | a; — a, |, |ay — @y}, ..., | @45 — an|, ...
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...) < (s, &, ..., &, ...) ultima relatie fiind intr-adevir vala-
bild cdci (a,) este un sir Cauchy. S3 observdm acum ci
pentru orice a > 0, existdi un numir rational ¢, pozitiv,
e < a, ceea ce rezultd banal din definitii, i cu aceasta
demonstratia este complet incheiatd. In toate consideren-
tele facute pind in prezent apare acel e pozitiv arbitrar.
Aceasta este insdsi esenta notiunii de limitd, legatd de ceea
ce se numeste structura topologicd a multimii considerate
(la noi numerele rationale, respectiv reale).

Criteriul lui Cauchy — orice gir Cauchy de numere reale
are o limitd (sau, cum se mai spune, este convergent) —
rezultd acum ugor. In primul rind trebuie observat ci am
demonstrat deja cd orice gir Cauchy de numere rationale
are o limitd, atunci cind am ardtat cd dacd « = (a,) avem
| « — an| = 0, céci orice astfel de sir defineste un numér
o si deci (prin cele ardtate) sirul nostru tinde citre «. Rimine
doar de ardtat cd orice sir de numere reale, care este un gir
Cauchy, are o limitd. Fie deci («g, ..., apn, ...) un astfel de
sir. Vom utiliza urmé#toarea observatie (incercati s-o demon-
strati): dacd « §i B sint doud numere reale, distincte (s&
zicem c¢d a < B), atunci existd totdeauna un numir rational
r cuprins intre ele, adicd « < r < . De aici rezultd in
particular cd dacd («n) este un sir care tinde cétre zero,
existd totdeauna un sir (a,) de numere rationale nenule,
cu | an| < | an| (deci care va tinde de asemenea citre zero).
Fie acum sirul a, =— ; evident el tinde citre zero; fie

n
apoi girul «, + —:: =Pp; evident cd Bn > oy i Bp — oy 0.

Conform observatiei, pentru fiecare n existd un numér
rational r, cuprins intre ay §i Bn. Afirmatie: girul (r,) este
sir Cauchy; intr-adevidr, din o, < 7, < B, rezultd r, —
— I'm =Tn — Bn + Bn — Bm + Bm — Tm, deci, ¢ >0 fiind

dat, pentru n si m suficient de mari (mai mari decit N(%))

vom avea |7, — Ty| < § + g + —:— = e. Sirul (r), fiind

un sir Cauchy ai cdrui termeni sint numere rationale, are o
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limitd o, Acum |0 — o | < | — 1| +|7p — ap| < Ja—
——rn|+i, deci in definitiv |a — ap| < ¢ dacd n >
n

>N (%) si demonstratia e terminatd.

O datd construite numerele reale, ar ramine bineinteles
sd definim operatiile intre ele (am spus doar citeva cuvinte
despre aceasta, cu ocazia introducerii relatiei de ordine
« < B), ceea ce se face imediat, utilizind proprietdtile
sirurilor convergente. O chestiune insi care vd va interesa,
ar fi aceea de a da o interpretare geometrica a acestor numere,
ceea ce n-ar fi la drept vorbind necesar, ci doar va justifica
un limbaj geometric deseori comod.

Anume, fiind datd o dreaptd, dacd fixdm pe aceastd
dreaptd o origine si o unitate de masurd, atunci fiecdrui
punct de pe dreaptd 1ii va corespunde un numir real
$i, reciproc, fiecirui numdir real ii va corespunde un
punct bine determinat de pe dreaptd. Pentru a stabili
aceastd corespondentd biunivocd, ne vor fi necesare unele din
axiomele care definesc dreapta, anume aga-numita axiomd a
lui Arhimede, care afirmi ci, date fiind doud segmente de
lungime [ si ¢, putem totdeauna acoperi segmentul de lun-
gime [ cu un numir finit de segmente de lungime ¢, i axioma
lui Cantor—Dedekind, care afirmi cid dacd se considerd
un sir de segmente A;B;, A,B,, ..., cuprinse unele in altele,
de lungime tinzind cétre zero, existd un punct §i numai unul
singur, care sd apartind tuturor segmentelor 4,B, (adicd
sd apartind intersectiei tuturor acestor segmente).

Stabilirea corespondentei biunivoce se face astfel: avind
o unitate de lungime, se stie cd se poate imparti, doar cu
rigla §i cu compasul, un interval in ¢ parti egale; de aici
rezultd nemijlocit c& fiecdrui punct rational de pe dreaptd
il putem asocia un numdr rational, anume lungimea seg-
mentului determinat de acel punct §i de origine. Fie acum
un punct oarecare de pe dreaptd, fixat. Gratie axiomei
Iui Arhimede putem si-1 incadram, oricit de aproape vrem,
prin puncte rationale. Se obtin astfel doud giruri monotone
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lungimea &, — a, care tinde cétre zero cind » - co. Axioma
lui Cantor—Dadekind ne asigurd cd existd un singur punct
de pe dreaptd comun tuturor intervalelor A, 73,. Acesta este
punctul asociat lui a«.

Vom folosi in continuare, fird a-i distinge, termenii
numdr real sau punct d2 p2 dreaptd. Se constatd cd valoarea
absolutd a unul numir real nu este decit lungimea segmen-
tului determinat de origine si de punctul asociat (in modul
indicat chiar inainte) numérului respectiv.

Multimi numirabile si nenumirabile

Introducerea riguroasd a numerelor reale
ne permite si ddm un exemplu de mul{imi infinite care nu
pot fi puse in corespondentd biunivoca. Acest fapt, atunci
cind a fost pus in evidentd de G. Cantor, a produs o adeva-
ratd senzatie! Vom vedea insd cd lucrurile n-au nimic mis-
terios.

Dar s3 introducem mai intii no{iunea de mul{ime numé-
rabild.

Prin definitie, o mul{ime este numirabild dacd are
aceeagi putere cu multimea numerelor naturale 1,2, ...,
n, ..., sau, cu alte cuvinte, dacd existd o corespondentd
biunivocd intre elementele multimii respective si numerele
naturale. Multimile numdrabile sint multimile infinite
»cele mai sdrace“; cu alte cuvinte, daci o multime este
infinitd ea contine cu certitudine o submultime numérabili.

Chiar pe exemplul simplu al multimii numerelor natu-
rale IV se verificd imediat cele spuse mai inainte: dacd o
multime este infinitd, atunci ea poate fi pusd in corespon-
dentd cu o submuljime a sa. De pilda, insugi Galileo Galilei
remarcase cd corespondenta n — n? (asocierea la fiecare
numir natural a pitratulul siu) constituie o corespondentd
biunivocd intre mul{imea N §i o submultime a sa, deci c4,
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in cazul multimilor infinite, ,intregul este mai mare decit
partile“ nu se poate aplica.

Putin mai complicat de stabilit este faptul urméitor:
multimea Q a numerelor rationale este numarabili.

Afirmatia noastrd va decurge din rezultatul general
urmétor: Orice reuniune numéirabild de multimi numéra-
bile este numairabild. Rationamentul pe care il vom face
aratd, de asemenea, cd orice reuniune finitd de multimi
numdrabile, sau orice reuniune numdrabild de multimi
finite, este numéarabili.

Fie {Agleer o familie numdirabili de multimi (i.e. ¢
parcurge o familie numérabild de indici /; din numérabili-
tatea acestei familii de indici rezultd cid putem presupune
cd ¢g=12,...,n,..).

Prin definitie, {J A, este multimea acelor elemente care

€1

apartin cel putin unei multimi 4,. Prin urmare trebuie si

ardtdm cd multimea A = J A, este numairabild, daci fie-

care A, este numirabild. Pentru aceasta, tinind seama de
numirabilitatea fiecirei multimi A,, vom remarca ca
elementele unei multimi 4, se vor putea nota cu doi indici,
{ad, a}..., a3, ...}, indicele superior ¢ indicind apartenenta
la  mulfimea A,. Elementele lui A se vor putea scrie
intr-un tablou infinit, in linia a ¢-a figurind elemen-
tele multimii A4. Multimea A va fi deci mul{imea elemen-
telor din tabloul

1 1 1 1
aj, 5 cg, ey (,,2,
a2, ¢3, ¢3, ..., a3, ...

a?, ¢§, af, ..., ¢}, ...

Totul revine la a putea scrie aceste elemente sub forma
unui gir. Dar aceasta se realizeazd ugor in modul urmétor:
primul element va fi a}, apoi urmitoarele doud elemente
vor fi a? si a} (cele pentru care suma indicilor este trei)
apoi a}, a3, a} (cele pentru care suma indicilor este patru)
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s.a.m.d. Dacd multimile 4, nu sint disjuncte, s-ar putea ca
anumite elemente a? si a§, cu p 5~ ¢, s coincidd. Eliminind
acele elemente care se repetd si tinind seama de faptul evi-
dent cd orice submultime infinitd a unei mul{imi num4ra-
bile este numdrabild, afirmatia noastrd rezulti. Aplicim
aceste consideratii multimii Q. Multimile A4 vor fi multi-

mea fractiilor de forma 0, + ! s+ 3.:l; 3, ... i.e. forma
q q q

L g 0 numir fixat (pozitiv), p parcurgind toate
numerele intregi. Ci A, este numdirabild, vi convingeti
imediat: Q nu va fi chiar 4,4, ci o submultime a acestei reu-
niuni, cdci A, contine fractii reductibile (i.e. in care numi-
torii §i numdiritorii au factori comuni) care reprezintd de
fapt acelagi numdir rational.

Am aritat astfel cd Q este numirabild. Ce se poate spune
despre multimea R a numerelor reale? Ei bine, R nu este
numérabild. Acest lucru (altd descoperire a lui Cantor)
poate fi demonstrat geometric in mod foarte simplu. Anume,
vom aridta cd multimea punctelor situate pe segmentul
[0,1] nu este numdrabild i, cum multimii acestor puncte
i se asociazi (dupd cum am vizut) o multime de numere
reale, aceastd multime nu va fi numirabild; dar daci R
este numirabild, orice submult{ime infinitd a sa are aceeagi
proprietate si am cidea peste o contradictie. Se procedeazd
prin absurd. S& presupunem ci U = [0,1] este numdrabili,
deci U = {z,, ,, ..., Z,, ...} cu fiecare z, € [0,1]. Consi-
derdm punctul z;. Dacid impdrtim segmentul in trei parti
egale, [0, —;],l—;—,g] gi[%, 1] punctul z; nu va apartine
cel putin unuia din aceste trei intervale, fie U, un interval
cu aceastd proprietate (s-ar putea ca z; si nu apartini la
doud din intervalele de mai sus; in acest caz alegem unul
dintre ele, n-are importan{i care). Considerdm apoi punctul
x, si impértim pe U, in trei intervale inchise egale (deci

. . . . . 1
fiecare dintre noile intervale va avea lungimea 5;)

Punctul z, sau nu apartine lui U, sau, daci i apartine, nu
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va fi situat in cel putin unul din cele trei mici subintervale
ale lui U,; existd deci U, cu proprietatea cd z,& U,. Evi-
dent U,cU,. Cons1deram apoi punctul z; §i impértim
pe U, in trei subintervale inchise egale si repetam consi-
deratiile ficute s.a.m.d. In definitiv, obtinem un sir
UDo UzD UDo..., de intervale inchise, Um, avind lungimea

é:—n_) 0 c¢ind m — oo, §i cu proprietatea cd z,,& U,,. Con-

form axiomei Cantor—Dedekind, existd un punct & unic,
comun tuturor intervalelor U,. Dar toate punctele din [0,1]
sint de forma z,, deci & = &, §i deci £& U, , ceea ce este
absurd, cédcif apartine tuturor intervalelor U,. Am obtinut
o contradictie, deci propozitia este demonstratd.

Faptul cd multimea numerelor reale nu este numérabild
are, pe lingd o importantd teoreticd, numeroase aplicatii
la teoreme de existentd. Anume, dacd dintr-o mulfime
numirabild M scoatem o parte finitd, ce ne rdmine va fi
o multime infiniti (de asemenea numdirabild). Dacd insd
extragem din M o parte numérabild, ceea ce rimine poate
fi eventual multimea vida.

In ipoteza ci M este infinitd, dar nu este numirabild
(s1 pe baza celor spuse mai inainte existd astfel de multimi),
dacd indepértim din M o parte numirabild, ceea ce rdmine
va fi cu sigurantd o multime infinitd (nenumérabild!),
deci, in particular, nevidi. Or, a spune ci o mul{ime este
nevidd inseamnd c# ea are elemente, ceea ce revine la exis-
tenta unor elemente cu anumite proprietéti.

Un exemplu care ilustreazi bine atit puterea cit si slibi-
ciunea unor astfel de rationamente ,existentiale“, este
furnizat de multimea numerelor transcendente.

Se spune cd un numir « este algebric, dacé el verificd o
ecuatie algebricd cu coeficienti intregi (sau rationali, revine
la acelagi lucru), adicd dacd existd un polinom @™ +
+ a2 4 ... 4+ a, = P(z) cu coeficienti intregi, astfel
in01t P(x) = 0. Dacd « este algebric, existd un pohnom de
grad minim, cu aceastd proprletate dacd p este gradul acelui
polinom, vom spune cd « este de grad p. Un polinom de
grad p are p + 1 coeficienti. Deci mul{imea P, a tuturor
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acestor polinoame de grad p, cu coeficienti intregi, se obtine
ficind sd varieze arbitrar coeficientii in multimea intre-
gilor, prin urmare P, este numdrabild. Intrucit orice poli-
nom de grad p are p radacml (desi unele pot fi complexe),
multimea numerelor algebrice de grad p va fi numaérabila.
Multimea tuturor numerelor algebrice se obtine ficind
reuniunea (dupd p) a multimilor numerelor algebrice de
grad p, deci §1 ea este numérabila.

Un numdr real care nu este algebric se numeste numdr
transcendent.

Dacd notdm cu 7 multimea numerelor transcendente
sicu 4 cea a celor aloebrlce TUA = R. Cum A este numa-
rabild, rezultd ca T nu este numarabili. In partlcular T
nu este vidd, deci existd numere transcendente (si incé foarte
multe). Dintr-un mic rationament de teoria multimilor
am dedus o teoremd de existentd. Aceastd este partea ,tare“
a metodei. Partea ,,slabi“ este cd din acest rezultat nu putem
trage nici un fel de concluzie referitoare la faptul cd un
numir dat este, sau nu este, transcendent. Mai mult, nici
mécar nu ne oferd exemple de numere transcendente. Stim
deci cd existd ,foarte multe“ numere de acest fel, dar nu
putem si furnizdm nici un exemplu.

Aceastd situatie se intilneste deseori in matematicd si
este un tribut platit generalitdtii metodei. Cu toate acestea,
in foarte multe situatii (vom intilni in cuprinsul cirtii citeva
exemple) nu putem utiliza decit rationamente generale, dar
concluziile pe care le tragem ne vor fi suficiente pentru
aplicatii.

Séd ne intoarcem pentru o clipd la numerele transcendente.
Un prim exemplu de astfel de numere a fost furnizat de mate-
maticianul francez J. Liouville plecind de la o observatie
simpld. Anume, dacid « este un numéir algebric de grad r,

2 tiind un numir rational, atunci P(a) — P (2) = ‘oc —
q

—_ %) P'(g) (formula cregterilor finite), deci, dacd P este

polinomul de grad » asociat lui «, atunci P(x) =0 si
"(£) 5= 0 (c#ci din ipoteza ci P este de grad minim, rezultd
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cad P si P’ nu pot avea pe « ca zero comun). Intrucit P(a) =
=0, va rezulta

P(ﬁ) a, (p}n+ al(g'n-l + ...+ an
'a _ g‘ — a)| _|_lqg q _
q P'(g) P(g)
_ tap™ + ap"t g+ ... 4 an ¢

lq"| | P (§)]

Daca —este suficient de aproape de «, atunci P p’ nu va

q
fi nul si deci | app™ + a,p™ ¢ + ...| == 0. Dar aceastd
valoare este un numdr intreg (coeficientil a,, ay, ..., a,
fiind intregi), cel putin egalcu1 si deci| o — £|>————.
g )’ p H g ) ‘§ q lqn“P/ (E) =
Sa presupunem, pentru simplitate, cd « > 0. Dacd sup

|P'(£)| = M (superiorul fiind luat pe un interval suficient
de mic, centrat in «), von avea | a — f > —q—n—i—— pentru
orice = &€ (x — 3, « + 3&); deoarece pentru %—— o ‘ >3
avem evident | £ — « >—8— , rezultd cd pentru orlcef
avem |o — —‘ >M1 cu M, =min (;4 8). De aici se trage

urmatoarea concluz1e dacd « este algebric, el nu poate
fi aproximat ,prea repede“ prin numere rationale. Deci
pentru a obtine numere transcendente este suficient a
giisi numere « cu proprietatea cd, pentru orice ¢ >0 si
orice intreg n existd numere p si ¢ (¢ > 0) astfel” incit

a——\ <,
n

Un exemplu de astfel de numar este, de pildd, cel repre-
zentat de seria
B Bs

RPTRTIE

unde B, B

R D

T orzs =1 10m!

0123

vers By, ... sint oricare dintre numerele 0,1,2,...

2
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, Y, cu singura restrictie de a exista o infinitate de coeii-
n

. . . o o * .
cienti f,, nenuli*. Daci luam £ =3 Bm® | tunci
q m=1 10m!
O<a—+ = <I9S — —
Dar cum ¢ = 16”‘, rezultd cd
1
_P ]< 1
q
cu alte cuvinte, pentru orice n existd un numdr rational
P astfel incit | o« — 2| < L.
q 9,

Numadrul « este dec1 aproximat ,prea repede® prin numere
rationale si deci, dupd cum am véizut, el va fi transcendent.

In modul acesta fiecdrui sir By, Bz, ... ales convenabil
(51 putem alege astfel de sirur1 intr-o infinitate de moduri)
il corespunde un numir transcendent, un numir al lui
Liouville.

Acesta este un rezultat mult mai precis decit cel obtinut
prin metode ,,pure“ de teoria multimilor. Prin urmare avem
la indemind exemple ,concrete“ de numere transcendente.

Pasul urméator este acela de a ardta cd numere date,
ca de pildd numérul =, sau e (sau altele), sint transcendente.
De data aceasta trebuie utilizate metode mult mai subtile.
Demonstratia transcendentei numarului e (datd de Ch. Her-
mite) si, putin dupd aceea, transcendenta lui = (demon-
stratd de F. Lindemann), in a doua juméitate a secolului
al XIX-lea au fost considerate, pe drept cuvint, succese
mari ale Matematicii. In partlcular transcendenta lui =

* Semnul X (litera greacd sigma) se utilizeazd pentru a indica
operatia de sumare a mai multor cantititi. Astfel o; + ... + a5 se
n
noteazd siprin ¥ o; siseciteste: sumd dupd i,de la i = 1la n, de
i=1
«;. Dacd termenii au mai mulii indici, sumarea se face numai dupa
indicii indicati sub semnul sigma, ceilal{i riminind neschimbati.
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arati cd ,cvadratura cercului®, cosmarul matematicienilor
timp de secole, este imposibild. Metodele folosite de Hermite
si Lindemann utilizeazd in mod esential calculul diferential
i integral®.

Vedeti deci, pe acest exemplu, in ce constd puterea, dar
si slibiciunea, metodelor generale. Eie ne oferd de obicei
teoreme de existentd, fird a indica modul in care se pot
obtine elementele a c#dror existentd a fost demonstrati.
Totusi, in nenumirate cazuri, demonstrarea existentei este
suficientd si pare greu, astdzi, si ne dispensim de metode
de acest tip.

Topologia pe dreapta reald

Am construit numerele reale gi le-am iden-
tificat cu punctele de pe o dreaptd in care s-a fixat originea
si o unitate de lungime, §i, cu aceastd ocazie, ati vizut cum
intervenea la tot pasul, in folosirea si demonstrarea proprie-
titilor sirurilor Cauchy, acel epsilon pozitiv arbitrar.

S4 reamintim definifia limitei: un sir (a,) tinde céitre
«, sau are pe « ca limitd, dacd oricdrui € > 0 ii corespunde
un N(e) astfel incit, pentru orice n > N(e), sd avem | a,—
— a| < e. Explicitind definitia valorii absolute, aceasta
revine la a afirma cd de la un rang N(c) toate elementele
a, verificd inegalitatea: — ¢ << @,— a << e. Astfel, fird s-o
spunem, am introdus o notiune topologicd, notiunea de
vecindtate, si, ca Monsieur Jourdain al lui Moliére, ficeam
topologie fard s-o stim. Vom defini cuvintul topologie de
abia in paragraful urméitor. Notiunea de limitd (si cea de
continuitate) isi are originea incd din antichitate si, dupd

* O demonstratie a transcendenfei numerelor = si e se giseste in
lucrarea Acad. M. Nicolescu, N. Dinculeanu,
S. Marcus, Analiza Matematicd, vol. I, Editura Didacticd si
Pedagogicd, Bucuresti, 1966, pp. 447 —450.
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cum remarcd si N. Bourbaki, ,nu s-ar putea face o istoriz
completd a acestei notiuni fara a studia sistematic, nu numai
matematicienii, ci §i filozofii greci, in particular pe Aristo-
tel, si fdrd a urmiri evolutia acestor idei de-a lungul Renas-
terii si inceputurilor Calculului diferential gi integral“*.
Dar e din nou timpul sd trecem la o discutie precisd.

Fie deci R dreapta reald. Un interval (deschis) (e,8)
este, prin definitie, multimea punctelor z ce verificd inega-
litdtile: « < << B. Dacd se cere ca si extremitdtile inter-
valului sd apartind multimii, se obtine ceea ce se numeste
un interval inchis, care se noteazd prin [«,B].

Orice multime de pe dreapta reald, care este o reuniune
de intervale deschise, se numeste multime deschisd. Orice
punct al unei multimi deschise G are urmitoarea proprie-
tate: existd un interval («,B) astfel incit x € («,B) si («,8) CG.
Complementara oricdrei multimi deschise se numegte mul-
time inchisd. Se numeste vecindtate a unui punct z o multime
M care contine o multime deschisd U, cu proprietatea cé
ze€ U. In particular, orice interval («,B), astfel incit a € («,B),
este o vecinidtate a punctului a. Particularizind i mai mult,
orice interval de forma (@ — e, a + €) este o vecinitate
a lui a. Deci, faptul cd sirul (a,) tinde céitre a se poate refor-
mula astfel: pentru orice vecinidtate a punctului a exista
un rang NV (ce depinde de vecinitatea consideratd), astfel
incit, de la acel rang N, toti termenii sirului apartin veci-
ndtatii respective. De fapt, veti putea si-mi reprosati ci,
din definitie, afirmatia rezultd doar pentru acele vecinatiti
speciale, de forma (@ — ¢, a + €). Aveti dreptate, dar nu
s-a comis, totusi, nici o eroare. Anume, daci V este o veci-
ndtate a lui a, atunci, dupd cum am vézut, existd un inter-
val («,8) cu a€(a,B)cV. Evident cd putem gisi un € >0
suficient de mic incit « < a — ¢, @ + ¢ << B; dar atunci,
dacd toate elementele girului apartin, de la un rang N(e),
intervalului (@ — ¢, @ + €), cu atit mai mult ele vor apar-
tine intervalului mai mare («,B), deci gi lui V.

* N. Bourbaki, Eléments d’histoire des mathématiques,
Ed. Hermann, Paris, 1960, p. 146.
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Cu aceastd ocazie apare urmditoarea notiune; cea de
sistem fundamental de vecindtdfi. Dacd vom nota cu V(a)
familia tuturor vecinititilor lui @, un sistem fundamental
de vecindtiti ale lui a va fi o subfamilie B a lui V(a), cu
proprietatea c#, pentru orice ¥V € V(a) existd un V'€ B,
cu V'cV.

De cele mai multe ori, pentru a stabili o anumiti pro-
prietate, va fi suficienti considerarea nu a tuturor vecini-
tétilor unui punct, ci doar aceea a unui sistem fundamental,
observatie simpld dar extrem de utild, dupd cum vet1
vedea.

O proprietate evidentd a dreptei R este urméitoarea:
daci a §i b sint doud puncte distincte (a 5= b), atunci existi
doud vecinitidti V, si Vy ale 1ui a si respectiv b, astfel incit
VNV, = @. Se spune cd creapta este separatd.

Fie acum F o multime de puncte pe dreapti si si presu-
punem ci F este inchisi. Fie (a,) un gir Cauchy, cu a,&F
pentru orice n.

Concluzie: lim a, = a apartine de asemenea lui F (ceea
ce justificd terminologia de inchisd). Demonstratia este
simpld. S& presupunem cid o & F. Atunci a €CF =G,
gi, conform definitiei, G este deschisi. Deci existd un inter-
val I pe care-1 putem presupune de forma (¢ — ¢, a + &)
cu g suficient de mic, astfel ca I CG. Dar a,— a, deci pentru
orice ¢ > 0, in particular si pentru ¢, al nostru, existd un
N(e) astfel ca, pentru n > N(e), toate elementele girului
sd apartind lui (¢ — ¢, @ + ¢). Cidem in definitiv peste o
contradictie: de la un rang N(c), toate elementele lui (a,)
apartin lui I, dar FNI = @ (cdci FNG = FNCF = @)
g1 deci a,&F pentru n > N(c). Rezulti cd a€F, q.e.d.

Bineinteles, existd pe dreaptid mul{imi care nu sint insi
deschise g1 nici inchise (dati un exemplu simplu!).

Cum se comportd multimile deschise (sau inchise) fata
de reuniune sau intersectie? Orice reuniune de mul{imi
deschise este deschisd si, trecind la complementare, orice
intersectie de multimi inchise este inchisi. Orice inter-
sectie finitd de multimi deschise este deschisd (si, deci,
orice reuniune finitd de multimi inchise este inchisd).
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Demonstratiile sint relativ simple i pot constitui un bun
exercitiu lasat pe seama cititorului. O categorie impor-
tantd de mul{imi inchise este clasa multimilor compacte,
In cazul dreptei, mulfimile compacte se pot defini simplu
in modul urmétor (I): se numesc compacte multimile care
sint: 1) inchise, 2) mirginite. (O mulfime A este mirginit¥,
dacd, existd un numir M* astfel incit |z| < M pentra
orice €4, sau, mal geometric, dacd existd un interval

finit (a,B) astfel ca 4 c(«,B)).

Vom da insi o definitie a compacititii, care si fie vala-
bild si in cazuri mult mai generale. Se spune ci o familie
de multimi (N,)ae:r acoperd o multime M, dacd M CUN,
(sau, ceea ce este echivalent, dacd orice &M, apartine
cel putin unui N,). O acoperire este finitd, daci multimea
indicilor I este finitd.

Compacitatea se poate defini astfel (II): o multime C
este compactid, dacd din orice acoperire cu multimi deschise
se poate extrage o acoperire finitd (a extrage o acoperire
fnseamné a alege o parte din multimea de indici, astfel ca
multimile acoperirii initiale, ce corespund indicilor alesi,
sd formeze §i ele o acoperir2 a multimii noastre).

Rémine si stabilim echivalenta celor dou# definitii
(ne aflim pe dreapta reald R).

Este suficient si demonstrdm ci pentru o multime C
de pe dreaptd, faptul ci este inchisd i mdirginitd implicd
conditia (II) (cu acoperirile) i dacd nu este simultan inchisd
$i mirginitd, ea nu poate verifica conditia (II). Prima
implicatie este cunoscutd sub numele de lema Iui Borel—
Lebesgue, dupd numele matematicienilor care au pus-0o
sistematic in evidentd.

Deci vom demonstra lema lui Borel—Lebesgue, care
afirmi ¢4 din orice acoperire deschisd a unei multimi inchise
§i mirginite se poate extrage o acoperire finitd.

Ca de obicei, se procedeazd prin absurd. Si presupunem
ci C este o mul{ime inchisd, continutd intr-un interval
(a,b). Fie ¥ = {U,} o acoperire a lui C, fiecare U, fiind o

* M nu depinde de z.
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-'1-—;-“;5» 0, cu proprietatea ci Cn[a, ,b,] nu poate fi acoperit
cu o familie finitd de multimi U,. Intervalele [a,,b,] au
un punct comun unic, fie el §. Intrucit CN[a,,b,] este evi-
dent nevidid (este chiar infinitd), din fiecare CN[a,,b,}
alegem cite un element z,. Dar girul z,, verificind condijia
a, < z, < b,, este convergent g1 limita sa va fi §; cum C
este inchisd, {& C. De abia acum intervine faptul ci mulfi-
mile U, sint deschise: § va apartine unui U, (cdci U este o
acoperire a lui C), deci — U, fiind deschisi — unui inter-
val (a’,b’), prin urmare, pentru n suficient de mare, [a,,
b,1c(a’,b’")CU,, ceea ce contrazice modul in care au fost
alese intervalele [a,,b,], q.e.d.*. Cealalti implicatie se
demonstreazd ardtind cd se pot alege acoperiri deschise
convenabile, astfel incit dacd (I) n-are loc, nici (II) si nu

poatd fi verificatd (in (II) se cere ca din orice acoperire
deschisd sd putem extrage gi o acoperire finit%, deci, pentru
a infirma (II), este suficient si gisim o acoperire deschisi
fira proprietatea cerutd).

Notiunea de mul{ime compacti este de o extremi impor-
tantd in analizd, dar s-a degajat tirziu si absenta compaci-
tatii creeazd totdeauna dificultdti, dintre care vom intilni
citeva gi noi.

Vom mai introduce doud definifii: un punct z, al unei
multimi M se numegte punct aderent al lui M, daci in orice
veeindtate a lui x, existi cel pujin un punct al mul{imii
M (eventual chiar z,; dacd se cere ca in orice vecinitate
a lui 7, 4 existe un punct z al mul{imii M, diferit de z,,
punctul z, se numegte punrct de acumulare al lui M). Mul%-
mea punctelor aderente ale unei mul{imi se noteazi cu
i se numeste aderenta lui M ; in particular, dacé a, este un
gir de elemente din M, §i ¢ = lim a,, atunci punctul c€ M.
Deci proprietatea unei multimi de a fi inchisd se poate
enunta si astfel: o mul{ime este inchisi, dacd i numai dacé
coincide cu aderenta sa, sau, altfel, daci igi contine toate

* Prescurtare a expresiei latinesti quod erat demonstrandum, care
se traduee prin ceea ce era de demonstrat.
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punctele aderente. In sfirgit, un punct z, se numegte punct
interior al lui M, daci existd o vecinitate a lui z, inclusd
in M. O multime va fi deschisi dacd orice punct al ei este
interior. Multimea punctelor interioare ale lui M (multime
care poate fi vidd: da}i un exemplu simplu!) se noteazd

cu int M sau M.

Cu aceasta am incheiat discutiile privind topologia de
pe dreapta reali. Pind in prezent am indicat un singur rezul-
tat interesant, lema lui Borel—Lebesgue. Dar, traducind
ceea ce gtim despre limitd intr-un limbaj special, am vizut
cd apar in mod natural anumite notiuni. Insi foarte impor-
tant este cd notiunile de mul{ime deschisi, vecinitate,
compacitate, aderen{d etc. se pot defini intr-un ocontext
mult mai general gi ¢, cu ajutorul acestor notiuni, se vor
putea stabili o serie de rezultate remarcabile.

Studiul mul{imilor de puncte de pe dreaptd, sau din
plan, a constituit obiectul a numeroase lucrdri, in primele
decenii ale secolului nostru; cu ocazia introducerii notiunii
de misurd vom discuta unele chestiuni in aceasti directie.

Notiunea generali de spatiu topolegic

Ati intilnit in paginile precedente cuvin-
tele topologice, topologie, dar ce inseamnd topologie? Cuvin-
tul, ca atitea altele din terminologia gtiintificd, provine din
limba greacd, de la ,topos“ = loc si ,logos“ = gtiintd.
Aceasta ar fi o limurire de ordin etimologic, care insd nu
ne spune prea mult.

B. Riemann, marele matematician german céruia i se
datoresc atitea cii noi in matematicd, trebuie si fie consi-
derat fondatorul topologiei, care, inifial s-a numit gi Analy-
sis Situs (terminologie astizi complet abandonatd). Sa-i
dim cuvintul:
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distante, ci care sint invariante la transformdri bicontinue.
Notlunea generald de spa(;m topologic, aga cum o intreva-
zuse Riemann, va apérea insd mai tirziu; “trebuiau degajate
notiunile in cazurile cele mai simple. In cazul spatiului
euclidian, G. Cantor este acela care defineste primul noti-
unile de multlme deschisd, multime inchisd, punct de acu-
mulare si altele. Cantor nu se marg1ne§te sd dea definitii,
el determini (in cazul dreptei) si proprietdti lmportante
ale structurii acestor mulfimi.

Desi privite cu oarecare neincredere de lumea matema-
ticienilor, rezultatele lui Cantor referitoare la multimile
de puncte de pe dreaptd au fost aplicate de scolile francezd
si germand de teoria functiilor. La sfirsitul secolului al
XIX-lea apare tot mai insistentd ideea de a incerca apli-
carea teoriei multimilor nu numai multimilor de puncte,
¢i gi familiilor de functii, desi B. Riemann a fost acela care,
incercind si& demonstreze principiul lui Dirichlet, a consi-
derat, cu ani mai inainte, spatii de functii.

O trecere in revistd, chiar succintd, a modului in care,
ca urmare a lucrdrilor lui D. Hilbert, M. Fréchet, F. Riesz,
s-a degajat notiunea generald de spatiu topologic, ne-ar duce
prea departe. Si ne marginim insa si amintim rolul important
pe care l-a avut asupra mentalitd{ii matematice a epocn (in-
ceputul secolului nostru) aparltla metodei axiomatice, ilus-
tratd magistral de D. Hilbert in Fundamentele ﬂeometnet

Luind din axiomele lui Hilbert, referxtoare la vecina-
tdtile din plan, pe cele care erau susceptlblle sd dea teoriei
generalitatea §i precizia cea mai mare, F. Hausdorff defi-
neste notiunea de spatiu topologic aga cum (cu mici modifi-
cdri de detahu) o folosim gi astézi. Bineinteles, de la apari-
tia cartii lui Hausdorff, din 1914**, au aparut ‘multe fapte
noi,s-au precizat notlunl au aparut altele. Cadrul general
era insd dat.

*D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Teubner Verlag,
Leipzig, 1899.
*« F, Hausdorff, Grundzige der Mengenlehre, Veit,

Leipzig, 1914.
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Ce este un spatiu topologic? Prin definifie, un spatiu
topologic este un cuplu aleituit de o mul{ime E gi o familie
de parti ale lui E, notaté cu §, care trebuie si verifice urmi-
toarele proprletét,x

1) mulfimea E apartine lui 4, la fel i mul{imea vidi & ;

2) reuniunea oricirei familii de elemente din § apar-
tine lui §;

3) intersectia oricdrei familii finite de multimi din §
apartine lui

Multimile din § se numesc mulfimi deschise. A da pe
E o familie cu aceste proprietdti inseamnd a introduce pe
E o structurd topologicd, sau, pe scurt o topologie. Vom nota
deseori structurile topologice prin literele grecesti =, o
etc. Remarcati cd de proprietdtile 1), 2), 3), se bucurd si
familia multimilor deschise de pe dreaptd.

Proprietatile impuse lui § sint ,modelate“ dupd pro-
prietd{ile multimilor deschise din spatiul euclidian.

Orice multime care este complementara unei multimi
deschise se numegte multime inchisi. O vecinitate a unui
punct z este o multime care contine o multime deschlsé
ce contine pe z. Multimea E se numegte spa@m total,
elementele sale — puncte. O axiomd care se impune adesea
spatiilor topologice este urmétoarea: dacd z si y sint doud
puncte distincte din E, existd doud vecinatdti U si V ale
lui z gi y, astfel incit VAU = = (. Aceastd axiomi se numeste
axioma lui Hausdorff gi un spatiu care o verificd se numegte
spatiu Hausdorff, sau spatiu separat. Am vézut cd dreapta
reald verificd aceastd axiomd, dar in general ea trebuie
impusi, cdci nu rezultd din condlt,nle 1),2),3)*.

Aderenta unei mulimi A4, notatd cu A, va fi definitd
ca cea mail micd mul{ime inchisa ce conglne pe A (cea mai
micd: daci B este altd multime inchisd, cu BD 4, atunci
ACB) Existenta pentru orice A a unei astfel de mulg;um
rezultd astfel: 4 va fi intersectia tuturor mulgimilor inchise

* Se consideri adesea si spatii topologice, care nu verificd pro-
prietatea de separare, dar vom presupune intotdeauna verificat’
aceastd axiomd.
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B ce contin pe A ; cum spatiul total E este o multime inchisi
(cdci, din 1) # €G, deci C@ = E va fi inchisi), existd
cel putin o multime inchisi care si-1 includi pe 4, de unde
rezultd existenta. In particular, A = A inseamnj ci A este
inchisj si reciproc.

Definitia datd aderentei unei multimi in cazul dreptei
era putin diferitd: anume, punctul z,€ A daci, pentru orice
vecindtate V a lui z,, existd cel putin un z (eventual chiar
X,) care si apartind lui ANV.

S4 ardtim, pe cazul general, echivalenta acestor doud
conditii, ceea ce este un exercitiu simplu, dar reprezentativ,
al modului de rationament axiomatic. Inainte de aceasta,
o remarcd: a spune cd o multime B este deschisd, echiva-
leazd cu a afirma cd B este o vecindtate pentru orice punct
al ei. Una din implicatii rezultd direct din definitie: B
deschisd este o vecinitate a oricdrui punct al ei. Reciproc,
dacd, pentru orice y € B, B este o vecinitate, atunci rezultd
cd, pentru orice y, existd o multime deschisd Uy, cu y& Uy,

$i UycB. Dar atunci B = UU, si cum fiecare Uy este

vEB
deschisd, din 2) rezulti cd B este deschisi.
Iatd acum echivalenta celor doud definitii ale aderentei:

Fie* A = B, fiecare B fiind inchis. Atunci CA =
BoA

= Uc ,4CB’ fiecare CB fiind deschisd. Deci o conditie nece-
BC

sard gi suficientd ca un punct y si apartind lui CA4, va fi ca
y s¥ apartind unui CB. CB este o vecinitate a lui y gi deci
CB cCA. Prin urmare existd o vecinitate a lui y (chiar CB
de pildd) care, fiind inclusd in CA, nu contine puncte ale
lui A. Deci, negind aceastd proprietate, obtinem o condifie
necesard si suficientd pentru ca un punct y si nu apartind
lui CA, adicd si apartind lui A. Dar ce ne furnizeazd
negarea? Orice vecindtate V a lui y contine cel putin un
punct din A4, q.e.d.

* Prin ,,M B, B inchis“ se noteazi mulf{imea elementelor ce
BDA

apartin tuturor acelor mul{imi inchise B, care verifici condifia ACB.
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Compacitatea se va defini exact ca in cazul lui R: anume,
un spatiu topologic E este compact, dacad este separat g1
dacéd din orice acoperire a lui £ cu multimi deschise se poate
extrage o acoperire finitd.

Trecind la complementare, se obtine urmétoarea conditie
echivalentd: dacé orice familie de multimi inchise, cu inter-
sectia vidd*, contine o subfamilie finiti de mult1m1 a
cdror 1ntersect1e si fie vidd, atunci E este compact. In mod
evident, aceastd ultimi condlt,;le este, la rindul ei, echiva-
lent cu urmitoarea: dacd orice familie de muli,;imi inchise,
cu proprietatea cd orice subfamilie finitd a sa are inter-
sectia nevidd, are ea insesi intersecfia nevidd, atunci spa-
‘tiul £ este compact.

Pe o multime £ se poate introduce o topologie plecind
nu direct de la multimi deschise, c¢i de la o familie arbi-
trard de pérti ale lui E.

Fie & aceastd familie. Dacd notdm cu §;§) familia cea
mal micd cu urmitoarele doud prOprletal;l a) Fc §(),
b) §(&) verifica proprietitile 1), 2), 3) ale familiei muli;l-
milor deschise, atunci se spune ci & este o subbazi a topo-
logiel definite de G.F). Este ugor de vdzut cd elementele
lui §{(§) sint reuniuni arbitrare de intersectii finite de
multimi din &. In particular, daci elementele lui & sint
multlmlle reduse la cite un punct y, cu y parcurgind pe £,
se obgme asa-numita topologie discretd.

Se spune cd & este o hazd, dacd orice element din §(&F)
este o reuniune de multimi din & Vom avea de mai multe

ori prilejul sd definim o topologie in acest mod, ceea ce,
uneori, este mai comod decit definirea directd a multlmllor
deschise. Chiar in cazul dreptei reale, singurul exemplu
pe care-l avem deocamdatd la mdemma multimile des-
chise, au fost definite, plecind de la mtervale ca reuniuni
de intervale. in paltxcular se poate defini o topologle pe

* Se spune ci o familie § de multimi este cu intersectie vida,

dacd N B = ¢, unde prm N B s-a notat multimea acelor ele-
Beg €F
mente care apartin tuturor mult,lmllor familiei &.

42



o multime atagind fiecdrui punct o familie de multimi
care sd-1 contind si care si se bucure de citeva proprietiti
naturale, vecindtétile sale, si si defineasci apoi multimile
deschise.

Pe aceeagi mulfime se pot defini in general mai multe
topologii (exceptdm cazurile banale, ca multimile reduse la
un singur punct), schimbind familia ¢ a multimilor des-
chise. Dacd pe £ avem date doud topologii, ale ciror mul-
timi deschise sint respectiv G, si G,, si dacid G,CG,, se
spune ci topologia/.definitd de G, este mai find decit cea
definitd de G,. In’/general insd, fiind date doud topologii
peste un acelasi spatiu, ele nu sint comparabile. Citeva
cuvinte despre topologiile induse: dacd (£,§) este un spatiu
topologic si F o submultime a sa, atunci se poate introduce
pe F o topologie considerind familia §r a tuturor multi-
milor de forma FNG cu G&§. Se verificd imediat cd Gp
indeplineste conditiile 1), 2),3), deci cd pe F s-a introdus
intr-adevar o topologie. Daci spatiul topologic astfel obti-
nut este compact, se spune cd multimea F este compacta.
In particular, ea verifici teorema lui Borel-Lebesgue.

In legiturd cu compararea topologiilor, mentiondm un
fapt interesant: dacd pe un spatiu compact £ se considerd
o altd topologie separatd, mai putin find decit topologia
compactd, cele doud topologii coincid.

Un alt exemplu simplu de spatiu topologic poate fi
furnizat de plan. Dacd fiecirui punct ii asociem discuri
centrate in acel punct, de razd din ce in ce mai micd, aceste
discuri vor juca rolul intervalelor deschise de pe dreapta.
Multimile deschise vor fi acele mulfimi in care fiecare punct
are o vecinatate, deci un mic disc, complet inclus in multimea
respectivd ; multimile compacte vor fi iardgi multimi inchise
$i mirginite (mdirginit inseamnd: poate fi inclus intr-un
disc cu o razi suficient de mare). Am ales discurile ca sistem
fundamental de vecinititi, dar tot atit de bine am fi putut
alege patrate cu laturi oricit de mici, sau triunghiuri.
Multimile deschise ar fi fost aceleasi (puteti incerca s veri-
ficati acest lucru). Dacé considerim dreapta ca o submultime
a planului, gi pe plan topologia indicatd, topologia de pe
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dreaptd indusi de cea din plan va fi exact cea pe care am
studiat-o mai inainte. Un alt exemplu de spatiu topologic,
cu topologia indusd de spatiul ambiant, va fi cercul, saw
sfera din spatiul cu trei dimensiuni; aceste spatii au insi
urmitoarea proprietate: ele sint local euclidiene, adici
fiecare punct are o vecinitate in care topologia ,se aseaméné
perfect” cu cea euclidiand. Studiul unor astfel de spatii
(si ale altora mai complicate, dar cu acelasi caracter local
euclidian) este obiectul teoriei varietdtilor de care insi nu
ne vom ocupa de loc, cu tot interesul foarte mare de care
se bucuri.

Existd insi spatil topologice care prezintd tot felul de
patologii ce nu seamén citusi de putin cu dreapta sau pla-
nul, nici micar local, de pildd spatii in care orice multime
deschisd este simultan si inchisid. Asa se intimpld aproape
totdeauna: o definitie generalid ascunde in ea posibilitati
pe care doar studiul atent le scoate la iveald. Asa a fost
cazul gi cu notiunea de functie in general, cu cea de functie
continud, cu notiunea de curbd, de arie etc.

Totusi matematica are nevoie de definitii generale,
pentru cd altfel n-ar putea cuprinde multe fapte care apar,
in mod natural, pe parcursul dezvoltarii sale.



CAPITOLUL It

FUNCTII
Notiunea gemeralid de functie

Desgi diferite exemple de dependentd fune-
tionald erau cunoscute inci de pe vremea egiptenilor (de
pildd faptul cd lungimea unui cerc este de = ori diametrul
lui), degi in antichitate erau alcdtuite chiar tabele de functii
{rigonometrice, necesare in astronomie, notiunea generald
de funcfie s-a degajat tirziu. Functiile trigonometrice,
logaritmii, apoi functiile algebrice, functia exponential,
au fost tot atitea exemple de functii pe care analigtii seco-
lului al XVII-lea le-au studiat in aminunt gi pe care gi-au
incercat valoarea noilor ,instrumente“, atunci descoperite,
derivarea si integrarea. Dar lipsea notiunea generald, o
definitie precisi care si inglobeze toate cazurile cunoscute.
Se poate chiar spune cd vechii analigti igi ficeau unele iluzii,
garte din ele destrimate tirziu, abia in secolul al XIX-lea.

entru Isaac Newton functia era o cantitate ce varia in
timp, ,,0 fluenti“ in terminologia sa. De abia J. Bernoulli
introduce termenul de ,functie“. Dezvoltarea calculului
infinitezimal aratd insd cd timpul (in afara problemelor
de cinematicd) nu joaci nici un rol deosebit. Pentru J. Ber-
noulli o functie de o mirime variabili este o cantitate com-
pusd intr-un anumit fel din aceastd mirime variabili si
constante, iar pentru L. Euler, ceva mai tirziu, o functie
era o expresie analitici obtinuti combinind intr-un mod
oarecare variabilele gi constantele. Deci, pind la Cauchy,
o ,funcefie arbitrari“ va fi datd de o expresie analiticd.
Problema corzii vibrante, rezolvati de Daniel Bernoulli
prin separarea variabilelor, a ficut si apar#, pentru prima
datd, o functie reprezentatd printr-o serie trigonometrici.
Solutia lui D. Bernoulli, obtinutd in 1753, a dat nastere
unei dispute aprige. Intr-adevir, in 1747, d’Alembert diduse
o solutie complet diferits, precizatd in 1748 de Euler.
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corzii vibrante se poate ob{ine ca o suprapunere de soluii
particulare. Bernoulli a utilizat ceea ce se numegste astizi
metoda functiilor proprii. Aceste solutii particulare sint
ugor de gasit si sint date de functii trigonometrice. Deci,
a conchis Bernoulli, orice solutie va fi de forma

B ansin™ cos (¢ — ),

cu a, constante. Desigur problema convergentei nu preocupa
incd pe nimeni in mod serios. Ins# ceea ce a declansat dis-
puta a fost faptul urmétor: dacd facem pe ¢ = 0, obtinem
forma corzii in momentul initial; deci, notind cu f(x)
elongatia in momentul ¢ =0, din solutia lui Bernoulli
rezulta cd

flx) = Ean sin m;—x cos n—’;“ Ba.

Dar experienta aratd cd, in momentul initial, o coardd
poate fi, de pildd, o linie poligonald. $i tocmai acest lucru
il deranja pe Euler: el nu concepea ca o astfel de linie sa
poatd fi reprezentatd printr-o expresie analiticd. Disputa
a angajat mul{i matematicieni, intre care pe Lagrange.

Incepind din 1807 lucririle matematicianului francez
J. Fourier, ale cdror rezultate sint expuse in Théorie analy-
tique de la Chaleur, apdrutd in 1822, conduc la noi progrese.
Fourier regdseste forma coeficientilor Fourier ai unor functii
(coeficienti calculati mai inainte de Euler), dar afirma
cd, datd fiind o functie arbitrard, formulele acestea conduc
la o serie trigonometricd a cirei sumi este functia data.
Fourier di numeroase aplicatii ale acestei ipoteze, care
coincid cu rezultatele experientei. Dar ipoteza nu era demon-
stratd! Cei mai mari matematicieni ai timpului au atacat
aceastd problemd. Nu vom insista asupra rezultatelor obti-
nute privind seriile Fourier, ci vom remarca ci venise
momentul de a se preciza notiunea de functie arbitrard,
§i cd, dupd cum remarca marele matematician Lejeune
Dirichlet, venise momentul ,si se substituie ideile calcu-
jului“. In aceastd epocii, prima jumitate a secolului al
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corespondentd care atageazd fiecdrui element dintr-o mul-
¢ime X un element din altd multime. Cu alte cuvinte, pentru
a putea defini o functie este necesar urmditorul triplet:
o multime X pe care este definitd functia (,domeniul de
definitie), o multime Y (care poate de altfel coincide cu
X) in care se afli valorile pe care le ia functia, si o reguld,
8-0 notdm cu f:zx — y ={(x), care asociazd fiecirui z
din X un element y din Y. In ceea ce priveste multimile
X si Y, nu se face apriort nici o ipotezi. In acest context
general nu se pot spune decit banalitdti referitoare la pro-
prietdtile generale ale tuturor functiilor. De indati insd
ce fixim domeniul de definitie gi domeniul valorilor, situa-
tia se schimbi. In analiza matematicd s-au ob{inut sur-
prinziitor de multe proprietdti generale ale functiilor defi-
nite pe numerele reale, cu valori reale*. Oricit de intere-
sante ar fi rezultatele generale (unele dintre ele sint extrem
de interesante), totugi aplicabilitatea lor este uneori destul
de limitatd.

Intorcindu-ne la definitia generald a functiei, atragem
atentia cd considerarea unor domenii de definifie (i valori)
chiar mai generale, nu a fost o generalizare facutd pur si
simplu de dragul generalitidtii, ci corespundea unei nece-
sitd}i, care va apdrea, sperim, evidentd pe parcursul capi-
tolelor urmatoare.

Despre continuitate

Un loc central in analizi il ocupéd functiile
continue. Avem cu totii o idee mai mult sau mai putin
intuitivd despre continuitate. In limbajul obignuit aceasta
inseamni lipsa de salturi, lipsa de intreruperi. In mate-

* O interesantd discutie asupra acestei chestiuni se giseste in
8. Marcus, op. cit. la Bibliografie, pp. 11—14.
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maticd ne trebuie o definitie precisd si, ca intotdeauna, defi-
nitiile au un oarecare caracter tehnic.

Fie o functie reald f, definitd pe o submult{ime £ a drep-
tei reale. Vom spune cd f este continud in punctul z, €E,
dacd pentru orice vecindtate ¥ a punctului f(z,) gisim o
vecindtate W a punctului z,, astfel incit, pentru orice
2EWNE, sa avem f(x)EV. Pentru simplificare si presu-
puazem cd E este un interval (nu precizim dacd este inchis
sau deschis). Atunci, explicitind definitia de mai sus, vedem
cd functia f este continud in punctul x, dacd, pentru orice
e >0, existd un 8(c) > 0, astfel incit inegalitatea | z —
— z,| < 3(c) sa atragd | f(z) — f(zy)| < e.

Este ugor de verificat cd definitia noastrd coincide cu
urmétoarea: [ este continud in x,, dacid pentru orice gir
Zp (2,5 %,) tinzind cétre z, f(x,) = y, tinde de asemenea
citre f(z,) = yo. In modul acesta, de la o definitie ce se
referea la vecindtdti, am trecut la o definitie in care apar
doar siruri. Oricum am proceda, intervine insd structura
topologicd, atit a domeniului de definitie, cit §i a dome-
niului in care f isi ia valorile.

Remarcati cd nu am introdus incd notiunea de limit&
a unei functii intr-un punct. S-o facem. Vom spune c&
o =lim f(z) cind x — a, dacd, pentru orice vecinitate
V a lui «, existd o vecinitate U a lui a, astfel incit z€U
sd implice f(z)EV.

Notiunea de continuitate are un caracter local. Prin
aceasta intelegem c#, pentru o functie, a fi sau nu continu
intr-un punct depinde exclusiv de valorile pe care le ia
functia intr-o vecirdtate a punctului considerat. Existd gi
alte proprietdti ce au de asemenea un caracter local, de
pildd derivabilitatea; altele au insd un caracter global,
adicd se referd la comportarea functiei pe intreg intervalul
ei de definitie; un exemplu simplu il oferd continuitatea
uniformd. O functie poate fi continud intr-un punct z, gi
discontinud in puncte oricit de apropiate de z, si, reciproc,
continud in orice punct diferit de un anume z, gi discon-
tinud in z, (bineinteles, o functie este discontinud intr-um
punct, dacd nu este continud in acel punct).
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Un exemplu clasic il constituie functia definitd in modul
urmdtor:
0, daca z este irational sau zero,
x) =( 1 <
f(zx) =, daci z =2
q

Este evident cd in orice punct rational &, =L (diferit de

zero) functia este discontinud, cici in orice vecindtate a lui
£, existd puncte irationale £ in care f este nuld, deci in acele

puncte £, diferenta f(&) — f(&) =Lnu va putea fi
q

facutd oricit de micé, oricit am restringe vecindtatea lui
£o- Dar functia noastrd este continui in orice punct iratio-
nal | Aceasta rezultd din faptul ¢i dacd un gir de numere
rationale este un sir Cauchy cu o infinitate de termeni
distincti, numérédtorii trebuie neapédrat si creascd nemdr-

ginit (daci a, =22 si ap, =Pm  atunci | ap — ap| =
n Im
—_ . 1 "
=M, deci>———; dacd |gq,| < M pentru
Indm | gngm |

: % 1 . .
orice n, ar rezulta ci |a, — a,,| >A72pentru orice m §l

n, deci sirul n-ar mai fi Cauchy).

Iatd deci o functie discontinud pe o multime numéra-
bil§ de puncte, mai mult, pe o multime densd (se spune
cd A este o multime densi in spatiul topologic B, dacd
A = B), dar continud in restul punctelor.

Este ugor de construit o functie continud intr-un singur
punct si, incd si mai ugor de construit, o functie discontinud
intr-un singur punct. S ne intoarcem la functiile continue
pe.intreg intervalul lor de definitie, pe care si-1 presupunem
compact. Atunci:

1) orice functie continud pe un interval compact este
marginitd ; )

2) orice functie continud pe un interval compact is1
atinge marginea inferioard si superioard;

3) orice functie continud pe un interval compact este
uniform continua.
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In enunturile de mai sus se poate inlocui ,interval com-
pact“ prin ,mul{ime compacti®, insi condifia de compa-
citate este esentiald. Dar si examinim pufin enuniul.
Mai intii, ce este o functie méarginiti? Aceasta inseamni ci
mult,lmea valorilor sale (notatd cu f(X), daci X este dome-
niul de definitie) este mirginitd. Cum f(X) este, in cazul
de fatd, o multime de numere, gtim ce inseamnd aceasta.
In al doilea rind, presupunind cd f(X) este o mul{ime mir-
ginitd (ceea ce revine la faptul ci existd un interval [m,M}
cu proprietatea cé f(X)c[m,M]), marginea superloari res-
pectiv inferioard, a multimii f(X) va fi cel mai mic M,
respectiv cel mai mare numdr m, astfel ca f(X)c[m,M]*.

A spune cd functia f isi atmge marginile, inseamni deoa
a afirma cd atit M cit gi m apartin lui f(X).

Dar ambele enunturi 1) si 2) pot fi strinse intr-un singur
caz particular al propozifiei urméitoare: imaginea unui.
compact printr-o functie continud este un compact.

Cu aceastd ocazie vom introduce notatia urmditoare:
dacd f : X—Y, atunci pentru orice ZC Y, f™(Z) este mul-
timea acelor z cu proprietatea cd f(r)EZ. Aceasta se va
nota si astfel: f"X(Z) = {z| f(x)€Z}. Daci f este definit&
gi continud pe X, atunci din definitia continuitdtii rezulté
c3, pentru orice multlme deschisd U, f~(U) va fi o mul{ime
deschisa (si, trecind la complementare pentru orice mul{ime
inchisd F, f'l(F ) va rezulta inchisi).

Fie acum K un compact inclus in domeniul de definifie
al functiei f i fie L = f(K). S ardtdm cd L este compact.
Fie deci o acoperire oarecare {U,}, a lui L, cu multimi
deschise. Imaginea inversi a fiecirui U,, V =Y U,),
va fi o mulfime deschisf in virtutea continuitit,ii lui f,
deci {V,} constituie o acoperire deschisi a lui K ; acesta
fiind compact, se poate extrage o acoperire finitd, Vl, Ve
Dar atunci Uj, ..., Uy, va fi o acoperire finitd a lui L, deci
L este compact. E cazul si atragem atentia ci 1magmea

* Definifia este generali: fie 4 o mul{ime pe dreaptd; M va fi
marginea superioard a lui 4, dacd =z € 4 implicd z < M si dacd orice
M’ cu aceeasi proprietate este cel putin egal cu M; schimbind sem-
nele inegalititilor objinem notiunea de margine inferioars.
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y = F(x)=;

X

PR ERY
e N

Fig. 1.

unei mul{imi deschise printr-o functie continud nu este
in mod necesar o mul{ime deschisd, dar in cazul de fatd
U, ={(V,) erau presupuse deschise de la inceput. S& mai
remarcdm ci f(f"Y(U)) = U, oricare ar fi U, dar ci&
f"Uf(V))cV, egalitatea neavind loc in general (puteti da
o condifie simpl3 care si asigure egalitatea?).

Afirmatia referitoare la faptul cd f isi atinge marginile
(teoremd demonstratd pentru prima datd de K. Weierstrass)
rezulti din propozitia demonstrati mai sus gi din faptul cd
o multime compactd (intr-un spatiu separat) este inchisi.

S4 trecem la punctul 3). Pentru a vedea mai bine ce este
continuitatea uniformd, si dim un exemplu simplu in care
aceastd proprietate (n-am definit-o inci!) nu este inde-
plinita.

Pe intervalul deschis I = (0,1), vom considera functia
f(z) =%. Evident, f(z) este continud pe I (fig. 1). Sa
luim un ¢ > 0 arbitrar. Pentru fiecare punct = din (0,1)

existd un d8.(c) > 0, astfel incit, pentru orice z'€(r —
— 84(c), x + dx(c)), sd avem |f(z') — f(z)| < e. Altfel
spus, inegalitatea | z — z’| < 3,(c) atrage | f(z’) — f(z)}
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< e. Dar 8,(c) depinde de punctul z! Si ludim sirul x, =

ENES

Functia noastrd fiind foarte simpld, putem calcula pe 8 1 (e).

n
Tinind seama de definitia lui f(x), se giseste cd 81 (g) <
n

€ . . . . v
- deci, cu cit ne apropiem de zero, 34 (¢) tinde ci-

<<

n? — 7
tre zero (pentru un acelasi ¢). Ei bine, o functie continui pen-
tru care nu se intimpl3d un astfel de fenomen, se numeste uni-
form continud. Mai precis, functia f(z), definitd pe un inter-
val I al dreptei reale, este uniform continui pe I, daci,
pentru orice ¢ >0, existd un §(¢) > 0, astfel incit din
|z — 2’| < 8(¢) sd rezulte |f(z) — f(2')]| < e. Aceastd
«definitie nu spune altceva decit ¢d numirul 3(c) = igf&x(s)

este pozitiv, ceea ce nu avea loc in exemplul studiat mai
inainte.

S& trecem la demonstratia punctului 3) (,,Orice functie
continud pe un interval compact este uniform continui“).
'Vom proceda prin absurd, dar mai inainte vom demonstra
-0 altd proprietate referitoare la multimile compacte de pe
dreaptd: dacd C este o multime compactd pe dreaptd, atunci
din orice sir infinit {a,} CC se poate extrage un subgir
convergent {ank} (a cérui limitd apartine desigur lui C,
intrucit, dupd cum stim ,C este inchisd).

Aceasta se aratd astfel. Notdm cu F, inchiderea mul-
timii {a,, @n,1, @n4g, .--}. Atunci U, =CF, va fi o mul-

: LY - - X 1w .

time deschisd. Sa presupunem ci () F, este vidd (deci nu
n=1

existd nici un punct a care si apartind simultan tuturor

multimilor F,). Dar atunci U, este o acoperire deschisd a
lui C, deci existd un numdr finit de multimi U, care acopera
k

pe C, sd zicem Uy, Uy, ..., Up ; dar U v, 5 implica
.F,,i nF,,zﬂ ﬂF,,k= & (i =1,..., k), ceea ce este absurd,
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cdci, pentru n > max(ny, ..., ng), F, este inclus in fiecare
F,,i, iar F, nu este vidéd pentru nici un n.

-]
Prin urmare existd cel putin un a € M F,. Si explici-
n=1

tdm aceasta: a €F, pentru orice n,deci pentru orice n §i orice
vecindtate a lui n existd un element, din acea vecinitate,
care apartine multimii {a,, @441, ...}. Acum intervine un
fapt suplimentar, anume cé fiecare punct de pe dreaptd
are un sistem fundamental numdrabil de vecinititi!
Fie V,,n =1,2, ..., un sistem fundamental de vecini-
tdti ale punctului a; in V, existd un element, notat a, e
care apartine mul{imii {a,, @,, ..., @, ...}. In V, gisim un
element a, care sd apartind mul{imii {aniﬂ, On 425 -
(deci a"zz#a”i)‘ Apoi, in V; existd un Oy, care apartine

lui {an2+1, O 420 ...} s.am.d.

Este evident cd sirul Uy Ongs oy npy ooe tinde cétre
a, deci proprietatea este demonstratd.

Observdm c¢&, de fapt, in demonstratie a intervenit.
doar faptul cd C este compactd §i cd fiecare punct al dreptei
are un sistem fundamental de vecindtdti numérabil. Deci
demonstratia va fi valabild si in orice spatiu topologic
cu aceastd ultimd proprietate.

In sfirgit sintem in masurd si probidm punctul 3). Dupd
cum s-a spus, vom proceda prin absurd. Dacd f(z), definité
si continud pe compactul C, n-ar fi uniform continud,
aceasta ar insemna cd existd un numdr real « > 0 si doud

siruri de numere {a,}, {b,}, astfel incit|a, — &,] < 3

n
si | f(a,) —f(by) | >a«. Cum C este compactd, se poate extrage
din {a,} un subgir convergent {ank}; bineinteles ¢d subsirul
corespunzitor {b"k} va fisi el convergent si ¢4 ambele giruri

vor avea o limitd comund a&€C. Dar f(x) este continud in
punctul a; pentru r suficient de mare, |f(a,) — f(b,)| <

<[ flas) — fa)| + | f(a) — f(by)| implicd | fla,) — f(bn) 1<
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<, € fiind un numar pozitiv arbitrar; luind ¢ <« ajungem
la o contradictie, q.e.d.

Desigur existd functii uniform continue pe intervale
necompacte, dar exemplul precedent (gi multe altele) ne
aratd cd in general proprietatea nu este adevirati.

Demonstratia datd a ficut in mod esential uz de distantd,
adicd de faptul cd pe dreaptd avem o distantd intre punctele
x ¢ y, d(z,y) fiind desigur |z — y|. Acest lucru aratd
<8 proprietatea noastrd se poate generaliza gi pentru functii
definite gi cu valori in spatii topologice pe care se poate
introduce o distanti.

A patra proprietate importanti a functiilor continue
este de altd naturd: anume, dacd f este continui pe un
interval gi are valori reale, ea se bucurd de aga-numita conti-
nuitate Darboux. Prin aceasta se intelege urmditoarea pro-
prietate: dacd f(z) are in punctul a&/ valoarea A si in
bel valoarea B, atunci pe intervalul (a,b) ea va lua orice
valoare cuprinsi intre 4 §i B. Cu alte cuvinte, dacd presu-
punem ci A < B (trebuie si facem o alegere), atunci pentru
orice C€(A,B) existd un punct ¢cE(a,b), astfel incit f(¢) = C.
Proprietatea unei functii continue de a fi continui Darboux,
a fost folositd de Gauss (in cazul polinoamelor) la demon-
strarea teoremei fundamentale a algebrei §i se pare cé se
datoreste matematicianului Bolzano. Darboux a arétat ca
existd si alte functii (functii derivate) care (fird a fi neapérat
continue) se bucurd de aceastd proprietate. De fapt se pot
construi destul de simplu functii discontinue in fiecare punct,
care si posede proprietatea lui Darboux.

Dar si ne intoarcem la functiile continue. Proprietatea
lui Darboux este legatd de faptul ci se considerd functii
definite pe intervale, deci pe multimi conexe, gi proprie-
tatea pe care o avem in vedere se poate formula astfel:
imaginea unei multimi conexe, printr-o functie continui,
este de asemenea conexd. Ce este o mult{ime conexd? Vom
spune cd un spatiu topologic este conex, dacd el nu contine
alte mul{imi simultan inchise i deschise in afara lui E
¢i a mul{imii vide @ . Aceasta revine la faptul cd nu existd
doud multimi nevide A gi B, ambele deschise, AUB =
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=FE, ANB = @. O mul{ime C a unui spatiu topologic
este conexd, dacd consideratd ca spatiu topologic (fatd de
topologia indusi) este conexd. Intuitiv, o multime conexa
inseamnd o multime care nu este ,constituityd din bucati*
distincte. Se aratd ugor cd pe dreapta reald singurele mul-
timi conexe sint intervalele (mérginite sau nemdrginite).
Ca atare, in cazul dreptei reale, enuntul dacd f este continud,
ea transformd mulfimile conexe in multimi conere nu aduce
nimic nou; dar desigur c¢i lucrurile se schimbd, dacd se
considerd functii definite pe alte spatii topologice, sau cu
valori in alte spatii (de pildd, dacd f, definitd pe un inter-
val al dreptei reale, ar lua valori complexe, proprietatea
lui Darboux nici n-ar avea sens, dar proprietatea referitoare
la conexiune rdmine !).

Demonstratia se face astfel: fie A o multime conexd a
dreptei, iar f(A) imaginea sa. Dacd f(4) n-ar fi conexi,
f(A) s-ar scrie ca reuniunea a doud mul{imi nevide, M si
N, disjuncte, deschise in A. Dar atunci ANfY(M) si

IN)NA vor fi deschise in A, disjuncte si nevide gi A =
= (ANf Y M))U(ANf~YN)), deci A n-ar fi conexd, ceea ce
este absurd.

Orice multime A conexd de pe dreaptd fiind un segment,
f(A) va fi conexi, conform teoremei, deci tot un segment.
Prin urmare continuitatea Darboux a fost demonstrata.
Remarcati cd afirmatia ,f este continui“ ne-a asigurat c&
M) si f~Y(NV) sint deschise. Proprietatea lui Darboux
poate f1 usor infirmatd dacid domeniul de definitie nu e
conex.

Funetii continue pe spatii topologice

Necesitatea de a oonsidera functii definite
i cu valori in spatii topologice a fost impusd de numeroase
probleme concrete. O datd cunoscute principalele proprie-
tdti ale spatiilor topologice trecerea la studiul acestor func-
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ti1, in cazul proprietdtii simple pe care o avem in vedere,

nu a ridicat probleme prea grele.

Dacd ati urmirit atent modul in care au fost expuse
principalele proprietdti ale functiilor continue, rindurile ce
urmeazd nu prezintd nici o dificultate. Mai intii, dacd
f : E—F este o functie definitd pe un spatiu topologic E,
cu valori in alt spatiu topologic F, se spune ci f este conti-
nud in punctul poe L, dacd pentru orice vecinatate V a lui
f(po) existd o vecindtate U a lui p,, astfel incit f(U)cV.
Dacé f este continud in fiecare punct, avem urmitoarea pro-
prietate: imaginea inversd a oricdrei multimi deschise este
deschisd. Altfel spus, dacd G este o multime deschisd in F,
atunci f™4(G) (care,dupd cum stiti, este multimea acelor pEE
cu f(p)EG) este deschisd, ceea ce rezultd direct din defi-
nitie. Tinind seama de formula fYANB) = f~Y(4)NfYB),
luind 4 o mulfime deschisd si B = CA, se giseste ci
fTH{A)Nf(CA) = E. Acum, dacd ANB = @, atunci [~}(4)N
N[~Y(B) = @ ; si cum [™1(4) este deschisd, va rezulta ci
"(CA) = CfY(A), deci imaginea inversd oricdrei multimi
inchise este inchisd (f fiind presupusd continud). Reciproc,
orice functie cu aceste proprietati (echivalente) de a intoarce
multimile inchise (respectiv deschise) in multimi inchise
(respoctiv deschise) este continud.

Nu este insd adevarat ca:

1) orice functie continud transformd multimile deschise
in multimi deschise (i.e. U deschis, f continud, nu
implica cd f(U) este deschisd;

2) orice iunctie continud transformd multimile inchise
i mulimi inchise ((1) i 2) sint evident echivalente) ;

3) imaginza inversd a unui compact printr-o functie
contmud nu este intotdeauna un compact.

Puteti incerca (cu functii definite pe dreaptd, cu valori
reale) si dati exemple in sprijinul acestor trei afirmatii.

Proprietitile functiilor continue in acest context gene-
ral sint aceleasi (si se demonstreazd la fel) cu cele ale func-
tiilor continue definite pe un interval. Mai precis, daci se
considerd functii continue pe un compact, cu valori reale
(sau complexe), ele sint marginite, isi ating marginile etc.
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In ceea ce priveste continuitatea uniformd, conditia ca
spatiul si fie compact este suficientd; demonstratia data
apela insi la o distantd ca un mijloc de a compara vecini-
taile. De fapt in cazul spatiilor compacte (si ale altora)
existd aceastd posibilitate, chiar dacd nu se poate introduce
o distantd. Aceasta este insi legatd de asa-numitele struc-
turi uniforme, introduse de André Weil tocmai pentru acest
scop, dar despre care nu vom vorbi. Deci demonstratia data
aic1 va fi valabild doar in acele spatii compacte in care se
poate introduce o distanta.

Am vizut cd proprietatea lui Darboux este legatid de
conexiune; bineinteles ci in alte spatii decit dreapta reald,
structura mult{imilor conexe poate fi mult mai complicata.
Un exemplu cu totul elementar ne aratd ce diferentd mare
existd intre cazul dreptei §i al planului. Dacéd indepértdm
un punct de pe dreaptéd, multimea ramasd nu mai este conex4,
dar daca facem aceeagi operatie in plan, ceea ce rimine este
conex (de ce?).

O datd introdusi notiunea de functie continud pe un
spatiu topologic, prin intermediul functiilor continue se
pot da diferite procedee de a defini topologii pe unele mul-
timi, plecind de la spatii care posedd deja o structurd
topologica.

Vom face mai intii o observatie foarte simpld: fie f o
functie definitd pe o multime £ pe care s-au dat doud topo-
logii 7, §i 7,, cu 7, mai find decit 7, (aceasta se noteazd prin
Ty 2> Ty)- .

Dacd notam cu §; si §, familiile multimilor deschise
cu ajutorul cidrora se definesc T, si respectiv =, si dacd f
are valori intr-un spatiu topologic F, atunci continuitatea
Iui f fatd de 1, implicd continuitatea lui f fatd de t,. Aceasta
rezultd banal din faptul cd §,;D@§,. Aceastd observatie o
vom utiliza imediat la definirea aga-numitei topologii
»slabe“.

S& considerdm o multime E,o familie de functii (fy)eer
definite pe E, cu valori intr-un spatiu topologic F (de
fapt, exact aceleagi consideratii ar fi valabile daci fiecare
f. ar avea valorile intr-un spatiu topologic F,, pentru orice
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o). Cum trebuie si arate o topologie pe E, astfel ca toate
functiile f, sd fie continue? Ne vom mdrgini la inceput la
cazul unei singure functii f. Fie deci f: E—~F, F spatiu
topologic. Pentru ca f si fie continud, este suficient (gi
necesar) ca, pentru oriee mul{ime U deschisi din F, f~Y(U)
sd fie deschisd in £. Familia mul{imilor deschise pe E va
trebui sj cuprindd toate mul{imile de forma f~(U). Deci
orice topologie pe E, pentru care f este continui, trebuie
si s}i'bii ca multimi deschise mul{imile f~}(U), cu U deschis
in F.

Este clar cd familia tuturor reuniunilor (arbitrare) de
intersectii finite de multimi de forma f~}(U), U deschis,
definegte o topologie pe E i ¢4 f este continud fa{i de aceasta
topologie cea mai pufin find cu aceastd proprietate.

Sd ne intoarcem la cazul general; daci t, este topologia
cea mai putin find pentru care functia f, este continua,
cea mai putin fini topologie fatd de care toate functiile
faxery sint continue, va fi topologia ale c#rei multimi
deschise sint reuniunile arbitrare de intersectii finite de
multimi de forma f;}(U), U deschis in F.

Dacd definim topologia dind nu familia mult{imilor
deschise, ci pentru fiecare punct vecinititile sale sau (ceea
ce este suficient) un sistem fundamental de vecindtati,
atunci topologia cea mai putin find, pentru care toate func-
tiile f, sint continue (gi care se numeste ,topologia slabd*“
datd de (fi)acr), va avea ca bazi multimile de forma urmé-
toare: reuniuni arbitrare de intersectii finite de multimi
de forma f;1(V), V parcurgind toate sistemele fundamentale
de vecinitafi ale punctelor din F.

In modul acesta, avind la dispozitie un spatiu topologic
§i o familie de functii definite pe o mul{ime arbitrard E
cu valori in acel spatiu, putem introduce pe E o structurd
de spatiu topologic. Topologiile slabe astfel introduse joacd
un rol deosebit in analizi, dupd cum vom vedea in capito-
lele urmitoare.

Ajungi aici, putem si considerim doud exemple impor-
tante cdrora li se aplicd consideratiile de pind acum, anume
spatiile metrice gi spatiile produs.
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Mai intii, avem nevoie de urmitoarea definitie: fie
X gi Y doud multimi; produsul cartezian X X Y al acester
doud mul{imi este multimea tuturor cuplurilor de forma
{z,y), unde z este un element oarecare din X, iar y un ele-
ment oarecare al lui Y. Aplicatiile (z,y)—z si (z,y)—>y (de
la X X Y in X si, respectiv, in Y) se numesc proiectiile
produsului pe factorii sdi (ati ghicit cd factorii vor fi X
gi Y). Numele ,cartezian“ vine, desigur, de la Descartes,
creatorul geometriei analitice. Cel mai intuitiv exemplu de
produs cartezian ni-1 oferd planul, considerat ca produsul a
doud drepte. Alt exemplu simplu este urmitorul: dac# luati
drept X un cerc intr-un plan gi drept Y o dreaptd per-
pendiculard pe acel plan, X X Y va fi cilindrul infinit
de bazd X. Daci in loc de o dreaptd luati un segment, veti
gisi un cilindru finit.

Sintem acum in misuri si definim notiunea generali de
distantd. Ati remarcat desigur ci, in discutia referitoare la
proprietdtile functiilor continue pe spatii topologice, am
folosit, fird a-1 defini, cuvintul metricd, distan{d. A sosit
momentul pentru a repara aceastd omisiune.

Prin definitie, o metricd (sau o distantd; este acelagi
lucru) pe o multime X este o functie d, definitd pe produsul
cartezian X x X, cu valori in R gi care verifici proprieti-
tile urmitoare:

(d,) Pentru orice pereche z,y din X, d(z,y) > 0;

(dy) d(z,y) =0 este echivalent cu z = y;

(d;) d(z,y) = d(y,z) pentru orice z,y&€ X) (proprietatea de
simetrie;

(dy) d(z,2) < d(z,y) + d(y,2) (inegalitatea triunghiului).

S4 presupunem ci pe spapiul X s-a dat o distantd d.
Atunci putem introduce pe X o topologie asociatd distantei
d in modul urmitor: si notim cu B(z,r) mul{imea punctelor
y care verificd conditia d(z,y) <r, r fiind un numdr pozitiv.
O astfel de mul{ime o vom numi (prin analogie cu cazul
euclidian) bild deschisd (daci am fi cerut ca d(z,y) <r,
am fi avut o bild inchisd), rezervind numelede sferd mulimii
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S(z,r) ={y| d(z,y) =r}*. Punctul x se va numi centruk
bilei (respectiv al sferei), iar r raza sa.

Este usor de verificat cd dacd definim o multime des-
chisd ca fiind o multime cu proprietatea: pentru orice punct
al ei existd o bild cu centrul in acel punct i de razd (nenuli}
suficient de micd inclusd in mulfime, atunci familia tuturor
multimilor deschise defineste o topologie.

In particular, din inegalitatea triunghiului (d;) rezulti
cd orice bild deschisd este o multime deschisi.

Ei bine, aceast topologie nu este altceva decit topologia
slabd datd de functiile (f,)yex definite astfel: f,(z) =
=d(z,y) : ¢ - d(z,y)ER, dec1 cu valori in spatiul topo-
logic R, ceea ce se verifici numaidecit, explicitind defi-
nitia topologiei slabe date de functiile fy(zx) = d(z,y).

Inainte de a trece mai departe, si mai vedem citeva
chestiuni. Dacd avem o metricd, avem deci o topologie (care
se poate reduce insi la cea discretd!). Insi, reciproc, dacd
pe o multime E este definiti o topologie, se poate si nu
existe nic1 o metricé, care s inducd pe E topologia initiali.
Aceasta se va intimpla cu sigurantd, dacd avem puncte in
E, pentru care si nu existe sisteme fundamentale de veci-
nitati numdrabile; in analizi apar in mod natural astfel
de spatii. Un spatiu topologic pe care se poate introduce
o metricd compatibild cu topologia spatiului (i.e. astfel
ca metrica sd inducd exact topologia spatiului) se numeste
metrizabil. Se cunosc o serie intreagd de conditii care asi-
gurd metrizabilitatea unui spatiu. Dar, dupd cum vom vedea
imediat, metrici diferite pot induce o aceeasi topologie.

In altd ordine de idei, analogia formali cu spatiul eucli-
dian nu trebuie s ne ingele. In spatiile metrice se pot ivi
tot felul de patologii dintre care vom da citeva exemple.
Dar mai intii citeva exemple de distante.

Cel mai simplu exemplu este desigur distanta de pe
dreapta reald, d(z,y) = |z — y| .

* S-a utilizat notatia urmitoare: multimea elementelor y care

verificd o proprietate P se noteazd {y |y are P}. In cazul de fat®
proprietatea P este: y se giseste la distanta r de z, i.e. d(y, z) = r.
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Alt exemplu la fel de simplu este distanta euclidiand
dintre doud puncte P si ¢ din plan. Dacd P are coordo-
natele (z,,y,) $1 Q (xg,yg), atunci dupa cum se stie, d(x,y) =
=z, — % )2 + (xy — y5)¥)'/2. Dar in plan putem sd con-
sideram functia d,(P,Q) = max(| Ty — 2yl 5 1Y — Yol )-
Verificd d, proprletatlle unei distante? Primele trei pro-
prietdti sint evident indeplinite; 1negahtatea triunghiului:

a4,(P,Q) < d(P,R) +d(R,Q) revine la max (| z; — %],
[ — ¥l ) <max (| 2, — 5], | ¥y — ys|) +max (] z3 —

— %y, | Y35 — Y5| ), unde (x3,y5) sint coordonatele punec-
tulul R (de altfel arbitrar) ; dar l T, — | < | 2y — 23] +
+ | %5 — | st |y — ¥l < [y — ysl + lys — ¥s |,

deci cel mai mare dintre numerele | 23 — Zo| s1 |y, — Yl
{adicd d,(R,Q)) va fi mai mic decit cel mai mare din numerele
le_xsl + 12— 2| 81 |y —ys| + | ¥s — ¥a] i,
majorind in continuare prin d,(P,Q) + d,(R,Q), gisim c&
inegalitatea unghiului este verificatd de d,(P,Q). Si vedem
cum aratd bilele si sferele lui d;: de pildd dacd luim P =
=0, atunci B(0,1) va fi interiorul unui pitrat centrat in
origine, cu laturile de lungime 2, paralele cu axele; S(0,1)
va fi multimea punctelor situate pe laturile patratulm
(fig. 2).

Dacd tot in planul R?2 considerdm metrica dyo(P,Q) =
= |2, — %,| + | ¥y — Yp| (verificati imediat cd aceasta
este o metricd), bilele, respectiv sferele, vor ardta altfel.
In acest caz B(0,1) va fi interiorul péitratului de laturd
2 centrat in origine, ale c#rui laturi formeazd cu axele
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unghiuri de 45°, iar S(0,1) va fi multimea punctelor situate
pe laturile patratului (fig. 3).

Vedeti deci cd, chiar in R?, ,sferele” fatd de diferite
metrici pot fi destul de diferite fatd de imaginea uzuald pe
care o avem despre sferd.

Putem da exemple foarte simple care si arate ci alte
proprietdti ale sferei euclidiene nu se péstreazi.

Fie, de pildd, spatiul topologic E ale cérui puncte sint

. . . R .. <1 .
interiorul cercului (centrat in origine) de raza-z— g punctele

de pe circumferinta de razi 1, cu topologia indusi de topo-
logia planului. Bilele B(0,r), cu r <%vor fi bilele uzuale.

Dar

1) pentru -;- <r <ry<1, BO,r) = B(0,ry); deci bile
de raze diferite, centrate in acelagi punct, pot fi identice;
2) aderentele bilelor de forma B(0,r) cur < % vor fi

bilele inchise {z| d(0,z) < r}, dar cea a bilei B (0,%) va fi

exact B (O,% . Forma unei bile B(z,r) cu z 5~ 0 nu va fi

intotdeauna interiorul unei sfere. De pild4, dacd » se giseste
pe circumferinta z =1, §i r < —;—, bila centrati in z se
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1
1 x Fig. 4.
va reduce la un singur punct, la . Dacir > i si |z =1,

atunci bila B(z,r) va fi formatd din punctul z si dln punctele
din zona haguratd in fig. 4.

Alt fapt: inchiderea bilei B(0,1) nu va fi bila inchisi
{r| d(0,z) < 1}. Nici un punct de pe sfera S(0,1) (in cazul
nostru aceastd multime se reduce la cercul | z! =1) nu
este aderent bilei B(O 1) ! In sfirgit, bila inchisa, de razi 1,
nu este conexa.

Acest exemplu foarte simplu ne aratd cd, in rationa-
mentele generale, intuitiei noastre (care deseori este foarte
utild) trebuie sd-i addugdm multd rigoare.

Nu pérédsim exemplele din spatiul euclidian fira a observa
un fapt important: metricile d(z,y) = | z — y|, di(z,y) =
=max (|z, — 2|, | ¥ — ¥s)), .dz(x,y) = | # — 2|
+ !y, — y,| induc, toate, aceeasi topologie.

Mai ddm doud exemple de distante.

Fie E o mul{ime oarecare si si considerdm pe £ multimea
functiilor cu valori in R, méirginite pe E. Si notim cu
B(E) aceasti multime. Atunci pe B(E) se poate introduce

distanta
d(f.¢) = sup|f(z) — g(=)] .

In modul acesta B(E) devme un spatiu metric, deci un
spatiu topologic. Am obtinut astfel un prim exemplu de
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spatiu de functii, adicd de multime ale cirei elemente sint
functii.

Dacad, in particular, E este compact si considerim toate
functiile continue pe E, atunci din proprietdtile functiilor
continue rezulti cd ele apartin lui B(E). Pe mul{imea
C(E) a functiilor continue pe £, metrica d(f,g) = sup| f(z) —
— &(x) 1 induce o structura de spatiu metric, deci gi o strue-
turd de spatiu topologic. Ne vom reintilni cu acest spatiun
in capitolele urmatoare.

Vom incheia consideratiile noastre de topologie cu un
exemplu foarte important de topologie slaba.

Am vizut ce este produsul cartezian a doud mulfimi;
evident, definitia se poate generaliza la un numdr finit de
multimi.

Daca avem o familie oarecare de indici / si pentru orice
«a €l avem o multime nevidd X,, atunci produsul cartezian
al multimilor X,, H,}'a, se defineste ca multimea tuturor

€
functiilor p, definite pe I, astfel incit p(«) = z, sd apartini
lui X, pentru orice aE1.

Faptul cé aceastd multime nu este vidd rezultd din aga-
numita axiomd a alegeril* (axioma lui Zermelo). Aceastd
axiomi se poate formula in modul urmétor: dacid F este o
functie definitd pe D, ale cérei valori, pentru orice z€ D,
sint multimi nevide, atunci existd o functie f definiti pe
D, cu propriztatea ci f(z) € F(z) pentru orice z& D. In cazul
nostru rolul lui D este jucat de I, iar valoarea lui F in pune-
tul « va fi multimea X,.

Este clar cd definitia generald pe care am dat-o coincide,
in cazul a doud (sau a unui numair finit) de mul{imi, cu cea
indicatd mai inainte.

S& presupunem acum ci fiecare X, este un spatiu topo-
logic. Se pune problema de a introduce pe X=IIX, o topo-
logie. Aceasta se face considerind proiectiile lui X pe spa-
tiile X,; pe va fi functia care fiecirui element z€ X ii
va atribui ,coordonata“ sa z, (altfel spus, t{inind seama de

* A se vedea s5i S. Marcus, op. cit. pp. 150—151, unde axioma
alegerii este formulatd putin diferit(dar enunturilesint echivalente).
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definitia lui X, fiecare element din X este o functie definiti
pe multimea [ a indicilor «. Proiectia pe X, va fi aplicatia
care fiecdrei functii ii va face si corespundd valoarea sa in
punctul «).

Topologia pe spatiul produs va fi topologia slabi defi-
nitd de proiectiile p,. Explicitind in acest caz multimile
deschise, gisim ci ele sint reuniuni arbitrare de intersectii
finite de multimi de forma p~Y(U,), unde U, este o multime
deschisd arbitrard din X,. O multime p~Y(U,) va fi pur si
simplu o multime de elemente (xp),_;, in care coordonatele
Zg, cu B=<a, parcurg pe intreg Xg, iar coordonata x, parcurge

mul{imea deschisi U, (din X,). In acest caz este valabili
urmdtoarea teoremd importantd, obtinuti de matemati-
cianul sovietic A.N. Tihonov: dacd toate spatiile factor
X sint compacte, spatiul produs X =IIX, este compact,
i reciproc. Nu vom demonstra acest rezultat, dar il vom
utiliza.

Diferite clase de functii

Dacd functiile continue prezintd un interes
deosebit, nu trebuie si credem cd doar ele polarizeazd inte-
resul matematicii. In paginile urmitoare vom indica alte
citeva clase de functii, unele mai largi, altele mai restrinse,
decit clasa functiilor continue. Indicim aceste exemple
din doud motive, mai intii pentru a arita cum anumite
proprietdti structurale atrag altele (citeodatd surprinza-
toare) si apoi pentru cé in capitolele urmétoare vom avea
efectiv nevoie de unele rezultate pe care la momzntul potri-
vit dorim s3 le avem la indemini.

Mai tirziu, intr-un capitol special, vom studia functiile
diferentiabile. In cele ce urmeazi vom vorbi despre functii
definite pe dreapta reald, cu valori reale. O prima clasi de
functii pe care o vom considera este clasa functiilor monotone.
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Se spune ci f(z), definitd pe (a,b) este nedescrescétoare,
daci pentru orice doud puncte z; < z, din (a,b) avem
f(z;) < f(z,). Dacd semnul de inegalitate este strict, func-
tia se va numi crescitoare. Analog se definesc func;iile
necrescitoare, respectiv descrescitoare. O functie necresca-
toare, sau nedescrescitoare se zice cid este monotoni.

Este clar ¢ monotonia nu implicd continuitatea in orice
punct dar func(;u]e monotone nu pot fi ,prea discontinue“
in sensul urmitor: in orice punct al domeniului de definitie
al functiei existd atit limita la stinga, cit i limita la dreapta.
S-ar putea desigur ca aceste limite si nu fie egale (in care caz
functia este discontinud), dar ele existd; ca atare, o functie
monotond nu are decit ceea ce se cheami ,discontinuitdti
de prima spetd“, (spre deosebire de alte functii discontinue
pentru care limita la dreapta sau la stinga, sau ambele,
nu existd).

Monotonia unei functii pe un interval compact atrage
mdirginirea ei (f(xr) va fi cuprinsd intre valorile pe care le
ia la extremitdtile intervalului). Proprietatea este falsd
daci intervalul nu este compact: este suficient sd reluim

exemplul f(x) =—:£— pe (0,1), dar puteti si fabricati oricite

exemple doriti de acest fel.

De aici rezultd imediat cd o functie monotond nu poate
fi discontinud decit cel mult intr-o multime infinitd num3-
rabili de puncte. Rationim astfel: si presupunem, pentru
a fixa ideile, ci f este crescitoare si si considerdm ,saltu-
rile“ functiei in punctele de discontinuitate x, : f(z, + 0) —
— f(zy — 0) (am notat cu f(z, + 0) = lim f(z), f(x, — 0) =

X=X,

=lim f(x)) si stim cd aceste limite existd (n-am demon-
2%,
x<xy

strat, ‘dar am afirmat acest lucru; e un bun exercifiu sd

facegl demonstratia). In fiecare punct de discontinuitate
Zy, f(xy + 0) 5= f(zy — 0); fiecdrui astfel de punct s&-i
asociem un numir rational r(z,) care si verifice relatia

f(zy — 0) < r(m) < f(zy + 0).
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Aceasta este posibil. Acum, dacd z;, este alt punct de
discontinuitate, atunci r(x,) = r(z,) (din cauza monotoniei
lui f). Am stabilit astfel o aplicatie de la multimea punc-
telor de discontinuitate a lui f(z) intr-o submul{ime a nume-
relor rationale (numerele de forma r(x)) si aplicatia este
biunivocd, de unde rezultatul.

Acesta este un rezultat simplu. O teorem# importantd
a lui H. Lebesgue d& informatii asupra derivabilitdtii func-
tiilor monotone. Anume, multimea punctelor in care o
functie monotond nu este derivabild are méisura Lebesgue
nuléd. Cu alte cuvinte, pentru orice ¢ > 0, multimea puncte-
lIor in care o functie monotond datd nu este derivabild,
poate fi acoperitd prin intervale cu proprietatea ci suma
lungimilor acestor intervale nu depéseste pe ¢. Teorema lui
Lebesgue este un rezultat mult mai profund (desi existd
demonstratii elementare) decit cel referitor la continuitatea
functiilor monotone.

O clasd strins legatd de functiile monotone este clasa
funcgiilor cu variatie mdrginita. Fie f(x) definitd pe un inter-
val [a,b]; sd considerdim un numir finit de puncte distincte
din la,b], numerotate in ordine crescitoare. Avem deci
T, < 2, < ... < Zp. S& notdm pe a cu z,, pe b cu z,,, §i

P41
sd considerdm numdrul pozitiv (sau nul) 2[ flz;) — (i) |-
=1
Acest numar se numeste variatia funcl;l:el f asociatd ,,divi-
ziunii“ intervalului prin punctele z,, ..., Tpyy- Fiecirei
asemenea diviziuni (7)ii asociem astfel un numir Vy, variatia
lui f. Daci se ia marginea superioari a tuturor acestor
numere Vg4, atunci cind se fac toate diviziunile finite posi-
bile ale lui [a,b], 51 dacd aceastd margine superioard (notatd

b
cu V/ [f]) este un numdr finit, se spune ci f(z) este cu varia-

a
tie mirginitd pe [a,b].

Care este legitura cu functiile monotone? Matemati-
cianul francez C. Jordan a demonstrat cd orice functie cu
variatie mérginitd este diferenta a doud functii monotone.
Demonstratia nu este dificili gi o vom omite. Aceastd
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legdturd poate pdrea surprinzdtoare, dar dacd examindm
putin notiunea de variatie, vedem cd ea n-ar mai trebui sa
ne mire. Intuitiv vorbind, o functie, pentru a fi cu variatie
marginitd, nu trebuie sd oscileze prea mult; §i functille
monotone nu oscileazd de loc (sau cresc, sau descresc, pe
intreg intervalul lor de definitie).

Care este legitura cu continuitatea? Din teorema lu:
Jordan se vede cd o functie cu variatie marginitd poate {2
discontinui (dar discontinuitdtile sale sint doar de prima
spetd). Insd orice functie continud este cu variatie mirgi-
nitd? Nu! Exemplul urmitor este iardsi clasic.

S4 ludm functia

.1 "
[ z sin—dacd xz =0
f(z) =k z

0 dacd z =0
C e 2
definitd pe (0,—-)-
T
< - oL 1
Dacd considerdm punctele de diviziune 2z, =—, x,=
nw
1 1 . o L. .
=—w—— ..., 7, = — si calculdm variatia lui f cores-
(n—1)= .= ) )
punzitoare acestel diviziuni, gésim cd, dupd cum n este
. 2 1 1
par sau impar, V este egal cu = (1 + ?+ eee ), res-
™

n—1

pectiv cuz(i —|-—:: + ... +1); si stiti desigur, cd, pentru
T n

n —> oo, aceste sume tind citre co. Exemplul furnizat este
acela al unei functii care oscileazdi foarte mult in veci-
nitatea originii.

O altd clasa de functii pe care o vom analiza in acest
capitol este clasa functitlor semicontinue. Ele au fost intro-
duse la inceputul secolului de matematicianul francez René
Baire gi constituie o generalizare, naturald si utild, a func-
tiilor continue.

Definitia continuitidtii (ne situim pentru moment pe
dreapta reald, ceea ce nu e esential, §i considerdm functii
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eu valori reale, ceea ce este esential) se poate despirti in
doud proprletat,l anume, f(r) este continud in z,, dacd
pentru orice ¢ >0 existd un 3(e) > 0, astfel incit | z —
— z,| < () sd implice | f(z) — f(xo) < ¢; dar aceastd
inegalitate este echivalentd cu mdephmrea 'simultand a
urmaitoarelor doud inegalitati:

— & < f(x) — f(#o) si f(x) — flxo) < e.

Dacd impunem sd fie indeplinitd doar una din aceste
inegalititi, se spune ci f este semicontinud; dac este inde-
plinitd prima inegalitate, f este inferior semicontinu (in
punctul z,), lar dacd este verificatd cea de a doua, f este
superior semicontinua. Contmultatea intr-un punct revine
deci la semicontinuitatea inferioard si superioard simultani
in acel punct. Proprietdtile functiilor superior, respectiv
inferior, semicontinue sint simetrice; anume, dacd f este
inferior semicontinud, —f va fi superlor semlcontmua si
reciproc. De aceea este suficient si studiem doar proprie-
titile functiilor inferior semicontinue.

S& reformulim definitia: a spune cd f(z) este inferior
semicontinud in punctu] z, revine la proprietatea cd pentru
orice k < f(x,) existd o vecindtate V a lul z,, astfel incit
pentru orice z€V, h < f(x). Intr-adevir, din f(z) — f(z,) >
>——s deducem f(z,) — e < f(z), deci, pentlu ZE (xy7—3(¢),

+3(e), k< fl(®) — e < f(=) daci ¢ este suficient de
mlc (ma1 precis, h < f(z) implicd existenta unui ¢ > o,
astfel incit & < f(x,) — ¢; este suficient de luat = < f(z,) —
— h).

Dacd f este inferior semicontinui pe domeniul ei de defi-
nitie, multimile B, = {z | f(x) > h} vor fi deschise pentru
orice h real (ele pot fi eventual vide). Bj; nu este altceva
decit f™* ((k, 4- o0)); vedeti deci cd acum putem spune
mai putin decit puteam in cazul functiilor continue, ceea
ce este firesc.

Functiile convere sint un exemplu care ilustreazd o situa-
tie generala unele proprietdti impuse unei functii atrag
automat altele, care nu par a fi de aceeasi naturd. Ce este
o functie convexd? Prin definitie, este o functie definitd
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pe un segment (a, b) al dreptei reale, cu valori reale (aceasta
este esential) si care verificd urmétoarea inegalitate: pentru
orice 2, y €(a, b) si orice numir A, 0 < A < 1, este veri-
ficatd inegalitatea

e((1 — Nz +2y) < (1 — Ne(2) + M(y)-

Aceastd inegalitate nu spune altceva decit cd punctul
(A—=2N)z 4+ Ay, o((1 — M)z + Ay)) nu este situat (fig. 5)
deasupra coardei care uneste punctele (z, ¢ (x)), (¥, @ ( y))-
Ei bine, aceastd proprletate atrage in mod necesar conti-
nultatea functiei ¢(x). Vom ar#ta deci cd orice functie con-
vexd definitd pe (a, £) este continuil
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Afirmatia este evident falsi dacd intervalul de definitie
al functiei este inchis. De pild¥, fie ¢(z) definitd pe [0,1]
astfel: ¢(z) =0 pentru z €[0,1) si (1) = 1. Functia este
convexd, dar desigur prezinti o discontinuitate in punc-
tul 1.

Vom da o demonstratie geometricid a continuititii func-
tiilor convexe (fig. 5), dar, remarcati, este ugor si transcriem
totul in termeni de ¢ si 8. Fie deci # un punct din (a, b).
Intervalul fiind deschis, gdsim punctes, ¢, astfel cas < z <t
sis,t €(a, b). Vom demonstra doar continuitatea la dreapta.
Fie deci un y: 2 < y < t. Trebuie si ardtdm cd ¢(z) fiind
convexd, ¢(y)—>¢(x) atunci cind y — 2. Dacd notdm cu S.
X, YsiT punctele din plan de coordonate (s, ¢(s)), (x, o(x)),
(y, o(y)) si (¢, o(t)), convexitatea functiei ne asxgura cd
punctul X este situat sub, sau pe, segmentul SY sicd punc-
tul Y este situat sub, sau pe, segmentul X7. Dar aceasta
inseamnd cd punctul Y este situat in unghiul format de
segmentele X7' si X.§; sd facem acum pe y si tind4 cétre x.
Punctul Y in mod necesar tinde citre X, deci ¢(y)—>(x).
Un rationament perfect similar ne di §i continuitatea la
stinga, deci continuitatea lui .

Un exemplu important de functie convexd este functia
exponentiald (convexd pe (—oo, —o0)). S& demonstrim,
anticipind putin, o inegalitate importantd, anume inegali-
tatea lui Jensen.

Teoremd (Jensen)* . Dacd p este o misurd pozitivd pe Q.
cu u( Q) =1, f o functie reald in L (n), a < f(z) < b pe Q
si dacd ¢(x) este convexd pe (a, b), atunci

[S fdu) S(qxf)du

(am notat cu ¢of functia compusd z— 9(f(x))).

* Referitor la notiunile neexplicate ce intervin in enuntul teo-
remei, a se vedea capitolul IV.
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Inainte de a trece la demonstratie, si vedem ce se poate
obtine cu ajutorul acestei teoreme. Si luim de pildd p(x) =
= ¢*. In acest caz inegalitatea devine

e{sofdy'} <S eldu.
)
Particularizind in continuare, si presupunem ci Q este
o multime finitd, i.e. Q ={p,, ..., p,} i cd p({p;}) = %.
iar f(p;) = ;. In acest cazS/‘dp. va fi%(nc1 + o 4+ z,),
iar Sefdp. va i‘i-'i-l-(e"cl + ... + €%), deci in definitiv

1
— (= e+ 2)
e{n(1+ + }<%(ex,+ _|_ex”).

S& facem pe y; = ¢ ; regdsim inegalitatea dintre media
aritmeticd §1 cea geometricd

1
(Y1 - ) < ';'(yl + o + Yn)-
Dacd se ia w({p;}) = a;, cu Y o =1, gésim inegalitatea

Y9 e yin KoYy F e oy

S4 trecem la demonstratie. Pentru aceasta si remarcim.
cd din definitia convexitdtil rezultd urméitoarea inegalitate:

() —o(s) ol u — el
t— s < u-—1 ’

dacd a <s < t<u< b (intr-adevdr ambii membri ai

inegalitdtii sint coeficien{ii unghiulari ai segmentelor (s,

? (5); &, 9 (1), respectiv (1, ¢ (15 u, o (). Fie ¢ ={ fdu;
3]

din ipoteze rezultd cd a < t < b; daci B este marginea

superioard a citurilor din membrul sting al inegalitatii,
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pentru ¢ < s < t, § nu va depisi nici un cit din membrul
drept al inegalitdtii considerate, pentru orice u (¢, b).
Deci, dacd s < t, din definitia lui B rezulti

o(t) — ols) < B

t—s
prin urmare ¢ (s) > o(t) + B(s — ¢), 1ar dacd u > ¢, atunci
?(¥) —ol(Y) > g

u—1

adicd () > (1) + B(r — ?).
Notind u =s, pentru orice s E(a, h) avem o(s) > o(t)+

+B(s —¢). In partlcular pentru s ={(x), o(f(z) > o(t) +
~+ B(f(x) — t). Integrind (fapt permis cici, ¢ fiind continui,

@(f(x)) va fi misurabild) si tinind seama cid ¢ _S fdp si

0
cid p( Q) =1, gisim

Sfdu > 9 (Sfdu), q.e.d.
Q

Q

Siruri de functii

Avem acum la indemini o serie de exemple
§i de proprietdti privind functiile, care si ne permitd si
mergem mai departe. Este o trésiturd generald a spiritului
omenesc de a incerca sd reducd chestiuni diverse la citeva
principii generale; dar o alti trasdturd este aceea de a se
sprijini pe notiuni mai simple (sau mai particulare) in stu-
diul unor probleme complexe sau generale, fapt evident in
intreaga evolutie a matematicii. In acest sens, matemati-
cienii au incercat si reducd studiul functiilor generale la
studiul unor functii mai particulare, deci mai bine cunos-
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cute, sau mai ugor de manipulat. Asa s-a pus problema repre-
zentdrii functiilor ,arbitrare“ prin serii trigonometrice, pro-
blem4 despre care am mentionat cite ceva la inceputul aces-
tui capitol. In modul acesta au apirut sirurile (sau, mai
general, familiile) de functii.

Un sir de functii este un sir fy(2), fo(y),..., fa(2),... ale
cirui elemente sint functii. In cele ce urmeazi vom presu-
pune ci toate elementele unui astfel de sir au un domeniu
comun de definitie. Pentru a simplifica lucrurile, ne situim
pe dreapta reald; si considerim un interval (a, b) §i un
sir de functii fy(%),..., fn(x) definite pe (a, ). Ne vor
interesa doud probleme: 1) convergenta sirului; 2) proprie-
tatea functiei limitd.

In ceea ce priveste convergenta, mentiondm de la ince-
put ci in acest paragraf nu vom considera decit doud tipuri
de convergentd: cea punctuald §i cea uniformi; alte tipuri
vor fi considerate in capitolele urméitoare cind vom dis-
pune de instrumente mai ,puternice®.

Vom spune cd sirul fi(2),..., f,(),... converge punctual
(sau cd are loc convergenta simpld) pe o multime E de pe
dreaptd (care poate fi intreg intervalul de definitie (a, b)
al functiilor f,,, sau o submultime a sa), dacd, pentru orice
z €E, girul de numere {f,(z)} are o limitd. Cu alte cuvinte,
pentru orice * €FE gi orice ¢ >0 existd un rang N(c, x)
astfel ca, de indatd ce n, m > N(s, z), sd avem | f,(z) —
— fm(®) | < =. Fie, pentru orice z €F, f(z) limita sirului
de numere {f,(r)}. Evident ci s-a obtinut astfel o functie
definitd pe multimea E (in particular aceastd functie ar
putea fi o constantd).

S& presupunem ci toate functiile girului {f,} sint con-
tinue pe (a, b). Matematicianul francez R. Baire a consi-
derat in teza sa, publicatd in 1899, urméitoarea problem
generald: notind cu H, toate functiile ce se obtin ca limite
de siruri de functii continue, apoi cu H, clasa functiilor
ce se obtin ca limite de siruri de functii din H, §.a.m.d.
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Fig. 6.

3

(se definesc chiar clase H, cu o numir transfinit*, dar nu
insistdm asupra acestor chestiuni), s se studieze proprie-
tatile acestor clase. R. Baire a obtinut o caracterizare a
functiilor de clasd 1 (i.e. ale celor ce se obtin ca limit de
functii continue), aritind cd mul{imea punctelor de dis-
continuitate ale unei astfel de functii se bucurd de urmi-
toarea proprietate: complementara sa (adici multimea
punctelor de continuitate) este densd in domeniul de defi-
nitie al functiei.

Acesta este un rezultat clasic, important, profund, pe
care insi nu-l vom demonstra.

Evident cd o limitd punctuald de functii continue poate
sd nu fie continud. Un exemplu foarte simplu este oferit
de girul {f,(z)} definit in modul urmitor: f,(0) =1, fu(z)=

=( pentru z& [—:: R 1], iar pentru z€ [O, 1], fa(z) este
n
ordonata punctului de abscisd z, situat pe dreapta ce uneste
punctele (0,1) si (1, O), n =1.2... (fig. 6).
n

* Numerele transfinite au fost introduse in matematici tot de
G. Cantor, in legiturid cu aga-numitele tipuri de ordine. Astézi con-
structiile in care intervin numerele transfinite pot fi inlocuite, in
majoritatea cazurilor, prin lema lui Zorn, despre care vom vorbi in
capitolul urmitor.
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Functia limitd va fi functia

1 pentru z =0

flz) = pe [0,1],
0 pentru xz =£ 0

deci discontinud in origine.

Contrar celor crezute de Cauchy (N. Abel a remarcat
imediat eroarea lui Cauchy), continuitatea nu se pistreazi
prin trecere la limitd. Ce se intimpli daci impunem insi
girului f, conditii suplimentare? Dacd girul converge uni-
form (s1 dacd functiile f, sint continue), atunci lim f, =f

n-»m

va fi continui.

Inainte de a da definitia convergentei uniforme si ne
intoarcem la exemplul dat mai sus. Sa fixdm un ¢ > 0;
pentru fiecare x €[0,1] existd un rang N,(c) astfel ca n >
> Ny(c) sd implice | fp(x)=—f(z) | < e. Este ugor de vizut
cd Ny (g)—>oo (e fiind fixat) pentru 2 —0 (z 55 0). Cu alte
cuvinte, ¢ fiind dat, nu existé un rang N(c), independent
de z, astfel ca n > N(e) sd implice | fu(z) —f(z) | <&,
pentru orice z €(0,1].

Vom spune ci f, converge uniform cétre f pe mul{imea
E, daci, pentru orice ¢ > 0, existd un rang N(¢) astfel incit,
pentru orice x €E, |f,(x) — f(x) | < e dacd n > N(g).
Aceasta revine la a spune cd sirul f, converge citre f in
metrica d(f, g) =sup |f—g |, 1.e. d(fy,f)—> 0 cind
n —oo.

Faptul cd convergenta uniformé péastreazd continuitatea,
se poate demonstra astfel: remarcdm ca putem scrie

(@) — f(2") | < [f(@) — fal®) | + | fal@) — fala") | +
+ | falz) — f(z") |-

Dindu-se un ¢ > 0 arbitrar, convergenta uniformid ne
asigurd ci existd un rang NV (¢) astfel incit, pentru orice z

din E, | fu(z) — f(z) | < g pentru orice n > N(e¢). Fi-

xdm deci pe r ca si avem verificatd aceastd ultimi conditie.
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Functia f,(z) fiind continud, gisim, ¢ > 0 fiind dat, o veci-
niitate V a punctului z, astfel ca '€V sd implice | f,(z) —

— fa@) | < -:; Dar atunci z’€V implica | f(x) — f(z’) |
| < % + % + -;— = ¢. Functia limitd este deci continua.

Notiunea de convergentd uniforméa nu este legatd cu nimic
de structura dreptei, deci proprietatea enuntatd este vala-
bild (cu exact aceeasi demonstratie) pentru functii continue
definite pe spatii topologice.

Un rezultat simplu, cunoscut sub numele de teorema
lui Dini, aratd ce poate aduce considerarea sirurilor mo-
notone.

Vom utiliza notatia f, ~ (respectiv f, 2) pe o multime
C pentru a indica faptul cd, pentru orice z&C, sirul {fy()}
este descrescitor (resPectlv crescitor). Astfel de giruri se
numesc, bineinteles, siruri monotone de functii.

S4 presupunem cd C este compact, cd f, sint continue
si ¢d f,, 0. Concluzie: sirul {f,} tinde uniform cétre zero.
Aceasta este teorema lui Dini. Demonstratia este relativ
simpld. Pentru un ¢ >0 arbitrar si notim ci C, =
={z| fa(x)| > ¢}. Din continuitatea lui f, rezultd ci C, este
inchisi gi, cum C, c C cu C compact, C, va fi compacti.

Faptul ¢i sirul {f,} tinde citre zero implica: ﬁ Con= 0

n=1
(cici altfel ar exista un punct x, €M) Cp, deci f (%) > ¢
pentru orice n si deci in punctul z, sirul f, n-ar mai tinde
citre zero). Dar, potrivit definitiei compacitatii, ﬁ C,=8
n=1

atrage dupd sine cd existd un numdr finit de indici,

n, < ny < ... < ny,, astfel ca n C = @. Acum apare
|==].

monotonia: din fy(z) > fa(x) > ... rez.ulté CID C,D ...
...Cp O ... Deci in partlcular C >(C, O..0C, §1 dacd
1 2

P
NC,.=C, =@,C, estevidsideci Cp este v1d pentru
: D D

i=1
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orice m > n,. Altfel spus, pentru m > n,, f(xr) < ¢ pen-
tru orice x €C. Cum conditia f, > 0 inseamni f,(z) >0
pentru orice z €C si orice r, avem in definitiv 0 < f,(2)<e
pentru orice £ €C §' n > nyp, deci convergenta este uni-
forma.

Din acest rezultat s2 deduce cd orice sir monoton de
functii continue care converge citre o functie continui pe
un compact, converge uniform. Intr-adevir, daci f,\f,
n-avem decit sd aplicdm rezultatul precedent girului {f, —
— f}. Dacid f, ~f aplicim rezultatul sirului {f — f,}. Con-
ditia ,f continui“ este esentiald, pentru ci aceasta ne asi-
gurd cd f, — f sint continue*.

* O conditie necesard si suficients care si asigure continuitatea
functiei limit4 ori de cite ori termenii sirului sint continui se dato-
reste matematicianului italian C. Arzela.



CAPITOLUL 111

DESPRE VECTORI $I SPATII VECTO-
RIALE

Spatii vectoriale

Stiti desigur ce este un vector; in meca-
nicd ,fortele” gi vitezele“ sint vectori. Ce caracterizeazd
aceste mirimi? In afari de faptul ci ele au o lungime, o
directie si un sens, ele se pot aduna sau scidea intre ele i
se pot inmulti cu numere (scalari). S vedem cum se fac
aceste operatii in plan.

- -
Fie deci doi vectori v; i v,. Suma lor va fi diagonala

- ->
paralelogramului care are ca laturi neparalele pe v, si v,
(fig. 7). Inmulirea cu un scalar Anu schimbi sensul vecto-

-> -
rului v dacé scalarul este pozitiv, lungimea noului vector Av
- -
fiind |A| |v]|, unde, provizoriu, am notat cu |v| lungimea

-> -> -
lui ». Directia nu se schimbi. Scdderea v, — v, revine

- -
la adunarea lui v; cu (—1)v,. Toate acestea v# sint bine

cunoscute.
Réminem in plan §i alegem doi vectori care sd nu fie

- . 3 .-) . -) . . -) A 3
coliniari, e; §i e,. Atuncl orice vector v il putem scrie ca o
- > -> ->
combinatie liniard a vectorilor e, si ¢,, adicd v = Ae, +

->
-+ Ase,, numerele A; si A, fiind determinate in mod unic.
Aceasta se vede imediat (un mic desen §i corespondenta
biunivocd intre punctele de pe dreaptd s1 numerele reale

->

vé vor convinge). Din faptul ¢ orice vector ¥ se poate repre-

-

zenta in mod unic ca o combinatie liniard a vectorilor e,
-

si e,, rezultd cd in plan nu pot exista mai mult de doi vec-

tori liniar independenti. Aceasta inseamnd cd dacd avem
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. . . . > - > . . o .
trei vectori arbitrari v,, v,, v,;, atunci existd o relatie de
forma

- - ->
MYy + Ay 203 =0,
in care coeficientii 2;, A;, A3 nu sint simultan nuli.

Dacd trecem acum in spatiu, consideratii analoge ne
aratd cd nu pot exista mai mult de trei vectori liniari inde-
pendenti si cd existd efectiv sisteme de trei vectori liniari
independenti. Ideea de a trece de la trei la un numdr n oare-
care de vectori este fireascd §i justificatd de necesititi, care
nu sint numai de naturd geometric.

Din cele de mai inainte trebuie si refinem urmditoarele
proprietdfi ale vectorilor: 1) posibilitatea de adunare gi sci-
dere; 2) inmultirea cu scalarii; 3) reprezentarea oricdrui
vector ca o combinatie liniard de vectori liniar indepen-
denti. Matematicienii au remarcat de multd vreme ci exista
si alte categorii de obiecte matematice ce se pot organiza
in mod aseménitor vectorilor din plan sau din spatiu.

Un exemplu simplu il constituie multimea polinoamelor
de grad cel mult ». $tim sd adundm doud polinoame, s le
scidem, si le inmultim cu un numdr, §i stim de asemenea
cé aceste operatii efectuate cu polinoame de grad cel mult »
(r fiind un numdr natural fixat, dar arbitrar) ne conduc la
polinoame de acelasi tip (dacd am fi considerat polinoame
de grad egal cu » situatia n-ar mai fi fost aceeasi, intrucit
suma a doud polinoame de acelasi grad poate avea grad mai
mic: (22 4+ 2 +1) + (—2% — 2 +2) = 3 este un polinom
de grad zerol). Un singur aspect ramine deocamdatd necla-
rificat: cum s-ar putea defini ,lungimea“ unui polinom, dar
vom ldmuri aceasta ulterior.
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S& observdm c# in mul{imea polinoamelor de o varia-
bild de grad cel mult » nu putem avea mai mult de n 41
polinoame liniar independente si cd existd intr-adevirn 4 1
astfel de polinoame.

. . . .. -> -
Ce inseamnd independentd liniari? Vectorii v, ..., ¥

. 3 . . g
sint liniar independenti dacd, din faptul cd Ao, + 7\2;2—[—
-
4+ o+ Nvp =0, rezultd cd A\, = A, = ... = ), =0, adicd
-

nici un vector v, nu poate fi exprimat ca o combinatie
liniard a celorlalti.

Intorcindu-ne la polinoamele noastre, un exemplu de
n -1 polinoame liniar independente este oferit de siste-
mul 1, 22 23 ..., 2" Independenta liniari rezulti din
faptul cd o relatie Ay 4+ Mz + 2522 + ... - M2 =0
(céici a spune ¢d MP; + ... +NPr =0, Py, ..., P, fiind
polinoame, inseamn# a spune c¢i suma respectivd este poli-
romul nul, adicd polinomul cu toti coeficientii nuli) implic,
desigur, Ay = A, = ... = Aqyy = 0. (Orice polinom de grad
n, daci nu e identic nul, are r rid&cini.) Si ardtim acum
cd nu pot exista mai mult de n 4 1 polinoame liniar inde-
pendente de grad cel mult n. Fie deci Py, ..., P, m poli-
noame de grad cel mult n, cu m >nr + 1. Este suficient
sd considerdm cazul m =n + 2 (de ce?). Dacd printre cele
m polinoame existd » + 1 liniar dependente, si presupu-
nem de pildd P, ..., Pp,y, atunci existd gy, ty, ..., Une1,
nu toti nuli, astfel ca p,P; + ... + Up1Pryy = 0
Este suficient sd luim pg,, =0 §i atunci u,P; + ... +

~+ UnyePnsz = 0, desi nu toti coeficientii py, ..., Wngg
sint nuli.
In cazul contrar, in care P, ..., Pp,; sint liniar inde-

pendente, fiecare P; se va scrie sub forma E Mad* (I =

J
=1,..., n +1). Explicitind conditia de independentd
liniard a polinoamelor Py, ..., Py,, si folosind rezultatul
bine cunoscut cd, pentru ca un sistem liniar omogen si
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admitd doar solutia nuld, este necesar ca determinantul
sistemului si fie diferit de zero, se obtine

N MN.o.o.... AN
A AMB...... 22

det | l{ |= . . . #*=0
A Agee.... Y\

n
Seriind Py, = aciz‘, nu toti ¢; vor fi nuli si deci pro-
1=

blema gisirii @ n 4+ 2 numere p,, ..., Unse se reduce la

rezolvarea unui sistem de ecuatii liniare neomogen, de
nt1

forma 2 My; = ¢j, necunoscutele fiind p,, ..., fnq, 1ar j=

=0, ..., n. Intr-adevir, a arita ci polinoamele P, ..., Ppe,
P,,, nu sint liniar independente inseamni a ardta ci existd
numere By, ... Pps1, Brss, DU toate nule, astfel incit B, P; +... 4+
+ Brs1Prss + Bns2Pnse =0, sau Blpl + oo + BraPra =
= — BniaPnse. Dacd By = 0, atunCI BrPy + ... +
+ Bns1Prsr =0, ceea ce, avind in vedere ipoteza, 1mphca

Bi =B, =... =B =0. Deci in cazul in care polinoa-
mele Pl,....,'P,,?l, P,,, sint !iniar dependente, trebulfa ca
Bnsg sd fie diferit de zero. Prin urmare putem impdr{l cu

— Bass 1 relatia de dependentd liniard devine — P, —
n+2
Pp.s= + Pp,,. Introducind notatia — B _
n+2

=Y, totul se reduce la a determina numerele g, ..., Kners
astfel incit u,P; + ... + pny1Pns1 = Pnse, ceea ce conduce
la sistemul de ecuatii liniare D My; = ¢;.

__ Ban
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Conform formulei bine cunoscute a lui Kramer* siste-
mul are o solutie, deci existd @, ..., @y (DU totl nuli, ciei
n+42

sistemul este neomogen), astfel c¢i ) ,u;P; = 0.
=1

&

Alt exemplu (la care se reduce de altfel cel de mai ina-
inte) il constituie mulfimea sistemelor de » numere reale.
Dacd notim cu o= (a4, ..., 05), B= (By, --., Pa) doud astfel
de sisteme, suma lor se defineste in mod natural prin adu-
narea ,componentelor”, adicd « + B = (a; + B4, ..., @ +
+ Bn). Inmultirea lui « cu un scalar A (real) va fi definiti
prin Ao = (Aaty, ..., Aoy). Ce remarcidm? Sistemele e, = (1,
0,...,0), e,6=1(0,1,0, ...,0), ..., ,= (0, ..., 0,1) sint liniar
independente si orice a = (o, ..., ,) se scrie in mod unic
sub forma x = Y, M. Putem trece la o definitie gene-
rali: o multime £ se numeste spafiu vectorial (peste un

* Formula care permite obt{inerea solutiilor unui sistem liniar
neomogen de n ecuaii cu n necunoscute, cu ajutorul determinangilorg

Astfel, fie sistemul 2 a;jjzj = b;. Se presupune ci det |aij|
Qi1 - . . G0
det |a;j| =

Qpy « « @nn

este diferit de zero. Atunci zj se calculeazd ca un cit, la numitor
figurind det |a;j|, iar la numdiritor determinatul obtinut prin

a1j

fnlocuirea coloanei j| - , a determinantului det |a;j|, prin

Anj
by
coloana - | alcituitd din membrii din dreapta ai sistemului.
bn

85



corp de scalari, pe care la inceput il vom presupune corpul
numerelor reale), dacd in E s-au definit doud operatii: 1)
adunarea (o aplicatie de la E X E in E, care fiecirei perechi
(z, y) de elemente ii asociazi un element notat = + y din
E, cu proprietitile: z +y =y + 2, (x +y) +z =2 +
+ (y + z); de asemenea, se presupune cd existd un element,
notat cu 0, astfel incit x 4 0 = x pentru orice z€E, §1
¢d oricirui z€E i corespunde un element, notat cu —z,
astfel incit x + (—=z) = 0); 2) immulfirea cu un scalar (o
aplicatie de la R X E in E, (A, ) = Az, R fiind corpul sca-
larilor, astfel incit Mz +y) =2z +Ay, 1-2 =2, (A +
+ )z =rzr 4 pz, Mpx) = A w z; cu 1 s-a notat unitatea
corpului R, in cazul c¢d K este corpul numerelor reale,
aceasti unitate este chiar numdrul 1).

Elementele spatiului vectorial le vom numi vectori. Evi-
dent cd exemplele date mai inainte sint spatii vectoriale,
dar elementele lor nu sint neapdrat vectori in sensul pe
care-1 cunoastem.

Dimensiunea unui spatiu vectorial este, prin definitie,
numdrul maxim de vectori liniari independenti. Vectorii
din plan formeazd deci un spatiu vectorial de dimensiune
egald cu 2, cei din spatiu — un spatiu vectorial de dimen-
siune 3; polinoamele de grad cel mult egal cu » formeazi
un spatiu vectorial de dimensiune n 4 1.

Desigur, se poate intimpla ca in anumite spatii vecto-
riale 83 existe o infinitate de vectori liniar independenti,
in care caz se spune ci spatiul este de dimensiune infinita.
Cel mai simplu exemplu il constituie, de pild4, spatiul vec-
torial al tuturor polinoamelor, ciici un polinom de grad n
nu poate fi o combinatie liniard, cu coeficienti din R, de
polinoame de grad mai mic. Rezultd ci la orice sistem de n
polinoame liniar independente putem adduga un polinom de
grad mai mare decit superiorul gradelor polinoamelor siste-
mului, sistemul astfel obtinut (de n +1 polinoame) fiind
incd liniar independent. Numdirul » fiind arbitrar, rezultd c&
dimensiunea spatiului vectorial al tuturor polinoamelor
este infinita.
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Alt exemplu de spatiu vectorial de dimensiune infinitd
il constituie multimea functiilor continue, cu valori reale
pe un interval dat. Evident, aceastd multime este un spatiu
vectorial, suma gi inmulfirea cu scalarii definindu-se na-
tural:

(f +&)@) =f() +g(z), (f)x) = M(x).

La fel se intimpld §i cu multimea functiilor arbitrare,
cu valori reale, sau cu valori intr-un spatiu vectorial.
Astfel de exemple de spatii vectoriale de dimensiune
infinitd se mai pot ,fabrica® plecind de la giruri de numere:
de pilda, fie B(N) spatiul sirurilor a= (a;, o, ..., 0y, ...)
de numere reale, cu proprietatea cd sup |o,; = M, este
n

un numdr finit. Adunarea i inmultirea cu scalari se face
»pe componente: o« 4 B = (a; + By, .oy %y + Bay --2) §i
Ax = (Aag, ..., Ady, ...). Cd rezultatul acestor operatii apar-
tine in continuare lui B(N), se verificd imediat. Sau, fie
spatiul Cy(NV) al sirurilor de numere reale o« = (ay,..., O,
...) cua, > 0cind » = 0o, cu aceleagi operatii. Acestea sint
cazuri sumple, dar care intervin in probleme de analizi.
Un exemplu mai important il constituie spatiul I3(N)
al girurilor de numere reale « = («, ..., o,...), Care au pro-

prietatea ci Y o2 < oo.

Toate acestea sint spatii vectoriale de dimensiune infi-
nitd.

Notiunea de spatiu vectorial este o notiune pur alge-
bricd si pind in prezent, din cele ce am spus, nu apare incd
utilitatea acestel notiuni. Pentru cititorii care au unele
cunostinte de algebrd liniari, justificirile sint inutile. Ei
stiu cd, de pildd, in discutia sistemelor de ecuatii liniare
apare necesitatea considerdrii spatiilor vectoriale de dimen-
siuni oricit de mari. Pe ceilalti i1 solicitim si mai asgtepte
putin, intrucit eventuala neribdare nu le poate fi satisfi-
cutd pe loc, ci putin mai departe.

In continuare ne vom méirgini (pentru moment) la spa-
tiile vectoriale finit-dimensionale. Orice sistem maximal
de vectori liniar independenti se va numi bhazd. Maximal
inseamnd: dacd addugdm sistemului considerat incd un
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vector arbitrar (nenul), vectorii noului sistem nu mai sint
liniar independenti. Daci n este dimensiunea unui spatiu
vectorial E si dacd €1 +-18n €StE O bazd (din insdsi definitia
dimensiunii rezultd cd o bazd se compune in mod necesar
dintr-un numir de vectori egal cu dimensiunea spatiului),
atunci orice element z al lui E se va exprima ca o combi-
natie liniari a vectorilor e,,...,e, ai bazei. Prin urmare,
dacd z este un vector din E, atunci sistemul (e, ..., &)
fiind o bazd, vectorii s1stemulu1 (eq, ---564, %) nu vor mai
fi liniar mdependenyl deci existd constante A, A, ..., Mg,
Me1, DU toate nule, astfel ca e, + ... + My 4+ Mgy 2 =
= (. Evident c¢& Ay, 5= 0, cdci altfel ar insemna c¢i nu toti
scalarii Ay,..., A, sint nuli gi am avea de; + ... 4 Aey =0,
deci vectorii €y +-.y €p D-AT mai fi liniar lndependent,l ceea
ce contravine 1p0te7e1 Putem impirti prin A,,; si gdsim,
in definitiv, cd

A An
Lep — . — Ty =016 + oo+ Cpp,
Ans A1

z = —

A ..

unde ¢, = — —* . Scalarii ¢;, ...,c, se numesc coordona-
M .

tele vectorului z in raport cu baza e, ..., e,. Dacd fy, ....fn

este o altd bazd a spatiului E, vectorul nostru z se va
exprima §i ca o combinatie liniard a vectorilor fy, ..., fy, i.e.

z =dyfy+ ... +dpfp. Cum fp, = Z: whe, gisim imediat

modul in care se exprimi coordonatele ¢; in functie de
coordonatele d;, i reciproc. Anume

=ki-tdk (g:l H’i'ei) = 2 (E d" p.,) b

k=1
deci

n
=Edk (.L’: (i =1, ceny n)-
k=1

Aceste formule ne aratd cd este suficient sd cunoagtem
modul in cave se exprimd bazaf, ..., f, in functie de baza
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€, ..., ¢y, pentru a putea obtine formulele generale de trans-
formare.

Altd notiune importantd este cea de subspafiu vectorial.
Fie E un spatiu vectorial. O submultime F a sa se numeste
un subspatiu vectorial, daci este un spatiu vectorial, ope-
ratiile in F fiind cele induse din E. Mai explicit: F va fi
un subspatiu, dacd, pentru orice z, yEF, avem z + yEF,
dacd pentru orice rEF existi — z&F, astfel incit z 4
+ (—z) =0 si, in sfirgit, daci pentru orice scalar A avem
A EF cind z€F. Multimea redusi la elementul O este
desigur un subspatiu, dar acesta este un caz neinteresant.

Exemple de subspatii ale unui spatiu dat se pot gisi usor.
De exemplu dacd, in plan, considerim multimea tuturor
vectorilor coliniari cu un vector V oarecare, fixat, obtinem
un subspatiu. La fel, dacd in spatiul cu trei dimensiuni con-
siderdm doi vectori care sd nu fie coliniari, atunci multi-
mea tuturor vectorilor coplanari cu acesti doi vectori for-
meazd un subspatiu vectorial al spatiului tuturor vectori-
lor tridimensionali.

In cazul multimii polinoamelor de grad cel mult #, mul-
timea polinoamelor de grad cel mult p (cu p < n) formeazi
un subspatiu de dimensiune p.

In cazul vectorilor din plan, orice subspatiu vectorial
este de tipul celui indicat mai inainte; in cazul vectorilor
tridimensionali apar mai multe posibilitdti: unele subspatii
pot fi generate de doi vectori necoliniari, dar altele pot
fi generate de un singur vector nenul (n-am definit incd
ce este un subspatiu generat de o multime de elemente, ceea
ce vom face imediat, dar sensul acestei expresii este evi-
dent, méicar intuitiv).

In cazul polinoamelor de grad cel mult n avem incd
mai multe posibilitati de subspatii, iar in cazul functiilor
continue §i mai multe.

Ce inseamnd insd subspatiu generat de o multime de ele-
mente? Dacd M este o submultime a spatiului vectorial E,
subspatiul generat de M, pe care-1 vom nota cu E(M), va
fi, prin definifie, mulfimea tuturor combinatiilor liniare

(finite) X, A2, «; fiind elemente arbitrare din M. Deci un
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element z oarecare din E(M) se va scrie z = ), \a;, 7,€ M,
sumarea ficindu-se in raport cu un numdir finit de indici,
iar scalarii A7 fiind arbitrari (adicd elemente arbitrare din
corpul scalarilor peste care E este spatiu vectorial). Evi-
dent c¢i E(M) este un spatiu vectorial; s-ar putea, desigur,
ca E(M) si coincidd cu intreg E si — exceptind cazurile
banale M = @ sau M = {0} — E(M) nu va fi nici vid,
nici redus la {0}.

Din definitia dimensiunii unui spatiu vectorial rezulti
cd dimensiunea unui subspatiu (in cazul finit dimensional)
este sigur mai micé decit cea a spatiului, egalitatea avind
loc doar in cazul cind subspatiul coincide cu spatiul intreg.

Un loc de seama printre subspatiile dintr-un spatiu dat
il joacd subspatiile maximale. Dacd E este un spatiu vecto-
rial, iar F' un subspatiu al sdu, se spune ci F este maximal
dacd nu cxistd niciun subspatiu F’', F c F' c E, diferit
de F' i E. De exemplu, daci E este de dimensiune n, orice
subspatiu de dimensiune n-1 este maximal.

S& pérdsim aceste considerente generale pentru a ana-
liza cazul spatiului euclidian cu » dimensiuni, spatiu ce se
noteazd de obicei cu R" (deci planul se va nota cu R?, spa-
tiul tridimensional cu R®, iar dreapta reald cu R!). Pe R™
se pot considera mai multe structuri: una topologicd (R™
ca spatiu topologic) si alta vectoriald (R™ ca spatiu vec-
torial). Pe noi ne vor interesa relatiile ce existd intre aceste
structuri, obtinind astfel cel mai simplu exemplu de spatiu
vectorial topologic.

Stim sd definim pe R™ o distantd; am vizut, in cazul
planului (exemple perfect aseménitoare se pot da gi in cazul
spatiilor cu n dimensiuni) ¢i de fapt putem defini mai
multe distante; cel mai firesc este sd considerim distanta
euclidiani d(z, y)= (& — %) + . + (an — g))!2, In
care (&, ..., &p) respectiv (¥,, ..., ¥») sint coordonatele
punctului «, respectiv y in raport cu un sistem de axe
rectangulare, arbitrar ales, dar fixat o datd pentru
totdeauna in consideratiile noastre. Un sistem fun-
damental de vecindtdfi al originii va fi dat de bilele
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B0, r) = {ze A", d(0, z) < r}, r parcurgind un sir oare-
care de numere pozitive ce tind citre zero.

Un punct oarecare z, va avea ca sistem fundamental de
vecindtati bilele B(x,, r) = {z € A", d(x, 2) <71}, cu r
ca mai sus. Fiecdrui punct x din A", diferit de origine, si-i
atagim vectorul séu de pozitie, deci vectorul ce pornegte
din origine si ajunge in x. Multimea acestor vectori for-
meazd un spatiu vectorial ale cdrui elemente sint puse in
corespondentd biunivocd cu punctele spatiului R*; vom
spune cd prin aceastd corespondentd biunivoci, spatiul vec-
torial considerat I-am identificat cu R™. Daci in acest spatiu
se alege ca bazd sistemul format din vectorii de lungime 1,
orientati in sensul pozitiv al sistemului de axe de coordo-
nate ales, si dacd notdm cu e, ..., e, acesti vectori (corespun-
zind axelor 0X,, 0X,, ..., 0X,), atunci vectorul de pozi-
tie al punctului z, pe care-l vom nota tot cu z, se va

exprima in functie de e, ..., e, astfel: z =2, + ... +
+ z,e,. Numerele z,, z,, ..., z, sint coordonatele lui z (fati
de baza ey, ..., €,). Operatiile intre vectori sint cele cunos-

cute (adunarea dupi regula paralelogramului §i inmulfirea
cu scalarii reali).

S& utilizim notatia urmitoare: daci A este o mulfime
oarecare de vectori (dintr-un spatiu vectorial oarecare), si
notdm cu z + A mul{imea tuturer vectorilor de forma
z+y,cuy €4, sicux— A pe cea a tuturor vectorilor de
forma z — y, cu y €A. Ma1l general, daci 4 si B sint
doud multimi de vectori, atunci A + B va fi multimea
acelor z de forma z =z + y, cu z €A, y €B. Cu M se
noteazd multimea elementelor de forma Az, r €A, adicd
multimea elementelor ce se obtin din A printr-o omotetie
fatd de origine.

Sa ne intoarcem la vecindtdtile punctelor din R"™. Cu
ajutorul identificirii punctelor cu vectorii lor de pozitie,
vedem imediat cd B(x, r) nu este altceva decit z, + B(0, r),
deci (ceea ce este evident din punct de vedere geometric)
cd o vecinitate arbitrard a unui punct z, din R® se obtine
pur si simplu ,translatind“ prin vectorul z, o vecindtate
convenabild a originii. (Nu este adevirat in exemplul par-
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ticular de la pag. 64). Intr-un spatiu topologic oarecare
afirmatia nu este adevaratd si nici méicar n-are sens in gene-
ral, cici nu stim ce inseamni a aduna doud puncte! Dar
in cazul considerat nu adundm doud puncte (ceea ce n-are
sens), ci doi vectori, deci stim ce este translatia, si consta-
tdm cd topologia ,,natura]"‘ a lui R™ se obtine in modul
indicat mai sus.

S4 mai remarcim cd utilizarea distantei a fost ficutd
pentru cd este naturald §i comodd. Dar se pot alege alte sis-
teme fundamentale de vecindtdti ale originii, care s§ nu
fie constituite din bile gi, plecind de la un sistem funda-
mental de vecindtdti arbitrar al originii, obtinem prin
translatii un sistem fundamental de vecinitidti al oricirui
punct din R™.

Un alt fapt asupra ciruia trebuie si atragem atentia
este acela cd operatiile de adunare si de inmultire cu scalari
sint operatii continue. Aceasta inseamnd doar ci functia
definitd pe R™X ™ cu valori in R*: (z, y) - (z + y) este
continud si cd functia (A, ) > Az definitd pe R!X R™ cu
valori in R" de asemenea.

Mai mult, din cauza liniaritd$ii gi a modului in care
este definitd topologla pe R™ (deci si pe R" X R"), este sufi-
cient a demonstra continuitatea sumei de pildd doar in ori-
gine, cici ea va rezulta apoi in orice punct.

Din punct de vedere geometric aceste afirmatii sint evi-
dente si putem si le explicitim folosind vecindtdti, veri-
ficind astfel afirmatiile noastre.

Inci doudl observatii: in primul rind distanta d(z, y),
intre doud elemente ale lui R®, este definitd prin d(z, y) =
=d(0, z—y), deci intervine structura vectoriald a lui R";
in al doilea rind, d(0, Az) = | A | d(0, ) (omogenitatea
distantei). Aceste doud proprietdti sint proprietiti supli-
mentare ale distantei in R". Nu orice distantd le posedd
(chiar daci este definitd pe un spatiu vectorial). Vom nota
cu ||z|| =d(0, x) ceea ce vom numi rorma lui z.

Inainte de a trece mai departe, si definim numerele com-
plexe. V& amintiti cd in rezolvarea ecuatiilor de gradul doi
apare acel misterios i, cu proprietatea ci i2 = — 1. $titi
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de asemenea cd un numir complex este o expresie de forma
a + ib, unde a $i b sint numere, gi mai gtifi ci existi o
corespondent,a biunivocd naturald intre numerele complexe
§i punctele din plan. Cum numerele reale sint definite cu
toatd rigoarea, nu este greu sd inliturim orice mister in
legdturd cu numerele complexe. Un astfel de numér (com-
plex) este o pereche de numere reale (a, b); insi important
este modul in care sint definite operafiile intre numerele
complexe:

1) adunarea (a, b) + (a’, b') = (@ + a’, b + b’) cores-
punde, dacd utilizim reprezentarea geometrlca adundrii
vectorilor de componente (a, b) respectiv (a’, b’); 2) inmulti-
rea(a,b)-(a’,b’)y=(aa’—bb’, ab’+ a'b) corespunde obtinerii
unuil vector, a cirui lungime este produsul lungimii vec-
torilor (a, b) si (a’, b’), dar care vector a suferit o rotapie
in jurul originii.

Notind cu 2 = a? 4 b2 §i cu ¢ unghiul (,argumentul®)
ve care il formeazd vectorul (a, b) cu directia pozitivd a
axei reale, obtinem reprezentarea trigonometrici a nume-
relor complexe: (a, b) = (r cos ¢, r sin ¢). Un calcul sim-
plu aratd cd inmultirea a doud numere complexe revine la
adunarea argumentelor, modulele (i.e. lungimile vectorilor
respectivi) inmulfindu-se.

Proprietatea ,,misterioasi“ i2 = — 1 revine la faptul cd
(0,1) inmultit cu (0,1) d&, conform definitiei, (—1,0).

Acum, dacd identificim un numir real e cu vectorul
{a, 0) ,in loc de (a, b) putem scrie @ + ib ceea ce este jus-
tificat, dacd tinem seama cd (a,0) + (0 ,b) = (a, b).

Am l3murit deci ce sint numerele complexe. La fel ca
gi numerele reale, numerele complexe (a ciror mulfime o
vom nota cu C) formeazd un corp. Aceasta inseamnd c&
suma, produsul, impdrtirea (cu un numdr diferit de zero)
ne conduc tot la numere complexe §i cd, pentru orice z&C
z = 0, existd 2z’ astfel incit zz' =1 (2’ se noteazd cu z7%).

Am avut nevoie de aceste consideratii pentru cd in con-
tinuare vom considera spatii in care scalarii pot fi eventual
numere complexe sau chiar functii cu valori complexe. Deci,
in cele ce urmeazi, in considerentele noastre de spatii vec-
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toriale, corpul scalarilor va fi R sau C (tot ceea ce s-a spus
pind in prezent relativ la spatii vectoriale peste R rimine
valabil, dacd consideram spatii vectoriale peste C).

In sfirgit, o notiune bine cunoscutd in geometrie este
cea de ortogonalitate. Dacd x §i y sint doi vectori din R™,
unde £ = (%, ..., ) $1 ¥y = (Y1, -.-, Yn) sl dacd definim pro-
dusul scalar al acestor doi vectori astfel: (z, y) = z,y, +
+ ... + 2,¥yn, atunci conditia ca vectorul x si fie ortogonal
pe vectorul y este ca produsul scalar (x, y) sé fie nul.

In cazul n =2, aceasti proprietate rezulti chiar din
definitia uzuald a produsului scalar, (z,y) =|z| |yl

(x: y) -
——<"—, unde cu [[z] s ||yl
, = Tennyy i o halslly
am netat lungimea vectorilor z §1 respectiv y.

In geometria analiticd se aratd usor cd produsul scalar
(z, y) se poate defini §i ca (z,y) = ;Y3 + %" Y5, deck
afirmatia referitoare la ortogonalitate este verificatd. In
cazul n-dimensional, argumente de acelagi tip ne conduc-
la formula (z, y) = z,y; + ... + 7Y, si deci, lardsi, orto-
gonalitatea revine la anularea proausului scalar.

Cu aceastd ocazie si demonstrdm o inegalitate elemen--
tard, dar important#, cunoscutd sub numele de inegalitatea
lui Cauchy — Buniakowschi-Schwartz.

Dacd z, ..., Zn $1 ¥y, ..., Yp sint numere reale, atunci

(gi x‘y‘)z B (En: 9‘?) (Z:_} y%) < 0

i=1

cos (z, y), deci cos (z, y) =

egalitatea are loc numai daci x; = py;, pentru orice ¢ =
=1, ..., n. Demonstratia se face astfel: fie A un numaér rea!
oarecare. Atunci

E(M’i + ) > 0.
i=1

Dar
n n 9 n n
20w +y)? =032 + 223wy +) 0yl
i=1 i=1 1=1 i=1
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Pentru ca trinomul (in A) si fie de semn constant, tre-
buie ca discriminantul si fie negativ sau nul. Discriminan-
tul trinomului va fi

(ﬁ)xiyi)’—(z";a%) () <o,

i=1 i i=]

deci ceea ce ciutam.

Inegalitatea lui Cauchy — Buniakovski — Schwartz se
poate scrie si in modul urmitor: j(z,y)| <l z||yl.
Sub aceastd formi o vom utiliza esential intr-unul din capi-
tolele urmatoare.

Convexitate gi topologie

In capitolul al doilea am intilnit termenul
conver in legiturd cu asa-numitele functii convexe. Acum
vom considera din nou acest termen, intr-un context putin
diferit. Fie E un spatiu vectorial. Multimea punctelor z de
forma z=2azx + (1 — A)y, cu A&[0,1], s o numim seg-
ment cu extremititile z i y. O multime A, intr-un spatiu
vectorial E, este convexa, daci posedd urmditoarea pro-
prietate: dacd x si y apartin lui A, atunci orice punct de
pe segmentul de extremititi (x, y) apartine lui 4.

In particular, orice subspatiu este o multime convexi
(reciproca fiind evident falsd). Convexitatea este o proprie-
tate geometricd extrem de importantd, chiar in spatiile vec-
toriale finit dimensionale.

In spatiul euclidian convexitatea este o notiune bine
cunoscutd, fiind usor de dat exemple de multimi convexe,
precum si de mul{imi care nu sint convexe. Orice bild este
convexd si orice linie poligonald care nu se reduce la un
singur segment nu este convexa.
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Iatd citeva proprietdti legate de multimile convexe.
Fie A o mul{ime convexd §i z, ..., £, puncte arbitrare din

A. Atunci punctul z=i Mz; (unde A; sint numere ce
i=1

verificd 0 < ) <1 i i A; =1) apartine lui 4.
i=1

Demonstratie. Pentru p = 2 ciidem peste definitia con-
vexitdtii. S4 presupunem ci proprletatea este adevirati
—1 p—-l

pentru orice p — 1 puncte. Fie u= E N osly= E—x‘

(dacd p ar fi zero, atunci Ap ar trebui sa fle 1 i propmetatea

este banald). Ce putem spune despre y? Notind cu p; = M ,
@

p=1 2 A
i=1

:;f p= = 1
.2 A
i=1

(evident ci p; €[0,1]), deci (pe baza inductiei) y €4
datoritd convexitdtii multimii A. Dar

. & = U = A
Mo=l—psiQ Nz =2 it M=)
i=1 i=1 13 i=1 w

+ ApZp=py+ (1 — p)2p,

cu y i rp, €A, adicd concluzia ciutata.

Se vede ugor cd intersectia unei familii oarecare de mul-
timi convexe este convexi.

S4 ne intoarcem la R™; remarcdm cd orice bild B(z,, r)
este 0 multime convexd. Rezultd cd originea O si, deoarece
vecindtitile unui punct oarecare z, se obtin translatind
vecindtatile originii, orice alt punct al lui R® posedd un
sistem fundamental de vecin&tdti convexe.

Altd proprietate a vecindtdtilor originii in R™ este urma-
toarea: aceste vecinitdti ,,absorb“ orice punct din A™. Mai
precis, orice bili B(0, r) (cu r > 0) am considera, pentru
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orice z, ER™ existd un numdar real A 5 0), astfel incit
Az, €B(0, r). Intr-adevir, este suflclent ca A sd verifice

conditia |A| [z, < r, deci ca IM<”—” dacd z, £ 0

(in cazul 2, =0 nu mai este nimic de aritat). Aceastd
proprietate se poate formula si astfel: fiind date bila B(0, r)
s1 un punct z,, putem sd dilatdm bila astfel, incit a, sa
apartind bilei dilatate (i. e. B(0, ur)). Proprietatea fiind
adevdratd pentru bile, va fi adeviratd pentru orice vecini-
tate a originii, cdci bilele B(0, r) formeazi, cind r variazi,
un sistem fundamental de vecindtdti pentru O.

O multime B se numeste absorbantd, dacd se bucurd
de proprietatea cd pentru orice x €L existd un scalar A
(care depinde de z), A 5= 0, astfel incit Az € B. Deci veci-
natatile originii sint absorbante, dar, desigur, existd mul-
timi absorbante care nu sint vecinitdti (un exemplu simpla
de multime absorbantd il constituie multimea B, reuniunea
circumferintei unitate 22 4+ y2 =1 si a originii {0}).

Fiind datd o multime oarecare A a unui spatiu vecto-
rial £, existd o multime convexd cea mai micd, numitd
infdsurdtoarea convexd a lui A, notatd cu ch(4), astfel incit
ch(4A)D A. Multimea ch(4) va fi intersectia tuturor mul-
timilor convexe ce contin pe A; existd cel putin o astfel
de multime, spatiul intreg E. Elementele lui ch(4) vor fi
acei y €F care se pot scrie sub forma y = ), Ax;, suma
fiind finitd, A €[0,4] si 2, A = 1.

In sfirgit, si incheiem partea elementard a acestui para-
graf cu incd o notiune, aceea de punct extremal. Fie deci E
un spatiu vectorial peste R (pe scurt, un spafiu vectorial
real; cele peste C se numesc spatii vectoriale complexe)
si A o multime convexd din £. Un punct z, €A este punct
extremal al multimii A, dacd din zy =2z + (1 — ) v,
cu z sl y €4, rezultd sau z, =z, sau z, = y; cu alte
cuvinte, pentru orice segment din A care contine pe z,,
acest r, nu poate fi decit o extremitate a segmentului res-
pectiv. Definitia este generali.

S4 dim citeva exemple.
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De pild&, punctele extremale ale unui pitrat din plan
sint virfurile sale. Dacsd am considera un cub, sau un po-
liedru in spatiul R3, punctele extremale vor fi tocmai vir-
furile cubuluil sau ale poliedrului respectiv.

In cazul unei bile inchise, de exemplu B(0,1) (i.e. mul-
timea punctelor (z,, ,, Z3) care verificd relatia 2 4 23 +
+ a3 < 1), multimea punctelor extremale va fi chiar sfera
5(0,1).

Existd multimi convexe care n-au nici un punct extre-
mal, dar in mod necesar aceste multimi nu pot fi compacte,
cum va rezulta dintr-o teoremd din paragraful urmitor.
In orice caz, exemplele sint usor de dat; de pildd chiar bila
x2 + a3 + 23 < 1 nu are nici un punct extremal.

Un exemplu mai putin banal este urmétorul: fie spatiul
Cy(N) al sirurilor de numere («,, ..., a, ...) reale care tind
citre zero si fie ||« = max le|. Atunci bila {«| || a| < 1}

nu are nici un punct extremal (lisim in seama cititorului
verificarea, relativ simpld, a acestei afirmatii).

Pind in prezent am considerat doar proprietiti alge-
brice, sau geometrice, topologia intervenind doar in cazul
cunoscut al spatiului R™. Cu aceastd ocazie am ficut o
serie de observatii, care ne vor sluji ca model pentru o teorie
generald. Mai precis, vom da definitia notiunii de spatiu
vectorial topologic §i apoi vom considera, in paragraful
urmitor, doud teoreme cu caracter geometric, care au nume-
roase aplicatii in analizi. In capitolele urmitoare vom stu-
dia mai detaliat unele exemple de astfel de spatii, ardtind
in ce mod ideile geometrice permit o interpretare natu-
rald a diferitelor rezultate ale analizei. O teorie mai ami-
nuntitd a acestor chestiuni depésegte cadrul volumului, dar
cititorul care parcurge cu atentie chestiunile pe care le vom
trata, nu va avea dificultdti in abordarea unei expuneri sis-
tematice a spatiilor vectoriale topologice, local convexe (pe
scurt: spatii local convexe).

Ca mai intotdeauna, ordinea logici (de la general la par-
ticular) nu coincide cu ordinea cronologicd a aparitiei notiu-
nilor. Primele spatii local convexe au fost de tipuri speciale,
dar foarte importante, si au apirut in legaturd cu probleme
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astfel incit W + W < U. Continuitatea inmultirii cu sca-
lari conduce la proprietatea urmditoare: pentru orice veci-
nitate U a originii, si pentru orice element z dat, din E,
z 5 0, existd un ¢ >0 astfel incit pentru [A] < e si
avem Az €U. Intr-adevir, este suficient si remarcim ci
0-z =0 pentru orice x €E si si aplicdm definitia conti-
nuitidtil in punctul (0, z).

Dacd A este o multime deschisd, atunci orice transla-
tatd a sa, 2 + A, sl orice omoteticd a sa A 4 (cu A == 0)
sint deschise.

In particular, intr-un spatiu vectorial topologic topo-
logia este complet determinata, dacd se cunoaste un sistem
fundamental de vecindtiti al originii. Vom ardta acum ci se
poate alege un sistem fundamental de vecindtiti al originii
cu anumite proprietiti suplimentare (convexitatea incd nu
intervine). Anume, si remarcdm mai intii ¢d din continui-
tatea adundrii rezultd faptul urmaétor: daci A este o mul-
time oarecare, atunci A =N (A 4 V), unde V parcurge
toate vecindtitile originii (se obtine acelasi rezultat, dacd V
parcurge un sistem fundamental de vecindtd{i al originii).

Demonstratie. Fie y €A si V o vecindtate oarecare a
originii. Atunci —V va fi tot o vecindtate a originii, iar
y — V va fi o vecindtate a lui y; existd deciz € AN (y —
— V). Aceasta inseamnd insiciy €4 + V,deci 4 c A +
+ V; cum V este o vecinitate arbitrard, atunci AcN(4 +
+ V). Reciproc, y € N(A 4 V) ne spune cd y — V con-
tine puncte din A pentru orice V, deci yEA. q.e.d.

De aici rezultd, in particular, cd originea are un sistem
fundamental de vecindtdti inchise, cici, pentru orice veci-
nitate U a originii, existd W (de asemenea, vecindtate a
originii), astfel incit W +W c U; dar luind 4 =W si
aplicind rezultatul de mai inainte, se obtine W c W +
+ W c U, adicid ceea ce trebuia aritat.

Fie W o multime cu proprietatea: |A| <1 implicd
MWV c W. S4 demonstrim cd si W are aceeagi proprietate.
Pentru aceasta vom utiliza urméitoarea proprietate gene-
rald a functiilor continue: dacd f este continud, atunci

f(M) c f(M) pentru orice multime M (cuprinsi in domeniul
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de definitie al lui f, bineinteles) si reciproc. Demonstratia
acestei proprietdti se face imediat: trebuie ardtat cd imagi-
nea inversd a oricdrei multimi inchise este inchisd. Fie deci

A =Asif1(A) = M. Avem (din ipotezd) f(M) c f(M) =
=f("Y(A)) = A = A.Dar M c M implica f(M) c f(M) si,
cum f(M) = A, f(M)D A, deci f(M) =A si deci M c
C[YA)=M,prin urmare M = M. Am aritat ci proprietatea
f(M) c f(M), pentru orice multime M cuprinsi in domeniul
de definitie al functiei f, implici continuitatea; reciproc,
dacd f este continud, avem (utilizind notatia f(M) = A)
f(M) = A, deci f™(A) va fi inchisd (din continuitatea lui f)
st M cfY(A), prin urmare si M c f~(A4); aplicind pe f,
gisim f(0) c f(f-(A)) = A =), q.e.d.

Utilizind acum proprietatea aceasta in cazul aplicatiei
(continue) (A, ) - z, definitd_pe {|A| < 1} X W cu vs-
lori in W, se obtine ci AW c W pentru || < 1.

Aceeasi proprietate a continuitdtii, aplicatd functiei
(z, y) >2rz +(A— Ny (cu » €[0,1]) definitd pe 4 x 4
cu valori in 4 (4 convexd), aratd cd aplicatia de mai sus
conduce de la A x Ala 4, deci ci inchiderea A a unei mul-
timi convexe A este de asemenea convexa.

Toate aceste proprietdti ne permit si deducem existenta
unui sistem fundamental de vecinititi al originii, si-1 no-
tdm cu B, cu urmditoarele proprietiti (spatiul £ este pre-
supus local conex):

1° Orice U € B este inchis si conex;

22 1A <131V eB, implici AV c V;

3° pentru orice V €Bexisti W €B,cu W +W c V;

4° orice V €B este absorbant.

Intr-adevir, fie B’ un sistem fundamental de vecini-
titi convexe ale originii (existd un astfel de sistem). Fie
apoi B” un sistem fundamental de vecindtdti inchise ale
originii. Atunci sistemul ale cdrui vecindtdti sint multi-
mile ch(V), cu V parcurgind pe B”, va fi un sistem funda-
mental de vecinitédti inchise gi conexe (de ce?). S& notdm
cu B” acest nou sistem fundamental de vecinatiti.
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Fie U €B”; continuitatea inmultirii cu scalarii con-
duce la ex1stenta unui ¢ >0 si a unel vecindtiti W, astfel
incit |2 | < e 1 x€ W sd implice ar €U i putem pre-
supune cd W €B”. Daci V = y AW, este evident ci

| Al<e

Vo Usici|r <1 implici AVcV; V se va bucura de
aceleasi proprietiti (cici VcU, dar U =0 pentru cd
Ue B"’) Luind acum 1nfasuratoarea convexd ch(V) =
= V'’ si apoi inchiderea acesteia, obtinem o_mult{ime con-
vexd, inchisé, cu proprietatea ci Wev 'siV'c U (cici U
este convexi si inchisd). Sistemul acestor V' va fi sistemul B
cautat. Constructla lui, fird a prezenta dificultdti esentiale,
a necesitat totu§1 0 oarecare grija.

Reciproc, dacé se considerd pe £ un sistem B, care veri-
ficd proprietdtile 1°, 20, 39, si 4° care nu contine multi-
mea vidd si astfel incit, pentru orice U, V €B, si existe
W € B verificind W c U N V (aceste doud proprietiti erau
automat verificate mai sus, cidci B era un sistem funda-
mental de vecindtdti), atunci existi pe E o topologie (si
numai una singurd) local convexd, care are pe B ca sistem
fundamental de vecindtdti al originii.

Vom vedea acum un mod mai concret de a introduce o
topologie local convexd pe un spatiu vectorial. Pentru aceasta
este necesar un fapt pregititor. Fie U o vecinitate convexa
a originii, pe care o presupunem simetrici (i.e. U = — U).
U fiind o vecinitate, ea este absorbanti ; mai mult; pentru
orice z €E existd un ¢ > o astfel incit |A| < < sé implice

rze U, ceea ce este echivalent cu x €kU, unde k =—l—l > 1

S& consideram acum functia py(z) = inf {k| z ekU}
(% presupus pozitiv). Atunci functia py are urméitoarele
proprietati:

1° py(x) > 0 pentru orice x €E (rezultd din insdsi
definitia lui pU),

2° pylaz) = |a| py(2);

3° pu(@ + ) < pu(*) + pu(y).

Demonstratia proprietdtii 2°. py(ax) = inf. {k| ax€kU}.
Dar ax €kU este echivalent cu |a| 2€ kAU (in virtutea
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PU(ax (am

o]
presupus « 5= 0; in cazul « = 0 ambii membri ai egalitdtii
sint nuli). Daca 'U nu ar i fost simetricd, atunci am fi gisit
cd py(ax) = apy(r) pentru orice « >O

Demonstratia proprietdtii 3°. Pentru aceasta trebuie si
utilizim convexitatea lui U. Fie z, y doud puncte arbitrare
din E, fixate insd in cele ce urmeazi, si k,, k, numere,
astfel incit # €kU §i yEkU, deci x =kx’ s1 y = kyy',
cu z', y' €U. Atunci

_ ) ke,
z +y =k + ky’ (k1+k2)(k1+kzx+k1+kzy).

simetriei lui U) sau cu z€ I_I U, deci py(z) =

kl §i k2
By + ky 0 Ry +k k, )
’ ’ M 1 ’ 2 ’ M
2,y €U, demk y x +k1+ K y’ €U. Prin urmare
z +.y e(k1 + k, )U In concluzie, pentru orice pereche de
numere £, si k,, astfel incit py(z) < ki, puly) < ky, rezulté
pu(xz +y) <k, + ks

De aici se deduce 3°.

Se verifici imediat ¢d multimea {z| py(z) < 1} coin-
cide cu U (dacd U este o vecinitate convexd simetricd in-
chisd) si cd relatia py(z) < py(z), pentru orice x, implicd
V c U si reciproc.

Rezultd, deci, cd putem defini si topologia pe E cunos-
cind functiile py. Reciproc, dacd se dd o familie de functii
(Pas « €1) ce verificd conditiile 1°, 2°, 3°, multimea inter-
sectiilor finite de multimi de forma U, . = {z]| pa(x) < &}
formeazd un sistem fundamental de vecindtiti pentru o topo-
logie local convexd pe E. De obicei se cere ca aceastd familie
de functii si verifice conditia suplimentard: pentru orice
z € E existd un indice «, astfel incit p,(x) == 0. Aceastd
conditie ne asigurd cd spatiul topologic E este separat. O
functie p definitd pe E, cu valori nenegative §i care veri-
ficd proprietdtile 1°, 2°, 3°, de mai sus, se numeste semi-

Dar sint numere pozitive, suma lor este 1,
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normé. Dacd, in plus, din p(x) = 0 se deduce x = 0, se zice
cd p este o normd. O ultimd observatie: o seminormi este
o functie convexi, in sensul definitiel date in capitolul II.
Cu aceasta se ]ustlflca aposteriort, defmltla datd acolo.

Dualitate si compacitate

Numeroase probleme de matematici au scos
in evidentd importanta functionalelor liniare §i, mai gene-
ral, a aplicatiilor liniare. In cele ce urmeazi vom indica
unele rezultate legate de notiunea de functionalid liniard
si vom demonstra o teoremd fundamentald, teorema lui
Hahn-Banach, unele aplicatii ale acestei teoreme fiind date
in capitolele urmétoare.

O formi liniard pe un spatiu vectorial E este o aplicatie
definitd pe E cu valori in corpul scalarilor (deci in R sau C,
dupd cum spatiul E este real sau complex) cu proprietiile:

1° fl@ +y) =f(@) + [©);

2° f(z) = M(2).

In locul termenului de form liniard se utilizeazd adesea
gi cel de functionald liniard. Multimea functionalelor liniare
pe un spatiu topologic E se noteazd cu E* §i se numeste
duah]tl (algebric) a lui E; E* este desigur un spatiu vec-
torial,

Dacd pe E s-a introdus o topologie local convexi, are
sens sd se vorbeascd de functionale liniare §i continue ; mul-
timea acestora se numegste dualul (topologic) al lui E i se
noteazi cu E’. In analizi si in analiza functionald se con-
siderd doar dualul topologic £’ si deci in continuare nu se
va mai specifica despre care dual este vorba, subintelegin-
du-se cd este vorba de spatiul functlonalelor continue.

Sa vedem ce se poate spune despre dualul lui R™ (consi-
deratii analoge se pot face pentru C%).

Ei bine, orice form# liniard pe R este continud. Intr-a-
devir, dacd f este o form& liniard oarecare, pentru a o cu-
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noaste este suficient si cunoagtem valorile pe care le ia f
pe o bazid oarecare {e,} a lui R™, cici dacd ¢; =f(e;) (i =
=1, ..., n), atunci orice x din R" este de forma z = E Aie;,

deci f(z) = f( 2 reg) = z_\, Mf(e;) = 2 AiC;e Cont1nu1tatea

rezultd imediat: dacd z — z,, atunci coordonatele lui z in
baza {e;}} tind citre cele ale lui z,, deci f(z) - f(z,). De
fapt, pentru a demonstra continuitatea unei forme liniare
este suficient si se arate continuitatea in origine, cici f(z) —

— f(xo) = f(x — %), proprletate pe care o vom utiliza esen-
tial in cele ce urmeazd. Dualul lui R"™ este un spatiu vecto-
rial n-dimensional si, ca atare, se poate identifica cu R™.
Intr-adevir, fie fi functlonala ‘definita astfel: file) =1,
files) = 0 pentru J 5 i (am vizut ci este suficient ca o func-
tionald sd fie definitd pe o baza) Atunci este clar cd orice
altd functionald f se exprimé (in mod unic) ca o combinatie

liniard a formelor f; (i=1, ..., n), f= E ¢;f;- Daca fiecirei
functionale liniare pe R™ ii atagim valorile pe care le ia
respectiva functionald pe o bazi ¢;, ..., ¢, a lui R"™, arbi-

trard dar aceeasi pentru orice functionald, se ob{ine o cores-
pondentd biunivocd intre dualul lui B™ si R™, corespon-
dentd ce este un izomorfism algebric.

Matematicianul sovietic A. N. Tihonov a arétat (la ince-
puturile teoriei spatiilor local convexe) cd orice spatiu local
convex de dimensiune finitd este izomorf (topologic) cu R™.
Cu alte cuvinte, topologia sa este aceeasi cu cea a lui R™.

S4 vedem cum aratd multimea ! (O) f fiind o functio-
nald liniard neidentic nuli. In primul rind este evident cd
N =f10) este un subspatiu vectorial, dar, mai mult, N
este un subspatiu maximal (adicd nu exista nici un alt sub-
spatiu M cu N < M, N == M si M diferit de spatiul total).
Intr-adevir, == 0, deci exista zo & N, i.e. f(z,) & 0. Fie
Z un element oarecare din R™; atunci f(x) = A (A, eventual,
poate fi zero). Dacd A == 0, atunci A = pf(z,), deci f(x) =
= f(uxo), deci f(z — uxy) =0, i.e. z — uxy €N, prin ur-
mare £ =px, + Y, cu y EN. 'Cu alte cuvinte, spatiul R"
apare ca suma dintre N (,nucleul lui f”) §i un spatiu de
dimensiune 1, spatiul generat de z,. Se spune ci IV este de
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,codimensiune 1“,; aceasta revenind la faptul ci daci se con-
siderd drept relatie de echivalentd x ~ y relatia x — yEN,
multimea-cit (adicd multimea claselor de echivalentd) R™/N,
care poate fi organizatd in mod natural ca un spatiu vecto-
rial, este de dimensiune 1. Afirmatia aceasta nu este legatd
de R®, ci este valabild in general.

Fie acum E un spatiu local convex de dimensiune infi-
nita. Prima problemd care se pune este dacd existd functio-
nale liniare care si nu fie continue. A doua problemi (mai
importantd) este dacd existd functionale liniare continue
neidentic nule. In sfirsit, a treia problemi este problema
prelungirii, despre care vom discuta mai amdnuntit putin
mai departe. Existenta functionalelor liniare continue neba-
nale (< 0) este legatd de proprietatea de locald convexi-
tate. Existd spatii (care nu sint local convexe) in care nu
existd nici o functionald liniard continui (cu exceptia func-
tionalei x — 0). Daca spatiul este local convex, atunci, dupéa
cum vom vedea imediat, existd intotdeauna astfel de func-
tionale. Proprietatea unei functionale liniare pe un spatiu
E, de a fi continud se poate exprima intr-un mod foarte sim-
plu. Stim cé este suficientd continuitatea in origine. Cum
f(0) = 0 (caci f(0 + 0) = f(0) + f(0) =2f(0) = f(0)), aceas-
ta revine la urmitoarea proprietate: pentru orice ¢ >
existd o vecindtate U a originii, astfel incit x €U sd im-
plice [f(z)| < . Putem alege o vecinidtate V simetricd
si inchisd, V < U si atunci proprietatea de mai sus revine
la [f(z)| < epy(z) pentru orice z €V. Cum, pentru un z
oarecare, £ = Ay cu y €V, f(z) = f(Ay), prin urmare
[f(x)! < e|A] py(y) = e py(x). Putem deci enunta: o
conditie necesard gi suficientd pentru ca o functionala liniard
f(x) sa fie continud este ca sd existe o constantd M gi o semi-
normd continud p pe E, astfel incit | f(x)| << Mp(x) pentru
orice r€E. Am ardtat mai inainte necesitatea acestei con-
ditii (cdci, desigur py, V vecinidtate simetricd, este conti-
nud pe E!). Suficienta rezultd imediat.

Putem trece la problema prelungirii functionalelor li-
niare. Anume, fiind dat un spatiu vectorial (local convex)
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E, un subspatiu al siu M si o functionali liniari f, definitd
pe M si continud pe M (aceasta are sens, cici M este inzes-
trat cu topologia indusd, care este evident local convexd),
problema care se pune este de a prelungi aceastd functio-
nali pe intreg spatiul E (adicid a gdsi o functionald liniard
F definitd pe E, continud pe E si astfel ca restrictia* lui F
la M s& coincidd cu f). Réspunsul la aceastd problema
este dat de teorema lui Hahn-Banach.

Teoremd (Hahn-Banach). Dacd £ este un spatiu, M un
subspatiu vectorial al siu, p(x) o seminormi pe E si f o
forma liniard definitd pe M, verificind relatia |f(z)| <
< p(z) pentru orice x €M, atunci existd o formé liniard
F pe E, astfel incit | F(zr)| < p(x) pentru orice z€E si
care prelungeste pe f (i.e. restrictia lui /' la M coincide cu f).

Demonstragie. A) Vom trata mai intii cazul in care E
este spatiul vectorial real (adicd corpul scalarilor este R).

Demonstratia se imparte in doud etape.

I) Fie 2y un punct din E, o & M. S& incercim si pre-
lungim pe f pe spatiul generat de M si z,, alegind conve-
nabil pe F(x,) = a. Apoi definim F(z + Azy) = f(x) + A
pentru orice A, si astfel a fost obtinutd prelungirea. Dar «
trebuie ales astfel, incit | F(x 4+ Azy)| < p(z+ Az,) pentru
orice £ €M s1 orice A 5+ 0.

Putem impérti cu 2, l F (; + xo)

<p (% + xo) §i1
facind notatia xl=% €M, gisim |F(zy + )| < p(zy +
+ x,), z, fiind un element oarecare din M, sau, tinind

seama cid F(z, + z,) = F(z,) + « = f(z;) + «, avem
— P&y + %) — F(zy) < o« < p(2y + %) — F(zy).

* Dacd f este o functie definitd pe M, iar N este o submultime
a lui M, atunci restrictia lui fla N (notatie: f|y) se numeste functia
ce se obtine considerind aplicatia z —» f(z) definitd doar pentru acei =
care apartin lui N.
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Deci numarul « va trebui si verifice aceste inegalitdti
pentru orice x; € M, deci va trebui ca

sup (— p(xy + xo) — flzy)) =m' < =
x1EM

s1
inf (p(zy + %) — f(z)) =m" > a
x1EM

Daca aratdm cd m’ < m”, orice a cuprins intre m’ si m”
va verifica conditia aceasta, deci putem prelungi pe f la
spatiul M’ generat de M si z,.

Este suficient s& ardtdm cd pentru orice y si z din M
avem

p(z + %) — f(z) < ply + o) — f(y),

sau, ceea ce este echivalent, f(y) — f(z) < ply + z,) +
+ {2 + %,). Dar fy)—f7) = f(y—:) <ply —3) =

(y + %) — (2 v>)<pu + ) + p(x, + 2). Cu
aceasta se incheie prima etapi.

II. In a doua etapé intervine o lem# importantd, numitd
lema lui Zorn, privind multimile ordonate.

Se spune cd pe o multime X s-a definit o relatie de ordine,
dacd pe XX X s-a definit o relatie, notatd <, astfel incit:

1°z < z;

2° dacd 2 < y s1 y < z, atunci = = y;

3° dacd z <y si y <3z atunci z < =.
Aceastd relatie nu este neapdrat definitd pentru toate
perechile de elemente ale multimii, cele pentru care ea
nu este definitd numindu-se elemente incomparabile. Un
exemplu simplu de relatie de ordine este furnizat de
relatia de incluziune, 4 ¢ B a partilor unei multimi X.
Evident cd proprietdtile 1°, 2°, 3°, sint verificate, dar ca
(dacd X nu este redus la un punct) existd elemente incom-
parabile, adicd mul{imi 4 si B care nu verificd nici A ¢ B
nici B C A.

O familie (£ de elemente ale lui X se numeste total ordo-
natd, dacé orice doud elemente din (£sint comparabile. Mar-
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Fig. 8.

ginea superioard a unei pirti total ordonate (£a lui X, este
un element z, cu proprietétile:

1° x, > x pentru orice xE(F;

2° orice element z verificind z > x pentru orice zE&(F
este ,mai mare® ca %, 1. €. 7 > Z,.

Bineinteles, avind o parte total ordonatd a multimii X,
nimic nu asigurd apriori, existenta unei margini superioare.
Se spune cd multimea X este inductivd, dacd orice parte
total ordonatd a sa are o margine superioari.

In X (mul{ime ordonatd) un element z, se numeste ma-
zimal, dacd orice element x comparabil cu z, verificd z <
< z,. In fig. 8 este dat un exemplu simplu de multime par-
tial ordonatd, relatia de ordine fiind definitd astfel: z < ¥
daci se poate trece de la z la y prin sigeti —.

Lema lui Zorn afirmi ci in orice multime X inductiva
existd elemente maximale.

- Cum vom aplica aceastd lem&? Multimea X va fi multi-
mea prelungirilor lui f si relatia de ordine va fi relatia de
incluziune. Mai precis, doud prelungiri F,; si F, ale lui f
(ambele verificind, acolo unde sint defmnte |F (@) <
< p(x)) sint in relatla F, < F,, dacd subspatule M1 si M27
pe care sint definite F1 sirespectiv I, sint in relatia M1 cM,
si Fy =F, pe M,. Multimea noastrd este inductivi, céci,
avind o familie total ordonatid (£ de prelungiri este sufi-
cient sd ludm reuniunea subspatiilor pe care sint ele defi-
nite, pentru a obtine o margine superioard, adicd o prelun-
gire care sd majoreze (in sensul relatiei de ordine indicate)
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orice altd prelungire apar{inind familiei (£. Lema lui Zorn
ne asigurd existenta unei prelungiri maximale; aceastd pre-
lunglre va fi in mod necesar definiti pe mtreo spatiul (céci
in cazul contrar repetim rationamentul ficut la punctul I
s1 am putea continua prelungirea, deci prelungirea consi-
deratd n-ar mai fi maximald).

Mai rdmine trecerea la cazul spatiilor vectoriale peste
C. Un astfel de spatiu este, automat, si un spatiu vecto-
rial peste R (restringind mul{imea scalarilor). Se foloseste
in continuare urmétoarea observatie: dacd f este o forma
liniard pe E (E spatiu vectorial peste C), atunci f(z) =
= fy(x) + ify(x), cu f; si f, numere reale pentru fiecare
z €FE.

Dar din f(z +y) =fy(z +y) +ifo(z +y) = f(z) +
+ f(y) = fil@) + fily) + fo(x) + fo(w)) rezuitd cd f; si fz
sint forme liniare reale (omogemtatea Iui f; si f, fata de
scalarii reali se demonstreazd analog). Mai mult fa( zx)
= — fy(x) pentru orice z (cici if(zx) = fi(tz) + sz ; dar
if(z) este egal si cu ify(2) + fo(x) = ifi(x) — [4(2)).

Fie acum f(x) definitd pe un subspatiu M si verificind,
pentru orice z €M, relatia |f(z)| < p(z) (p(z) fiind o
seminormd pe E). Atunci si |fy(2)| < p(z), deci, conform
celor ardtate mai inainte, f;(x) (ca forma liniard reald) poate
fi prelungitd pe intreg E intr-o forma reald Fy(z) 51| Fy(x) | <
< p(x). Fie F(z) = Fi(z) — iF,(iz). Cum F(iz) = iF(x)
(cdcl F(iz)= F(iz) — iFy(—x)= iF\(2)+ Fy(iz) = i(Fy() —
— iF(ix)) = iF(z)), forma F este liniard si omogend si
fapé de scalarii A €. Desigur ci F(zx) —fx) pe M. Ra-
mine doar de ardtat ci |F(x)| <p(x) in general, F(x)
este un numir complex, de argument 6 (dacd F(x) == O)
Inmultim pe F(z) cu ¢mi%. Atunci e F(z) va fi un numir
real poz1t1v In p]us 0 F(z) = F(e™%z) = F, (%)
(cdci partea imaginard a lui F(e™ % ) e nuld); dar, conform
constructiei, | Fy(z)| < p(z), deci | Fy(e “"x)l < p( b)) =
= p(z) si deci |F(z)|] = |¢7i® F(x)| < p(x) pentru orice
x €E, qg.e.d.

Remarcati cd in enuntul dat nu apare continuitatea
functionalei f. Dacd insd spatiul E este local convex si p(z)
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este o seminormd continud atunci obt{inem imediat ridspun-
sul, cdci functionala prelungitd va f1 si ea continui.

Citeva consecinte:

1° Fie zy & 0; existd atunci o functionald liniard con-
tinud F, definits pe E astfel ca F(x,) =~ 0. Intr-adevir,
existd cel putin o seminormd p (din cele care definesc topo-
logia local convexd a spatiului E), astfel incit p(x,) < 0.
Este suficient sd definim f(Azg) = Ap(z,) pe spatiul (unidi-
mensional) generat de x, si sd aplicim teorema lui Hahn-
Banach.

In particular, dacd z, €E este astfel incit f(z,) =0
pentru orice formd liniard continud pe E, rezultd cd x, = 0.

2° Fie M un subspatiu inchis al lui £ si x, un punct
care nu apartine lui M. Existd atunci o functionald liniard
continud f pe E, astfel incit f =0 pe M si f(x,) =1.

M fiind inchis, pentru orice z & M, existd o vecini-
tate U a lui z, astfel incit UN M = @ . Putem alege deci
o vecindtate Uj a lui 2y, disjunctd pe M si astfel ca Uy =
= {x | py (2 — %) < 1}. Pentru orice y €M, avem py
(y — %) > 1, sau, scriind — y in loc de y, py; (y + o) > 1

Fie N spatiul generat de M si de z,; orice element z
din N se va scrie deci in mod unic x =y + x5, cu y €M.
Pe N definim o functionald liniard astfel: flz) =fly +
+ Ax,) = A. Este clar ca f =0 pe M si ci f(z,) =1. In

plus, |f$)’ on(x)’ cécl on(J + 7\‘7"0) = ] l on()\ -+
+ wo] > |A| (am presupus cd A=£0; in cazul A =0,
f(x) =0, deci |f(z)| < py(z) este evident verificatd) pentru
cd py, (% + xo)) > 1 in virtutea faptului cd —';1 eM. Cum

|2 = f(z), inegalitatea este demonstratd. Aplicim tec-
rema lul Hahn-Banach, de unde rezultd concluzia cautata.

3° Un subspatiu M al unui spatiu local convex E este
dens in E (adicd M = E), daci orice functionald liniard
continud pe E, nuld pe M, este identic nuls pe intreg E,
§i reciproc.
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Dacd M n-ar fi dens, M ar fi un subspatiu inchis, diferit
de E si orice functionald liniard continud pe E, nuld pe M,
ar fi identic nula si pe M; dar, aplicind consecinta 2°,
vedem ci existd functionale continue, nule pe M si neidentic
nule, de unde rezultd 3°.

4° Teorema lui Hahn-Banach permite si obtinerea unor
rezultate de ,separare” referitoare la multimile convexe.
Mai precis, fie E un spatiu local convex real, M o multime
convexd, inchisd, 0 €M (in particular M poate fi orice
subspatiu inchis). Atunci, pentru orice z, & M existd o
form4 liniard continud, definitd pe E, astfel ca fy(z,) =1
i fo(x) < 1 pentru orice z € M.

Vom da acum un alt rezultat important, privind punec-
tele extremale ale unei multimi compacte convexe, care se
sprijind in esentd pe teorema lui Hahn-Banach si pe lema
lui Zorn.

Fie A o multime oarecare a unui spatiu local convex E.
Stim ce este infasurdtoarea sa convexa ch(4); infisurdtoa-
rea sa convexd inchisd este — prin definitie — cea mai micd
multime convexd §i inchisd care contine pe A. Cum inchi-
derea unei multimi convexe este convexd, rezultd cd aceastd
infisurdtoare convexd inchisd nu este altceva decit inchi-
derea lui ch(A4). S-0 notdm cu I'(4) (deci I'(4) = ch(4)).

Teorema luv Krein-Milman. Fie K o mul{ime convexd,
compactd, nevida, dintr-un spatiu local convex E si fie
Ex(K) multimea punctelor extremale ale lui K. Atunci K
este infigurdtoarea convexd inchisd a lui EzK, i.e. K =
=I'(EzK).

Punctele extremale ale unei multimi nu formeazi, nici
micar in cazul simplu al spatiilor euclidiene, o mult{ime
inchisd. Iatd un exemplu simplu. Fie un plan, o circumfe-
rintd I' in acest plan si fie A §i B doud puncte situate pe
0 dreaptd A perpendiculard pe planul considerat (fig. 9),
dreapta A intepind planul in punctul C (C €T'). Fie K
infisurdtoarea convexd a multimii constituite din circum-
ferinta I' si cele doud puncte A si B. Se obtine, evident, o
mul{ime convexd §i compactd K. Punctele sale extremale
vor fi toate punctele circumferintei I', cu exceptia punctu-
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Fig. 9. O’c
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lui €, precum si cele doud puncte A si B. Deci Ex(K) nu
este inchisi.

Punctele extremale joacd un rol de seamd si in spatiile
finit dimensionale, in probleme de mare utilitate practici.
Este vorba de aga-numita programare liniard, care apare
foarte frecvent in variate probleme economice, de productie
etc. Anume, este vorba de a face minime (sau maxime) anu-
mite expresii, in care intervin un numadr finit de parametri,
in mod liniar, acesti parametri verificind o serie de inega-
litdti, de asemenea liniare. Dacd fiecdrui sistem de valori
ale parametrilor ce intervin, ii asociem un punct intr-un
spatiu cu un numdr de dimensiuni egal cu numaérul para-
metrilor, atunci solutiile cdutate apar ca puncte extremale
ale anumitor multimi din aceste spatii. Metodele uzuale
ale calculului diferential nu se pot aplica, punctele de
extrem fiind situate pe frontiera domeniilor considerate.
Trebuie gisite metode diferite si existd o serie intreagd de
cdi pentru rezolvarea acestui tip de probleme.

Inainte de a incheia acest paragraf vom mai indica doud
rezultate, legate de compacitate, care de asemenea au impor-
tanta lor.

In primul rind, vi reamintiti desigur de topologia slaba
definitid de o familie de functii. Fie £ un spatiu local con-
vex, E' dualul sidu (deci elementele lui E’ sint functiona-
lele liniare gi continue diferite pe E). Fiecdrui punct z €F
si fiecdrei functionale 2’ € E’ i1 putem asocia numérul (real
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sau complex, dupd cum £ este real sau complex) z'(z) (va-
loarea functionalei #’ in punctul z) care se mai noteaza si
< z,x’ >. Acest numir < z, 2’ > depinde deci si de z
si de z’; aplicatia (x, ') - <z, ' > va fi deci o functie
definitd pe £ x E’, cu valori in R (sau in (). Aceastd func-
tie de doud variabile permite sd se introducd pe E si E’
doud topologii in modul urmétor: si fixdm pe z; atunci
< x, x" > va fi o functie, definitd pe E’ cu valori nume-
rice, aceasta pentru fiecare  din E. Topologia slab& indusa
de aceastd familie de funclii < z, 2’ >, atunci cind z par-
curge pe E, se numeste (e si firesc!l) topologia slabd a dua-
lului £’. Deci un sistem fundamental de vecinatdti al ori-
ginii (in E’) va fi dat de multimile de forma V (e, z, ..., 2)
={z'| I<z,z > <e j=1,..,k, unde ¢ > 0
este arbitrar, iar z,,..., 7, parcurg toate sistemele arbi-
trare finite de elemente din E (deci si k& ia toate valorile
1,2,...).

Desigur, ati remarcat cd E’ poate fi organizat ca un spa-
tiu vectorial, cdci suma a doud functionale liniare $i con-
tinue, precum si produsul cu un scalar al unei functionale
liniare continue, apartin de asemenea lui E’.

Am definit astfel pe £’ o topologie de spatiu vectorial
topologic care este:

1° separatd (intr-adevir, dacd z’ $i y’ sint, doud elemente
din E’| 2" == y’, existd un punct z, €E, astfel incit z'(z,) =
= y'(x) ; in acest caz, vecindtatile V., (e, z,) si Vy (e,%,) i.e.
multimile {f'| | (o) — '(%o) | <e}, {8 113" (@g) — ¥'(%) | <e}
sint disjuncte dacd ¢ este ales suficient de mic);

2" local convexd (aceasta se vede astfel: orice multime
de forma
{z' | < 4, ' >| < e} = U este convexd, céci z'y, 2',&U
implicd | (Azy) + (1— 1) 23) (%)| = | < &g, Azy + (1 —
=N >| KM< @, 7y >+ (1 —=2) [< 2, 82 >] <
< (M + (1 — 1)) e=¢; apoi, orice multime V(e, 2y, ..., 73)
nu este decit intersectia multimilor V (e, z;), ¢ =1, ..., &,
si rezultd convexd ca intersectie de multimi convexe).
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S& examindm iardsi functia < z, ' >, presupunind cd z
este fix g1 cd z’ variazd. Evident cd aceastd functie, s-o no-
~ . PR . .
tdm cu z, definitd pe E’ cu valori numere, este o functio-
. . ~ o, car o .
nald liniard pe E’. Aplicatia = — = identificid deci pe E
cu o parte a dualului algebric (E’)* a lui E’. Dar gratie
modului in care s-a introdus topologia pe E’, orice functio-

nald z este continui pe E’ (fatd de topologia slabid pe E’).
Am identificat astfel pe £ cu un subspatiu al dualului
(E’)" al spatiului local convex E’. Cazul cind, prin aceastd
identificare, £ coincide cu (E’) = E”, adicd acel caz in care
orice functionald liniard §i continud pe E’ (cu topologia

N
slabd) este de forma z, are o deosebitd importantd. Spa-
tiile cu aceastd proprietate se numesc semireflexive. Con-
ditia necesard si suficientd ca un spatiu si posede aceastd
proprietate este cunoscutd (§i chiar mai mult), dar nu vom
msista asupra acestei chestiuni.

Topologia slabd pe E’ poate primi si o altd interpretare:
anume este topologia indusid de topologia produs. Pentru
a face o alegere, si presupunem ci E este un spatiu vecto-
rial complex. Atunci E’ poate fi considerat ca o submul-

time a spatiului produs [] C,, fiecare factor C, fiind
*EE

corpul numerelor complexe. Se verificid usor cd topologia
slabd este tocmai topologia produs.

Bineinteles, considerind pe £ ca o parte a dualului lui
E’, putem introduce pe E (spatiul initial) o topologie slaba,
rolurile lui z §i z’ din definitia vecindtdtilor inversindu-se.
Cititorul poate explicita singur topologia aceasta.

S& ne oprim acum asupra unui caz particular, deosebit
de important.

Dacéd topologia lui £ este datd de o singurd seminormé
p(x) si dacd p(zx) = o implicdi z =0, se spune cd spatiul
E este normat s1 se utilizeazd notatia p(z) = || z|. Stiti
cd in acest caz vecindtitile originii sint date de bilele
{z| ||zl < €}, ¢ fiind un numdar pozitiv arbitrar.

Ce inseamnd cd o functionald liniard z’ este continui
pe E? Aceasta revine, in cazul de fatd, la existenta unui
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numir M < oo, astfel incit |z'(z)| < M ||z||. Cel mai

mic numér M pentru care, pentru orice x&€E, are loc ine-

galitatea de mai sus, se numeste norma functionalei z’ i

se noteazd cu || z’[. Acest numdr se poate defini, in mod

echivalent, gi ca sup |z'(z)|, pentru [z]] < 1. Deeci

Iz || =“sup |z’ (z)|. Puteti verifica cd avem intr-ade-
xS

vir de-a face cu o norm4 si deci cd, in acest caz, pe dualul E’
se poate introduce o topologie de spatiu normat. Mai mult,
acest spatiu este complet, in sensul cd orice gir Cauchy de
functionale 2, (deci un sir, astfel incit, pentru orice = > 0,
sd existe un rang N cu proprietatea cd m, n > N implica
| #n — Zm || < €) are o limitd. Vom examina cazul spa-
tiilor normate mai aménuntit intr-unul din capitolele ur-
métoare.

Dar pe E’ avem si topologia slabd. Vrem si ardtdm ci
bila unitate din dual este compactd fatd de topologia slaba,
sau, cum se spune, slab compactd.

Bila consideratd, §, este multimea acelor 2’ care veri-
ficd |z'(z)| < || x| pentru orice z €E.

Este clar ci S este o submulfime a produsului [] S,,
x€EE

unde S, este discul D, ={z| |z! < || z|}.

Dar "acest produs este (cu topologia produs) un spatiu
compact, pe baza teoremei lui Tihonov amintitd in capi-
tolul precedent.

Pentru a arédta ci § este slab compactd ajunge (tinind
seama cd topologia slabé este topologia indusa de topologia
produs) sd ardtdm cd S este inchisi, sau, altfel spus, cd din
z &8 rezults £ €8. Cine este apriori £? & este o functie
definitd pe E, cu valori complexe. Pentru a ardta cd ea apar-
tine lui S este necesar si suficient ca & sd fie liniard si
omogend. Dar aceasta se aratd usor (conditia | &(z)! <
< |||l este automat verificatd, cici £ €8). Din faptul
cd £ &8 rezultd ci pentru orice vecinitate V a lui £ existd
elemente z’ din § care apartin lui V. In particular, aceasta
are loc pentru vecindtitile V de forma Vg (¢, 24, ..., %) =
={z'| | E(x;) — x'(xy)] < ¢} (i=1, ..., k) si va fi suficient
sd alegem convenabil vecindtétile Ve.

117



Fie deci z, y puncte arbitrare din E. Trebuie aridtat ca
&z +y) = E(x) + &(y). Alegem un ¢ > 0 arbitrar si veci-
nitatea V(e, z,y, 2 +y) = V. In V existd 2’ €8, deci,
pentru acest z', |&@) — @'(2)| < e, |EY) — 2'(y)] < ¢
si |8z +y) — o'z +y)| <ec Dar cum 2'(z +3y) =
=z'(z) + «'(y), avem in definitiv |§(z + y) — &(x) —
—iy)| =&z +y) — 2@+ y) + @@ + F(y) —
— E(x) — &y)|, deci |E&x +y)— &) — E&y)| < 3e.
Omogenitatea Af(xr) = £(Az) se demonstreazi analog, repe-
tind rationamentul cu vecindtiti V(e, Az, x), deci & €,
q.e.d. Retineti atit faptul, cit si demonstratia, pe care le
vom utiliza in cap. VII.

Celdlalt fapt, de care amintim si care se demonstreazd
ugor, ne spune ci un spatiu vectorial topologic nu poate
avea o vecindtate compactd, decit dacd spatiul este de di-
mensiune finitd. Aceasta face ca o serie de procedee utile,
folosite in cazul spatiilor local compacte, s& nu poatd fi
utilizate in cadrul spatiilor vectoriale topologice (si, in
particular, in cadrul spatiilor de functii ce intervin natural
in analiza matematicd). Demonstratia care urmeaza, apartine
matematicianului A. Gleason si este deosebit de eleganta.

Fie E un spatiu vectorial topologic, presupus local com-
pact. Existd deci o vecindtate compactd U a originii. S&
notdm cu int U interiorul vecindtdtii U si sd considerdm

acoperirea lui U prin multimile deschise x-|—% int U

(int U fiind deschisd, atunci i A int U va fi deschisd pen-
tru orice A == 0). Vecindtatea U fiind compactd, din aco-
perirea consideratd se poate extrage o acoperire finitd, deci

m

existd a,, ..., a, €U, astfel incit U(ai—l—-;— U) sd includa
i=1

pe U(mulpimile o+ % int U le-am inlocuit prin multi-

. . . 1 .
mile mai marl a; + F U). Prin urmare

%Ucﬁ(;‘;ai—i——i—U)- (A)

im1 on+1
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Vom aréita acum cd, pentru orice element arbitrar u din U
s1 pentru orice indice n, existd un indice j(r) €{1, ..., m},

1 o .
astfel ca u — ajq) — LU T T o G 83 apartind

an
U. Aceasta se aratd prin inductie. In primul

lui
n+1

N 1 .
rind, u — g€ ry U este echivalent cu ue % U +ajy), ceea

ce rezultd din (A). In al doilea rind,

2

m
1 4
u——aj(o)E——UC U(—i—(l,-l-—l—U]
2 =112 2

Deci existd un element a;q, astfel incit u — ajq) € %aj(l) +

+ .512. U, adica astfel incil u — ajiq) — % ajy) € ;1{ U etec.,

si afirmatia este demonstrata.
Vom remarca apoi cd V fiind o vecindtate arbitrara a
originii in E, pentru n destul de mare, n > N(V), avem

-Zin Uc V. Aceasta se datoreste faptului cd U este com-

pactd si se demonstreazd in modul urmitor. Se alege o
vecindtate W a originii astfel ca:

1°wW +WcV,

2° AW < W pentru orice |A| < 1, ceea ce, dupd cum
stim, este posibil. Se acoperd U cu multimile {z + W},
xz € U si din compacitatea lui U se deduce cd se poate ex-
trage un numdr finit de multimi =, + W, z, + W, ...,

P
ooy Tp + W, astfel incit U cU (x;+ W). Multimea W
imt

fiind o vecindtate, pentru orice x din E existd un 7, == 0,
astfel incit A,z €W in particular, existd A, ..., },, astfel
ca M, EW, ..., hpxp, €W. Fie A =min (}y, ..., }p). Va
rezulta cd si Az, ..., Azp vor apartine lui W si ca, pentru
orice p < A, uz; (i = 1,..., p) vor apartine lui W. Fie N(V)
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cel mai mic intreg pozitiv, astfel ca 1< pentru orice
n

n > N(V). In definitiv, vom avea

P

LUvcUL mrwycwrwev
2n i=12"

pentru n > N(V), adicd tocmai ceea ce trebuia ardtat. Dar

aceasta implicd

1 1 1
= i) = 5 iy — - — 5y i € UCV,
unde V este o vecindtate arbitrari a originii; cu alte cuvinte

©
u= Qézaj(n). S& ne amintim acum c¢d indicii j(z) nu pot

lua decit valori intregi cuprinse intre 1 si.m, deci cd in
suma infinitd de mai sus apare doar un numdir finit de a;.
s 1 <. <
Notind ¢; = ‘(%:1-27 , gdsim cd u=c¢a, + ...+ Cpay (de
J =

remarcat cd elementele a,, ..., a,, nu depind de ). Dar cum
orice element z din E este de forma z = Au, cu u €U,
sezultd cd orice element x din E se va scrie ca o combina-
rie liniard a elementelor a, ..., a,,, deci cd E este de dimen-
tiune cel mult m, q.e.d.



CAPITOLUL 1V

INTEGRALA
De la Arhimede pind in zilele noastre

Dupd cum indicd titlul, acest capitol este
consacrat expuneril anumitor aspecte ale teoriei integralei.
Presupunem din partea cititorului cunoasterea materiei ce
se cere la examenul de maturitate gi deci ci sint cunoscute
anumite notiuni de calcul integral De asemenea se pre-
supun cunoscute unele elemente din istoria calculului
integral.

Acesta este motivul pentru care consideratiile noastre
istorice, mai ales cele privind ,epoca eroici“ a integralei
se vor reduce la minimum. In ceea ce priveste omiterea unor
chestiuni mai fine, ce {in exclusiv de teoria functiilor de o
variabila reald, motivele sint diferite. Pe de o parte, aceste
chestiuni ne-ar abate (cu toatd importanta lor) de la calea
aleasd ; pe de altd parte, ele sint expuse aménuntit in alte
lucrdri in limba roméni.

Necesitatea de a calcula arii gi volume a fost evidenta
incd din antichitate. Posibilitatea era limitatd de lipsa unui
procedeu general. Arhimede a indicat mai multe metode
pentru a calcula aria unui segment de parabold precum si
portiunea de arie limitatd de spirala ce-1 poartd numele.
De asemenea, Eudox gisise volumul piramidei si al conului.
Toate acestea erau obtinute cu multd ingeniozitate, dar,
matematicienilor de pe atunci, le scdpa faptul cd au de-a
face cu un procedeu general. De pildd, Arhimede insusi
specifici undeva cd problemele relative la spirald ,n-au
nimic comun“ cu altele referitoare la sferd si la paraboloidul
de rotatie. Procedeele folosite aproximau mdarimea cdu-
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Cel care a dezvoltat o teorie completd a integralei a
fost B. Riemann. El reia rationamentele lui Cauchy, fara
a presupune cd functia de integrat f(x) este continud, si
determind proprietdtile lui f(x) care si asigure existenta
integralei cunoscutd astdzi sub numele de integrala Riemann.
Memoriul sdu a apérut in 1867, dupd moartea autorului.
Matematicienii aveau acum la indemind un instrument
precis, cu care se pirea cd pot lucra fara griji. Dar lucrurile
nu erau atit de simple! De pild4, functia ¢(x) definitd astfel:

o(x) =1 pentru z rational,
¢(xr) =0 pentru z irational,

nu poate fi integratd; cu alte cuvinte, lui ¢(z) nu i se poate
aplica constructia lui Riemann. Se pot da desigur si alte
exemple. O infirmitate gravd a integralei lui Riemann era
comportarea sa fatd de trecerea la limitd; pentru moment
ne méirginim la a spune ci aceastd comportare era cu totul
incomoda.

Matematicianul francez Henri Lebesgue are meritul de
a f1 construit o integrald mai generald, adici de a fi dat o
definitie mai generald a integralei, care sd coincidd cu inte-
grala Riemann a unei functii ori de cite ori aceastd ultimé
integrald avea sens. Implicatiile pe care le-a avut pentru
matematicd aparitia integralei lui Lebesgue sint imense. Desi
si aceastd integrald suferd de unele defecte i nu rezolva
intru totul problemele pentru care fusese construitd, totusi
ea a deschis perspective noi, schimbind o mare parte din
analiza matematicd. Integrala lui Lebesgue a fost, la rindul
ei, generalizatd. Generalizirile au fost de naturd diferita:
unele (integrala lui Denjoy-Perron) pentru a lirgi clasa
functiilor integrabile, altele pentru a trece de la functii defi-
nite in spatiul euclidian la functii definite pe spatii topo-
logice, sau chiar la multimi abstracte, punct de vedere esen-
tial in teoria probabilititilor, sau, in sfirgit, pentru a putea
integra functii ale ciror valori nu erau neapirat numere,
ci aparfineau unor spatii local convexe.
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Constructia integralei Lebhesgue

Inainte de a trece la definirea integralei
lui Lebesgue vom face citeva foarte sumare consideratii pri-
vind integrala Riemann. Fie f(x) o functie mdrginitd pe
[a, b] si fie m si M marginile sale inferioard i respectiv
superioard. Fie apoi o diviziune finitd (d) a intervalului
[a, 0], a =2y < 2, < ... < z, = b, cunotatia Ay = x —
— 2, (K =1,...,n), si ‘fie M, si my, marginile lui f(x) pe
intervalul [z, 23]. S& considerdm sumele s4 =Z_\,mhAk
si Sy =2MkAh (care din punct de vedere geometric re-
prezintd ariile unor domenii poligonale ce ,incadreazd“ aria
mirginitd de axa Oz, graficul functiei f(x) si paralelele
la axa Oy, duse prin a si b).

Se aratd ugor cd orice sumd s; nu poate depdsi o suma
oarecare Sq¢: (d si d’ fiind diviziuni ale lui [a, b]) §i deci
cd marginea superioard a sumelor sy, cind d parcurge mul-
timea tuturor diviziunilor finite ale lui [a, b], nu poate
depdsi marginea inferioard a sumelor S4. Dacd aceste mar-

. . A ~ - b
gini sint egale, valoarea lor comuni se noteazi cu \ f(x)dz.
a
Aceasta este integrala Riemann a functiei f(x) pe [a, b] si
se spune ci [ este integrabili Riemann pe [a, b]. Se aratd
cd in acest caz sumele* Ef(ik)Ak,unde Ep € [Tp_y, 2], tind
b P
de asemenea cétre S f(x)dz, dacd norma diviziunii d tinde
a
citre zero. Aceastd normd se noteazd cu v(d) si se defi-
neste astfel: v(d) este egald cu cel mai mare dintre nume-
rele A}, A,,..., A,, numere care reprezintd lungimile inter-
valelor determinate de diviziunea d. Faptul ci se considerd

doar diviziuni finite, ne asigurd ci v(d) este totdeauna finita.
Este evident (puteti face §i un mic desen) cd, pind si in cazul

unor functii foarte simple, sumele D f(£,)A, nu vor tinde
citre Sbf(x)d:c, dacd v(d) nu tinde citre zero.
a

* Numite sume Riemann.
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B. Riemann a caracterizat functiile cu aceastd proprie-
tate, adicd functiile ,intregabile Riemann“. Pentru a ex-
prima aceastd caracterizare in termeni moderni (enuntul
sub aceastd formd se datoreste lui Lebesgue) vom avea ne-
voie de notiunea fundamentald de multime de mésuré nula.

O multime A C R! este de mdsurd nuld dacd, pentru
crice ¢ >0, A poate fi acoperitd cu un sistem (finit sau
numdrabil) de intervale, cu proprietatea cd suma lungimilor
acestor intervale nu depiseste pe e.

Functia f este integrabild Riemann pe [a, b] dacd si
numai dacd multimea punctelor sale de discontinuitate este
de masurd nuld, adicd dacd f este continud aproape peste
tot*. Nu vom demonstra aceastd afirmatie (de altfel de-
monstratia nu prezintd dificultdti), insd vom demonstra
urméitoarea proprietate simpld, dar importantd: reuniunea
unei familii cel mult numirabile de mul{imi de masurd nuld
este de mdsurd nuld. Fie 4,, A,,..., A,,... de mésurd nula.
Fie ¢ > 0 fixat. Acoperim pe A, cu intervale de lungime

totald mai mica decit ;s, pe A, cu intervale de lungime

cel mult = ... pe A, cu intervale de lungime totald ce
22 "

nu depéasgeste -2% . Atunci reuniunea tuturor acestor inter-

vale este sigur de lungime totald mai mica decit —;— + % +

€

o .
o + ... = ¢ sl acoperd |J 4,, deci proprietatea

+ ..+

n=1
este demonstratd. Cum orice multime redusd la un punct
este de mdisurd nuld, orice multime numérabild poseda
aceastd proprietate.

* In general, se spune ci o proprietate este valabild aproape
peste tot pe o multime, dac3 ea este verificatd in toate punctele mul-
timii respective, cu exceptia unei submultimi de misurs nuli. Aceastd
exprimare atrage atentia ci, intr-un anumit sens, ceea ce are loc pe
multimi de misurd nuld este neglijabil.

127



S& trecem acum la constructia integralei Lebesgue ur-
mind metoda lui Riesz, metodd elementari.

Constructia integralei Lebesgue se va face plecind de
la functiile in scard. Prin definitie, o functie ¢(z), definita
pe [a, b], este o funcgie in scard, dacd existd o diviziune
finitd a intervalului [a, d], ¢ =, < 2, < ... < z, = b,
astfel incit, pe (2n, Zr41), () sd fie o constantd Cp (nu inte-
reseazd citusi de putin valorile pe care le ia ¢(z) in punc-
tele xy).

Integrala Sbcp(x) dz a functiei in scard ¢(z) va fi defi-
a

n
nitd ca Ech(xk — Zp;) (deci va fi aria determinati de
k=1

graficul functiel ¢(z)). Desigur cd aceasti sumi nu este
altceva decit integrala Riemann a lui ¢(z), dar apriori nu
avem nevoie de notiunea de integrald Riemann, ci este sufi-
cient sd putem defini integrala unei functii in scara!

Pasul urméator va consta in stabilirea a doud leme, ele-
mentare, de altfel, dar esentiale in cele ce urmeazi.

1° Pentru orice sir descrescidtor de functii in scarid nene-
gative {o,(z)}, care tind cétre zero aproape peste tot, sirul

b .
S on(r)dx tinde de asemenea citre zero.
a

2° Fie un sir crescditor {p,(x)} de functii in scard, cu
proprietatea cd sup Sbcpn(x)dx < oo . Atunci sirul {¢,(z)}
n a

tinde aproape peste tot cdtre o limitd finita.
Demonstratia lemei 1°. Reamintiti-vd proprietitile mul-
timilor de masurd nuld. O reuniune numdrabild de astfel
de multimi continud si fie de masurd nuld. Deci, dacd no-
tim cu C multimea punctelor in care sirul ¢,(z) nu tinde
citre zero i cu D, multimea (finitd) a punctelor in care

¢n(z) nu este continud, atunci CU U1Dn U{a}U{d} = E va
n=

fi de asemenea de mésurad nuli.
Sirul ¢,(x) fiind descrescitor, din ¢,(z) < M pe [a, b]
rezultd si ¢, () < M pe [a, b] pentru orice n. Fie apoi e > 0
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arbitrar. Putem acoperi pe E cu un sistem de intervale {I}
de lungime totald mai mici decit 2—;—1 Pentru orice zo 2 E,
¢n(%o) = 0 cind » — oo, deci existd un indice ny, = ny(x,, ),
astfel incit Qp,(zy) < 2(b

aceastd inegalitate este verxficatzi intr-o vecindtate Iy, a
lui z,, pentru orice n > n,, c#ci sirul {¢,} este descres-
citor.

Sistemul de intervale deschise {/,lx, cu z, & E} aco-
perd pe [a, b] deci (Borel-Lebesgue) existd un numdr finit
de intervale [ gi de intervale Ix ,..., /x, care acoperd pe

ta, 8]
Fie N =max ny(23). Atunci, pe U I,y ¢p() < e pentru

i=1

orice n > N gi deci contributia lui ¢, la mtegralas pndx
a

. Cum ¢y, este continud in z,,

pu va depisi
€
2(b — a)
Restul punctelor din [a, b] va fi acoperit de intervale Z,
lungimea lor totald fiind cel mult —e— i, cum o.(r) < M,

(b—a)=—2-.

contributia la integrala cp,,dx nu va depagl— M = -25

In definitiv, pentru orloe n>N (remarcat,l cd N de-
Pinde numai de ¢) avem

0 <S Pp(2)dz < €, q.e.d.
a

Demonstratia lemei 2°. S& presupunem la inceput c#
Pn(z) > 0 i fie sup Sbcpn(x)dx = A (presupus finit in
n a

enuntul lemei). Fie D, multimea punctelor z din [a, 8] in
care ¢,(z) nu converge cdtre o limitd finitd ; trebuie ardtat
¢d D, este de misurd nuli. Fie E mulpmea acelor z cu
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proprietatea cd, de la un rang nr, () >€ (e >0 fiind

un numir pozitiv arbitrar, dar fixat).
Daci utilizim notatia E.; = {xl or(z) > —4} , evident cd
e

Ee =) Eep 5i i Eey C Eeg C ... C Een C ... Dar cum
he=i

b .
op(z)dx < A, este evident cd E., (care este format — nu
a

uitati ci gp() sint functii in scard — dintr-un numir finit
de intervale) este de mésurd ce nu poate depigi pe ¢ (4 >

> \p(z)dz >é, suma lungimilor intervalelor lui Ep,) si
€

Ee,k
de aici se conchide cd E, este format dintr-un sistem (even-

tual infinit) de intervale, ale cdror lungimi totale nu de-
pisesc pe . Dar D, C E,, deci, ¢ fiind arbitrar, D, este de
misurd nuld.

Cazul in care ¢,(x) nu sint toate nenegative se reduce
la cazul precedent, considerind girul ¢, (%) = @,(%) — @,()
care este evident nenegativ, cdci sirul {p,} era presupus

crescétor, q.e.d. )
Lemele 1° gi 2° se extind, fird modificiri, in cazul in

care intervalul (a, b) nu mai este in mod necesar compact,
cu conditia de a presupune (aceasta de fapt intervine doar
tn lema 1°) cd, prin definitie, o functie in scard este identic
nuld in afara unui interval compact.

Inarmati cu aceste rezultate vom ldrgi clasa functiilor
pentru care este definiti integrala, in modul urmétor: no-
tdm cu C, clasa functiilor in scard, definite pe [a, b]; con-
siderdm clasa C, a acelor functii ce se pot ob{ine ca limitd
aproape peste tot de giruri crescdtoare {p,} de functii

fn scard, astfel incit sup Sbcp,,(x)dx < oo (aici intervine
n a

lema 2°).
Sirul (de numere){ Sb cp,,(x)dx}, fiind crescdtor gi mir-
a

ginit, are o limiti.
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Dacd fE€C,, deci dacd f(z) este limita aproape peste tot
. . . . . . (b

a unul gir, ca mai sus, este firesc si definim S f(z)dzx =
a

= lim q;,,(x)dx
n-poo

Pentru ca aceastd definitie a integralei si fie corectd
este nevoie ca:

(1) in cazul in care f€C,, ea si coincidd cu cea datd

mai tnainte gi

(2) sd nu depindd de sirul on(z) ales. Cu alte cu-

vinte, dacd f(z) = lim ¢,(z) si f(x) = lim {.(z) aproape

peste tot, trebuie aritat cd lim Scp,,(x)dx = lims(p,,(x)dx. Este
n-e N=p®

clar cif (2) implici (1).

Demonstratia apeleazé la lema 1°. Fixdm o functie om
Atunci girul om(z) — ,(2), n =1, 2, ..., descreste (cicl
Yn este crescitor) si tinde, aproape peste tot citre cp,,,(x)

— flz) < O Daci considerim girul {[om(z) — 4},,(3:) 1*}, unde

[pm(z) — (2)1* este egal cu op(x) — (%) dacd ¢m(z) —
() >7) g1 egal cu zero in cazul contrar, acest sir va
descregte i va tinde céitre zero (aproape peste tot).

Aplicim lema 1°: Sb[cpm(x) — p(@)i*dz > 0 (n > oo).
Dar cum @u(r) — Yn(2) < [om(z) — Yp(x)}*, vom avea
. Om(z) — b(@)dz < | lom(z) — 4n(z)1*dz, deci | (gm(z) —
— {n(2))dz tinde citre o limitd cel mult egald cu zero,
adicit qu:,,.(x)dx < lim S {n(2)dz. Ficind pe m — oo, obti-
nem lim cp,,,(x)dx hms Yn(z)dz. Schimbind rolurile lui

ne
Pm $1 ¢p ob inem inegalitatea contrarie, de unde rezultd

egalitatea celor doui limite. Cu exact acelagl rationament
se aratd cd dacd f,,f.€C; si f, < f,, atunci Sfldx < szda:

Se verifici ugor, §i 18sim aceasta in sarcina cititorului, c&

dack f,gEC;, atunci [ +¢, sup (f, &), inf (f, g) apartin de
asemenea lul C, gi ci ¢f €C, daci c este o constantd pozitivi.
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T plus, ("fde =c {'faz (¢ >0), [ +g)dz =
- SZfdx—l— Sngx si S:fdx= S:fdx+ SZfdx.

In continuare s definim integrala pentru functiile unei
clase si mai largi, notatd cu C,. Aceastd clasi va fi, prin
definitie, multimea functiilor f de forma f =f; — f,, cu
fi,fs€C;. Integrala lui f se val defini desigur astfel

Sbfldx — Sbfzdx = Sbfdx
a a a
Rezultd imediat cd definitia aceasta iste corectd (i.e.
. (b
dack f=f, — fo =21 — gy, atunei | fudo — (o= (gds —
a a a

- Sbgzdx) : Sbfldx — Sbfzdx = Sbgldx — Sbgzdx este echiva-
a b a b |ﬂ. b a b a
lentd cu S fidz + S gadx=s fodz +S gdz, dacd f; + g, =
a a a a
= fo + g1 5i stim c&, pentru £, ¢€C;, (' +g)dz = (fda+
a a
+Sbgdx, de unde concluzia ciutatd.
a
De asemenea se verificd ugor ci S()\f + Bg)dr =2 Sfdx +
+p sgdx, pentru orice f, g€C, si A, B constante. Cu alte

cuvinte, aplicatia f— Sbfdx definitd pe C, cu valori in R!
a

este o aplicatie liniard, ba mai mult, este o functionali
liniard pozitivd, sau, altfel spus, f>> 0 implicd (presupunem

cd fel,) Sfdx > 0. Functiile din C, le vom numi integrabile,

sau sumabile (termen introdus de Lebesgue). Dacd k este
integrabild, atunci A=1{f; — f;, cu f;,f,€C,. Din formulele
urmitoare (a cdror demonstratie constitule un exercifin
simplu pe care e bine si-1 incercati):
[k =sup (fy, f2) — inf (fy, f5)
k* =sup (fy, fo) — ]i =f};1_—' nf (fy, f2)
=n
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rezultd imediat cd h*, h™, | k| sint integrabile, dacd % este
integrabild.
S4 mai considerim alte dous proprletat,l

1° Dac4 k este integrabild, atunmls h(z)dz I <S [ h(x)| dx
(caci + h(x) < | k(z)], deci :I:S hdzx < S | k| dz).

2° Pentru orice h integrabild, existd un sir de functii
in scard o, astfel incit ¢,(7) = h(x) aproape peste tot si

lh(x) — ¢p ()| dx = 0 (R > o0)

(este suficient sé se observe cd dlferenya a doud functii in
scard este o functie in scard §i si se tind seama de deflnltla
clasei C,).

Este natural si ne punem intrebarea: ce se intimpld
dac3 incercim si lirgim clasa C, in modul in care, plecind
de la C,, am obtinut clasa C,?

Un fapt cu totul remarcabil este cd prin acest procedeu
nu iesim din clasa C,. Acest rezultat este exprimat de urmi-
toarea teoremd (care spune de fapt ceva mai mult).

Teorema lui Beppo Levi. Orice gir crescitor de functii
integrabile {An(z)} pe (a,0)* (,,mtegrabl]“ inseamni, de
acum incolo, ,apartine lui C,“) cu proprletatea cd

sup Sh,,(x)dx < oo, converge aproape peste tot cdtre o
n a

functie integrabild A(x). Mai mult, Sh(x)d:v = lim Sk,,(x)d:v.

Evident ci acest enunt este echivalent cu urmétorul: orice
serie Eun(x) de functii integrabile nenegative, pentru care

seria integralelor i un(r)dx este convergentd, converge
n=1

aproape peste tot cdtre o functie integrabild §i integrarea
poate fi ficutd termen cu termen. Demonstratia se face in
doud etape.

S& presupunem mai intii cd termenii u,&C;. Atunci
pentru fiecare u,(x) existd un gir crescétor de functii in
scard @ui(z) (k =1,2,...), care converge aproape peste tot

* Nu se cere ca (a, b) si fie mérginit,
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cdtre un(z) §i putem presupune cd @ax >0, cici un(x) sint
nenegative, iar girul {pna} este crescétor.

Fie @)= 2% k (k =1, 2,...). Functia @, este o functie
in scara, @, < d)g,g In plus, aproape peste tot Py(z) <
< Zu,,(x) = Uy(z), cdci @na(%) < uy(x). Rezultd de aici

Nemg

cd S(I),,(a:)dx < SU,,(z)dz < M (unde M = i Su,,(x)dx si

n=1

este finit prin ipotezd). Ne aflim in conditiile lemei 2°,
care poate fi deci aplicatd girului {®,} si vom gisi ci ()
converge aproape peste tot citre o functie integrabild U (x)

gl cd Sd),,(x)dx - SU(w)dx, cind k£ — oco. Vom ardta acum
cd Uy tinde aproape peste tot citre U(z) si cﬁSUh(x)dx -

= \U(z)dz, ceea ce demonstreazi teorema in cazul con-

siderat.
Intr-adevir, este suficient s& remarcim ci, pentrum >k

Dy ()= E‘Pn, (%) > E%Jn(“‘)

Nn=i n=q
Fixind pe k §i facind pe m s tinda citre infinit, se giseste
cd U(z) > Z_‘(un(x = Uy(z), aproape peste tot.

Dar @y(z) < Up(z), deci Qp(z) < Up(z) < U(x) aproape
peste tot, prin urmare

Sd),,(x)dx < SUk(x)dx < SU(x)dx.
Facem acum pe k£ — oo si tinind seama cd S@,(x)dx -
- SU (x)dzx, obtinem rezultatul cdutat, in cazul in care ter-
menii seriei Eun apartin lui Cj.
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Cazul general se bazeazi pe urmétoarea observafie: orice
functie nenegativi f(x) apartinind lui C, se poate reprezenta
ca diferenta a doud functii nenegative din Cy, f =f; — f,,

cu proprietatea cd, luind un ¢ > 0 arbitrar, \fy(z)dz < «.

Intr-adevir, feC, implicd f=f,; —f3 cu f;E€C,(i=1,2).
Existd deci un gir crescitor de functii in scard {¢,} ce con-

verge aproape peste tot citre fy, iar Scp,,(x)dx - Sf (z)dz (asa
se define§teSf(x)dx!). Deci numirul ¢ >0 fiind dat, existd

un indice N(e), astfel incitS(fQ(x) — ¢n(z)) dz < ¢ pentru

orice n > N(c). Este suficient si luim atunci f;, =f; —
= Pt iar fo=fa — ®n §1 avem descompunerea ciutatd.

Fie acum u,(r)eC, (n =1,2,...). Aplicind observatia
de mai sus, vom putea scrie U,(x) = v,(%) — wy(x) cu

1 1) .
Sw,,(x)dx <n (am luat ¢ = -2;) s1 vy, w0, EC,.

@
Prin urmare seria ZSwn(x)dx converge; dar cum gi
ne=1

s\ (x)dz converge, rezultd ci si 3 Sv (z)dxz converge
,§S n ge, s 2 )on g

(este vorba doar de serii numerice), deci am redus totul la
cazul anterior gi aplicim cele demonstrate la inceput atit
seriei ) Ju,, cit si seriei ) w, §i cu aceasta demonstratia
este terminatd.

Oricit de interesant ar fi rezultatul lui B. Levi, el ia in
consideratie doar siruri monotone de functii integrabile.
S4 vedem ce se poate spune, in general, despre giruri care
converg aproape peste tot. Este ugor sd construim giruri de
functii continue, care si tindd cdtre zero cu exceptia unui
singur punct, in care limita si fie infinitd g§i astfel incit
sirul integralelor respective si nu tindi citre zero, sau chiar
sd tindd cdtre infinit. Cu alte cuvinte, fird a cere o conditie
suplimentard, nu putem spera si integrim termen cu ter-
men un gir general. Un rdspuns la aceastd problemd este
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integrala sa este limita integralelor functiilor f, *. Demon-
stratia va face apel la teorema lui B. Levi.

Dacd @, este un sir oarecare de functii integrabile majo-
rate in modul de o functle integrabild ¢ (pentrunr =1,2,.
atunci functiile ,sig ®,, vor fi integrabile, vor forma un

sir crescitor, deci (gratie teoremei lui B. Levi) functia
limitd, care este sup ®,, va fi de asemenea integrabild.

Aphcind aceste con51derat11 sirului nostru f,, tragem con-
cluzia ci si functiile g, =sup f}, sint integrabile. Evident
k2>n

cd girul g, este descrescitor si cd g,(z) > — g(x), deci
Sg,,(x)dx > — \g(z)dx.

Vom arita imediat cd g,(x) tinde aproape peste tot citre
f(x). S4 presupunem cd am demonstrat aceasta. Teorema
lui B. Levi ne spune iardgi cd f(z) este integrabild s§i cd

Sg,,(x)d:v - Sf(x)dw, cind n — oo (in enuntul initial al teore-

mei lui Levi se cerea ca sirul considerat si fie crescdtor
si integralele respective si fie mdirginite superior, uniform
inraport cu n; in cazul girurilor descrescitoare este suficient
sd inmultim cu — 1 pentru a reduce situatia la enuntul cu-
noscut §i ca atare trebuie ca integralele considerate sd fie
minorate uniform in raport cu n). Ridmine de aritat cd g,()
tinde (aproape peste tot) citre f(x).

* Dac3 in enuntul teoremei lui Lebesgue am inlocui integrabilie
tatea in sensul lui Lebesgue cu integrabilitatea Riemann, concluzia
n-ar mai fi adeviratd. Un exemplu simplu ni-1 oferd, pe intervalul
[0,1], sirul fu(x) = 1, care tinde aproape peste tot ciitre functia ¢(z)=
= v in punctele rationale §i ¢(z) = 1 in punctele irationale. Toate
conditiile sint indeplinite, dar ¢(z) nu este integrabild Riemann. Dacéd
se face ipoteza suplimentard cd functia limitd este integrabild Rie-
mann, concluziile teoremei lui Lebesgue se pidstreazd si pentru inte-
grabilitatea Riemann (ele se deduc banal din enuntul general sidin
faptul cd, pentru functii integrabile Riemann, integralele Riemann
si Lebesgue coincid). Sub aceastd formi teorema este cunoscutd sub
numele de teorema lui Arzela-Osgood.
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Dar rationind perfect analog, rezultd ci si k, = inf fy

n
(r=1,2,...) sint integrabile; si presupunem gtiut ci ky(z)—
~> f(z) aproape peste tot. Atunci Sh,,(x)dx—» Sf(x)dx (din

nou am aplicat teorema lui B. Levi).
Cum

ha(7) < fu(z) < ga(2),
avem
[ta(e)dz < (faim)dz < eaords.

Dar membrii extremi ai inegalititii tind, dupd cum am
vizut, citre Sf(x)dx, deci si Sf,,(x)dx—e f(x)dz.

Rimine de ardtat convergenta lui g, (respectiv h,) cétre
f(z). Aceasta rezulti din remarca urmétoare:

Dacd {a,} (un sir de numere reale) tinde citre «, atunci,

pentru orice € > 0 §i n suficient de mare, a — e < @, <
< a + ¢, deci

a—ceL Inf g <sup < a +,
k>n kon
prin urmare girurile inf a = oy, 8i sup ap = B, tind si ele
n

n

citre «. In cazul nostru, sirul a va fi girul f,(z), z fiind
un punct in care girul f, converge.

Teorema lui Lebesgue este astfel complet demonstratd.

Se pot demonstra si alte teoreme privind girurile de
functii integrabile ce converg aproape peste tot. Un rezultat
deosebit de util este asa-numita lemd a lui Fatou: fie {fn(x)}
un sir de functii nenegative, integrabile, convergind aproape

peste tot citre f(z); dacd Sf,,(x)dx < M (M independent
de n), atunci functia limitd f(z) este integrabild si

Sf(x)dx < lim Sf,,(x)dx.

In comparatie cu teorema lui Lebesgue, lema lui Fatou
cere doar mirginirea inferioari a girului f,(z) de cdtre o
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functie sumabild (este vorba de functia identic zero), deci
mai putin. Concluzia este insi gi ea mai slabd; ni se oferd
doar o evaluare a integralei functiei limitd, nu stim insi
dacd putem integra termen cu termen. Demonstratia lemei
lui Fatou nu este in fapt decit repetarea celei de-a doua
parti a demonstratiei teoremei lui Lebesgue, gi deci o omitem.

Este ugor de vazut cd dacd f(x) este integrabild Riemann,
atunci integrala sa in sensul lui Lebesgue existd gi este egald
cu integrala in sensul lui Riemann. Intr-adevir, stim cd
f(z) este continud, cu exceptia unei multimi de masurd nuld
1 in punctele sale de continuitate ea este aproximatd de
functiile in scard ¢, obtinute in modul urmétor: considerim
o diviziune (d) a =2, < %,, ..., < 2, = b, de normi

v(d) < 1. Functia ¢,(z) este definitd egald cu my pe inter-
n

valul (2, Zs,), my fiind marginea inferioard a lui f(z) pe

Ty, Tpyy). Integrala lui ¢, va fi tocmai suma myAy a
functiel f(z), corespunzitoare diviziunii (d). Sirul ¢, este

crescitor, tinde aproape peste tot citre f(z), deci limScp,,(x) dx
va fi, prin definii,;ie,Sf(x)dx (integrala in sensul lui Le-

besgue). Dar cum sumele ) myAy tind citre Sf(:v)dx (inte-

grala in sensul lui Riemann), dacd f(z) este integrabild,
atunci, in acest caz, cele doud integrale coincid.

Cum se poate defini integrala Lebesgue a unei functii
care depinde de mai multe variabile? Constructia ficutd
mai inainte se repetd intocmai, dacd putem defini in R"
multimile de masurd nuld si functiile in scard, ceea ce este
foarte ugor. Pentru a fixa ideile vom face consideratiile
noastre in cazul planului. Vom spune cd o multime M c R?
este de misurd (bidimensionald) nuld, dac#, pentru orice
e > 0, M poate fi acoperitd cu dreptunghiuri ale cdror
laturi s fie paralele axelor de coordonate si a céror arie
totald sd nu depdseascd numirul . O functie in scard (sau
o functie simpld, sau o functie ,etajatd“), nu va fi decit o
functie ce ia valori constante pe un numdr finit de astfel
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de dreptunghiuri i nuld in afara lor. In spatiul R™ locul
dreptunghiurilor va fi luat de produse carteziene de inter-
vale, pe care, pe drept cuvint, le putem numi ,cuburi“ »-di-
mensionale, in locul ariei considerindu-se ,,volumul® acestor
cuburi. Degi constructia este perfect similard celei din RY,
apar probleme noi. Dintre acestea, in cele ce urmeazi
(Cap. VI si VII), ne va interesa urmitoarea chestiune.

Fie f(z,y) o functie integrabili, cu z&R?, yER™.
Pentru ce valori ale lui y, functia z = f(z,y) este integra-

bild si care este relatia dintre\f(z,y)dzdy si integrala

iteratéS(Sf(x,y)dx] dy? Raspunsul este dat de teorema

lui Fubini (pe care o vom admite fard demonstratie). Daca
f(z, y) este integrabild pe /X J (unde / este un ,cub“ in RP,
iar J un ,cub“ in R™), atunci, pentru aproape orice y&EJ,

functia z — f(z, y) este integrabild pe 7 §i$f(x, y) dzdy =
IxJ
=S(Sf(x,y)dx dz (Evident, enuntul este analog schimbind

rolul variabilelor). Vom utiliza acest rezultat in capitolul VI.

Despre notiunea de miisuri

Ati vazut cd la baza constructiei integra-
lei Lebesgue figura notiunea de multime de méisurd nuld si
cd ceea ce interesa erau proprietdtile ,aproape peste tot“,
adicd in toate punctele, cu exceptia unora care si formeze
o multime de misurd nuld. In acest paragraf vom discuta
citeva chestiuni legate de notiunea de masurd, fird a da,
in general, demonstratii.

Fie Xg functia caracteristicd a unei multimi (i. e. Xg(z) =
=1 dacd z€E 51 Xg(z) =0 dacd z€E). S& presupunem
cd Xg este limita aproape peste tot, de functii in scard. Vom
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spune atunci cd Xg este mésurabild (mal general, orice func-
tie limitd aproape peste tot de functii in scard o vom numi
functie misurabild) §i ¢ multimea E este misurabili daci
X este mdsurabila.

Dacd E este misurabild, masura sa m(E) se va defini

ca egald cuSXE(x)dx, in cazul in care Xz este integrabild,

si egald cu + oo in cazul contrar. Ce pr0pr1etat1 are aceastd
masurd? In primul rind, vedem imediat ci in cazul unui
interval (a, ), m[(a, b)] nu este decit lungimea b — a
a intervalului considerat. Apoi, se verificd usor cd orice
mulfime deschisd este mésurabild si cd, dacd "E §i F sint
masurabile §i ENF = &, atunci m(E) + m(F) = m(EUF)
Dar utilizind teorema lui B. Levi putem obtine mai mult:
dacd E,, E,,..., E,,... este o familie numéirabild de multimi

mdisurabile, doud cite doud disjuncte, atunci m(:U Ej) =
et

= 2m(E,) (proprietatea de completd aditivitate).

In definitiv, misura m definitd mai sus este o functie
cu valori nenegative (putind lua si valoarea -+ oo) definitd
pe o familie M de submultimi ale dreptei reale (multimile
»masurabile“), familia N verificind urmaitoarele proprie-
tati:

1° contine multimile deschise;

2° dacd A, B, atunci AUB si A — BER
(A-—-B =A N CB);

3° dacd 4,€8M, n =1,2,..., atunci | 4,EM;

4° dacd A €N, atunci multimea translatati z + 4,EM
51 m(4 + z) =m(4).

Mésura pe care am definit-o si care se numeste misura
Lebesgue (prin intermediul 1ntegrale1 Lebesgue) este deci
o funct,le care, intr-un anume sens, méisoard ,,1nt1nderea
mul{imilor (de§1 de pildd, existd multimi nenumérabile
de mésurd nuld). Lebesgue a definit mai intii mdasura gi
apoi, cu ajutorul acesteia, a constituit integrala sa.
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Definitia datd de Liebssgue urma unor tentative mai vechi
ficute de C. Jordan, O. Stolz, A. Harnack si G. Cantor;
definitiile masurii unei multimi, date de acegtia, sufereau
de grave neajunsuri. E. Borel a fost acela care a indicat calea
de urmat §i a ardtat, foarte pe scurt, cum se poate extinde
definitia mésurii (definité initial doar pentru mul{imile
deschise) la toate multimile ce se obtin plecind de la mul-
timile deschise, prin iterarea indefinitd a operatiilor de
pdiferentd® A — B =A N CB gi reuniune numirabild
(multimile obtinute, astfel se numesc mul{imi boreliene).
Lebesgue a dezvoltat sistematic teoria misurii. Iatd defi-
nitiile precise. Dacd G este o mulfime deschisd, atunci ea
este o reuniune numdirabild de componente, flecare compo-
nentd fiind un interval deschis; misura lul G se va defini
ca suma lungimilor acestor componente. Apoi, fie E o multi-
me mirginitd. Atunci misura sa exterioard m*(E) (respectiv
misura sa interioard my (E)) se defineste ca m*(E) = inf m(G),
G deschisd, EC G (respectiv m(E) =sup m(F), F inchis,
FcCE, misura unei multimi inchise definindu-se desi-
gur ca (b—a)—m(CF), unde b — a este lungimea unui inter-
val (a, b) ce cuprinde pe E, iar CF este complementara lui F
fatd de (a, b), multime ce rezultd deschisd).

Lebesgue spunea ci E este misurabild daci m*(E) =my (E)
gi valoarea aceasta comund este misura lui E, notata

m(E). Se poate ardta ci m(E) coincide cu SXde, §i cd

cele doud definitii ale mdsurabilititii coincid. Nu vom
arita aceasta deoarece este vorba de o chestiune cu carac-
ter pur tehnic. Notiunea de functie méisurabild devine: f
este misurabild daci multimile {z | f(z) < ¢} sint m&su-
rabile pentru orice numir real ¢. Clasa SR a mulfimilor mi -
surabile cuprinde, in particular, clasa multimilor boreliene,
dar este mai largd decit aceasta.

Citiva ani dupd aparifia lntegralel lui Lebesgue, mate-
maticianul I. Radon a remarcat ci toate constructiile lui
Lebesgue se puteau reface, daci se pleca de la o functie de
multime, cu valori reale (decl nu neapdrat pozitive) definitd
pe familia multimilor m#surabile Lebesgue, iar ceva mai
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tirziu, M. Fréchet observéd cd consideratiile lui Radon ramin
valabile, dacd se pleacd de la o functie complet aditiva
definitd pe o familie de parti & ale unei mul{imi oarecare X,
familie ce verificd doar conditiile 1°, 2°, 3°.

Cu alte cuvinte, o mésurd p va fi o functie definitd pe
o familie & de pérti ale unei multimi arbitrare X, cu va-
lori reale (putind lua i valoarea -4 oo sau — oo, cu res-
trictia c#, dacd -+ oo aparfine valorilor luate de y, atunci —
— oo este exclus §i reciproc) care posedd proprietatea de
completd aditivitate (i.e.dacd 4,E&R,n=1,2,..., A;n4;=
= @ (i s j), atunci p(UA,) =Ep.(A“). Misura p se
spune cd este pozitivd dacd ia doar valori nenegative.
Esential este faptul cé, dindu-se o mésurd oarecare, punc-
tele pot foarte bine sd nu mai fie de méisurd nuld (un exem-
plu simplu este oferit de mésura lui Dirac § in punctul z:
3(E) =1 dacd 2€E si 3(E) = 0 daci 2& E) si in general se
pierde invarianta la translatii. In ceea ce priveste multi-
mile de mésurd nuld in raport cu doud mésuri p, si y,, ele
pot fi complet diferite. Dacd u,(E) = 0 implicd p,(E) =0
pentru orice E misurabild, atunci se spune cé p, este absolut
continud in raport cu p,.

Cum se construieste integrala in raport cu o misuré oare-
caref Locul functiilor in scard este luat de functiile ,sim-

ple“*: f este simpld daci f(z) = };)\iXEi (%), cu Ey misu-
rabile gi Xg, functia caracteristici a mulfimii E;. In acest
caz Sf(x)dp. se definegte ca inp.(Ei). O functie f este inte-
grabild, daci existd un sir fl,, de functii in scar#, cu proprie-
tatea\|fp, — fm| dp.— 0, cind n,m => cosi astfel ca f, sd

tindd in mésuri citre f (aceasta inseamnd cd p({z| |f(z) —
— fa(Z)| < €}) = 0 cind n = oo, pentru orice € > 0).

Sint numeroase motivele care fac importantd notiunea
generald de mdsurd. In particular, ea este esentiald in teoria
probabilitatilor.

* Sau ,etajate“.
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In cazul in care multimea de bazi X este un spagiu topo-
logic local compact, teoria se poate dezvolta paralel, por-
nind de la o functionald liniard continud p(f) pe C(K)*
(pentru simplificare am presupus X = K compact). Aceastd
functionald se prelungeste apoi (prin intermediul functiilor
semicontinue) la o clasd mult mai largd de functii, func-
tiile integrabile, masura unei mul{imi definindu-se ca inte-
grala functiei sale caracteristice.

S4d ne reintoarcem la mésura m, numitd mésura Lebesgue.
Se poate ardta cd orice altd mésurd ., invariantd la transla-
tii, este un multiplu (cu un factor constant), al mdisurii
Lebesgue. Existd multimi care si nu fie masurabile Le-
besgue?

Putem da un rdspuns afirmativ, oferind un exemplu
simplu, care insd apeleazi in mod esential la axioma ale-
geril (acest exemplu se datore§te matematicianului italian
Vitali). Vom proceda astfel: in multimea numerelor reale
introducem relatia de echivalentd z ~ y, daci gi numai
dacd z — ¥y este un numir rational. Aceastd relatie deter-
mind impdrtirea multimii numerelor reale in clase de echi-
valentd.

Fie acum E o submultime a intervalului (0,1), construlta
alegind, din fiecare clasi de echivalentd, exact un singur
element (care si apartind lui (0,1)), ceea ce este posibil date-
riti axiomei lui Zermelo!

Fie E 4+r multimea {r 4r, x€E}. Atunci, pentru
orice & (0,1), existd un numir rational re(— 1 +1),
astfel incit t€E 4-r. Intr-adevdr, z&(0,1) 1mp11c5 exis-
tenta unui y€E (unic determmat), astfel ca z ~ y, deci
Z — y =r (currational), deci * =y 4 r€E +r. Apoi,
dacd r si s, r5&s, sint doud numere rationale, atunci
(E +r)N(E +s) = &, cici altfel ar exista in E doud
puncte echivalente, ceea ce nu este posibil. S& presupunem
acum cd E este misurabild: atunci m(E) =m(E +r) =
=0>0. Fie S= t?j+ | (E 4r). Multimile E 4r (cind

re(—1,+1

* Din acest motiv functionalele liniare §i continue pe C(K) se

numesc mésuri Radon.
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r variazd) fiind disjuncte, m(S)= ;1 m(E +r). Cum
re(—T,41)

Sc(—1,2), m(S) < 3. Dacd m(E) ar fi pozitivd, ar rezulta
) absurdltate céci in membrul din stinga al -egalitatii
m(S) —E-n(E +4-r) am avea un numir cel mult egal cu
3 si in dreapta am avea infinit. Prin urmare m(E) =0,
deci si m(S) = 0. Dar, pe b aza primei noastre observag,n
(0,1)C S, de unde contradicyia m(S) > 1, deci E nu este
misurabili.

Integrala Stieltjes si forma functionalelor
liniare pe C([a, b])

O generaliz are foarte naturald a integralei
Riemann a fost datd in 18 94 de matematicianul olandez
T. Stieltjes, care a avut nevoie de aceastd generalizare in
anumite probleme cu fractii continue. Importanta notiunii
introduse de Stieltjes a trecut neobservatd citiva ani, pind
cind F. Riesz a descoperit, in 1909, o legiturd surprinzi-
toare intre integralele Stieltjes si functionalele liniare si
continue, definite pe spatiul functiilor continue, pe un
interval [a, b], spatiu notat C ([a, b]) sau C(I) (dacé [a, b]=
= 1) si inzestrat cu topologia datd de norma f— | f || =

=sup | f(z)].
Care este definitia integralei Stieltjes? In locul sumelor

Riemann Zf r) (Zrey — ), se considerd suma de forma

2f(&k ) [(Zry1) — a(xk)], unde o este o functie monotond
pe [a, b]. In cazul in care «(z) = z, reg331m sumele Rie-
mann. Integrala Stieltjes a functiei f(z) in raport cu «(z),

notata Sf(:c)doc(x), va fi limita (daci ea existd) a acestor
sume, exact ca in cazul integralei Riemann. Mai precis,

numdarul 7 va fi integrala fu nctiei f in raport cu functia «,
dacd, pentru orice ¢ >0, e xistd un numar 7(g) > 0 astfel
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incit, pentru orice diviziune (d) cu v(d) < x(¢) si orice ale-
gere a punctelor &, in intervalele [y, Zp4] ale diviziunii
(d), st avem | I — 2 f(En)[a(2na1) — a(ap)]| < <. Sau, dacd
vreti, putem considera sume superioare gi inferioare
Sq = 2 M; [a(i41) — a(2;)], Tespectiv Sa= D mi[a(2y4y) —
— a(#;)], putem lua marginea inferioard a sumelor supe-
rioare, apoi marginea superioard a sumelor inferioare, pe-
care le vom numi integrala Stieltjes superioard, respectlv
inferioard si vom defini integrala Stieltjes ca valoarea co-
mun§ a acestor doud margini, atunci cind ele coincid. Teoria
merge perfect paralel cu cea smintitd in legdturd cu inte-
grala Riemann,

Definitia se poate generaliza, cerind ca functia «(z) si.
fie nu neapsrat monotond, ci cu variatie méirginité si deci,
conform teoremei lui Jordan, diferenta a doud functii mo-
notone.

Fie « cu variatie mérginild ; « se va scrie sub forma o(z) =

. . . (b
= oy(x) — ay(x), cu oy §1 o, Monotone si atunci S f(z)da se-
a

va defini ca diferenta S:f (x)doy(z) — S:f(x)daz(x).

Dacd « este cu variatie mirginita pe [a, b], orice functie
continud f(z) pe [a, b] este integrabild in raport cu a. Evi-
dent, acest caz se reduce imediat la cazul «(z) monotoni
§i, pentru a fixa ideile, si ddm demonstratia presupunind
cd o este crescitoare.

Intr-adevir, este suficient si aritdm c#, pentru orice:
e >0, existd y(c) > 0, astfel incit, pentru orice diviziune
(@) cu v(d) < 7(c), avem | Sg — 84 | < e, unde am notat

cu Sgsuma M k(0 (Zpa) — a(xp)) 51 Cu Sq sumaamh(a(xhﬂ)—
k=
—a(zy)), numerele M, si m;, avind aceeasi semnificatie
ca in paragraful precedent.
Intervalul [a, b] fiind mérginit, f va fi uniform continui,,
deci, ¢ > 0 fiind dat, existd §(c) astfel incit [z—z'| < &
sd implice | f(z) — f(z’)| < e. Atunci, dacd v(d)<< 3(g),.
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0< Sq—sa= D 3(My— my) (#(@ny1) — (23)) < & 2 (4(Thss)—
— a(xg)) < e(a(b) — «(a)), de unde rezulti concluzia ciutati.

S& presupunem ci functia «(z) este o functie de tipul
urmétor:

() {= 0 pentru z € [a, c],
=1 pentru z € [c, b].

Cine va fi Sbl-da(az) = dea(x)? Vom avea desigur
a a
S”da(x) =1.

Mai general, dacd « este o functie in scard, atunci

S da(x) va fi egald cu suma salturilor functiei «(z), dupd

cum se vede din definitie. Refntorcindu-ne la cazul «(z) =0
pentru z < ¢, sl a(x) =1 pentru z > ¢, cu cit va fi egald

S f(x)da(z), functia f(z) fiind presupusd continud? Se veri-

ficd imediat c& Saf(x)da(x) =f(x) [a(c +0) — a(c — 0))=f(c).

Functia «(x) de mai sus ne permite si construim imediat
un exemplu care ilustreazi ce se poate intimpla dacd se
renuntd la continuitatea lui f(x). Anume, sd presupunem
¢4 f(x) este nuld pentru z < ¢, si egald cu 1 pentru z > c.

In acest caz integrala bf(x)doc(x) nu existi! Intr-adevir,
a

sumele D5 My (#(Thyr) — %(r)) $1 25m (d(Thas) — (za) se

reduc la un singur termen, care corespunde intervalului

(g, Zr+1) ce cuprinde punctul ¢, 8i in acest caz Sq =1 si

sq =0, oricit de mic ar fi v(d), deci f(z) nu este integrabili

in raport cu «(z). Se deduce de aici urmitoarea situatie

aparent ciudatd: se poate ca S f(z)de(z) si S f(x)do(x) si e-

xiste si (f(x da(x) s& nu aibi sens!

Este suflclent sd ludm «(z) si pe f(x) ca mai inainte gi
puteti verifica imediat aflrmat,ule noastre!

147
10*



Dacd f(z) este continui pe [a, b] $i a(x) cu variatie mir-
ginitd, avem inegalitatea IS f(z)da(z) I </ f lI-Var «, unde:

Var « este variatia lui « pe intervalul [a, b].
Aceasta se obtine imediat, evaluind sumele:

Ef(?:’,,) (2(Zr41) — (zz)) 81 $inind seama de definitia variatiel
totale a unei functii. La fel de simplu se demonstreazd cé
daca f; sif, sint lntegrablle in raport cu «, atunci Af; + ufs.
va fi de asemenea integrabild (A si p constante) sl cd

{Lfs + uf)de =2 S:flda+ ) SZfzda-

Proprietdtile acestea ne spun cd functionala liniard
f- L(f)=Sbf(x)doc(x) definitd pe C(I) (am notat [a,b]
a

cu I) este continud. Remarcabil este ci si reciproca e ade-
vératd si aceasta constituie teorema lui F. Riesz: orice func-
tionald liniard §1 continud pe C(I) este de forma f—-

- Sbf(x)doc(x), o(z) fiind o functie cu variatie marginitd
a

pe [a, b]. ) ]

Demonstratia se face in mai multe etape. S presupunem
la inceput cd functionala L pe C(I), continud, este si pozi-
tivd, cu alte cuvinte cd f > 0 implicd si L(f) > 0, deci cd
f > g implicd 1 L(f) > L(g). Vom prelungi functionala la
o clasd mai largd de functii. Pentru aceasta vom considera
siruri crescdtoare de functii continue pe I: fi(2) < fy(z) <

. < fr(z) < ..., cu proprietatea cd existd o constantd
finitd K astfel ca f,(z) < K pentru orice n =1,2,... si
orice x € I (vom spune cd sirul {f } este uniform marglnlt)
Aceasta implicd faptul c& L(f,) < L(fy) < ... < L(fn) < KL(1),
deci girul de numere {Lf;} are o limita finita.

In ceea ce priveste lim fn(z) = f(z) avem doud posibi-
litdti: sau f(z) este continud si in acest caz, aplicind teo-
rema lui Dini, rezultd ci §1rul fn converge uniform citre f
deci L(f) = lim L(f,), sau f(x) nu este continud. Definim
atunci pe L(f) ca lim L(f,). Ramine de aritat ci definitia
este corectd, cu alte cuvinte ci valoarea L(f) nu depinde de
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Cum f, — Sr S < [fa —g)l*, atunci L(fp —g,) < L
([fs — gx]*), prin urmare Lf, — lim Lg, < O pentru orice

r, deci ¢i lim Lf, — hm Lg, < 0, adicd ceea ce cdutam.
n-»oo

Este clar cd, dacd L este definitd pentru f si g, ea va fi
definitd gi pentru f 4 g gi pentru Af cu A constantd pozi-
tivd gi cd L(f +g) = L(f) + L(g) s1 L(Nf) =2L(f) (x> 0).

In ceea ce priveste functiile de forma f — g, cu f s g obti-
nute ca limite de giruri crescdtoare si uniform méirginite de
functii continue pe [a, b], se definegte L(f—g) ca L(f) —
— L(g). 91 aici se pune problema corectitudinii.

Daci f—g ={f,—g,, trebuie ardtat cid L(f—g) = Lf —
— Lg = Lf, — Lg, = L(f,—g,), ceea ce rezulti imediat,
cdci f +¢, =f, +g, deci Lf +Lg, =Lfy +Lg si deci
Lf—Lg = Lf,—Lg,.

In modul acesta functionala liniara L, definitd initial
doar pentru functiile din C(), a fost prelunglta ca o func-
tionald liniard, la functiile ce se obtin ca limite de giruri
monotone, uniform mirginite.

Fie acum A, a < A < b, i e)(z) functia caracteristicd
a intervalului [a, A], deci ey(z) =1 dacd z € [a, 2] si ex(x)
= ( pentru x € (A, b). Functia e5(z) o definim ca functia
identic nuli pe [, b]. Este evident ci e,(x) poate fi obtinuti
ca limita unui gir crescitor uniform marginit de functii din
CI), (A > a); ex(z) va fi limita functiilor ¢,(z) egale cu 1

pentru z € [a, A — i], nule pentru z € [, b], gi liniare
n

pe [)\ -1 , )\].
n

Fie «(A) = Le, (definijia are sens datoritd observatiei
anterioare). Daci A < A/, ey(®) < ex(x), deci Le, < Ley',
cu alte cuvinte functia «()) este o functie crescétoare; afa) =
=L0) =0si «(b) =L(1) = | L || . ,

Ei bine, pentru orice functie continud f(x), Lf =S f(z;,dxfz)

a

cu alte cuvinte am obtinut reprezentarea ciutati in cazul
functionalelor pozitive !
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S4 demonstrim ultima afirmatie; pentru aceasta vom
n
considera functia <p(x)-=§f( En)len(®) — ey (2)], a=2A <

< N < ...< Ay =0 fiind o diviziune arbitrard a inter-
valului [a,b] §1 &z € [Ay, Ma41]. Functia o(z) va fi evi-
dent o functie in scari. Cum f(&) sint constante pentru
k=1,2,..., n, atunci

Lo =T f(E) [Ler, — Leng_y] =3 (E) [(h) — & (1)1

Fie « oscilatia* lui f(z) pe intervalul [, Apg1] 61 @ =
= sup wy. Este clar c¢d | ¢(z) — f(z) | < o pentru orice

k=1, ...,m .
z € [a, b], deci | Lf — Lo | =| L(f — ¢) | < L(w) = o L(1).
Daci facem acum pe v(d) sd tindd cétre zero, continui-
tatea uniformd a lui f(z) implicd i = 0, deci Lo = Lf.

Dar Lo SZf(x)da(x), deci L(f) = S:f(z)doc(x).

Cazul cind functionala L nu este pozitiva se poate reduce,
cu pretul unor argumente ce meritd a fi redate, la cazul stu-
diat mai sus. Toatd problema se rezumi la @ arita c¢i o func-
tionald liniard continud oarecare L se poate reprezenta ca
diferenta P — N a dou# functionale liniare pozitive (c#ci,
odatd acest fapt demonstrat, aplicim rezultatul dinainte
si totul este terminatl).

Fie deci f(z) o functie continud pe [a,b], pozitivi. Se
definegte Pf = sup Le. Cum conditia 0 < ¢ < f atrage

Sosf

el < IIfIl s continuitatea lui L atrage | L(p) | <
< VL llell, avem [L(e)l < L || If |l, deciPf este
finit. Este clar ¢d Pf > 0, cici 0 < f, deci Pf > L(0) =0.

Se defineste apoil Nf ca fiind egalid cu Pf — Lf. Avem
deci la indemind doud functionale pozitive, dar trebuie ari-
tat cd ele sint si aditive g1 pozitiv omogene, cici apoi pre-
lungindu-le prin liniaritate pe intreg C(I) (initial ele sint
definite doar pentru functii nenegative din C()), obtinem
ceea ce cdutim. Omogenitatea (i.e. P(Af) = )\P(f) pentru

* Adic# diferenta dintre marginea superioari si cea inferioard
2 lui f(z) pe intervalul considerat.
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A > 0) este evidentd. Pentru aditivitate trebuie ardtat cd

P(f +¢g) = P(f) + P(g) pentru orice f, g > 0 din C(I).
Inegalitatea P(f+g) > P(f) + P(g) rezultd imediat. Cea-

laltd, P(f + g) < P(f) + P(g) se aratd astfel: P(f +g) =

= sup L(s). Acum orice functie continud 0 < o(2) < f(z) +

0<o<T+y
+ g(z) pe [a, b] se poate scrie sub forma unei sume o(x) =

= o) + $@) cu 0 < ¢(z) < f(@) 51 0 < YP(z) <
< g(x). Intr-adevir, ludim ¢(z) = min [o(w) f(z)], care va
fi desigur continuu si ¢(2) = o(x) — @(x). Din definitie
rezultd clar ci 0 < @(z) < f(2). Apoi, pentru punctele in
care cp(x) = o(z), Y(z) rezultd nul, deci in acele puncte 0 =
= Y(z) < g()- Tn celelalte punete $(2) =o(z) — f(z) si
cum o <f+g, vom avea $(r) < f(x) + g(x) — f(x) =
=g(x), q.e.d. .

Cu aceastd descompunere la dispozitie, rationdm astfel:
oricdrui o(z), 0 < o(2) < f(z) +-8(2) 1i corespund doud
functii ¢ si ¢ ca mai sus, decit L(o) = L(e + ¢) = L(p) +
+ L(}) si “trecind la marglnlle superloare se obtine inegali-
tatea cdutatd, q.e.d.

Dupd cum am remarcat, prelungind pe P (N rezultd)
obtinem descompunerea ciutatd. Prelungirea se face astfel:
orice f € C(I) se poate descrie ca diferenta a doud functii
continue pe I, f =f; -- f,. Atunci Pf se va defini ca Pf; —
Cozntinuitatea lui P gi N este asiguratd chiar din defi-
nifie, deci teorema este complet demonstrati.

Descompunerea obtinutd nu este desigur unica posibild,
dar intr-un sens este cea mai ,economicd*; anume, P are
proprletatea cdl, dintre toate functionalele T ce ,,majoreazé“
pe L in sensul cd T(f) > L(f) pentru orice f &€ C(I), P este
cea mai micd (adica este maJorata de oricare altd functio-
nald liniari T ce majoreazi pe L), iar N este cea mai mici
majorantd a lui L.

Se poate pune problema unicitdtii functiei a(z) cu aju-
torul cdreia se reprezintd functionala L. Fird a insista asu-
pra acestei chestiuni, amintim doar cd trebuie impusd
functiei «(x) o conditie suplimentard ,de normare“ pentru
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a avea unicitatea ; de pildd se poate cere ca a(a) =0, a(z)=
= —;-(oc(x—f- 0) + a(z — 0)) pentru a < z < b (se pot da si

alte conditii de normalizare).

Teorema lui F. Riesz ne oferd un prim exemplu de repre-
zentare a functionalelor liniare. In capitolul III am discu-
tat destul de mult despre functionalele liniare §i continue,
dar cu exceptia celor pe R™ nu stiam de loc cum pot arita
ele. Vom mai intilni unele reprezentiri de functionale
liniare §. continue §i pe alte spatii in capitolele urmitoare.

In afara faptului cd ea apare ca o generalizare Tfoarte
fireascd a integralei Riemann §i in afara legdturii impor-
tante date de teorema lui Riesz, integrala Stieltjes inter-
vine in mod natural in diferite chestiuni de mecanicd, sau
mai ales, de calculul probabilititilor. De pildd, ori de cite
ori se considerd ,o0 distributie de mase“ care nu are in mod
necesar o densitate, si trebuie calculat un centru de greu-
tate sau un moment de inertie, apare o integrald Stieltjes.

Integrala Stieltjes construitd in acest paragraf se numegte
de fapt integrala Riemann-Stieltjes, pentru ci a fost con-
struitd pornind de la sume analoge sumelor Riemann gi
pentru ci se poate defini §i o integrald mai generald, numiti
integrala Lebesgue-Stieltjes. Despre alte proprietiti ale
integralei Riemann-Stieltjes, cum ar fi de pildd compor-
tarea fati de operatia de trecere la limitd, nu vom spune
nimic. Ne mirginim doar si remarcdm ci dacid functia «(z)

este derivabild, atunci se conchide ugor c& Sf(x)doc(x) se re-

duce la Sf(x)u’(x)dx, deci la o integrald Riemann uzuald.

Teorema de reprezentare a lui Riesz se poate generaliza,
obtinindu-se astfel reprezentarea functionalelor liniare si
continue pe spatiul C(K) al functiilor continue, definite
pe un spatiu compact K oarecare. Se aratd in acest caz ci
orice functionald liniard si continud @ se poate reprezenta

sub forma: ®(f) =\fdw, ¢ fiind o misurd (unic deter-

minatd de @) ce ia in general valori complexe, este definita
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pe toate multimile boreliene §i posedd o aga-numitd pro-
prietate de ,regularitate“ (pe care n-o explicitim), proprie-
tate ce este de pildd automat verificatd in spatiile eucli-
diene (5i de asemenea in cazuri mult mai generale).
Norma |[|®| a lui ® se aratd ci este egald cu |u|(X),
unde || este o misurd pozitivi numitd ,variatia totald
a lui p“. Misura |u| se definegte astfel: dacd . este defi-
nitd pe o familie M ce cuprinde toate multimile boreliene,

dacd E € 8RR, atunci || (E)=sup Z |#| (E;), superiorul
fiind luat dupd toate partitiile {E;} (cu E; N E; = @ pen-
tru i 5= jsi E; € ) ale lui E (desigur E = U E,).

Remarcati extrema generalitate a rezultatului; spatiul
K poate fi un spatiu compact oricit de general.

Nu vom demonstra aceasti form# generald a teoremei
lui Riesz, dar o vom utiliza in ultimul capitol.



CAPITOLUL V

SPATII $I FUNCTII
Despre unele spatii de functii

Matematicienii au demonstrat destul de cu-
rind, chiar inainte ca notiunea de functie si se fi degajat
cu depllna claritate, utilitatea folosiril reprezentdrii unor
functil prin altele mai simple; Euler utiliza sistematic gi
cu succes dezvoltarile in serie de puteri, D. Bernoulli a atras
atentia asupra posibilitdtii utilizérii seriilor trigonometrice
in rezolvarea ecuatiei coardei etc. Cu alte cuvinte, foarte
adesea este interesant gi util sd se studieze o functie, nu ca
un obiect individual si izolat, ci in legdtura cu alte functii.
Deci aceastd idee este cunoscutd de multd vreme si utili-
zatd adesea. Totugi lucrurile au cépétat un caracter mult
mai clar, atunci cind s-a constatat ci o serie intreagi de
fapte ale Analizei Matematice, legate de multimile de func-
ti1, au un aspect geometric destul de simplu, datoritd ca-
racterului lor liniar. In capitolul III am expus destul de
aminuntit unele chestiuni legate de partea generald a teo-
riei. Acum insi, folosind in mod esential integrala Lebesgue,
vom considera_unele exemple de spatii vectoriale local co-
nexe, extrem de importante. De altfel, din punct de vedere
istoric, tocmai acestea au fost exemplele care i-au condus
pe Hilbert, Riesz, Banach, M. Fréchet la o teorie generala.

Pe de altd parte, acestea sint, intr-un sens evident, cele
mai simple spatii vectoriale topologice.

Pentru a le defini, si ne reintoarcem, pentru o clipd, la
integrala Lebesgue. Dupa cum ati Vézut integrala unei
functii nu depinde de toate valorile luate de functie, ci de
aproape toate aceste valori. Mai precis, dacd doud functii
integrabile coincid aproape peste tot, ele au aceeasi inte-
grald. Aceasta rezultd evident din insa§1 constructia inte-
gralei. De aceea, in cele ce urmeazi vom identifica functiile
care difers doar pe multimi de misurd nuld. Mai precis,
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aceasta inseamnd c¢d in mul{imea functiilor definite, si
zicem, pe dreapta reald (aceleagi consideratii se fac gi in
cazul general al unui spatiu arbitrar pe care s-a definit o
masurd) se introduce o relatie de echivalentd: f ~ g daci
si numai dacd f(x) =+ g(z) pentru o multime de puncte z,
de misurd Lebesgue nula.

Clasele de echivalentd fatd de aceastd relatie nu vor fi,
desigur, decit familiile de functii ce diferd intre ele doar
pe multimi de mésurd nuld. Facind un abuz de limbaj, vom
utiliza cuvintul functie si atunci cind ne vom referi la o
astfel de clasid de echivalenta.

S& considerdm acum multimea functiilor, definite pe o
multime mésurabild Q c R!, care sint m&surabile (adicd
limite aproape peste tot de functii in scard dacd functiile
considerate au valori reale, sau, dacd se considerd functii
ce iau valori complexe, partile lor reale si imaginare au
aceastd proprietate) §i de péatrat integrabil.

Notdm aceastd multime (mai precis, clasele de echiva-
lentd fatd de relatia ~ de mai inainte) cu L2( Q). In par-
ticular, Q poate fi intervalul [0,1], sau chiar intreaga
dreaptd R!.

Ce se poate spune despre aceasti mulfime de func}ii?
L*(Q) = L2 este un spatiu vectorial, cu o structurd geometriod
destul de simpld (desi este, desigur, infinit dimensional).
Este evident c3 dacd f € L2, atunci Af va apartine de ase-
menea lui L2. Dacd fy, f, € L2, trebuie verificat ci si f; +
+f, € L2 1In ceea ce priveste misurabilitatea lui f; +
+ f,, aceasta este evidentd. Mai trebuie ardtat ci (f; + f5)?
este integrabild Lebesgue. )

Dar [fy + 12 < 1112 + 2111l [f2l +1f5]? deci va fi
suficient de verificat cd |f,f,| este integrabild. Masurabili-
tatea functiei f,f, rezultd din proprietétile functiilor maé-
surabile. Vom arita mai mult, anume ci

ARE <(f !fllzdx)m(s TARE )‘” 5

* Pentru simplificarea scrierii am omis indicarea domeniului de
integrare.
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aceastd inegalitate numindu-se inegalitatea lui Schwartz.
Demonstratia se vede imediat; intr-adevdr, pentru orice
numdr pozitlv «

(@)oo | < 3 [ @) B+ 2 1fal) 1]
deci

S|f1f2|dx<§[«s fida + 2 (17,20

Daci unul din termenii ce figureazd in membrul al doilea
este egal cu zero, de pildd \ |f,|?dz =0, atunci in mod

necesar f; = 0 aproape peste tot, deci |f,f,] =0 aproape
peste tot si deci inegalitatea (in acest caz chiar egalitate)
este verificatd.

In cazul contrar « poate fi ales astfel incits | fi(z) |2dx=

1
= 5\ Ifuta) .
Dar in acest caz membrul din dreapta va fi egal si cu
1/2
‘Slfllzdx.Slede)l, de unde concluzia ciutati*. In

inegalitatea lui Schwartz avem egalitate doar dacd f; = cf,,
¢ # 0, egalitatea avind loc, desigur, aproape peste tot.
S4 introducem notatiile urmétoare:

(r, &) ={fedz, WfI=(f, fyn= (S |f|2da )"2,

unde Z(z) este conjugatul complex al lui g(z); deci, in
particular, f(z)f(x) =|f(x)|2, prin urmare | f|| va fi un

* Am utilizat faptul banal ci % (@ + a) = Va?. In cazul de fatd
1
@ =afifpae= it
o
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numdr pozitiv sau nul. Daci se considerd doar funetii cuw
valori reale, atunci (f, g) se poate defini si ca ngdx (deoa-

rece § =g).

Numadrul (in genere complex) (f, g) se numeste produsul
scalar al functiilor f 8i g, iar || f|| norma functiei f.

Ce proprietdti verifici norma si produsul scalar?

E ugor de vizut cd

1° (f+g7 k) =(f; h) + (g, h)1
2° (M, 8) =2 (f, 8);
3° (f’g)—_-(grf)'

Inegalitatea lui-Schwartz se poate scrie sub forma

[(F, 91 <Iflllgll

Sub aceastd form& ea a fost demonstratd in capitolul IV.
Dar demonstratia datd acolo utiliza faptul ¢4 produsul sca-
lar era definit pe un spatiu vectorial. In cazul lui L? tre-
buie mai intii verificat ci avem de-a face cu un spatiu vec-
torial, si aceastd verificare ne va furniza totodatd gi ine-
galitatea cerutd.

In ceea ce priveste norma | f||, trebuie justificatd de-
numirea. Stim (aceasta este definitia) cd o normd definita
pe un spatiu vectorial £ este o functie|| - ||: E = R astfel ca:

1° |Ifll >0 dacad f=0;

2° |Ifll =0 implicd f =0;

3° IAfll = || |If]l pentru orice scalar 2;
f+el<<Ifll +lgll

Tocmai verificarea proprietdtii 1° cere identificarea func-
tiilor egale aproape peste tot. In modul acesta, a spune ca
f =0 inseamni de fapt ci f se anuleazd pentru aproape orice
z, iar f =£ 0 inseamnd ci f este diferit de zero pe o multime
de misurd pozitivd gi deci || f|| > 0. Proprietitile 2° §i 3°
sint evidente.

In ceea ce priveste 4°, ea este un caz particular a asa-
numitei inegalititi a lui Minkowski. Iatd demonstratia:

If +gl*=(+g f+8==FF+8 +@&f+8);
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Aplicind inegalitatea lui Schwartz rezultd

[y )| <IUFIILE +gll sile f+al<lgllf +gl,
de unde

IF+gll2 < (A 1l Af+2-

Dacé ||f +gll % 0, impdrtim cu ||f4-g|| $i obtinem inegae
litatea cdutata.
Dacd ||f + gl =0, atunci inegalitatea lui Minkowski este
evidentd, q.e.d.

Iatd deci cd multimea L2 poate fi organizatd ca un spatiu
normat §i de aceea, de acum incolo, o vom numi ,spatiul
L?* sau spatiul functulor de patrat sumabil.

Din 4° rezultd imediat ci || =l <If—R||+11k—gl,
§1 (ceea ce amintisem de fapt si intr-un capitol precedent)
cd functia d(z,y) =|z — y|| este o distantd in L2,
Extrem de important este insi faptul ci norma spatiului
L2 se obtine cu ajutorul unui produs scalar. Formal, pro-

dusul scalar (f,g) =ng are toate proprietdtile produsului

scalar din R"; stim cd in R" relatia (v, ¥;) =0 este echi-
valentd cu ortogonahtatea vectorilor v; §i v,. Prin analogie,
vom spune ci f gi g sint ortogonale daci (f, g) = 0.

O proprietate importanti a spatiului L? este completi-
tudinea sa; dacd un gir {f,}, cu f, € L2 este un gir Cauchy

(desigur fatd de norma ||f|| = S]flzdx), deci dac || fr —

— fmll > 0 pentru n,m -»oco, atunci existdi o functie
fe L2 astfel ca f = lim fns sau altfel spus, astfel ca ||f —
—f,,[]-»O cind n - oo.

Aici apare faptul cd avem de-a face cu integrala Lebesgue
sinu cu integrala Riemann: dacd am considera giruri Cauchy
de functii integrabile Riemann, s-ar putea ca limita s& nu
mai fie o functie integrabild Riemann.

Completitudinea spatiului L2 este cunoscutd sub numele
de teorema Fischer-Riesz. Demonstratia ei, pe care o dim
in cele ce urmeazd, se sprijind esential pe teorema lui
B. Levi gi pe lema lui Fatou.
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Fie deci{f,} un sir Cauchy de functii apartinind spa-
tiului L2 Deci, pentru orice ¢ >0, existd un indice N(e)
astfel incit, daca m,n > N(g), atunci |fp, — fmll < e.
Trebuiesd ardtim ci existi un element f € L2, care este limita

(in L?) a siru lui f,, i.e. care verificiSlfn — f|2dz - 0,

13

cind n—oo. (Aceastd convergent d este mult mai ,.grosolana
decit convergenta punctuald, la rindul ei mai putin ,bupi®
decit convergenta uniformd.)

Sa presupunem, pentru inceput, cd € este mirginild

deci m(Q) este finitdi. Fie ¢ =1 , n=12,.. Existd
on
indici my, my,..., Mmy,... cu proprietatea cd daci m, p > my,,
atunei jifp — full < -
Atunci, aplicind inegalitatea lui Schwartz functiilor
I fmk“(x) — fmk(x)l si Xy (x) (functia caracteristicd a mul-
timii Q), gidsim

{1 Fmnss = fun! 42 < V) g2 — fong| < V70 o

deci serlaz Sl fmnps — m, | dz este convergentd. Dar teo-

rema lui B Levi ne asigurd, in acest caz, cd seria

E[fmn(x) — fma(%)] converge, aproape peste tot pe Q
1

n=
citre o functie @(x). A spune cd seria aceasta converge
(avem de fapt chiar convergentd absolutd) inseamnd ci
sumele el partiale converg cidtre ¢(z) (aproape peste tot);
dar sumele partiale nu sint decit functiile fy, (z) — fm1 ().

Punind f(2) = ¢(2) — fm,(x), obtinem deci ¢d fu,(z) con-
verge aproape peste tot citre f(z).
Acum, dacid n > my;, avem

o1 1o@) = fm @ Pz =fa — i, I* < 35
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In plus, pentru » fixat, | f(z) — fm,(2)|? tinde (aproape

peste tot) catre |f, — f(z) |2, pentru m; — co. Putem aplica
lema lui Fatou, deci, |fu(z) — f(x)|? este integrabild si

@) — f@) 1P < Et‘u s n>my Cu alte cuvinte, f, —

— f€ L¥Q),deci f =f, — (f» — f) € L2 Este de aseme-
nea evident ci ||f, — f|| = 0, cind n — oo.

In cazul in care Q nu este mirginit, de pildi Q = R?,
tinem seama cd ( se poate scrie ca o reuniune numdarabild
de multimi Q' mdrginite §i, din faptul cad f,(z) — fmk(x)

converg aproape peste tot catre ¢(x) pe fiecare Q’, rezultd
aceeagi concluzie pentru intreg Q. Restul rationamentului
rimine acelagi. Teorema este complet demonstrati.

Bineinteles, dacd f = lim f, in L2, atunci sirul {f,} este
sir Cauchy.

Un alt exemplu important de spatiu de functii este spa-
tiul LY( Q) al functiilor integrabile (Q fiind, ca mai ina-
inte, 0 multime mésurabild). Poate pérea ciudat faptul ci
am vorbit mai intii despre spatiul functiilor de patrat inte-
grabil, gi abia apoi despre spatiul functiilor integrabile!
Dar spatiul L1( Q) este, intr-un anume sens, mai putin sim-
plu decit spatiul L% Q), pentru cd in el nu avem definit un
produs scalar.

Norma in LY( Q) va fi, desigur, || f|| =S [f(z)|dz. Si aici,

bineinteles, lucrdm de fapt cu clase de functii echiva-
lente, identificind functiile egale aproape peste tot (altfel
{Ifll n-ar mai fi o norma). Este evident cd L! este un spatiu
vectorial. Ce se poate spune despre completitudine? Exa-
minati vd rog atent demonstratia teoremei lui Riesz — Fi-
seher ; pdstrind notatiile, din definitia normei in L! rezultd
direct (fird a utiliza inegalitatea lui Schwartz) cd seria
lfmk+l(x) — fmk(x)[ converge aproape peste tot fird a fi
nevoie de-a face, la inceput, presupunerea suplimentard ci
Q este marginit. Restul demonstratiei decurge la fel, inlo-

cuind p#tratele modulelor cu modulele. Deci LY( Q) este
complet.
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Dar norma lui L' nu mai provine dintr-un scalar! Nu
putem deci vorbi de ortogonalitate in spatiul L! si aceasta
complicd mult structura sa geometrici.

O caracteristicd comund a spatiilor functiilor integra-
bile, respectiv de pétrat integrabil, definite pe R!, sau, mai
general pe R este separabilitatea lor *. Prin aceasta se
intelege cd existd o multime numdrabild de functii, dense
in L? (respectiv in L'). Mai precis, existd functii £, fa,...
fa,---, astfel incit, pentru orice f € L2 i orice ¢ > 0, exlsta

o functie f, cu proprietatea SI f — fm|3dz < ¢ (enunt ana-

log pentru spatiul L'). Demonstratia este un bun exer-
citiu lisat pe seama cititorului; ca indicajie mentionim
o% este suficient sa se considere cazul Q = R, apoi, pentru
orice [ € L2(R') (rationament analog pentru f € L), sd se
considere funci,;ia fo=f1 pe (—n, + mr), nuli in afara acestui
interval, a se ,trunchia“ apoipef, (i.e. se scrie fo(z) = fy(2)
dacd —n < fu(2) < 1, §i fu(x) =n (respectiv fa(z) = —n)
dacd fp(z) > n (respectlv fa(x) < —n)) si a se recurge apoi
la functiile in scard cu valori ra(,lonale §1 puncte de discon-
tinuitate rationale pentru a aproxima, in L2, functiile ,trun-
chiate“.

Se poate verifica de asemenea ci multimea functiilor
continue cu suport compact este densd atit in L! cit i in L2
(daci Q = R, nu orice functie continui este integrabili,
sau de pdtrat 1ntegrab1]) Aceste proprietiti de densitate
sint extrem de utile, pentru cd ele, atunci cind dorim si
stabilim unele proprietdti privind toate functiile din L32
(sau din L), permit si demonstridm proprietitile ciutate
in cazul functiilor unei submultimi dense (de pildi pentru
functiile continue cu suport compact, sau pentru functiile
in scard) ceea ce poate fi destul de simplu, si apoi s& utili-
zam densitatea functiilor considerate. Vom vedea un astfel
de exemplu in ultimul capitol.

* In cazul spatiului functiilor integrabile, sau al celor de pitrat
integrabil definite pe alte spatii topologice, proprietatea de separa-
bilitate nu este verificatd totdeauna.
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Exacl camn am definit spatiile L! gi L? putemn delini, in
general, spatiul LP, cu 1 < p < oo. Anume, L?(Q) va {i spa-
tiul functiilor f(z) (de fapt, al claselor de functii echiva-
lente) masurabile §i de putere p sumabile. Norma va fi

datd de ||f)} = |\ | f(z) j”dx)llp. Pentru a evita confuziile,

. 2
vom nota aceastd norma cu || f|lp (decl I f||2=(g [ f(x) |2dx)1/ .

11l = (7@ dz)-
Faptul cé ||f|l, este intr-adevdr o norm& (mai precis

cd ||[f +gllp <Ifllp +1lgllp) rezultd dintr-o inegalitate
importantd, numitd inegalitatea lui Holder: dacd f € LP

sig € L9, cu—:; +% =1 (p >1), atunci f(x)g(x) este
integrabild §iSf(x)g(x)dx < Iflip llgllq (deremarcat ci daci

1 « ek . .
p =, regisim inegalitatea lui Schwartz.

Demonstratia se bazeazi pe o inegalitate elementara.
Fie « € (0,1) si fie functia ¢(z) = 2* — oz, definitd pe
(0, o00). Se verificd imediat cd {(zx) isi alinge maximul in
punctul =1, deci §(z) < $(1) =1 — « adicd a* < ax+
+1 — . Alegem acum pe z de forma z =%, cud si B

pozitive. Inegalitatea de mai inainte devine (dupd o inmul-
tire cu B)

AeB= < ad + (1 — «) B.

—

Numarul « este la libera noastrd alegere; il alegem « = —
p

(deci 1 —a va fi—i—] si obtinem
q

1
q

BI < B

q

B~

A

44
p
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Alegem acum pe A si B; notind cu fy(z) §i gy(x) functiile
ﬁil-f—rl)—si respectiv ;x) » ludim A =|fy(z)|P 81 B =|gy(z)|e
(amp presupus cd atit ||f|l, cit §i |[g]ly sint nenule, cici ia
caz contrar inegalitatea lui Holder este ev1dent§) Atunci

[ fi(z)gy(z) ] gﬁg + g,(:)q ]

(w) [ | 81(2) 1

Dar cum atit AZ12 ¢t si sint func§ii integrabile,

din inegalitatea de mai sus rezulti ci gi produsul fg; va
fi integrabil. Putem integra si gﬁsim cd

[ h@e@ e < -+ - =1,
sau, tinind seama de definitia functnlor fi 8i gy,

(| @s(@) 1dz < 1715 ligle-

Cum ‘Sf(x)g(x)dxl Sl f(x)g(x) | dz, inegalitatea lui Holder

este demonstrata.

Inegalitatea || +gllp <IIfllp +1Igllp se numegte ine-
galitatea lui Minkowski si se deduce ugor din inegalitatea

lui Hélder.
Urcind in continuare scara complexititii, mai dim incd

un exemplu: fie Lig (RY) spatiul functiilor misurabile care
sint local integrabile. O functie este local 1ntegrahin dacd ea.

este integrabild pe orice compact. Pe Li (R!) se introduce
in mod natural o topologie cu ajutorul sistemului de semi-

norme pg(f) =SK|f(x)ldx, K parcurgind familia tuturor

multimilor compacte din R!. Un sistem echivalent de semi-
norme (deci un sistem care induce pe Lio (RY) aceeagi topo-

logie ca py este dat de girul de seminorme pg(f) =S an(x)dz,
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unde K, este un sir de compacte din R! cu proprietatea ci
orice compact K este inclus intr-un K,.

In mod analog putem defini spatiile Li, sau mai gene-
ral LY.

Spatii Hilbert si Banach

Avem acum destul material pentru a trece
din nou la o discutie ,abstractd“. Anume, din cele spuse
mai inainte vom extrage unele definitii generale, apoi din
manipularea acestor notiuni, vom deduce unele rezultate
si vom vedea ce dau ele in cazurile ,concrete” intilnite mai
inainte.

Din considerente de economie de spatiu nu ne vom per-
mite sd ddm prea multe aplicatii. Deci acest paragraf este
dedicat partii abstracte.

Vom spune ¢d un spatiu vectorial H este un spatiu Hil-
bert (real sau complex, dupd cum corpul scalarilor este cor-
pul R sau C), dacd s-a dat pe H un produs scalar (u,v),
astfel ca [[u] = (&, u)!/? s& fie o normi fatd de care spa-
tiul H este complet.

S& presupunem cd H este un spatiu Hilbert complex.
Produsul scalar este o aplicatie definitd pe H X H cu valori
in C: perechii (u, v) i se atribuie un numér complex (z, v)
astfel incit:

1° (uy + uy, v) = (4, 9) + (4y,9);

2° (u, 03 +0y) = (u, 1) + (u, v5);

3° A (u,v) =(Au,v);

& (u, 2v) =2 (u,9);

5° (u, v) = (v, u);

6° (u, u) > 0.

Remarcati c& de fapt 4° gi 2° rezultd din 1° §i 5°.
{Bara inseamni trecerea la conjugatul complex.)
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In cazul in care H ar fi un spatiu Hilbert real, in aceste
proprietdti dispare conjugarea complexd, iar valorile pro-
dusului scalar sint numere reale.

Norma || u| = (u, @' intr-un spatiu Iilbert se bucura
de urmétoarea proprietate caracteristicd (,regula pc.ale-
logramului®):

e +yl* +llz—yl* =2z + 2y
Demonstratia se reduce la o simpld verificare:

(x+y,x+z/)+(x—-y,x—J (=, w)+(y,y)+( ¥)+
2(z, ) +2(y, Y)-

Proprietatea este caracteristicd in sensul urmdtor: daca
o normd definitd pe un spatiu verifica regula paralelogra-
mului, atunci ea se ob{ine cu ajutorul unui produs scalar.
Existd o serie intreagd de conditii necesare si suficiente care
sd asigure ca o norm4 si fie generatd (ca mai sus) de un pro-
dus scalar.

Este verificatd si ,teorema lui Pitagora“: daci u este
ortogonal cu v (vom nota aceasta u | v), atunci||u o |2=
=|luliz +||v]|? (rezultd banal din deflnltu)

Vom demonstra acum urmétoarea lemd: dacd F este un
subspatiu vectorial inchis a lui H siu € H, si dacd d =
= inf ||(u — v)||, atunci existd un element v, € F, astfel

EF
incit d =|lu — v,].

Intr-adevir, conform definitiei, existd unsir {v,}, v, € F,
astfel ca ||u — v, || = d. Sirul v, este insd sir Cauchy cédci

1
“'Un — Unm ”2 =2”v'n - u”2 +2||’0 - u”2 - 4”—('Un+vm) -
— u|[? Dar II— On +vm) — 1|2 > d?%, dect [[vp — 0, [P <
<2l!vn—u||2+2||” — ul* — 4d®si, cum ||v, — u|?® —> d?

cind n — oo, afirmatia rezulti. Prin urmare existd un ele-
ment v, = lim v, §i, cum F este inchis, v, € F.

De aici vom deduce cd dacd F este un subspatiu inchis
al lui M, diferit de H, atunci existd un vector nenulv € H,
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ortogonal lui F, adicd un vector ¢ cu proprietatea ¢ (v, u) =
=0 pentru orice u € F.

Pentru demonstratie, fie v'e H, W Existd atunci
un element v, din F, la distantd minima de v'; fie d aceastd
distantd si » =’ — v,. Elementul v este vectorul ciutat.
Din modul in care a fost ales v rezultd ca ||v| =d. Tre-
buie ar#tat ¢d v | y pentru orice y € F, adicd (v, y) =0
pentru orice y € F. Pentru aceasta sa calculdm produsul
scalar

@ — vy +op, v — vy +ay) =[v"— vy +ayl|?

Cum —w, + oy € F, rezultd mai intii cd ||v" — v, +

+ayl?>d.
Avem

’

flo" =00 +ay |2 =[v" — 0o |2+ (v’ — By, y) +a(®” —vo, y) +
+laly? > d

sau

«(v" — vg, ¥) + 20" — vg, ¥) + 122 y[2 >0

Numiérul o« este la dispozitia noastrd. Alegem o« =
= —t(v' — v,, y). Atunci inegalitatea ultimi devine

=2t (v — v, Y)[* 4 [ (v — 0o, Y) Py IIP >0

Dar aceastd inegalitate nu este posibild pentru orice ¢
real, decit dacd (v — vy, y) =0, adicd dacd (v, y) =0,
q.e.d.

Vom utiliza acum acest rezultat pentru a obtine forma
{functionalelor liniare §i continue pe un spatiu Hilbert, re-
zultat obtinut, independent, de F. Riesz §i M. Fréchet.
Anume, oricdrei functionale liniare §i continue f(z) defi-
nitéd pe un spatiu Hilbert H ii corespunde un element y € H,
astfel incit f(x) = (x, y). Cu alte cuvinte, putem identifica
dualul spatiului Hilbert H cu insusi spatiul. Am vizut ci
0 asemenea identificare se poate face (si demonstratia este
simpld) si in cazul spatiilor de dimensiune finitd. Acest
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rezultat explicd de ce spatiul L2 este mai simplu, din punct
de vedere geometric, decit spatiul L, de pildd.

Demonstratia este ugoard si utilizeazi rezultatul obtinut
mai inainte.

In primul rind, gratie inegalititii lui Schwartz, orice
functionald f(x) de forma (z, y) este continui. Reciproc, fie
f(z) o functionald liniard, continud, oarecare, si fie F' =
= {x | f(x) =0}. Evident ci F este un subspatiu vectorial
si cd F este inchis (de ce?).

Dacd F = H, atunci f(z) este identic nuld si putem scrie
f(x) = (=, 0). In cazul contrar, F =+ H, existd un element
ve H,v | F. Elementul y ciutat va fi de forma Yy =av,

o o = [
v
Intr-adevdr, pentru un vector u oarecare al lui H,
flu) v, ) =0,

u— 7o) v va apartine lui F, deci (u — ';.( )
adica (u, ow) = f(u), tocmai ceea ce trebuia ardtat (impar-
tirea prin f(v) este legitim& cdci, prin constructie v & F).

In definifia spatiului Hilbert nu s-a presupus separabi-
litatea. S& presupunem insd de acum incolo c& spatiile Hil-
bert pe care le vom considera sint separabile. Repet, aceasta
este o ipotezd suplimentard, care nu rezultd din axiomele
spatiului Hilbert. Fie dat un sir {p,} de vectori din H. Se
spune cd sistemul {p,} este ortogonal dacd, pentru m = n,
on | ®p. Sistemul este ortonormat dacd, in plus, || ¢, || =
=1, pentru orice n =1, 2,... Dacd {¢,} este un sistem
ortogonal, rezultd cd orice sistem finit j,..., @;, de ele-

mente ale sale este liniar independent; dacd de pildi ¢;,
= E M pr; este suficient sd facem produsul (¢j,, @) =

—E (i ‘Pu) =0, deci, cum (P3s 95) =0 dacd Jr F Jus
rezulti cd \; =0 (I =1,..., p—1), decinici un ¢j, Du poate
fi combinatie liniari a celorlalt,i

Fie acum f un element arbitrar din H. Se pune problema

de a face cit mai micd eroarea § = ” E cxpr || ,deci de
k=1
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litate numitd inegalitatea Iui Bessel. Numerele ¢y =(f, o&)
se numesc coeficientii Fourier ai elementului f in raport
cu sistemul {pp}. Facind pe NN sd tindd cétre infinit se

obtine ki; (f,0m) 12 < I FI1%
=1

Sd presupunem acum cd sistemul {¢;} este complet, inte-
legind prin aceasta cd relatiile (¢, f) =0, n =1, 2,...,
implicd in mod necesar f = 0. Dacé tinem seama de forma
functionalelor liniare pe spatiul Hilbert (si de teorema lui
Hahn-Banach), rezultd imediat cd a spune cd {¢,} este com-
plet echivaleazi cu a spune cd multimea combinatiilor
liniare de forma 2 crpr este densd in H. In acest caz, ine-
galitatea lui Bessel se transform& intr-o egalitate, asa-nu-
mita formuld a lui Parseval. Intr-adevdr, din inegalitatea

<
lui Bessel rezultd, f fiind dat, cd seria ) |cy|® converge
k=1

(cp = coeficientii Fourier ai functiei f in raport cu siste-

mul {¢z}). Existd deci g € H astfel incit g =2 ChPp, 1.€.
[ N

§— 2 CrPr
k=1

|

este altul decit elementul f de la care s-a plecat; intr-adevir
coeficientii sdi Fourier (g, ;) sint tocmai c¢;, ceea ce se
vede imediat

— 0, pentru N — co. Ei bine, acest g nu

[ (g, 95) — ¢jl = <

n
g — CrPry <P‘)
(£ = Lo v

“ i ”) (J > n)y

4

n
g— ) CPr
k=1

deci, facind pe n — oo, rezultd (g, ¢;) =c¢;. Dar aceasta
inseamnd cd (g — f, ¢;) = 0 pentru orice j, deci (completi-
tudinea sistemului {¢,}) g — f =0, q.e.d.
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Inegalitatea lui Bessel devine
f— Eckcpk||2 e — Z]ch |2, dar (pentru n — oo)
=1

| = 2ewpall® = 0, deci [I£IF = 23 e |

In modul acesta, orice element din H apare ca suma unei
seril formate cu ajutorul elementelor sistemului ortonormat
complet si aceastd reprezentare este unicd. Mai mult, dacd
didm un sir de numere complexe oarecare cg, supus singurei
restrictii cd 2 lep|? < oo, existd un element g, deter-
minat in mod unic, astfel ca ¢ = (g, @p), £k = 1,2 ... (daci
{ox} nu este complet, existenta rdmine, se pierde insd uni-
citatea).

Ramine si ardtdm cum se poate construi intotdeauna
un gir ortonormal complet (bineinteles, intr-un spatiu Hil-
bert separabil). Aceasta se face ugor, cu ajutorul asa-numi-
tului procedeu al lui Gram-Schmidti. Alegem mai intii o
multime numérabild de elemente densd in H. Alegem apoi
de aici un sir fy, fs,-.+y fn,---, de elemente nenule, cu proprie-
tatea cd, pentra fiecare indice n, f, este liniar independent
de fi,..., fn-1, ce€2 ce este evident posibil, dacd H are dimen-
siune infinitd (dacd dim I < oo, operatia se opreste la un
n = dim H). Sirul {p,} se dehneste prin recurentd: o, va

1
hy se va ciuta sub forma h, ={f, — A?e,, deci (hy, @) =

= (fz,.‘P1) — M?(9y, ;) =0. Cum (95, 9;) =1 prin con-
stractie, ladim A2 = (f,, ¢,); dar f; si f, sint liniar inde-
pendente, deci %, nu poate fi zero, prin urmare || A,|| = 0

s1 hy
L TN

sub forma hy; =f; — AP, — A\Po,; ecuatiile (hg, ;) =0
$i (s, pp) =0 ne furnizeazd coeficientii AP si AP ; hg nu
poate fi nul, cdci atunci f, ar depinde liniar de ¢, si ¢,, deci

{i chlar“;” Apoi cdutdm un element #,, ortogonal pe ¢,;

ortogonal pe ¢, si pe @,
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Fig. 10.

gi de f, si f,, ceea ce contravine ipotezei. Prin urmare ele-

mentul ¢, va fi ”—% (fig. 10). In general, presupunind ci
3

®1,---, op au fost deja alese, hp,; va fi de forma hy,;, =
= far — 2o WM, eouatiile (hra, 9)) =0 (i =1,00.; K)

determinind coeficientii A¥*, iar qp,; = T Zk“”@.a.m.d.
k+1

Ne oprim aici cu consideratiile asupra spatiilor Hilbert.

Citeva cuvinte despre o altd categorie 1mportantd de
spatii vectoriale, spatiile Banach, dupd numele marelui
matematician polonez Stefan Banach céruia i se datoresc
contributii fundamentale in Analiza Functionald si care a
studiat sistematic aceste spatii.

Un spatiu Banach este un spatiu a cirui topologie este
definitd de o norméd g§i care este complet fatd de aceastd
normi. In particular, orice spatiu Hilbert este in mod
automat si un spatiu Banach, reciproca fiind insi in
general falsd.

Spatiul C(K) al functiilor continue pe un compact K,
spatiile LP(Q), sint tot atitea exemple importante de spatii
Banach.

Studiul spatiilor Banach este ingreuiat de faptul ci,
neavind un produs scalar, nu avem ortogonalitate. Problema
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existentei unei baze, rezolvabild imediat in spatii Hilbert
(cum am vizut), este o problemd cu mult mai dificild, care
a susecitat numeroase cercetdri, dar incd n-a fost complet
rezolvata.

Citeva aplicatii

S4 vedem acum ce devin rezultatele gene-
rale in cazul spatiului L%Q). In primul rind, L%Q) este
un spatiu Hilbert. Dualul siu, pe baza teoremei lui Riesz-
Fréchet, poate fi de asemenea identificat cu L*Q): orice
forma liniard F continud pe L% Q) este de forma F(f) =

=S f(x)2(z)dz, unde g(x) € L*Q). Inegalitatea lui Sch-
wartz ne aratd cd o astfel de functionald este intr-adevir
continua.

In cazul spatiilor LP(Q) situatia este desigur mai com-
plicata: ele nu mai sint spatii Hilbert, cisint spatii Banach.
S& presupunem 1 < p < oo. Atunci dualul lui LP(Q) este

spatiul L9(Q), unde p si ¢ sint legati prin relat;ia;f- + 1.
q

Cu alte cuvinte, orice formd liniard si continud F pe L?,

este de forma F(f) = Sf(x)g(x)dx, unde g(z) € L9.

_ Rezultatul acesta se datoregte tot lui F. Riesz. Locul
Inegalitdtii lui Schwartz este luat de inegalitatea lui Hol-
der, amintitd mai inainte, dar demonstratia dualititii este
mai dificila.

Prin extensie, se folosegte gi in acest caz cuvintul orto-
gonal: f€ LPgig € L9 (i— + % = 1) sint ortogonale dacd

Sf(x)g(a:)da: =0; dar in acest caz elementele ortogonale

sint situate in spatii diferite.
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Am vorbit despre bazi ortonormali: este desigur intere-
sant sd indicim citeva astfel de baze in spatiul L%Q). Sa
presupunem cid Q este intervalul [—x, 4 =] si si conside-
rdm doar functii cu valori reale; sistemul trigonometric 1,
cos z, sin z, cos 2z, sin 2%,..., cos nrzx, sin nz,... este orto-
gonal pe [—=n, + =]. Folosind formulele trigonometrice care
transformd produsele de sinusuri sau cosinusuri in sume
sau diferente si tinind seama de periodicitatea acestor func-
tii, se verificd 1mediat cd

T . T . .
S sin nx cos mxdx =0, sin nz sin mz dx =
—T -7

T L .
= S cos nx cos mxr dxr =0, S sin? nz dz =
- -

— 2
=S" 1—cos2ne, __.S" cos® nz dz, S" 1-dz = 2r.
—-x 2 —x -n

. . . 1 cosz sinzx
Sistemul ortonormal va fi1 deci —., —_—

2x’ V= V=

cos nz sin nzx

— , — 9 e o o

V= V=

Bineinteles, aceste formule erau cunoscute de multd
vreme (i utilizate adesea de Euler, de pildd). Dar intere-
sante nu sint atit sistemele ortonormale, cit cele care sint
si complete, pentru ci ele ne permit si exprimim orice ele-
ment din L%*(—=, ) (in cazul nostru) ca o suméi cunver-
gentd (in metrica lui L2?) de elemente ale sirului, in cazul
de fatd ca o sumé de functii trigonometrice.

In cazul spatiului L2%—mn, ) si al sistemului trigonome-
tric completitudinea se reduce la urmitoarea proprietate:

dacd f(z) € L¥(—=n, )i dacd Sn flx)dz =0 si

Sn f(z)cos nx dx = Sﬂ flx)sinnzxdzx =0 »n =1,2,... (A)
atunci f(z) = 0 aproape peste tot.
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Intervalul (—=, + =) fiind marginit orice functie de
patrat integrabil este in mod necesar si mtegrablla $1 vom
demonstra proprletatea enuntatd, pentru orice f lntegra-
bilid (deci ceva mai general decit ceea ce avem nevoie). Ve-
deti deci cd teoria generald ne furnizeazd simplu o serie de
proprietéti, dacd sint indeplinite anumite conditii; de exem-
plu, in cazul nostru, completitudinea. Dar verificarea aces-
tor conditii trebuie ficutd i, dupd cum va veti convinge,
aceasta nu este intotdeauna o treabd usoara.

Ne vom sprijini pe doud fapte:

1° Orice functie continud g(x), cu proprietatea cé g(—m)=
= g(x), poate fi aprox1mata uniform pe. (——11:, + =) prin
polinoame trigonometrice, i.e. prin expresii de forma a, 4
+2 (a, cos nx + b, sin nx). (Aceastd proprietate o vom

‘n=
demonstra mai tirziu, ca o consecintd a teoremei lui Stone-
Weierstrass.)

2° Orice functie in scard poate fi aproximat# aproape
peste tot prin functii continue, cu valori egale la capetele
intervalului (o mici schitd vd va convinge de adevirul aces-
tei asertiuni).

Vom aridta cd relafia

|" f@e(m)iz =0 (A)

este valabild pentru orice functie maisurabild maérginitd
&(z) (f(z) fiind functia din enuntul proprietdtii). Apoi, tinind
seama cd dacd relatia (A) este valabild pentru un §ir gn(z)
mirginit, ea este valabild §i pentru g(z) = hm gn(z) (uti-

lizdm teorema lui Lebesgue, |f (z)g.(z)| < M | f(z)|, deci,
pe baza observatiei 1°, relatia (A) are loc pentru orice
functie continud g) In continuare, utilizind 2°, aproximim
orice functie in scard printr-un §ir marginit de funectii con-
tinue §i la limitd (din nou aplicim teorema lui Lebesgue)
relatia (A) se paistreazd; in sfirsit, orice functie mésurabild
mirginit¥ fiind limitd aproape peste tot de functii in scard
(din definitie), aplicind din nou teorema lui Lebesgue
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obtinem relatia ciutatd. Alegem acum g(z) =-ﬁ§—l dack

f(x) 5= 0 5i g(x) =0 in cazul contrar. Evident cd g(z)
este misurabild si mdirginiti; dar S“ f(z)g(x)dz =0 =

==Sn [f(x)| dz=0, deci f(x)=0 aproape peste tot, q.e.d.

Prin urmare am aritat c& sirul trigonometric normalizat
este un sistem ortonormal complet in L% —=x, +=). Deci
este valabila egalitatea lui Parseval §i ca atare orice f € L®
poate fi aproximat in ,norm# pé#tratici“ prin polinoame
trigonometrice.

Daca se restringe clasa functiilor f(z), de pildd se cere
ca ele si fie continue pe portiuni, sau derivabile etc., se
obtin, bineinteles, convergente mult mai bune; de exemplu
in toate punctele de continuitate etc. Acestea sint probleme
extrem de importante, care au atras atenfia matematicie-
nilor de mai bine de un secol; ele {in de ceea ce se numeste
analiza armonicd si, din picate, am avea nevoie de prea
mult spatiu pentru o discutie mai aminuntiti pe aceastd
tema.

Sistemul trigonometric era de la inceput ortogonal. Vom
da acum un exemplu de ortogonalizare. Vom considera spa-
tiul L¥—1, +1) si ristemul 1, z, 22,..., 2",.... Evident
cd z® este liniar iadependent de 1, z,..., 2", o relatie
de tipul 2" = >, %2"lcu cel putin un coeficient A; %= 0
fiind imposibili (un polinom de grad n are cel mult » rida-
cini reale!).

Fie Py(x), Py(x),..., Py(%),... polinoamele obtinute apli-
cind procedeul lui Gram-Schmidt girului 1, z, 22,..., 2",...
pe intervalul [—1, +1]. Am spus polinoame, céci dacd
examindm modul in care se face ortogonalizarea vedem c&
avem de-a face doar cu combinatii liniare, efectuate prin
recurentd, intre polinoame.

Cum aratd insi aceste polinoame P,, P;,..., Py,...?
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Un calcul direct ne aratd cd Py(z) =-Vi-§, Py(z) =V%x

Py(z) = ] 5( ——) etc. In general, P,(z) este orto-
gonal tuturor puterilor 2™ (m < n), cdci orice z™ se poate

scrie caEa("P () cu o™ >0, si Py(x) este ortogonal

{prin construct,le) tuturor polinoamelor P, (z), cu m < n.
Fie acum p,(z) un polinom oarecare de grad n; el se va
scrie ca o combinatie liniard de Py (x):

Pa(®) = ayPo(2) + a1 Py(x) + ... + anPy(x)-

S& presupunem cd p,(z) este ortogonal tuturor puterilor
™, cu m < n; prin urmare el va fi ortogonal gi tuturor
P, (x) pentru m < n, deci p,(r) = a,Py(x).

Fie acum Qu(x) = (22 — 1)", evident un polinom de
grad 2 n si fie py(z) derivata sa de ordinul n deci p,(z) va
fi un polinom de grad n.

Afirmatie: (pn(z), 2™) =S+1 Pn(x)2™ dz=0 pentru n =
-1

=0,1,..., n—1. intr-adevér, Q.(z) si primele sale n—1
derivate se anuleazd in punctele 4- 1 deci integrind repe-

tat prin pérti se obtine rezultatul c&atat. Dar atunci, pe
1 d»

baza observatiei de mai inainte, P,(x)=-— i (2 — 1)".
Constantele a, se calculeazd destul de simplu (dar nu vom
face calculul); ele nu influenteazd ortogonalitatea, ci doar
normele polinoamelor P,. Polinoamele astfel obtinute se
numesc polinoamele lui Legendre.

Rimine de ardtat cd sistemul {P,(x)} este complet si
pentru aceasta este suficient de ardtat cd daca f(x) este inte-

grabils pe [—1, +1] si dacd S*i fx)ardz =0, n =0,1,...,

atunci f(z) =0 aproape peste tot.

Demonstratia se face cu totul analog ca in cazul siste-
mului trlgonometrlc utilizind insa faptul cd orice functie
continud pe [—1, +1] poate fi aproximatd uniform prin
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polinoame (teorema lui Weierstrass, caz particular al teo-
remei lui Stone-Weierstrass, pe care o vom demonstra mai
departe).

Concluzie: orice functie f(z) € L*—1, +1) se poate
reprezenta ca o serie convergentd (in norma spatiului L2)
de polinoame Legendre, are loc egalitatea lui Parseval etc.
In modul acesta polinoamele Legendre (si la fel se intimpla
cu alte functii speciale care intervin adesea in aplicatii,
ca de pildd functiile lui Hermite, Laguerre etc.) capiti o
interpretare simpla.



CAPITOLUL VI

Functii diferentiabile

In acest capitol sint expuse o serie de ches-
tiuni legate de notiunea de diferentiabilitate. Spre deose-
bire de capitolele precedente, in care am intilnit functii
destul de generale, cum ar fi functiile de patrat integrabil,
sau cele integrabile etc., vom avea de-a face acum cu o clasi
mai restrinsd, dar absolut fundamentald pentru analizd (si
pentru alte ramuri importante ale matematicii moderne:
Geometria diferentiald si Topologia diferentiald): aga-numi-
tele functii diferentiabile. Vom vorbi de asemenea cite ceva
despre o clasd §i mai restrinsd de functii, functiile analitice,
care au suscitat interesul tuturor marilor analisti §i care
constituie cu adevirat inima Analizei. Acest interes pentru
functiile analitice dateazd de mult §i este in continuare viu;
in ceea ce priveste functiile diferentiabile, el este mult mai
racent §i se datoregte in mare misurd Topologiei diferen-
tiale gi asa-numitel teorii a distributiilor.

Ne vom abate intrucitva de la regula urmatd destul de
consecvent pind in prezent, aceea de a da demonstratii com-
plete. Mai precis, vom expune o serie de rezultate fird de-
monstratii, intrucit acestea prezinta adeseori un aspect prea
tehnic pentru a putea fi expuse aici. Totusi enunturile lor
sint perfect accesibile si ilustreazi unele aspecte adinci ale
teoriei; unele din aceste rezultate sint recente.

Derivati si diferentiala

Stiti desigur ce este derivata unei funetii,
$1 care este interpretarea sa geometricid. Totusi vom re-
aminti definitia precisi: o functie de o variabila, f(z), este
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f(z) — flz)
z— z,

atunci cind = - z, (zx ¢ z,). Limita aceasta (atunci cind
existd) se noteazd cu f’(z,) si se numeste derivata in
punctul z, a functiei f(z). Daca f(x) este derivabild pe un
interval (a, b), atunci functia z — f’(x) se numeste derivata
functiei f(z) si se noteazd bineinteles cu f’(z). Dacé la rindul
siu f'(x) este derivabild, se obtine o noud functie, f"(x),
derivata de ordinul al doilea, s.a.m.d. Desigur, daci o func-
tie este derivabild intr-un punct, ea este in mod necesar
continud in acel punct, reciproca fiind vizibil falsi (este
suficient sd considerdm o linie poligonali!). Din cauza inter-
pretdrii geometrice a derivatel, matematicienii au crezut
multd vreme cd dacd o functie este continud pe un interval,
ea trebuie, in mod necesar, si fie derivabild mécar in unele
puncte ale intervalului (este greu de imaginat o curb3 con-
tinud, fird tangentd in nici un punct!). K. Weierstrass a
fost primul care a spulberat aceastd iluzie optimistd, dind
un exemplu de functie continud pe un interval, care nu este
derivabild in nici un punct al domeniului de definitie. S-au
construit de atunci exemple mult mai simple.

S& ne ocupdm acum de notiunea de diferentiald. Fie f(x)
o functie definitd pe un interval (a,b) si sd presupunem c&
flz+h) — flz)

h

derivabild in punctul z,, dacd limita lim existd,

f(x) este derivabild in acel interval. Atunci

— f'(x) tinde cétre zero cind & — 0, deci diferenta f(z+h) —
— f(z) se poate scrie sub forma f'(z)h + =(z, k)k, unde
e (z, h) = 0 cind A—0. Ei bine, o functie f(z) este dife-
rentiabild intr-un punct x,, daca ,variatia“ Af = f(z,+h) —
— f(z,) se poate scrie sub forma Af = A(zy)h -+ =(x4,k)k, unde
coeficientul A(z,) nu depinde de ,variatia“ & a variabilei z
§i e(xy, k) >0 cind 2 —0.

Puteti verifica imediat cd, in cazul functiilor de o sin-
gurd variabild, derivabilitatea implicd diferentiabilitatea
§i reciproc.

Cum se va defini diferentiabilitatea in general? Pentru
aceasta vom avea nevoie de notiunea de operator liniar:
dacd E i F sint doud spatii vectoriale, o functie A: E — F
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se numeste operator liniar, dacd 4(u + v) = Au + Av pen-
tru orice u, v € E si dacd A(2v) = A Av, (A fiind un scalar).
Dacé pe E i F s-au dat topologii local convexe, putem pune
conditia ca A si fie si continuu. In particular, daci E =
= R"™ si F = R™, atunci orice operator liniar este in mod
automat continuu. In spatii infinit dimensionale binein-
teles cd aceastd proprietate nu mai este adevirati.

Multimea operatorilor liniari §1 continui definiti pe E,
cu valori in F se noteazd cu L(E, F).

S& presupunem cd E si F sint spatii Banach. Atunci con-
ditia ca un operator liniar A s& apartind lui L(E, F) este
ca sd existe o constantd M =~ 0, astfel incit ||[Au|| <M |jul}
pentru orice # € E. Cel mai mic M cu aceastd pro-
prietate se numeste norma lui A si se noteazd cu |4 .
Puteti sd verificati ugor cd avem intr-adevir de-a face cu
o normi si cd L(E, F) devine astfel un spatiu Banach.

Fie f o functie definitd pe o multime deschisd U a unui
spatiu Banach E cu valori intr-un spatiu Banach F. Vom
spune cé f este diferentiabild in punctul x € E, daci exista
un operator, notat Df(z), Df(x) € L(E, F), astfel incit

Iiflz+h) — T;(I:I) — DIk, o ¢ind & - 0. Functia f este
de clasid C1, daci este diferentiabild in fiecare punct z din
U si dacd functia Df(z) definitd pe U, cu valori in L(E, F)
este continud. Operatorul Df(x) se numeste diferentiala lui f
in punctul z. S& examinidm mai atent aceasti definitie
generald: in cazul £ =R!, F=R',L(E, F) = L(R', R!) nv
este decit multimea functiilor liniare de o variabild cu va-
lori numerice, deci a functionalelor liniare, care in acest
caz sint de forma f(x) = kz, k fiind o constantd. Definitia
generald coincide cu cea datd initial. S& vedem ce devine
definiyia in cazul E = R*, F = R'; atunci L(R™, R') este
dualul lui R™, care, dupd cum stim, este izomorf cu R";
orice form# liniard ®(x) este de forma ®@(z) = A\, P(e,) +
+ ... +2,®(e,), unde eq,..., €, este o bazd in R*, iar z =
= Me; + ... + Me,. Diferentiabilitatea revine deci la ur-
Mmitoarele: o functie f(zy,..., ¥,) este diferentiabild, dac
Variaﬁa sa, f(xl + hla"'a Tn + hn) - f(xlr", ‘Tn)7 se poate
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scrie sub forma Ak, + ... +Azky + e(by,..., by, 2) ||B ],
2 € (Ryy..., By, ) =0, cind 7 — 0 (s-a utilizat notatia b =

13000 /n
Alegerea normei pe K™ n-are nici o importantd, cici
toate normele pe A" sint echivalente. Coeficientii A,,..., 4,
depind fireste de z, dar nu de & = (hy,..., h,) (am ales in
R" baza ¢ =(1,0,...,0), ¢, =(0,1,0,...,0), e, =(0,...,
,--+, 0,1), deci vectorul % se va scrie b = hye; + ... + hye,,
iar A, = Df(z)ep.

Dacd E = R" si F = R™, atunci f va fi o functie ale
carel valori sint vectori, sau, in mod echivalent, f(x) va fi
datd de m functil numerice: f = (fl,..., fm) (51 in acest caz
vom prefera termenul de aplicatie in locul celui de funciie),
spatiul L(R™, R™) va fi spatiul matricilor (a;) cu n coloane
g1 m linii, iar diferentiala (dacd existd), va fi datd de o
astfel de matrice.

Putem vorbi acum despre derivatele partiale ale unei
functii de mai multe variabile. Dacd f este o functie defi-
nitd pe o multime deschisi U C R™, cu valori in R, atunci

f (w+t8) flz)

Dif =lim ———————
t=>0 t

raport cu variabila a; (dacd limita de mai sus existd);

aici {e;} este baza spatiului R" indicatd mai inainte. Defi-

nitia ne spune de fapt cd f are derivata D;f (notatd deseori

se numeste derivata partiald in

si aa—l) dacd, neglijind celelalte variabile, functia f, con-
J

sideratd ca functie de o variabild zj, este derivabila.
Bineinteles, putem vorbi si de derivate succesive (cind
acestea existd), dar acum lucrurile se complicd putin: de
exemplu, in cazul » =2 (presupunind ci o si of existd
o0x,’ 0dz,
si sint derivabile in raport cu ambele variabile avem de

0
<onsiderat derivatele urmitoare ce se noteazd cu — (a—i)
Ty \0Zy

_a_%f a(f_azf, (af o*f i_(ﬁ (3_2f
8901’ 0z, axl) - ox,z, 0z, ax’ 0x,x, ¥ oz, axz) - aa:?).
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Df(z)h

Fie deci f diferentiabild. Atunci fleth) —fle) —

z ~0.

5S4 alegem pe h de forma k = te;, cu ¢t numdr real tinzind
citre zero. Dar atunci

fetie) =M DIO o par 21 _ prye,

flz+te;) — f(2)
t

deci are o limitd cind ¢ — 0 si deci derivatele

partiale Dif existi. Cum orice vector k se scrie b = he; +
+ ... + hyen, atunci Df(z)h = hyDf(z)e; + ... + hyDf(2)ey,
deci dacé & este de forma (0,..., A;j,..., 0), rezultd cid A;(x)
este tocmai Df(x)e; care este, in acelasi timp, derivata D;f(z).
Regdsim astfel formula obisnuitd a diferentialei

_of of
df = dzy + ... + P, day,

aga cum este scrisi de obicei in cirtile de analizi; aceastd
formuld are un caracter pur simbolic: ea nu spune decit c&
variatia functiei f, atunci cind variatiile variabilelor z,,...,
..., &, sint suficient de mici, este aproximatd de o combi-
natie liniard a acestor variatii, coeficientii combinatiei fiind
tocmai derivatele partiale in punctul considerat.

Se poate aridta ugor cd dacd derivatele partiale D;f sint
continue intr-un punct, atunci f este diferentiabild in acel
punct (ne referim la functii definite in R", cu valori in R™).
‘Trebuie retinut insd cd existenta derivatelor partiale nu
asigurd automat diferentiabilitatea functiei.

Un rezultat extrem de important este asa-numita for-
muld a lui Taylor. Un caz particular vi este bine cunoscut.
Este vorba de formula lui Lagrange, sau formula cregteri-
or finite.
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S& considerdm cazul cel mai simplu, al unei functii de
o variabild cu valori reale f(z), functia f(z) avind derivate
continue pind la ordinul p. Formula lui Taylor

_ Y o ﬁ ” yP-t -
fz+y) —f(w)-l-“f(x) +2!f (x) + ...—|-——_—( —T f®-1(z)

LA=0P7 op) »
+\, oo P+ wrdr,

(unde se presupune cd segmentul z - ty apartine domeniu-

lui de definitie al functiei f(x)) ne permite s exprimim va-

loarea f(z +y) cu ajutorul valorilor derivatelor pind la ordi-

nul p intr-un punct fixat z al functiei f(z).

(1—1)p-

0o (p—1)!

formulei lui Taylor si se poate exprima gi sub alte forme.
Una din acestea, restul in forma lui Lagrange, pe care

o vom utiliza in ultimul paragraf al capitolului, este data

de formula

Termenuls f(”>(x+ty)ypdt se numeste restui

Ry=Lfoz +ty),
p!

unde & este un anumit numdr aparfinind intervalului [0,1].
Folosind formula mediei pentru integrale, din

Si B=tP t@) (g ty)ypde
o (p—1)!

se obtine forma restului datoritd lui Cauchy

=8P o
= 1)1 U =22 yopora + ty),

cu £ € [0,1]. Atragem atentia asupra faptului ci cei doi &
care apar in resturile lui Lagrange si Cauchy sint diferiti.
Am folosit aceeagi notatie doar pentru a nu complica scri-
erea.

Demonstratia o vom face prin recurenti.

»=
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Fie ®(t) functia definitd astfel: ®(f) =f'(x+ty)y;
atunci este clar cd S; &(t)dt =f(x+y) — f(z). Dar

Sl O(1)dt = Si f'(z+ ty)ydt se poate integra prin pérti;
0 0

integrarea prin pérti se face astfel incit sd putem obtine
primul termen al dezvoltdrii. Deci, in formula

51 ude = uy ;—Si vdu, alegem dov = dt si u=f'(z+ty)y;
0 0

functia ¢ 0 vom scrie sub forma ¢ = — (1—¢) iar du va fi
I (z+ ty)y?. Atunci

S; f'le+ty)ydt = — f’(x+ty)y(1—t),; +

+S:} (@ + )yl — di= f'(z)y+ S;f”(x+ty)y2(1 — y)dt.

Putem proceda la fel in continuare. Dupd (p—2) etape
gisim céd

fle+y) =f@) +5 @) +L @+ .. +

(1-:
(p (p

lardsi integram prin pdrti ultima integrald notind

+ S 1 @+ = 7@ )y

FE (x+ty)y T dt=de (v vafi T

dar du va fi f? (z+ty)y® si obtinem formula ciutati

flety) =@ + L@ +L17@ + .+

(0)+ || C= o gy

(p— o (p—1)1

186






Dacd functia f(z) = f(xy,..., %) este definitd in R™ si
cu valori numerice, §i dacd are toate derivatele sale pind
la ordinul p continue (adicd f & CP), atunci printr-un arti-
ficiu simplu se obtine formula lui Taylor. Se considerd func-
tia de o variabila

g(t) =f(x+ty) =f(x1+ty1v"7 xn_l'ty‘n),

functie care este derivabild pind la ordinul p si céreia, prin
urmare, i se poate aplica formula lui Taylor. Cum f(z +y) —
— f(z) =g(l) — g(0), atunci, exprimind diferenta g(1) —
— g(0) cu ajutorul formulei lui Taylor, se obtine formula
ciutatd. Ldsam pe seama cititorului explicitarea calculelor.

In cazul general al unei functii f: E —F (unde E si F
sint spatii Banach) se definesc mai intii, prin recurentd,
diferentialele de ordin superior, D*f = D(D*f), diferen-
tiala de ordinul % a functiei f (dacd existd) fiind o functie
cu valori in spatiul operatorilor £ — liniari * simetrici gi
continui, L¥ (E, F). Notind cu D*f(x)h valoarea aplicatiei
D*f(z) in punctul (k,..., h) €E X...X E, formula lu1 Taylor

[ —

k factori

se scrie

flaty) = @)+ 24 4 4 P 4 (), unde

—‘i;—‘ﬁ’—f- - 0cind y 0, dacd f este diferentiabild pini la
Y

ordinul p. Demonstratia este asemindtoare celei din cazul
finit dimensional, utilizind insid notiunea de integrald a
unei functil cu valori intr-un spatiu Banach.

* Un operator k-liniar este un operator definit pe E X ... X E
e

k factori
cu valori in F, liniar in fiecare variabili. Simetria fnseamni ci
A(zy,..., x,) = A(xil,..., xik), pentru orice permutare i,..., i, a

indicilor 1,..., k.
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Functii diferentiabile

Vom pirdsi generalitatea extremd a func-
tiilor definite si cu valori in spatii Banach, trecind la ches-
‘Liuni mai concrete legate de functiile infinit diferentiabile,
definite pe multimi din R™, cu valori numerice. Dacd U
este un deschis din R", vom nota cu C®(U) clasa functiilor
indefinit diferentiabile pe U. De acum incolo prin diferen-
tiabil vom intelege ,de clasi C*®“. Pentru a simplifica
scrierea se va folosl notatia urmétoare:

3
Djf= S_f'; 9 =(011,..., Un)7 I“ I =0 + eee _I" Oy,
Zj
D* =D ... Din .

O notiune importantd este aceea de suport al unei func-
41i: o multime K este suportul unei functii f(z), dacd K
este complementara celei mai mari multimi deschise pe care
f(x) este identic nuld. Bineinteles in suportul unei functii f
pot exista puncte in care f(z) = 0, dar nu pot exista veci-
nétati in care f(x) si fie identic zero. Suportul se poate de-
fini §i ca aderenta multimii {z | f(z) & 0}.

Prima problemd care ne intereseazii este aceea de a gti
dacd existd functii infinit derivabile cu suport compact
(existenta functiilor continue, sau de clasi C!, cu suport
compact rezultd imediat).

Rispunsul este afirmativ; pentru aceasta este suficient
s ddm un exemplu de astfel de functie. Fie deci ¢(z) func-

1

1 — 22 .
tia egald cu e cind | z | < 1 si egald cu zero pentru

| £ | > 1. Desigur functia aceasta este infinit deri-

vabild in punctele |z | <4 si |z | > 1. Dar si in punc-

tele 2 cu |z | =1 functia este infinit derivabild, deriva-

tele sale succesive fiind nule, dupd cum vi puteti imediat
1

convinge (lim e * =0 pentru orice k!). Suportul lui
t->0
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o(z) va fi segmentul [—1, 4 1]. Daca considerdm fanctia
1

@(z) = e (e 1 (unde x € R"™) pentru ||z]| < I
si egald cu zero pentrul||x| > 1, obtinem o functie infinit
derivabilda (pe scurt, de clasd C*®) avind drept suport bila
inchisa |jz|| < 1.

Utilizind functia ¢,(z), de mai sus, putem construi o
functie avind drept suport bila ||z} < ¢, < fiind un numar
pozitiv arbitrar. N-avem decitl si consideram functia ¢¢(z)=

2
g2

= (i) =e e — [l||? pentru ||z]|<< = s1 egald cu zero
€

pentru [|z|]| > . Avem deci la indemind functii de clasa
C® cu suport oricit de mic.

Fie acum K un compact oarecare si U o mulfime des-
chisd, K ¢ U. Vom construi o functie f de clasi C®, ast-
fel ca:

1° pentru orice z € A*, 0 < f(x) < 1,
2° f(x) =1 pentru orice z € K,
3° f(xr) =0 pe i — U.

Pentru aceasta si consideram mai intii cazul particular
urméator: K este bila inchisd |2| < r §i Ueste bila |x| <
< R, unde 0 < r < R. Atunci functia

1 1

y(t) = e t—r R“‘pentruO<t<R§i¢(t)=0
in cazul contrar, este de clasd C* (acelagi argument ca mai
inainte).

Dar atunci functia
R

Y(r)de
' SR Y(t)dt
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va fi de asemenea infinit derivabild. In plus, deoarece
S Y(t)dt =0 pentru ¢ < r, atunci SR $(t)dt = SR P(t)d¢ pen-
x r

tru x < r, deci ¢y(z) =1 dacd z <r, i SR g()ydt = 0
x

daci z > R, prin urmare §,(z) = 0 pentru z > R. In con-
secintd, functia f(z) =4l z|) =v1((2] + ...+ 20)'?) va
fi functia ciutata.

O translatie convenabild ne oferd, bineinteles, functii f
cu aceleasi proprietidti relative la bile centrate intr-un punect
oarecare .

La cazul general se ajunge acum imediat. Multimea K
fiind compactd, putem alege un numir finit, de perechi de
bile concentrice K;C U,, astfel ca |y K; DK s1 U;c U;
dacd f;(x) sint functiile corespunzitoare perechilor (K;, Uy),

n

functia cdutatd va fi f(x) =1 — n (1—f:(=)), ceea ce se

i=1
verificd numaidecit.

Vom utiliza acest rezultat pentru a obtine ceea ce se
numegte o partitie a unititii (de clasi C*). Fie U,, U,,...,

ni--» 0 acoperire numdrabild prin mul{imi deschise a

spatiului R™). Se presupune ca:

1° multimile U, sint marginite gi

2° acoperirea este local finitd (aceasta inseamnd cd orice
compact din R™ intersecteazi doar un numdr finit de mul-
§1m1 Uk)'

Atunci poate fi demonstratd urmétoarea teorema:

existd o multime {2,(x)} de functii infinit derivabile,
astfel incit:

a) 0 < e (x) < 1 pentru orice £ =1,2,...

b) suportul lui e, este inclus in U, si

¢) X ex(x) =1 pentru orice z€ R™.

Se spune cd familia {e} cu aceste proprietdti, formeazi

o partitie a unititii, subordonatd acoperirii {U,} . Demon-
stratia se face astfel: se construieste mai intii o altd aco-

191



perire deschisd g1 local finitd a lui R", {V;} cu proprietatea
cid V; c U; (j =1,2,...). Si presupunem construitd aceastd
acoperire. Condlt,la V c Uj, cuplatd cu marginirea lui Uj,

aratd cd V; este compactd; deci (pe baza celor ardtate mai
sus) existd o functie f; identic egald cu 1 pe V;, nuld pe
complementara lui Uj, de clasi C°° s1 astfel ca 0 < film)<

pentru orice z& R". Fie f(z =E fi(x); cum fiecare z& R™

apartine cel pufin unui Vj, rezulta cd f(x) > 1; dar, cum
fiecare z apartine unui numadr finit de V;, suma "care i1 de-
fineste pe f(x) are doar un numir finit de termeni, numar
constant intr-o vecinitate suficient de micd a punctulul x
considerat, deci f(x) este si ea de clasd C*. Dacd notdm

fr{z)
flz)

tiile teoremei. Rdmine de ardtat constructia acoperirid

{V;}. Dacd F, =C U U,), atunci F; este inchisd si in

mod necesar F; C Ul Alegem drept V, un deschis ce con-
tine pe F1 i a cdrui aderentd este inclusd in U,. Sistemul
{Vl, U,, U,,...} formeazd o acoperire a lui R™ (evident locak
finitd). Luém complementara mul{imii deschise V;U Uz;U
UU, U,..., fie ea F,. Multimea F, fiind inchisd si conti-
nutd in U,, alegem V, astfel ca Fyc V,c V,c U,. Sis-
temul {V,, V,, Us,,..., U,...} formeazd o acoperire a lui R".
Repetind procedeul, gisim acoperirea V;, V,,... cu proprie-
tatile cautate.

In modul acesta am demonstrat existenta unei partitii
a unitatii de clasi C®, subordonatd unei acoperiri local
finite. Daca se renuntd la conditia de infinitd derivabili-
tate se poate arita ex1stenta unei partitii a unltag,n (cu
functii continue) pe spatii topologice mult mai generale
decit R*, utilizind acelasi rationament de mai inainte si
un rezultat al lui P. Urisohn care afirm existenta (in con-
ditii foarte generale) a unei functii ¢ continue, egald cu 1
pe un compact K oarecare, nuli in afara unei vecinititi

acum ey (z) = , este clar ci ¢ verificd toate condi-
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arbitrare date a lui K, si astfel incit 0 < ¢ << 1 pe intreg
spatiul.

De asemenea se poate demonstra existenta unor partitii
ale unitdfii posedind proprietdti suplimentare, de pild&
cerind functiilor {e,} sa apartind anumitor clase de functii
infinit derivabile: necesitatea considerdrii unor astfel de
partitii apare deseori in teoria ecuatiilor cu derivate par-
tiale. Importanta existentei partitiilor unitétii consti in
faptul cd este uneori singurul mijloc care permite trecerea
de la proprietdti locale la proprietati globale.

Vom considera acum o operatie definitd pentru perechi
de functii (vom vedea imediat citeva din cazurile in care
aceastd operatie are sens), care este deosebit de utili in
numeroase aplicatii. Vom indica i noi unele din aplicatiile
sale tipice.

Este vorba de operatia de convolutie a doud functii. Fie
f(z) si g(z) doud functii. Convolutia se defineste astfel:

(f=g) (x) =S f(x — y) g(y)dy. Bineinteles, convolutia nu

este definitd pentru orice pereche de functil.

Un caz simplu in care fxg are sens este acela cind f este
integrabild, iar g este continud si cu suport compact. Desi-
gur cd putem interverti rolurile lui fgi g, cici fxg = gaf
de fiecare datd cind unul din membrii egalitdtii are sens.

Intr-adevir Sf(x—y)g(y)dy =Sf(t) g(x—t)dt (am facut schim-
barea de variabili z—y =1t §i am utilizat faptul c&
—S' F(1)dt =S F(t)dt. In cazul in care functiile consi-

@

derate sint definitempe R™, integrala care defineste convo-
lutia este extinsd la intreg spatiul R™ deci va fi o integrala
multipld).
Vom examina doud situatii in care convolutia are sens,
1° Dack f,g€LYR"), atunci fag&LUR™) si |[frglh<
<IIflly N8 lh-
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Demonstratie. Fie A(z) =Sf(x — y)g(y)dy. Trebuie ari-

tat ca S|h(x)l dz < (S If(x)] dx) (S lg(x)| dx). S& admitem

(desi faptul nu este evident, vom omite demonstratia) ca
functia (z, y) = f(x — y) este misurabild in variabilele
(z, y). Atunci si functia [f(z — y)| 8(y)| se va bucura de

aceeasi proprietate. Dacd stabilim c¢i SS Iflx — y) |g(y)

dzdy < oo, atunci in virtutea teoremei lui Fubini, pentru
aproape orice z functia de y, |f(x — y)| |g(y) |, este integrabild

51§ 11@—)l ay) da este egals cq';s fa—y)| lg(y)| dady. Si

presupunem c& am demonstrat aceasta. Atunci
@) < ifta—y)l el dy,

unde membrul al doilea este finit pentru aproape

orice @, si nhu1=§ Ih(z)] dz < S(S Iz — 9)l e dy] da =

= SS f@—y)| lg@)] dy de.

Dar teorema lui Fubini ne asigurd cd, pentru ca si existe

SS If(x—y)| |g(y)| dzdy, este necesar si suficient ca si existe

S(S If(x—y)| |g(y)| dx) dy i atunci avem egalitatea

intre cele doud integrale.

Este insd evident ca

§ (§ ol letw) dz) ay={( e § ifz—v)l aa) ay.
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ApoiSlf(x—— yldz = S|f(x)| dz (invarianta la trans-
latii a mésurii Lebesgue), deci in definitiv

S (S If(x — y)I |8(y)! dz)dy = S'g(y)' dy S'f(x)l d —

=llglhliflly < oo
din ipotezd. Cu alte cuvinte,

el <Iflly g lls-

2° Un rationament analog ne aratd ci dacid f&L! si
gELP, atunci h = fxg apartine lui LP si cd |k, <
< IIflly Ngllp-

Vom demonstra acum unele proprietdti de aproximare
care vor pune in evidentd utilitatea convolutiei.

Fie ¢ o functie infinit derivabild, nenegativé, cu supor-
tul continut in bila {z| |z | < 1} s1 astfel incit Scp(x)dx=
=1. Dupd cum am vézut (la inceputul paragrafului),
existd astfel de functii. Fie ¢,(x) functia ¢ (f), unde >0

este arbitrar.
Atunci, pentru ¢ — 0,

1° dacd u(x) este continud, ue(x) = uxqc(xr) converge
uniform, pe orice compact, citre u(x);

2° dacd uel? (1 < p < ), |ue — u|lp —0;

3° dacd p este o masurd Radon, p este unic determinaté
de restrictia sa la spatiul Cg° al functiilor infinit deriva-
bile cu suport compact.

Vom da demonstratiile numai pentru cazul unei singure
variabile (pentru a nu fi nevoiti sd apelim la schimbéri de
variabild in integrale multiple), dar ele sint analoge gi pen-
tru cazul general.
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Mai intii
() =S u(@—y) ge(y)dy = S u(y) gele—y)dy =
=S w(w—et) o(t)dt.

Cum integrarea se face doar pe suportul funo,tiei ©, ea
este intotdeauna posibila. Este usor de vizut ci daca u(x)
este cu suport compact, atunci §1 ue(x) este de asemenea
cu suport compact (suportul va fi putin mai mare). In sfir-
sit, si ardtim cd u.(r) este infinit derivabild. Desigur este
suficient si remarcdm cid u, (x) este derivabild o data 1 cd
acelasi rationament se poate aplica apoi lui u'(z), apoi lui
u’(x) §.a.m.d.

Fiedeci""(x+h —ug(x) S (y)[%(Hh—y}i—%(x—y)]dy'

h
Cind 2 — 0, Pelzth— y}i Pele — tlnde uniform citre
@e'(x), deci S u(y) [%(x—l_h—y});— %(x_y)] dy wva tinde

va avea o0

cétres u(y) ¢'(z—y)dy si deci ue(@ + hi)z = 4s()
limitd, q.e.d.
Este hmpede cd rationamentul poate fi repetat pentru
u(z), uy(r) s.a.m.d.
In ceea ce priveste proprietatea de aproximare, trebuie
evaluatd diferenta u(r) — ue(x).

w(z) — e (2) = S [u(z) — u(z—ey)] 9(y)dy

(aici am utilizat faptul ca S o(y)dy =1). Insi, pe orice

compact, u(x) este uniform continua; variabila y se migcd
doar in suportul lui ¢, deci | y | < 1; este deci evident c&
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| u(z) — u(x — ey)| poate fi facut oricit de mic, daci ¢
este suficient de mic, ceea ce incheie demonstratia punc-
tului 1°. Avem deci o teoremd de aproximare a functiilor
continue prin functii de clasd C®. Vom vedea mai tirziu
ci de fapt se poate demonstra un rezultat mult mai tare:
orice functie continud pe un compact poate fi aproximata
prin polinoame!

Punctul 2° il vom demonsira astfel: fie u€L?; existi,
v >0 fiind dat, o functie continud » cu suport compact
astfel incit Hu——vllp< 7. Si evaludm diferenta ||u — uc||p-
Avemu —uc=u —v +v — vs + Ve — Ue, unde Ve = Ve,
deci u — uelly < It — vlp + [0 — vellp + [ve — uellp.
Functia v fiind continud, pe orice compact ¥, va aproxima
uniform pe v, deci, pentru € suwaent de mic, vom avea
si|v— v ||p <. 'in sfirsit, v, = (v — w)*cps Apli-
cind rezultatul indicat mai lnalnte
(felt, geL? = fsgeL?, [fl1lig s > I f+glln),
avem

e — telip < 0 — wllpll @e fh- Cum e i = 1,
atunci
[ve — uellp < 70, deci |ju — ue'l < 34, q.e.d.

Punctul 3° este o consecintd imediatd a punctului 1°.

Spatiul functiilor de k ori diferentiabile, C*(R™) sau
spatiul C®(R™), poate fi inzestrat in mod natural cu o to-
pologie local convexd (acelasi lucru se poate afirma despre
spatiile C*¥( Q) si C®(Q), Q fiind un deschis oarecare
din R™). Se considerd un sir de compacte K;, astfel incit

K, c int K;,,, GK, = R"™ si seminormele |[[f |,z =
=1
=>> sup |D*(z)|. Topologia lui CHR"™) va fi dati de
lel<K xehl

sirul seminormelor ||f]| h,,, Il =1,2,..., iar cea a lui
C®(R™) de seminormele || [ |,; | = 1,H, .si k =1,2... Ve-
deti, acestea nu maisint spatii normate, ci spatii local con-
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vexe destul de generale. Insd, ge aceste spatii, se pot intro-
duce si metrici, anume pe C* R") metrica este datd de

IR T i 1 I8 ; - )
d(f’g)—,g)—f;' TF Dzl iar pe C*(R™) se consi

derd metrica

e 1 UIf—gllanm
di (f, g) ~§) 2% 1+ || f—g llnn

gi se verificd ugor cd aceste metrici induc pe C¥(R™), respec-
tiv pe C*(R™) topologiile initiale.

Vom ardta acum cd aceste spatii sint complete, sau, cu
alte cuvinte, cd dacd {f,} este un sir Cauchy fatd de d, res-
pectiv fatd de d;, atunci existd o functie f,, fo&C* (respec-
tiv fo&C®), astfel ca d(f,, fo) — O (respectiv dy(fy, fo) = 0).

Desigur, afirmatia este doveditd dacd ardtdm cd existd
o functie f, astfel incit, pentru orice seminorma || - [, (res-
pectiv || - ll1), If —fa llx = 0 cind » — co. Dar din
faptul cd sirul {f,} este sir Cauchy fatd de seminormele con-
siderate, rezultd cd girul D%, este sir Cauchy pe orice com-
pact fatdi de norma || f ||, =sup |f |, deci, dupd cum
stim, pentru orice multiindice « = (ay,..., oty) cu |« | <k,
respectiv pentru orice o, existd o functie continud f,, astfel
cd D*f, converge uniform, pe orice compact, citre f,. De-
monstratia va fi terminatd dacd scriem cd, pentru orice
indice B, cu |B | =1, DBf, =fue in R* (in cazul spa-
tiului C*(R™), trebuie presupus cd |« + Bj < k).

Aceasta rezultd insd din formula cregterilor finite, caz
particular al formulei lui Taylor. Si alegem un punct arbi-
trar din R*, fie el a. Pentru z suficient de aproape de a

Dfo(z) — Dy(a) = ? Q«*ﬁm Ea)(x—a)B,
| =

&, fiind un punct al segmentului [a, ]. Sirul {&,} fiind
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mdrginit, extragem un subsir convergent &, si fie £ =
=lim &,, . Dacd in formula

Doy, (2) — D%fpy (a) = E D“’*af (Eny) (z — a)® facem pe
IBl=0

n, — oo, atunci obtinem

fu(@) — fal@) =23 frrp(%) (z—a)®.

1B1=1

Dar cum f,,p(£) este continud, putem scrie in continuare

fu(%) — fala) =”32 ‘ fasa(@)(z—a) + O(z—a),
|=1
Oz — a)

| z—a

diferentiabild in punctul a si cid DPfy(a)=fsp(a). In defi-
mtlv, rezultd ci functia f,, limita umforma a girului f, pe
orice compact, este de clasa C*, respectiv C* de unde con-
cluzia cdutatd. Vom folosi aceasta pentru a demonstra un
rezultat clasic al lui E. Borel.

Mai intii citeva notatii si definitii. Fie f o functie de
clasd C® in vecinitatea originii; vom nota cu 7'(f) dezvol-

D=f(0) o

unde — 0 cind = - 0, ceea ce ne aratd cd f, este

tarea Taylor a lui f, adicd expresia 2 i si cu
[aT<ew «l
o
™) polinomul Def10) a®,
ldsm ol
. . . D(0) ., .
Desigur s-ar putea foarte bine ca seria ET x* sd

nu fie convergentd in nici un punct. De fapt, T(f) nu este
decit un sir de numere {M} o = (0, Og,..., &p), unde
o

«; parcurg toti intregii nenegativi. Se spune cd avem de-a
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face cu o serie formald. Multimea seriilor formale (in n va-
riabile) se noteazd cu C [[z,,..., &,]] si intervine adesea
in matematici.

O functie f se spune m-platd pe o multime inchisi E,
dacd D*f(x) = O pentru orice 2€E 3i |a | < m. Daci f
(presupusd de clasd C®) este m-platd pe £ pentru orice m,
atunci se spune ci f este platd pe E.

Teorema lui Borel se enuntd astfel: pentru orice familie
de constante {C,} existi o functie f&C(R™), astfel ca

2210) f](O) = C,, sau, altfel spus pentru orice serie formal}
o

D cx® existd o functie f&C™ (R™), astfel incit T(f) =

«

=EEI]£9—) a* s fie tocmai ) ¢,a® Teorema lui Borel
o

afirma deci cd aplicatia* f— T(f) =, P%O) z* de la
o

C*® (R™ la C[[xy,..., x,]] este surjectiva.

Demonstratia se sprijind pe lema urmditoare: daci
fEeC®(R™) este m-platd in origine, atunci, pentru orice
e > 0, existd o functie g, g€C®, identic nuld intr-o veci-
natate a originii si astfel incit sup | D*(f—g)(x) | < < pen-

xERNM
tru |a | < m (evident, g este platd in origine!).
Si presupunem lema demonstrati. Fie D, c,a* = P,,(z).

|al<m

Atunci Py, (z) — P, (x) este m-platd in origine, deci existd

gmE€C™, platd in origine, astfel incit
1

” Pm+1 —Pm—om ”m,m <27n

* Se spune ci o aplicatie f: 4 — B este surjectivd, sau ci este o
surjectie, dacd orice y € B este de forma f(z), cu x € 4; aplicatia se
numeste injectivd dacd, pentru orice pereche z,;,z, de elemente dis-
tincte din 4, f(z;) 5= f(z,).
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Fie acum f = Py + D (P ey — P — gm). Din con-
m=0

structie rezultd cd pentru orice seminormd care defineste

topologia lui C® (R™), aceastd serie converge, deci, pe

baza completitudinii lui C*®, f € C*(R™. Rimine de

aritat ¢ T(f) =2, cqa®. Dar, pentru orice m > k,E (Pma1—
m>k

— P,, — gn) este k-platd in origine, ca sumi de functii

k-plate.

k=t

Prin urmare T*(f) = T*Po+ 2 (P sy — Pr — 8m)) =

= Py, deci D—a—fl@ = ¢, pentru orice |« | < k. Dar k este
o

arbitrar, deci egalitatea are loc pentru orice a.

Deinonstratia lemei necesitd ceva mai multe calcule.
1

Alegem o functie k(x), nenegativi, nuld pentru |z | < rY
si identic egald cu 1 pentru | z | > 1. In plus, k(z)€C™.
Existd bineinteles astfel de functii (de ce?).

Fie g. (z)=k (f) f(x), cu ¢ > 0. Vom ardta ca pentru
€

orice «, | o | < m, | D% (x) — D*f(x) | = 0 uniform pe
R", cind ¢ — 0, ceea ce este suficient pentru a demonstra
lema. Avem

sup | D*ge(x) — D*f(z) | =sup | D*ge(x) — D*f(z)|.
xER" lxl<e

Cum f este m-platd in origine, sup | D*f(z) | = 0 dacid
lx|<e

o | < m. (sie—0).
Pentru a evalua pe D%g.(z) folosim formula lui Leibniz

Dig(a) = 3 (7) & 0k 2] (D)@

wtv=a
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(aici ($) sint ,coeficientii binominali®). Dar functia k(x) ne-
. e € T s 1
fiind diferitd de o constanti decit in ,,coroana“ 5 Llz|K1,

toate derivatele sale vor [i mirginite.
Fie M, =sup | D* k(x) |
X

| Doge(@) | < 20 M, (5) <Y |[(DHf) () |-

ptv=ao

Functia D*f(x) este m + | u| -platd in origine si deci

Duf(x . < s
raportul sup _Difla) tinde cétre zero cind x — 0, ceea ce
leée eMm=lul

vom nota prin sup D*f(z) =0 (¢ '*'). Rezultd deci c&

x|<¢e .
eV D¥f(z) | =0 (™ 1#17v)) tinde catre zero, cind ¢ — 0
(pentru |«| < m) si lema este demonstrata.

Analiticitate

Vom trece la o clasd de func{ii mai restrinse
decit functiile diferentiabile, dar care, prin proprietitile
lor cu totul remarcabile, oferad satisfactii estetice si prezinta
o dcosebitd importanti. Este vorba despre functiile anali-
tice. De studiul acestor functii sint legate numele lui Cauchy,
Riemann, K. Weierstrass, si in general numele tuturor ma-
rilor analisti ai secolului al XIX-lea. Aceasta in ceea ce pri-
veste functiile de o variabild. Functiile analitice de mai
multe variabile, prezintd de asemenea o mare importants,
dar studiul lor s-a izbit mult timp de mari dificultati. Astézi,
ele incep sa fie mai bine cunoscute, insd mult mai putin
decit cele de o singurd variabild. Unele capitole ale Fizicii
teoretice le utilizeazd in mod esential, intelegerea anumitor
fenomene ce le sint specifice necesitind inméinuncherea (sau
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|z} < p(p > 0). Deci, in acest caz,f(z) =2: c.2* §1 vedem
|

cd in vecindtatea originii f(z) se reprezintd ca o serie de
puteri (convergentd). Atragem atentia asupra faptului ci
convergenta seriei Taylor 7(f) nu implica egalitatea 7(f)(x) =
= f(z).

Se poate intimpla ca 7T(f)(z) sd conveargd cétre o limity
care si difere de f(z). Un exemplu simplu este oferit de func-

1

tia o(x) =e * daci x =~ 0, si zero daci z =0, a cirei
dezvoltare Taylor este identic nula.

Se spune cé o functie f(z) este analiticd dacd in vecin-
tatea oricdrui punct x, al domeniului ei de definitie, se

poate dezvolta in serie de puteri, i.e. f(x)=Ec¢(x—x0)“
pentru | x—z, | < p(%y) (p(xy) > 0 se numeste raza de
convergentd a seriei de puteri). Nu am specificat incd unde
este definitd §i ce valori ia functia f(x). Daca f(x) este defi-
nitd intr-un domeniu Q al spatiului real A", se spune ca
f(z) este o functie analiticd de variabild reald; valorile sale
pot fi reale sau complexe. Dacd f(x) este definitd intr-un
domeniu Q al spatiului complex C", atunci se spune ci
f(z) este analiticd de variabile complexe; vom vedea cid in
acest caz (cu exceptia functiilor constante) f(x) trebuie si
aibéd, in mod necesar, valori complexe.

Vom presupune de-acum incolo cd functiile considerate
sint functii analitice de o variabild complexd §i vom nota
variabila cu z.

Pentru a prezenta mai clar lucrurile vom examina mai

intii proprietdtile seriilor de puteri. Fie Ecnz" o serie for-
n=0

mali si fie seria numericd (cu termeni pozitivi) 2 | cn| ™.
Mul{imea numerelor r pentru care aceastdi serie numerica
converge este un interval avind ca extremitate stingd nu-
mdrul zero (eventual aceastd multime se poate reduce la
multimea {0}). Fie p lungimea acestui interval. Numdrul

p se numeste raza de convergen}d a seriei Ecnz", numire jus-
tificatd de urmdtorul rezultat: pentru orice r < p, seria
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2 ¢,5" converge absolut si uniform dacid |z| < r. Dacd
|5\ > g, seria este divergentd.

Demonstratia se face imediat, prin comparatie cu o pro-
gresie geometricd. Anume, dacd r < p, existd r,, astfel incit
r <ry< p. Seria 2[ ¢, | s converge, deci existd o con-
stantd M astfel incit |a,|r? < M; dar atunci |¢,2"| =

rn ry\n . r .
=lea 1™ =le, 1t - K M (—) si,cum 0 < _ < 1, seria
ro ry Ty

converge. Divergenta pentru |z]| > p se demonstreazd
asemdnator.
Se aratd usor cd raza de convergen{i este datd de for-
1
1 T o
mula — = lim |¢,
4] n =» co

s
Fie acum S(z) =n20 2" 0 serie de puteri, p raza sa de

~onvergentd si S’(z) seria ne, 281 (aceastd serie s-a obti-
s 5 7 n
nz

nut derivind formal pe S(z) termen cu termen). Raza de
convergentd a seriei ,derivate“ este de asemenea p, §i, pen-
S(z+h) — S(3)
h
atragem atentia cd & poate lua si valori complexe, deci deri-
vata ,se face in complex”.
Pentru demonstratie notim «, =|cp,| $i p, p' razele
de convergentd ale lui § si respectiv §'. Dacid r < p’, seria

tru |z] < p, S'(z) = lim *. Alici trebuie si
h=>0

Q©
> nay™! este convergentd. Dar atunci

n=1

L

* Daci utilizim formula L = l_lﬁlcnl" si daci t{inem seama

¢ [/n -1 pentru n— oo, prima concluzie rezulti imediat.
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2 wg® L r (Znocn:"‘l) < + oo, deci 2 a,!™ este con-
n>1 n>0

vergentd (addugarea termenului «, nu modificd desigur con-
vergenta); aceasta inseamnd cd r < p, deci p’ < p. Fie
acum r < p; alegem pe r’ astfel ca r < r’ < p. Atunci
n-1 . . .
nanr”"1=i, (cl.nr'”)n(L,J . Dar r’' < p implicd exis-
r r

tenta unei constante M > 0: «,r'"® < M pentru orice n.
Deci

’ ’

- M rn-1
o™t = n(——j
r

% « : rn1
Dar este ugor de vizut ci seria 2 n (—,) este conver-
n=t r

genta (nu uitati: 0 < L, < 1, de unde §i convergenta seriei
r
Enanr"‘l), deci r' < o', adicd p < p’ §i deci p = p.

Pentru a demonstra relatia S’(z) = lim —_-_S(z"'h)h_ S(z)
h=9

(relatia care justificid aposteriori notatia S'(z)) remarcim
mai intii cd dacd |z| < p, atunci, pentru A suficient de
mic, |z + k| < p. Fie|z| < p. Alegem pe r astfel incit
|z] <r<psiludm k| <r—|z]|, deci S(z+h) are sens.
Diferenta

S(z+h) — S(z)

; — 8'(z) =38 (z, h)

se poate scrie sub forma

8(z, h) =D un(z, k),

nx=1
unde u,(z, k) =c¢, {(z4+R)" + z2(z+h)"2 + ... + T —

— nz®'} sint polinoame in k. Cum |z]| i |z+h| sint

206



majorate de r i cum u, are n termeni, obtinem | u,(z, &) | <
<lenl 20t =29 1. Insi deoarece seria Y na, ™!
converge, pentru n destul de mare (n > N(z)) av21>n1
) noa, "t K %

Pe de altd parte, polinoamele in &, u,(z, k), sint nule
pentru A =0, deci pentru n < N(c) existd n > 0, astfel

20 Uy (3, h)
)

incit || < u sd implice
n<N(e

3 .
—. D
< 3 ecl
e >0 fiind dat, pentru |4 < 7 putem scrie

36 BI<| 23 uale B)| +

ng(gn’nr“‘ll < g, q.ed.

Putem aplica acest rezultat seriilor S'(z) si §”"(z) =
=2cnn(n—1)z""2 si se obtine cd §”(z) are aceeagi razd
n=2

de convergentd cu S’ si deci cu S s.a.m.d. In definitiv re-
zultd cd o functie reprezentatd printr-o serie de puteri este
infinit derivabila.
Totodatd se verificd numaidecit ci ¢, sint tocmai coefi-
D s o o 1
cientii dezvoltdrii Taylor, in jurul originii, ¢, = = S™(0).
n

Acest rezultat aratd insd ci dacdl S(z) este identic nul
intr-o vecindtate oricit de micd a originii, atunci (céci
S®(0) =0 pentru orice 1) toti coeficientii sii sint nuli. In par-
ticular, rezultd de aici cd dacd f(z) este reprezentabild in
serie de puteri in vecindtatea unui punct, atunci aceastd
reprezentare este unicd si este datd chiar de formula lui
Taylor.

Este evident cd trecerea de la punctul zero la un punct
oarecare z, nu pune dificultdti: in loc de a considera seria

de forma S(z)=, ¢, se considerd seria S(z, zy) =
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= ¢ (3—2)" 5i cele spuse mai inainte rimin valabile. Se
poate arita ci dacd S(z) =2 cp2", atunci S(z) este analitica,
mai precis ¢a pentru orice | z,| <<p, ¢ flind raza de convergen-
tda seriei S(z), S(z) se poate dezvolta in serie de puteri in
jurul lui z,, i.e., pentru |z — 20| < p — |24 ,

Se) =5 Bl g

Dacd f(z) este analiticd si identic nuld in vecindtatea
unui punct, ea este identic nuld in componenta conexda a
domeniului siu de definitie cdreia ii apartine acel punct.
Iatd deci o deosebire fundamentald fatd de functiile dife-
rentiabile generale.

Mai mult, o functie analitici (de o variabild) nu are
decit zerouri izolate (dacd functia nu este identic nuld), ceea
ce se vede imediat considerind dezvoltarea sa in jurul unui
punct in care ea se anuleazi. Deoarece suma sau diferenta
a doud functii analitice este evident analiticd, rezultd de
aici cd dacd doud astfel de functii coincid pe o mul{ime de
puncte care au un punct de acumulare in interiorul dome-
niului lor comun de definitie, atunci ele, in mod necesar,
sint egale peste tot in acel domeniu.

Vom spune cd o functie f(z) este olomorfa intr-un dome-
niu Q,dacd pentru orice z, € Q existé’}ilgl f(z";h’)lfﬂl) (re-

=
marcati ¢i k ia valori complexe si deci cd existenta acestei
limite este o cerintd mult mai puternici decit derivabili-
tatea uzuali).

Scriind f(z) = f(x + iy) = Re f(z) + tImf(z) $i notind
Re f(z) = P(z, y) si Im f(z) = Q(z, y), s& vedem ce relatii
fntre P si Q atrag olomorfia lui f(z). Pentru aceasta vom

scrie citul flz + 1) — flao) sub forma M) = flz) si vom face
z — 3

pe z sd tinda citre z, pe doud drumuri diferite: mai intii
pe o dreaptd paraleldi cu cea reald apoi pe o dreaptd
paraleld cu axa imaginard. Valorile obtinute la limitd tre-
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buie si fie egale. In primul caz gisim f'(z) = g£+ ig—Q, s
x x

s : / 1 9P, 80__ 80 _ . 4P
in al doilea, f'(z) = . &= 4 & =2 o
Fe) i oy + oy 0y oy
Egalind aceste doud expresii gisim asa-numitele ecuatii

ale lui Cauchy-Riemann
0P _ 00, oP_ _ 0

6z 9y oy oz

Se poate arita, reciproc, cd dacd in orice punct din Q
sint indeplinite ecuatnle lui Cauchy-Riemann, atunci f(z)
of ==__[§E ; of
0z 0x 0y
of _

este olomorfd. Dacd notam J , atunci

z

conditia de olomorfie se poate scrie

Am aritat cd orice serie de puterl este olomorfi. Reci-
proca se aratd utilizind o formuld fundamentald, formula
lui Cauchy. Deci citeva cuvinte despre formula lui Cauchy.
Lui Cauchy 1 se datoreste ideea de a deriva si integra func-
tiile de o variabild complexd, idee extrem de fecundi.

Formulele lui Gauchy utilizeazd notiunea de integrald
curbilinie; iatd ldmuririle necesare. Se numeste drum in
planul complex imaginea continud in C a unui segment
[a, b]. Vom presupune in plus cd drumul I' este rectifica-
bil, ceea ce revine la faptul cé functiile care-1 definesc pe I',

(t) si y(t). (t€(a, bl—>2(t) == t) =+ 1y(t)), sint cu varia-
tie marginitd. Dacd f(z) este o functie continud si deflmta
pe I', putem considera sumelerﬂk (2r — 2p—y), unde z,
2y $1 2p_; sint puncte de pe I', z, = 2(%), punctele {t}
fiind o diviziune a segmentulul [a, b] (aici z, =2(;) cu
thy < 4, < tp). Se aratd (ca in cazul integralei Riemann)
cd atunci cind norma v(d) a diviziunii {t} tinde cétre

zero, aceste sume tind cdtre nu numér notats f(z)dz, inte-
r

grala lui f de-a lungul drumului I'.
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Fie acum f(z) o functie olomorfd in D si fie I' un contur
oarecare inchis, fird puncte multiple, astfel incit I' si do-
meniul interior mirginit de I si fie incluse in D. Atunci
valoarea lui f(z) intr-un punct interior domeniului mérginit
de I" se exprimd in modul urmaétor (,,formula lui Cauchy*):

_ 1 fla) .
flao) =577 Sr (3—2) dz.

Cu alte cuvinte, valoarea intr-un punct interior depinde
doar de valorile lui f luate pe conturul I, ceea ce este intr-a-
devir un fapt remarcabil. Plecind de la aceastd formuld, se
aratd ugor (dar n-o vom face) ci orice functie olomorfa este
analiticd i, mai mult, se obtine c¢i derivatele f(™(z,) se
exprimé astfel:

R et

I (z—3z,)n¥1

Fie f(z) olomorfé; atunci, in jurul unui punct z,,

fz) =3 .___(""%) [Miz0) = D ea(z— 5)" si evaluind pe
lcy] obtinem imediat c&

M) _ M(r)

9+l pn

gl < 2= n=0,1,..

undeM(r) =sup |f(z)| . Acestea sint inegalitdtile lui
lzj=r
Cauchy.

Ca aplicatie imediatd a acestor inegalitdti vom demon-
stra teorema lui Liouville. O functie analiticd in intreg
planul C? (o astfel de functie se numegte intreagd) si mirgi-
nitd, este o constantd. Intr-adevir, dacid |f(z)| < M pen-

. . M . .
tru orice z, atuncl |c,| < - pentru orice r > 0, deci,
r
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facind pe r — oo, obtinem cid ¢, =0 pentru n =1,2,..., prin
urmare f(z) = c,.

Teorema lui Liouville permite demounstrarea rapidd a
aga-numitei ,teoreme fundamentale a algebrei“. Anume,
vom demonstra cd orice polinom, ai cdrui coeficienti sint
numere complexe, posedd cel putin o rddacind complexa.
Fie deci P(z) un polinom oarecare $i sd presupunem ci P(z)
nu are nici o radicind, cu alte cuvinte cd P(z) 5= 0 pentru

orice z&C. Dar atunci functia ﬁ)— = f(z) va f1 o functie
3

analiticd in intreg planul complex, adicé o functie intreagi.
Mai mult f(z) va fi mirginitd céci | P(z)| tinde cétre infi-
nit c¢ind | z] — co, deci pentru z suficient de mari, de pilda
1
1P(3)]

pentru |z| > R(e), avem |f(z)| = < ¢. In inte-

riorul discului | z| < R(¢) functia continud |P(2))
z l

marginitd, deci |f(z)| va fi mirginitd in C. Dar atunci,
pe baza teoremei lui Liouville, f(z) va fi constanti, i.e.

= ¢, ceea ce este desigur absurd.

P(z)

Cu ajutorul formulei lui Cauchy putem demonstra alti
proprietate importantd a functiilor olomorfe, anume prin-
cipiul maximului modulului.

Fie f(z) olomorfid; functia |f(z)| este o functie cu valori
nenegative. Ei bine, aceastd functie isi atinge maximul doar
pe frontiera domeniului in care este definitd f(z). Dacd
[f(z)| isi atinge maximul intr-un punct interior a, atunci
f(z) =f(a) in orice alt punct z, prin urmare f se reduce la
o constantd. Fie deci @ un punct de maxim relativ al modu-
lului, i.e. a este astfel incit existd o vecinitate a sa V cu
proprietatea cd |f(z)| < |f(a)] pentru orice zeV —
— {a}. Aplicim formula lui Cauchy in punctul a, alegind
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drept contur I' un cerc C cu centrul in a, si astfel incit C
sd fie inclus in V. Atunci

o) = 5= { B e, deci [ @) < sup 1702

2w z2—a

< sup ()| < |f(a)!
€V —{a}
ceea ce este absurd, prin urmare f(z) nu are maxime relative
in interior.

Tot cu ajutorul formulei lui Cauchy se aratd usor cd li-
mita unui gir convergent de functii olomorfe este olomorfs
(spre deosebire de situatia generald: limita uniforméa a unui
sir de functii diferentiabile poate foarte bine si nu fie dife-
rentiabild).

Cu acestea se incheie consideratiile noastre privind func-
tiile analitice. Folosind o exprimare euristicd, putem spune
ca functiile analitice sint functii ale cdror valori prezintd
cea mai mare ,coerentd”, cel mai frapant aspect fiind desi-
gur formula integrald a lui Cauchy.

Din nou despre functiile diferentiabile

Acest paragraf reuneste citeva rezullate care
e bine s& le cunoagteti, chiar fird demonstratii.

Prima problemi de care ne vom ocupa este aceea a cva-
sianaliticitdtii. Stiti foarte bine ¢d daca f(x) este o functie
analiticd de o variabild reald, definitd pe un segment [a, b],
si dacé toate derivatele sale se anuleazi intr-un acelasi punct
E(f™(E) =0, n =0,,...,), atunci f va fi identic nulj
pe [a, b].

S-a pus intrebarea dacd aceastd proprietate caracteri-
zeazd functiile analitice. In mod destul de surprinzitor,
raspunsul este negativ. Existd functii infinit derivabile
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dar care nu sint analitice cu proprietatea ci daca toate deri-
vatele lor sint nule intr-un punct, functia este identic nuli.
Sa aratim mai intii cd dacd f(x) de clasa C® verificd
pe [@, b] conditia: existd o constantd pozitiva K astfel incit
if™(x)| < K™n! pentru orice z&€[a,d] (n, =0,1...),
atunci f(x) este analiticid pe [a, b].
Aceasta se aratd imediat folosind formula lui Taylor:

LAy (a svr . F™)(6) \n
; — g)F 4+ al (x — &),
unde 6€[&,z]. Dar —l ™)z — )" < AMz — &,
n

deci, pentru |z — £| < —1]} restul tinde citre zero, £ fiind

un punct oarecare al intervalului [a, b]. Cu alte cuvinte,
in jurul fiecdrui punct din [a, b] functia f(x) este dez-
voltabild in serie de puteri, prin urmare f(z) este anali-
ticd pe [a, b].

Reciproc, dacd f(x) este analiticd, ea se poate dezvolta,
in jurul fiecérui punot, in serie de puterl absolut si uniform
convergentd ; functia se poate prelungi in planul complex
intr-o funcpie analiticd f(z), iar inegalitidtile Iui Cauchy,
precum si lema lui Borel-Lebesgue ne conduc la concluzia
dorita.

Fie C{M,}, M, fiind un gir de numere pozitive, familia
functiilor de clasd C*®, definite pe un interval 7, astfel incit,
pentru orice feC{M,}, exista o constantd K = K(f) cu
proprietatea cid |f™(z)| < A"M, (n = 1,2,...) pentru
orice r€1.

Vom spune cd C{M,} este o clasi cvasianalitici de
functii, dacd orice feC{M,}, cu f™() =0 (n=0,, ...),
pentru un (&7 rezultd identic nuli.

Rezultatul de mai inainte ne spune cd C{n!} este cva-
zianaliticd pe [a, b] = I. Matematicianul francez J. Hada-
mard a formulat in 1912 urméatoarea problemd: si se carac-
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terizeze sirurile {M,} pentru care clasa C{M,} corespun-
zdtoare este cvasianaliticd. Raspunsul este oferit de urma-
toarea teoremi (Denjoy-Carleman-Ostrowski). Fie My =1,

ME< MyaMy (n =1,2,), Q@) =3 2=, q(a) =
n

n=0

= (z > 0). Atunci urméitoarele afirmatii sint echi-

= sup
n>0 Mp
valente:

1° C{M,} nu este cvasianaliticd;

o [(® dz .
2 So log Q(x)1+x2<°°’

3° Sm log q(x)
0 1

40 2( 1 )1/‘" <C>o;

M

dz
+ 2 < o0

2 Mr-1
50 — < oo.
My

In acest mod clasele cvasianalitice C{M,} sint complet
caracterizate. Demonstratia apeleazd insd in mod esential
la metode de teoria functiilor de o variabili complexd si
nu este elementard. De aceea o vom omite.

Se poate ardta usor cd dacd C{M,} nu este cvasiana-
liticd, atunci C{M,} contine in mod necesar functii cu
suport compact.

Se stie de asemenea c& intersectia tuturor claselor C{M,}
care nu sint cvasianalitice (girul {M,} verificind o conditie
simpld) coincide cu multimea functia analitice. $i acesta
este un rezultat destul de surprinzitor.

O altd problemd interesantd este aceea a prelungirii
functiilor diferentiabile. Rezultatul central in aceasta ches-
tiune este o teoremé celebrd a lui Whitney.

Fie A un compact oarecare din A" si f o functie defi-
nitd pe A. Se pune problema: cind functia f poate fi pre-
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lungitd la intreg spatiul A™, astfel incit prelungirea F si
fie de clasd C™ (sau C*). A prelungi pe f inseamni a gisi
F astfel incit restrictia F|,, a lui F la 4, si coincidd
cu f. Raspunsul este dat tocmai de teorema lui Whitney:
Daca existd functii f, cu |«| < r (sau, pentru orice «)
definite pe A astfel incit:
a) fo =f, b) functia R,(z, y) definitd de egalitatea

fuly)y = > LB () 5y=48 4 R y)
Blsr—la B!

[Ra(x1, 2,)|
lxl _— ler-—lal
%y, Ty —> Zy (desigur totul se petrece pe mulfimea A), atunci
fadmite o prelungire F, de clasd Cr (respectiv de clasi C®),
astfel incit D°F|, =f,.

Doud observatii:

1° in cazul in care A se reduce la un punct, teorema lui
Witney se reduce la teorema lui Borel;

2° conditia b) nu poate fi inlocuitd prin conditia apa-

Rq(z, )
|z —y|r='=

verificd, pentru orice z, € A, conditia — 0 cind

rent mai naturald — 0 cind z -y, dupd cum
se poate verifica pe contraexemple.

Cu toate deosebirile existente intre functiile diferentia-
bile si cele analitice, s-a remarcat in ultima vreme cd, din
anumite puncte de vedere, existd intre ele asemdndri pro-
funde. Cel mai izbitor rezultat in aceastd directie a fost
obtinut in 1962 de matematicianul francez B. Malgrange.
Demonstratia lui Malgrange era extrem de dificild, dar in
1966 a fost gdsitd o demonstratie elementard (si mult mai
simpld) care aratd cd, in fond, rezultatul lui Malgrage ar
fi putut fi obtinut cu mult mai devreme. Iatd despre ce este
vorba. Se stie (K. Weierstrass a remarcat acest lucru) cd
o functie analiticd de mai multe variabile, f(zy,..., 2z5), cu
proprietatea ci: 1° f(0,..., 0) =0 si 2° f (0,..., z,,) are, pen-
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tru z, =0, un zero de ordin p, se poate reprezenta sub
forma

D
f(51a~"a zn) =(Z£—|—2 akznp-k)u(zlr"a Zn)7
k=1

unde a; sint funcii analitice ce depind doar de n-1 variabile,
a(0) =0 (k =1,..., p), iar u(z,..., 2,) este o functie ana-
liticd ce nu se anuleazd pe o vecindtate a originii. Repre-
zentarea este unici. In acest mod f(z,..., z,) ,5¢ aseamini“
cu un polinom intr-o variabild, cu coeficienti functii olo-
morfe in celelalte (n—1) variabile. Acest rezultat este abso-
lut fundamental in teoria functiilor de mai multe variabile.
In particular, orice functie analitici ¢ in vecinitatea ori-
ginii se poate reprezenta, in mod unic, sub forma ¢ = af -+

+k2[ byx,™™® pe o vecinitate (precizatd) a originii, cu by

functii analitice care depind doar de primele (r—1) varia-
bile. Rezultatul de mai sus se numeste teorema de pregitire
a lui Weierstrass.

Malgrage a obtinut o teoremd de pregitire in cazul dife-
rentiabil. Fie F(z,,..., z,) o functie de clasd C®, regulatd
in variabila z,, de ordin p, adicd astfel incit f(0,..., 0, x,)
are in , =0 un zero de ordinul p. Atunci orice functie de
clasi C* in n variabile, f, se poate reprezenta sub forma

f=QF+E rkxp-ka
k

unde @ este o functie diferentiabild de n variabile, iar 7,
functii diferentiabile de primele (n—1) variabile. Se pierde
totusi ceva: se pierde unicitatea reprezentdrii. Rezultatul
este insd surprinzétor si el a fost folosit incd de pe acum la
o serie intreagd de probleme importante.



CAPITOLUL VII

ALGEBRE DE FUNCTII

Algebre Banach

Am vézut pind in prezent cd pentru unele
probleme de analizd considerarea spatiilor vectoriale lamu-
reste mult lucrurile gi ca este uneorichiar indispensabila.
Numeroase probleme de analizd au in fond un caracter geo-
metric si ele pot fi intelese bine doar in acest context (chiar
dacd s-a intimplat ca ele sia fi fost rezolvate mai inainte
cu alte metode). Este natural sd ne intrebdm ce se intimpla
daca, in locul spatiilor vectoriale, se vor considera multimi
cu o structurd algebrica diferitd.

In acest capitol vom expune principalele proprietdti
ale unor algebre ce intervin adesea in Analiza matematica.
Prin definitie, o algebra peste corpul cu R (sau C) al nume-
relor reale (respectiv complexe) este o multime A, care pe
lingd structura de spatiu vectorial (peste R sau, respectiv,
peste C) este dotaté si cu o operatie de inmultire, i.e. 0 apli-
catie definitd pe A x A4 cu valori in 4, (x, y) — zy ce veri-
ficd proprietdtile naturale: (z+y)z =2z + yz, (Az)y =
= May), z(yz) = (zy)z. In definitie nu se cere comutati-
vitatea inmultirii, i.e. nu se cere verificarea conditiei zy =
= yz. In cele ce urmeazd, din motive de simplitate s1 de
spatiu, vom considera doar algebre comutative, deci alge-
bre in care inmultirea verificd conditia zy = yx. Dintre
algebre ne vor interesa doar cele care sint inzestrate cu o
normd, astfel incit:

1° multimea A, ca spatiu vectorial, sd fie un spatiu
Banach,

2° pentru orice pereche de elemente z, y € A4, |lzy| <
<L lz| llyi (aceastd conditie ne asigurd ca operatia de
inmultire este continud).

O algebrd A, inzestratd cu o normd || - || care sd verifice
conditiile 1° si 2° se numeste algebrd Banach (dacd este
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verificatd doar conditia 2°, iar 4 nu este completd, vom
spune cd avem de-a face cu o algebrd normaté). Se pot da
numeroase exemple de algebre Banach, dar cele mai impor-
tante vor fi urmatoarele: algebra C(K) a functiilor conti-
nue definite pe un spatiu compact K si algebra LY(R') al
functiilor sumabile pe dreaptd. Trebuie si precizim ope-
ratia de inmultire. In cazul lui C(K) inmulfirea va i in-
multirea uzuald, adicd pentru f,ge C(K), (fg) va fi
functia (fg)(z) ={f(x) g(x); norma pe C(K) fiind ||f || =
= su};( If(z) |. Conditia [/fg|| < | fll Il gl este evident veri-
x€

ficatd. (De ce n-avem intotdeauna ||fg]l = |Ifll ligll? Gindi-
ti-vil). In cazul algebrei LY(R') inmultirea nu va mai fi in-
multirea punctuald, ci convolutia, i.e. pentru f, g € LY(R?)
produsul va fi definit, dupd cum stiti, de (f*g)(z) =
=\f(z — y)g(y)dy. Stim cd si in acest caz este valabila

inegalitatea | f#g|l, < |[fll ligll,, prin urmare si aici
avem de-a face cu o algebrd Banach. Din motive de
simplitate am ales aici LY(R!). De fapt, extrem de impor-
tante sint algebrele LY{(G), unde G este un grup abelian local
compact, integrarea facindu-se in raport cu misura Haar.
Cazul G = R! este desigur cel mai la indemina.
Algebrele C(K) 1 L}(R') se deosebesc insd nu numai
prin modul in care s-a definit inmultirea, ci §i prin faptul
cit C(K) posedd element unitate, pe cind LYR') nu. Ce
este elementul unitate? Este un element pe care-1 vom nota
cuesau cu 1 (cind nu sint confuzii posibile), cu proprietatea
ex = zxe = z pentru orice element z al algebrei.
Elementul unitate al algebrei C(X) va fi, evident, func-
tia I identic egald cu 1 in fiecare punct al lui K, pe care
o vom nota de asemenea prin 1. In ceea ce priveste inexis-
tenta elementului unitate in algebra L(R1), iatd o demon-
stratie simpld, care se sprijind pe urmatorul fapt: daca

f € L\RY), atuncis | f(x +1) — f(z)|dz— 0 cind & =0

(aceastd afirmatie rezultid din densitatea functiilor conti-
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nue cu suport compact in L1(R?) gi din invarianta integralei
Lebesgue la translatii).

Vom ardta cd convolutia (f#g), a oricdrei functii f din
LY(R') cu o functie méasurabild si marginitd g, este o functie
continui. Intr-adevir, dacd |g(t)] < C, atunci

(Fxg) (z+h) — (F*g) (2)] < 05 f(x+h—1)— f(z — )| dv=
— CS f(t+h) — f(2) ] dt,

egalitatea rezultind din invarianta integralei Lebesgue la
translatii. Dacd L}(R') ar avea un element unitate e, atuneci,
conform definitiei, acest e va fi un element din L1(R?Y), astfel
incit exh = h pentru orice h € L}(R!). Fie acum % o functie
masurabild, marginitd, care sd difere de orice functie con-
tinud pe o multime de masurd pozitiva, §i A € L1(R?) (drept
h se poate lua, de pildd, functia caracteristicd a oricdrui
interval mérginit). Din cele spuse mai inainte ar rezulta
insd cd k = e*h este o functie continud, ceea ce este absurd.

Lipsa elementului unitate nu este insa ceva care si pro-
duca dificultdti prea mari (spre deosebire de lipsa comuta-
tivitdtii, de pilda).

Una din caracteristicile cele mai izbitoare ale matema-
ticii este cd anumite definitii generale conduc (cu aproxi-
matia unui izomorfism) in mod necesar la obiecte matema-
tice mult mai particulare. Acest lucru va fi ilustrat in cele
ce urmeazd de doud teoreme importante, teorema lui Gel-
fand-Mazur si teorema de reprezentare a lui Gelfand.

Pentru a le demonstra (enunfurile vor fi date la momen-
tul potrivit) ne trebuie unele pregitiri si definitii. Dupd
cum stiti, dacd intr-un inel * orice element nenul are invers
fatd de operatia de inmultire, inelul se spune cd este un corp.
Numerele reale R, sau numerele complexe C sint corpuri.
Se pune problema: ce structurd are un corp Banach, adicd

* Un inel este o multime M in care s-au definit doud operatii,
inmultirea si adunarea, cu proprietitile uzuale (fird a se cere comu-
tativitatea inmultirii), astfel incit pentru orice z si existe un
element — z care si indeplineasci condifia: z 4+ (—=z! = 0.

219



o algebra Banach in care fiecare element nenul are un invers?
Raspunsul pare surprinzitor si este dat de teorema lui Gel-
fand-Mazur: orice corp Banach este izomorf in corpul nu-
merelor complexe!

Dupd cum spuneam, vom avea nevoie de unele pregi-
tiri. In primul rind va fi necesard utilizarea functiilor ana-
litice cu valori in spatii Banach. Fie deci £ un spatiu Ba-
nach, Q un domeniu din planul complex, f:Q —> E, o
functie definitd pe Q, cu valori in E. Functia f este deri-

vabild in punctul 2y, dacd existd lim M, notati cu
Ao A — X
f'(xg). Putem defini imediat si integrala unei asemenea
functii f, de-a lungul unui drum I' rectificabil, continut
in Q. Este suficient s& considerdim o reprezentare pa-
rametricd A = ¢(¢), 0 < t < 1 a curbei I" gi sd consideram
sumele Riemann corespunzind functiei f(q(t)) ¢'(¢) (presu-
punem cd f este continud si cd ¢’ este continud). Exact ace-
leagi rationamente care conduc la demonstratia existentei
integralei in cazul functiilor cu valori in R sau C (functii
pe care le putem numi, din motive evidente, scalare), cu
singura diferentd cd in loc de valoarea absolutd se utilizeazd

norma spatiului E, aratd cd Sl fo (2)) '(t) dt existd (este

. 0 .
un element din £) si se poate demonstra (ca in cazul scalar)
cd acest element, notat cu\ f(A)dA, nu depinde de repre-

r

zentarea parametrici aleasd pentru curba I'.
Putem considera de asemenea serii de puteri, de forma

E a,(h—he)", cu a, elemente ale spatiului Banach E, 2
n=0

$1 Ao fiind numere complexe. Regulile de derivare, de inte-
grare, de derivare termen cu termen $i de integrare termen
cu termen, rdmin valabile i in acest context mai general
al functiilor cu valori intr-un spatiu Banach.

Prin definitie, se spune cd o functie f(cu valori in E) este
analiticd, dacii, pentru orice punct al domeniului ei de defi-
nitie Q ( Q deschis), existd o vecinitate in care f sd fie re-
prezentatd printr-o serie de puteri uniform convergenti.
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Vom spune ca f este scalar analiticd, daci, pentru orice
forma liniard u € E’ functia (scalard)u(f(r)) = @, (1) este
o functie analiticd in Q. Vom demonstra urmitoarea teo-
rema: dacd functia continud f este scalar analiticd in Q, ea
este analiticd in Q st reciproc (reciproca rezultd imediat).

Pentru demonstratie vom utiliza teorema lui Cauchy.
Anume, faptul ci f este scalar analiticd inseamné c&, pentru
orice formd liniard u € E’, u(f())) este analitici in Q
(u(f(\)) = @, (1) este o functie scalard, adicd cu valori com-
plexe). Aplicind teorema lui Cauchy va rezulta ca u(f())) =

%S ;;(f(l)) d¢ pentru orice cerc I'  Q si pentru orice
T lJr —_—
punct A situat in interiorul lui I'. Dar din liniaritatea lui

u rezultd, mai intii cd a(f())) =é—LS ) ) dg si apoi
TlJr

£ —
e w(f()) =u( ! S € q¢).
2 i JrE — 2
Stim insd cd egalitatea u(f) = u(g) pentru orice ue& E’,
atrage f =g (putem aplica teorema Hahn-Banach). In cazul

nostru ¢ va f1 ! ng(i) dZ, deci am stabilit egalitatea
fa) = S f(&) dZ, I' fiind o circumferintd oarecare
2w i Jr E — A

situati in €, iar A un punct din interiorul lui I'. Dar
dacd f verificd o astfel de egahtate ea este in mod ne-
cesar analiticd in Q. Intr-adevar, trebuie si aritim ca,
in vecinatatea fiecdrui punct din Q, f poate fi reprezentata
printr-o dezvoltare in serie de puten Fie deci ay € Q,iar
un cerc suficient de mic, centrat in 2,, astfel ca mtrnoul

disc, a cirui frontierd este I" s [ie inclus in Q, si fie £ un
1

unct pe I'. Se vede cd = . Cum
P e B2 ,_A-n
E—2%
A— 2 . 1 T
P < 1, atunci T este suma progresiel geo-
— % g A=
E— %

metrice Y, (2 —%
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cd putem integra termen cu termen, deci obtinem in final

= 1 f (&)
f) = 20 @y (A — 2g)", cUu Oy =-2TiSr (E — 2g)n+ dg, q.e.d.

=

Din forma coeficientilor a, (care sint elemente din E) re-
zultd imediat inegalitdtile lui Cauchy: anume, dacd [[f(}) <

< M peI'sidacdreste raza cerculuil’, avem |ja, | < o

Sd presupunem ci f este intreagd (i.e. Q = C) si este si
marginitd pe intreg planul complex. Putem lua, in inegali-
tatile lui Cauchy, pe r oricit de mare, deci a, = 0 pentru
n =1,2,... s1 deci am regasit teorema lui Liouville in acest
caz mai general: orice functie intreagi mdrginitd este o
constantd (f rezultd egald cu a).

Fie acum A o algebra Banach cu element unitate. Vom
remarca mai intii c¢d dacd |[z]| < 1, atunci e — z are un
invers. Intr-adevir, acest invers va fi dat de suma seriei
absolut convergente e +x 422 +... + 2" + ... Aceasta
se verificd astfel:

N
(e—z) D52 =e — V¥, Dar [z < |||V
=J

n=
(proprietatea normei intr-o algebrd Banach),deci cum |z ||<
< 1, atunci ||z |jN*! —> 0 si deci

hm (e——x)z\, Z*, adicd (e — z)™! —Ex

Fie acum a un e]ement inversabil al lui A 51 y un ele-
ment oarecare apartinind interiorului bilei centrate in a,

de razid ] ! i Avem y =a — (a—y) =a (e—a™! (a—y)).
a~

Cum [a7t(a—y)| < ]| Ja—y| <1, e—a i (a—y) este
inversabil, si cum produsul a dou elemente care au
invers are invers, y rezultd inversabil. Am aritat astfel
cd multimea elementelor inversabile este deschisa. Dar,
mai mult, functia A —(a — Ae)™! sau mai general functia
A —>(a— M))‘1 definitd pentru acei A pentru care (a— Ab)™?
existd este analitici. Vom demonstra afirmatia generald,
anume ca functia A — (a—2Ab)"! este olomorfs. Fie Q do-
meniul de definitie al acestei functii, si Ay € Q. Trebuie
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ardtat cd putem reprezenta pe (a—2ab)™! ca o serie de pu-
teri in vecinitatea lui Ap. Avem a — (g + §)b = (a—2nyb)
(e — Ch(a — Ah)™Y); fie ¢ = b(a — Ab)™1; atunci a — (Ay+
+%)b =(a — Nob) (e—Cc). Dacd ¥ este ales astfel incit
e—{c sd fie inversabil, va rezulta cd si a—(2y + §)b este
inversabil. Dar pentru | Cell < 1, (a—8c)™ exista si este
dat chiar de o serie de puteri. Vom avea

(@—(h+1) o7 =§ Eren (@—ngbj =20 M(a—2gb) " =

=D d,t" cu d, = Ma—rh)7,
n=0

deci afirmatia este demonstratd (puteti verifica ¢d conver-
genta este absolutd).
Acestea fiind spuse, sd demonstrim urmaitoarea:

Propozitie. Intr-o algebrd Banach A cu unitate, a—ae
nu este inversabil pentru orice A complex (cu alte cuvinte,
existd cel putin un A, astfel ca a—2e sd nu aiba invers).

Demonstratie. Ca in multe alte cazuri, se procedeazi
prin reducere la absurd. S& presupunem cd (a—xe)™! existd
pentru orice A. Atunci, pentra |A| > |la||,

1 a "1 1 n 1

(@ —2e) || == |||e — — o - = —
te et =g (=3 < w25 = n=w
deci functia ®(A) = (a—2xe)”L, care este analiticd, este mar-
ginitd in exteriorul cercului de razi |l¢f. Cum analitici-
tatea implicd continuitatea, i cum am presupus cd ®(})
este definitd pentru orice A complex (deci este o functie
intreagd), ®(2) va fi mirginitd si in interiorul cercului
A < Jlall, deci (conform teoremei lui Liouville) va fi
o constantd in intreg planul, ceea ce este absurd. Intr-ade-
var, acest lucru ar insemna cd elemente diferite ale alge-
brei noastre ar avea acelasi invers, ceea ce este evident
imposibil.

Acum demonstratia teoremei lui Gelfand-Mazur se va
face imediat. Fiea€ A, A presupus corp Banach; din pro-
pozitia precedenta rezultd ci existd cel putin un A, astfel
incit «—2Ae sd nu aibd invers. Dar A4 este corp; smouru] ele-

a
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ment fard invers este 0, deci ¢ — re =0, i.e. a = A e. Fie-
cirul element a & 4 ii corespunde astfel un numir com-
plex A, (evident unic!) astfel ca a = Aqe. Corespondenta
a =, definitd pe A cu valori in C este un izomorfism *
(care este si o izometrie ** dacd |e|| =1).

Multimea numerelor complexe A pentru care a — Ae
nu are invers se numeste spectrul lui a §1 se noteazd cu o (a).
Propozitia demonstratd mai inainte se poate reformula
astfel: intr-o algebrd cu element unitate spectrul unui ele-
ment oarecare nu este niciodatd vid. (Atentie! daci alge-
bra nu are element unitate, afirmatia nu mai este adeva-
rata.)

Despre mul{imea o () se pot spune incd o serie de lu-
cruri: de pild& o(a) este compactd (de fapt s(a)c{ » | M|
< Jla|}}. Demonstratia se face astfel: dacd |A| > ! a |,

. a . a . .
atunci H - ” < 1, deci e — N este inversabil. Dar
a . . .
a—x = —x|le— =|, deci e — este inversabil si
)

deci A & o(a), de unde concluzxa cdutata.

In cele ce urmeazi vom presupune ci algebrele Banach
considerate sint comutative. In studiul structurii acestor
algebre un rol deosebit i! joaci idealele maximale. I. M. Gel-
fand a fost acela care a avut meritul deosebit de a pune in
evidentd acest rol si de a ariita cii unele rezultate de analizd

* Dacd 4 si B sint doud corpuri (respectiv inele sau algebre) sif
o0 aplicatie definit¥ pe A cu valori in B, se spune ci f este un omoe
morfism dacd f posedd urmitoarele proprietdti:

1° flz+y) = flz) + f(y)

2° flzy) = fl=)f(y),

3° (incazul algebrelor) f(Az) = Af(z) pentru orice scalar A. f este
un izomorfism daci f-1 este de asemenea un omomorfism (ceea ce
implic3, desigur, cd f este biunivocd). Dacd intervin si topologii,
pentru a avea un izomorfism trebuie ca f si f-1 si fie continue.

** O aplicatie f: 4 —» B, cud si B spatii metrice, se numeste
izometrie dacd d(f(z), f(y))= d(z, y), cu alte cuvinte, dacd aplicatia f
pistreazid distantele.
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sint de fapt legate de structura algebricd a unor algebre Ba-
nach mai precis, de forma idealelor maximale. La timpul
sdu, aceasta a fost o idee cu totul noud, care a avut o mare
importantd in dezvoltarea ulterioard a unor intregi capi-
tole ale matematicii. Dar ce este un ideal? Un ideal I al
unei algebre comutative A (notiunea este strict algebrici
§inu se presupune cd A este inzestrat cu vreo structura topo-
logicd) este o submulfime a lui A care:

1° este un subspatiu vectorial;

2° dacd z € I, atunci yz & I pentru orice y € A.

Notiunea de ideal este cunoscutd de multd vreme in
algebrd, unde a fost introduséd de L. Kronecker si unde joaci
un rol extrem de important. Un ideal este propriu daci
diferd de idealul A ; idealul M este maximal dacd nu existd
nici un ideal propriu J, astfel ca M si fie inclus in J. Intr-o
algebrd comutativi cu element unitate, orice ideal propriu
este inclus intr-un ideal maximal, dupd cum rezulti ime-
diat din lema lui Zorn (utilizati observatia c¢i unitatea e
nu poate aparfine nici unui ideal propriu; de ce?). Si pre-
supunem acum cd A este o algebrd Banach (comutativd gi
cu element unitate). In acest caz, orice ideal maximal M
este inchis (aici apare structura topologicd a algebrei Ba-
nach A). Este suficient de verificat ¢, dacd M este un ideal
propriu oarecare, inchiderea sa M va fi de asemenea un ideal
propriu, cici in acest caz vom avea M cM si din maxima-
litatea lui M va rezulta M = M, adicd M inchis. Ci M este
un ideal, rezultd din continuitatea operatiilor. Faptul ci
M este propriu, rezulty astfel: pentru ca un ideal s¥ fie pro-
priu, este necesar si suficient ca si nu contind nici un ele-
ment inversabil, cdci dacd ar exista un astfel de element,
fie el z,, atunci z3' z, =e ar apartine idealului, deci
idealul ar confine unitatea si n-ar mai fi propriu, ceea ce
este absurd. Daci M n-ar fi propriu, ¥ = 4, si, cum mul-
{imea elementelor inversabile este deschisi (dupé cum am
vizut), rezultd, din definitia aderentei unei multimi, i
M ar contine elemente inversabile, deci n-ar fi propriu, ceea
ce este iardgi absurd !
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Un omomorfism al algebrei A in C (numerele complexe)
este o aplicatie k: A = C cu urmitoarele proprietét,izl;t este
liniard §i multiplicativi, i.e. k(zy) = k(x)h(y). In cele ce
urmeazi vom presupune ci k nu e identic nul, fird a mai
mentiona aceasta. Un fapt remarcabil este cd orice omo-
morfism al unei algebre Banach rezulti automat continuu
(dupd cum gtim, liniaritatea, cu exceptia cazului finit di-
mensional, este insuficientd pentru a garanta continuitatea),
ceea ce rezulti din faptul urmitor: pentru orice a € 4,
h(a) apartine spectrului o(a) al lui a. Aceasta se demon-
streazd astfel: mai intii, cum e = e2, h(e) = h(e?) = h(e)?,
deci h(e) =1 sau h(e) =0, dar acest ultim caz ar implica
k =0, cici x = ex, deci h(x) = h(e)h(x) =0 pentru orice
z € A, contrar ipotezei cd A 3= 0; prin urmare h(e) = 1.
Dacid h(a) &o(a) conform definitiei spectrului, aceasta ar
insemna cd b = (h(a)e—a)™! existd, deci (h(a)e—a)b =e;
aplicim pe bk: k[(h(a)e—a)b] = h(e). Ori h[(h(a)e—a)] =
= [h(a)h(e) — h(a)lh(b) =0 cici h(e) =1. Am obtinut o
contradictie, 0 =1, absurd, deci #k(a)Ec (a). Dar cum
c (a) este inclus in cercul de razid |la| , rezultd cd |k(a)| <
< |lall, deci ||h]| < 1. De fapt, h(e) =1, deci |k| =
=1.

Existd o strinsi legiturd intre omorfismele nenule ale
algebrei Banach (comutative, un element unitate) A si
idealele sale maximale. Pentru aceasta vor fi necesare citeva
pregitiri, referitoare la algebrele-cit.

Fie A o algebrid comutativd, J un ideal propriu al ei;
relatia x—y € J este o relatie de echivalentd §i multimea
claselor de echivalentd fatd de aceastd relatie este mulfi-
mea-cit A/J. Notind cu z — ¢(z) aplicatia care asociazi
fiecirui 2 € A clasa sa, se introduce pe N; o structurd de
algebrd in modul urmitor: ¢(x)+ ¢(¥) = ¢ (z+ ¥), Ap(z) =
=o(\x) §i ¢(2)o(y) = ¢(xy). Faptul ci definitiile opera-
iilor sint coerente, este un exercitiu simplu pe care-1 lisim
in seama cititorului, atrigind atenfia asupra faptului ci
proprietatea lui J de a fi un ideal intervine atunci cind se
verificid corectitudinea definitiei inmultirii.
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Aphcatla ¢ astfel definitd este, desigur, un omomorfism
de la A in A/J al cérui nucleu * va fi exact J. Dar A are
element unitate e, ¢ (¢) va fi unitate in 4 /J §1 ceea ce este
foarte important: A /J este corp dacd si numai dacd J este un
ideal maximal. Pentru demonstratie, fie z€A4, z & J si
fie I ={ax +y, acA, y € J}. Evident ci I este un
ideal diferit de J (cdci z € I); deci dacd J este maximal,
I = A, deci pentru un anumit ¢ gi un anumit y, ax+y =e.
Aplicim pe o: e(a)p(x) + o(y) = ¢(e); dar ¢(y) =0, deci

p(a)p(x) = ¢(e) si deci orice element nenul al lui A/J este
1nversabll adicd A/J este corp. Dacd J nu este maximal,
el este conginut intr-un ideal maximal si este suficient si
alegem un element z apartinind acestui ideal maximal, cu
z &J. Atunci idealul J, construit mai inainte, va fi pro-
priu (cdci va fi contmut — poate va fi egal — cu idealul
maximal de mai sus) deci e &I si deci ¢ () nu va fi inver-
sabil in A/J sidin constructie ¢(z) = 0, prin urmare A [J
nu este corp daci J nu este maximal.

Consideratiile ficute mai sus au un caracter pur alge-
bric. Dacd A este insd o algebrd Banach, se poate spune mai
mult. Anume, daci J este un ideal inchis, pe A/J se con-
siderd norma [lp(z)|| =inf {|z+ y|, y €J} si se veri-
ficd cd A|J (care este o algebrid comutativd) este chiar o
algebrd Banach comutativi. S& facem verificdrile. Mai
intii,daciz € J, || ¢(z) || = 0 (dece?). Daci z€ J, ||p(x)||>
> 0, cdci J este inchis; cd | ¢(z) || este intr-adevir o
normd se verifici plecind de la definitii; la fel si faptul ca
A [J este complet. S& ardtdm c& A /J este o algebrd Banach.
Fie z,,z, € A si fie ¢ > 0 fixat arbitrar. Alegem y; sk
Y, €J astfel ca |lz; +y;ll <llo(z;)|l +¢ (¢ =1,2). Dar
(@11Ys) (%3+Ys) Ezyy + J, dect

lo@aml < Ity @ty | < o+l Jlwat
+9sl < (le(@)ll + <) (lle(zs)l + <), ¢ fiind arbitrar;
rezultd cf lp (©:2)] < le(@)ll lle(za)ll, adick ceea
ce ciutam. Putem demonstra acum urmétoarea

* Se numeste nucleul unui omomorfism ¢ mul{imea punctelor
z ale ciror imagini prin ¢ sint zero, i.e. mulfimea {z|¢(z) = 0}
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Teoremd. Fiecirui ideal maximal al lui A4 ii corespunde
un omomorfism nenul al lui 4 in C, si, reciproc, oricirui
astfel de omomorfism ii corespunde un ideal maximal al
lui 4.

Demonstratie. Fie M un ideal maximal; atunci 4 /M
este un corp Banach, deci, conform teoremei lui Gelfand-
Mazur, existd un izomorfism j: A/M — C. Este suficient si
ludm omomorfismul compus: 2 =j- ¢ definit pe A cu
valori in C; M va fi nucleul acestui omomorfism g1 astfel,
am asociat oricdrui ideal maximal un omomorfism al cérui
nucleu si fie chiar M. Reciproc, fiind dat un omomorfism
nenul %, fie N nucleul sdu, adied N = {z |k(z) =0}. N
este un ideal (céci dacd x €N si y este un element arbitrar
din A, atunci A(yz) = h(y) k(z) = k(y)-0 =0, deciy €N).
Dar, mai mult, N este chiar maximal, c#ci si presupunem
cd ar exista un ideal N’, cu NcN'; atunci A(N') va fi de
asemenea un ideal in C g§i cum C este corp, rezulti ca
h(N') poate fi doar zero sau intreg C. Dacd A(N') ={0}
rezultd ¢d N'= N; in cazul contrar dacd A(N') = C, existd
un element y € N'astfel ca k(y)=1; dar cum hk(e) =1,
rezultd cd h(y—e) =0, prin urmare y—e € N’, adicd
y—e =z,cuz € N, deci e =y—z & N'si deci N' = A.
Se vede astfel cd IV este maximal §i demonstratia este ter-
minata.

Din aceastd corespondentd intre ideale maximale si o-
momorfisme se pot deduce o serie de consecinte importante.
Ne vom mirgini la urméitoarea: condifia necesard si suficientd
ca un element ac A (A = algebrd Banach comutativd, cu
element unitate) si fie inversabil este ca a sd nu aparfing
nici unui ideal maximal.

Pentru ca a sd fie inversabil este necesar gi suficient ca
A =0 sd nu apartind lui o(a) (spectrul lui a) (cici, conform
definitiei, pentru A &o(a), (a — Ae)™! existd, deci dacd
0 &oa(a), a™! existd).

Pe de altd parte, conform teoremei demonstrate mai ina-
inte, afirmatia ci @ nu apartine nici unui ideal maximal,
este echivalentd cu afirmatia cd a nu apartine nucleului nici
unui omomorfism nenul al algebrei, deci cd k(a) 5+ 0 pen-
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tru orice & nenul. Rezultatul pe care-1 avem in vedere se
poate deci enunta astfel: conditia necesard gi suficientd pen-
tru ca a sa fie inversabil este 4(a) == 0 pentru orice omomor-
fism nenul % al lui A.

Propozitia va fi demonstratd dacd vom dovedi cd A € o(a)
atunci si numai atunci cind existd un omomorfism nenul %
al lui 4, astfel ca k(a) = 0. Una din implicatii (k(a) € o(a))
a fost demonstratd mai inainte. Dacd A € o(a), atunci a—2e,
nu este inversabil ; fie idealul generat de (a—2e), i.e. idealul
ale cérui elemente sint de forma (a—»e)y, cu y elemente
arbitrare din A. Acest ideal este propriu, cici nu contine
unitatea (altfel, a—axe ar fi inversabil), deci este continut
intr-un ideal maximal, care, conform teoremei, va fi nu-
cleul unui omomorfism A; deci A(a—2re) = 0 sau h(a) = A
cdci h(e) = 1. Deci dacd k{a) == 0 pentru orice %, 0 nu poate
apartine lui ¢ (a), adicd a este inversabil.

Ajunsi aici, putem trece §i la aplicatii: una din acestea,
teorema lui Wiener (de fapt o teorema mai generald teo-
rema lui Wiener-Lévy, dar de aceeasi naturd) a stat la baza
teoriei lui Gelfand 1 ilustreazi, in mod simplu, cum anu-
mite aspecte algebrice stau ascunse sub unele enunturi in
aparentd de analizd purd.

Fie A algebra tuturor functiilor cu valori complexe f
definite pe cercul | z | =1, ce se pot reprezenta sub forma

Qo 0
fe®) =Y ¢,e™ cu), |c,| < oo, Pe A se considerd norma
—C0 —0co

C0

If =E lcp | si este usor de vizutcid A este complet

fatd de aceastd norma. Dar A4 este si o algebra fatd de inmul-

tirea punctuald. Daci f(e®) =Y c,ei si g(e?®) = E b,en

sint elemente din A, atunci f(e®) g(e®®) = E Q5 cn-nbuem
n RXn

deci

TARDMPIEARD M EADIREE N P

Algebra A este evident comutativd gi functia identic
egald cu 1, pe care o vom nota, prin abuz, cu 1, apartine
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lui 4, si ||1]|| =1, deci A este o algebrd Banach comuta-
tivd, cu element unitate.
S& notdm cu fy(e?®) functia e® (care, desigur, apartine

Iui 4). Dar si f1=e"'9 €A, s |fs |l =1 pentru n =0,

[]
4+ 1,4 2, ... Fie acum % un omomorfism al lui 4 in C si
fie A =A(fy). Cum || 2]| <1, vom avea &(f}) = |3*| <
L|fall=1, »n =0,4+ 1,4+ 2,..., deci |A| =1, sau, cu
alte cuvinte, A =ei* deci, in definitiv, A(f,) =ei*. Am
ardtat deci cd fiecirui omomorfism nenul % ii corespunde
un punct e** de pe cercul |z] =1, astfel ca Ak(f,) =eie.

Dar atunci A(f?) =seim® ={f2 (ei) si daci f =, c,e™,
putem scrie f =, ¢,f2. Seria convergind in 4, si & fiind
continuu, vom avea h(f) = f(e!*). S& presupunem acum ci
f(e!®) nu se anuleazd pe cercul |z| =1, i.e. f(e*®®) <0
pentru orice 0 real. Atunci, pentru orice omomorfism £,
h(f) 5 0, cici A(f) = f(e'*) cu « real. Dar pe baza teoremei
demonstrate mai inainte rezultd ci f nu aparfine nici unui

ideal maximal, deci este inversabil in A4 si deci—;— €A,

adicé% =) d,ei"® cu),|d,| < oo. Aceasta este toc-

mai teorema lui Wiener, demonstrati de acesta prin metode
»clasice“ de analizd.

Cealaltd aplicatie se referd la o altd algebrd importantd
de functii continue. Anume, dacé notim cu U ={z | |z]|<
<1} gi cu U inchiderea lui U (U va fi discul unitate),
algebra pe care o vom considera va fi algebra A(U) a func-
titlor continue pe U, ale ciror restrictii la U sint olomorfe.
Vom demonstra urméitoarea

Teoremd. Fie fy,..., [€A(U) cu proprietatea cd, pen-
tru orice z€U, |fi(z)| + ... +|fn(z)| > 0.

Atunci exista g,,..., 2, A(U), astfel inctt 3 fi(z)g;(z) =
=1 pentru orice z€U.

Demonstratia va utiliza ceea ce stim privind algebrele
Banach. (Este evident cd A(U), dotatd cu norma | f|| =
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=sup | f(z) | este o algebrd Banach, cici limitele uniforme

€l
de’funcigii olomorfe sint olomorfe).
Fie I idealul generat de f;,..., [, adici mult{imea ele-
n

mentelor de forma ), fig;, cu g; elemente arbitrare din A(U).
T

Afirmatia teoremei revine la aceea ci 1€/, gi, dupi cum
gtim, pentru aceasta este necesar gi suficient ca I s¥ nu fie
inclus in nici un ideal maximal, sau, ceea ce este echiva-
lent, ca fy,..., f, 83 nu se giseascd simultan in nucleul vreu-
nui omomorfism % al algebrei noastre, deci si nu existe
nici un % (omomorfism nenul al lui A(U) in C), astfel ca
h(f;) =0 pentru i =1,2,..., n.

Trebuie deci sd determinim omomorfismele algebrei
A(U). Pentru aceasta vom remarca mai intii ¢ polinoamele
in z sint dense in A(U). Intr-adevir, U fiind compact, orice
fEA(U) este uniform continuu pe U. Fixdm pe f oarecare
din A(U) si un ¢ > 0 arbitrar; continuitatea uniform re-
vine la aceea cd existd un numir r < 1, astfel incit | f(z) —
— f(rz)| < ¢ pentru orice z&U; dezvoltdim pe f(rz) in
serie de puteri care converge uniform citre f(rz) pentru
z2&€U; n-avem decit sd considerim polinomul obtinut limi-
tind dezvoltarea la un numdir suficient de termeni. Acest
polinom, pe baza inegalititii |f(z) — f(rz)| < e, va apro-
xima pe f(z) cu 2¢ sd zicem (¢ fiind arbitrar, aceasta este
suficient).

Acum repetim oarecum rationamentul ficut la teorema
lui Wiener. Fie fy(z) = z; evident ci f,€ A(U); cine este
o(fy)? Conform definitiei, este multimea acelor A pentru
care f, — A-1 nu este inversabil ; aceasta revine la aceea cd
z — A-1 nu este inversabil ; este clar ¢i, pentru orice A U,
z — e nu este inversabil §i ci, pentru A& U .z — Ae este inver-
sabil ca functie din A(U). Deci o(f,) =U. Fie acum Ak un
omomorfism oarecare (nenul) al lui_ A(U) in C. Atunci
h(fo)€a(f,), deci existd un numir «cU, astfel ca k(fy) = «.
De aici, A(fg) = o™ =fg(«) pentru n =1,2,... Dacd P =

e

=2310,,,z” este un polinom oarecare, P =2 c,f?, deci
N==
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h(P) = P(x). Continuitatea lui & si faptul cd polinoamele
sint dense, ne asigurd cé A(f) = f(«) pentru orice f€ A(U);

n
;Ifi(z)l > 0 pentru orice z& U implicd faptul cd, pen-

tru z = «, existd cel putin un indice i, astfel incit | fi(«)|>
> 0, deci A(f;) 5= 0. Cu alte cuvinte, pentru orice 2 existi
un indice I, astfel ca A(f;) <= 0, ceea ce, dupd cum am vizut,
demonstreazd teorema.

Putem trece acum la teorema de reprezentare (datoritid
lui I. M. Gelfand) a algebrelor Banach comutative cu ele-
ment unitate, teoremd foarte importantd si extrem de fru-
moasd. Ideea remarcabild a lui Gelfand a fost de a consi-
dera, fiind daté o algebrd Banach comutativd, o topologie
naturald pe multimea omomorfismelor nenule ale algebrei
respective, sau, ceea ce este acelagi lucru (dupd cum stim)
pe multimea idealelor sale maximale. Pentru aceasta, fie 4
o algebrd Banach comutativd, cu element unitate; A va fi
deci un spatiu Banach §i dacd notdm cu S multimea omo-
morfismelor nenule ale lui A in C, aceste omomorfisme
sint in mod automat continue, de norma 1, deci S va fi ¢
submultime a sferei unitate a dualului lui 4, adici o sub-
multime a sferei unitate a spatiului functionalelor liniare
i continue pe A.

Dupd cum am vizut, atunci cind am considerat sfera
unitate a dualului unui spatiu Banach, acesta este slab com-
pactd, adicd este compactd fatd de topologia slabd pe dual.

Ce se intimpld in cazul nostru? Multimea omomorfis-
melor fiind o submul{ime a unei mult{imi slab compacte
din dual, pentru a dovedi cd-i compactd, este suficient a
ardta cd este inchisd fatd de topologia slabd. Aceasta revine
insd la urmdtoarele: dacd notdm cu § mulfimea omomor-
fismelor nenule ale algebrei A, trebuie ardtat cd orice punct
aderent (din A’) multimii § este un omomorfism. Dar stim
deja cd un astfel de punct aderent este o aplicatie liniard
(s-a gdsit aceasta cind s-a ardtat cd sfera unitate din dual
este slab compactd), rdmine doar de ardtat multiplicativi-
tatea. Fie deci hye§ (inchiderea luatd in topologia slabi).
Un sistem fundamental de vecinititi al lui %, va fi format
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din multimile V(k,; €, ,,..., %,), unde ¢ parcurge numerele
pozitive nenule, iar z,,..., , parcurge toate sistemele finite
(deci n variazd) de elemente arbitrare din A. Faptul cd k,
apartine lui § implicd faptul cd in orice astfel de vecini-
tate existd cel putin un element apartinind lui §. Faptul
cd h, este multiplicativ inseamnd, evident, cd ky(ab) =
= h, (a)hy(b) pentru orice element a si b din A. Fixdm pe a i b
(de altfel perfect arbitrare) si vom evalua diferenta hy(ab) —
— h(a)hy(b). Pentru aceasta alegem o vecindtate V(hy; =,
Zy,...,4n) de tip special, anume V(ky; €, a, b, ab), si alegem
un element (care existd, dupd cum am vizut) k&S NV(k,,
e, a, b, ab). Vom avea
ho(ab)—ho(a)hy(B)] < lho(ab)—h(ab)l + |h(ab)—ho(a)hy(b)] <
< e + [k(a)h(b) — ho(a)hy(b)] -
Dar scriind
h(@)h(b) —ho(@)ho(D) = h(a)(R(D)—hy(D)) + ho(b) (R(a)—ho(a)),
avem
| k(a)h(b)—h, (a)ho(b)l | h(a)| | h(b)—ho(b) |+
+ o (0)]  [h{a) — ho(a)|.

Acum | k(a)| < || all, 1h(d)| <Ilb|, iar cum ke
€V(hy; €, a, b, ab), rezultd ca | h(b) — hy(b)| si| h(a)—hy(a) |
sint mai m1c1 ca e.

In definitiv

lho(ab)—ho(@)ho(b)] < e (1 +Il all +I b))
§i cum ¢ este arbitrar, rezultd
ho(ab) = ho(a)ho(b).

Dar h, este evident nenul (este oare aceasta atit de evi-
dent?), prin urmare § rezultd inchis, deci compact.

Spatlul S (utilizdm cuvintul spai;lu pentru cd pe § s-a
introdus o topologie!) se numeste spectrul algebrei A. O
datd topologlzat spectrul (numit si spatiul idealelor maxi-
male), sd asociem fiecdrui element a& A functia definitd
astfel: d(h) = h(a), cu h€S. Functia & este continud pe
S. Demonstratie; fie k,€ S fixat, ¢ > 0 dat. Trebuie aritat
cd existd o vecindtate V a lui k, in §, astfel ca, pentru
orice hE€V, |d(h)—d(hy)| < e. Dar pentru aceasta este
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suficient de luat V="V(e, hy, a) ={RE S| |k(a) — ho(a)| < ¢}.
Cum d(k) — d(hy) = h(a) — hy(a), afirmatia este evidentd.

Cu alte cuvinte, fiecirui element @ al algebrei noastre
Banach A4 (comutative $1 cu element unitate) i s-a asociat
o functie continud d, definitd pe spectrul lui A. Avem astfel
o aplicatie definitd pe A, cu valori in C(S) (= algebra func-
tiilor continue pe spectrul S, cu norma uzuald). Aceastd
aplicatie este continud, céci || d||=sup | d(k) | = sup |h(a) | <
< | a|, deoarece fiecare % este de norm& 1. Functia & se
numegte transformata lui Gelfand a elementului a.

1

Se aratd (nu este greu) cd | 4| —hm la®|[* (exis-

tenta limitei din membrul drept se demonstreaza), iar norma

| & || se numeste norma spectraldé a lui a. Apllcag,la a >4
este evident un omomorfism de algebre. Ea va fi o injectie
dacidind =Orezultia = 0. Darcumd = 0 implicd A(a) =
=0 pentru orice h€S, aceasta inseamnd cd a apartine
intersectiei tuturor nucleelor omomorfismelor lui 4, deci a
apartine intersectiei tuturor idealelor maximale. Intersectia
tuturor idealelor maximale se numeste radicalul algebrei 4 ;
dacd acest radical se reduce la idealul { 0 }, se spune cd A4
este semisimpld. Deci, dacd notim cu A algebra transfor-
matelor lui Gelfand &, A este izomorfi cu 4 dacd gi numai
dacid A este semisimpld. Izomorfismul despre care vorbim
va fi in general doar un izomorfism algebric, nu neapdrat
topologic, aphcawa & —a nefiind in mod necesar continud.
Se aratd ugsor cd o conditie necesard si suficientd ca aph-
catia d —a si fie bicontinud, este ca norma algebrei A si
verifice urmitoarea conditie simpld: | a||? < K || a?| pen-
tru orice ac A, constanta K nedepinzind de a (dacd K =1,
atunci A si 4 vor fi izometrice).

Teorema obtinutd este remarcabild, intre altele deoarece
ne arati ci in anumite conditii generale algebrele Banach
comutative pot fi reprezentate ca algebre de functii conti-
nue pe un compact. Bineinteles cd se ridicd imediat o serie
de probleme. De pild4: cind A coincide cu algebra tuturor
functiilor continue definite pe spectrul sidu? sau: dacd 4

234



si B sint algebre izomorfe (algebric) sint oare spectrele lor
omeomorfe?

In cele doud exemple considerate mai inainte am deter-
minat §i forma idealelor maximale, deci am determinat
spectrele algebrelor respective, care sint spatii topologlce
asociate natural algebrelor si cu topologii ,séndtoase“. in
general insd spectrul poate f1 un spatiu compact cu o struc-

turd foarte complicatd. Aceasta nu trebuie si ne mire ! Gene-
ralitatea rezultatului, trebuie plititd intr-un fel, fenomen
destul de general in matematici. Totusi, rolul si apllcag,nle
teoremei de reprezentare a lui Gelfand sint extrem de impor-
tante.

Am vizut deci cid studiul algebrelor Banach conduce la
studiul algebrelor de functii continue definite pe spatii com-
pacte. Dar studiul acestor algebre a pornit si de la nevoile
analizei, in special de la probleme de aproximare.

Probleme de aproximare

O teoremi clasicd a lui K. Weierstrass afir-
m4d cd orice functie continud pe un interval compact poate
fi aproximatd uniform prin polinoame. Cu alte cuvinte, func-
tia continud f(x) fiind definité, sd zicem, pe [0,1], pentru
orice ¢ > 0 existd un polinom P(z) care si verifice relatia
If — Pel|l < ¢, norma fiind luatd pe [0,1], i.e. || f—P| =
= sup| f(x) — Pe(x)| . Teorema aceasta se poate demon-

ze[0,1]

stra in numeroase feluri. Un mod ,efectiv® de a gési un gir
de polinoame, care sd conveargd uniform catre f(r), a fost
gisit de matematicianul sovietic S Bernstein. Acesta a

aritat cd polinoamele B,(r) = Z Ck1 —x)”‘hx"f( )

aproximeazd oricit de bine pe f(z), umform pe [0,1] (tre-
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cerea de la intervalul [0,1] la un interval oarecare (méir-
ginit) [a, b] se face imediat printr-o schimbare simpld de
variabild). Teorema lui Weierstrass mai poate fi formulata
si astfel: algebra tuturor polinoamelor este densi in algebra
functiilor continue pe orice interval compact.

In cazul teoremei lui Weierstrass, observatia (care nu
intervine, de pildd, in demonstratia lui Bernstein, nici in
cea originald a lui Weierstrass) ca polinoamele formeazi o
algebra, sugereazd incercarea de a obtine un enunt asema-
nitor inlocuind:

a) intervalul printr-un spatiu compact oarecare K,

b) algebra polinoamelor cu o altd subalgebrd a lui C(K}
verificind conditii convenabile.

Se mai cunostea un rezultat similar, datorat de aseme-
nea lui K. Weierstrass (si care se poate deduce din teorema
de aproximare prin polinoame), referitor la posibilitatea
aproximarii uniforme a functiilor periodice prin polinoame
trigonometrice.

Matematicianul american M. H. Stone a reusit si obtini
in 1948 o astfel de generalizare, demonstrind urmatoarea
teoremd, cunoscutd sub numele de teorema Weierstrass-
Stone:

Teoremd. Fie K un spatiu compact, 4 o algebra de functit
continue cu valori reale, definite pe K si cu proprietdtile:

a) functia 1€ 4,

b) A ,separd“ punctele lui K, adicd, pentru orice pe-
reche de puncte distincte p, §i p, ale lui K, existd o functie
fe4 astlel ca f(py)  f(ps)-

Concluzie. Algebra A este densd in Cyp(K) (fatd de norma
IIfll = sup |f(x)], Cg(K) fiind algebra functiilor con-

K

tinue pe K, cu valori reale.
Este evident cé atit algebra polinoamelor, cit §i cea a
polinoamelor trigonometrice verifici cele doud conditii.
In enuntul de mai sus apare o restrictie importantd,
anume cerinta ca algebra A si cuprindd doar functii cu va-
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lori reale. Vom vedea in ce misurd se poate ridica aceastd
restricie, care tine nu de vreo insuficien{d a demonstra-
tiei, c1 de insdsl natura lucrurilor. Si presupunem, pentru
moment, teorema demonstratd §i sd considerdm o algebrd
B, de functii continue, cu valori complexe definite pe K,
care sd verifice conditiile a) i b) ale teoremei gi care in plus
sd posede proprietatea urmditoare:

¢) daci feB, atunci si f€B (f este functia z—> f(z),
unde f(z) este conjugatul complex al numérului f(x)). Se
spune cd B este autoadjunctdé. Vom ardta (presupunind de-
monstratd, repetim, teorema lui Stone-Weierstrass) ci
daci B poseda proprletatlle a), b), ¢), atunci B coincide
cu C(K) (este evident cd aceste trei conditii sint necesare
pentru ca B = ((K)). Fie A algebra functulor reale f ce
apartin lui B. Este clar ¢d A poseda proprletatea a). In
ceea ce privegte pe b, (separarea punctelor) fie ¢ 2 t, doud
puncte din K. Atunci existd feB, f(t,) 5 (1), ceea ce
implicd Re f(¢,) &+ Re f(t,), sau Im f(¢,) = Im f(¢,). Dar

Re f =f% € B, i, fiind o functie reald, apartine lui 4;

la fel si Im f = i—;—f € B, aceasta datoritd faptului ci

l
B este autoadjunctd. Teorema lui Stone-Weierstrass spune
cd in acest caz A = Cy(K). Dar atunci, pentru orice f€ C(K),
Re f si Imfapartm lui Cgr(K), deci lui A si in definitiv
f= Re f + iIm fe B, ceea ce trebuia ardtat.

Cu alte cuvinte, pentru ca o algebrd B a lui C(K), veri-
ficind proprletéglle a), b) si ¢), sd fie densd in C(K), este
necesar 8i suficient ca ea si fie autoadjunctd.

Vom da acum o demonstratie ,analitici“ * a teoremei
lui Stone-Weierstrass.

Fie deci K un spatiu compact ; dacd fsi g&Cgr(K), atunci
fVeg =max (f, g) si fAg = min (f, g) apartin de aseme-
nea lui Cg(K). Vom demonstra doud leme.

* Existi o demonstratie ,geometrici” bazati pe teorema lui
Krein-Milman.
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1° Fie A o familie de functii continue, cu valori reale,
definite pe K, cu proprietatea cd dacd f, g€ A, atunci
fVeg, fAgeA. Concluzie: orice functie continud pe K,
care poate fi aproximatd in orice pereche de puncte ale lui K
prin functii din A, poate fi aproximatd uniform pe K prin
functii din A (i.e- ~partine lui A).

Demonstratie. Fie f continud, cu proprietatea ci, pentru
orice doud puncte p, g K si orice ¢ > 0, existd o func-
tie frq€ A, astfel ca [ fo.a(P) — f(P)I <& |fpal9) —
—flg)] <e Fie Upg ={z| fp®) < fle) + ¢} 4
Vp,q ={z | fpa (¥) >f(x) — e} leam pe ¢ si facem pe
p sd varieze; multimile deschise Up,, acoperd pe K, deci
existy un numar finit de astfel de multlml care acoperd pe K.
Prin urmare aceste multimi vor fi de forma Uppar Upyuas ...,

» Up q- Luind acum functia fy = min (fp,, ¢.fpsas--- fp a)»

fa este continud (si apartine lui A ), fa(z) < f(z) + € pe K
$i fy > f—e pe multimea V, =n Vp.a-
i=1 4

Facind acum si varieze ¢, multimile deschise ¥V, for-
meazd o acoperire a lui K; extragem o acoperire finitd;
aceasta ne furnizeazd functiile fy,..., fg,; luind f" =
= sup (fy---» fa,), Obtinem o functie ce apartine lui A si
care verifici relatia f — e <f'<f 4+ ¢ pe K, q.e.d.

2° Orice algebrd A de functii continue, cu valori reale,
definite pe K, care este inchisd in normi (se mai spune: ,,uni-
form inchisd“) are proprietatea ci din f,gE€ A rezultd cd
fV gsif A\ g apartin de asemenea lui A.

Demonstrafie. S& remarcim ci fV g = max (f,g)
se poate scrie gi sub forma fV g=%(f+g+|f_g|).;

1
in mod analog f/\g=-2—(f+g——\f—g|).
Deci va fi suficient si aritim ci f€ A implicd | f| €A.
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Impirtind cu o constantd, putem presupune ci |f| =
= sup | f(z)| < 1.

Vom folosi dezvoltarea Taylor a functiei (¢ + €2)'/* in
jurul punctului t = -;—

Aceastd serie converge uniform pe intervalul [0,1]. No-
tind ¢ = z?, existd un polinom P(x22), astfel ca | P(x?) —
— (#® + )| < e. (¢ >0 fiind arbitrar, dar fixat) pen-
tru z€[—1, +1] (este suficient si ludm destul de multi
termeni de dezvoltare).

De aici rezultd c¢i | P(0)| < 2¢, deci Q(22) = P(2?) —
— P(0) verificd inegalitatea |Q(x2) — (2% + )| < 3e.
Dar || 2| — (2% +¢%)'?| < ¢, prin urmarel Qx?) — | z||I<
< 4epe [—1, +1]. Cum Q(0)=P(0) — P(0)=0, Q nu
contine termeni constanti, deci Q(f?) € 4 dacid feA. (Nu
stim daci algebra A coni;me pe 1 si de aceea este nevoie
ca Q sd nu aibd termeni constanti).

In definitiv teorema lui Stone-Weierstrass rezulti ime-
diat din aceste doud leme, cici A verificd conditiile lemei
2° si tot ce trebuie ardtat ‘este (pentru a ne plasa in condi-
tiile lemei 1°) c& dacd A separd punctele (deci cu atit mati
mult A) si dacd contine constantele, atunci orice functie
continud pe K poate fi aproximat, in orice pereche de puncte
din K, prin functii din A. Fie z =+ y doud puncte din K.
Stim cd existd o functie fEA, astfel incit f(x) 5 f(), f(x)
$i f(y) fiind, ambele, nenule. Fie apoi g o functie continud
pe K, g(z) = qa, g(y) = b. Pentru orice ¢ > 0, trebuie gi-
sitd o functie fi€A, astfel incit |fy(x) —g(x)l < e si
| fuly) — g(y)| < e. Proceddm in modul urmitor: luim
drept f; functia af + Bf?; constantele « si B le determindm
cerind ca fy(z) =a §i fi(y) = b, ceea ce revine la sistemul
liniar de ecuatii (necunoscute]e sint « i B):

« f(z) + pf*(z) = a,
«f (y) + BF3y) =0,

care se rezolvi imediat (aici este esential faptul ci f(z) 5= 0,
f(y) = 0). Teorema este complet demonstrati.
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Alte rezultate

In acest paragraf vom demonstra mai intii
un rezultat legat de algebra L'(R?) si anume faptul cd idea-
lele inchise in algebra L!(R!) coincid cu subspatiile lui L!
invariante la translatii. Pentru aceasta vom avea nevoie
de citeva rezultate ajutatoare.

1° Dacd notdm cu fy(z) functia f(z-t), atunci aplicatia
t - f, definitd pe R', cu valori in L! este uniform continui.
Demonstratie. Norma diferentei f,, — f,, va fi ||fy, —

_f‘2” - Sjoo | fo () — fip ()] dt = S:' [flz +t) —
—fle + 1) dt = SN Ifz) —f(z+t,—t;) | dz deci totul re-

vine la a arita ci pentru orice feL!, lim | f —f,|| =0.
t0

Proprietatea aceasta rezultd imediat, dacd f este o func-
{ie continui cu suport compact, §i, cum multimea acestor
functii este densd in L!, rezultatul se obtine repede aproxi-
mind un element f oarecare din L! printr-o functie continui
g cu suport compact, scriind ¢d f —fy =f— g +g — g +
+ g, — fi, aplicind inegalitatea triunghiului gi observind
cd llgg— fili =lg—Tfll.

2° Dacd ¢ este o functie din C§ (R?), S pdr =1, su-

portul lui ¢ fiind intervalul [—1, +1], atunci girul ¢@,(z) =
= @ (3) are proprietatea cd | ¢,%xf — f|| = O pentru
n

orice f din L!.

3° Dacd feLl, atunci fi*f, =[foer = fourf (verifi-
carea este un calcul elementar).

Fie acum 7 un ideal inchis din LY(R'). Vom arita ci I
este inchis fatd de translatii, adicd I contine, o datd cu f,
toate translatatele sale f,. Fie fel si ¢, girul considerat
la punctul 2°. Atunci, notind ¢, () = (2 +1), Qg+
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apartine lui I, pentru orice n (nu uitati: in L' inmultirea

este operatia de convolutie). Dar @, ; *f = ¢, xf, (vezi 3°)

gi cum I este inchis, lim ¢, x f;, care este tocmai f,, apar-
N-poo

tine lui 7.

Reciproc, fie M un subspatiu inchis al lui L1, care, o
datd cu o functie f, contine §i toate translatatele sale f;.
Vom arédta cd M este un ideal inchis al lui L. Pentru ca
M si fie un ideal este suficient (M fiind un subspatiu) ca
din fe M, g€ L si rezulte gxf&€ M. Dacé reusim sd apro-
ximdm produsul g « f prin combinatii liniare de translatate
ale lui f, cum M este inchis, totul va fi terminat.

S& remarcim cd va fi suficient sd considerdm proprie-
tatea de mai sus doar pentru g functii in scard, sau chiar
functii caracteristice de intervale, cdci ele genereazd pe L.
Fie deci g =1 pe [a, b] §i zero in afara lui [a, b], & =

=g *[; h(z) =S°_°°° f(x — g(t)de =SZf(x — t)dt. Fie ¢ >0

dat (arbitrar). Existd atunci 3(¢) > 0, astfel incit |s—t|<
< 3 (¢) sd implice ||f;—f;|| < € (proprietatea 1°). Alegem
o diviziune d: @ =t, < ;, < ...1, =b a intervalului
[a, b] de normd v(d) < 3(c) si consideram functia h,(x) =

=2, (— ta) flz—ty).

Dar
W(z) — hy(@) =\ fla—0dt =D (th — ta) fl& — t) =

>

S e

=2 " e —0—flz—wia,

b=1Jlk—1

deci
n

1=ttt < 7 10— 0 — fla — )1 a2 d
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Schimbind ordinea de integrare in fiecare termen al sumet
gisim cd

1=l <D\ 1 —fy e < elb ),

cici, din modul cum am ales diviziunea, | f., — f_,,‘ I <e.

Demonstratia este incheiati daci remarcim cd h,(x)
este o combinatie liniard de translatate ale lui f, deci b, € M
si deci he M.

O a doua chestiune pe care o vom examina se va referi
la o altd algebrd de functii (pe care am intilnit-o gi in pri-
mul paragraf al acestui capitol), anume algebra functiilor
continue pe circumferinta unitate care se pot pre]ungl in
interior ca functii analltlce sau dacd vreti, a functiilor ana-
litice pe {|z] <1} si continue pe discul {|z] <1}. Mai
fnainte insd vom face citeva consideratii generale, pe care
le vom aplica acestui caz.

Fie K un spatiu compact si H o submultime compactd a
sa, iar A un subspatiu al lui C(K) cu proprietatea ci 1€4
§i ci, pentru orice f€A, |[flx =|fllz (normele fiind
Iflx =sup [f(®)], [fllg = sup [f(z)|. S& notim cu

ZEK z€H

Ay multimea functiilor definite pe H, restrictii ale func-
tiilor ce apartin lui A. Bineinteles, M este un subspatiu
al lui C(H) si, in plus, orice o€ M are o prelungire unicd
la un element din A (c# ci dacd fy, f, sint functii din A4, astfel
ca flIH =f2|g =¢, atunci f; — f, =0 pe H, deci [f, —
— fallg = lifi— fs ”3=Oa adicd f, =f,). Existd deci
o corespondentd biunivocd intre A si H, cu péstrarea nor-
mei. Fie acum z un punct oarecare din K, si fe A. Atunci
[f(x)| < || fllg, deci aplicatia f—> f(z) este o functio-
nald liniard pe A si deci (pe baza corespondentei biunivoce
amintite mai inainte) poate fi considerat gi ca o functio-
nald liniard i bineinteles continui, pe M. Conform teore-
mei lui Hahn-Banach, o putem prelungi (desigur nu nea-
pirat in mod unic) la o functionali liniari si continui L
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pe C(H) de normd 1 (cdci, pentru f =1, L(f) = 1), astfel
ca Lf ={f(z) pentru orice feM. Aceastd formd liniard
este si pozitivd (adicd Lf > 0, dacd f > 0), lucru pe care
il admitem (de altfel, nu e greu de ardtat). Atunci, conform
teoremei lui Riesz, existd o masuri Uy, POZitivd pe H astfel

cd Lf=S fdue pentru orice feC(H), deci, in parti-
H
cular, pentru f €4,

f(z) =SHfdux-

Cu alte cuvinte, valoarea lui f intr-un punct se repre-
zintd printr-o integrald in raport cu o misurd ce depinde
de acel punct, misurd purtati de H.

Remarcati cd a fost esential faptul c¢d ||fllg = |filk
pentru orice f€A. O multime H cu aceasti proprietate
se numeste o frontierd pentru A. Aceasti denumire va fi jus-
tificatd de algebra functiilor analitice in interiorul cercului
unitate si continue pe circumferinta |z| =1.

S4 mai remarcdm cd mésura p, este unic determinaté
de L; dar L este doar prelungirea aplicatiei f —f(z) si s-ar
putea sd existe mai multe astfel de prelungiri.

Vom concretiza aceste chestiuni pe un exemplu impor-
tant. Fie A algebra functiilor definite pe discul K =
={z||2| < 1}, analitice in interior gi continue pe contur.
Sinotdim U ={z| |z| <1} si H ={z||z| =1}. Din
cauza analiticitdtii (principiul maximului) conditia || fllg =
=| fllx este indeplinitd, functia 1 apartine evident lui
A si sintem plasati in conditiile de mai inainte. Deci,
pentru orice f€ A si orice z& K, existd o mésurd wp, (po-

zitivdl), astfel incit f(z) = S fdu,. Vrem si vedem cum

aratd aceste misuri. Vom remarca mai intii c& orice functie
feC(H) poate fi aproximatd uniform prin pohnoame tri-
gonometrice (teorema lui Stone-Weierstrass) si apoi cd orice
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m
polinom trigonometric P(6)= Y, azei®* poate fi scris sub
k=21

forma P(0) = P,(0) + Py(0), unde P, si P, sint de forma
D Bieil® si deci apartin lui A (functiile e® se prelungesc
>0

in mod evident ca functii analitice in U, dacd I > O).

Aceasta ne permite si ardtim cd mdésura p, (| 72l < 1)
este unicd. In cazul contrar, ar exista doud misuri pl si
p2, astfel ca

iy = faut = { a2, deci,notind p =t — g, {fp, =0
H H
pentru orice fE 4.
Misura p, este reald (ca diferentd a doud mésuri pozi-

tive), deci vom av:a sS fdg, = 0 pentru orice fE A.
H
Dar atuncis (Py + P, dy, =0 pentru orice doud poli-
H

noame trigonometrice apartinind lui A4, deciS P(B)dy, =0
H

pentru orice polinom trigonometiric i cum acestea sint

dense in C(H), Sfdpz = 0 pentra orice feC(H), prin

urmare p, = 0.
Putem incerca acum sd determinim mdisurile y,. In pri-
mul rind, dacd z = €%, atunci din

f(z) —S fdp, = &(f)

si din unicitatea méasurii y, rezultd in mod necesar cd y, =
=¢,, unde am notat cu ¢, masurile unitate in punctul z
(asa-numita mdasurd a lui Dirac, notatd mai inainte cu J).

Mult mai interesant este cazul |z]| << 1. Atunci z este
de forma ret®, cu 0 < r< 1. Cum z*€4 (n =0,1,2,...),
avem formula de reprezentare. Pentru a preciza notatia,
vom nota cu z" functia z =>z" §i cu §{ = ret® punctul fixat.
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Deci
(9] =S 2(t)dp, = S+n e du, =rmem®n = 0,1,2,...
H -7

Cum p, este o misurd reald, Sfdp.c = Sfdp.z, deci

+ ,
S " e™dy, =r"e"®, n =12, ...

-7

Ambele formule se pot reuni sub forma i e™tdy, =

= ri™eM8, Fie P,(0 — t) functia definitd astfel:
P,.(G—t) — E ,.]niein(o-t)’

t fiind real §i 0 < r < 1. Este clar ci aceastd serie con-

verge uniform (cdci este majorati in modul de 2 rifl). Sa
calculdm integrala

2 -7

Din cauza convergentei uniforme a.seriei care definegte
pe P,(6—t) putem integra termen cu termen g§i gisim cé

! S*" P(0—1) e df = iMein® 5 =0, + 1, + 2,...

1 S"" PL(0—t)eintdt.

2m )on
Dar in acest cazS fdp, = él— S+"f(ei"°) P, (6 — t) dt pentru
H w J—-n
f ="€A, deci pentru orice polinom trigonometric si
deci pentru orice feC(H). Cu alte cuvinte du, =2i
74
1—r

P,(6 — t)dt. Un calcul direct aratd ci P,(t) T1_2rcosit

deci, in definitiv, pentru orice fE€ A avem
a2
fre®) = (" fle) s
2n )

1 — 2rcos(0 — &) + r?
Aceastd formuld se numegte formula lui Poisson.
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In sfirsit, vom incheia cu caracterizarea functiilor con-
tinue pe circumferinta unitate care apartin algebrei A.
Teoremd. Fie f continud pe circumferinta unitate. Pentru
ca fEA este necesar si suficient ca
™
5-5 et f()dt =0, n =1,2,...
13

Demonstratie. Dacid fE A, f este dezvoltabild in serie
de puterl ale lui z = rei®, deci limiti uniformi de poli-
noame in z care verificd ev1dent aceste conditii, de unde
necesitatea.

Suficienta apeleazi la faptul urmétor: dacd fe C(H),

atunci functia f(rei®) =—S f(et)P,(6—t)dt (r < 1) este
definitd §i continud pe 1nTtt,reg discul unitate, ceea ce rezultd
ugor remarcind 052—1-8:’: P (t)dt=1, dacd utilizim inega-
litatea evidentd pentru orice f continud

| fre’)| < sup [ ] - S"" P(0 — 1)t

si dacd in sfirgit utilizim densitatea functiilor de forma g, +
+ 82 (&1, £2€4) In C(H).

Fie deci f astfel incit Sﬂ et f(iydt =0, n =1,2,...

Considerdm functia f(ret) (care prelungeste pe f la intreg
K) si refacem calculele de mai inainte in sens invers:

f(rei°)=2—ns f(t)P,((-)—t)dt=é—;S (t)("_.z_wrl’”e‘“ﬂt))dt-—

= E rinlgine S f(2)emint d¢ _i haind S"‘ f(tyemint dt =

ne=gQ

——E a,rein —Ea,,z,

Nn=0

deci feste analiticd in |z <1 (am notat cu a,= S f(t)e~intdz),
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Aceastd caracterizare permite a se aréita faptul urmitor:
algebra A este o subalgebrd inchisi maximald a lui C(H).
Cu alte cuvinte, dacd B este altd subalgebrd inchisd a lui
C(H) cu AcBcC(H), atunci sau B = A sau B = C(H).
Acesta este desigur un rezultat remarcabil. Existi nume-
roase alte rezultate de acest tip, asupra cédrora insd nu insis-
tim. Ceea ce trebuie subliniat este cd tocmai imbinarea
unor metode fine de analizd cu consideratii functionale sau
algebrice au permis, in ultimii 15 ani, o mai buni cunoag-
tere gi infelegere a numeroase probleme de teoria functiilor,
de teoria aproximdrii si altele. Chestiunile expuse sint de-
sigur destul de simple i ele au doar rolul de a vi ilustra
puterea acestor metode.






INCHEIERE

Iatd-ne ajungi la capétul céldtoriei noastre
prin Analiza matematicd. In speranta cd unele din chestiu-
nile tratate v-au interesat si cd ati dori sd vd completati
cunogtintele si in primul rind ati dori si examinati demon-
stratiile acelor citorva teoreme utilizate in cursul expune-
rii, fard demonstratii, iatd citeva indicatii bibliografice.
Ne vom referi indeosebi la texte in limba roménd, ele fiind,
desigur, larg accesibile.

Gisiti o demonstratie a lemei lui Zorn (datoratd lui
I. Barbidlat) intr-un apendice al cértii lui C. T. Io-
nescu Tulcea, Spagit Hilbert, Editura Academiei,
Bucuregti, 1956; o demonstratie a teoremei de compaci-
tate a lui Tihonov se gdseste in Grupuri topologice de L. S.
Pontreaghin (traducere din limba rusi, litografiat
I.S.R.S.), Bucuresti, 1956; demonstratia teoremei lui
Fubini o gisiti atit in volumul III al tratatului de Ana-
lizé Matematicd de acad. Miron Nicolescu, Edi-
tura Tehnicd, Bucuregti, 1960, cit si in Functii reale gi ele-
mente de analizd funcjionald, Editura Didacticd gi Pedago-
gicd, Bucuresti, 1962, de acelagi autor. Cartea lui I.P.
Natanson, Funcfii de o variabili reald, Editura Teh-
nicd, Bucuresti, 1957, contine de asemenea o demonstratie
a teoremei lui Fubini.

Teoria integralei in raport cu o misurd scalard oarecare
este dezvoltatd in tratatul de Aralizdé matematicé vol. 111
deja amintit, de acad. Miron Nicolescu. Metoda initiald a
lu1 Lebesgue de constructia integralei este expusd in cartea
lui Natanson amintitd. Un alt mod de a construi integrala
pe spatii local compacte se giseste in Inele normate de M. A.
N aim ark, traducere din limba rusi, litografiat I.S.R.S.,
Bucuresti, 1958.
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In ceea ce privegte formula integrald a lui Cauchy, puteti
consulta Teoria functiilor de o variabild complexi, vol. 1, de
S. Stoilov, Editura Academiei, Bucuregti, 1954 (ed. a
II-a, 1962).

Pentru acei cititori care vor si pitrundi mai adinc in
miezul problemelor expuse existd in limba roméni o serie
intreagd de texte excelente dedicate Analizei matematice
gi unor capitole de Analizd functionald, pe care cititorul
interesat le poate consulta. In ceea ce priveste Calculul
diferential gi integral (in particular teoria integralei Rie-
mann) puteti consulta Acad. Miron Nicolescu,
N. Dinculeanu, S. Marcus, Manual de
Analizd matematicd, vol. I, II, Editura Didacticd i Peda-
gogicéd, Bucuresti, 1963. Pentru chestiuni mai avansate este
de preferat cartea Acad. Miron Nicolescu, Ana-
liza matematicd, vol. I, II, III, amintitd.

In ceea ce priveste problemele referitoare la teoria inte-
gralei, vedeti N. Dinculeanu, Integrarea pe spatii
local-compacte, Editura Academiei, Bucuregti, 1965. Pentru
cei ce doresc sd cunoascd elementele principale legate de
teoria seriilor Fourier, a se vedea T. G an e a, Serit iri-
gonometrice, Editura Tehnicd, Bucuregti, 1956, sau G. P.
Tolstov, Serit trigonometrice, Editura Tehnicé, Bucu-
resti, 1955.

In sfirsit, cititorii pot consulta, cu maxim de folos,
cartea lui J. Dieudonné, Bazele analizei moderne,
publicatd initial in limba englezd gi tradusd apoi in limba
rusd (se giseste acolo si un mare numir de exercitii gi pro-
bleme interesante).
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