ANALIZA GLOBALA SI GEOMETRIE
RIEMANNIANA

Paul A. BLAGA









Cuprins

1 Varietati diferentiabile 3
1.1 Varietdti topologiCe . . . . . . . . o e e e e e e e e e e 3

1.2 Definifia varietdtii diferentiabile . . . . . . . . . ... L 5

1.3 Exemple de varietdti diferentiabile . . . . . . . . . . ... 6
1.3.1 Spatiul euclidian n-dimensional . . . . . . . ... ... oL oL 6

1.3.2  Subvarietdfideschise . . . . . . . . . . . e e 6

1.3.3 Produsulde varietdti . . . . . . . . . . . . . e e e 6

1.3.4 Sfera bidimensionald (Proiectia ortogonald). . . . . . . . . . ... ... ... ... ...... 6

1.3.5 Sfera bidimensionald (proiectia stereograficd) . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 8

1.3.6  Echivalenta celor doud atlasuride pesferd . . . . . .. ... ... ... ... .. ... . 10

1.3.7 Spatiifactor . . . . . . . L e e e 11

1.3.8 Spatiul proiectivreal P?(R) . . . . . . . . . . e 12

1.3.9  Un spatiu Hausdorff local euclidian care nu admite o bazd numarabild (Priifer) . .. ... .. 14

1.4 Aplicatii diferentiabile . . . . . . ... 14
1.4.1 Exemple de aplicatii diferentiabile . . . . . . . . .. ... ... Lo oL 16

1.5 GrupuriLie . . . . . o o e 16
1.5.1 Exemplede grupurilie . . . . ... . . . . . . . .. ... 17

1.5.2 Exemplede morfisme Lie . . . ... .. ... .. .. ... ... 18

2 Partitia unitatii 19
3 Spatiul tangent la o varietate diferentiabila 25
3.1 Spatiul tangent la un spatiu euclidian . . . . . . . . . ... ... 25
3.2 Spatiul tangent la o varietate . . . . . . . . L. Lo e e e e e e e 28

3.3 Aplicatia tangenta intr-un punct a unei aplicatii diferentiabile . . . . . . . ... ... 0oL 28
3.3.1 Expresia aplicatiei tangente a a unei aplicatii netede in coordonate locale . . . . .. ... .. 31

3.3.2 Schimbdride coordonate . . . . . . . . . .. 32

3.3.3 O altd definiie a spatiului tangent . . . . . . . . . . . . .. ... 33

3.4 Spatiul cotangent intr-un punct lao varietate . . . . . . . . .. ..o 35
3.4.1 Dualul unui spatiu vectorial . . . . . .. . oL 36

342 Spatiulcotangent . . . . ... e e e e e e e e 38

3.4.3 Aplicatia cotangentd intr-un punct a unei aplicatii netede



II

Cuprins

3.5 Fibratul tangent la o varietate diferengiabild . . . . . ... ... ... ...
3.5.1 Aplicatiatangentd . . . . . .. ... ..o
3.6 Fibratul cotangent si aplicatiacotangentd . . . . . . . . ... ... ... ..

Imersii, submersii, scufundari si subvarietati

4.1 Teoremadeinversiunelocala . . . . . ... ... ... ... ... ...
4.1.1 Cazuleuclidian . . . . . . .. ... ... ... L
4.1.2 Cazul aplicatiilor netede intre varietati

42 Teoremarangului . . . . . . . . ... ..o
421 Cazuleuclidian . . . . .. ... ... ...
422 Cazulvarietatilor . . . . . ... ... ... ...

4.3 Imersii, submersii si scufundari . . . . .. ... ... ... ...
43.1 Imersii . . ... ...

44 Subvarietaiin R™ . . . . . . ...
4.4.1 Subvarietdti parametrizate ale unui spatiu euclidian
4.42 Definitia subvarietdtii . . . . . . ... ...
4.4.3  Spatiul tangent la o subvarietate a lui R” intr-un punct

4.5 Subvarietdti ale unei varietdfi . . . . . . ... ... Lo

4.6 Topologiade subvarietate . . . . . . . ... ... ... ... ... ...,

4.7 Submersii, scufundari si subvarietati . . . . ... ... ... ... .....

4.8 Scufundarea varietétilor compacte in spatii euclidiene

Campuri de vectori

5.1 Definitie si proprietdti fundamentale. . . . . . . ... ... ... ...
5.2 Céampurile ca operatori diferentiali . . . . . . ... ... ... .. ... ..
5.3 Algebra Lie a campurilorde vectori . . . . . . .. ... ... ... ....
5.4 Campuri vectoriale si aplicagiinetede . . . . . . . ... ... ........
5.5 [Ecuatii diferentiale si curbe integrale . . . . . . .. ... ... .......
5.6 Fluxulunuicidmpdevectori . . ... ... ... ... ... .....
5.7 Derivata Lie aunui cAmp de vectori . . . . . . . .. ... ...

Grupuri si algebre Lie

6.1 Introducere . . . . . . . . . . ...
6.2 Campuri invariante lastdnga . . . . . . . . .. ... ... ...
6.3  Grupuri de transformadri si spagii factor . . . . . ... ...,

Elemente de calcul tensorial si forme diferentiale

7.1 Introducere . . . . . . . . ..
7.2 Notiuni de algebra tensoriala . . . . . ... ... ... ... ........
7.3 Produsul tensorial adoitensori . . . . . . . . ... ...

7.4 Campuri tensoriale pe o varietate diferentiabild

Metrica riemanniana

8.1 Notiunea de metricd riemanniand . . . . . . . . .. .. ... ... ...
8.2 Exemple de varietdfi riemanniene . . . . . . . . . ... ..o
8.2.1 Exemplele fundamentale . . . . . . ... ... ... ... ..

8.2.2  Izometrii si izometrii locale. Echivalentd conforma

65
65
66
68
69
71
74
80

85
85
85
86

87
87
87
91
93



Cuprins III

9 Conexiuni 103
9.1 Motivatie: derivare si conexiune Tn R . . . . . . . . ... L 103
9.2 Definitie si proprietati fundamentale . . . . . . . . . ... ... L. 103
9.3 Curbura i torsiunea unei ConexXiuni . . . . . . . . . . . . i e e e e e e e 105
9.4 Campuri de vectori de-a lunguluneicurbe . . . . . . ... oL Lo 107
9.5 Transportul paralel . . . . . . . ... 110
9.6 Conexiunea Levi-Civita . . . . . . . . . .. L e 112
0.7 Exemple . . . . . . . e e e 116
9.7.1 Spatiul euclidian n-dimensional . . . . . .. ... oL oL Lo 116

9.7.2  Suprafete in spatiul euclidian tridimensional . . . . . . . .. ... ... oL 117

9.7.3 Sferabidimensionald . . . . . . . .. ... 118

9.7.4  Spatiul hiperbolic bidimensional . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 118

10 Geodezice si aplicatia exponentiala 121
10.1 Exemple . . . . . . o e 121
10.1.1 Spatiul hiperbolic bidimensional . . . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... .. ... 121

10.2 Sferabidimensionald . . . . . . . . . L 123
10.3 Teorema de existentd si unicitate pentru geodezice . . . . . . . . . . . .. ... 124
10.4 Fibratul tangent . . . . . . . . . . L e e 125
10.5 Aplicatiaexponentiald . . . . . . . . oL e e 127
10.5.1 Coordonate normale . . . . . . . . . . . L e 129
10.5.2 Exemple . . . . . . . e e e 129

10.6 Geodezice minimale . . . . . . . . . ... e e e e 134
10.7 Vecinitdti convexe. Teorema lui Whitehead . . . . . . . . . .. ... . oL oo oL 138
10.8 O proprietate extremald a geodezicelor . . . . . . . . ... L oL oL 139
10.9 Alte exemple de determinare a geodezicelor . . . . . . . . . . . . . ... ... 141
10.9.1 Suprafetederotatie . . . . . . . . . . .. e e e e 141

11 Varietitile riemanniene ca spatii metrice 143
11.1 Varietdti complete. Teorema Hopf-Rinow . . . . . . . ... ... ... ... .. ........... 143
11.2 Teorema Myers-Steenrod . . . . . . . . . . . . e e e e e 145
12 Curbura unei varietati riemanniene 149
12.1 Complemente algebrice . . . . . . . . . . . . . e e e e 152
12.2 Curbura sectionald a unei varietdfi riemanniene . . . . . . . . . . . ... .o 155
12.3 Curbura varietdtilor bidimensionale . . . . . . . . . . . . ... 156
12.3.1 Teorema egregium. Ecuatiile lui Gauss . . . . . . .. ... ... .. L ... 156
12.3.2 Ecuatiile Gauss si Codazzi-Mainardi pentruo suprafatd . . . . . . . .. ... ... ... ... 157
12.3.3 Curbura sectionald aunei suprafete . . . . . . . . . . . . ... ... ... 160

12.4 Varietdtide curburdconstantd . . . . . . . . . . . ... e e e 160
12.5 Curbura Ricci si curburascalard . . . . . . . . . . .. L 163
12.6 CampuriJacobi . . . . . . . . L e 164
127 Puncte conjugate . . . . . . . .. e e e e e e e e e e e e 168
12.8 Proprietati suplimentare ale cdmpurilor Jacobi . . . . . . . . . ... ... ... ... 169



Cuprins 1

13 Subvarietati riemanniene 171
13.1 Introducere . . . . . . . . . e e e 171
13.2 Campuri de vectori tangenti sinormali . . . . . . . . . .. Lo oL 171
13.3 Conexiuneaindusd . . . . . . . . . . L e e 173
13.4 Geodezice pe subvarietdti . . . . . . . . . . .. . e e e e e e e e e 178

14 Teorema Gauss-Bonnet 179
14.1 Integrarea unei functii pe o varietate riemanniand . . . . . . . . . . ... ..o 179
14.2 Domenii poligonale pe o suprafatd . . . . . . . . . . . . ... e 181
14.3 Coordonate geodezice polare . . . . . . . . . . L. 183

15 Subvarietiti ale lui R” 191

Bibliografie 191



Cuprins




capPIToLuL 1

Varietati diferentiabile

1.1 Varietati topologice

Definitie. Se numeste varietate topologicd de dimensiune n un spatiu topologic M care Indeplineste urmétoarele trei
conditii:

(i) M este un spatiu topologic Hausdorff (sau, cum se mai spune, verifici axioma de separabilitate T2: doud puncte
distincte au vecindtdti disjuncte).

(i) M are o bazd numarabild de multimi deschise.

(iii)) M este local euclidian de dimensiune n, ceea ce inseamna cd fiecare punct al sdu are o vecindtate omeomorfa
cu o multime deschisa din R” (sau, ceea ce este acelasi lucru, cu intregul R”).

Definitie. Dacd M este un spatiu topologic, o hartd de dimensiune n pe M este o pereche (U, ¢), unde U C M este
o submultime deschisa iar ¢ : U — R” este un omeomorfism pe imagine.

Asadar, putem reformula definitia varietatii topologice, spunand cad M este o varietate topologicd de dimensiune
n dacd este un spatiu T2, cu bazd numdrabild, astfel incat in jurul fiecdrui punct al sdu existd o hartd de dimensiune
n.

Cu completdrile ce vor fi aduse in sectiunea urmatoare, o varietate urmeaza sa fie o generalizare naturald a unui
spatiu euclidian, un spatiu topologic care, la scard micd, este “identic” cu un spatiu euclidian, dar la scard mare
poate fi complet diferit. Dupd cum se poate ardta, prin contraexemple, cele trei axiome ale varietdtii topologice
sunt independente. Am putea fi tentati sd credem cd, datorita faptului ca spatiile euclidiene verifica, Tn mod evident,
axiomele (i) si (ii), a treia axioma le implica pe primele doud. Nu este, totusi, asa. Mai precis, din a treia axioma
rezultd ca primele doud axiome sunt verificate local numai. De exemplu, din a treia rezultd cd M se poate acoperi
cu deschisi care au, fiecare, o bazd numdirabild, dar de aici nu rezultd cd putem folosi aceste baze pentru a construi o
bazd numarabild a intregului spatiu, deoarece aceste multimi deschise pot fi “prea multe”, familia lor poate sa nu fie
numadrabild.

Desigur, spatiile euclidiene au multe alte proprietéti topologice care nu rezultd din axiomele varietatii topologice.
Ne putem Intreba de ce le-am singularizat exact pe acestea si nu pe altele. Raspunsul nu este foarte complicat de dat.
Existd cel putin doud motive foarte serioase care au impus aceasta alegere:
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1. Desi varietdtile nu sunt, in general, spatii vectoriale, deci nu le putem Tnzestra cu structuri de spatiu normat sau
spatiu cu produs scalar, vrem ca ele si posede cel putin o structurd de spatiu metric, in aga fel incat sd putem
calcula distante. Se stie din topologia generald ca orice spatiu metric este Hausdorff.

2. Cele doua axiome topologice ne asigurd existenta unui aparat, numit partitie diferentiabild a unitdtii care ne
permite sd “lipim” obiecte construite local, pe submulfimi deschise, pentru a construi obiecte globale. Acest
aparat este central in demonstrarea foarte multor teoreme de geometrie diferentiald globald (cu alte cuvinte,
teoreme care descriu varietatea ca intreg, nu comportamentul local, Tn jurul unui punct).

Exemple

1) O submultime deschisa U C R" este, in mod evident, o varietate topologica n-dimensionald, deoarece proprietitile
descrise in axiomele (i) si (ii) sunt ereditare, iar U, fiind deschisd, este o vecindtate pentru fiecare din punctele sale
si este omeomorfd cu ea nsisi, ca deschis din R” (omeomorfismul putind fi ales chiar aplicatia identicd). Chiar in
cazul in care U se poate identifica, din punct de vedere fopologic cu intregul R”, din punct de vedere algebric, trebuie
sd le considerdm distincte, deoarece, In general, U nu are o structurd de spatiu vectorial (decat 1n cazul trivial Tn care
U =R").

2) Sfera S2, cu topologia de subspatiu al lui R3, este o varietate topologici de dimensiune 2. In acest caz, sfera
nu este omeomorfi cu intregul R?, deoarece sfera este compacti, iar R? — nu. Prin urmare, nu putem utiliza aceeasi
vecinitate pentru toate punctele lui S2. Afirmatii analoage sunt adevirate, dupd cum ne vom convinge in curind,
pentru sfere de dimensiune 7, unde n este un ntreg cel putin egal cu 1.

O afirmatie care se face adesea este aceea cd varietdtile sunt generalizari naturale ale curbelor si suprafetelor din
spatiul intuitiv. Afirmatia este adevdrati, In principiu, dacd suntem atenti la definirea acestora din urmd. Dacd, insd
intelegem, de exemplu, prin curba pur si simplu suportul unei curbe parametrizate, fird sa impunem nici un fel de
conditii (cu exceptia celor de netezime) asupra parametrizdrii, atunci, in general, o curba nu este o varietate topologica.

Considerdm exemplul lemniscatei lui Bernoulli, care este suportul curbei parametrizate

cost cost sint
r(t) = ( ) .

1 +sin?7 1+ sin?¢

Originea axelor de coordonate, care se afla pe curbd, nu are nici o vecinatate omeomorfa cu un segment deschis
de pe axa reald. Cum aratd o vecindtate a originii de pe curbd? Este clar cd trebuie sa fie, daca e restransa suficient,
intersectia dintre curba si un disc deschis centrat in origine, deci este o0 mulfime sub forma de cruce.

Se afirmd, de reguld, ca este evident cd o cruce nu poate fi omeomorfa cu un segment (deschis). Demonstratia
riguroasd nu este chiar atét de triviald pe cit ne-am putea astepta. Ea se bazeaza pe notiunea de punct sectional al unui
spatiu topologic.

Astfel, daca X este un spatiu topologic, iar p € X, spunem ca p este un punct sectional de ordin k al lui X daci
multimea X \ {p} are k componente conexe. Punctul de intersectie al celor doud segmente care formeaza crucea este
un punct sectional d e ordinul al patrulea pentru aceastd cruce, in timp ce toate punctele unui segment deschis sunt
puncte sectionale de ordinul al doilea. Prin urmare, daca se poate demonstra ca ordinul de sectionalitate al unui punct
este invariant la omeomorfisme, atunci am scapat. intr—adevér, avem:

Propozitia 1.1.1. Fie X, Y spatii topologice si p € X un punct sectional de ordinul k. Dacd f : X — Y este un
omeomorfism, atunci si f(p) este sectional de ordink in'Y .

k
Demonstratie. Fie X1, ..., X} componentele conexe ale lui X \ {p}. Avem X \ {p} = |J X;. Aplicand f si tinand
i=1

k
cont de faptul ca f este injectivd, obtinem ca f(X\{p}) = |J f(X;). Pedealtd parte, avem ca f(X\{p}) = f(X)\
i=1
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k
{f(p)} =Y \ {f(p)}, unde s-a utilizat faptul cd aplicatia f este surjectiva. Prin urmare, Y \ { f(p)} = U f(Xi).
i=1
Multimile f(X;) sunt conexe (deoarece X; sunt conexe si f este continud) si disjuncte (deoarece X; sunt disjuncte).

Prin urmare, f(p) este sectional de ordin k. |

Utilizand aceeastd propozitie, se poate demonstra, printre altele, si cd suprafata conicd (cu doua panze) nu este
o varietate topologicd, deoarece, dacd ar fi, ar trebui sd fie de dimensiune doi. Ori, varful conului este sectional de
ordinul doi, in timp ce toate punctele unui disc deschis din plan sunt puncte sectionale de ordinul unu.

1.2 Definitia varietatii diferentiabile

Definitie. Fie M o varietate topologica. Spunem ci doud harti (U, ¢) si (V, ¥) sunt C *°-compatibile dacafie UNV =
@, fie U NV # @, iar aplicatiile ¢ o Y~ si ¥ o ¢! sunt difeomorfisme intre submultimile deschise (U N V) si
v nv).

Definitie. O structurd diferentiabild (zisd si C *° sau netedd) pe o varietate toplogica M este o familield = {(Uy. ¢a)}yea
de harti astfel incat urmatoarele trei conditii sa fie verificate:

(1) Uyea Ux = M (altfel spus, familia de deschisi {Uy }qe 4 este 0 acoperire a spatiului topologic M );
(2) pentru orice a, B € A hirtile (Uy, ¢q) si (Ug, ¢g) sunt C>°-compatibile;
(3) Orice harta (V, ¥), C°°-compatibila cu toate hartile din ¢/, apartine lui U{.

Observatii. 1) n general, pe o varietate topologici pot exista mai multe structuri diferentiabile “neechivalente” (vom
vedea mai tArziu care este semnificafia precisa a acestui termen). De exemplu, pe R* existi chiar o infinitate. De
remarcat ca dimensiunea 4 este o dimensiune speciald, pentru cd pe toate celelalte spatii euclidiene exista doar cate
o structurd diferentiabila.

2) Exista varietdti topologice pe care nu se poate introduce nici o structurd diferentiabild. Un astfel de exemplu a fost
construit de cdtre matematicianul elvetian Maurice Kervaire, In 1963.

3) Nu este neapdratd nevoie sd lucram cu varietati diferentiabile de clasa C°°. Definitia are perfect sens si pentru
cazul C¥, cu k < oo sau pentru cazul C? (adica toate aplicatiile sunt analitice). Multe dintre rezultatele din curs
sunt valabile si pentru varietdti de clasa C k. dar demonstratiile presupun mai multe dificultifi de naturd tehnica.
Pe de altd parte, unele dintre rezultate nu sunt valabile 1n cazul analitic (de exemplu existenta partitiei unitdtii, vezi
mai departe).

4) Daci o varietate admite o structuri diferentiabild de clasi C'!, atunci dintre hirtile sale se pot selectiona unele care
formeazi o structurd de clasd C*°.

O famile de hirti pe o varietate topologica ce verificd doar primele doud conditii din definitia structurii diferen-
tiabile se numeste atlas. Intuitiv, este clar cd o structurd diferentiabild contine “prea multe” harti pentru a putea fi
manevratd in mod comod. Pe de altd parte, in cazurile fericite, un atlas poate consta dintr-un numar finit de harti (e
intotdeauna cazul dacd varietatea este compactd). Urmatoarea teorema ne aratd cd orice atlas determind in mod unic
structura diferentiabild, deci Tntotdeauna este suficient, in cazurile concrete, sd fixdm un atlas si sd lucrdm cu el.

Teorema 1.1. Fie M o varietate topologicd Hausdorff, cu bazd numdrabild. Dacd A = {(Vy, Vo) }acA este un atlas
pe M, atunci existd o singurd structurd diferentiabild pe M care contine atlasul.
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Demonstratie. Fie U familia tuturor hartilor topologice de pe M care sunt C °°-compatibile cu toate hartile din atlasul
A. Vom demonstra ca U este o structura diferentiabild pe M .

Este clar cd .A C U, prin urmare proprietatea (1) este in mod evident verificatd, deoarece domeniile hartilor din A
acopera deja varietatea M .

Fie, acum (U, ¢) si (V,¥) doud harti din U/ astfel incat domeniile lor sa se intersecteze, adica U NV # @.
Atunci, aceste hirti fiind hérti topologice pe M , aplicatiile ¢ o ¢! si ¥ o ¢ ~! sunt omeomorfisme bine definite intre
submultimile deschise (U N V) si ¥(U N V). Raméne doar de aritat ci ele sunt de clasd C .

Fie x = ¢(p) un punct oarecare din ¢(U N V). Atunci, deoarece domeniile hartilor din .4 formeazi o acoperire,
existd un o € A astfel incat p € V. Atunci multimea W = V, N U NV este deschisd si contine punctul p, iar (W)
este o multime deschisa ce-1 contine pe x. Avem ¥ 0o 9! = ¢ o (gl o) 09! = (Yo gy !) o (pn 0p™!) pe
@(W); dar ¢ o 93! si gy 0 ™! sunt ambele de clasi C*°, deoarece hirtile (U, ¢) si (V, ¥) sunt C *-compatibile cu
harta (Vy, ¢g); cum p a fost un punct arbitrar din U N V', rezulti cd aplicatia v o ¢! este de clasd C * in vecinitatea
fiecdrui punct din (U N V), deci este C > pe tot domeniul de definitie. De aici rezultd proprietatea (2). Proprietatea
(3) este, din nou, triviala. [ |

1.3 Exemple de varietati diferentiabile

1.3.1 Spatiul euclidian »-dimensional

Este clar cd R” are o structurd naturala de varietate diferentiabild n-dimensionald, data de un atlas cu o singura harta,
aplicatia identica.

1.3.2 Subvarietati deschise

Dacd M este o varietate diferentiabild, iar N C M este o submultime deschisd a sa, atunci N se poate inzestra
in mod natural cu o structurd de varietate diferentiabild, numiti subvarietate deschisd a lui M. Intr-adevir, fie
A = {(Uy., ¢a)}4ec4 un atlas pe M.AEste evident, atunci, cd B = {(Ua NN, %t'UaﬁN)}aeA este un atlas pe N, care
determind structura sa diferentiald. In particular, este clar ca orice submulfime deschisa a unui spatiu euclidian este o
varietate diferentiabild de aceeasi dimensiune cu spatiul ambient, posedand un atlas format dintr-o singura harta, data
de aplicatia identici?.

1.3.3 Produsul de varietati

Dacd M si N sunt varietdti diferentiabile, atunci M x N, cu topologia produs, este, de asemenea, o varietate, iar
dim(M x N) = dim M + dim N. Intr-adevir, nu avem decét si considerdm un atlas A = {(Uy, ¢ )}aca pe M siun
atlas B = {(Vg,¥g)}pep pe N. Atunci C = {(Uy X Vg, 9o X ¥g)}(a,8)cAx B> CU

Yo X Yp Uy x Vg — R™ xR", (g x Wﬂ)(xd’) = (¢a(x), ¥g(y))

este un atlas pe M x N.

1.3.4 Sfera bidimensionala (Proiectia ortogonala).

Sfera bidimensionala (si, prin analogie, cea n-dimensionald, unde n este un numadr natural oarecare) se poate inzes-
tra Tn mai multe moduri (adica utilizind mai multe atlase) cu o structurd de varietate diferentiabild bidimensionala

'Dupi cum vom vedea ceva mai tirziu, subvarietitile deschise sunt cazuri particulare ale unor obiecte mai generale, numite subvarietdi.
2Mai precis, aceasti harti este dati nu de aplicatia identicd a multimii deschise, ci de scufundarea canonici a sa in spatiul ambient, dar
aceastd scufundare nu este altceva decat restrictia aplicatiei identice a spatiului euclidian ambient la multimea consideratd.
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(respectiv n-dimensionald, in cazul general). Mai intdi, ca mulfime, avem
2= {2 e RO )2 + ()2 + (D)2 =17,

adici este sfera unitate din R3, centrati in originea spatiului R3. Inzestrim S cu topologia de subspatiu din R3. Cu
alte cuvinte, o multime U C § 2 este deschisi in 1 topologia lui § 2 dacd si numai daci existd o submultime deschisi
U C R3 astfel incat s aibi loc egalitatea U = Uns2 Dupid cum se stie din topologia generald, atat proprietatea
lui Hausdorff, cat si existenta bazei numarabile sunt proprietdti ereditare: daca un spatiu topologic le are, atunci orice
submultime a sa, Tnzestratd cu topologia de subspatiu le are. Pe de altd parte, proprietatea unui spatiu topologic de a
fi local euclidian nu este o proprietate ereditard, deci mai riméane si demonstrim, pentru a ne convinge ci S este, in
prima instantd, o varietate topologica, faptul ca este un spatiu topologic local euclidian. Pentru aceasta, fireste, trebuie
si punem in evidentd un atlas. Considerdm submultimile deschise ale lui R (semispatii deschise)

1

Ut = {(xl,xz,xz’) e R? |xi > 0}

si

5,-_ = {(xl,xz,xz’) eR3 |xi < 0},
cui = 1,2,3. Atunci multimile U + U U*n S2.i =1,2,3, sunt submultimi deschise ale sferei S 2 care, in mod
evident, acoperd Intreaga sferd (ele sunt, in fond, sase emisfere deschise, adica fard ecuator).

Definim acum aplicatiile <pl.jE : Ul.i — R2,i = 1,2,3 ca fiind, pur si simplu, proiectii ortogonale (proiectii
paralele dupa directia axei i ), adica

Fora?ed) = (2
;:(xl’ .XZ, .X3) — (xl,x3)
;i:(xl’ X2, X3) — (XI,XZ)
Se verificd imediat ci aceste aplicatii sunt omeomorfisme pe interiorul cercului unitate cu centrul in originea lui R2,

W ={y e R?*||lyll < 1}.

Intr-adevir, si verificim pentru ¢;". Cum (xl,xz,x3) € §2, inseamni ci avem (x1)? + (x2)%2 + (x3)? = 1,
adicd (x2)? + (x3)? = ()cl)2 < 1, intrucat (x!, x2, x3) e U , deci x! > 0. Prin urmare, pentru orice
(x1,x2,x3) € U1+ avem gal T(x1,x2,x3) € W, deci aplicatia (pl ia, 1ntr-adevar valori in W. De asemenea, este
evident faptul ca aplicatia (pl este continud, deoarece este ugor de verificat cd preimaginea oricdrei submulfimi des-
chise a discului deschis W este o submultime deschisd de pe sferd (adica intersectia dintre o submultime deschisa a
spatiului tridimensional si sfera S2).

Sd demonstram acum ca g01+ este o aplicatie inversabild. Pentru aceasta, e clar, este suficient sd-i punem in evidenta
inversa. Fie, deci y = (y!, y?) € W. Atunci (y')? + (y?)? < 1, deci are sens si definim aplicatia W1+ W — U,

v 0% = (\/1 — ()2 - (y3)2,y2,y3) :

Aplicatia wl este, 1n mod evident, bine definitd si continui. in plus, este usor de verificat faptul ci wl = (<p1 )71,
adicd, Intr-adevidr, ‘/’1 este un omeomorfism. La fel se verificd si pentru celelalte aplicatii (pentru aplicatiile cu 1ndlcele
superior “-” se ia semnul minus in fata radicalului atunci cind se defineste aplicatia inversa).

Pentru a verifica faptul ci sfera S? este o varietate diferentiabili de clasi C >, este necesar si mai aritim ci
oricare doud harti sunt C °°- compatibile. Considerdm, de exemplu, hartile (U1 ,<p1+ ) si (U, 95 ). Avem, Tnainte, de
toate,

UI’L nU, = {(xl,xz,x3) € S?|x!>0,x2 <()} #0
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(aceastd multime este un sfert de sferd deschis). Mai departe
U U =10ty ew iyt <o},
v (U U = {0y ew |y >0},

adicd aceste submultimi ale planului sunt niste semidiscuri deschise (semidiscul din stinga, respectiv din dreapta).
Pentru aplicatia
93 o () o (U NUy) — 03 (U NUy)

avem expresia

(@5 o (@)™ HO% ) =03 (e ) =
=¢; (\/1 - ()2 - (y3)2,y2,y3) = (\/1 — ()2 - (y3)2,y3)

si este clar cd aplicatia este de clasd C°°. In mod analog, consideram acum aplicatia

O(‘/’z) ! @2(U+HU2)_>(P (U+ﬂU2)
Avem

@ o (@)™ HN ) =0l (o) 'O y?) =
=9 (yl,—\/l - (hH2 - (y3)2,y3) = (—\/1 - (hH2 - (y3)2,y3) ,

deci si aceastd aplicatie este infinit diferentiabild. Cum aceastd aplicatie este inversa primei, rezultd ca prima aplicatie
(deci si a doua) este un difeomorfism, ceea ce trebuia demonstrat.

Atlasul pe care l-am construit pe sferd contine 6 harti de coordonate.

Exemplul se poate extinde in mod natural la cazul sferei S” din spatiul R”*1. Atlasul corespunzitor va avea,
evident, 2n + 2 harti.

1.3.5 Sfera bidimensionala (proiectia stereografica)

Considerdm, din nou, sfera bidimensionald, cu aceeasi topologie ca in exemplul de mai sus. Alegem insa un alt atlas,
format, de data aceasta, numai din doud harti. Fixim in R3 un reper ortonormat, cu originea in originea sferei. Vom
numi punctul N = (0,0, 1) polul nord al sferei, iar punctul S = (0,0, —1) — polul sud. Cele doud harti vor fi atunci

N = S22\ {N}, respectiv Ug = §2\ {S}. Este clar cd dacd notdm Uy =R3 \{N}si Us =R3 \ {S}, atunci
aceste multimi sunt deschise in R3, iar Uy = =U NNS% Us = U s N S2, prin urmare multimile Uy si Us sunt
deschise pe sfera.

Mai rdméne sa construim aplicatiile acestor harti. Descrierea geometrica a acestor aplicatii este ct se poate de
simpld. Identificim R? cu planul ecuatorial al sferei (adici cu planul de ecuatie x> = 0). Acum, daci P € Uy,
construim dreapta N P (care este bine definitd, deoarece N # P). Atunci, prin definitie, ¢ 5 (P) este punctul in care
dreapta NP intersecteazd planul ecuatorial.

Analog se defineste ¢, cu diferenta ca se considera dreapta SP (care, din nou, este bine definitd dacd P € Ug).
Din aceastd descriere este deja clar cel putin cd ¢y si ¢s sunt aplicatii bijective, bine definite, numite proiectii
stereografice (din polul nord, respectiv din polul sud).

Fie, deci, P = (xl,xz, x3) € Up. Scriem ecuatiile dreptei NP:

xtox?2  x3-1
xl X2 X317
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Vom determina acum punctul de intersectie dintre dreapta NP si planul ecuatorial X3 = 0. Avem , prin urmare,

Xt ox?2 1

x1 x2 1—x3°

de unde rezultd imediat cd acest punct, fie el Q, va avea coordonatele

x! x2 0
1—x3"1—x3"")"

de unde, identificind planul ecuatorial cu R? (adic, practic, stergand zero-ul), obtinem ci

1 2 1 2

L 2 3 x X X X
b 9 = 9 ’0 E b .
oN (s x% a0 (1—x3 1—x3 ) (1—x3 1—x3)

Este clar ci aplicatia ¢y este continud. Vom determina acum inversa ei. Daci (y!, y?) € R?, vom identifica acest
punct cu punctul (y!, y2,0) din planul ecuatorial al sferei. Scriem acum ecuatiile dreptei NQ:

xt o x?2 x3-1
yl y2 -1

: ()

Determinim punctul P de intersectie dintre dreapta NQ si sfera S2. Aceasta inseamni si adiugim ecuatiilor (*)
ecuatia
(X1)2 + (X2)2 + (X3)2 =1

si obtinem sistemul
xt o x?2 x3-1
yl - yz T . (%)
X2+ (X2 4+ (X2 =1

Notdm cu ¢ valoarea comuna a rapoartelor din (*) si obtinem

X! =1yl
X2 =1 . (%)
X3=1-1¢

Inlocuind in a doua ecuatie a sistemului (**) obtinem

2o+ + -1 =1
sau

oY+ (*)? + 1] -2t =0.

Este clar cd nu putem avea ¢t = 0, pentru cd atunci din (***) am obtine cd punctul de intersectie este polul nord. Prin
urmare, putem imparti cu ¢ si obtinem, in final,

2
L+ Iyl

unde || y||?2 = (y1)? + (y?)? este pitratul normei euclidiene a lui y = (y!, y2), privit ca punct al lui R2. Inlocuind

in (***), obtinem ca
~ 2yl 2y? Iyl* - 1)
1(,1 .2\ _
on () (1+||y||2’1+||y||2’1+||y||2 '
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Este evident ca si (pX,l este continud. Este, de asemenea, clar din constructie cd (pX,l este inversa lui ¢ . Totusi, ca o
verificare suplimentard, sa calculdm, de exemplu, expresia lui gy o <p;,1:

oN O(p—l(yl y2) — oN ( 2)’1 2)’2 ||y||2 - 1)
v T+ P T+ P T+ 1P
2

A -1
In acest caz x3 = ||y||—2 deci avem ca

L+l

21 2
RPN 1 O

LIz 1+ y)?

Revenind, obtinem ca

2yt 14 IyI* 2y 1+ |yl
= (y',»?),

—1 1 2N . .
g”N°‘"N(y’y)‘(1+||y||2 2 CTHbP 2

ceea ce trebuia demonstrat.
Determinarea expresiei pentru aplicatia din polul sud ¢g : Us — R? decurge in exact aceeasi manierd, asa ci nu
vom mai repeta calculele. Se obtine, astfel, ca

1 2

1.2 3 X X
) ) = —,—’O )
ps (' 2.2 (1+x3 = )

ool = ( 2y! 2y?  1- ||y||2)
> Lyl Tyl 1+ Dyl?

Este evident ca si ¢s este un omeomorfism. Ce mai rdmane de demonstrat este cd gg o (p;ll sipn o <p§1 sunt aplicatii
netede. intr—adevér, avem:

_ _ 2y! 2y lyI* -1
1 1 2 1 1 2
psoony (¥, y7) =ops(p (y,y))=<ps( : : =
N N LHplI2 T+ plI2" 1+ lIyl?
2y! 2y? !
1+(y[12 1+ yl2 1.2
) - (y ’y )’
Iy2l-1 ly2l-1 2
L e Sl e I

iar aceastd aplicatie este, in mod evident, netedi. Este de observat ci y = (y!, y?) nu poate fi 0 = (0, 0), deoarece
aplicatia pg o (px,l este definiti pe ¢(Us N Uy) = on(S?\ {N,S}) = R2\ {(0,0)}, deoarece, in mod clar,
@n (0,0, —1) = (0,0). in exact acelasi mod se poate verifica faptul ci si aplicatia g o (pEl R\ {0} — R?\ {0}
este o aplicatie neteda.

Atlasul construit se poate adapta, fard probleme, la cazul sferei n-dimensionale, unde n este un numdr natural
oarecare. De remarcat cd de data aceasta numarul de hérti nu depinde de dimensiune. Prin urmare, pe o sferd cu o
dimensiune oarecare existd intotdeauna un atlas alcdtuit din doud harti. Acesta este, In mod evident, optimul. Sfera
fiind compacta, pe ea nu pot exista atlasuri formate dintr-o singura harta.

1.3.6 Echivalenta celor doua atlasuri de pe sfera

Consideram, de exemplu, harta (U1+, gofr ) din atlasul dat de proiectiile ortogonale si harta (Uy, ¢ ) din atlasul dat
de proiectiile stereografice. Sa verificdm ca aceste doud harti sunt echivalente. Mai Intéi observam ca U 1+ NUN #9
(mai precis, U N Uy = U;T \ {N}).
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Mai departe, (,oN(UlJr NUx) = R2\ {(y!,y?) € R?||y|| <1} = exteriorul discului unitate centrat in originea
lui R?, iar o (U;f N Uy) = {(y',»?) € R?||ly| < 1, |ly|| # 0} = interiorul discului unitate centrat in originea
lui R?, mai putin centrul siu.

Acum

(v 0 @)D = en (1= (12 = ()21 )P =

:(W v )

1_y2 ’1_y2

Aplicatia este, deci, netedd. Remarcim ci y2 # 1, deoarece || y|| < 1.
Pe de altd parte,

_ 2yt 2y |y -1
(0F og 1)<y1,y2)=<o+( , , _
rOeN TS DR T+ R T+

=( 2y? ||y||2—1)
L+ ylI> T+l

Si aceasti aplicatie este, prin urmare, netedi, asadar cele doui hirti sunt C *°-compatibile. In exact acelasi mod se
verificd si compatibilitatea celorlalte perechi de hérti, deci atlasele sunt C °°- compatibile.

1.3.7 Spatii factor

O metoda foarte puternica de obtinere a unor varietdti diferentiabile se bazeaza pe relatii de echivalenta si factorizare.
Dacd X este un spatiu topologic, iar ~ este o relatie de echivalentd pe el, existd o metoda naturald de a introduce
o topologie pe spatiul factor X/~ si anume, dacd w : X — X/~ este proiectia canonici, atunci o submultime
U C X/~ este, prin definitie, deschisd in X /~ dacd 7~ (U) este o submultime deschisi a spatiului topologic X.
Topologia astfel obtinutd se numeste topologie factor sau topologie cdt. Este clar din modul de definire ca m este
continud n aceastd topologie (in fapt, topologia factor este cea mai fina in raport cu care aplicatia 7 este continud).

Problema este cd, asa cum se intAmpla si cu structurile algebrice, spatiul factor nu mosteneste, in general, propri-
etitile spatiului care se factorizeazi. In particular, un spatiu factor al unui spatiu Hausdorff nu are, neapérat, aceasti
proprietate. Se pot, totusi, impune anumite conditii de “regularitate” asupra relatiei de echivalenta care sa asigure ob-
tinerea unui spatiu factor “bun”. Din nou, problema este ca aceste conditii sunt destul de greu de verificat in practica.
Oricum, este tot ce avem si, in anumite cazuri, functioneaza.

Definitie. O relatie de echivalentd pe un spatiu topologic X se numeste deschisd dacé proiectia canonici este deschisa
in raport cu topologia factor, cu alte cuvinte daci pentru orice submultime deschisda A C X, w(A) = [4A] = {[x] | x €
A} este deschisd in X /~.

Relatiile deschise sunt foarte utile pentru construirea de varietdti, dupad cum aratd urmatoarea propozitie:

Propozitia 1.3.1. Dacd X este un spatiu topologic cu bazd numdrabild si ~ este o relatie de echivalengd deschisd pe
X, atunci spatiul topologic factor X /~ are bazd numdrabild.

Demonstratie. Fie {U;}jen 0 bazd numdrabild a Iui X. Fie W C X/~ o multime deschisa din X/~. Atunci

71 (W) este deschisi in X, deci existi o multime de numere naturale J C N astfel incat 71 (W) = |J U;, iar
ieJ
W = n(x~'(W)) = | n(U;). Relatia ~ fiind deschisi, multimile 7 (U;) sunt deschise, deci {7 (U;)};eN este o
ieJ

bazd numadrabila a topologiei de pe X /~. |
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Urmaétoarea propozitie ne dd conditii necesare si suficiente pentru ca spatiul factor sa fie Hausdorff. (Atentie! Nu
se cere de data aceasta ca spatiul care se factorizeaza sa fie Hausdorff).

Propozitia 1.3.2. Fie ~ o relatie de echivalentd deschisd pe un spatiu topologic X. Atunci spatiul factor X |~ este
Hausdorff dacd si numai dacd graficul relatiei,

R={(x,y) e X xX|x~y}
este o submultime inchisd in X x X in raport cu topologia produs.

Demonstratie. Presupunem, mai intdi, cd X/ ~ este un spatiu Hausdorff si fie (x, y) ¢ R, ceea ce inseamni cd x ~ y.
X /~ fiind un spatiu Hausdorff, existd o vecindtate U a lui 7r(x) si o vecindtate V' a lui w(y) astfel incat U NV = 4.
Ambele vecinatati se presupun deschise. Fie U=n “LU)si V=n ~L(V). 7 fiind o aplicatie continud, aceste doud
mulfimi sunt vecinatiti deschise ale lui x, respectiv y in X. Intentiondm sd aritdm ca (U X V) N R = 0, ceea ce
inseamnd cd (x, y) are o vecindtate deschisa inclusd in intregime in complementul lui R, ceea ce, fireste, inseamna ca
R este o mulfime inchisd, din moment ce are complementul deschis.

S# presupunem ci n-ar fi asa. Fie deci (x/, ') € (U x V)N R. Atunci x’ ~ y’, de unde rezulti ci 7 (x) = 7 ()’).
Dar r(x') € U, n(y’) € V,iar U NV = @, contradictie.

Invers, acum, presupunem cd multimea R este inchisd. Fie 7(x), w(y) € X /~, distincte. Atunci exista UxV
multime deschisi ce contine (x, y) si care este inclusd in (X x X) \ R. Asta inseamnid ca U = n(ﬁ) siV = 71(7)
sunt multimi disjuncte din X /~ ce contin prima pe 7 (x), iar a doua pe 7 (y). Multimile sunt deschise, deoarece relatia
de echivalenta este deschisa, prin urmare ele sunt vecindtdti disjuncte ale punctelor 7 (x) si 7(y), de unde rezulti ca
X /~ este Hausdorff. |

1.3.8 Spatiul proiectiv real P”(R)

Vom aplica acum rezultatele paragrafului precedent pentru a construi un exemplu foarte important de varietate dife-
rentiabili, asa-numitul spatiu proiectiv real. Fie X = R"*1\ {0}. Spunem ci doui puncte x, y € X sunt echivalente
si scriem x ~ y dacd existd un numdr real nenul ¢ astfel incat y = rx, adica

Gl oy = @x!, L e,

O clasi de echivalenti este, in fapt, o dreapti care trece prin originea lui R”*! (mai putin originea insisi). Se
numeste spatiu proiectiv n-dimensional spatiul factor P*(R) = X /~. Vom demonstra ca acest spatiu factor este o
varietate diferentiabild de dimensiune n. In acest scop, vom ardta mai Intai cd cele doud propozitii de mai sus se pot
aplica gi pe urma vom construi un atlas. Demonstram mai inti ci proiectia canonica 7w : X — X/~ este o aplicatie
deschisa.

Fie, deocamdatd, ¢t € R*, fixat. Considerdm aplicatia (omotetia de raport #)

o X = X, @(x) = tx.

Este clar cd ¢, este un omeomorfism, iar ¢; 1=, /i

Daci U C X este o submultime deschisi, atunci 7(U) = [U] = |J ¢:(U). Dar fiecare ¢;(U) este o su-
teR*
bmultime deschisd, deci si 7(U) este deschisé, ceea ce Tnseamnd, conform definifiei, cd relatia de echivalentd este

deschisa.
Vom demonstra acum ci graficul relatiei de echivalenti este inchis. Remarcim, mai intdi, ci X C R”*! este o
submultime deschisi. Definim aplicatia f : X x X C R?*! x R**! — R prin

fy) =) (x'y) —x/y')2.
i#j
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Atunci f este continud si se anuleazd doar pentru y = tx cut € R*, adicd daci si numai dacd x ~ y. Dar asta
inseamnd, in fapt, ci R = f~1(0). Cum R este Hausdorff, {0} este o multime inchisi in R, de unde rezulti ci,
f fiind continua, R este inchisd in X x X. Aplicdnd propozitia 1.3.2, obtinem cd P”(R) este un spatiu topologic
Hausdorff.

Mai riaméne de aritat ca P” QR) este un spatiu local euclidian, iar hirtile sunt C*°- compatibile. in acest scop,

considerim multimile deschise U; = {x € X |x! # 0} C X,i = 1,n + 1, atunci familia Ui} 1577 este o
acoperire deschisi a lui X /~. Fie acumi € {1,...,n + 1}. Definim aplicatia ¢; : U; — R” in modul urmator. Fie
(x1,...,x"*1) un reprezentant al clasei [x] € U;. Punem atunci
1 i—1 L i+1 n+1
[ x X X X
ei ([x]) = PR o MR EE S

Este clar ca aplicatia este bine definitd (nu depinde de alegerea reprezentantilor in clasa de echivalentd considerata).
Continuitatea aplicatiei ¢; nu este atit de evidentd cum se afirmd uneori. Ea este o consecintd a urmadtoarei
propozitii:

Propozitia 1.3.3. Fie X un spatiu topologic si ~ o relatie de echivalentd pe el. Dacd Y este un alt spatiu topologic,
iar ¢ : X — Y este o aplicatie continud compatibild cu relatia de echivalentd, atunci existd o singurd aplicatie
continud ¢ : X /~— Y astfel incdt ¢ = ¢ o 7w, unde w : X — X/~ este proiectia canonicd. (Compatibilitatea cu
relatia de echivalentd inseamnd cd dacd x,y € X, cu x ~ y, atunci p(x) = ¢(y)).

Demonstratie. Este clar cd putem defini aplicatia @ prin ¢([x]) = ¢(x). Atunci @ este bine definitd, datoritd compa-

.....

Mai intai, deoarece ¢ este continuid, ¢! (U) este deschisi in X . Pe de alti parte, deoarece ¢ = @ o 7, prin urmare

" (U) = (@om) ' (U) =" (g~ (U)).

Asadar, multimea 7~ 1(¢~!(U)) este deschisi in X. Dar, conform definitiei topologiei factor, asta inseamni ci
multimea ¢! (U) este deschisi in X /~, deci aplicatia ¢ este continu. |

Ca si aplicam propozitia, observim imediat ci ¢; este indusd de aplicatia, evident continud, ¢; : U; — R”,

_ )Cl xl—l xl-i—l xn-i—l
Qi(x) = F,---,

xi ey xi

’

xt

care, in plus, este compatibild cu relatia de echivalenta.
Pentru a demonstra céd ¢; este chiar un omeomorfism, mai trebuie sd demonstram ca este inversabild si inversa
este, de asemenea, o aplicatie continud. Definim aplicatia ¥; : R” — X /~ prin

v(z)=n(zt 2L 2 = (o y)(2),
unde y; este scufundarea lui R” in R”*! dati de
vi(zt, ... 2" = (CANE- S WU )

Este clar ci fiecare dintre aplicatiile y; si 7 este o aplicatie continud, prin urmare si compunerea lor, adicd v;, este o
aplicatie continud. Pe de altd parte, este imediat verificabil faptul ca i; este inversa lui ¢;, prin urmare aceasta din
urma aplicatie este un omeomorfism. Am demonstrat, pana acum, ca P” (R) este o varietate topologicd. Mai rdméne
doar sd ardatdm cd schimbdrile de hartd sunt functii de clasd C*°.
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Fie, prin urmare, i, j € {1,...,n + 1}. Avem
((p,-0<pj71)(zl,...,zn):<p,-(<pj71(zl,...,z")):[Zl,...,zj_l,l,zj,...,Z”]:
_ z1 z/7b 1 zJ zm
— ;7---7 Zi 7;97,7

unde am presupus, pentru fixarea ideilor, cd j < i. Desigur, aceastd presupunere nu afecteaza rezultatul. Este clar
acum ci ¢; o (pjfl este de clasd C*° (de remarcat ca z; # 0).

1.3.9 Un spatiu Hausdorff local euclidian care nu admite o baza numarabila (Priifer)

Considerdm urmdtoarea mulfime
M := (R xR*) W (R x {0} x R).

Atunci familia de multimi {Ur = (RxR*)W (R x{0}x{r})|re R} este o acoperire deschisi a lui M. In plus,
aplicatiile

X —r
gor:Ur_>R2v ‘/’r(x7y):: (T’y)§‘/’r(x70”’)3:(xv0)

sunt bijective, pentru orice r € R. Mai mult chiar, schimbirile de harti sunt netede. Intr-adevir, pentru orice
r,s € R,r #s,avem U, N Us = R x R*, iar ¢, (U, N Us) = R x R* = @5 (U, N Us). Atunci

or Ny ' R x R* — R x R¥, wrﬂ¢§l(x,y)=(—xy+ys_r,y),

ceea ce demonstreaza netezimea schimbarii de hartd. Prin urmare, abstractie ficand de conditiile topologice, M este o
varietate netedi de dimensiune 2. Demonstrim, mai inti ci M este Hausdorff. in mod clar, punctele din prima parte a
multimii M (adicd cele din R x R*) pot fi separate prin vecindtifi disjuncte. Mai departe, deoarece M este reuniunea
disjuncta a doud multimi, rezulta ca un punct din prima multime si unul din cea de-a doua multime pot fi, de asemenea,
separate prin vecindtiti disjuncte. Numai pentru puncte p = (x,0,7) € Rx{0}x{r}sig = (x/,0,s) € Rx {0} x{s},
cur # s este necesar sd facem verificarea. Pentru un R > 0 fixat si un ¢ > 0 suficient de mic ¢, L(B(x; R) x B(0, ¢))
si ;1 (B(x'; R) x B(0, £)) sunt vecinititi disjuncte ale lui p si ¢, respectiv. Mai departe, M este, in mod clar, conex.
Nu are, insd, o bazd numdrabild. Aceasta se poate constata din urmatorul rationament. Se poate verifica cu usurintd ca
daca un spatiu local euclidian are o bazd numadrabild, atunci din orice atlas al sdu se poate extrage un atlas numarabil.
Pe de altd parte, in mod clar, atlasul de mai sus nu are un subatlas numaérabil.
Daci se nlocuieste definitia de mai sus a aplicatiilor hartilor cu urmatoarea definitie:

(x,y) = (x,y), daci (x,y) e RxR*; (x,0,r)— (x,0), daci (x,0,r)€ R x{0}x{r},

atunci spatiul care se obtine nu este Hausdorff si nici nu are bazd numarabila.

1.4 Aplicatii diferentiabile

Asa cum aplicatiile continue joacd un rol esential In topologia generald, anume rolul morfismelor, in teoria varietatilor
diferentiabile un rol analog il va juca o alta clasa de aplicatii, numite aplicatii diferentiabile, clasa care se reduce, in
cazul particular al spatiilor euclidiene, la clasa aplicatiilor diferentiabile n sensul lui Fréchet, cu care ne-am intalnit
in analiza clasicd. Ideea fundamentald de definire a acestor aplicatii este aceeasi care std la baza intregii teorii a
varietitilor diferentiabile. In esenti, o aplicatie diferentiabild intre doui varietiti diferentiabile este o aplicatie care,
local, se poate reprezenta cu ajutorul unor aplicatii diferentiabile intre spatii euclidiene. Vom face, in continuare, mai
precisa aceasta definitie.
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Definitie. Fie M, N doui varietiti diferentiabile si p € M. Spunem ci o aplicatie f : M — N este diferentiabild
in punctul p daci existd o harti® (U, ¢) pe M cu p € U sio harti* (V, %) pe N cu f(p) € Vsi f(U) C V astfel
incat aplicatia fpy : @(U) — ¥(V), definitd prin fyy = ¥ o f o ¢! si fie diferentiabild in sens Fréchet. Se
observa ca atit domeniul cit i codomeniul aplicatiei f,y sunt mulfimi deschise din spatii euclidiene, deci notiunea
de diferentiabilitate Tn sens Fréchet este bine definitd pentru aceastd aplicatie.

Observatii. a) Hartile (U, ¢) si (V, ) care indeplinesc conditiile din definitia de mai sus se numesc hdrti adaptate
aplicatiei f in jurul punctului p, respectiv f(p), iar aplicatia f,y se numeste reprezentarea locald a lui f in cele
doua hérti adaptate considerate.

b) Reamintim cd aplicatia f, este diferentiabild dacd si numai daci sunt diferentiabile functiile p; o foy : @(U) —

R, unde p; : R™ — R,i = 1,...,m sunt proiectiile canonice (m = dim M).

O problemd naturald care se pune aici, si care va aparea de multe ori in viitor, este daca definifia este corectd sau nu.
Datorita faptului ca in formularea definitiei apar hértile, nu este clar daca definitia depinde sau nu de alegerea hartilor
in jurul punctului p, respectiv f(p). In general, vom atribui o semnificatie geometrici numai acelor notiuni care nu
depind de aceastd alegere, care sunt, prin urmare, Intr-un anume sens, invariante fatd de schimbarea coordonatelor.
Urmatoarea propozitie ne da un raspuns la aceasta intrebare.

Propozitia 1.4.1. Definitia diferentiabilitdtii intr-un punct a unei aplicatii intre doud varietdti diferentiabile nu de-
pinde de alegerea hdrtilor adaptate in jurul punctului considerat.

Demonstragie. Fie (U’, ¢’) o altd hartd in jurul lui p astfel incat f(U’) C V. Considerim reprezentarea locald a lui
f In hirtile (U, ¢') si (V, ¥),

Jorw 19 (U) = Y (V),  foy =¥ofol@).
Atunci putem scrie

fovp=vofo@) '=yofolplop o) =
=@Wofop No(pole)™) = foyolpo(e)™),

adicd f,ry este o compunere de aplicatii netede. La fel se procedeazi dacd se schimbi cea de-a doua harta. |

O aplicatie f : M — N intre doud varietiti diferentiabile se va numi, pur si simplu, netedd sau diferentiabild
dacai ea este diferentiabild in fiecare punct.
In particular, o aplicatie neteds, inversabild, si cu inversa neted se numeste difeomorfism.

Observatie. Spre deosebire de cazul structurilor algebrice, nu este suficient sd cerem ca o aplicatie sa fie netedd si
inversabild pentru ca ea si fie un difeomorfism. De fapt, nu este suficient nici micar sa fie un omeomorfism. Un
contraexemplu este dat de aplicatia f : R — R, f(x) = x3, care este, in mod evident, un omeomorfism, este netedi,
dar inversa ei (radicalul de ordinul trei) nu este derivabild in origine.

Notiunea de diferentiabilitate este compatibild cu compunerea functiilor. Intr-adevir, avem

Propozitia 1.4.2. Fie f : M — N, g : N — P doud aplicatii intre varietdti diferentiabile. Dacim € M, f este
diferentiabild in m, iar g este diferentiabild in f(m), atunci g o [ este diferentiabild in m.

3Vom spune despre aceasti harti ci este o hartd in jurul lui p.
4Vom spune despre aceastd harti ci este o hartii in jurul lui f(p).
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Demonstratie. Fie (U, ¢) o hartd pe M in jurul lui m, (V, psi) o hartd pe N in jurul lui f(m) si (W, u) o hartd pe P
in jurul lui g( f(m)) astfel incat sd avem f(U) C V si g(V) C W. Atunci stim cd aplicatiile f,y =¥ o f o™ !si
8y =[0go ¥~ ! sunt netede si vrem si ardtim ci si (g o flop =pnogofo ¢~ ! este netedd. Avem

(go flgp=nogofop l=pogo@ oy)ofop =
=(nogoy oo fop™h)=2gyuo fou.

Vom nota, in general, cu C*°(M, N) sau cu F(M, N) multimea tuturor aplicatiilor diferentiabile intre varietitile
M si N. Aceastd multime nu are, in general, nici o structurd algebricd remarcabild. Dacd, insd, N = R, cu structura
diferentiabild standard, datd de identitate (caz in care aplicatiile diferentiabile se vor numi functii diferentiabile),
multimea C°° (M, R), care se va nota cu C°°(M) sau F (M), are o structurd naturald de algebrd peste multimea
numerelor reale, structurd indusa de operatiile definite punctual. Astfel, dacd f, g € M, iar @ € R, vom defini, pentru
orice p € M:

A (f +2(p) = f(p)+gp);
i) (f -2)(p):= f(p)-g(p);
(i) (a- f)(p):==a- f(p).

In toate aceste relatii operatiile de dupa semnul egal se efectueazad In multimea numerelor reale, deci au sens.

1.4.1 Exemple de aplicatii diferentiabile

(i) In mod evident, hirtile sunt aplicatii netede.

(ii) Daca f; : M; — N; sunt aplicatii netede, cu i = 1,2, atunci aplicatia f; X fo : M} x M, — Ny X N, ,
(f1 x f2)(x,y) = (f1(x), f2(»)) este netedd in raport cu structurile diferentiale produs.

(iii) Incluziuneai : S” «—>— R"*1 este netedi.

(iv) Aplicatia f : " — S”", f(x) = —x este neteda.

1.5 Grupuri Lie

Avand la dispozitie notiunea de aplicatie diferentiabild, putem defini o clasa de obiecte ce joacd un rol fundamental in
matematica moderna.

Definitie. Se numeste grup Lie o varietate neteda G care este, In acelasi timp, un grup, iar inmultirea u : G xG — G,

w(g,h) "t g -hsitrecerealainvers: : G — G, 1(g) e g~ ! sunt aplicatii netede.

Urmadtoarea propozitie ne permite uneori sa verificim cu mai multd usurintd dacd o varietate netedd care este si
grup este grup Lie, verificAnd netezimea unei singure aplicatii.

Propozitia 1.5.1. Fie G o varietate netedd care are §i o structurd de grup. Atunci G este un grup Lie dacd §i numai
dacd aplicatia ¢ : G x G — G, ¢(g,h) = gh™! este o aplicatie netedd.
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Demonstratie. Presupunem, mai intai, ca aplicatia ¢ este neteda.

Fiev : G — G x G, ¥(g) = (e, g), unde e este elementul unitate al grupului. Este clar ci aplicatia ¥ este
netedd. Atunci trecerea la invers se poate reprezenta sub forma 1 = ¢ o ¥, adicd este o aplicatie neteda, fiind o
compunere de aplaicatii netede.

Mai departe, fiey : G x G — G x G, y(g.h) = (g.h~'). Se observi imediat ci y = 1g x 1, deci este netedi,
deoarece atit 1g, cat si 1 (pe baza celor demonstrate mai sus), sunt aplicatii netede. Acum putem scrie Tnmultirea sub
forma u = ¢ o y, adicd si inmultirea este neteda, deci G este un grup Lie.

Invers, presupunem acum cd G este un grup Lie, adicd Tnmultirea si trecera la invers sunt netede. Atunci, in plus,
este netedd si aplicatia y, iar ¢ se poate scrie ¢ = p o y, adicd este neteda. |

Observatii. 1. In multe cdrti definitia grupului Lie este data prin cerinta ca aplicatia ¢ sd fie netedd, iar apoi se
demonstreaza cd 1n acest caz si inmultirea si trecerea la invers sunt netede.

2. Grupurile Lie nu sunt intotdeauna conexe, ca spatii topologice. In orice caz, componenta conexa a unitatii unui
grup Lie este intotdeauna un grup Lie conex. Toate componentele conexe sunt difeomorfe intre ele.

1.5.1 Exemple de grupuri Lie

a) Grupul general liniar real GL(n, R) 1n raport cu inmultirea matricelor.

b) Grupul general liniar complex GL(n, C) in raport cu inmultirea matricelor.
c) Spatiile euclidiene R”, in raport cu adunarea.

d) R*, C*, in raport cu inmultirea numerelor reale (complexe).

e) Cercul S! C C* in raport cu inmultirea numerelor complexe>.

f) Produsul de grupuri Lie, cu structura diferentiabild produs si cu structura de produs direct de grupuri este un grup
Lie. Dimensiunea sa este egald cu suma dimensiunilor factorilor.

g) Ca un caz particular al punctului precedent, mentiondm torul 7-dimensional

Th = St x...x St
—_——

n factori

h) Orice grup cel mult numérabil, inzestrat cu topologia discretd, e un grup Lie de dimensiune zero (un astfel de grup
se numeste, din motive evidente, grup Lie discret sau doar grup discret).

Un instrument esential pentru investigarea grupurilor Lie este alcatuit de doud familii de aplicatii, numite translatii
la stinga si la dreapta, definite dupa cum urmeaza. Fie g € G.

e Se numeste translatie la stanga pe grupul G, asociatd elementului g aplicatia Ly : G — G definitd prin

Lg(h) = gh.

e Se numeste franslatie la dreapta pe grupul G, asociatd elementului g aplicatia Ry : G — G definitd prin

Rg(h) = hg.

SCercul este multimea numerelor complexe de modul 1.
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Este ugor de verificat ca translatiile sunt aplicatii netede. Intr-adevir, fie g € G si L ¢ translatia la stinga asociatd
acestui element. Considerdm aplicatia, In mod evident netedd, iy : G — G x G, ig(h) = (g, h). Atunci translatia
Lg se poate scrie sub forma Lgu o ig, adicd este o aplicafie netedd. Analog se face verificarea pentru translatiile la
dreapta.

Observatii. 1. Translatiile sunt, de fapt, chiar niste difeomorfisme. Intr-adevir, este usor de constatat ci inversa
unei translatii Lg (respectiv Rg) existd si este tot o translatie si anume L ,—1 (respectiv Ry—1).

2. in cazul grupurilor Lie abeliene translatia la dreapta si cea la stinga asociate unui element coincid. Daca g = e
este elementul unitate al grupului, atunci, de asemenea, cele doud translatii asociate acestui element coincid si
coincid cu aplicatia identicd a grupului.

3. In general (cu exceptia cazului cdnd sunt asociate elementului unitate), translatiile nu sunt morfisme de grupuri.

4. In cazul grupului Lie aditiv (si abelian) R”, translatiile (la stinga si la dreapta) asociate unui vector sunt chiar
translatiile cu acel vector, in sensul geometriei euclidiene. Aceasta este, de fapt, originea denumirii.

In general, daca G si H sunt doud grupuri Lie, morfismele de grupuri intre cele doud obiecte nu sunt aplicatii
netede. Vom numi morfisme de grupuri Lie sau, mai pe scurt, morfisme Lie acele morfisme de grupuri care sunt, in
acelagi timp, aplicatii netede.

1.5.2 Exemple de morfisme Lie

a) Incluziuneai : S < C* este un morfism de grupuri Lie. Intr-adevir, ea este un morfism de grupuri (pentru ci,
de fapt, S este un subgrup al lui C*) si este usor de constatat ci este neted:.

b) Exponentialaexp : R — R*, exp(z) = e’ este un morfism de grupuri Lie, daci pe R considerdm structura aditiva,
iar pe R* structura multiplicativd. Imaginea exponentialei reale este intervalul (0, co), care este un subgrup al lui
R* si este, in acelasi timp, o multime deschisd, deci e o subvarietate deschisi a lui R*. Cum exponentiala este
injectiva, ea este, de fapt, un izomorfism Lie intre grupurile Lie R si (0, c0). Inversa ei este, desigur, aplicatia
logaritmica, log : (0, co) — R care este, de asemenea, un morfism Lie.

¢) Exponentiala complexd exp : C — C*, exp(z) = e” este, de asemenea, un morfism Lie. Exponentiala complexa
este surjectiva, dar nu este injectivad, asadar in cazul ei nu putem defini o inversa univoca.

d) e : R — S, g(t) = e?™!! este un morfism de grupuri Lie, al cirui nucleu, dup cum se poate verifica usor, este
multimea numerelor intregi, Z.

e) Exemplul precedent se poate extinde la cazul unui tor, &, : R* — T,
en(ty,....ty) = (62””‘,...,6’2””’“) .

f) Determinantul det : GL(n,R) — R* este un morfism de grupuri Lie. Netezimea se poate verifica imediat (de
fapt, GL(n,R) este o submultime deschisd in R”z, iar determinantul este o aplicatie polinomiald, deci neteda).
Faptul ci este morfism de grupuri rezultd din faptul ca determinatul unui produs de matrici este egal cu produsul
determinantilor matricilor.

g) Exemplul precedent se poate aplica si la cazul complex.



CAPITOLUL 2

Partitia unitatii

Reamintim cd, daca f : M — R este o functie neteda, atunci suportul lui f este mulfimea

supp f ={p e M [f(p) #0}.

Pentru construirea partitiei unitdtii avem nevoie de niste functii speciale. Incepem cu pregatirea acestor functii.

Lema 2.1. Functia f : R — R,

2
eV >0,

f(o) = 0 <0

este netedd.

Demonstratie. In mod clar, singurul punct in care putem avea probleme este t = 0. Pe intervalul (—oo, 0) functia
este identic nuld, deci si derivata sa existd si este identic nuld. Pentru a evalua derivata la dreapta 1n origine, este util
sd stabilim forma derivatelor functiei pe intervalul (0, co). Afirmam ci derivata de ordinul i, cui € N a functiei f
pe intervalul considerat este de forma

FOm = Lo,

unde P este o functie polinomiald, iar & este un numir natural. Vom demonstra prin inductie aceastd afirmatie. Ea
este, in mod evident, adevarata pentru cazul i = 0, caz in care P este functia identic egald cu 1, iar k este zero.
Mai departe, presupunem afirmatia adevaratd pentru un i natural oarecare si 0 demonstram pentru i + 1. Derivata de
ordinul i + 1 se obtine, pur si simplu, derivand derivata de ordinul 7, deci obtinem ca

3 p/ 2
U = s e )

Cum expresia de la numarator de mai sus continud sa fie un polinom in 7, iar k + 3 este, de asemenea, un numér
natural, afirmatia este demonstrata.

Vom demonstra acum netezimea functiei, utilizind, de asemenea, inductia. Functia este, in mod evident, continua,
deci este de clasd C°. Presupunem ci este de clasi C’ si demonstrim ci este de clasi C' 1. Derivata la stinga de
ordin 7 4 1 1n origine este, in mod evident, egald cu zero. Pe de altd parte, derivata la dreapta este, conform definitiei

' D) = f1(0) P(1) 2
dl+1 = i f = i —1/t —

0.



20 Capitolul 2. Partitia unitéfii

Lema 2.2. Existd o functie netedd h : R — [0, 1] astfel incdt h(t) = 1 pentrut < 1,0 < h(t) < 1 pentrul <t <2
sih(t) =0pentrut > 2.

Demonstratie. Fie f functia definitd in lema 2.1. Punem

f2-1
fQ=0+ ft—1)

Numitorul este Intotdeauna strict pozitiv pentru cd pentru orice ¢ real sau 2 — ¢ sau ¢t — 1 sunt strict pozitive. Pe
de alta parte, f fiind o functie pozitivd, f(t —1) > 0, deci 0 < h(¢) < 1. Dacat < 1, atunci f(t — 1) = 0, deci
h(t) =1.Dacdt € (1,2),atunci f(2—1t) >0, f(t—1) > 0,deci 0 < h(t) < 1,iardacit > 2, atunci f(2—1¢t) =0,
deci h(t) = 0. |

h(t) =

Lema 2.3. Existd o functie netedd H : R" — [0, 1] astfel incdt H = 1 pe B1(0) si supp H = B5(0).

Demonstratie. Punem H(x) = h(||x||), unde & este functia definita in lema 2.2. Pe R” \ {0} H este neteda, fiind
o compunere de functii netede. Pe de altid parte, H este identic egald cu 1 pe B;1(0), deci este neteda si in origine.
Celelalte proprietiti rezulta imediat din proprietitile functiei /. |

Definitie. O familie de multimi deschise {Uy}oc 4 pe un spatiu topologic X se numeste local finitd daca fiecare punct
p € X are o vecindtate care intersecteazd cel mult un numar finit de multimi Uy,.

Lema 2.4. Orice varietate topologicd admite o acoperire local finitd numdrabild cu multimi deschise relativ com-
pacte.

Demonstratie. M are, In mod evident, o acoperire deschisa numarabild relativ compacta (de exemplu contraimagini
de bile euclidiene de raze rationale si cu centre in puncte de coordonate rationale prin aplicatii de coordonate) {U; };eN.
Vom construi o altd acoperire deschisd,{V; } jeN, cu aceleasi proprietiti, astfel incat

Vi1 CV;, dacd j>2. 2.1)

Fie V1 = Uj. Presupunem cd multimile deschise relativ compacte V; au fost deja construite pentru j = 1,...,k,
astfel incat U; C V; i sa fie verificatd conditia (2.1). Deoarece Vi este compacti si este acoperitd de {U;}ieN,
existi un my € N astfel incat Vi C Uy U ... Upm, . Mirind, la nevoie, my, putem presupune cd my > k. Fie
Vi+1 = Ur U...Up,. Atunci (2.1) este, In mod evident, verificatd (pentru j = k + 1), Ugy1 C Vi 4 (deoarece
k + 1 < my, Ug4q este una dintre multimile care formeaza Vj 1) iar mulfimea Vk+1 =U,U---U Umk este
compactd. Deoarece U; C V; pentru orice j, V; jeN este o acoperire numdrabila cu deschisi relativ compacti a lui
M.

Punem acum W, = V; \ V j_,. Deoarece W ; este o submultime inchisi a multimii compacte V ;, ea insisi este
compactd. Dacd p € M este un punct arbitrar, atunci p € W, unde k este cel mai mic intreg pentru care p € V.
Wi are o intersectie nevidd numai cu Wy _ si Wy 41, deci acoperirea {W;} jcn este local finitd. |

Definitie. Fie i/ = {Ugy}ac4 0 acoperire a unui spatiu topologic X. O altd acoperire V = {Vg}gep alui X se
numeste rafinare a lui U dacd pentru orice B € B existd un a € A astfel incat Vg C Uy. Un spatiu topologic se
numeste paracompact daci orice acoperire deschisd a sa admite o rafinare local finita.

Vom demonstra, in cele ce urmeazd, cd orice varietate diferentiabild este un spatiu topologic paracompact. Mai
mult, vom arita ca pe o varietate orice acoperire deschisd admite o rafinare regulard: o acoperire deschisa {W;} a lui
M este regulard dacd

(i) este numarabild si local finitd;

(ii) pentru fiecare i exista un difeomorfism v; : W; — B3(0) C R”;
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(iii) familia {U;}, cu U; = ¥~1(B1(0)) este o acoperire a lui M.

Propozitia 2.0.2. Fie M o varietate diferentiabild. Atunci orice acoperire deschisd a lui M admite o rafinare regu-
lard. In particular, M este paracompactd.

Demonstratie. Fie X' o acoperire deschisd alui M si {V;} jen 0 acoperire numdrabild, local finitd a lui M, cu multimi
deschise relativ compacte. Pentru orice p € M, fie (W), ¥,) o hartd de coordonate in jurul lui p astfel incat

* Vp(Wp) = B3(0);
e W), este continutd intr-o submultime deschisa din X
e dacd p € V;, atunci W), C V.

Primele doud conditii se pot realiza fara probleme, in mod evident. Pentru cea de a treia se utilizeaza doar faptul ca
{V;} este local finitd, deci p are o vecindtate care intersecteazd doar un numadr finit de multimi ;. Putem micsora
aceastd vecindtate astfel incit ea sa intersecteze doar mulfimea V; aleasa.

Punem acum U, = w;l(Bl(O)). Pentru fiecare k familia {U, | p € V} este o acoperire deschisd a lui V.
Vi fiind compacti, ea se poate acoperi cu un numir finit de multimi de acest tip, fie ele Uk,is- - Uy st fie
W1 Vi) - s Wi k) Yk, m(k)) hirtile corespunzitoare. Familia {W} ;}, cind k si i variazi, este o acoperire
numarabild care rafineazd X si verifica (ii) si (iii). Mai rdméne de verificat doar cd aceastd acoperire este local finita.

Pentru orice k fixat, fiecare multime W} ; este continutd intr-un V; astfel incat Vin V; # @. Multimea compactd
Vi este acoperiti de un numir finit de multimi V;,iar fiecare V; intersecteaza cel mult un numdr finit de acoperiri din
aceeasi acoperire, prin urmare existd un numar finit de valori ale lui j pentru care Wy ; N W;; # @.Deoarece pentru
fiecare j existd numai un numar finit de mulfimi W ;, acoperirea construitd este local finita. |

Definitie. Fie i/ = {Uy}nc4 0 acoperire deschisa a unei varietati M. O partitie a unitdtii subordonatd acoperiri U
este o familie de functii netede {¢y : M — R}y 4 astfel incat

(1) 0 < @u(x), pentru orice @ € A i orice x € M;
(i1) supp ¢y C U, pentru orice @ € A;
(iii) familia {supp ¢y }ac4 este local finita;

(iv) Y. ¢q(x) =1, pentru orice x € M.

acA
Observatie. Suma din (iv) este finitd pentru orice x datoritd conditiei (iii), prin urmare nu apar probleme de conver-
gentd.
Teorema 2.1. Dacd M este o varietate netedd, si X = {Xy}aea este 0 acoperire deschisd oarecare a lui M, atunci

pe M existd o partitie a unitdtii subordonatd acoperirii X.

Demonstratie. Fie {W;};en o rafinare regulard a lui X'. Pentru fiecare i, fie ¥; : W; — B3(0) difeomorfismul
asigurat de definitia rafinarii regulare si fie

Ui = ;' (B1(0)
Vi =y (B2(0)
Pentru fiecare i definim o functie f; : M — R,

Hoyi pe W

fi:O pe M\V;’
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cu H functia definitd mai devreme (lema 2.3). Pe multimea W; \ V; (partea comuni a domeniilor de definitie de pe
cele doud ramuri), definitiile dau aceeasi valoare: zero, prin urmare f; este bine definitd si neteda pe intregul domeniu
de definitie, iar supp f; C W;.
Definim acum g; : M — R,

g0 =L
2 fi(x)
J
Deoarece familia {W;} este local finita, suma de la numitor are doar un numar finit de termeni nenuli in fiecare punct
al lui M. Pe dealtd parte, suma este cel putin egald cu 1, pentru cd fiecare x se afla intr-o multime Uy, iar pe Uy
avem fr(x) = 1, iar celelalte functii sunt, oricum, pozitive. Avem, asadar, 0 < g;(x) < 1 pentru orice x € M, iar

> gi(x) = 1, de asemenea pentru orice x € M.
i . .. .o . .. .. . .
Singura conditie pe care, in general, functiile g; nu o verificd este conditia (ii), de aceea trebuie sd mai prelucrdm

putin aceastd familie de functii pentru a obtine o partitie a unitdtii subordonatd acoperirii X. Este clar ca pentru fiecare
i € N existd un indice a(i) € A pentru care W; € X,(;) (deoarece acoperirea {W;} este o rafinare a acoperirii X'.
Pentru fiecare o € A definim acum o functie ¢y : M — R prin

Pa = Z gi-

a(i)=a

Familia de functii {@q }ac4 este o partifie a unititii subordonati acoperirii X'. Intr-adevir, functiile ¢, sunt, in mod

evident, netede, iar 0 < ¢y (x) < 1 pentru orice @ € A si orice x € M, supp o C Xy pentru orice @ € A si, in plus,

{Supp ¢u }ac4 rimane local finitd, iar Y ¢y = > g; = 1. |
o i

O aplicatie imediatd a partitiei unitdfii este construirea unei functii cu proprietdti analoage functiei H din propozi-
tia 2.3, adicd o functie egald cu 1 pe o multime inchisa datd si cu suportul inclus Intr-o anumitd multime deschisa.

Corolarul 2.1. Fie M o varietate netedd. Atunci pentru orice multime inchisdé A C M si orice multime deschisd
U C M care contine A existd o functie netedd f : M — R care este egald cu 1 pe A, iar supp f C U.

Demonstratie. Submultimile deschise Up = U si Uy = M \ A formeaza, in mod evident, o acoperire deschisa a
varietatii M. Atunci, conform teoremei precedente, acestei acoperiri i putem subordona o partitie a unitatii {¢g, ¢1}.
Afirmidm ci functia f : M — R, f(x)varphio(x) indeplineste conditiile din enunt. Intr-adevir, conform definitiei
partitiei unitétii, supp f C Up = U. Pe de altd parte, pe A avem ¢; = 0 si cum partitia este alcatuitd doar din doua
functii, rezultd cd f|4 = 1, ceea ce trebuia demonstrat. |

Partitia unitatii se utilizeaza in mod special pentru construirea unor obiecte definite pe intreaga varietate, plecand
de la obiecte definite pe diferite tipuri de submultimi, de reguld deschise, dar nu intotdeauna. Un exemplu tipic este
dat de urmatoarea teorema de prelungire a unei aplicatii netede.

Lema 2.5. Fie M o varietate netedd, A C M o submultime inchisd si f : A — R o aplicatie netedd. Atunci pentru
orice submultime deschisd U a lui M, cu A C M, existd o aplicatie netedd f : M — R astfel incat f ‘A = f ‘A si,
in plus, suppf cU.

Demonstratie. Faptul cd aplicatia f, definitd, reamintim, pe o submultime inchisd, inseamna urméatorul lucru: exista
o submultime deschisda W C M, care contine A, iar f este definitd si netedd pe aceastd multime, relativ la structura
de subvarietate deschisd a lui M existentd pe W. Putem presupune cd aceastd multime W este continutd in U, in caz
contrar o putem Tnlocui cu W N U. Aplicdm acum corolarul 2.1 pentru multimile A si W. Fie ¢ o functie ce verifica
proprietdtile din acest corolar referitor la multimile mentionate. Definim atunci functia f M — R prin

f(m)-p(m) daca meW

o) — )
f(m) 0 dacd m € M \ supp ¢
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f este, Tn mod clar, neted, iar pe A coincide cu f, deoarece pe aceastd mulfime ¢ este egald cu unitatea. in plus,
supp f C W CU. [
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CAPITOLUL 3

Spatiul tangent la o varietate diferentiabila

3.1 Spatiul tangent la un spatiu euclidian

Spatiul tangent la R” intr-un punct a € R” este, prin definitie, spatiul R}, al vectorilor legati cu originea in punctul a.
Mai precis,
R? = {a} xR" = {(a,v) | v e R"}.

Un vector (a, v) € R” se va nota cu v, sau vl,, in cazul in care v insusi are un alt indice. R” are o structurd naturala
a a a a
de spatiu vectorial, indusi de cea din R":

Vg + wg = (v + w),, pentruorice v,w € R";

cvg = (cv)g pentruorice v € R", ¢ € R.

Este foarte simplu de verificat faptul ca aceste doud operatii definesc, intr-adevir, o structurd de spatiu vectorial pe
multimea R”. Acest spatiu vectorial este, in fapt, canonic! izomorf cu R”, izomorfismul fiind

v :R" >R Y(v) = v,.

In ciuda acestui izomorfism, nu vom identifica, de reguli, spatiile tangente la R” in puncte distincte.

Vom numi, in cele ce urmeaza, spatiul R spatiu tangent geometric la R in a, pentru a-1 distinge de un alt spatiu
tangent, care va fi construit 1n cele ce urmeaza.

Dacd M este o varietate netedd continuta intr-un spatiu euclidian R”, atunci putem gési o modalitate de a defini
spatiul tangent la M intr-un punct @ € M C R” ca subspatiu al lui R?. De exemplu, dacd S"~! este sfera unitate
cu centrul in origine din R”, atunci spatiul tangent la sferd intr-un punct @ € S”~! C R” se poate defini ca fiind
subspatiul lui R} format din vectorii ortogonali la raza vectoare a lui a. Mai precis, raza vectoare r a punctului a
(adicd vectorul legat cu originea n originea lui R” si cu extremitatea in punctul @) este un element lui Rf. Ea se
transportd in R prin compunerea de izomorfisme R} = R"” = R/. De asemenea, produsul scalar euclidian pe R",
(, ), defineste un produs scalar (, ), pe R2:

(Vag,wg)a = (v, w) pentru orice v,w € R”.
Atunci, dacd notdm cu r, imaginea lui r in R”, spatiul tangent la sfera S”~1 in a este

T,S" 1 = {vg € R? | (vg,14)q = O}

I acest context, izomorfismul este “canonic” pentru ci nu depinde de fixarea unor baze in cele doui spatii vectoriale.
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Definitia geometrica a spatiului tangent nu poate fi extinsd la o varietate diferentiabild oarecare, care nu poate fi
privitd, pe moment cel putin, ca o submultime a unui spatiu euclidian, prin urmare, nu avem la indeménd un set de
vectori deja definiti din care sa selectam vectorii care sunt tangenti la varietate. Pentru a putea gisi o generalizare,
insdsi definitia vectorului tangent la un spatiu euclidian trebuie Tnlocuitd cu alta, care sd utilizeze doar obiectele pe
care la avem la Tndemand si pe varietéti arbitrare: puncte, multimi deschise, functii netede.

Ne amintim din analizd ci pentru orice vector tangent geometric v, € R] se poate defini o aplicatie (derivata
Giteaux sau derivata dupi o directie) v, : C*°R"” — R:

d
Eafnét va: -

fla+1tv) = (grad fla. va)a- (3.1
dt |;=o

Aceastd aplicatie este, iTn mod evident, liniard i satisface regula lui Leibniz:

va(fg) = f(@)va(g) + g(@)va(f).

Daca in raport cu baza indusd de baza canonici {e; }1<;j<» a lui R", v, se scrie v, = v'e;|, (se utilizeaza regula
de insumare a lui Einstein), atunci operatorul v, va avea reprezentarea

i)
n() = v @),
X

Definitie. O aplicatie liniard X : C°°(R”) — R se numeste derivare in a € R” daci ea verifica regula lui Leibniz:

X(f8) = fl@)X(g) + g(@)X(f). (3.2)

Notam cu T, (R") multimea tuturor derivérilor lui C°°(R"”) in a. Este clar cd T, (R") este un spatiu vectorial in
raport cu operatiile

X+ =Xf+Yf
(cX)f = c(Xf).

pentru orice X,Y € T,(R") si orice ¢ € R. Toti operatorii v, apartin, in mod evident, acestui spatiu. Vom vedea
cd, de fapt, T, (R") contine numai acesti operatori. Demonstram mai intéi o lema tehnica foarte simpla, dar care va fi
utild 1n cele ce urmeaza.

Lema 3.1. Fiea € R" 5si X € T,(R").
(i) Dacd f este o functie constantd, atunci Xf = 0.
(ii) Dacd f(a) = g(a) = 0, atunci X(fg) = 0.

Demonstratie. (i) Este suficient sd facem demonstratia pentru cazul particular in care f este identic egald cu 1, pentru
ci rezultatul general se va obtine apoi din omogenitatea lui X. Fie, deci f = 1. Atunci, din regula lui Leibniz,
obtinem,
X(f)=X(/f) = f@Xf + f(@Xf =2Xf,
de unde rezultd ca Xf = 0.
(i1) Rezultd imediat din regula lui Leibniz. |

Suntem gata acum sd formuldm rezultatul promis:

Propozitia 3.1.1. Pentru orice a € R", aplicatia
9a . RZ — Ta(Rn), G(Ua) = ia

este un izomorfism de spatii vectoriale.
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Demonstratie. Liniaritatea lui 6, este imediatd. Vom demonstra, mai intdi, injectivitatea. In acest scop, vom de-
monstra cd nucleul aplicatiei este subspatiul nul. Presupunem ca v, este derivarea nuld. Fie v, = v'e;|, expresia
lui v, relativ la baza indusid de baza canonica a lui R”. Presupunem ca f este una dintre functiile de coordonate,
x/ i R* — R. Atunci?
. T . .
0="T4(x") =0 — (/)| =2'8 =0/,
dx! a
Prin urmare, j fiind ales la intAmplare, toate componentele lui v, sunt egale cu zero, deci v, insusi trebuie si fie egal
cu zero. Din nou, v, fiind un element oarecare al nucleului lui 8, de aici rezulta cd acest nucleu este nul.
Pentru surjectivitate, fie X € T, (R") o derivare oarecare. Definim numerele reale v!, ..., v" prin

v = X(x).

Vom arita ci X = U,, unde v, = vie;|q. Fie f € C*°(R™). Din formula lui Taylor cu rest rezulti ci existi functiile
g1,--.,8n € C®(R") astfel incat g;(a) = 0 si

9 S S
F0) = fla) + L0 =) g () (6 ) 63)
Aplicand vectorul X acestei relatii, obtinem
f i i i
Xf = X(f@)+X (5 —a) ) + X (i(x)- (6" —ah)) =
—_— ax
=0
dx i i i i
=57@ X))+ gi(a) X(x') + (x' —a')|  Xgi =
ox! == —— =a
=vi =0 :0
a —
= a—)];(a)vl = T4 f.
Prin urmare, X = v,. |
Corolarul 3.1. Pentru orice a € R™ operatorii de derivare partiald
d ad
x|, T axm|,’
definiti prin
0 af —
|,/ Taa @ T

formeazd o bazd a lui T,R".
Demonstratie. Din demonstratia propozitiei precedente rezultd imediat cd avem

0

oxt

zea(eila)a i=1,—n»
a

unde {e; }1<;<n este baza canonicd a lui R”, iar cum imaginea unei baze printr-un izomorfism este tot o baza, demon-
stratia este incheiata. |

2Aici si in cele ce urmeazi vom utiliza conventia de insumare a lui Einstein: daci intr-un monom un indice se repetd, o dati in pozitie
superioard si o datd in pozitie inferioard, atunci se insumeazd dupa toate valorile admisibile ale acelui indice.
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3.2 Spatiul tangent la o varietate

Definitie. Fie M o varietate diferentiabild si p € M un punct oarecare. O aplicatie liniard X : C*°(M) — R se
numeste derivare in p daci ea verificd identitatea lui Leibniz

X(fg) = f(p)Xg + g(p)Xf
pentru orice functii f, g € C°(M).

Este ugor de constatat ca orice combinatie liniard cu coeficienti reali a doud derivéri este, de asemenea, o derivare,
deci multimea derivarilor intr-un punct al unei varietdti diferentiabile este un subspatiu al spatiului functionalelor
liniare pe C °°(M), deci este, in particular, un spatiu vectorial.

Definitie. Se numeste spatiu tangent intr-un punct p € M la o varietate diferentiabild M si se noteazd cu T, M
spatiul vectorial al derivérilor lui C°° (M) in punctul p, iar un element al acestui spatiu vectorial se numeste vector
tangent la M in punctul p.

Observatie. Este demn de remarcat cd deocamdatd stim despre spatiul tangent Intr-un punct la o varietate doar ci este
un spatiu vectorial, un subspatiu al spatiului dual al spatiului functiilor netede pe varietate. Nu este deloc evident, cel
putin pe moment, cd acest spatiu este finit dimensional si cd dimensiunea lui coincide cu dimensiunea variettii, asa
dupd cum ne-am astepta. Vom demonstra mai tarziu cd acest lucru se intampld, intr-adevir.

Ca si in cazul vectorilor tangenti la un spatiu euclidian, se poate demonstra cé are loc urmatorul rezultat
Lema 3.2. Dacd M este o varietate diferentiabild, p € M si X € Tp M, atunci:

a) Dacd f este o functie constantd, atunci Xf = 0.

b) Dacd f(p) = g(p) =0, atunci X(fg) = 0.

3.3 Aplicatia tangenta intr-un punct a unei aplicatii diferentiabile

Fie M, N doui varietdti netede si ' : M — N o aplicatie diferentiabild. Pentru fiecare p € M definim aplicatia
Fep=TpF :TpyM — Tpn)M prin
(FepX)(f) = X(f o F)

pentru orice f € C°(N). Si ne convingem cd aplicatia Fi, j, este, intr-adevir, bine definitd, cu alte cuvinte, daci
X € TyM, atunci Fx p X € Tp(p)N. Este clar cidacd f, g € C*°(M), iar o, B € R, atunci

(af +Bg)oF =a(foF)+p(goF),

iar din liniaritatea lui X rezultd, atunci, si liniaritatea lui Fx »X. Dupd cum vom vedea, acest operator liniar verifica
si regula lui Leibniz in F(p). Intr-adevar, fie f, g € C°°(M). Atunci

(FepX)(fg) = X((fg) o F) = X((foF)-(goF))=(foF)(p) X(goF)+
+(go F)(p)- X(foF)= f(F(p))  (FxpX)(g)+
+ g(F(p)) - (FepX)(f).

Proprietdtile aplicatiei tangente, sunt rezumate in urmatoarea lema, a cirei demonstratie este ldsatd In grija cititorului.
Lema3.3. Fie F : M — N 5i G : N — P doud aplicatii netede intre varietdti si p € M. Atunci

a) Fup: TpM — Tgp)N este o aplicatie liniard.
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b) (GoF)xp=GCGurpoFup:TpM — T (p)P-
c) Udpy)x,p = ldr,p - TyM — Tp M.
d) Dacd F este un difeomorfism, atunci Fy p : TpM — T (p)N este un izomorfism de spatii vectoriale.

Pentru a calcula valoarea unui vector tangent pentru o functie f € C° (M) nu trebuie sd cunoastem valorile
functiei pe intreaga varietate, ci doar pe o vecindtate a punctului p. Ne vom referi la aceastd proprietate spunand ca
notiunea de vector tangent este locald. Intr-adevdr, avem

Propozitia 3.3.1. Fie M o varietate netedd, p € M si X € TyM. Dacd f,g € C*°(M), U C M este o vecindtate
deschisd a lui p, iar |y = glu, atunci Xf = Xg.

Demonstratie. Punem h = f — g. Utilizand liniaritatea lui X, este suficient sa demonstram ca Xh = 0 daca h se
anuleazd pe o vecinatate U a lui p. Fie A multimea (inchisd) A = M \ U. Din lema de prelungire, existd o functie
u e C®(M),egalacul pe A, cu suportul inclus in M \ {p}. Deoarece u = 1 pe suportul lui /2, produsul % - u este
identic egal cu . Aplicam acum regula lui Leibniz:

Xh = X(hu) = h(p) -X(u) + u(p) -X(h) =0,
=0 =0

Observatie. Rezultatul de mai sus ne conduce la o altd descriere, echivalentd, a spatiului tangent Intr-un punct la o
varietate diferentiabila. Procedim n modul urmétor. Fie p € M si F(p) multimea de functii

{f :U — R | U este o vecinitate a lui p, f este neteda}.

Definim pe F(p) o relatie de echivalentd. Doud perechi (U, f) si (V, g) vor fi numite echivalente: (U, f) ~ (V, g)
daci existd o vecindtate W alui p, W C U NV, astfel incat sd avem f|w = g|w. Notim cu F,(M) multimea
factor, care are o structuri naturald de algebrd, indusa de structura de algebrd pe F (M) = C°°(M). Aceastd algebra
se numeste algebra germenilor de functii netede in p. Se poate demonstra (faceti asta!) ca spatiul tangent 7, M este
izomorf cu spatiul vectorial al derivirilor algberei F,(M).

Propozitia 3.3.2. Fie M o varietate netedd, U C M o subvarietate deschisd a sa §sii : U — M — incluziunea.
Atunci pentru orice p € U aplicatia tangentd ix p : TyU — Tp M este un izomorfism de spatii vectoriale.

Demonstratie. Fie p € M si B o vecinitate a sa astfel incit B C U. Presupunem ci X € TpM siispX =
0 € TyM. Dacd f € C*(U) este o functie oarecare, teorema de prelungire garanteazd existenta unei functii
f € C®(M) astfel incat f = f pe B. Atunci, din propozitia precedenta,

xXf=x(7],) = XT o) = (x,,X)(P) =0.

Deoarece functia f este arbitrard, rezultd cd X = 0, adicd i« , este injectiva.

Fie acum Y € T, M un vector tangent oarecare. Definim un operator X : C*°(U) — R prin Xf = Y?, unde
f € C%°(M) coincide cu f pe B. Atunci, pe baza teoremei de localitate, X / nu depinde de alegera lui £, deci X
este bine definit. Liniaritatea si proprietatea lui Leibniz pentru X rezultd din proprietitile lui Y, deci X este un vector
tangent din 7, M . Fie acum g € C°°(M) o functie neteda oarecare. Avem atunci

(ix,pX)g = X(goi)=Y(goi) =Yg,

unde ultima egalitate rezultd din faptul cd g o i coincide cu g pe B. Prin urmare, aplicatia i« , este i surjectiva, adica
este un izomorfism liniar. |
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Pe baza acestui izomorfism, vom identifica T, U cu T, M de fiecare datd cAnd U este o subvarietate deschisa a lui
M.

Suntem gata sd demonstrdm acum un rezultat foarte important, si anume cd spatiul tangent Intr-un punct la o
varietate este finit dimensional, iar dimensiunea sa este egald cu dimensiunea varietdtii.

Propozitia 3.3.3. Dacd M este o varietate diferentiabild de dimensiune n, iar p € M, atunci dimT,M = n =
dim M.

Demonstratie. Fie (U, ¢) o hartd in jurul lui p. Atunci ¢ : U — ¢(U) este un difeomorfism, deci, dupa cum am
vazut,

@x,p - TpU — Ttp(p)ﬁﬂ(U)

este un izomorfism liniar. Pe de altd parte, utilizind propozitia precedentd, T, U = Tp M, iar Ty, ¢(U) = Ty, R",
deci, in final, TpyM = T,,)R", izomorfismul fiind, dacad facem abstractie de identificérile bazate pe propozifia
precedentd, chiar @y p. |

Observatie. Trebuie remarcat cd identificdrile bazate pe propozitia 3.3.2 si izomorfismele bazate pe propozitia 3.3.3,
care stabilesc o legdtura intre spatiul tangent la un spatiu euclidian si spatiul tangent la o varietate nu sunt de acelasi
tip. Atunci cand identificim spatiul tangent la o subvarietate deschisd cu spatiul tangent 1n acelasi punct la varietatea
ambientd, identificarea depinde doar de incluziune, deci de subvarietatea nsasi, pe cand pentru a stabili un izomorfism
cu spatiul tangent la un spatiu euclidian trebuie s fixdm 1ntéi o hartd, cu alte cuvinte, izomorfismul nu este canonic. El
este insd suficient pentru a stabili dimensiunea spatiului tangent si, dupd cum vom vedea, ne va permite sd introducem
o bazi asociatd in mod canonic unei baze a spatiului euclidian pe care se modeleaza varietatea.

Dupa cum am védzut, derivdrile in directia vectorilor bazei canonice a spatiului tangent Intr-un punct la un spatiu
euclidian formeaza o baza a acestui spatiu tangent. Aceste derivari sunt, de fapt, chiar operatorii de derivare partiala
in raport cu coordonatele. Dupd cum vom vedea imediat, izomorfismul stabilit in propozitia precedentd ne va permite
sd introducem o bazi analoagi, legatd de o hartd locala, si in spatiul tangent intr-un punct la o vartietate diferentiabila
oarecare. Intr-adevir, avem

Propozitia 3.3.4. Fie M o varietate diferentiabild, p € M si (U, ) o hartd in jurul lui p. Atunci familia de vectori
tangenti
8 not a

-1
*o(p) | x! o)) 1<i<n dx' o(P)) 1<i<n

formeazd o bazd a spatiului tangent T, numitd baza canonica asociatd sistemului de coordonate (hdrtii) considerate.

Demonstratie. Demonstratia este imediatd, n virtutea faptului ca aplicatia (go_l) p(p) StE UN izomorfism, iar un
izomorfism de spatii vectoriale duce o baza Intr-o baza. |

Sd vedem acum cum anume actioneaza baza canonica a spatiului tangent intr-un punct la o varietate asupra unei
functii netede. Inainte de toate, remarcim ci este mai comod si considerdm ci vectorii bazei canonice sunt deriviri
ale algebrei C°°(U) mai degrabd decat ale algebrei C°°(M), desi, dupd cum am vazut, din teorema de localitate
rezultd cd valoarea unui vector tangent, care este definit pe C°°(M), este, determinatd, in fond, de valorile functiilor
pe o vecinatate oarecare (oricat de mica) a punctului considerat.

Fie, deci, f € C®°(U)sii € {1,...,n}. Atunci avem

d 9 - dfs
o /= axi (f°§0 1) = 8—(?«0(])))-
X lp X lo(p) X
Prin urmare, actiunea lui % asupra unei functii netede f este derivata partiald in raport cu coordonata x* a

reprezentdrii locale a lui f in harta (U, @), calculatd in punctul ¢(p).
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Orice vector tangent in p la varietatea M se poate descompune 1n functie de vectorii bazei canonice asociate unei
harti locale (U, ¢) in jurul punctului p:
0

X=X —| .
1

ax’|,

Componentele X’ ale unui vector tangent relativ la baza canonicid asociatd unui sistem de coordonate se numesc

componente ale vectorului in harta (U, ¢), pentru a evidentia faptul cd aceste componente se referd la baza canonica

si nu la o altd bazd, oarecare, a spatiului tangent 1n p la varietate.

3.3.1 Expresia aplicatiei tangente a a unei aplicatii netede in coordonate locale

Aplicatia tangentd (diferentiala) intr-un punct a unei aplicatii netede intre varietafi diferentiabile nu este altceva decat
o generalizare naturald a notiunii de diferentiald intr-un punct a unei aplicatii diferentiabile intre deschisi din spatii
euclidiene, la care se reduce in cazul particular in care varietdtile in cauza sunt deschisi din spatii euclidiene, priviti
ca subvarietiti deschise ale spatiilor euclidiene respective.

Ca si ne convingem de aceasta, sd consideram, pentru inceput, doi deschisi U C R” si V' C R™ si o aplicatie
netedd F' : U — V. U si V se considera, fiecare, ca subvarietdti deschise ale spatiilor euclidiene respective, avand,
prin urmare, atlase formate din cite o singurd hartd, data de aplicatia identicd. Fie p € U. Vrem si determindm
expresia In coordonate a aplicatiei tangente

F*p : TpRn — TF(p)Rm.

Mentiondm cd am utilizat aici izomorfismele canonice TpU = T,R" si Tp(p)V = Tgp)R™. Prin expresie in
coordonate locale a aplicatie tangente ntelegem exprimarea acestei aplicatii in raport cu bazele canonice asociate
celor doua harti, adicd matricea aplicatiei tangente in raport cu cele doud baze canonice.

Notim cu (x!, ..., x™) coordonatele pe U sicu (y',..., y™) coordonatele pe V.
Avem, prin urmare,, pentruun f € C®°(U)siuni € {1,...,n},
d d o(foF)
Fapz| | 1= 50| (FoF)==5"220) =
x|, axt |, ox?
af(Fl(xl,...,x”),...,Fm(xl,...,x”)) aof oOF/
= ™ (p) = W(F(P)) : W(‘D) =
dF/ d
X 7 | F(p)
Asadar
ad OF ad
F*P_l' = i (p) ‘a7 >
xtl,  ox 0V’ | F(p)
de unde rezultd ca matricea aplicatiei tangente Tn bazele canonice este
1 1
¥rp) - )
[Fep| = o e ,
ax—l(P) o e (p)

adici este tocmai matricea Jacobi J F(p) a aplicatiei F' in punctul p. Cum, dupa cum se stie din analiza matematica,
si diferentiala Frechet a aplicatiei F' in p are aceeasi matrice, rezultd cd aplicafia tangentd F, se poate identifica cu
diferentiala Frechet d F'(p).
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Din intreaga filozofie a varietitilor diferentiabile si, in particular, a functiilor netede pe o varietate, ne putem
astepta ca aplicatia tangentd intr-un punct la o aplicatie netedd intre doud varietdfi netede oarecare sd se poatd exprima
cu ajutorul matricii Jacobi a reprezentdrii locale intr-o pereche de hirti a aplicatiei respective. Chiar asa stau lucrurile
in realitate, dupd cum vom vedea din cele ce urmeaza.

Fie, deci, FF : M — N o aplicatie neteda intre doud varietiti diferentiabile si p € M un punct oarecare. Alegem
hértile (U, ¢) pe M 1n jurul lui p, respectiv (V, ¥) pe N, in jurul lui F(p), astfel incat F(U) C V.

Fatd de acesta pereche de harti, reprezentarea locald a lui F va fi

Foy =Y oF o i pU) — (V).

Dacai € {l,...,n},iar f € C°°(U), atunci

0 0
F* ha— = — F = — F -1 =
( p o p)f | VR =) eFeu
0 d
=5 ((fev Ho(WoFop ™)== (fyoFpy)=
Ix" g (p) Ix" o (p)
1 1 n m 1 n
3(fy 0 Fpy) afy Fm,f(x,...,x ),...,F(pw(x,...,x)
= Mo Fou) 4 = ( . )(w(p)) =
ax! ‘ ax! .
dfy gy OF gy 0
By 7 Fou(@(p)) - — 7= (@(p) i (P(P) 7 |k /5
unde (x!,...,x™) sunt coordonatele in harta (U, ¢), iar (y!,..., y™) sunt coordonatele in harta (V, V). Asadar,

matricea aplicatiei tangente Fx, in perechea de hirti (U, ¢), (V, ) este chiar matricea Jacobi J Fyy (¢(p)) a repre-
zentarii locale a Iui F 1n aceastd pereche de hirti, calculatd in punctul ¢(p).

3.3.2 Schimbari de coordonate

De multe ori este util si inlocuim un sistem de coordonate (o hart) cu un alt sistem de coordonate (hartd). In astfel de
situatii, este necesar sd avem la Tndemand formule care s stabileasca legitura dintre componentele unui vector intr-o
hartd si componentele sale in cealalta hartd.

Fie (U, @) si (V,¥) doud hirti pe o varietate diferentiabila M si p € U N V un punct al varietdtii. Notam
coordonatele in harta U, respectiv in harta V, cu x’, respectiv X'. Un vector tangent X Tp M se poate exprima in

ad a
raport cu oricare dintre bazele canonice § — sau { — .
axt |, ax’|,
Fiey oo~ : (U NV) — (U N V) schimbarea de harti. Atunci, conform paragrafului precedent,
x/

d
= w(@(P))' BJTJ

_ d
(W o 1)*qo(p) ﬁ

o(p) V(o)

Pe de alti parte,

d
= (w_l © (W © ‘p_l))*(p(p) @

B
= (‘P_l)*rp(p) a7
» ax!

0x! »(p) o(p)
i axJ 9
= (I Duwc >((W°<ﬂ_1)* ?) 3o ) = (¥ Dy )<—,-(<p(p))- — =
’ o o) 7\ ox 0%y (p)
ax/ . P ox/
= 5702 W ey 57 vy 0 (@(p) - == -
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Am gisit, deci, in prima instantd, formula pentru transformarea vectorilor bazei, la o schimbare de harta:

d 0x/ 0
Gl T A (e(p) - 7=
dx » ax dax/ »

Fie, acum X € T, M un vector tangent oarecare. Notdm cu X I componentele sale fati de harta (U, ¢) si cu X'
componentele in harta (V, ). Avem

0
; .
axt |, »
Din ultima egalitate de mai sus rezultd imediat legea de transformare a coordonatelor unui vector la o schimbare de
harta:

0

x/ d _—j 0
ol (¢(p)) - 9%/ ,

X=X =X =X —
0x/

—j ox/ :
X = (e(p) - X'

sau, scrisa invers,

i ox' i
Xi= S W)X,

Observatie. Se poate constata, din cele stabilite mai sus, cd matricea utilizatd pentru transformarea componentelor
unui vector la o schimbare de hartd este inversa matricii utilizate pentru schimbarea elementelor bazei canonice a
spatiului tangent. Din acest motiv, n special in cértile mai vechi, vectorii tangenti la o varietate se mai numesc vectori
contravarianti.

3.3.3 O alta definitie a spatiului tangent

Fie I C M un interval deschis. Se numeste drum sau curbd parametrizatd pe M o aplicatie netedd y : I — M,
unde / este privit ca o subvarietate deschisa a lui R, cu structura diferentiabild standard. Daca M ar fi o submultime
a unui spatiu euclidian, am putea defini vectorul tangent la y in y (o), pentru un 79 € I, ca fiind y’(¢9), vectorul ale
cirui componente sunt derivatele componentelor lui y in fo. in acest caz, in spatiul ambient, existd deja vectori si
tot ceea ce avem de ficut este si-1 selectiondm pe acela care este tangent la curbi. In cazul unei varietiti oarecare,
problema este tocmai abesenta vectorilor. O idee foarte tentantd pentru definirea unui vector tangent la y intr-un punct
p = y(to), to € I ar putea fi urmitoarea: alegem o harta (U, ¢) pe M in jurul lui p si consideram aplicatia (evident,
netedd) poy : I — R”, care este o curba pe R”. Definim vectorul tangent in p la y ca fiind vectorul tangent in ¢(p)
lagoy.

Problema cu o astfel de definitie este cd ea nu este “geometricd”, in sensul ca depinde de alegerea hartii in jurul
punctului p. Daca alegem o altd hartd (V, ¥), atunci, 1n general, curbele ¢ o y si ¢ o y nu au acelasi vector tangent
in ¢(p), respectiv ¥ (p). Vom vedea, insd, in cele ce urmeaza, ca acest defect se poate elimina cu putini atentie.
Presupunem, pentru simplificarea notatiilor, ca 0 € I sicd p = y(0). Atunci vectorul tangent in origine la ¢ o y va fi

d
» =do(poy) (E) :

Notam acest vector cu (¢, do(¢y)). Considerdm o alta hartd, (V, ), in jurul punctului p. Ne intereseaza legatura
dintre vectorii (¢, do(¢y)) si (¥, do(¥y)). Avem

d d
do(Vy) (E) = E(‘PV)

d
u= E(fpoy)

—i o(p lop)o
—dt(w (¢ op)oy)

t=0 t=0

_ d -1
= E((wow )ol(poy))

d
= d(ﬂ(V(O))(WG"_I)do(goy) (E) =

t=0

d
= dp) (Ve ")do(py) (E) -
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Ideea este acum sa considerdm ci un vector tangent la y nu este doar un vector din R”, ci o clasa intreagd, cate unul
pentru fiecare hartd 1n jurul lui p, astfel Incat “reprezentantii” vectorului in fiecare hartd sa fie legati printr-o relatie ca
cea pe care tocmai am stabilit-o. Fie, deci, p € M. Considerdim multimea

ApM = {(p,u) | (U, ¢) — hartd in jurul lui p, u € R"}

Definim pe A, M o relatie de echivalenta

W~y = v=dypWe ),

Este clar ca relatia astfel definita este, intr-adevir, o relatie de echivalentd. Vom numi vector tangent geometric la M
in p o clasd de echivalenta [, u] in raport cu relagia ~, iar multimea vectorilor tangenti geometric la M in p o cvom
nota cu G, M si o vom numi spatiu tangent geometric la M in p. Componentele lui u in baza canonicd a lui R” se
numesc componentele vectorului tangent [¢, u] in harta (U, ¢).

in cazul spatiului 7, M, al derivdrilor algebrei C°°(M) in punctul p, structura de spatiu vectorial a venit in mod
natural, fiind indusi de structura de spatiu vectorial pe R. In cazul spatiului tangent geometric lucrurile sunt putin
diferite, deci trebuie adoptata o tactica diferitd pentru introducerea structurii de spatiu vectorial. Fie (U, ¢) o harta in
jurul punctului p € M. Definim o aplicatie 6, : R” — G, M, punind

Oy () = ¢, u].

Demonstram mai intdi cd aceastd aplicatie este o bijectie. Fie u,v € R" astfel incat 6,(u) = 0,(v), adicd [p,u] =
[@, v]. Dar, din definitia relatiei de echivalentd, avem atunci

V= dy(p) (@ 0 HW) = dy(p) (Lp)) W) = 1rn(w) = u,

adicd 0, este injectivd. Pe de altd parte, dacd [/, v] € G, M, atunci vectorul u = dy,(p) (¥ ~1)(v) are proprietatea
ci

Op () = [p,u] = [V, dy(p) (¥ © 9™ Ndy(p) (@ 0 Y~ HW)] = [y, V],

deci 6, este, de asemenea, surjectiva.
6, ne permite sd introducem pe G, M o structurd de spatiu vectorial astfel incat 6, si fie un izomorfism liniar.
Este clar cd aceastd structurd este unicd. Operatiile de spatiu vectorial se pot defini doar in modul urmétor

[p.u] + [0, V] = 0,(0) + 0,(v) < Oy (u+v) = [p,u + V],

Alg.u] = A6,(w) £ 6,(0u) = [p. A,

pentru orice vectori u, v € R” si orice scalar A € R.

In ciuda aparentelor, structura de spatiu vectorial pe G p M nu depinde de alegerea hartii (U, ¢). Spre a ne convinge
de aceasta, este suficient si demonstrdm cd, dacd (V, ) este o altd hartd pe M in jurul lui p, atunci aplicatia Oy
definitd in mod analog, este liniard. Avem, prin urmare,

Oy (v) = [Y. V] = [0, dy () (0¥ Y V)] = O (dy (p)(9¥ (V).

asadar 0y = 0y o dy(p) (¢ ¥~ 1), deci 6y, este liniari, fiind o compunere de aplicatii liniare.

Vom demonstra, in cele ce urmeazd, cd G, M este izomorf, in mod canonic, cu 7, M . Este de mentionat cd G , M
are dimensiunea n, din modul de constructie, prin urmare intre cele doud spatii existd, oricum un izomorfism, ele
avand aceeasi dimensiune. Existenta unui izomorfism canonic (independent de fixarea unei baze in unul dintre ele)
nu este asiguratd, in general, de egalitatea dimensiunilor, deci trebuie demonstrata.



3.4. Spatiul cotangent intr-un punct la o varietate 35

Propozitia 3.3.5. Fie X = [p,u] € G, M. Atunci aplicatia (notatd cu aceeagi literd) X : C*°(M) — R,

X(f) = dpp)(f 97w

este o derivare in p a algebrei C°° (M), care nu depinde de alegerea hdrtii (deci nici de alegerea reprezentantului in
clasa [p,u]).

Demonstratie. Faptul cd X este o derivare in p rezultd imediat din proprietdtile diferentialei intr-un punct a unei
aplicatii. Rdméne doar de demonstrat cd definitia este independentd de hartd. Fie (V, ) o altd harta in jurul lui p,
astfel incét [@, u][y, v]. Atunci

X(f)= d(p(p)(f © (p_l)(u) = d(p(p)[f © (1ﬂ_1 oy)o (p_l] =
=dyp[(f o ¥ ) o (W og ™ )] =dyp(f oV Ny (W op ) =
=dyp)(fov™H().

ceea ce demonstreaza afirmatia facuta. |

Propozitia 3.3.6. Fie p € M si X € T, M. Atunci pentru orice hartd (U, @) in jurul lui p existdin € R" astfel incat
X =[p,u].

Demonstratie. Fie { %) } baza canonicd a lui 7, M intr-o harta (U, ¢). Atunci
P)1<i<n
l' 8
Mlp
Fieu = X’e; € R”, unde {e;}1<;j<n este baza canonici a lui R”. Vom arita ci X = [¢,u]. Intr-adevir, fie X

vectorul tangent (derivarea) asociat lui [¢, u]. Atunci

— A(fog! I(f ol
X(/) = dyiy(f 097w =1 L2 ) = xT N 2ED () = (),

pentru orice f € C®°(M). |

Am demonstrat, prin urmare, cd aplicatia care asociazd unui vector tangent geometric o derivare a algebrei
C°(M) este o bijectie. Este usor de verificat ci aceastd aplicatie este liniard, prin urmare este un izomorfism li-
niar.

Observatie. Echivalenta celor doud definitii ale spatiului tangent la o varietate functioneazd doar in cazul variatatilor
de clasd C°°.

3.4 Spatiul cotangent intr-un punct la o varietate

Un rol deosebit 1l joacd In geometria diferentiald a varietdtilor un alt spatiu atasat, in fiecare punct, oricdrei varietati
netede, asa-numitul spatiu cotangent. Acesta se obtine pe o cale des utilizatd in algebra liniard, dualizarea. Vom trece
mai Tntdi in revistd citeva notiuni si rezultate fundamentale referitoare la dualul unui spatiu vectorial si le vom aplica,
in cele din urma, la cazul particular al spatiului tangent intr-un punct la o varietate, pentru a obtine spatiul cotangent.
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3.4.1 Dualul unui spatiu vectorial

Definitie. Fie V un spatiu vectorial (real) finit dimensional. Se numeste dualul spatiului V si se noteazd cu V*
mulfimea tuturor aplicatiilor liniare de la V' la R, Tnzestratd cu o structurd de spatiu vectorial real prin intermediul
adunarii si inmultirii definite punctual. Elementele spatiului dual se numesc I-forme liniare, functionale liniare,
covectori sau, incd, vectori covarianti.

Spatiul dual al unui spatiu vectorial finit dimensional este strans legat de spatiul insusi. In particular, ele au
aceeasi dimensiune, deci sunt izomorfe (desi izomorfismele ce se construiesc nu sunt, de reguld, naturale,in sensul ca
presupun fixarea unei baze pe unul dintre spatii; in general, daca spatiul V' nu are structuri suplimentare, cum ar fi un
produs scalar, izomorfisme naturale nici nu exista, de fapt.) Intr-adevir, are loc

Propozitia 3.4.1. Fie V un spatiu vectorial finit dimensional, dim V' = n. Dacd {e; }1<i<n este o bazd a lui V, atunci
familia de covectori {e' }1<i<n, definiti prin

1 dacdi =],

el(e;) =6 =
(ej) =9 0 dacii # j,

formeazd o bazd a spatiului V*, numitd duala bazei {e; }1<i<n. Drept urmare, cele doud spatii vectoriale au aceeasi
dimensiune.
Demonstratie. Vom demonstra ci orice 1-formd w € V* se poate reprezenta sub forma
0 = w(e)e'. (3.4
Fie ake € V un vector oarecare. Membrul stang al relatiei (3.4), aplicat acestui vector, ne va da
w(a*er) = d“wle).
in timp ce membrul drept, aplicat aceluiasi vector, da

w(ej)e' (a¥e) = dw(e)e’ (ex) = a*w(e)s;, = d w(ep),

ceea ce demonstreaza relatia (3.4), adica familia de covectori {e’ }1<; <, formeaza un sistem de generatori al spatiului
dual. Acesti generatori sunt si liniar independenti, pentru cd, dacd avem a; e’ = 0, atunci, pentru orice k € {1,...,n},
avem

ar = (aje')(ex) = 0.
|

Daci {e;}1<i<n este 0 bazd in spatiul vectorial n-dimensional V, iar {e'}<;<p este baza duald in spatiul V*,
atunci orice covector € V'* se va scrie in functie de baza duala ca

w = wje',
unde componentele sunt valorile lui @ pe elementele bazei lui V', adica
w; = w(e;).
Daci X = X! e; este un vector oarecare din V/, atunci actiunea unui covector pe X va fi, din liniaritate,

o(X)=w(X'e) =w X".
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Definitie. Fie V' si W doud spatii vectoriale si A : V' — W o aplicatie liniard. Se numeste duala sau transpusa
aplicatiei A o aplicatie liniard A* : W* — V* definitd, pentru orice w € W* si X € V, prin

(A% w)(X) = 0(A(X)).
Propozitia 3.4.2. A* existd si este unicd.

Demonstratie. Demonstrdm mai intdi unicitatea. Fie AT si A5 doud duale ale lui A. Atunci avem
(AT0)(X) = 0(AX) = (A30)(X),
pentru orice w € W*, X € V, de unde rezulti ca
(A% — A)(@)(X) = 0.

Cum att w, cit si X sunt arbitrare, rezultd cd A7 — A5 = 0, adicd A7 = 4.

Pentru a demonstra existenta, constatim mai inti cd, pentru fiecare w fixat, expresia A(w(X)) este liniara in X, in
virtutea liniaritatii lui A si w, prin urmare este, pentru fiecare w, o functionala liniara pe V. Notam aceastd funtionala
cu A*(w). Egalititile

A* (w1 + wp) = A% (w1) + A% (w2), A*(aw) = aA* ()

rezultd din liniaritatea expresiei A(w(X)) in raport cu w care rezultd din liniaritatea lui A. Prin urmare, A* este o
aplicatie liniara care indeplineste cerintele definitiei, deci este duala aplicatiei A. |

Propozitia 3.4.3. Fie A : V. — W o aplicatie liniard intre doud spatii vectoriale finit dimensionale. Atunci, dacd
fixdm cate o bazd {e; }1<i<n §i { fj}1<j<m, matricea aplicatiei duale A* : W* — V™ relativ la dualele celor doud
baze este transpusa matricei aplicatiei A relativ la cele doud baze.

Demonstratie. Fie A matricea aplicatiei A relativ la bazele alese si B matricea aplicatiei A* relativ la bazele duale.
Vrem sd demonstrdm, prin urmare, ca B = At Stim, deocamdati, ca, pentru orice j € {1,...,n},

Aej) = d) fi,

unde aij sunt elementele matricei .4, i numerotand liniile si j coloanele (dupa cum se stie, coloanele matricei unei
aplicatii intr-o pereche de baze sunt componentele imaginilor vectorilor bazei domeniului relativ la baza din codome-
niu).

Calculam acum imaginile vectorilor din baza duald din W* prin aplicatia duald. Avem

(A*(f D)) = f/(Aler) = f/(a} fi) = ai [/ (fi) = ap 8] = ay.
Dar asta inseamnd, in fond, ca _ .
A*(fj) — a]]gek’
adicd B = A". [
Propozitia 3.4.4. Fie U, V, W trei spatii vectoriale finit dimensionale i A : U — V, B : V. — W doud aplicatii
liniare. Atunci

(i) (BoA)* = A* o B*;
(i) (1y)* = ly~.

Demonstratie. Afirmatiile sunt consecinte imediate ale propozitie precedente, tindnd cont de faptul ca transpusa pro-
dusului a doud matrice este produsul transpuselor matricelor, luate in ordine inversa. |
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Dupd cum am mentionat deja, desi dualul unui spatiu vectorial finit dimensional este izomordf cu spatiul Tnsusi,
de reguld nu putem identifica cele doud spatii, 1n lipsa unui izomorfism care sd nu depindd de fixarea bazelor. Un
astfel de izomorfism exista, in schimb, intre orice spatiu vectorial finit dimensional si dualul dualului sdu (asa-numitul
bidual al spatiului).

Propozitia 3.4.5. Fie V un spatiu vectorial finit dimensional si V** = (V*)* bidualul sdu. Atunci V = V** in
mod natural (adicd existd un izomorfism care nu depinde de baze).

Demonstratie. Este foarte usor de verificat faptul cd aplicatia ¢ : V — V**, definitd prin

¢ (X)(@) = o(X).

pentru orice w € V* si orice X € V este, intr-adevir, un izomorfism de spatii vectoriale. [ |

3.4.2 Spatiul cotangent

Definitie. Fie M o varietate diferentiabild si p € M un punct arbitrar. Se numeste spatiu cotangent la M in p, si se
noteaza cu Tl’," M dualul spatiului tangent la M 1n p: Tl’,k M = (T,M)*. Elementele spatiului cotangent se numesc,
dupa regula generald, covectori tangenti in p, I-forme liniare sau vectori covarianti, ultima denumire urmand a fi
justificatd in cele ce urmeaza.

Fie p € M si (U, ¢) o hartd in jurul lui p, cu coordonatele x’. Atunci spatiul tangent admite baza canonici

9
oxi

. Aceasti bazi determini o bazi duali in spatiul cotangent 7%, notati cu dx’ ‘p. Avem, asadar,
P)1<i<n
dx'

. 9 .
b - 81-,
P (3’” P) ’

iar un covector w € T;M are o descompunere unica relativ la acestd baza duald sub forma

w = widxi|p,

0
! ox! »

Fie acum (V, ¥) o altd harti in jurul lui p, cu coordonatele ¥/. Asa cum am vizut la studiul spatiului tangent, la
o schimbare de coordonate vectorii bazei canoinice de coordonate a lui 7, M se transformd dupd legea

unde

=
X

d 0
oxt ax/

p p

Daciw € T;‘ M este un covector oarecare, el se poate descompune, relativ la cele doud baze duale, ca
— Ayl — ]
o =wdx'|p=w;dx’|p.

Vrem sa determindm relatiile dintre componentele covectorului w in cele doud baze. Avem utilizand formula de
transformare a vectorilor bazei spatiului tangent:

0 ox/ i
Wi _a)(@ p) _a)(Bxi (p(p)) - 9%/

9%/
p) = a);,- (p(p))@;

ox/ 0
p) = W(‘P(P)) T (8)7/



3.5. Fibratul tangent la o varietate diferentiabila 39

3.4.3 Aplicatia cotangenta intr-un punct a unei aplicatii netede

Definitie. Fie F' : M — N o aplicatie neteda intre varietti diferentiabile si p € M. Se numeste aplicatie cotangentd
la F in p aplicatia F ; : T;f (p)(N ) — T*pM, care este duala aplicatie tangente la F in p. Mai precis, aplicatia
cotangentd are expresia

Fy(@)(X) = o(F.X),

pentru orice w € TF(p)N siorice X € T, M.
Ca o consecinta directa a propozitiei 3.4.3 si a calcului facut pentru cazul aplicatie tangente, gasim

Propozitia 3.4.6. Matricea aplicatie cotangente in bazele duale asociate bazelor de coordonate a doud hdrti (U, ¢)
si (V. ) in jurul lui p, respectiv F(p), este transpusa matricei Jacobi a reprezentdrii locale a lui F in hdrtile

considerate, adicd

oF AF ™

. 3;511//(p) 35110(p)
[FP]W = o -

3Fw1/f( ) aerI/( )

Oxn P ox" p

3.5 Fibratul tangent la o varietate diferentiabila

Definitie. Fie M o varietate diferentiabild de dimensiune n. Se numeste fibrat tangent la M reuniunea disjunctd a
tutror spatiilor tangente la M, adica
™ =[] T,M. (3.5)
DPEM

Aplicatianw : TM — M, n(Xp) = p, de fiecare datd cand X, € T, M se numeste proiectie a fibratului tangent.

In aparenti, fibratul tangent la o varietate este doar o multime amorfi de vectori tangenti in diferite puncte ale
varietdfii, fard o structurd speciald. Lucrurile nu stau insa aga, el are, dupa cum vom vedea, o structurd naturala de
varietate diferentiabild, stins legatd de structura diferentiabila a lui M Insusi. Pentru construirea acestei structuri avem
nevoie de urmitoarea lemd.

Lema 3.4. Fie M o multime §i presupunem cd pe M este datd o familie de submultimi {Uy }qe 4, impreund cu o familie
de aplicatii injective ¢y : Uy — R”", pentru fiecare a € A astfel incdt sd fie satisfdcute urmdtoarele proprietdti:

(i) pentru fiecare o € A, U= 0o (Uy) C R" este o submultime deschisd;
(ii) pentru orice o, B € A, mutimile o (Uy N Upg) si g (Uy N Ug) sunt deschise in R™.
(iii) de fiecare datd cand Uy N Ug # O, aplicatia
¢pova  ¢u(Ua NUp) — ¢p(Us N Up)
este netedd.
(iv) M are o acoperire formatd dintr-o familie numdrabild de mulgimi Uy,.

(v) dacd p si q sunt puncte distincte din M, atunci fie existd o € A astfel incdt p,q € U, fie existd o, B € A, cu

Atunci pe M existd o singurd topologie astfel incdt {Uy, ¢ }aca 5d fie un atlas diferentiabil, care inzestreazd pe M
cu o structurd de varietate diferentiabild de dimensiune n.
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Demonstratie. Definim topologia pe M ca fiind cea a bazei formatd din multimi de forma ¢ !(V) unde & € A4, iar
V C ¢u(Uy) este o submultime deschisd a lui R”. Nu este evident ci aceastd familie de multimi formeaza, intr-
adevir, o bazd a a unei topologii. Pentru aceasta, este necesar ca intersectia a doua multimi din familie sd apartina,
de asemenea, familiei. Fie, deci, gy ' (V) si ¢~} (W) doud multimi din familie. Din proprietdtile (ii) si (iii) rezulti
ci (g o (pEl)(W) = Qg (goEI(W)) este o submultime deschisd a lui g (Uy N Up) si, de aceea, si a lui ¢y (Uy). De
aceea, dacd p € o 1 (V) N <pﬂ_1(W) este un punct oarecare, atunci

O (VN (g o9z (W) =9 (V) Nz (W)

este o multime din bazi care contine punctul p. In raport cu aceasti topologie, este usor de constatat ci fiecare
aplicatie ¢, este un omeomorfism pe imagine, deci M este un spatiu local euclidian de dimensiune n. Dacd, acum
{Uy(i)}ieN este o familie numérabild de multimi U, care acoperd pe M, atunci fiecare dintre multimile Uy (i) are
o bazd numadrabild, iar reuniunea acestor baze este o bazd numarabild pentru intregul spatiu topologic M, deci M
verifica cea de-a doua axioma de numdrabilitate. Proprietatea lui Hausdorff rezulta din (v), pentru cd dacd p si g sunt
intr-o aceeasi multime Uy, atunci imaginile lor se separd in ¢y (Uy) si nuavem decit sa consideram contraimaginile
prin ¢ ale vecindtitilor respective, care vor fi doud vecinatati deschise ale lui p si g. Celdlalt caz este imediat. Faptul
cd familia {(Uy, ¢o)}aca este un atlas neted rezultd imediat din punctul (iii). Este clar din modul de constructie ca
existd pe M o singurd topologie si o singurd structura neteda care si verifice ipotezele lemei. |

Propozitia 3.5.1. Pentru orice varietate netedd M, de dimensiune n, fibratul tangent TM poate fi inzestrat in mod
natural cu o topologie si o structurd netedd care il transformd intr-o varietate diferentiabild de dimensiune 2n astfel
incat proiectia w : TM — M sd fie o aplicatie netedd.

Demonstraie. Intentia noastri este si aplicim lema precedenta. In acest scop trebuie si construim familia de multimi
si aplicatii care, 1n final, ne vor da structura diferentiald pe fibratul tangent. Aceastd familie va fi construitd plecand
de la un atlas pe varietatea M. Considerim, deci, (U, ¢) o hartd pe M, ¢(p) = (x'(p),...,x"(p)). Punem U =
@(U) C R”™. Definim o aplicatie ¢ : 7~1(U) — R?", punand

;0
"5(5

n mod evident, ¢(z~1(U)) = U x R", care este 0 submultime deschisi a lui R?". ¢ este, in plus, o bijectie pe
imagine, iar inversa ei se scrie

) =xYp),....x"(p). v, ..., v").

p

5 a
-1 i
¢ (x,v) = pyr

=1 (x)

Avem, prin urmare, daca se considera toate hartile dintr-un atlas {(Uy, ¢s)}ac4 al lui M, o familie de multimi
Vo = - 1(Uy) si functii ¢ construite ca mai sus, care verifici, deocamdati, conditia (i) din lema 3.4.

Fie, acum doud hirti (Uy, ) $i (Ug, ¢g) din atlasul pe M considerat si fie (Vy, po) si (V5. ¢g) hirtile pe TM
care le corespund. Multimile ¢o (Vo N Vg) = ¢o(m ™1 (Uy) N 771 (Up)) = @a(Ua N Up) x R" si ¢pg (Vo N V) =
@ (UyNUg)xR" sunt, in mod evident, deschise in R2", deci proprietatea (ii) este verificati. Mai departe, schimbarea
de harta

$p o by’ 0a(Uy NUg) x R" — 95Uy N Ug) x R”

se poate scrie, findnd cont de formula de transformare a componentelor unui vector la o schimbare de harta,

ax! : ax! ;
—1,..1 n 1 ny _ [ =1 =n J J
ppody (x',....x" v ,... ") = (x (x),...,x"(x), 8xj(x)v ,...,axj(x)v ),

ceea ce aratd cd aplicatia este netedd, de unde rezulta punctul (iii) din lema 3.4. Pentru punctul (iv), ne amintim ci din
orice atlas pe o varietate se poate extrage un atlas numdrabil {(Uy ;). ¢4(i))}ieN- Din acest subatlas al atlasului de pe
M se poate construi o acoperire numérabild { V) }ien alui TM.
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In sfarsit, pentru (v), remarcam mai intdi cd daca doua puncte se afld Tn aceeasi fibra a lui 7 ele se afld n aceeasi
hartd. Dacd X, si Y, se afld in fibre diferite (cu alte cuvinte, in spatii tangente 7, M si T, diferite: p # g), atunci
existd doud vecindtiti de coordonate disjuncte U; a lui p si U; a lui g. Atunci 7~ 1(U;) si #71(U;) sunt vecinitdti
disjuncte ale lui X, si ¥y.

Aplicand lema 3.4 obtinem rezultatul dorit, in ceea ce priveste structura lui 7M. Ceea ce ne mai raiméne este sd
verificim faptul ci proiectia 7 este netedi. Fie, deci, (U, ¢) o harti pe M si (7~1(U), ¢) harta corespunzitoare pe
fibratul tangent. Atunci reprezentarea locald a lui & in perechea de harti considerate este

0
mpgb(x,v):wonosﬁ_l(xw)—<p°ﬂ(v Fw ) = ¢(p~ (1) = x,

= 1(x)

prin urmare reprezentarea locald a lui 7 este exact proiectia produsului pe primul factor, deci este neteda. |

3.5.1 Aplicatia tangenta
Am definit mai sus aplicatia tangentd a unei aplicatii netede F' : M — N intr-un punct p € M prin
Fvp : TyM — T, N, Fip(X)(f)=X(f oF)

pentru orice vector tangent X € T, M si orice functie netedd f € C*°(N).
Putem defini acum aplicatia tangentd a lui F ca o aplicatie intre fibratele tangente, Fy : TM — TN, punind

daca X e Tp M.

Propozitia 3.5.2. Pentru orice aplicatie netedd intre doud varietdti diferentiabile F : M — N, aplicatia tangentd
Fy« : TM — TN este netedd in raport cu structurile diferentiabile standard pe fibratele cotangente.

Demonstratie. Fie X, € TM. Mai precis, presupunem chiar cd X, € T, M. Fie, mai departe, (U, (p) o hartd pe M
in jurul lui p, (U (p) — harta determinata de ea pe TM, (V,¥) — o hartd pe N in jurul lui F(p) si (V V) — harta
determinatd de ea pe TN . Ca de obicei, presupunem cd F (U) C V (ceea ce, dupi cum se poate constata cu usurinti,
are drept consecintd F: *(U ) C % ). Reprezentarea locald a lui Fi va fi atunci

Fipy =V o Feog i pU) x R™ — y(V) x R",

(p—l(X))

0
(Frpy)(x,v) = ( oFyo@g~ )(x V) = ( oF*)( v

~ 0 ~ d

w{ (vl ox’ w—lmﬂ w[ T (v’ x (p—l(x))}
8 aFf

w BxJ 8)}] v—1(y) B

IF,, QF™
:(y O T ,...,v’—“’.‘”)

dx!

Se observd, prin urmare, cd reprezentarea locald a lui Fy In perechea de harti aleasd este netedd, de unde rezultd ca
aplicatia tangentd insdsi este neteda. |
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3.6 Fibratul cotangent si aplicatia cotangenta

Definitie. Dacd M este o varietate diferentiabild, se numeste fibrat cotangent al lui M reuniunea disjuncta a tuturor
spatiilor cotangente ale lui M, adica
* _ *
"M =[] T;M
PEM

Se numeste proiectie a fibratului cotangent aplicatia 7* : T*M — M,
7 (wp) = p,
daciwp € T, M.

Exact ca si in cazul fibratului tangent, se poate construi o structurd de varietate diferentiabild de dimensiune 2n,
cun = dim M, pe T*M astfel incit proiectia sa fie neteda.

Topologia se construieste si de data aceasta cu ajutorul unei baze formate din preimagini de multimi deschise
prin proiectia fibratului (ceea ce asigurd, din start, continuitatea proiectiei). Hartile sunt, de asemenea, determinate de
hartile pe M. Anume, dacid (U, ¢) este o harta pe M, punem U = ¢(U) C R”. Definim, atunci, ¢ : (#*)"1(U) —
R2", punand '

g(widx'|p) = (' (p),....x"(p),@1(p), ..., wn(p)).

Atunci ¢ ((71*)_1 v )) = U x R", iar inversa aplicatiei ¢ este datd de expresia
¢ (x,0) = widx'| -1 ().

Suntem acum 1n masurd sa definim aplicatia cotangentd a unei aplicatii diferentiabile ' : M — N, utilizand
aplicatiile sale tangente in punctele varietatii M. Mai prescis, aplicatia cotangenta F* : T*N — T*M se defineste
prin

F*(0p) = Fj(wp).
pentru orice punct p € M si orice covector ), € TI’," (p)N .

Exact ca in cazul aplicatiei tangente, se poate ardta cd aplicatia cotangentd este netedd in raport cu structurile
diferentiabile definite mai sus pe fibratele cotangente.



capitoLuL 4

Imersii, submersii, scufundari si subvarietati

4.1 Teorema de inversiune locala

4.1.1 Cazul euclidian

Teorema de inversiune locald, una dintre cele mai importante teoreme din analiza matematica, nu este, in fond, altceva
decét o versiune neliniard a teoremei lui Cramer din algebra liniard, la care se reduce, de fapt, In cazul aplicatiilor
liniare. Ea spune, in esentd, cd dacd diferentiala unei aplicatii intr-un punct este inversabild, atunci, cel putin intr-o
vecindtate a acelui punct, aplicatia se poate inversa, iar inversa are aceleasi proprietdti de netezime ca si aplicatia
insagi.

Definitie. Fie U,V C R” submultimi deschise. Se spune ca o aplicatie netedda F' : U — V este un difeomorfism
daci este inversabild, iar inversa ei este, de asemenea, netedd. Aplicatia se numeste difeomorfism local in jurul unui
punct a € U daca acest punct are o vecinitate deschisd W inclusd in U astfel incat Fly : W — F(W) este un
difeomorfism. Dacd F este difeomorfism local in jurul fiecarui punct al domeniului de definitie, el se va numi, simplu,
difeomorfism local.

Observatie. Asa cum vom vedea mai tarziu, un difeomorfism local nu este intotdeauna un difeomorfism global, adica
poate avea inverse in jurul fiecdrui punct, dar din aceste inverse locale nu se poate construi o inversa globald.

—>
Exemplul 4.1.1. Fie F : R” — R” translatia de vector ab, cu a,b € R”, puncte fixate. Atunci expresia analiticd a
translatiei va fi
Fix',....x" =G+ ' =dY),....x" + " —a"))

sau, inci, F(x) = x + b —a. Componentele f’(x) = x’ + b’ —a’ sunt functii analitice, deci, in particular, de clasi
C®°. Translatia G(x) = x + (a — b) este, de asemenea, de clasd C*° si este, in mod evident, inversa lui F. Prin
urmare, F este un difeomorfism.

Exemplul 4.1.2. Fie F : R" — R” o aplicatie liniard

F(x) = (ajl-xj,...,oz;?xj)

sau F(x) = A-x,unde A = [ai.]l ~ . Atunci matricea Jacobi a aplicatiei F este, in fiecare punct, egald cu A.
<i,j<n

Dupi cum se stie din algebrd, F este inversabild daca si numai dacd det A # 0, iar dacid B este inversa lui A (in cazul
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in care existi, desigur), atunci inversa aplicatiei F este aplicatia liniard F~! : R* — R”, F~1(y) = B - y. Prin
urmare, F este un difeomorfism daci si numai dacé det A # 0.

Asa cum aratd propozifia care urmeazd, a carei demonstratie o lasdm n grija cititorului, difeomorfismele se
comportd bine relativ la compunere.

Propozitia 4.1.1. Fie U, V,W C R”" submultimi deschise, F : U — V, G : V. — W aplicatii surjective, iar
H =GoF:U — W compunerea lor. Dacd oricare doud dintre aplicatii sunt difeomorfisme, atunci si a treia este,
de asemenea, un difeomorfism.

Teorema 4.1 (Teorema de inversiune locald). Fie W o submultime deschisd a lui R"™ si F : W — R" o aplicatie de
clasa C", under > 1. Dacida € W si d, F este nesingulard, atunci existd o vecindtate deschisd U a lui a, continutd
in W astfel indt multimea V = F(U) este deschisd, iar F : U — V este un difeomorfism de clasd C". Mai mult,
dacdx € U si y = F(x), atunci

dy(F™Y) = (dxF)™",

unde —1 din membrul drept desemneazd inversa matricii.
Demonstratia teoremei foloseste, in mod esential, principiul contractiei, cu alte cuvinte urmitoarea propozitie:

Propozitia 4.1.2 (Principiul contractiei). Fie (M, d) un spatiu metric complet si fie T : M — M o aplicatie. Dacd
exista A € [0, 1) astfel indt Vx,y € M,
d(T(x),T(y)) = Ad(x, ), (4.1)

atunci T are un singur punct fix in M.

Observatie. O aplicatie T ca in propozitia de mai sus se numeste contractie. Este esential ca numarul A din propozitie
sd fie strict mai mic dacét 1, altfel propozitia nu este adevarata.

Demonstratia principiului contractiei. Iterand relatia (4.1), obtinem cd, pentru orice numar natural n,
d(T"(x), T"(y)) = A"d(x, y).

In particular, fixim un element xo € M si fie x, = T"(xo). Atunci afirmidm ci pentru orice numere naturale 7, m
avem,
d(Xn, Xntm) < A"K,

unde K este o constanti pozitivd care nu depinde de n @ si m. Intr-adevir, din 771 (xo) = T"(T™(xp)), obtinem
d(xXp, Xn+m) < Md(xg, T™(x0)).
Aplicand Tn mod repetat inegalitatea triunghiului pentru metrica, obtinem
d(xo. T™(x0)) < d(x0. T (x0)) + d(T (xo), T*(x0))+
+ o d(T" " (x0), T™ (x0)) < (14 A + A% +--- + 4771,
1

- d(x0. T(¥0)) < 7—d(xo, T(x0).
Putem pune deci K = ﬁd (x0, T (x0)) si inegalitatea este demonstratd. Prin urmare, {x,},en este un gir Cauchy,
iar spatiul metric M fiin complet, rezultd ci are o limita unicid a. Deoarece T (x,) = Xx,+1 are aceeasi limita, rezulta

cd
d(T(a),a) = ngnood(T(xn)vxn) = ngnoo d(xp+1.xn) =0,

deci a este punct fix. Daca ar exista doud puncte fixe a,b € M, atunci am avea d(a,b) = d(T(a), T(b)) < Ad(a, b),
ceea ce nu se poate, deoarece numirul real A este subunitar. |
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Demostratia teoremei de inversiune locald. Vom face demonstratia in mai mulfi pasi.

(i) Putem presupune, fara a restrange generalitatea,ci 0 € W, F(0) = 0si do F = 1rn, pentru cd, in caz contrar,
putem compune cu o aplicatie liniard si o translatie, iar propozitia 4.1.1 ne asigurd cd, acestea fiind difeormorfisme,
nu se distruge conditia de difeomorfism. Definim acum G : W — R”, G(x) = x — F(x). Atunci, pentru aceasta
aplicatie, avem, in mod evident, G(0) = 0 i dgG = 0.

(ii) Existd un numir real r > 0 astfel incét dy F si fie inversabild in fiecare punct x al bilei inchise Bo,(0) C W
si, pentru orice X1, Xp € B, (0) sd avem

1
[G(x1) — G(x2)|| < Ellxl — X2l (*)

si

lxr = x2ll < 2] F(x1) — Fx2)]|. (*%)
Pentru a verifica aceste afirmatii, alegem r astfel incit B,,(0) C W; mai departe, detdy F este o functie continui
in raport cu x i este nenula in zero, deci putem alege r astfel incét aceasta functie sd nu se anuleze pe Bj,(0); in
sfarsit, micsorand, la nevoie, numarul r, putem presupune cé derivatele partiale ale lui G, egale cu 0 in origine, sa fie
marginite superior de 1/2n pe B (0). Atunci, dacd x1, xo € B2,(0), vom avea ||x; — x2| < 2r, deci

1 1
[G(x1) —g(x2)| < n - —lx1 —x2f = S llx1 — x2],
2n 2

adicd egalitatea (*). Mai departe, este clar cd (*) este echivalentd cu

1
ey = f(x1) —x2 + Flx2) | = Sllxn — xa]. (*5%)
Pe de altd parte, din inegalitatea triunghiului, obtinem ca
e = x2[l = [[F(x1) = FOe2)[l < [le1 = f(x1) = x2 + F(x2)]|. ()

Acum (**) rezultd din (**%) gi (*#*%*).

(iii) Daci ||x|| < r, atunci |G(x)|| < r/2, adici G(B(0)) C Br/z(O). Mai mult, pentru fiecare y € Er/z(O)
exista un singur x € B,(0) astfel incat F(x) = y.

Intr-adevir, prima afirmatie rezulti din (*) punind x; = x si x, = 0. Pentru a doua, trebuie si utilizim propozi-
tiad4.1.1. Dacd y € Er/z si x € B,(0), atunci

1 1
Iy + GO =yl + 6@ = 5r +5r=r.
Consideram acum o aplicatie Ty : B, (0) — B,(0) definiti pentru fiecare y € B, /2(0) prin Ty (x) = y + G(x).
Atunci Ty (x) = x dacd si numai dacd y = x — G(x) sau, altfel spus, F(x) = y. Pe de altd parte, inegalitatea (*),
scrisd sub forma

1
1Ty (x) = Ty(x2) | = 1G(x1) = Gx)ll = —llx1 — xa],

care este adevirati pentru orice x1,x2 € B,(0), dovedete ci T, este o contractie pe B, (0). De aceea, din propozi-
tia 4.1.2 rezultd ci existd un singur x € B, (0) astfel incat Ty(x) = x sau, ceea ce este acelasi lucru, y = F(x).
Deoarece acest fapt este valabil pentru orice y € B, /2(0), rezultd ca F ~1 este definitd pe aceasti multime. In parti-
cular, deoarece F este continud, multimea U = F~!(B, /2(0)) este deschisd in B,(0). Fie V = B, /2(0); deoarece
B, (0) C W, obtinem ca:

(iv) F este un omeomorfism de la multimea deschisd U C W pe multimea deschisa V.
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Intr-adevir, F este continui si inversabili in aceste conditii. Trebuie doar si aritim ci F ! este continui. Daci
x1,Xx2 € U,avem y; = F(x1) si yo = F(x»), iar relatia (**) devine, in acest caz,

|F~' ) = F~ (2) | < 2lly1 = 2l

de unde rezultd concluzia.

(v)Fie b = F(a) € V. Atunci F~! este diferentiabild in b, iar dp F~! = [d, F]™ L.

Intr-adevar, deoarece F este de clasa C”, cur > 1 pe W, ea este, in particular, de clasda C” si pe intreaga multime
U, decisiina = F~1(b). Astfel, din definitie,

F(x)—F(a) =d,F -(x—a)+ ||x —al -r(x,a),

unde r(x,a) —— 0. Din (ii) rezultd cid d, F este nesingulard; fie A inversa ei. In relatia de mai sus punem
x—>a

y = F(x) si iInmulfim la stanga cu A. Se obtine
A-(=b)=F WM+ F'O)+IF ) = F'®IA-r (F7' (), FH ().

Prin urmare,
Fl'y)=F ')+ A4-(y —b) + |y —blF(y.b),

dacid presupunem cd y # b si punem

IF=1(y) — FL(b)|
_ A-
Iy —b] '

Din inegalitatea (**) rezulta ca fractia din expresia de mai sus este marginitd superior de 2, A este o matrice constanta,

iar F~1 este continui, deci lim 7(y,b) = 0, ceea ce incheie demonstratia afirmatiei.
y—>b
Pentru a Incheia demonstratia teoremei, vom mai demonstra cd

(vi) Dacid F este de clasi C” pe U, atunci F ! este de clasi C” pe V.

F(y.b) = (F'(). F7()).

Intr-adevér, am vazut cd pentru y € V avem

dy(F™") = [dp-1) F] .

Deoarece F~! este continui pe V, iar imaginea sa este egali cu U, deoarece d F este de clasd C" ™! si nesingulari pe
U si, in fine, componentele inversei unei matrici sunt functii de clasd C*° de componentele matricii date, rezultd ci
F~1 este cel putin de clasi C'. Dacd F~! ar fi de clasd k < r, atunci elementele lui dF~! ar fi de clasd k — 1, cel
putin pe V, dar, pe de alta parte, formula de mai sus aratd ca aceste componente sunt compuneri de functii de clasa
cel putin k, deci sunt cel putin de clasd C k  Prin urmare, F~! este de clasi C**1; prin inductie, rezulti ci F~! este
declasi C". [

Fie W C R”" o submultime deschisa. Urmitoarele doua corolare rezultd atunci imediat din teorema de inversiune
locala.

Corolarul 4.1. Dacd dy F este nesingulard in fiecare punct x € W, atunci F este o aplicatie deschisd.

Corolarul 4.2. O conditie necesard si suficientd pentru o aplicatie C*° sd fie un difeomorfism intre W si F(W) este
ca ea sd fie injectivd §i d F sd fie nesingulard in fiecare punct x € W.
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4.1.2 Cazul aplicatiilor netede intre varietati

Teorema de inversiune locald (teorema difeormorfismului local), admite o formulare valabild pentru aplicatii netede
intre varietdti diferentiabile oarecare, nu doar intre (deschisi din) spatii euclidiene. Cheia acestei formuldri este ob-
servatia, facutd in capitolul precedent, cd, in fond, aplicatia tangenta Intr-un punct la o aplicatie netedd nu este decét
o generalizare naturald a diferentialei intr-un punct a unei aplicatii netede intre spatii euclidiene, la care se reduce, in
cazul in care atit domeniul cat si codomeniul aplicatiei considerate sunt deschisi din spatii euclidiene.

Teorema 4.2. Fie M si N doud varietati diferentiabile si I : M — N o aplicatie netedd. Dacd p € M §i aplicatia
tangentd in p a lui F, Fyxp : TyM — Tpp) N este inversabild (adicd este un izomorfism liniar), atunci existd o
vecindtate deschisi A C M a lui p si o vecindtate deschisd B C N a lui F(p) astfel incat F : A — B sd fie un
difeomorfism, in raport cu structurile de subvarietdti deschise pe cele doud vecindtdfi. In plus, F,,Tyl = (Fax)" !,
pentru orice y € B, unde y = F(x).

Demonstratie. Fie (U, ¢) o hartd pe M in jurul lui p si (V, ) o hartd pe N in jurul lui F(p) astfel incat F(U) C V.
Atunci, dupd cum se stie, matricea lui Fy, relativ la bazele de coordonate asociate celor doud harti este matricea
jacobiand a reprezentantei locale a lui F' in aceastd pereche de hérfi. Dar, pe de altd parte, matricea Jacobi a lui Fyy,
este chiar matricea diferentialei in ¢(p) a acestei aplicatii netede intre deschisi din spatii euclidiene:

Foy 1 o(U) = ¥ (V).
Deoarece Fyxp este un izomorfism, inseamna cd si difereniala d,(,) Fyy este un izomorfism, deci este inversabild.
Aplicand teorema de inversiune locald pentru cazul euclidian, obtinem cd existd o vecindtate deschisa EU )CeU)a
lui ¢(p) si o vecindtate deschisd V' C y(V) alui Fyy (9(p)) = ¥ (F(p)) astfel incat aplicatia Fpy : U — V si fie
un difeomorfism. Dar, pe de alta parte,

Foy =¥ oFop .
Cum ¢ si ¥ sunt. la rindul lor difeomorfisme, rezultd ca F insasi este un difeomorfism si obtinem ca

F =y~ Foyp.
adicd inversa lui F are expresia
Fl=¢7 o (Fpy) oy 1y (V) = ¢ (U).

Asadar, daci punem A = ¢~ (U), B = ¢ ~1(V), atunci F : A — B este un difeomorfism.

Reprezentarea locali a lui F~! relativ la perechea de hirti (V, V), (U, ¢) (de fapt, relativ la restrictiile acestor
harti la B, respectiv la A), va fi

(F Dy =90 F oy = (Fpy) ™,

de unde rezulta a doua parte a afirmatiei teoremei, aplicind din nou teorema de inversiune locald pentru cazul eucli-
dian. |

Observatii. 1) Daca F indeplineste conditiile teoremei de inversiune locald In fiecare punct al varietdtii M, vom spune
ca F este un difeomorfism local. Remarcam ca aceastd conditie este mai slabd decat conditia de difeomorfism. F
poate fi un difeomorfism in jurul fiecdrui punct al domeniului sdu de definitie, fard a fi, insd, o aplicatie bijectivd. Prin
urmare, el are inverse locale, dar aceste inverse nu pot fi “lipite”, pentru a forma o inversa globald, care ar fi neteda,
in virtutea faptului cd notiunea de diferentiabilitate este o notiune locald. Daca, insd, F este un difeomorfism local si
este o bijectie, atunci ea este chiar un difeomorfism (global), datoritd unicitdtii inversei unei aplicatii.

2) Din teorema de inversiune locald rezultd, Tn mod evident, ca Intre doud varietdti diferentiabile poate exista un
difeomorfism local daci si numai daci varietitile au aceeasi dimensiune!. Remarcim, insi, ci egalitatea dimensiunilor
nu implica nici Intr-un caz existenta unui difeomorfism (fie si numai local).

I'Se poate demonstra, de fapt, chiar mai mult: intre doui spatii euclidiene (si, prin urmare, mai general, intre doud varietiti diferentiabile),
nu pot exista nici mécar omeomorfisme decat dacd cele doud spatii au aceeasi dimensiune. Aceastd afirmatie (numitd feorema de invariantd a
domeniului) este un rezultat profund de topologie, care este mult mai dificil de demonstrat.
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4.2 Teorema rangului

Cea mai importanta aplicatie a teoremei difeomorfismului local, cel putin din punctul nostru de vedere, este asa-
numita “teorema a rangului”, care este, de fapt, o generalizare a teoremei de inversiune locald, aplicandu-se si la cazul
in care domeniul si codomeniul nu au aceeasi dimeniune. Vom trata separat, ca si in cazul teoremei de inversiune
locald, cazul euclidian si cazul varietitilor diferentiabile oarecare.

4.2.1 Cazul euclidian

Daca A : R” — R” este o aplicatie liniar, rangul matricii asociate relativ la o pereche de baze este un invariant (nu
se modificd daca se schimi bazele), de aceea are sens sa-1 numim rangul aplicatiei A. Pe de alta parte, daca U C R”
este o mulfime deschisd, F : U — R™ este o aplicatie netedd, iar xo € U, atunci putem sd-i asociem lui F' in punctul
xo diferentiala dy, F : R" — R™, care este o aplicatie liniarad. Rangul acestei aplicatii (care coincide cu rangul
matricii Jacobi, daci se fixeazd coordonate in fiecare dintre cele doud spatii euclidiene) se numeste rangul aplicatiei
netede F in punctul xo. Se observi o diferentd esentiali. In cazul aplicatiei liniare, rangul este o notiune global, in
timp ce in cazul general este o mérime locald, ce poate varia de la un punct la altul.

Este clar cd, dacd o aplicatie neteda F se compune la dreapta sau la stinga cu difeomorfisme, rangul nu se schimba,
pentru cd, local, totul se reduce la Tnmultirea matricii diferentialei cu niste matrici inversabile.

Sunt foarte importante aplicatiile care au rang constant (rangul este acelasi in fiecare punct al unei multimi). Astfel
de aplicatii se pot compune cu anumite difeomorfisme astfel incat, cel putin local, compunerea sa fie sau o injectie
canonicd sau o proiectie canonicd (in functie de raportul dimensiunilor domeniului si codomeniului aplicatiei). Mai
precis, are loc

Teorema 4.3 (Teorema rangului). Fie Ag C R”, By C R™ submultimi deschise, F : Ay — By o aplicatie de clasd
C". Presupunem cd rank F = k pe multimea Ag. Dacd a € Ao si b = F(a), atunci existd multimile deschise
A C Ao si B C By, cua € Asib € B sidifeomorfismele G : A— U CR", H: B —V CR™, unde U §i V sunt
multimi deschise, astfel incat (H o F o G™Y(U) C V, iar

(HoFoG H(x!,....x") = (xl,...,xk,O,...,O).

Demonstratie. Faptul cd rangul aplicatiei F este egal cu k in punctul ¢ Inseamna cd matricea aplicatiei d, F (adica
matricea Jacobi a lui F in @) are un minor de tip k xk nenul. Renumerotand, la nevoie, coordonatele, putem presupune
cd acest minor este situat in stAnga sus, adica este determinantul

aF! aF!

axT " 9xk

AFk AFk

axT " 9xF
Renumerotam coordonatele standard pe R” cu (x,y) = (xl,...,xk,yl,...,y”_k), respectiv. pe R™ cu
(v,w) = (!,...,vF, wl, ..., w” %), Daci acum rescriem F sub forma F(x,y) = (Q(x,y), R(x, y)), atunci

ipoteza noastrd nu Tnseamna altceva decat ca matricea

20! 20!
axl "t 9xk
a0k a0k
axl " 9xk

este nesingulard in a. Definim aplicatia ¢ : A9 — R” punand

p(x,y) = (Q(x,y),y).



4.2. Teorema rangului 49

Matricea Jacobi a acestei aplicatii in a este

3Qi 3Qi
J(¢)(a) = (Wfo@ ?(a))
n—k>

iar aceastd matrice este,in mod clar, nesingulard, deoarece coloanele sale sunt liniar independente. Prin urmare, din
teorema functiei inverse, exista o vecinatate deschisd A4; C Ag a lui a si o vecindtate deschisa Ay C ¢(Ap) alui ¢(a)
astfel incat ¢ : A} — Aj sa fie un difeomorfism.

Daci scriem aplicatia inversd ¢ ~!(x, y) = (f(x,y),g(x,y)), unde f si g sunt functii netede f : Ay — RK,
g: A — R" % atunci

(. y) = (@ 1 (x.2) = o(f(x. ). 8(x.¥)) = (Q(f(x, ). g(x,¥)). g(x, »)).

De aici rezulti cd g(x, y) = y, deci

o 1 x.y) = (f(x.9). ).

4.2.2 Cazul varietatilor

Teorema rangului, demonstratd mai sus 1n cazul euclidian are o generalizare imediatd la cazul varietdtilor diferentiabile
oarecare. Trebuie sd definim, mai Intéi, notiunea de rang al unei aplicatii netede pe o varietate. Desigur, vom urma
tehnica generald de studiere a aplicatiilor netede ntre varietati, care utilizeaza reprezentarile locale.

Definitie. Fie f : M™ — N7" o aplicatie netedd intre varietdfi diferentiabile si p € M. Alegem o hartd (U, ¢) pe
M in jurul lui p si o harta (V, ¥) pe N in jurul punctului f(p). Se numeste rangul aplicatiei f in punctul p rangul
reprezentdrii locale fyy alui f in perechea de harti alese, calculat in punctul ¢(p), adica

rank, f = rank,(p) foy = rankyp) ¥ o f op L.

Fie, acum, fpyu(x1,....x™) = (f1(x!,...,x™), ..., f"(x!,...,x™)) expresia in coordonate a reprezentdrii
locale a lui f. Cum rangul unei aplicatii netede intre spatii euclidiene este rangul matricii Jacobi a acelei aplicatii,
inseamna cd, pe baza definitiei de mai sus, putem scrie ca

af! af!
rank, f = rank J(fyy)(¢(p)) =rank | :

afr af"

ot /)

Propozitia 4.2.1. Definitia rangului unei aplicatii netede intre varietdti intr-un punct nu depinde de alegerea hdrtilor.
Demonstratie. Fie (Uy, ¢1) si (V1, ¥1) o altd pereche de hérti in jurul lui p, respectiv f(p). Notdm k = ranky(,) foy
si k1 = ranky, (p) fo,v,. Trebuie, deci, sd ardtdm cd avem k1 = k. Este clar cd
Jorm =vofopr =@Wioy HoWofop olpoprh) =
= W10Y o foyolpoer)).
Prin urmare, avem, dupa regula de derivare a functiilor compuse,
TJoru)(@1(p)) = J(W1 0¥ ™) oy (@ 0 07 H(@1(p)))-
I (fow) @ o or (@1(p)) - I (9 0 97 (g1(p)) =
= J(W1 oY) (fou (@(p) - I (fou) (@(p))-
+J(g o @1 (e1(p)).
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Cum aplicatiile ¥ oYy !sig o <p1_1 sunt schimbari de coordonate, deci difeomorfisme, matricile lor Jacobiene sunt
inversabile, iar prin inmultirea unei matrice cu matrice inversabile, la stdnga sau la dreapta, nu se modifica rangul
matricei. Asadar, avem

rank J(fo, v, )(91(p)) = rank J(fuy)(@(p)),

de unde se obtine egalitatea cerutd, k1 = k. |

De o importanta deosebitd se bucurd In geometria varietdtilor diferentiabile aplicatiile care au rang constant, in
particular cele care au rang maxim. Pentru aceste aplicatii de rang constant se poate gasi, ca si in cazul aplicatiilor intre
spatii euclidiene, o reprezentare locald foarte simpld, ele reducandu-se, practic, la proiectii sau incluziuni. Precizdm
cd aceastd reprezentare, care presupune un sistem special de coordonate, are un caracter local, ea nu se poate extinde,
de reguld, pe Intreaga varietate (in fond, acest lucru nu se poate face nici macar in cazul euclidian, decit In situatii
foarte speciale, de exemplu pentru aplicatii liniare).

Teorema rangului din cazul euclidian (teorema 4.3) se poate reformula in modul urmator.

Teorema 4.4. Fie f : M — N o aplicatie netedd, iar dim M = m,dim N = n. Dacd rank f = k in fiecare punct
al lui M, unde k < min(m, n), atunci pentru orice punct p € M existd o hartd (U, ¢) pe M in jurul p si o hartd
(V,¥) pe N in jurul lui f(p) astfel incdat o(p) = (0,...,0) € R™, ¥ (f(p)) = (0,...,0) € R”, iar reprezentarea
locald fpy =¥ o f o~ este datd de

1 m 1 k
X ,...,x)=(x",...,x%,0,...,0).
f(pl/f( ) ( )
n—k pozitii

Demonstratie. Nu avem decat sd alegem o pereche de harti oarecare in jurul lui p, resepctiv f(p) si apoi s aplicam
teorema rangului pentru spatii euclidiene reprezentarii local a aplicatiei In perechea de sarti considerate. Hartile din
teoremd se vor obtine, pur si simplu, compunand hértile initiale cu cele doud difeomorfisme furnizate de teorema
euclidiand a rangului. |

4.3 Imersii, submersii si scufundari

Definitie. O aplicatie netedd f : M — N se numeste
(a) imersie dacd rank f = m = dim M, in fiecare punct al lui M;
(b) submersie dacd rank f = n = dim N, in fiecare punct al lui M.

(¢) scufundare daca este o imersie injectivi, iar aplicatia f : M — f(M) este un omeomorfism pe imagine, unde
pe f(M) se considera topologia indusa din spatiul ambient (adici din varietatea N).

Cum, in general, rank f < min(m, n), este clar ca in cazul unei imersii trebuie sd avem m < n, iar in cazul unei
submersii m > n.

O aplicatie netedi este un difeomorfism local daci este, simultan, imersie si submersie. In general, dupd cum
vom vedea 1n cele ce urmeazd, o imersie este local injectivd, iar o submersie local surjectivd, Intr-un sens ce va fi
precizat ulterior. Totusi, aceste aplicatii nu sunt, in general, injective ori surjective pe Intreaga varietate. De aceea,
un difeomorfism local nu este, in general, un difeomorfism global, pentru cd nu este o aplicatie inversabild. El se
poate inversa pe multimi deschise suficient de mici, dar, Tn general, inversele locale care se obtin si care sunt netede,
nu pot fi “lipite” pentru a forma o inversd globald. Daca insd un difeomorfism local este, de asemenea, o aplicatie
bijectivd, atunci este si un difeomorfism global, pentru cd, din unicitatea inversei rezultd ca inversele locale trebuie sa
fie compatibile.
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4.3.1 Imersii

Ne vom ocupa, putin mai 1n detaliu, in cele ce urmeaza, de imersii. Incepem cu cateva exemple.

Exemplul 4.3.1. Aplicatia f : R — R2, f(t) = (s2, s) nu este o imersie, deoarece avem

10 = (5)

prin urmare J( f)(0) = 0.

Exemplul 4.3.2. Fie f : R — R3, datii prin f(t) = (cos 2xt,sin2xt,t). Dupi cum se stie din geometria curbelor si
a suprafetelor, imaginea acestei aplicatii este o elice cilindrica circulard, situatd pe un cilindru de razd 1, care are ca
axi de simetrie axa Ox!. Matricea jacobiani a lui f intr-un punct 7 oarecare va fi

—2m sin 27t
J(f)() =| 2mcos2nt |,
1

Prin urmare rangul aplicatiei este egal cu 1 in fiecare punct. Asadar, f este o imersie si, dupd cum se poate verifica
usor, este injectiva.

Exemplul 43.3. Fie f : R — R2, f(t) = (cos2xt,sin2xt). Aceastd aplicatie, a cirei imagine este cercul unitate
cu centrul 1n origine, nu este, in mod clar, injectivd, deoarece este periodica de perioada 1. Pe de alta parte, Insd, avem

J(F) @) = (—271 sin2m) ’

27 cos 2t

deci rangul aplicatiei este 1 in fiecare punct, asadar aplicatia este o imersie. Se vede, pe de alta parte, ci fiecare punct
t € R are o vecindtate pe care f este injectiva.

Exemplul 4.3.4. Ca un alt exemplu, ceva mai complicat, vom demonstra acum cd injectia canonicd a sferei unitate
bidimensionale in R3 este o imersie, adici are rangul 2 in fiecare punct al sferei. Fie, deci, j : S — R3, j(p) = p
pentru orice p € S2. De data aceasta, pentru a face verificirile, avem nevoie de un atlas pe sferi. Vom utiliza
atlasul dat de proiectiile ortogonale (vezi sectiunea 1.3.4). Presupunem, pentru fixarea ideilor, cd punctul p se afld in
domeniul hartii U 1+ definita, dupa cum stim, prin

Ut ={xeS?|x' >0},

+,.1 .2 .3 2 .3
o (x7,x7,x7) = (x7,x7).

Atunci, dupd cum se vede imediat, (¢;) 7' (¥2,¥3) = (V1 —(¥2)2— (¥3)2,y2,¥3), prin urmare reprezentarea
locald a aplicatiei j in perechea de harti (U 1+, (pfr), (R3, 1g3) va fi dati de

Jor 2y = (o@D 0% y%) = (V1= 022 = 532257,

Matricea jacobiana a acestei aplicatii, intr-un punct oarecare, va fi

»? »?
()02 5?) = V1- (yi)2 -3 V1= (yg)2 - (3?2
0 I

prin urmare va avea rangul 2 pentru orice (y2, y3) din (p1+ ) 1+ ). Calculele pentru celelalte cinci hérti sunt perfect
analoage si nu le mai reproducem aici. Ele conduc, toate, la acelasi rezultat. Cum, asa cum am vazut, rangul aplicatiei
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nu depinde de alegerea hartilor, rezulta de aici cd, chiar daca utilizim un alt atlas, apartinand, Tnsa, aceleiasi structuri
diferentiabile, rezultatul va fi acelasi.

Calcul fécut se poate repeta, fireste, si pentru incluziunea canonicd a sferei unitate n-dimensionale in spatiul
euclidian cu n + 1 dimensiuni.

Exemplul 4.3.5. Ca un ultim exemplu, considerdm aplicatia f : S” — P"(R), care asociazd unui punct de pe sferd
dreapta care trece prin originea lui R”*1 si prin punctul de pe sferd ales. Este usor de verificat ci aplicatia are o
expresie analitica foarte simpla, anume f(x) = [x], pentru orice x € S". Alegem pe sferd atlasul stereografic si pe
spatiul proiectiv atlasul standard, cu n 4 1 harti. Presupunem, pentru fixarea ideilor, cd x € Uy, iar f(x) = [x] € Uj;.
Reamintim cd Uy = S” \ {(0,...,0, 1)}, on : Uy — R” este datad de expresia

1 n
1 n _n+l1 X X
on (x' XXM = :
l_xn—i-l l_xn—i-l

in timp ce inversa acestei aplicatii, (px,l : R” — Uy este data de relatia

ool (! n)_( 2ul 20" —1+||u||2)
u ,...,M - ERCEL ) k) °
N U Jul7 T uf2 14+ [u)?

In ceea ce priveste harta pe spatiul proiectiv, avem
U = {[xl,...,x”H] e PR | x! # O},
2 n n+1
or([x' a2 = (%%xx_l)
<P1_1(u1,...,u”) = [l,ul,uz,...,u”]-

Dupad cum se stie, reprezentarea locald a lui f in perechea de harti considerate este

Joner = 1 OfO‘PXll :R" — R”,

2u! 2u” —1 4+ |Ju|?
Fowor i =(<p1of)( |
ovor (') T [l T ul? 1+ [l

v ([ 2u! u -1+ ||u||2i|)
- 1 9 b =
L+ [Jul? L Jul?” 1+ [ful?

_ (u2 u —1+ ||u||2)
wul 77wl 2ul

Remarcdm, deocamdatd, ca f este o aplicatie neteda. Vom determina acum matricea Jacobi a acestei aplicatii, in
perechea de hirti considerate. Avem

( —(:12)2 Lo ... o0

_(;13)2 0 0

J(f(ﬂN(ﬂl): n : :
—(:1)2 0 0 I

2l 2 w3 w

2(u1)2 ul  ul ul

Un calcul simplu (dezvoltand, de exemplu, dupd prima coloand) ne conduce la concluzia ca determinantul matricei
. 3 e “ A c . R

Jacobi este egal cu ||u||?/2 (ul) , care este diferit de zero, intrucit am presupus ca imaginea lui f este in U;. Asadar

f are rangul n, adicd este un difeomorfism local.
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O consecintd imediatd a teoremei rangului este

Propozitia 4.3.1. Fie f : M — N o imersie. Atunci pentru orice p € M existd hdrtile (U, @) si (V, ) in jurul lui
p, respectiv f(p) astfel incdt sd avem

Jow(x) = (x,0,...,0),

n—m pozitii
unde x = (x',...,x™) € p(U) C R".

Este clar cd, in cazul particular in care f este chiar un difeomorfism local, atunci m = n, deci aplicatia f,y este
chiar aplicatia identica.

Observatie. Deoarece matricea jacobiand intr-un punct a unei aplicatii netede relativ la o pereche de sisteme de
coordonate este tocmai matricea aplicatiei tangente (diferentialei) aplicatiei in punctul considerat, relativ la bazele
canonice in spatiile tangente, induse de sistemele de coordonate respective, putem spune ca o aplicatie f : M — N
este o imersie dacd si numai dacd pentru orice p € M aplicatia fx,p : TyM — Ty, N este injectiva.

4.4 Subvarietati ale unui spatiu euclidian

4.4.1 Subvarietati parametrizate ale unui spatiu euclidian

Subvarietdtile parametrizate ale unui spatiu euclidian sunt generalizadri imediate ale notiunilor de curbd parametri-
zatd si suprafatd parametrizatd, acestea fiind cele mai simple materializdri ale acestei notiuni. Avem, mai precis,
urmatoarea definitie:

Definitie. Fie U C R¥ o submultime deschisi. Se numeste subvarietate parametrizatd de dimensiune k a spatiului
R™, cun > k, orice imersie netedd ¢ : U — R”.

Exemplul 4.4.1. Daci avem k = 1,n = 3,iarr : I — R3 este o aplicatie neteds, unde / este un interval de pe
axa reald, atunci conditia ca r si fie o imersie este chiar conditia ca r/(z) # 0 pentru orice ¢ € I. Prin urmare,
subvarietitile parametrizate 1-dimensionale ale lui R3 sunt chiar curbele parametrizate regulare.

Exemplul 4.4.2. Fie U C R? un domeniu. Atunci o aplicatie netedii r : U — R3 este o imersie, dupa cum se poate
verifica imediat, dacd si numai daci este indepliniti conditia r}, (u, v) X r, (u, v) # 0 pentru orice (u, v) € U. Asadar,
subvarietdtile parametrizate 2-dimensionale ale lui R3 sunt suprafetele parametrizate regulare.

Dupd cum se stie din geometria curbelor si a suprafetelor, in general suportul unei curbe parametrizate nu este
o curbd (adicd o varietate diferentiabild de dimensiune 1), dupd cum suportul unei suprafete parametrizate nu este
o suprafatd (adicd o varietate diferentiabild de dimensiune 2). Un motiv este legat de prezenta autointersectiilor,
legate de faptul cd o imersie nu este o aplicatie injectiva, ci doar local injectivd. Existd, insd, si alte motive, de
naturd topologicd, pe care le vom examina mai tarziu. Pe de altd parte, in general, o curba nu este suportul unei
singure curbe parametrizate, iar o suprafata nu este suportul unei singure suprafete parametrizate. Ce stim, Tnsi, este
cd o fiecare punct al unei curbe (suprafete) are o vecindtate (in topologia curbei, respectiv a suprafetei, indusd de
topologia spatiului euclidian ambient) care este suportul unei curbe (suprafete) parametrizate. Parametrizarea curbei
sau suprafetei respective este mai mult decat o parametrizare obignuitd, pentru cd se cere chiar ca ea sd fie nu doar
injectiva (ceea ce, Incd o datd, de reguld nu se intdmpld) ci sd fie chiar un omeomorfism pe imagine.

Vrem sd utilizim acum aceleasi idei pentru a construi nigte obiecte din R” care si fie, de data aceasta, chiar niste
varietdti diferentiabile. Pe moment, 1nsa, plecam de la o alta idee, aceea a reprezentdrii curbelor si suprafetelor cu
ajutorul multimilor de nivel ale unor aplicatii diferentiabile cu valori Tntr-un spatiu euclidian de dimensiune 1 sau 2,
de rang maxim (cu alte cuvinte, cu ajutorul unor submersii).
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4.4.2 Definitia subvarietatii

Definitie. O submultime M C R” se numeste subvarietate de dimensiune k£ a lui R” (cu k < n) dacad orice punct
X € M are o vecinitate deschisd (in R”") si o submersie f : U — R"~k astfel incat

UnM = f~Y0).

Daca, in particular, in definitia de mai sus, k = n, atunci conditia de submersie este superflud, prin urmare orice
submultime deschisd a unui spatiu euclidian este o subvarietate diferentiabild a spatiului respectiv, de dimensiune
egald cu dimensiunea spatiului ambient.

Observatie. Se poate demonstra cu usurintd cd o submultime M C R” este o subvarietate de dimensiune m daci si
numai daca pentru fiecare punct xog € M existd o vecinatate deschisd U a lui xg, o submulfime deschisd V' C R” si
un difeomorfism ¢ : U — V astfel incét sd avem ¢(U N M) = V N (R™ x {0}). Aceastd proprietate serveste, de
multe ori, de definitie a subvarietatii.

Exemplul 4.4.3 (Sfera n-dimensionald). Sfera n-dimensionald S” C R”*! se defineste prin
ST ={x=0(x%....x"eR"™ | fx) = x"%+-- 4+ )2 —1=0} = f10).
Este clar ci aplicatia f : R"T! — R,
F@) = (02 4o (M - 1

este o aplicatie netedi care este o submersie pe R”T1 \ {0}, deci este, in particular, o submersie pe orice submultime
deschisi a lui R”*! care nu contine punctul 0. Daci U este o astfel de submulfime, care, in plus, confine intreaga
sferd, sunt indeplinite conditiile definitiei, de unde rezulti ci sfera este o subvarietate a lui R”!, dimensiunea ei
fiind egald cun + 1 — 1 = n. Ne aducem aminte, desigur, cd sfera este, pe de altd parte, o varietate diferentiabild
de dimensiune 7, deci ne putem astepta sa fim pe drumul cel bun in efortul nostru de a identifica submultimi ale unor
spatii euclidiene care sd fie varietdfi diferentiabile.

Exemplul 4.4.4 (Torul n-dimensional). Torul n-dimensional 77 C R?” se defineste, dupa cum se stie, ca
T ={x e R | (xH?+ ()= 1,..., " H2 + (x*)?2 = 1) = (0,...,0)}
Daci definim acum aplicatia g : R?” — R” prin
o(x) = ((xl)Z F (321, (T2 4 (k22 1),
atunci este clar ci g este o submersie pe R?” \ {0}, iar T = f~1(0) si rafionamentul din cazul sferei se poate aplica

ad litteram i aici.

Vom ardta acum ci orice subvarietate se poate parametriza, local.

Teorema 4.5. Presupunem ci M C R”, jar g : U — R"_k, k < n este o submersie pe o submultime deschisd
U C R” astfel incat U N M = g~1(0). Dacd y € U N M, atunci putem renumerota coordonatele in R" astfel incat
sd existe submultimile deschise W C R¥ siV C R* % cuWxV cCcU si o functie neteda h : W — V astfel incdt
aplicatiaV : W — W x V,

W(x) = (x, h(x))

sd fie o parametrizare k-dimensionald a lui M in jurul lui y, adicd sd fie o imersie injectiva cu W(W) = (W xV)NM
care sd fie, in plus, omeomorfism pe imagine, in raport cu topologia de subspatiu a lui M.
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Demonstratie. Matricea jacobiand J(g)(y), de tip (n — k) x n are rangul egal cu n — k, deoarece g este o submersie.

Renumerotind, la nevoie, coordonatele in R”, putem face astfel incat ultimele n — k coloane ale acestei matrici sa

fie liniar independente. Daci exprimim un element din R” = R* x R”7¥ in noul sistem de numerotare ca (x, z),

cux € R¥ z € R" ¥ atunci putem grupa ultimele n — k coloane ale lui J(g)(y) intr-o matrice (n — k) x (n — k),

J2(g)(y). Primele k coloane ale matricii J(g)(y) formeaza o altd matrice, pe care o notim cu J(g)(y).
Consideram aplicatia F : U — R¥ x R"* F(x,z) = (x, g(x. z)). Prin diferentiere se obtine

1 0

J(F)x.2) = [Jx<g> Jz(g)} (x.2)

si, deci,
det J(F)(y) = det J;(g)(y) # 0.

Don teorema de inversiune locald, rezultd cd existd o vecindtate U" a lui y = (x¢,20), cu U’ C U astfel incat
restrictia lui F la U’ si fie un difeomorfism pe imaginea U” = F(U’) 3 (x¢,0). Alegem mulfimile deschise
WCRFsiVcR"  cuW x{0} cU"siyeW xV CU’sidefinimh : W — V prin ecuatia

U(x) = (x,h(x)) = F~1(x,0).

Rezultd imediat faptul ci W este o imersie injectiv, deoarece F~! este o imersie injectivd pe U”, fiind restrictia unui
difeomorfism.

Pe de altd parte, pentru orice (x,z) € (W x V) N M avem g(x,z) = 0 si, deci, F(x,z) = (x,0), prin urmare
(x,z) = W(x), ceea ce demonstreaza egalitatea W (W) = (W x V) N M. Faptul cd W este un omeomorfism pe
imagine rezultd imediat, deoarece, multimea (W x V) N M este deschisd in M, conform definitiei topologiei de
subspatiu. |

Corolarul 4.3. Pentru g §i W ca in teorema de mai sus, avem
Im dV¥(x) = Ker dg(¥(x)),
pentru orice x € W.

Demonstratie. Aplicim regula de diferentiere a functiilor compuse aplicatiei g o W, care este identic nuld pe W.
Obtinem atunci
dg(¥(x)) od¥(x) =0,

de unde rezultd cd Im d ¥ (x) C Ker dg(W(x)). Pe de alta parte, deoarec W este o imersie, iar g este o submersie,
avem
dimIm dW¥(x) = k = dim Ker dg(¥(x)),

deci cele doud subspatii trebuie sa coincida. |

Corolarul 4.4. Orice subvarietate k-dimensionald M a lui R", cu k < n este o varietate diferentiabild de dimensiune

k.

Demonstratie. Este evident cd M este un spatiu topologic Hausdorff si cu baza numaérabild in raport cu topologia
de subspatiu, deoarece aceste proprietifi sunt ereditare. Mai rdméne doar sd construim un atlas diferentiabil de
dimensiune k pe M. Este evident faptul cd, deoarece M este o subvarietate, fiecare punct x € M are o vecinatate
deschisa (in R™) U, pentru care toate constructiile din teorema se pot face. Vom nota cu Vy, Wy, ¥, multimile,
respectiv functia din teorema asociate multimii U,. Cum x € (W, x Vi) N M, este clar ca familia de multimi
(deschise in topologia de subspatiu a lui M) {Wy x Vyi}yenm acoperd multimea M. Definim acum, pentru fiecare
xeM,pr: (Wex Vi) N M — RK,
ox(u) = W (u).
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Este clar, din teorema, cd toate aceste aplicatii sun omeomorfisme pe imagine. In plus, dacd x, y € M, atunci avem

¢xo¢;1:\D;10qu:Wy—>Wx

si este clar ca aceasta aplicatie este neteda.

In general, imaginea unei imersii injective Intre deschisi din spatii euclidiene nu este o subvarietate. Are totusi,

loc, un rezultat ceva mai slab:

Teorema 4.6. Fie X C R™ un deschis si f € C°°(X,R") o imersie. Atunci fiecare punct xo € X are o vecindtate
deschisd Xo C X astfel incat f(Xo) sd fie o subvarietate m-dimensionald a lui R".

Demonstratie. Renumerotand, la nevoie, coordonatele, putem presupune cd matricea diferentialei dy, f are minorul

din stanga—sus nenul, adica

aft aft
ox1 daxm
det] .- ces 5& 0.
afm U™
ox! daxm

Multimea X x R"™™ este, in mod evident, deschisd in R”. Considerdm aplicatia, evident neteda,

VX xR —R",  W(x,y) = f(x)+(0,y).

Avem
A 0
[d(xo,ﬂ)q’] = (B In—m) )

unde

at At afmtt !

ax1 axm ax! ax™M

A = cee .. (x0)1 B = . .. cee (xO)
afm arm afn afn
axl - oxm 9x1 Ix7

Deoarece det [dx, 0¥]| = det A # 0, rezultd ci d(y, o)V este un automorfism liniar al lui R”.

Din teorema de inversiune locala aplicata lui W, rezultd ca existd o vecinatate deschisd U a lui (xg, 0) si o veci-
nitate deschisi V a lui W(xg, 0) astfel incat ¥ : U — V este un difeomorfism. Fie ® : V — U, ® = Wl si
Xo = {x e R" | (x,0) € U}. Atunci X este o vecinatate deschisa a lui xo in R si

DU N f(Xo)) = P(¥(Xo x {0})) = Xo x {0} = U N (R™ x {0}).

Corolarul 4.5. Fie I un interval deschis de pe axa reald si y : I — R™ o curbd parametrizatd netedd. Presupunem
caty € I siy'(to) # 0. Atunci existd un interval deschis Iy C I, cu ty € Io astfel incat y(Ip) C R" sd fie o curbd
netedd (adicd o subvarietate 1-dimensionald a lui R™).

Corolarul 4.6. Fie X o submultime deschisd in R" = R™ x {0} C R* si f : M — N — o imersie netedd.
Atunci pentru fiecare xo € X existd o vecindtate deschisd V a lui (xo,0) in R", o multime deschisd U C R" si un
difeomorfism . V. — U astfel incdt ¥ (x,0) = f(x) pentru orice x € X astfel incdt (x,0) € V.

Dacd M C R” este o subvarietate a lui R”, atunci se poate constata cu usurinta cd injectia canonicai : M — R”,
i(x) = x, pentru orice x € M, este o scufundare, iar imaginea sa este, desigur, chiar M. Orin urmare, orice
subvarietate a unui spatiu euclidian este imaginea unei scufunddri. Afirmatia inversa este, de asemenea, adevarata,
adicd avem:
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Teorema 4.7. Fie X C R™ o submultime deschisd si f : X — R" — o scufundare. Atunci f(X) este o subvarietate
m-dimensionald a lui R".

Demonstratie. Fie M = f(X) si yo € M. Conform teoremei 4.6, punctul xo = f~1(yo) are o vecinitate deschisi
Xo C X astfel incat My = f(Xp) este o subvarietate de dimensiune m a lui R”. Asta inseamna ca exista o
vecindtate U; a lui yg si o vecinatate V7 a lui 0 in R”, precum si un difeomorfism @ : U; — Vj astfel incét sd avem
d(MoNUy) = ViN(R™ x {0}). Deoarece f este u omeomorfism pe imagine, fiind o scufundare, rezulta ca My este
deschisda in M. Asta inseamna cd existd un deschis U, C R” astfel incit My = M N U,. Daca punem U = Uy N Us,
atunci U este o vecinitate deschisd a lui yg in R”, iar V' = ®(U) este o vecindtate deschisi a lui 0 in R” astfel incét
d(M NU) =V N(R™ x{0}). Cum punctul yg a fost ales arbitrar, demonstratia este incheiata.

|

4.4.3 Spatiul tangent la o subvarietate a lui R” intr-un punct

Teorema 4.8. Fie M o subvarietate k-dimensionald a lui R" si fie f : U — R" % g : U" — R"* doud submersii
definite pe vecindtdti ale unui punct y € M astfel incit U N M = f~1(0) si U " M = g~ 1(0). Atunci nucleul
lui df (y) si nucleul lui dg(y) sunt unul i acelasi subspafiu k-dimensional al lui TyR" = RY (spatiul vectorial al
vectorilor legati in punctul y ), adicd

Kerdf(y) =1{§ € T,R" | df(y)(§) = 0} = Ker dg(y) C TyR".
Acest subspatiu se numegste spatiul tangent la subvarietatea M in punctul y.

Demonstratie. Fie U parametrizarea asociatd Iui f ca in demonstratia teoremei 4.5. Deoarece f o W si g o W sunt
egale cu zero pe domeniile lor de definitie, avem, ca in demonstratia corolarului 4.4,

Kerdf(y) =Im d¥ (¥ 1(y)) = Ker dg(y).
[

De remarcat ci, renumerotind, eventual, coordonatele, se poate presupune ci, notdnd u = W~!(y), spatiul tangent
este generat de vectorii dW/dx' (u),i =1,...,k.

Observatie. Se poate verifica imediat ca, in realitate, spatiul tangent la o subvarietate a lui R” se poate identifica in
mod natural cu spatiul tangent la aceasta subvarietate, privitd ca varietate diferentiabild, cu structura descrisd mai sus.

Exemplul 4.4.5 (Spatiul tangent la torul bidimensional). Dupi cum am vizut, torul bidimensional M = T2 se poate
scrie ca T2 = g~1(0), unde g : R* — R? este submersia

gl x?, 0% 1) = ()2 + ()2 = 1, (%)% + ()% = 1).
Vrem sid determindm spatiul tangent la tor in punctul xo = (0, 1,0.6,0.8), punct care se poate verifica imediat ca
apartine torului. Dupa un calcul imediat, obtinem

02 0 0
Dg(x"):[o 0 1.2 1.6]

Dupé cum am vdzut, spatiul tangent T, M este nucleul diferentialei Dg(xo), cu alte cuvinte avem

02 0 0]
0 0 1.2 1.6

adica
x2=0
3x3 4+ 4x4 =0
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4.5 Subvarietati ale unei varietati diferentiabile

Suntem gata acum sa definim notiunea de subvarietate a unei varietdti oarecare, nu numai a unui spatiu euclidian.

Definitie. O submulfime Q a unei varietiti diferentiabile de dimensiune n, M, se numeste subvarietate k-dimensionala
daca, pentru orice punct ¢ € Q existd o hartd (U, ¢) pe M in jurul lui g astfel incat (Q N U) sa fie o subvarietate
k-dimensionald a lui R”. Intregul n — k se numeste codimensiune alui Q.

Observatii. 1) Despre hartile de pe varietatea M care au proprietatea din definitia subvarietdtii se spune ca au propri-
etatea de subvarietate relativ la varietatea Q.

2) O hartd (U, ¢) pe M are proprietatea de subvarietate relativ la subvarietatea Q daci si numai dacd ¢(Q N U) =
@(U) N R¥, unde R¥ este subspatiul lui R” ce se obtine prin anularea ultimelor n — k coordonate.

3) Dacd M = R”, atunci subvarietitile lui M coincid cu subvarietitile in sensul paragrafului precedent.

Vom demonstra mai Tntdi o lema tehnicd, ce are si un interes intrinsec.

Lema 4.1. Fie U §i V submultimi deschise in R™, respectiv R", privite ca subvarietdti ale acestor spatii eucli-
diene, de dimensiuni egale, fireste, cu cele ale spatiilor ambiente corespunzdtoare. Dacd M este o subvarietate
k-dimensionald a lui U, N este o subvarietate n-dimensionald a lui V, iar f : U — V este o aplicatie netedd (sau
o imersie sau o submersie) astfel incdat f(U) C V, atunci restrictia lui F la M este o aplicatie netedd (sau o imersie,
respectiv submersie).

Demonstratie. Fie p € M siq = f(p) € N. Din teorema functiilor implicite, rezulta ci existid parametrizarile
netede ® : W C R¥ — U’ c R™si W :Y c R! — V' c R”, de forma

D(x) = (x,z(x)) e RExR™ % W(y) = (y,w(y)) e RF xR, (4.2)
unde, eventual, s-a schimbat, la nevoie, ordinea coordonatelor. Scriem acum aplicatia f sub forma
f(p) = f(x.2) = (F(x.2).G(x.2)) € RF x R, (4.3)

Este clar ci (U’ N M, ® 1) si (V/ N N, ¥~1) sunt hirti pe M, respectiv N, in jurul lui p, respectiv ¢. Prin urmare,
pentru a demonstra lema, este suficient s demonstram ca dacd f : U — V este o aplicatie neteda (imersie, respectiv
submersie), atunci aceleasi proprietiti le are aplicatia

(fla)g-tgm1 =¥ o flyyo®@=Fod: W Y.

Daci f este o aplicatie netedd, atunci gi F este netedd (este compunerea lui f cu o proiectie), deci si F o ® este
netedd, deoarece parametrizarea ® este neteda.
Daci f este o imersie netedd, atunci toate trei componentele diferentialei

Do fl,, 0 ®)(x) = DY (q) o Df(p) o DD(x)

sunt aplicatii liniare injective, deci diferentiala este injectivi, ceea ce demonstreazi ci W~! o f ‘ ay © P este o imersie.
Ceva mai complicat este cazul in care aplicatia noastra esteo submersie. Atunci scriem matricea derivatei ca fiind
o matrice de tip (k + (m — k)) x (I + (n —1)),

Fx FZ:| , 4.4)

=g &

unde notatiile sunt suficient de sugestive. De exemplu, F, este matricea care contine derivatele partiale ale functiei
F 1in raport cu componentele vectorului x, iar celelalte notatii au semnificatii similare. De remarcat cd, deoarece
aplicatia f este o submersie, trebuie sa avem, in acest caz, m > n.
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Deoarece aplicatia Df(p) este surjectiva, rezulti ca pentru orice ¢ € TyRk , existd o solutie (£1, &) € Ty (Rk x RM—k )

& allE] =] s

Pe de altd parte, din ecuatiile (4.2), (4.2) si din conditia f(M) C N rezultd, utilizind regula de derivare a functiilor
compuse, ca

a ecuatiei liniare

D(F o ®)(x) = DF(x,z(x)) = Fx + Fzzx; (4.6)
D(Go®)(x) = D(wo Fo®)(x) =wyo(Fx + Frzx) = Gx + Gzx. 4.7)

Comparand (4.5), (4.6) si (4.7) gidsim imediat ca, odata fixat &1, este suficient sd punem & = zx£&; si obtinem o
solutie a ecuatiei (4.5). Altfel spus, dacdse ddun ¢ € Ty]Rl , atunci existd un & € T R¥ astfel incat

(Fx + Fzzx)51 = ¢.

Dar, in conformitate cu (4.6), aceasta este acelasi lucru cu a spune ca D(F o ®)(x) este o surjectie, ceea ce demon-
streazi ci aplicatia W1 o f‘M oW =Fo®:W — Y este osubmersie. |

4.6 Topologia de subvarietate

Am definit o subvarietate a unei varietdti diferentiabile utilizdnd submersii si parametriziri. Este de asteptat ca topo-
loga de varietate a unei subvarietafi a unei varietati diferentiabile sd fie chiar topologia indusa de topologia varietatii
ambiente (topologia de subspatiu). Lucrurile stau chiar asa, dar demonstratia nu este tocmai triviald. Avem, prin
urmare

Teorema 4.9. Dacd Q este o subvarietate a unei varietdfi diferentiabile M, atunci mulfimile deschise din Q sunt de
forma U = U’ N Q, unde U’ este o submultime deschisd a lui M. Altfel spus, topologia lui Q este topologia de
subspatiu.

Demonstratie. Considerdm, mai intai, cazul cel mai simplu, in care M = R”, iar Q este o subvarietate k-dimensionala
alui M de forma W(W), unde ¥ : W € R — Q C U este o parametrizare cu func’ii implicite de dimensiune k,
altfel spus,

Wixl, xRy = xR 2, 2R ), (4.8)

iar W si U sunt submultimi deschise in R¥, respectiv R”. Din definitia topologiei de varietate, o submultime V € Q
este deschisi in aceastd topologie daci si numai daci Wi = W1(V) este deschisi in W (deci in R¥). Prin urmare,
V' se va scrie sub forma

V=uno,

unde U este submultimea deschisa a lui R”

Uy = {(x,y) e RF x "k | x € Wizl (x) =1 < yi <zZ(x)+1,1<i <k}
1 k 1 —k
x=0x,..., X, y=0",....y" ).

Invers, acum, daca V = U; N Q, iar multimea U; C R” este deschisd, atunci V' este imaginea proiectiei lui U; pe
primele k componente, care este o submultime deschisd W; € W. Prin urmare, multimea V' = W(W) este deschisa
in Q, ceea ce Incheie demonstratia In cazul special.

Mairim acum putin generalitatea si admitem cid Q este o subvarietate k-dimensionald oarecare, dar tot a lui R”.
Dupid cum am vizut, orice subvarietate, si, in particular, orice subvarietate a lui R” este o varietate diferentiabila in
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sine si, utilizand teorema functiilor implicite, putem alege un atlas format din hirti de forma {(Vy, ¥, !)}ges, unde
fiecare dintre aplicatiile
Wy : Wy CRF >V, =Uy, N Q CR"

este o parametrizare de forma 4.8, eventual cu coordonatele rearanjate. Din definitie, fiecare W, este surjectiva, Uy
este deschisd in R”, iar Q = (J V4.

Din definitia topologiei de varietate, o submultime V' este deschisd in O daca si numai daca pentru orice @ € [
multimea V' N Vy este deschisd in Wy, (W) sau, conform primei parti a demonstratiei, daca si numai dacd, pentru orice
ae€l,avem VN Vy =Upe N Q,unde Uy o este o submultime deschisd a lui R”. Dar aceasta este acelasi lucru cu
a scrie

V=V =JWan0) = (JUia|nQ=UiN0,

unde multimea U; C R” este, in mod evident, deschisa, fiind o reuniune de multimi deschise, prin urmare afirmatia
teoremei este adeviratd si in acest caz.

In sfarsit, considerim acum cazul general. Fie {(Uy, ¢y)}yes un atlas pe varietatea ambientd M, format din hérti
cu proprietatea de subvarietate relativ la subvarietatea Q. Utilizand definitia subvarietitii si a topologiei de varietate a
lui O, o submultime V' este deschisd in Q dacd si numai dacd, pentru orice y € J, multimea ¢, (V N U, ) este deschisd
in ¢, (Q N Uy). Pe de altd parte, deoarece, utilizind din nou definitia subvarietitii, pentru orice y € J, multimea
¢y (Q N U,) este o subvarietate a lui R”, utilizand pasul al doilea al demonstratiei, obtinem cd ¢, (V' N U,) este
deschisd in ¢, (Q N U, ) dacd si numai dacd avem ¢, (V NU,) = Uy, N ¢, (Q N U,y), unde Uy, este o submultime
deschisa in R”. Dar asta este acelasi lucru cu a cere ca

VU, =, (Uy)NQ,

pentru orice y € J, unde, deoarece ¢, este continud, mulfimea ¢, LW 1,y) este deschisd in M. Dar asta inseamna ci
V' se poate scrie sub forma

vV=0n0. U =], Uy,
yeJ

iar ultima multime este deschisa in M, deci teorema este demonstrata. |

4.7 Submersii, scufundari si subvarietati

Dupd cum am vizut, nici mécar in cele mai simple cazuri, imaginea unei varietdfi printr-o imersie, chiar dacd aceasta
este injectivi, nu este o subvarietate?. Daci, insi, aceastd imersie este chiar o scufundare (adici este injectivi si pro-
prie) atunci, dupd cum vom vedea, imaginea unei varietdti este o subvarietate. Mai mult chiar, orice subvarietate este
imaginea unei scufundari. De asemenea, multimile de nivel ale submersiilor vor furniza alte exemple de subvarietati.

Ca si In cazul subvarietdtilor spatiilor euclidiene, avem urmdtorul rezultat, care leagd imersiile si scufundérile de
subvarietati:

Teorema 4.10. Presupunem cd M si N sunt doud varietdti diferentiabile, astfel incitm = dimM < dim N = n.

(i) Fie f : M — N o imersie. Atunci f este, local, o scufundare, adicd orice punct p € M are o vecindtate
deschisa U C M astfel incat f|y sd fie o scufundare.

(ii) Dacd f : M — N este o scufundare, atunci f (M) este o subvarietate de dimensiune m a lui N, iar f : M —
f(M) este un difeomorfism.

2Imaginea unei imersii injective poate fi inzestrati cu o structurd de varietate diferentiabild, difeomorfi cu domeniul de definitie al imersiei.
Totusi, aceastd varietate nu este, de reguld, o subvarietate a codomeniului.
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Demonstratie. (i) Fie p € M si (Up, ¢) o hartd pe M in jurul Iui P, iar (V, ) — o hartd pe N in jurul lui f(p), astfel
incét sa avem f(Up) C V. Atunci reprezentarea locala

Jow =V o fop™' o) — ¥ (V)

este o imersie ntre spatii euclidiene, prin urmare, din teorema 4.6, existd o vecinatate deschisia X a lui ¢(p) in ¢(Up)
astfel incat f, (X) sd fie o subvarietae m-dimensionald a lui R”. Cum v : V' — (V) este un difeomorfism, rezultd
ci dacd punem U = ¢~ 1(X), atunci f(U) este o subvarietate m-dimensionalid a lui N. Acum, din corolarul 4.6
rezultd cd fy,y este un difeomorfismdela X = ¢(U) la fyy (X) = (Y o f)(U). Astfel, f este un difeomorfism de
laU la f(U),unde pe f(U) se considera topologia indusi de pe N. Prin urmare, f |y este o scufundare.

(ii) Fie f o scufundare. Pentru un g € f(M), fie (V,¥) o hartd pe N in jurul lui ¢ si (U, ¢) — o hartd pe M in
jurul lui p = f~1(q) astfel incat f(U) C V. Deoarece f este u omeomorfism pe imagine, f(U) este o submultime
deschisa in f(M). Pe de alta parte, este clar ca f(U) = f(M) N V. Rezultd din demonstratia punctului (i) cad
f(M)NV este o subvarietate m-dimensionald a lui N. Cum ¢ a fost ales arbitrar, rezultd cd f (M) este o subvarietate
m-dimensionald a lui N. Din (i) rezultd cd f este un difeomorfism local de la M la f(M) si, cum este si bijectie,
este chiar un difeomorfism. |

O submersie poate fi utilizatd, In egald masurd, pentru construirea de subvarietdti, de data aceasta ale domeniului
sdu de definitie, nu ale codomeniului. Vom demonstra chiar un rezultat care nu se aplicd numai submersiilor, ci si
aplicatiilor care au rangul maxim (egal cu al codomeniului) doar in anumite puncte (cu alte cuvinte, sunt submersii
doar 1n anumite puncte).

Fie f : M — N o aplicatie neteda intre varietdti. Atunci un punct p € M se numeste regular pentru aplicatia
f dacd rank,, f este maxim. Un punct ¢ € N se va numi o valoare regulard a lui f dacd toate punctele din f~1(q)
sunt regulare®. In particular, daci f este o imersie, atunci toate punctele sale sunt regulare, deci toate punctele din
codomeniu sunt valori regulare (in cazul in care contraimaginea unui pucnt din codomeniu este vidd, nu avem ce si
verificdm, deci acel punct va constitui, in egala masura, o valoare regulard).

Are loc urmadtorul rezultat, deosebit de util n construirea de subvarietati.

Teorema 4.11. Fie f : M — N o aplicatie diferentiabild, astfel incdt s avem m = dimM > n = dim N.
Atunci dacd Q este o subvarietate a lui N, de dimensiune k, formatd numai din valori regulare ale lui f, multimea
S = f~Y(Q) este fie multimea vidd, fie o subvarietate a lui M, de dimensiune m —n + k.

Demonstratie. Presupunem cd S # 0 si fie pg € S. Deoarece Q este o subvarietate, existd o hartad (7, v) pe N

in jurul lui f(po) astfel incét (V N Q,vlyA Q) sd fie o hartd pe Q. Fie (U, ¢) o harta pe M astfel Incit sa avem

f) c V. Atunci @(po) este un punct regular al aplicatiei ® = ¥ o f o @~ : @(U) — R™ :i, pe baza teoremei

de reprezentare locald a submersiilor, existd o vecindtate deschisd V alui ¢(po) in R™, o multime deschisa W C R™
si un difeomorfism F : V — W astfel incit aplicatia ® o F~! este proiectia standard a lui R” pe R”. De remarcat
ci o~ 1(V) este o vecinitate deschisd in M a lui py, iar perechea (¢~ 1(V), o~ F~1) este o harti pe M. Deoarece
®F ! este proiectia standard si multimea

Y ' (V)NS) CR"
este formatd din puncte de forma (xl, e, xk, 0,...,0), rezultd ca multimea
Fo(e~' (V)N S) Cc R”

este formatii din puncte de forma (x!,...,x%,0,...,0,x"+! ... x™). Prin urmare, harta (¢~ (V), o ' F~1) are
proprietatea ca
(WTFTHRTE A W) = 9T (V)N S,

3 Atentie! O valoare regulari nu este, pur si simplu, imaginea unui punct regular. Se poate intimpla ca un acelasi punct si fie imaginea unui
punct regular si al unuia care nu este regular (deci care este singular). Un asemenea punct nu va fi numit valoare regulara.



62 Capitolul 4. Imersii, submersii, scufundari si subvarietati

unde R™ 77tk = {x € R | xk*1 = ... = " = 0}. Cum o astfel de hartii se poate construi pentru fiecare punct
po € S, rezultd ca S este, intr-adevir, o subvarietate a lui M, de dimensiune m —n + k. |

Corolarul 4.7 (Teorema preimaginii). Dacd f : M™ — N este o aplicatie netedd, unde m > n, iar gy € N este o
valoare regulatd a lui f, atunci f~1(qo) este fie multimea vidd, fie o subvarietate a lui M, de dimensiune m — n.

Demonstratie. Se aplica teorema precedenta pentru k = 0. |

Exemplul 4.7.1 (Varietatile lui Brieskorn). Varietdtile lui Brieskorn, pe care le vom descrie 1n cele ce urmeaza, joaca
un rol foarte imprtant Tn construirea aga-numitelor sfere nestandard, care sunt varietdti omeomorfe cu sferele, dar cu
structura diferentiald nedifeomorfa cu cea a sferei. Astfel de sfere existd pentru dimensiuni suficient de mari (mai
precis, pentru dimensiuni mai mari de 7), dupd cum a demonstrat Milnor. Desi ele nu sunt foarte importante in
aplicatii, existenta lor a fost cea care a determinat avantul topologiei diferentiale, pentru ca a demonstrat ca varietatile
diferentiabile omeomorfe, ca varietdti topologice, nu sunt Intotdeauna si difeomorfe, de unde necesitatea ciutdrii unor
invarianti diferentiali.
Se numeste Varietate Brieskorn submultimea W2"~1(d) a lui C**! descrisi prin sistemul de ecuatii

4224 422=0

_ _ _ 4.9)
Z0Zo + 2121 + ... ZnZn = 2,

unde d este un numir intreg nenegativ. Identificind Cn 4 1 cu R?”72, remarcim imediat cii o varietate Brieskorn

este definitd printr-un sistem de trei ecuatii reale (ultima ecuatie din (4.9) este o ecuatie reald, deoarece membrul stang
este, de asemenea, real). Prin urmare, este plauzibil ca, dacd ea este, intr-adevir, o varietate diferentiabild, si aiba
dimensiunea egald cu 2n + 2 — 3 = 2n — 1. Ideea nostrd va fi sd privim coordonatele complexe si conjugatele lor
ca fiind 21 + 2 coordonate reale independente pe R2"*2 si si addugim ecuatiilor (4.9) conjugata compexi a primei
ecuatii. Vom avea, prin urmare, o aplicatie diferentiabild f : R?*T2 — R3, definiti prin

f(ZO,---,Zn,%a---,E):(Zg+Z%+"'+Z,2,,%d+Ez+"'+Ez,20%+zlﬂ+...2n5)'

In mod clar, aplicand corolarul precedent, este suficient si demonstrim ci jacobianul J( f) al aplicatiei f are rangul
3 pe mulfimea W2"~1(d). Dupi cum este usor de constatat, jacobianul aplicatiei f este dat de

dzd=' 2z; - 2z, 0 0 - 0
J(f) = 0 0 -+ 0dzg% ' 277 -+ 2z,
% E e E Z0 Z1 e Zn

4.8 Scufundarea varietatilor compacte in spatii euclidiene

Se poate demonstra cd orice varietate diferentiabild n-dimensionald se poate scufunda intr-un spatiu euclidian de
dimensiune 2n 4+ 1. Demonstratia este destul de complicatd, presupunind o serie de “fineturi” tehnice, de aceea o
vom amaina pentru partea finald a cartii. Demonstratia este, insd, elementard dacd impunem conditia ca varietatea sa
fie compactd si nu impunem, in schimb, nici o restrictie asupra dimensiunii spatiului euclidian, care poate sa fie oricat
de mare. Desigur, un astfel de rezultat nu are prea mare aplicabilitate practicd, el demosntreaz, totusi cd, cel putin in
cazul varietdtilor compacte, are sens sd definim chiar varietetatea ca fiind o subvarietate a unui spatiu euclidian.

Teorema 4.12. Fie M o varietate diferentiabild compactd de dimensiune n. Atunci existd un N € N §i o scufundare
netedi f : M — RV,

Demonstratie. Reamintim cd pe orice varietate diferentiabild existd un atlas {(U;, ¢;)};ies astfel incat:

(i) pentru fiecare i € I, ¢; (U;) este bila de razi 2 centratd in origine B(0, 2) din R”;
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(i) Dacd notdm, pentru fiecare i € I, V; = ¢; 1(B(0, 1)), atunci

Uvi=m.

iel
adicd multimile V; continud sd acopere varietatea M .

Daci, 1n particular, varietatea M este compactd, atunci din acest atlas se poate extrage Intotdeauna un atlas finit, care
are, si zicem, k harti. Cu ajutorul acestui atlas vom construi, in mod explicit, o scufundare a lui M in RGE+Dn
Este clar cd acesta scufundare este, de reguld, mult mai slaba decat cea furnizata de teorema lui Whitney. M fiind
o varietate compactd,orice atlas al sdu contine cel putin doud harti. Prin urmare, 1n cel mai fericit caz, demonstratia
noastrd furnizeaza o scufundare a lui M intr-un spatiu euclidian de dimensiune 37, ceea ce, In mod evident, nu este
un optim. De exemplu, in cazul sferei de dimensiune 2, se stie cd aceastd varietate este o subvarietate a spatiului
euclidian de dimensiune 3, in timp ce demonstratia pe care o vom da ne di o scufundare a sferei in R®.
Incepem prin a construi o aplicatie netedi A : R” — R care si verifice:

1 pentru ||y] <1
Aly) =
0 pentru ||y| =2

si, in plus, 0 < A(y) < lpentrul < ||y|| < 2.

In acest scop, pornim, ca si in cazul partitiei unititii, cu aplicatia (netedd, dupd cum am demonstrat in alti parte),
o:R—R,
0 pentru x <0

a(x) = .
() e~V/X  pentru x > 0

Daci definim acum B : R — R prin B(t) = a(t — 1)a(2 — t), atunci B este, in mod evident, netedi. In plus, B este
egald cu zero 1n afara intervalului deschis (1, 2) si este strict pozitiva pe acest interval. Considerdm, in fine, aplicatia

y:R —R,
2
[ B(t)dt
y(@) = "5—

[lzﬂ(l)dt.

Se observa imediat ca y este neteda. Mai departe, dacd t € [—1, 1], atunci

/Tzﬂ(t)dz = /11 B(t)dt + /lzﬁ(t)dt = /12/3(t)d,_

Primul termen al sumei din membrul drept al primei egalitdti se anuleazd deoarece § este egala cu zero in afara
intervalului (0, 1). Aceasta inseamnd, prin urmare, cd y(¢) = 1 pe intervalul [—1, 1]. Dacd t > 2 sau t < —2 atunci
integrala de la numiritor din definitia lui y se anuleazi, deoarece f este identic nuli pe intervalul de integrare. In
sfarsit, dacd 7 € (1, 2) atunci rezultd imediat din definitie cd y(r) € (0, 1).

Dacd, acum, definim A : R” — R prin A(y) = y(||y||) atunci aceasta aplicatie verifici, dupa cum se constati
imediat, proprietdtile cerute.

Urmatorul pas in demonstratia noastrd este sd construim componentele scufundarii. Definim, mai 1tai, pentru
fiecarei € {1,...,k},A;i : M — R, prin

A(pi(x)) dacix € U;

Ai(x) = ,
1) 0 dacd x ¢ U;



64 Capitolul 4. Imersii, submersii, scufundari si subvarietati

apoi punem, tot pentru fiecare i € {1,...,k}, ¥; : M — R”,

Ai(x)-@i(x) dacdx e U;
Vi(x) = § .
0 dacd x ¢ U;
Functiile A; si ¥; sunt, in mod clar, netede. Avem acum tot ce ne trebuie ca sd putem construi scufundarea promisa.
Definim, astfel, / : M — R®TDk prip

f(X) = (Al(x)v 1pl(-x)’ . .,Ak(X), Wk(x)) .

Netezimea lui f rezultd din faptul cd toate componentele sale sunt netede, aga cd vom trece direct la demonstrarea
injectivitatii sale.

Din modul in care am construit atlasul pe varietatea noastra, rezultd ca multimile V;,i = 1,..., k, preimaginile
bilei unitate deschise din R” prin aplicatiile ¢;, acopera intreaga varietate. Presupunem cd avem doud puncte xi si X
din M astfel incat f(x;) = f(x2). Vom avea de considerat doud situatii:

1) Existd un indice i astfel incit x1, xo € V;. Din f(x1) = f(x2) rezultd, in particular, si cd ¥; (x1) = ¥;(x2). Dar
pe Vi avem A; = 1, prin urmare v; |y, = ¢;|y;. Dar ¢; este un omeomorfism pe imagine, deci este, in particular,
injectiva, deci x trebuie sa fie egal cu x;.

2) Existiuni € {1,...,k} astfel incat x; € V;, iar xo ¢ V;. Dar atunci A;(x1) = 1, in timp ce A;(x2) < 2, prin
urmare componentele de pe pozitia (n + 1)i ale lui f(x1) si f(x2) nu pot fi egale, deci aceastd situatie nu poate
sd apard.

Vom demonstra acum ca f este o imersie. Pentru aceasta este suficient sd demonstram ca rangul lui f in fiecare punct
este egal cu n. Pentru fiecare x € M existiuni € {l,...,k} astfel incdt x € V;. Pe multimea V;, dupa cum am
remarcat mai devreme, ¥; = ¢;, ceea ce Tnseamnd ca V; are rangul 7, de unde rezultd cd si f are rangul n pe aceasta

multime. Cum proprietatea de a fi imersie este o proprietate locala, rezultd ca f este o imersie pe intreaga varietate.
Am demonstrat pand acum ca f este o imersie injectivi. Cum domeniul de definitie al lui f este un spatiu
compact, iar codomeniul este un spatiu Hausdorff, rezultd cad f este si proprie, cu alte cuvinte ci este o scufundare.
|



CAPITOLUL D

Campuri de vectori

5.1 Definitie si proprietati fundamentale.

Definitie. Se numeste cdmp de vectori (sau camp vectorial) neted pe o varietate diferentiabila M orice aplicatie neteda
X :V — TM,unde V C M este o submultime deschisi, astfel inct, pentru orice p € V, avem X (p) X p €TpyM

Observatie. Putem obtine definitia unui cAmp de vectori oarecare pe varietatea M renuntind la cerinta ca aplicatia X
sd fie netedd. De remarcat ca, in fond, un cAmp de vectori este o sectiune a proiectiei canonice a fibratului tangent la
subvarietatea deschisd V', w : TV — V. Intr-adevdr, e usor de constatat cd avem

(ro X)(p) =n(Xp) =p=1y(p).

Din acest motiv, deoarece aplicatia & este o surjectie, este clar cd pe V' exista cAmpuri de vectori, deoarece orice
surjectie are sectiuni. Nu este insd la fel de evident ca printre aceste sectiuni existd unele care sunt netede.

Exemplul 5.1.1. Daci (U, @) este o harti pe varietatea M, cu coordonatele x',i = 1, ..., n, atunci definim

0 0 def (O
— U TM, — =\ — .
ox? - (8x’ ) () (ax’ )p

Dupd cum vom vedea, aceste n campuri de vectori vor juca un rol fundamental, deoarece, local, orice cAmp neted se
poate scrie ca o combinatie liniard a unor cAmpuri de acest tip.

Vom stabili acum un criteriu de netezime pentru un cdmp de vectori, care este mult mai usor de verificat decat
conditia din definitie.

Propozitia 5.1.1. Fie X : V — TM un camp de vectori. Atunci X este neted dacd §i numai dacd pentru orice hartd
(U,p) pe M cuVNU # @ aplicatiile X' : U NV — R, definite prin

n
: d
Xp ZZXI(P) (W)p, VpeUnNV,

i=1

sunt netede'.

. a
1 X (p) sunt, prin urmare, componentele lui X p € Tp M fafd de baza { (a—) } a acestui spatiu.
x
p

1<i<n
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Demonstratie. Fie (U, ¢) o hartd ca in propozitie, cu coordonatele x’ si (5,@) harta indusd pe fibratul tangent TM .
Atunci reprezentarea locald a lui X va fi
Xo=¢o0Xogp.

Prin urmare, pentru orice p € ¥V N U vom avea

(Xw'é') () = (@e X) (e (LX) = 0(X,) =

not

=N p) . X)X (p) - X (D))

Cum functiile de coordonate x’ sunt netede, rezultd ci X este un cAmp neted daci si numai daci functiile X’ (numite

componentele sale in harta consideratd) sunt netede. |
Consecinta 5.1. Pentru orice hartd (U, ¢), cu coordonatele x*,i = 1,...,n pe varietatea diferentiabili M, campu-
rile de vectori 9/0x",i = 1,...,n sunt netede.

Demonstratie. Se constati imediat ci pentru orice i € {1,...,n}, cAmpul 3/dx’ are componentele X’ = 8;, cu alte
cuvinte aceste componente sunt functii constante pe U, deci netede. |

In cele ce urmeazi vom nota, pentru orice multime deschisi V C M, cu Xy (M) multimea cAmpurilor de vectori
netede pe V si cu Fy (M) algebra functiilor netede pe V. Vom renunta la indice in cazul in care V = M.

5.2 Campurile de vectori ca operatori diferentiali

Definitie. Fie A o algebrd. Se numegte operator diferential pe A un operator liniar D : A — A care verifica, in plus,
conditia ca pentru orice f, g € A s avem

D(f-g)=D(f)-g+ f-D(g) (regulaluiLeibniz).

Vom demonstra, in acest paragraf, ca oricdrui cAmp vectorial neted pe o varietate C *° i se poate asocia un operator
diferential pe algebra functiilor netede definite pe domeniul cAmpului vectorial si invers, orice astfel de operator
diferential este asociat unui cAmp vectorial.

Fie, deci V C M o multime deschisd si X : V' — TM un camp vectorial (nu neaparat neted). Dacid f € Fy (M)
este o functie netedd pe V, atunci lui f 1i putem asocia o functie X(f) : V' — R, punand, pentru orice p € V,

def

X(f)p) = Xpf.
In general, functia X( ) nu este netedi. Avem, insi, urmitorul rezultat:

Propozitia 5.2.1. Un cdmp vectorial X : V. — TM este neted dacd si numai dacd pentru orice f € Fy(M),
X(f) € Fv(M).

Demonstratie. Fie (U, @) o hartd pe M cu coordonatele x astfel incat U NV # @ si (5@) harta indusi pe TM.
Atunci, pentru orice f € Fy (M), aplicatia X( f) este neteda daca si numai daca este netedd reprezentarea sa locala
in harta aleasa (si deci, in orice hartd, deoarece harta a fot aleasa la intdmplare). Reprezentarea locald a lui X ( f) este
X(f)o=X(f)op~!:9U)— R. Prin urmare,

X(ext o x) = (X(Hoe ™). .. x) =X() | et x™)

not

1
X = Xy = Y w2 2D Wy

i=1
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A fop~ )
axt
sunt netede functiile X*, deci daci si numai daca este neted campul X. |

Cum functiile sunt netede, deoarece functia f este netedd, rezultd cd X( f) este netedd daca si numai daca

Observatie. In propozitia de mai sus asumptia ci f este de clasd C™ este esentiali. Aplicarea unui cAmp de vectori
reduce ordinul de diferentiabilitate cu o unitate, deci operatia este internd numai in cazul algebrei functiilor infinit
diferentiabile.

Am asociat, astfel, fiecirui camp de vectori neted X € Xy (M) un operator, notat la fel, pe algebra functiilor
infinit diferentiabile pe V, Fy(M). Vom demonstra ca acest operator are proprietdti interesante pentru noi. Mai
precis, avem

Propozitia 5.2.2. Pentru orice camp vectorial neted X € Xy (M), operatorul X : Fy (M) — Fy (M), f — X(f),
este un operator diferential.

Demonstratie. Demonstratia rezultd imediat din faptul cd, in fiecare punct, operatorul se reduce la actiunea unui
vector tangent asupra algebrei germenilor in punctul respectiv, tindnd cont de faptul cd vectorul tangent este, in fapt,
o derivare a algebrei germenilor. |

Afirmatia inversd este, In egald masurd, adevarata:
Propozitia 5.2.3. Orice operator diferential pe o multime deschisd V- C M provine dintr-un cdmp de vectori.

Demonstratie. Fie D : Fy (M) — Fy (M) un operator diferential. Atunci, dacd p € V, iar & este un reprezentant al
unui germene de aplicatie diferentiabild in punctul p, aplicatia & este neteda pe o vecindtate deschisa suficient de mica
U C V alui p, deci are sens si-i aplicim operatorul D|y. Prin urmare, numarul (Dh)(p) = (D|yh) (p) este bine
definit. Din faptul cd D este un operator diferential, rezultd imediat faptul ci aplicatia h — (Dh)(p) este o derivare
a alegbrei F, (M) a germenilor de aplicatii diferentiabile in punctul p, care determind un vector tangent X, € T, M.
Definim acum X : V' — TM prin p — X,. Am definit, astfel, un cAmp de vectori pe V. Este clar acum ca oricare
arfi f € Fy(M),avem X(f) = D(f) € Fy (M), prin urmare cdmpul vectorial astfel definit este neted. |

Pentru orice multime deschisd V' C M, multimea campurilor de vectori netede are o structurd algebrica bine
definita:

Propozitia 5.2.4. Pentru orice multime deschisd V. C M, multimea campurilor de vectori netede pe V, Xy (M) are
o structurd de Fy (M )-modul. Mai mult, dacd (U, @) este o hartd pe M, atunci modulul Xy (M) este un modul liber
de tip finit (cu alte cuvinte, admite o bazd finitd).

Demonstratie. Prima parte a demonstratiei este cat se poate de simpld. Nu avem decat sd definim adunarea si inmul-
tirea cu functii punctual. Mai prescis, fie X, Y € Xy (M) si f € Fy(M). Atunci definim

@ (X +Y)(p) € X, + 7

(b) (/X)(p) = f(p)-Xp,

unde operatiile de dupd semnul egal se fac in spatiul tangent 7, M, care este un spatiu vectorial real, deci au sens.
Se poate verifica cu multa usurinta faptul cd X} (M), impreuna cu aceste doua operatii, este, intr-adevar, un Fy (M )-
modul la stinga. Presupunem acum ci U este domeniul unei hirti cu coordonatele notate cu x’. Dupi cum vom
ardta in cele ce urmeaza, campurile {8/ dx’ }1<i<n formeazd o bazd in Xy (M). Ne-am convins, mai sus, ci aceste
campuri de vectori formeaza un sistem de generatori, deoarece orice cAmp se poate scrie ca o combinatie a lor. Sd ne
convingem acum ci ele sunt liniar independente. Presupunem cé existd functiile netede o; € Fy(M),i = 1,...,n,

astfel Incat
z 3
2 g =0 ©

i=1



68 Capitolul 5. Campuri de vectori

In particular, relatia (*) raméne, in mod evident, adevirati si daca este aplicatd unei functii de coordonate, x/, adica
avem

ax n )
0= suml’-’=1a,~F = Zaié’ij =aj.
X
i=1

Cum indicele j a fost ales la intAmplare, rezultd ca toti coeficientii trebuie sd se anuleze. |

Observatie. Din propozitia de mai sus rezultd cd, in fond, modulul cimpurilor de vectori definite pe un domeniu al
unei hérti este de dimensiune egald cu dimensiunea varietdtii. Cum orice submultime deschisd a domeniului unei harti
este, de asemenea, domeniul unei harti, vom spune cd modulul cdmpurilor de vectori este local liber de dimensiune
n, Intelegind prin aceasta ca oricare punct p € M are o vecinatate deschisd U suficient de mica astfel incat Xy (M)
sd fie liber si de dimensiune egald cu n. Daca V' C M este o submultime deschisa oarecare a lui M, atunci modulul
campurilor de vectori nu este, in general, de dimensiune 7. In particular, modulul cAmpurilor de vectori definite pe
intreaga varietate nu este, nici el,in majoritatea cazurilor, de dimensiune n. Motivul este cd, de reguld, nu putem gasi,
pe o varietate diferentiabild de dimensiune n, n cAmpuri de vectori care si fie liniar independente peste algebra functi-
ilor neted pe varietate pe intreaga varietate. Uneori, asa cum se Intdmpla, de exemplu, in cazul sferei bidimensionale,
nu existd nici micar un camp de vectori care sd nu se anuleze In nici un punct. O varietate M pentru care modulul
X (M) este de dimeniune n = dim M se numeste paralelizabild. Se poate ardta cd aceastd conditie este echivalenta
cu conditia ca fibratul tangent al varietatii sa fie trivial, adicd sa avem TM = M x R”. Asta inseamna, intr-un anume
sens, ca spatiile tangente la varietate in diferite puncte pot fi asezate astfel incat sa fie “paralele”, de unde si denumi-
rea. O clasa foarte importantd de varietdti paralelizabile este alcétuitd de grupurile Lie, care sunt, dupd cum s-a vazut,
nigte varietdti diferentiabile care au si structurd de grup, iar operasiile de grup sunt netede. Dintre sfere, se poate arita
ci singurele paralelizabile sunt S, S3 si S7. Este de observat ci toate aceste sfere sunt grupuri Lie si de aici se poate
trage concluzia cd pe restul sferelor nu se pot defini structuri de grup compatibile cu structura diferentiald.

5.3 Algebra Lie a campurilor de vectori

Definitie. Se numeste algebrd Lie un spatiu vectorial A pe care este definitd o aplicatie biliniara antisimetricd, numita
parantezd Lie, [-,-] : A X A — A, care verificd urmatoarea proprietate, numita identitatea lui Jacobi:

la,[b,c]] + [b,[c,a]] + [c,[a,b]] =0, VYa,b,c € A. (5.1)

Exemplul 5.3.1. Consideram spatiul vectorial real al matricelor patrate de ordinul n. M, (R). Definim paranteza Lie
prin
[A,B]=A-B—B-A, VA, B € M,(R).

Este ugor de constatat ca operatia stfel definitd este, intr-adevar, o paranteza Lie in sensul definitiei de mai sus.

Daca privim paranteza Lie ca o operatie internd suplimentar, atunci este clar cd cuadrupletul (4, +, -, [, -]) este,
intr-adevdr, o algebrd, fird a fi, insd, o algebrd comutativd. De asemenea, In general, inmultirea definitd de paranteza
Lie nu este comutativd. Din antisimetria parantezei Lie, rezulta cd Tnmultirea este anticomutativd, prin urmare, daca ar
fi si comutativd, ar rezulta ca paranteza Lie este identic nuld. in general, de aceea, se numeste algebrd Lie comutativd
un spatiu vectorial impreund cu o inmultire interna triviald, compatibild cu structura de spatiu vectorial.

Intentia noastrd este, acum, sd demonstrdm cd modulul cAmpurilor de vectori (care este, Tn particular, si un spatiu
vectorial real), poate fi inzestrat cu o paranteza Lie, putand fi, astfel, transformat Intr-o algebra Lie.

Fie X,Y € Xy (M). Definim operatorul L : Fy (M) — Fy (M) prin

L(f)=XX () -YX(). V[feFyM).
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Propozitia 5.3.1. Pentru orice X,Y € Xy (M), [X, Y], definit prin [X,Y](f) = L(f), pentru orice f € Fy(M)
este un camp de vectori neted pe V, iar dacd U C V este o submultime deschisd, atunci avem

[X‘U’Y‘U] = [X, YHU'

Demonstratie. Prima parte a afirmatiei este imediatd si este o consecintd directd a faptului cd atat X cat si ¥ sunt
operatori diferentiali. Pentru a doua parte a demonstratiei, remarcam cd, deoarece X |, — X este cdmpul nul pe U,
rezultd cd [X ‘ v— X Y] este campul nul pe U si, asadar,

[X|,.Y]-[X.Y]=0.

Prin urmare, avem ca [X|y,Y] = [X,Y]ly. Analog rezultd cd [X,Y|y] = [X, Y]|y, iar combinind cele doud
rezultate partiale, obtinem rezultatul cerut. |

Teorema 5.1. Fie V C M o submultime deschisd. Atunci (Xy (M), [-,-]), unde [-, -] este paranteza Lie a cGmpurilor
de vectori, este o algebrd Lie.

Demonstratie. Remarcam, nainte de toate, cd Xy (M) este un spatiu vectorial real, daci restringem inmultirea ex-
terioard la Tnmultirea cu scalari (adicd cu functii constante). Ca spatiu vectorial, este Tnsd infinit dimensional, chiar
in cazul in care V este domeniul unei harti. La aceasta structurd liniard ne referim atunci cind afirmam ca Xy (M),
impreund cu paranteza Lie este o algebrd Lie. Liniaritatea si antisimetria parantezei Lie sunt evidente, plecand doar
de la definitie. Singurul lucru care mai riméne de verificat este identitatea lui Jacobi. Fie, deci X, Y, Z € Xy (M) si
f € Fy(M). Avem atunci

[X.[Y, Z]I(f) = X([¥, Z](f) = [¥. Z}(X(f)) = X(Y(Z(f)) = Z(Y (f))—
—Y(ZX(f))) + ZX(X(f) = XX (Z(f) = X(ZX())— (a)
= Y(Z(X(f)) + ZX (X()))).

[Y.[Z. X11(f) = Y(Z(X(f)) = Y(X(Z(f)) — Z(XX (/) + X(ZY (). (b)
[Z.[X.Y]]I(f) = Z(X(Y (/) — Z(Y(X(f)) — XY (Z()))) + Y(X(Z(/)))- (c)
Insumand membru cu membru egalititile (a), (b) si (c), obtinem
(X, [Y. Z| + Y. [Z, X]| + [Z,[X. Y]D(f) =0,

de unde
(X, [Y.Z]] + [Y.[Z, X]] + [Z,[X, Y]] =0,

adicd identitatea lui Jacobi este verificatd, ceea ce Incheie demonstratia teoremei. |

5.4 Comportarea unui camp de vectori la o aplicatie neteda

Fie un camp de vectori si u : M — N o aplicatie netedd si injectivd. Doud caAmpuri vectoriale X € X (M) si
Y € X(N) se numesc j-corespondente daca pentru orice p € M avem

s, pXp = Y,u(p) *)

Dacd X si Y sunt pu-corespondente, atunci vom scrie ¥ = w4 X.
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Observatie. Doud lucruri trebuie precizate. Mai 1nti, este esential ca aplicatia u sd fie injectiva, deoarece, dacd avem
w(p) = u(g) pentru p # g, in general nu rezultd cd i+ p Xp = Ux,g Xy In al doilea rand, aplicatia u nu defineste
un morfism p« Intre modulele de cAmpuri de vectori X' (M) si X' (), decit in cazul in care ea este un difeomorfism.
Egalitatea (*) nu poate fi privitd ca o definitie a campului vectorial Y, deoarece, dacd p nu este surjectivd, aceastd
egalitate nu defineste valorile lui Y 1n toate punctele, ci doar n punctele din imaginea aplicatiei ;. De aceea, in cazul
general, egalitatea Y = p4 X nu trebuie privita ca reflectdnd actiunea unui morfism X'(M) — X (N).

Proprietatea (*) admite si o descriere globald, dupd cum se poate observa din propozitia urmatoare.

Propozitia 5.4.1. Fie X € X(M) si Y € X(N) doud cdmpuri vectoriale. Ele sunt ji-corespondente dacd si numai
dacd pentru orice f € F(N) are loc relatia

Y(f)) opu=X(fop). (%)

Demonstratie. Utilizand definitia actiunii aplicatiei tangente asupra unui vector tangent intr-un punct la o varietate,
relatia (¥) se poate rescrie

Xp(f om) =Yup)

sau, Inca,

(X(f o) (p) = X (S N(p).

relatie care, tindnd cont de faptul cd punctul p a fost ales arbitrar, este echivalentd cu (**). |

Operatia * asupra cAmpurilor vectoriale se comportd bine fatd de paranteza Lie a campurilor de vectori:

Propozitia 5.4.2. Dacd Y;i = pu«X;, i = 1,2 sunt doud perechi de campuri vectoriale j1-corespondente, atunci i
parantezele lor Lie sunt pi-corespondente, adicd

[Y1, Y2] = u«[X1, X2].

Demonstratie. Intentia este si utilizdm propozitia 5.4.1. In acest scop, vom calcula, pentru o functie f € N,
([Y1.Y2](f)) o . Avem

([Y1. Y2](f)) o =Y1(Ya(f)) o = Ya(Y1(f)) ot = X1(Y2(f) o u)—
—Xo(Y1(f) o) = X1(X2(f o)) — X2(X1(f o)) =
= [X1, X2](f o ),

ceea ce, via propozitia 5.4.1, Incheie demonstratia. |

Un caz particular foarte important de campuri p-corespondente apare atunci cand aplicatia netedd u : M — N
este un difeomorfism. Atunci aceasta aplicatie determind, intr-adevar, un morfism intre de spatii vectoriale reale intre
spatiile de campuri de vectori de pe cele doud varietdti, morfism care se dovedeste a fi chiar un izomorfism de algebre
Lie.

Teorema 5.2. Un difeomorfism p : M — N defineste o aplicatie p : X(M) — X(N), X — uxX, cu

(s X)g = M y=1 () X u=1(g)-

aplicatie care este chiar un izomorfism de algebre Lie.
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Demonstratie. Fiind un difeomorfism, aplicatia p este o bijectie. Pentru fiecare p € M, aplicatia tangentd s :
TyM — T, p)N este un izomorfism liniar. Pe de altd parte, pentru orice ¢ € N, (u«X)q € Ty N existd, prin urmare
campul p+ X este bine definit. X si w«X sunt p-corespondente, deci, utilizand propozitia 5.4.1 si faptul ca p este o
bijectie, obtine, pentru orice f € F(N),

(1 X)(f) = X(fop)op™,

de unde rezultd ca aplicatia (u«X)(f) este, de asemenea, netedd, deci cAmpul 4 X este neted. Faptul cid p, este un
izomorfism de spatii vectoriale rezultd din modul de definire, tinand cont de faptul cd toate aplcatiile tangente sunt
izomorfisme liniare, iar faptul cd este un morfism de algebre Lie rezultd din propozitia precedentd. Subliniem Tncé o
data faptul cd atunci cand ne referim la liniaritatea aplicatiei jt«, avem in vedere structurile de spatiu vectorial real pe
cele doud multimi de campuri vectoriale si nu structurile de modul peste algebrele de functii netede corespunzitoare.

|

5.5 Ecuatii diferentiale pe varietati si curbe integrale ale campurilor vectoriale

Vom demonstra, mai Inti, un rezultat util in cele ce urmeaza.

Propozitia 5.5.1. Dacd u : M — N este o aplicatie netedd, atunci si aplicatia i« : TM — TN, datd prin
wx(Xp) = s, p(Xp) pentru orice p € M si orice X, € Ty M este, de asemenea, netedd.

Demonstratie. Fie Xp € TpM si u«(Xp) € Ty N. Fie (U, ¢) si (V,¥) harti in jurul lui p, respectiv p(p), iar
(U ~) respectiv (V W) harple induse pe TM, respectiv TN. Reprezentarea locald a lui p« In hirtile (U Q) si
(V,U) este Iy = ¥ o 1@ L. Prin urmare,

()X XX = (o) @ (S ™ X LX)
Y,
= (7)) (Xg) =V (J(ey)(x' . x™) - (X1 X™) =
= (V@) I (gy) (x' ,---,x"’)-(Xl,---,X'")) =
=((ouop Hx ... x™), J(pey)(x!, .. ox™) - (X1, ... X™)).

Cum toate componentele lui <y sunt netede, rezultd ca aplicatia 1n sine este netedd, deci, hartile fiind alese arbitrar,
aplicatia p+ este neteda. |

Fie acum y : I — M o curba netedd. Atunci
0
Y =yso0 e I —-TM

este o curbd pe TM (netedd, pe baza propozitiei precedente), numita lifful canonic al lui y. Denumirea este justificata
de faptul cd proiectand curba y’ prin intermediul proiectiei canonice 7 a lui M, obtinem curba y, adica

oy =y.

Practic, pentru fiecare ¢ € I, y/(t) este vectorul tangent in y(¢) la curba y.
Daca X € X (M) este un camp de vectori, atunci relatia

Y =Xoy (*)

se numeste ecuatie diferentiald de ordinul intdi pe M. O curbd y pe M cu y(0) = p si care verificd ecuatia (*) se
numeste solutie a ecuatiei sau curbd integrald a cdmpului X ce porneste din p.
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Presupunem acum cd y : I — M este o curbi neteda. Fie (U, ¢) o hartd pe M astfel incat U Ny (1) # @. Punem
I' = ¢ o y. Atunci, tinand cont de definitia lui y«, ecuatia (*) se va scrie, pentru orice s € y~1(U),

" (dT! 9
/
)%ﬂ=§ Cf) -
dl s 8xl )/(S)

i=1

Presupunem acum cd 1n harta U campul X se scrie

= d
X = ZX’(xl,...,x”)—..

4 ox!
i=1
Atunci ecuatia (*) se va scrie sub forma sistemului

dr! .
jﬁ-:;xqr%n“.”r"@», i=1,....n

: . 0 0 .
Exemplul 5.5.1. Fie X € X (R?) campul de vectori X = xIF—i-xza—z. Atunciocurbiy : I — R2,y = (I'', I'?)
X X

este o curbi integrald a cAmpului X daci si numai daci I'! si I'? verifici sistemul de ecuatii

dr! dr?

= =1lr), —— =T2%).

o T (1)

Este clar ci solutia acestui sistem este de forma I''(r) = A - e, I'>(t) = B - ¢’, unde A, B sunt constante reale
oarecare. Asadar, dacd A si B nu se anuleazd simultan, curba integrala este o dreaptd care trece prin origine, iar daca
se anuleaza simultan, atunci curba integrala este un punct.

Pentru studiul existentei si unicitdfii curbelor integrale ale unui cAmp de vectori se utilizeazd in mod esential
faptul cd, local, ecuatia diferentiald de ordinul intdi asociatd campului vectorial este echivalentd cu un sistem de
ecuatii diferentiale ordinare pe un spatiu euclidian. Vom reaminti, de aceea, teorema de existentd gi unicitate a solutiei
unui astfel de sistem.

Teorema 5.3. Fie f : U — R” o aplicatie netedd, unde U C R" este o mulfime deschisd si fie a € U. Atunci existd
o vecindtate deschisd V a punctului a §i un interval deschis J C R cu 0 € J astfel incdt pentru fiecare z € V existd
o singurd curbd netedd C : J — R" cu C(0) = z (deci care pleacd din z) astfel incdt

dci
dt

fict,....c™, ,i=1n.

In plus, dacd notd aceastd curbd cu C, atunci aplicatia
¢p:JxV —=R" ,¢(s,2) = Cy(s5)
este netedd (dependenta netedd de datele initiale).

Suntem gata sd formuldm acum teorema de existentd si unicitate a curbelor integrale ale unui cdmp vectorial.

Teorema 5.4. Fie X € X (M) un camp vectorial neted pe M §i po € M. Atunci existd o vecindtate deschisd Vy a
lui pg §i un interval deschis Jo € R, cu 0 € Jy, astfel incdt pentru orice p € Vy existd o singurd curbd integrald
¢ :Jo — M alui X, care pleacd din p. Orice curbd integrald a lui X care pleacd din p trebuie sd coincidd cu
aceastd curbd pe o vecindtate a originii 0 € R.
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Demonstratie. Fie (U, ¢) o harti pe M, cu coordonatele x, astfel incit po € U. Presupunem ci

n
- 0
X|U = ZXl(xl,...,x”)W,

i=1

cu X netede pe ¢(U). Aplicim teorema 5.3 cu @ = ¢(po). Cu notatiile din aceasti teoremi, rezultd ci existi o
vecinitate deschisi Vo = ¢! alui pg in M si un interval deschis Jo = J C R, cu 0 € Jj astfel incat pentru fiecare
p = ¢ (z) € V existi o singuri curbi c = ¢~ o C : Jo — M, care pleaci din p si care este o curbi integrali a
campului X. |

Vom demonstra acum o lema tehnica ce se va dovedi utila in cele ce urmeaza.

Lema 5.1. Fiec : J — M o curbd integrald a lui X. Dacd s € J este fixat si Ay : R — R este translatia
As(a) = a + s, atunci curba ¢1 = ¢ o Ag este o curbd integrald a lui X cu domeniul de definitie J1 = A—s(J), care
porneste din ¢ (s).

Demonstratie. Remarcam, Tnainte de toate, faptul ca liftul curbei ¢, este dat de

d 0
ciECl*o—=c*o)Ls*o—.

ot ot

Dar a% comutd cu translatiile, deci obtinem

cf=cxo—ods=c"ols=Xocy,
ot
adicd c; este, intr-adevdr o curba integrald. Se verificd usor afirmatiile referitoare la conditia initiald si la domeniul de
definitie. |

Urmadtoarea propozitie descrie o proprietate a curbelor integrale care este complet analoagd unei proprietdti a
solutiilor unei probleme Cauchy pentru un sistem de ecuatii.

Propozitia 5.5.2. Fie X € X(M). Dacdc; : J; — M,i = 1,2 sunt doud curbe integrale ale lui X care pleacd din
acelasi punct al lui M, atunci ele coincid pe domeniul comun de definitie, adicd pe J1 N J.

Demonstratie. Fie S = {s € J1 N J2 | c¢1(s) = ¢2(s)}. Vom demonstra ca S = Jy N J,. Ideea este sd deomonstram
cd S este atat Inchisa cét si deschisd 1n topologia de subspatiu a lui J; N J». Cum J; N J, este un spatiu conex, iar
mulfimea S este nevida (conform ipotezei, ea contine cel putin punctul 0), varezultaca S = J; N J5.

Fie, deci, s € S. Atunci, conform lemei 5.1, curbele ¢11 = ¢1 0 A §i c21 = ¢ o A sunt curbe integrale ale lui
X care pleaca din ¢1(s) = c2(s). Atunci, din teorema de existentd si unicitate a curbelor integrale, c11 si ¢21 coincid
pe o vecindtate a originii din R. Asadar, ¢ si c2 coincid pe o vecindtate a lui s In J; N J,, prin urmare punctul s are
o intreagd vecinatate continuta in mulfimea S, deci aceastd mulfime este deschisa.

Vom demonstra acum ca S este Inchisd in topologia de subspatiu. Aceasta este totuna cu a demonstra ca multimea
A = Jy N Jy\ S este deschisd in aceastd topologie. Daca A = @, atunci demonstratia propozitiei este incheiata.
Presupunind cd A # @, fie r € A. Atunci, din definitia lui A4, rezultd ca ¢y (r) = c»(r). M fiind un spa’iu topologic
Hausdorff, ¢ (r) si c2(r) au vecinatiti deschise disjuncte. Pe de alti parte, deoarece c; si ¢, sunt aplicatii netede, deci
continue, rezultd cd ¢1 # ¢, pe o intreagd vecinatate a lui r in R. Aceastd vecinatate este inclusa, deci, in 4, de unde
rezultd cd multimea A este deschisd, deci S este Inchisa, ceea ce Incheie demonstratia teoremei. |

Observatie. In demonstratia propozitiei de mai sus se utilizeaza in mod esential faptul cd varietatea M este un spatiu
topologic Hausdorff. Aceastd conditie este necesard, intr-adevir, pentru ca teorema sd fie adevdratd. Pe o varietate
care nu este Hausdorff se pot construi contraexemple.
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In cele ce urmeazi, pentru fiecare punct p € M, vom nota cu J(p) intervalul maxim pe care se poate defini o
curbd integrald a campului vectorial X, care pleacd din punctul p. O curbd integrald definitd pe intervalul maximal se
va numi maximald sau maximd.

Urmatoarea propozitie ne spune ca “translatdind” o curba integrald maximala, se obtine tot o curbd integrala
maximald (se Intelege, plecand dintr-un alt punct).

Propozitia 5.5.3. Fie y, curba integrald maximald prin punctul p € M. Dacd s € J(p), atunci curba y, o Ag este
o curbd integrald maximald ce pleacd din punctul y ,(s), iar domeniul sdu de definitie este A_s(J(p)).

Demonstratie. Din lema 5.1 rezultd cd y, o Ag este, intr-adevir, o curbd integrald a lui X, cu domeniul de definitie
A_s(J(p)) si care pleacd din punctul p’ = y,(s). Ea trebuie si coincida pe acest interval cu curba maximald prin p’,
prin urmare trebuie sd avem A_s(J(p)) € J(p’). Pe de alti parte, de asemenea din lema 5.1, rezulti cd y,r o A este
o curbd integrald cu domeniul Ag;(J(p)), care pleacd din y,/(—s) = p Si, prin urmare, dintr-un rationament analog
cu cel de mai sus, A5(J(p’)) € J(p). Domeniul lui y, o A este, de aceea, egal cu J(p’) si, deci, yp oAy = ypr. M

Definitie. Un camp vectorial X € X' (M) se numeste complet dacd pentru orice p € M avem J(p) = R.
Urmatoarea propozitie ne oferd o conditie echivalentd, uneori mai usor de verificat.

Propozitia 5.5.4. Un cdmp vectorial X € X (M) este complet dacd i numai dacd existd un interval I C R, cu
0 € I, astfel incat orice curbd integrald a lui X sd fie definitd pe 1.

Demonstratie. Conditia este, in mod evident, necesara, deoarece, campul fiind complet, orice curba integrala se poate
extinde chiar la Intregul R. Presupunem acum cd este verificatd conditia din enunt. Atunci existd un numar real
¢ > 0 astfel incat, pentru orice p € M, avem [—¢,¢] C J(p). Sd admitem cd existd un punct p € M astfel incat
J(p) # R. Prin urmare, intervalul J(p) trebuie sa fie marginit, fie inferior, fie supreior. Consideram, pentru inceput,
cd este marginit superior si fie b = sup J(p). Atunci, dacd p’ = y(b — &), conform propozitiei precedente, intervalul
maximal pentru punctul p’ va fi J(p') = A_p4.(J(p)). Prin urmare, orice element al lui J(p’) este strict mai mic
decit ¢, ceea ce inseamnd cd J(p’) B [—¢, €], in contradictie cu ipoteza. Daci, pe de altd parte, J(p’) are un infimum
a, un rationament anaog ne conduce la concluzia ci orice element al intervalului J(p”), unde p” = y(a + ¢) este
strict mai mare decat —e, deci J(p”') 2 [—¢, €], ceea ce este, din nou, o contradictie cu ipoteza. |

Propozitia demonstratd mai sus ne va permite sd demonstram urmatoarea teoremd, foarte utild in aplicatii.
Teorema 5.5. Orice camp vectorial pe o varietate compactd M este complet.

Demonstratie. Fie X € X(M) si po € M. Atunci, conform teoremei 5.4, existd o vecindtate Vo € M a lui po
si un interval deschis Jo € R astfel Incat din fiecare punct al Iui Vj pleacd o curba integrald a lui X, definitd pe
Jo. Deoarece M este compactd, ea se poate acoperi cu o multime finitd de multimi Vp. Intersectia intervalelor Jo
corespunzdtoare acestor mulfimi va fi un interval nedegenerat care contine pe 0, deoarece o intersectie a unui numar
finit de intervale cu aceasti proprietate. in plus, acest interval este, in mod evident, inclus in J(p) pentru orice punct
p € M. Aplicand acum propozitia precedentd, ajungem la rezultatul scontat. |

5.6 Fluxul unui camp de vectori

Definitie. Fie A C R x M o submultime deschisi si F : A — M o aplicatie neteda. Spunem cd perechea (A, F)
este un grup local cu un parametru dacd sunt verificate urmatoarele trei conditii:

1) pentru orice punct p € M mulfimea A, = {t e R | (¢, p) € A} este un interval J, de pe axarealicu0 € Jp;

2) F(0, p) = p pentru orice p € M;
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3) Fs4+(p) = Fs(F:(p)), pentru orice s, ¢, p pentru care operatiile au sens, adici (¢, p), (s + ¢, p), (s, Fr(p)) € A,
unde aplicatia F; duce un punct p € M in F(¢, p).

Aceastd notiune va fi foarte utild pentru legiturile pe care le are cu teoria cAmpurilor de vectori. Incepem prin a
introduce un concept similar, legat de cimpurile vectoriale.

Definitie. Fie X € X' (M) un cAmp vectorial. Notdm cu D(X) multimea
D(X)={(t,p) eRxM |t eJ(p)}

Se numeste flux maximal asociat campului X aplicatia ® : D(X) — M care are proprietatea ci pentru orice p € M
aplicatia @, : (¢, p) — P(¢, p) este curba integrald maximaldf care trece prin punctul p (cu alte cuvinte, cea care are
ca valoare initiald pentru ¢ = O punctul p).

Din definitia fluxului maximal al unui camp d evectori, este clar cd ne asteptdm ca acest flux sa determine, practic,
un grup de transformiri cu un parametru. In mod evident, din cele demonstrate pani acum relativ la curbele integrale
ale unui camp de vectori rezultd cd primele doua condifii sunt indeplinite. Pe de altd parte, am vadzut ca, dacd y,
este curba maximald prin p, iar s € J(p), atunci curba maximald prin ¢ = y,(s) este ¥, o Ay, cu alte cuvinte avem
Yq(t) = yp(s + 1), ceea ce Inseamnd cd, dacd operatiile sunt definite, avem &5, = ®; o &, adici este verificatd si
cea de-a treia conditie. Toate acestea au sens, Insd, doar in masura in care suntem capabili sd demonstrdm cd multimea
D(X) este deschisd, iar aplicatia ® este netedd. Vom demonstra mai tirziu aceste afirmatii. Pe moment, insd, vom
studia relatia locald care existd intre campuri de vectori si grupuri de transformaéri cu un parametru.

Fie (A, F) un grup local uniparametric. Atunci, pentru orice p € M avem o curbd t — F;(p), definita pe
multimea A,. Pentru fiecare p € M notim cu X(p) = Fj(p) — vectorul tangent la curbd in origine. Prin urmare
avem X (p) € Tp M. Am definit, agadar, un camp de vectori X : M — T M, care se numeste generatorul infinitezimal
al grupului local uniparametric.

Propozitia 5.6.1. Dacd (A, F) este un grup local uniparametric, atunci generatorul sdu infinitezimal este un camp
neted §i pentru orice p € M curbat — F;(p) este o curbd integrald prin p a acestui cAmp de vectori.

Demonstratie. Fie (U, ¢) o harta pe varietatea M si p € U. Deoarece A este o multime deschisa in topologia produs
de pe R x M si ea contine punctul (0, p), iar F(0, p) = p, din continuitatea Iui F rezultd cd existiun ¢ > 0 si 0
vecinitate W a lui p astfel incit (—e,&) C A, iar Fx(W) C U, pentru orice t € (—¢, ¢). Putem presupune, fard a
restringe generalitatea, ca W C U si notim B = @(W). Definim

G:(—¢e¢6):(—e,e)x B—>R" G, x',....x") =o(Ft,o ' (x',....x")).

Este clar cd G este netedd in ansamblul variabilelor, fiind o compunere de functii netede. Dacd ¢ € W, punem
x = (x!,...,x™) = ¢(q) si scriem curba t — F;(q) sub forma

Fi(q) = ¢ ' (G(t,x)) = ¢~ (G'(1,x),....G"(1,x)), 1€ (=¢¢8).
Pe de alta parte, deoarece G (¢, x) = ¢(F¢(q)), avem

dFt
Fl(f) = -
o® dt

Tl 9
= - — ] . )
; 4 t=0(X) (3xl )q

t=0

% (x) sunt netede pe B. Functiile X! = g’ o ¢ sunt, prin urmare netede. Egalitatea (*) se
t=0

Functiile g’ (x) =

mai poate scrie
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de unde rezulti ci, de fapt, functiile X’ sunt componentele cAmpului X ‘ w inharta (U, ¢), deci X este neted pe W.
Cum punctul p a fost ales arbitrar, X este un cAmp neted pe intreaga varietate.

Fie, acum p € M. Vom arita ci aplicatia t — F;(p) este o curba integrald a Iui X care trece prin p. Fixam
t € Ap. Notim g = F;(p). Trebuie si verificdim cd F/(p) = X(Fi(p)) = X(q). Fie f € F4(M) un germene.
Atunci avem

X@)(f) = Fo@)(f) = lim (f(Fs(@) = f(@).

Deoarece (t, p), (0,q) € A, rezultd ca existd un ¢ > 0 astfel incat (t — e, + ¢) C Ap, iar (—¢, &) C Ay sau, tindnd
cont de conditia 3) din definitia grupului local uniparametric,

Fs(q) = Fs(Fi(p)) = Fr5(p),

pentru orice s € (—¢, ). Prin urmare, avem

X@() = lim (f(Fis) = f(F(p)) = F/(/).

Inversa afirmatiei din propozitia precedentd este, de asemenea, adevarati, adicd avem

Propozitia 5.6.2. Pentru orice camp de vectori X € X (M) existd un grup local uniparametric care are ca generator
infinitezimal chiar pe X.

Vom impdrti demonstratia acestei propozitii in mai multe leme.

Lema 5.2. Fie X un cdmp de vectori X € X(M) si p € M. Atunci existd un ¢ > 0, o vecindtate deschisda W a lui p,
precum §i F : (—e, &) x W — M o aplicatie netedd, astfel incat F(0,q) = q sit — F(t,q) sd fie o curbd integrald
pentru X, oricarearfiqg € W.

Demonstratie. Fie (U, ¢) o hartd in jurul lui p si xo = ¢(p). In aceastd hartii, X are o reprezentare de forma

“ d
X=) X —.
2 X5
i=1
Fie g : ¢(U) — R” aplicatia, evident neteds, de componente g' = X’ op~!,i = 1,...,n. Considerim problema
Cauchy
d
;7)) =g(.x)). y0.x)=x¢eD=9¢l). )

Daci B = B(xo, r) este o bili deschisi astfel incat B C ¢(U), atunci existiun & > 0 siosolutie y : (—¢, &)xB — D
a acestei probleme Cauchy. y este netedd pe (—¢, €) x B. Daci W = ¢~ 1(B), functia F(t,q) = ¢ 1 (y (¢, ¢(q))) va
fi definita si neteda pe (—¢, &) X W. Avem

F(0.9) = ¢~ (¥(0,9(¢)) = ¢ ' (¢(q)) = q.

pentu orice ¢ € W. Pe de alti parte, pentru orice ¢ € W, fie x = ¢(q). Atunci curba t — F(¢,q) se va putea
transporta pe D ca

o F(t,q) = y(t,x).

Componentele lui y verificd sistemul (*), care este chiar sistemul asociat curbei noastre, prin urmare curba t —
F (¢, q) este o curbd integrald a campului X . |

Lema 5.3. Fie X € X(M), F C R x M o submultime deschisd si F : F — M o aplicatie netedd astfel incdt
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1) pentru orice p € M, multimea

Fp={teR|(t p) eF}
este un interval deschis cu 0 € Fp;
2) F(0, p) = p, pentru orice p € M;
3) curbat — F;(p) este o curbd integrald.
Atunci (F, F) este un grup local uniparametric.

Demonstratie. in mod clar, perechea (F, F) verifici primele doui conditii din definitia unui grup local cu un para-
metru, deci doar cea de-a treia conditie mai raimane de verificat. Fie, deci, p € M,t € F), si ¢ = F;(p). Trebuie si
ardtdm ca dacd s € Fy,iar s + ¢ € F), atunci

Fs(q) = Fs++(p). *)

Consideram curba u — Fy,(p), care este o curba integrald a lui X, cu F;(p)=q. Curba u — F,,(q) este si ea o curba
integrald, iar Fo(p) = ¢. Cele doua curbe trec prin ¢, deci ele coincid pe domeniul comun de definitie, adica iau
aceeasi valoare in ¢ + u, respectiv u, dacd sunt definite Tn punctele respective. Prin urmare, are loc relatia (*).

Pe de alta parte, deoarece t — F;(p) este o curbd integrala pentru X, iar Fo(p) = p, putem scrie ca

Fo(p) = X(p),
adica X este generatorul infinitezimal al grupului local cu un parametru (F, F). |

Demonstratia propozitiei 5.6.2. Fie X € X (M) un camp de vectori si fie €, W), F), obiectele produse de lema 5.2
pentru un punct oarecare p € M. Dacd pentru py, pp € M avem W), N Wy, # @, atunci

Fp(t,q9) = Fp,(2,9)

pentru orice g € Wy, N Wy, si [t| < min(ep,,ep,). Putem, deci, defini o aplicatie F pe submultimea deschisa
FCRxM,
F= U (—&p.ep) X Wp
PEM

dupd cum urmeaza. Dacd (7, g) € F, atunci, din definitia lui F, existd un p € M astfel incat (¢, q) € (—&p,p) x W)
Punem, atunci, F(¢,q) = Fp(t, q). Observatia de mai sus ne garanteazi cd definitia nu depinde de alegerea lui p. F
coincide pe (—¢p, €p) x W)y cu Fp, deci este netedd. Conditiile 1,2,3 din lema 2 sunt verificate, deci perechea (F, F)
este un grup local cu un parametru, care se numeste flux local asociat campului X . |

Mai avem nevoie de Incd o lema care ne va ajuta sa demonstradm teorema centrald a acestei sectiuni.

Lema 5.4. Dacd (F, F) este un grup local cu un parametru pe varietatea M, iar K C M este compactd, atunci
existd un & > 0 §i o vecindtate deschisd W a lui K in M, astfel incdt (—e,e) x W C F.

Demonstratie. Pentru orice p € M, (0, p) € F, iar F este deschisd in R x M, prin urmare existd un ¢, > 0 si o
vecindtate deschisd U, a lui p, astfel incat (—ep, ep) x U, C F. Alegem, pentru fiecare p € K, ¢, si Up, ca mai sus.
Atunci familia {U, | p € K} este o acoperire deschisd a lui K. Fie {Up,,...,Up,} o subacoperire finitd a acestei

acoperiri. Dacd acum alegem
l
W = U e = inf ¢;,
, i<l
i=1

W si e au proprietitile cerute. |
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Teorema 5.6. Pentru orice X € X (M), multimea D(X) este deschisd in R x M, iar fluxul ® : D(X) — M este o
aplicatie netedd.

Demonstratie. Fie X € D(X) si (D(X), ®) fluxul sdu maximal. Fie p € M,t € J(p). Trebuie sé ardtdm ca exista
o vecindtate a perechii (¢, p) € R x M, care este inclusa in D(X), iar pe aceasta vecindtate aplicatia O este neteda.
Fie (F, F) un grup local cu un parametru generat de X ca in propozitia 5.6.2. Presupunem ca ¢ > 0 (in cazul t < 0
demonstratia este analogd). Fie

K ={®,(s) | s €[0,1]}.

In mod evident, multimea K este compacti. Atunci, din lema 5.4 rezultd ci existi un & > 0 si o multime deschisi
W C M, cu K C W astfel incat (—e,e) x W C F. Fixam un § € (0,¢) si determindm k£ € N astfel incat
ké <t < (k + 1)§ (cu alte cuvinte, k = [t/§] — 1, unde [ ] noteaza functia parte intreagd). Definim multimile
deschise Uy, Up_q, ..., Ug astfel incat W = Uy, iar

Ui—1 = F ' (U)nW, i=1k.

Multimile U; sunt nevide, deoarece ele contin punctele pg = p, p1 = Fs(po..... px = Fs(pr—1)). Intr-adevir,
deoarece doud curbe integrale coincid pe domeniul comun de definitie, avem cd p; = ®,(k),..., px = Pp(kd)
si, deci, aceste puncte sunt in K. In particular, p; € Uy si, deoarece py = Fs(px—_1), rezulti ci pg_; € Up_;.
Continuand, obtinemin final cd p = pg € Up.
Vom demonstra acum ca (—¢, kd+¢)x Uy C D(X) sau, altfel spus, pentru orice g € Ug avem (—¢, kd+¢) C J(q).
Fixdm un g = g € Uy si definim
qi = Fs(qi—1), i=1,k.

Ca si mai sus, se deduce cd ¢q; € U;,i = 0,1,...,k. In particular, toate punctele ¢; se afli in W. Fie acum
J(q) = (aq,bg). Considerdm curba
u — Fu(q) = Fu(qo).

Aceasta curba este o curba integrala care pleaca din ¢, definitd pe J(¢) (care contine intervalul (—e, )). Prin urmare,
(—e,€) C (aq,by) siavem
Qg (u) = Fu(q),

pentru orice u € (—¢, ¢). Pentru k = 0 afirmatia este, prin urmare, adevarata. Fie k > 0. Presupunem cd am aritat,
pentruorice i < k,cdid +¢& < by si
Q@8+ u) = Fulgi).

pentru u € (—e&,¢). Vom demonstra ca aceste afirmatii rimaan valabile si pentru i 4+ 1. Facem u = § in afirmatia
precedenta si obtinem

Qq((i + 1)8) = Fs(qi) = gi+1-
Consideram curba u — Fy,(q;+1). Aceastd curbd este definita pe (—¢, ¢), deoarece ¢;+1 € W si este o curbd integrala
care trece prin g; 1. Atunci

g (G + 1)8 +u) = Fulgi+1), (*)
pentru orice u € (—¢,¢) $i (i +1)d+u € (aq, by). Presupunem cinuavem (i +1)d+¢ < by, adici by < (i +1)5+e.
Definim atunci curba ¢ : (agq, (i + 1)§ + &) — M prin

Dy (s) daca s € J(q),

O =) Fulgrer) daci s €+ D5 -6, + D5 +e).

unde u = s — (i 4+ 1)8. Definitia este corecti, datoriti relatiei (*). In plus, ¢ este o curbi integrali a lui X care extinde
curba &4, ceea ce contrazice faptul cd aceastd din urma curbd este maximala.
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Prin urmare, (i + 1)8 4+ & € J(g). In particular, relatia (*) are loc pentru u € (—¢, ). Rationamentul inductiv ne
permite sd tragem concluzia ca k§ 4+ ¢ < by ;i

g (kd +u) = Fu(qr)-

pentru orice u € (—¢, ¢€).
Prin urmare, am aratat
(—&,ké +¢) C D(X)

si, In plus,
Ds(q) = Pg(s) = Fs—rs(q) o Fs o---0 Fs(q),

pentru orice s € (k§ — e, k8 + ¢),q € Up. Prin urmare, ® este netedd pe (k8 — ¢, kS + &) x Uy, care este o vecindtate
alui (¢, p). |

Fie acum X € X (M) un camp de vectori, iar (D(X), ®) fluxul sdu maximal. Pentru orice ¢ € R, notam
DX) ={peM|pelt(p)}={peM]| p)eDX)}

Din teorema 5.6 rezulti ci multimea D(X); este deschisd in M pentru orice ¢ € R, iar D(X)o = M. in plus, daci
0 <s < t,atunci D(X); C D(X);,iardacd s <t < 0, atunci D(X)s C D(X);.
Definim, pentru un ¢ fixat,

S :D(X) — M, D:(p)=D(t,p) = Pp(2).
Atunci avem
Propozitia 5.6.3. ®; este un difeomorfism de la D(X); la D(X)—y, iar ®;1 = d_;.

Demonstratie. Deaoarece p € D(X),, rezultd, conform definitiei, cd t € J(p). Fie ¢ = ®,(¢). Atunci —t € J(q),
adicd ¢ € D(X)—¢. Aceasta nu inseamni altceva decét cad @;(D(X);) C D(X)—;. Pe de alti parte,

(P_s 0 Ps)(p) = P_s44(p) = Do(p) = p,

pentru orice p € ®;(D(X);). Rationamentul se poate aplica n egald masurd lui ®_; iar, cum ®; si &_; sunt ambele
netede, rezultd imediat rezultatul scontat. [ |

Propozitia 5.6.3 este motivul pentru care se spune cd fluxul maximal asociat unui camp de vectori este un grup
local cu un parametru de difeomorfisme. Sensul acestei afirmatii este cd acela cd aplicatiile ®; formeaza un grup
local in raport cu compunerea aplicatiilor, adicd sunt verificate toate axiomele unui grup, cu conditia sd aiba sens
compunerea (de aici termenul de “local”). In plus, toate elementele acestui grup local sunt, dupi am vizut, difeomor-
fisme. Elementele acestui grup actioneaza asupra punctelor unei varietdti, mutindu-le de-a lungul curbelor integrale
ale campului de vectori.

Vrem sd vedem acum cum se modificd curbele integrale ale unui cAmp vectorial la actiunea unui difeomorfism.
Are loc urmatorul rezultat:

Propozitia 5.6.4. Dacd i : M — M este un difeomorfism (sau, in alti termeni, este un automorfism al lui M),
iar X € X (M) este un cdmp vectorial pe M, carer este generatorul infinitezimal al grupului local cu un parametru
(F, F), atunci campul vectorial p« X este generatorul infinitezimal al unui grup local cu un parametru (G, G) astfel
incadt, pentru oricet € R, avem

Gr=poFonl.
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Demonstratie. Dupd cum se stie, actiunile pe functii netede ale cAmpurilor p« X si X sunt legate prin relatia

(s X)(f) = X(fop)op™",

adica avem

o (fowokF—fop 1 g fouoFou™h)—f
W X(S) = {1121)10 t oH = lh_r)no t B
B (d[fo(qut o;rl)])
B dt '
t=0
Cum, pe de alta parte,
d(f oG
R e
t=0
se obtine rezultatul scontat. |

Definitie. Un camp vectorial X € X' (M) se numeste invariant relativ la un difeomorfism y : M — M daca avem
wxX = X.

Propozitia 5.6.5. Un camp vectorial X € X (M) este invariant fatd de un difeomorfism ju : M — M dacd si numai
dacd (o comutd cu difeomorfismele @ generate de feluxul campului X.

Demonstratie. Dacd X este invariant fatd de pu, atunci avem, prin definitie, u+«X = X, iar fluxurile celor doud
cad,mpuri vectoriale coincid. Asadar, utilizand propozitia precedentd, avem

podonl =@

pentru orice ¢ sau, inca,
pno®d =& 0pu.

Invers, din comutativitate, adica
no® = Prop,

rezultd ca

®; =podopul,

adicd cele doua fluxuri coincid, deci si campurile de vectori coincid. |

5.7 Derivata Lie a unui camp de vectori

Fie (F, F) un grup local uniparametric generat de campul vectorial X € X (M) si fie Y € X'(M) un alt camp de
vectori pe M. Definim, pentru un ¢t € R, cdmpul

Yy = (Fy)«Y.
Este clar ca, deoarece (F;4s)« = (Fy)« o (Fg)x, vom avea
Yis = (Fs)*Yt-

Vrem sa definim acum “derivata” cAmpului Y; in raport cu parametru . Avem
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dY,
Propozitia 5.7.1. Aplicatia d_tt : F(M) — F(M), definitd prin

dYy o dX:(f))
— H=—"

defineste un camp vectorial neted pe M pentru care avem

dY, B dY,
(W)m = (Fe)s (W)tzo‘

dY; . . . .
Demonstratie. A demonstra ci — este un camp vectorial neted revine la a verifica faptul ca este un operator dife-

rential, ceea ce rezultd imediat din faptul ci Y; si d/dt sunt operatori diferentiali. Mai departe, utilizam faptul c4,
dacd u : M — N este un difeomorfism, atunci

(1 X)(f) = X(fop)op™,

dY,
pentru orice f € F(N). Aplicam acest rezultat pentru u = F5, N = M, X = (d_tt) si obtinem
t=0

av, _(ay, L _ Ao F)e FTT
[0 (), ) = () oo - [ a -

_ (d[(Fs)*Yt(f)]) _dYis(f) _ (dYt(f)) .
B dt =0 dt o dt )=y

dY;
= (W)H .

Demonstram acum o lema pe care o vom utiliza in cele ce urmeaza.

Lema 5.5. Fie X generatorul infinitezimal al grupului local uniparametric (I x U, G), unde I, = (—¢,¢), cue > 0,
iar U C M este o multime deschisd. Fie f o functie netedd pe U cu valori reale, si f; = f o Gy : U — R, pentru
unt € Ig. Atunci existd o functie netedd hy : U — R astfel incdt pentru orice p € U

Ji(p) = f(p) +thi(p).
iar ho(p) = Xp(f).
Demonstratie. Punem

1
d
he(p) = / D us. pras.
0

Atunci este clar cd prima egalitate din enunt este verificatd si avem

Xps = tim TGP IOy Sl2) =S

—0 t t—0 t

= th_r>n0 h:(p) = ho(p).
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Propozitia 5.7.2. Fie X un camp vectorial neted pe M §i ® fluxul sau maximal. Atunci avem

dY;
— =Y. X
dt Yz, X1

pentru orice Y € X(M), unde Y; = (Oy)«Y .

dY,
Demonstratie. Fie Z; = d_tt Utilizdnd lema precedenta, obtinem, pentru orice f € F(M),

20 = (GE) = (F52) = jim fen - =
= lim S[V(f 0 @) 0@ V()] = lim + [¥(/ +th) 0 @'~ ¥(f)] =
= lim V() + 1Y () = Y(f) 0 @) 0 @7 = lim ¥ ()
i 2Ty ) - x () = X1

Pe de altd parte, din propozitia 5.7.1, deducem cid Z; = (®;)«Zy, deci
Zp = (Pr)«[Y, X] = [(Pr)+Y, (Pr)« X].
Dar, dupi cum se verifica imediat, X este invariant la difeomorfismele ®;, adica (®;)«X = X, deci
Z; = [(Pr)«Y, X] = [Y1, X].
|

Propozitia 5.7.3. Fie X, Y doud campuri vectoriale netede pe M si @,V fluxurile maximale ale celor doud cdmpuri.
Atunci urmdtoarele doud afirmatii sunt echivalente:

(i) ®; 0o Wy = WU o Oy, pentru orice s,t;
(ii) [X,Y]=0.

Demonstragie. Dacd ®;0W; = W 0®,, atunci rezultd ca Y este invariant fatd de difeomorfismele ®;, adicd ($;)«Y =
Y. Notand Y; = (®;)«Y, avem, din propozitia 5.7.2,

Y;
0= (&) =[v, X],
dt ) i=o

de unde rezulti ca [X, Y] = —[Y, X] = 0.
Invers, daci [X, Y] = 0, atunci

ay, dy, B B
= (@0 (7)t=0 = (®)«[Y, X] = 0@.

Asadar Y; = (®;)«Y =Y si, deci cAmpul Y este invariant fata de difeomorfismele ®;, ceea ce este acelasi lucru cu
conditia de comutare (i). [ |

Definitie. Se numeste derivatd Lie a unui camp de vectori ¥ € X (M) de-a lungul unui camp X € X' (M) campul de
vectori L y Y definit prin

(Lx¥)p = lim =Y, ~(@).1),].

pentru orice p € M.
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Propozitia 5.7.4. Pentru orice X,Y € X(M) avem
LxY =[X,Y].
Demonstratie. Avem, conform definitiei,
(LxY)p = lim ~[¥, = (@)47),],
t—0t

de unde, deoarece ®¢ = 1)y, rezultid ca

d(P;).Y
(LXy)p:_( (@) ))
t=0
sau, inca,
LXY=—(ﬁ) = —[Yo, X] =—[Y,X]=[X,Y].
dt )i=o

Propozitia 5.7.5. Operatorul Ly : X(M) — X (M) este R-liniar.

Demonstratie. Rezultd imediat din propozitia 5.7.4 si din R-liniaritatea parantezei Lie. |
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CAPITOLUL O

Grupuri si algebre Lie

6.1 Introducere

Revenim, 1n acest capitol, asupra grupurilor Lie si ardtdm cum li se poate atasa lor, In mod natural, o algebrd Lie.

6.2 Campuri invariante la stanga

Definitie. Fie G un grup Lie si X € X (G) un camp de vectori pe G. Spunem cd X este invariant la stdnga (respectiv
la dreapta) dacd pentru orice g € G avem

LgxX =X (respectiv Rg+ X = X).

Vom nota, in cele ce urmeazd, cu 7 aplicatiaZ : G — G, x — x~1 care este, in mod evident, un difeomorfism

(este neteda din chiar definitia grupului Lie, iar inversa aplicatiei este ea insdsi).

Remarcdm, Tnainte de toate, cad Lg, Rg,Z fiind difeomorfisme, ele, in particular, definesc automorfisme ale alge-
brei Lie a tuturor cAmpurilor de vectori pe grupul Lie G. In particular, aceste izomorfisme se comporti bine, intr-un
anume sens, cu campurile de vectori invariante, fie la stanga, fie la dreapta. Mai precis, are loc urméitoarea propozitie:

Propozitia 6.2.1. Fie G un grup Lie. Atunci:

(i) Dacd X §i Y sunt doud cdmpuri invariante la stdnga (respectiv la dreapta) pe G, atunci si paranteza lor Lie
[X, Y] este invariantd la stdnga (respectiv la dreapta).

(ii) Dacd X este invariant la stdnga (respectiv la dreapta), atunci campul Ly X este invariant la dreapta (respectiv
la stanga).

(iii) Dacd X este invariant la stdnga (respectiv la dreapta), atunci §i LxgX s§i R«gX sunt invariante la stdnga
(respectiv la dreapta).

Demonstratie. Prima proprietate este o consecintd directd a faptului cd Lg« este un automorfism al algebrei Lie a
campurilor de vectori pe G.
Pentru a demonstra (ii), remarcdm, inainte de toate faptul ca relatia

(gx) '=x"1g7!
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se poate scrie
ZolLg =Ryz-101.

In sfarsit, pentru (iii), fie X un cAmp invariant la stinga. Avem, pentru orice g,7 € G, tinand cont de faptul ci
translatiile la stinga comuta cu cele la dreapta:

Lix (RgxX) = Rgx (LpeX) = RguX,

ceea ce demonstreaza faptul cd Rg« X este, de asemenea, invariant la stdnga. La fel se trateaza si celelalte cazuri. W

6.3 Grupuri de transformari si spatii factor



CAPITOLUL 7

Elemente de calcul tensorial si forme diferentiale

7.1 Introducere

Peste tot, in acest capitol, spatiile vectoriale cu care vom lucra vor fi reale si finit dimensionale. Majoritatea constructi-
ilor pe care le vom face se pot extinde, cu cateva modificari, la cazul spatiilor vectoriale complexe, finit dimensionale.
In ceea ce priveste extensia la cazul spatiilor vectoriale infinit dimensionale, aici apar anumite dificultiti de naturi
tehnicd. Dupa cum se stie din topologie, In cazul spatiilor vectoriale finit dimensionale existd (pand la un omeomor-
fism) o singurd topologie pe spatiu in raport cu care operatiile de spatiu vectorial sa fie continue. De aceea, cind
vorbim despre spatii finit dimensionale, nu pomenim despre topologia lor, pentru ca admitem, Tn mod implicit, ca
este topologia standard. Lucrurile stau cu totul altfel In cazul spatiilor infinit dimensionale, unde trebuie precizata si
topologia. Chiar daca este fixatd topologia, in cazul infinit dimensional existd mai multe notiuni de dual al spatiului,
in functie de topologia ce se alege pe dualul algebric. Oricum, ca model pentru spatiile cu care lucram ne serveste
spatiul tangent la o varietate Intr-un punct, si acest spatiu este finit dimensional, deoarece in cadrul acestui curs ne
limitam la examinarea varietdtilor finit dimensionale.

7.2 Notiuni de algebra tensoriala

Notiunea de fensor pe un spatiu vectorial V' este o notiune fundamentala Tn geometrie si ea reuneste, intr-o abordare
unitard, mai multe notiuni, in aparentd disparate, cu care ne-am intalnit deja, In repetate randuri: vector, covector (1-
forma) si forma biliniard. Vom vedea imediat céd ceea ce au in comun aceste notiuni este faptul ca toate sunt aplicatii
multiliniare (adica liniare in fiecare argument), cu valori reale, definite pe un produs de un numér de copii ale spatiului
V si un numir de copii ale dualului sdu, V*.

Afirmatia este evidentd pentru 1-forme si pentru forme biliniare. O vom demonstra acum si pentru cazul vectorilor.
Dupi cum se stie din algebra liniari, spatiul vectorial V este izomorf in mod natural cu bidualul siu, V**. n acest
context, izomorfismul este natural deoarece pentru construirea sa nu este necesard fixarea unor baze in cele doua
spatii. Reamintim cd acest izomorfism este dat de aplicatia

OV V™ O () =a(v),

pentru orice vector v € V si orice 1-formd o € V*.
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Identificind, pentru un vector v € V, vectorul cu aplicatia ®(v) : V* — R, ®(v)(«¢) = a(v) pentru orice 1-
formd @ € V*, putem considera ci v Tnsusi este o aplicatie liniard V* — R. Suntem condusi, astfel, in mod natural,
la urmétoarea definitie.

Definitie. Fie IV un spatiu vectorial finit dimensional. Se numeste fensor de tip (r,s) pe V orice aplicatie (r + s)-
liniara
T:Vx---xVxV*x...xV* >R,

r exemplare s exemplare

unde r si s sunt numere naturale. Perechea (7, s) se mai numeste valenta tensorului 7. Se mai spune, de asemenea,
ca T este un tensor de r ori covariant si de s ori contravariant. Numarul r + s se numeste ordinul tensorului. Prin
conventie, un scalar (un numdr real) se considera a fi un tensor de ordinul zero (adici de tip (0, 0)).

Exemple. 1) Un covector (o 1-formd) pe V este o aplicatie « : V — R, adicd este un tensor de tip (1,0) (o datd
covariant). Acesta este motivul pentru care 1-formele se mai numesc si vectori covarianti pe V.

2) Unvector v € V, dupd cum am vdzut mai devreme, poate fi privit ca fiind o aplicatie (notatd la fel) v : V* — R,
adicd este un tensor de tip (0, 1); de aceea, un astfel de obiect se mai numeste si vector contravariant pe V.

3) O formd biliniardpe V, g : V x V — R este, in mod evident, un tensor de ordinul doi, de doud ori covariant. In
particular, un produs scalar pe V' este un tensor de ordinul al doilea, de doud ori covariant.

Vom nota, in continuare, cu 7,°(V) multimea tuturor tensorilor de tip (r,s) pe spatiul vectorial V. Conform
celor spuse mai devreme, avem identificirile 7BO(V) = R, ’751(V) = Vi 7]0(V) = V*. Introducem pe 7,°(V)
urmaitoarele operatii:

e adunarea:

(T +S) (vl,...,vr,al,...,as) =T (vi,..., 00", %) +
+S(v1,...,vr,0t1,...,ozs);
e Tnmultirea cu scalari:
(AT) (vl,...,vr,al,...,as) = A'T(vl,...,vr,al,...,as),
pentru orice tensori 7, S € 7,°(V), pentru orice vectori vy,...,v, € V, orice covectori ol
scalar A € R.
Este usor de constatat ca, impreuna cu aceste doud operatii, 7,° (V') devine un spatiu vectorial real. Pentru a stabili

dimensiunea acestui spatiu, vom pune in evidentd o bazd, construitd plecand de la o baza a spatiului V. Fie, deci,
pentru Tnceput,

,...,o% € V* i orice

B={e1,...,en}

o bazd a spatiului vectorial V' (aici, fireste, n este dimensiunea lui V). Dupa cum se stie din algebra liniard, B
determind o bazi a spatiului dual V*, duala sa

definitd prin conditiile
i N\ — sl
e'(ej) =34 J’
pentru orice indici i, j € {1,...,n}. Multimea tuturor selectiilor posibile de r vectori (nu neaparat distincti) din baza
B si s vectori (de asemenea, nu neapirat distincti), din baza B* formeazi o bazi

s / / . . . .
B) = {(e,-l,...,eir,e“,...,e“)}, 1 <iy,....ir,J1,...,js <n
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a spatiului V" x (V*)*. Exact asa cum o aplicatie liniard este determinati de valorile sale pe elementele unei baze, un
tensor de tip (7, s), dupd cum se poate constata cu usurintd, este determinat de valorile sale pe elementele unei baze a
spatiului V" x (V*)*, de exemplu ale bazei B3, considerate mai sus.

Definim, pentru fiecare combinatie de numere

1§k1’---’kr,ll’---’lsfn,

tensorul a);‘l ":jk’ care actioneazd pe elementele bazei B; in modul urmétor:
s
kikr (. - Js) = gkv.. . gkrgii. .. gJs
oy (e,l,...,elr,e ,...e = 8:'1 81’, 811 81S' (7.1)

Avem acum urmatorul rezultat.

Propozitia 7.2.1. Familia de tensori

AS(V) = {wl"]{j,‘/‘r 1 <kiyoookpdys. o ls < n},

definiti prin relatia (7.1) formeazd o bazd a spatiului vectorial T (V).

Demonstratie. Verificim, mai ntdi cd, intr-adevdr, tensorii sunt liniar independenti. Presupunem, prin urmare, ca
existd o combinatie liniard nuld a acestor tensori, adicd avem o relatie de forma

Iyl kikr
Aklmkr‘(vhnjs = 0.

Evaluim  membrul stdng al acestei relatii pe un element oarecare al bazei B,
(el-l veese el e“), si obtinem

—abhils | kvekr - Js) =
O_Akl---k, oyl (ell,...,e,r,e s, el5) =

= Al S]] = Al
Cum elementul bazei a fost ales in mod arbitrar, rezultd ca toti coeficientii combinatiei liniare se anuleaza, adica
tensorii sunt, Intr-adevdr, liniar independenti. Mai trebuie sd demonstram ca acesti tensori genereaza spatiul vectorial
77 (V), adica formeazd, intr-adevar, o bazd a acestui spatiu. Ne reamintim, in acest scop, de afirmatia noastra prece-
denta, anume cd, fiind dat un tensor 7 € 7,°(V'), acesta este unic determinat de valorile sale pe elementele unei baze
a spatiului V7 x (V*)*, de exemplu cele ale bazei BS. Pentru un element al acestei baze, notim cu

T ...n=T (eil,...,eir,e-“,...,e-“) (7.2)
valoarea tensorului pe acest element al bazei. Numerele reale lel lz,] ¥ determind Tn mod unic tensorul 7. Vom

demonstra cd ele sunt, de fapt, tocmai coeficientii descompunerii tensorului 7" in raport cu elementele multimii A3 (V),
adicd avem o exprimare de forma

_ s iy
T = Tl‘l"'l'r Wijer (7.3)
Asta se poate verifica imediat, evaludnd ambii membrii ai relatiei de mai sus pe elementele bazei B;. |

Corolarul 7.1. Spatiul tensorilor de tip (r, s) peste un spatiu vectorial n-dimensional V, T (V'), este de dimensiune
nr+g

B3

Demonstratie. Demonstratia este imediatd, nu avem altceva de facut decét sd “numaram” vectorii bazei A5 (1), care,
dupi cum se constatd cu ugurintd, sunt, intr-adevar, iIn numar de n” +s, [ |
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Definitie. Numerele Tl{ llrj *, definite prin relatia (7.2) se numesc componentele tensorului T relativ la baza A(V).

Observatie. Evident, pentru un tensor de tip (0, 1) (adica un vector din V'), componentele sunt chiar componentele
sale relativ la baza aleasd a spatiului V, adicd relativ la baza B, in timp ce pentru un tensor de tip (1, 0) (o 1-forma),
componentele sunt componentele 1-formei relativ la baza duald B*. Pentru o forma biliniard pe V', componentele nu
sunt altceva decit elementele matricii sale in baza B.

Observatie. In mod evident, componentele sumei a doi tensori relativ la o anumitd bazd sunt sumele componentelor
corespunzdtoare ale celor doi tensori relativ la baza respectiva, iar componentele unui tensor Tnmultit cu un scalar se
obtin Tnmultind componentele tensorului respectiv cu scalarul In cauza.

Exact aga cum se intAmpa 1n cazul vectorilor si al aplicatiilor liniare, si in cazul tensorilor este important sa vedem
cum anume se transforma componentele unui tensor la o schimbare de baza. Fireste, in spatiul tensorilor exista multe
baze si nu toate provin dintr-o baza a spatiului V, pe calea indicatd de noi. Totusi, noi vom lucra in exclusivitate cu
astfel de baze, de aceea, problema noastra va fi: s se stabileascd modul de transformare a componentelor unui tensor
atunci cand se schimba baza in spatiul vectorial V. Fireste, prima problema pe care va trebui sa o rezolvam este legatd
de modul in care se transformad elementele bazei lui 7,° (V') la o schimbare a bazeiin V.

Fie, deci,
B ={ei,....en}
o altd bazd a spatiului V. Presupunem cd matricea de schimbare a bazei este matricea 4 = (a’j) . Asta
1<i,j<n
inseamnd cd elementele noii baze se exprima in functie de elementele celei vechi dupa regula
— i .
ej =a;-ej, j=1,...,n. (7.4)

In mod corespunzidtor, dacd notdm cu B = (bl. inversa matricii A, atunci elementele bazelor duale sunt

J) 1<i,j<n
legate prin relatia . o
et =>bi-el, i=1...,n (7.5)

ej=b &, j=1...n, (7.6)
respectiv ‘ o
e’=a’j-éj, i=1,...,n. 7.7

Elementele bazei Zi(V) a spatiului 7,*(V'), construite plecind de la baza B a spatiului V, sunt determinate prin
relatiile

—kiky (5 5. 5h sis\ — ski . skroi1 gls

@y g, (e,l,...,e,r,e ,...,els) = 8:‘1 8:‘, 811 SIS' (7.8)
Pentru a stabili modul 1n care se transformd componentele unui tensor, trebuie sd stabilim, mai intdi, care este legitura
dintre tensorii @ si w. In acest scop, evaludim un tensor @ pe un element al bazei 3; si obtinem, tindnd cont de
relatiile (7.6) si (7.7):

52‘/:’ (el-l,...,eir,ejl,...,ej“) =
=@y (BB gy ey, a e et ) =
Iyl i1 €P1> Ui €prs gy , g
= bl bPrat a8y, 2, 2T 00) =
S ...blfirag]'ll "'a{ﬁ‘s];'] ...535;111 ...3;1: =
— bl(‘ll ...blkrraljll ---al’:.
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Avem, in consecintd, relatia importanta:

—kl kl kr J1 Js lr
lv =b;!---b; Jap - ala) e (7.9)

Vom stabili acum legétura dintre componentele unui tensor relativ la cele doud baze tensoriale. Fie, deci, T € 75 (V)
un tensor de tip (r, s). Conform definitiei, componentele lui 7" in baza ./Tli (V') sunt date de:

i1+iy

=J1Js - — _j -
T —T(eil,...,eir,e“,...,e“)=

_ k1 Js JIs\
_T(allekl,.. a ekr,b ”"’blses)—

_ k1 kriJ1 Js I Is\
=a; ~~-airbl1 "'blsT<€k1’---’ekr»e ,...,e’) =
_ kv kepit o pisqlied,

= a eay by b T

Astfel, relatia intre componentele tensorului in cele doud baze este

_]1]3_ k] kr j1 _]v
Tiyip, = aj, iy bl1 b k,

(7.10)

Observatie. In cazul tensorilor de tip (0, 1) (adica al vectorilor din V'), formulele (7.9) si (7.10) se transforma in
@ = aj w;, (7.11)

respectiv
o/ = bl (7.12)

Remarcam c4, 1n acest caz, baza tensoriald este, in realitate, chiar baza spatiului V, iar relatia (7.11) este, 1n fapt,
identicd cu relatia (7.4).

Relatia (7.12) este motivul pentru care vectorii din V' (adicé tensorii de tip (0, 1) pe V') se mai numesc si vectori
contravarianti pe V: componentele lor se transforma cu ajutorul inversei matricii de schimbare a bazei pe V.

In mod dual, covectorii (tensorii de tip (1,0) pe V) isi schimbi componentele cu ajutorul matricii schimbirii de
bazd in V, de aceea, ei se numesc vectori covariangi pe V.

7.3 Produsul tensorial a doi tensori

Vom introduce acum o noud operatie fundamentald Intre tensori, care implicd, de aceastd dati, tensori ce pot avea
valente diferite.

Definitie. Fie 7 € T5(V) si S € 7;1(V) doi tensori de tip (r,s) si, respectiv, (p,q) pe spatiul vectorial V. Se
numeste produs tensorial al celor doi tensori tensorul 7 ® Q, de tip (r + p, s + g), definit prin

T®S) (V1. Vs Upsdsen s Upap ety a0t a1 =
( + +p

(7.13)
=T (vl, e vr,(xl,...,as) - S (vr+1,...,vr+p,as+l, ... ,ozs+q).
Se poate verifica imediat ci definitia este corectd, in sensul cd T ® S este, intr-adevir, un tensor de tip (r + p, s+¢)
pe spatiul vectorial V.
Componentele produsului tensorial a doi tensori se pot gasi cu ugurintd dacd se cunosc componentele celor doi
tensori. Intr-adevir, are loc urmatoarea propozitie.
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Propozitia 7.3.1. FieT € T°(V)si S € 7;?(V) doi tensori pe spatiul vectorial V. Dacd fixdm o bazd {eq, ..., en}
in V, atunci componentele produsului tensorial T ® S € 7;3_:;1 (V) fatd de aceastd bazd se exprimd in functie de
componentele tensorilor T si S prin urmdtoarea relatie:

(T ® S)jl"'js-&—q _ le"’jS . SJ5+1J$+CI (7.14)

i1ir4p i1y Iyt p

Demonstratie. Avem

(T ® S)j]"'].s+q — (T ® S) (eila-"aeir+p7ejl""’ejs+q) —

i1ir i p
= T(e,-l,...,e,-,,e“,...,e")-
' S (eir-i-l’“"eir+p’ejs+l’---,eJXJrq) =
— leh . S.js-i—l"'.js-&-q
llo-olr lr+lu-'lr+p .

Urmaitoarea propozitie, a carei demonstratie este lasata in seama cititorului, rezuméa doud proprietdti remarcabile
ale produsului tensorial: compatibilitatea cu operatiile din fiecare spatiu de tensori de o valentd data si asociativitatea.

Propozitia 7.3.2. Produsul tensorial are urmdtoarele proprietdti:

I (a1Th +2T) @S =1 T @S + 212 ® S,

2. T®(B1S1+ B252) = 1T ® S1 + BoT ® Sa;

3. (TR®S)®R=T R (S QR).

Aiciay,an, B1, B sunt scalari, T, Ty, T, S, S1, S2, R sunt tensori, iar Ty §i T», respectiv S1 §i S» au aceeasi valentd.

Observatie. Produsul tensorial a doi tensori nu este comutativ. In general, daci S si T sunt doi tensori, S®7T # T ®S.
Existd, totusi, posibilitatea sd se defineasca un produs comutativ, asa-numitul produs tensorial simetric:

1
SOT=2(S®T+T®S). (7.15)

Produsul simetric al tensorilor S si T se mai noteaza uneori, pur si simplu, cu S7'.

Propozitia precedentd este cea care ne oferd posibilitatea de a construi produse tensoriale de mai mult de doi
tensori. In particular, daca B = {ej,...,e,} este o bazd a spatiului V, atunci baza tensoriald asociata A3 (1) a
spatiului vectorial 7,° (V') poate fi descrisd cu usurintd cu ajutorul produselor tensoriale. Mai precis, are loc urmdtoarea
relatie, care se poate demonstra imediat, prin calcul direct (mai precis, prin evaluarea pe elementele bazei B3 ):

ki-k k k
a)hl‘_.ls’=e '®...e"®e, ®-Qey,. (7.16)
Observatie. Relatia (7.16) ne spune ca spatiul vectorial 7,° (V') este generat de produse le tensoriale de r covectori si
s vectori pe 1/, de aceea se spune cd 7,° (V) este produsul tensorial a r copii ale spatiului V* si s copii ale spatiului
V si se scrie:
TPV)=V*"®---V*Q@V®---QV. (7.17)

r copii § copii

De exemplu,
TEV) =V V.
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De multe ori este comod s privim tensorii ca aplicatii cu valori tot intr-un spatiu de tensori. Aceasta se poate face
cu ajutorul izomorfismului dat de propozitia urmétoare, a cirei demonstratie nu o vom da aici.

Propozitia 7.3.3. Fie V un spatiu vectorial finit dimensional si (r,s), (r', s") doud perechi de numere naturale astfel
incatr > r' si s > s'. Atunci avem izomorfismul

TSW) = L(V X x VxV*x . V* TS5 (V)),

s’ copii r’ copii

unde prin L(---) am notat spatiul aplicatiilor multiliniare definite pe produsul respectiv de copii ale spatiului V' i
ale dualului sau, cu valori in spatiul de tensori indicat.

Exemplul cel mai des utilizat de noi va fi cel in care s’ = s—1 sir’ = r. AstaInseamnd, fireste, ci 7;s__rs,/ Vy=v.
Astfel, de exemplu, tensorii de tip (1, 1) pot fi priviti ca fiind aplicatii liniare de la V' 1a V, iar cei de tip (2,1) —ca
aplicatii biliniarede la V x V la V.

7.4 Campuri tensoriale pe o varietate diferentiabila

Definitie. Se numeste tensor de tip (r,s) in punctul x € M al unei varietiti diferentiabile un tensor de tip (r, s) pe
spatiul tangent 7 M in punctul x la varietate,

R:TxM x ... TyM xT;M x...TAM — R.

r copi s copii

Se numeste cdmp tensorial de tip (r, s) pe o varietate M o aplicatie care asociazd fiecérui punct x € M un tensor de
tip (r, s) in punctul x al varietatii.

Un exemplu clasic de caAmp tensorial este cel studiat mai devreme, al cAmpurilor vectoriale. Un cAmp vectorial pe
o varietate este un camp tensorial de tip (0, 1).

Un camp tensorial de tip (1,0) (adicd un cAmp de 1-forme sau de covectori) se numeste /-formd diferentiald
pe varietatea M. O 1-formd diferentiald este, de fapt, o sectiune a fibratului cotangent al varietétii, 7*M. 1-forma
se va numi netedd daci ea este netedd ca aplicatie M — T*M. Vom nota cu D(M) mulfimea tuturor 1-formelor
diferentiale netede pe M. Ca si 1n cazul spatiului campurilor vectoriale netede pe M, D(M) are atat o structurd de
spatiu vectorial real (infinit dimensional), cat si o structurd de C °° (M )-modul. Daca (U, ¢) este o hartd pe varietatea
M, atunci, pe aceastd hartd, o 1-forma diferentiald w se poate scrie ca

wly = wjdx",

unde w; sunt niste functii reale definite pe U. Se dovedeste, exact ca In cazul campurilor de vectori, cd w este neteda
daca si numai daca functiile w; sunt netede pentru orice hartd pe varietatea M .

La fel ca 1n cazul cAmpurilor vectoriale, un camp tensorial se poare defini, in acelasi mod, pe orice submultime
deschisa a unei varietdti diferentiale. Mai mult, orice camp tensorial R pe M induce un cdmp tensorial pe orice
submultime deschisd U C M, cAmp pe care il vom nota cu R|y .

Toate operatiile cu tensori pot fi extinse Tn mod natural la cAmpuri de tensori, definindu-le punctual. De exemplu,
dacd R si S sunt doud cAmpuri de tensori pe M, vom defini produsul lor tensorial punand

(R®S)x =RX®S)C’

pentru orice x € M.
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Sa presupunem acum cd R este un cdmp tensorial de tip (7, s) pe varietatea M. Dacd X1, ..., X, sunt cAmpuri de
vectori pe M, iar w!, ..., ®® sunt 1-forme, atunci putem defini o functie

R(X1,....Xr, 0!, ...,0°): M — R,
punand, pentru orice x € M,

R(X1,....Xr, 0", ...,0%)(x) = Ry (X1x, ..., Xpx 0}, ..., 05). (7.18)

X

Aceastd functie este, in mod evident, localizabild n sensul ca dacda U C M este o submultime deschisa a varietatii
M, atunci avem, dupd cum se poate constata cu usuringd,

1 1
R(Xy,....Xr, 0" ...,0%) v =R (Xilv,.... Xrlv.0'ly.....0°|U).
Observatie. Orice camp tensorial pe o varietate M, privit ca o functie de cAmpuri de vectori si de 1-forme, ca mai
sus (indiferent, pe moment, dacd acestea sunt netede sau nu) este aditiv si omogen 1n raport cu inmultirea unui cdmp
de vectori sau a unei forme cu o functie cu valori reale, definitd pe M. Se intelege, adunarea cAmpurilor de vectori
si a 1-formelor, ca si inmultirea lor cu o functie, se definesc punctual (cu alte cuvinte, aceste operatii sunt induse de
structurile de spatiu vectorial real pe spatiile tangente si cele cotangente la varietate In diferite puncte ale sale).
Fie acum (U, ¢) o hartd locald pe M, cu coordonatele locale xi,i =1,...,n. Atunci, dupid cum se stie, coor-
0 }
' Ox" |x ) 1<i<n
este o baza a spatiului cotangent este notatd cu {dx’ ‘x}l <i<p- Faptul cd cele doud baze sunt duale una celeilalte
inseamnd, dupd cum am vizut mai devreme, ci T
. P .
dx'| | —| | =46/
x \ 0x/ |,
pentru fiecare pereche de indici i, j € {1,...,n}.
Odata fixatd baza de coordonate in 7 M, atunci, dupd metoda expusd in sectiunea precedentd, putem construi o
baza a spatiului tensorilor de tip (r, s) in punctul x al varietatii,

donatele determind, in fiecare spatiu tangent 7 M o baza a acestui spatiu, { . Duala acestei baze, care

kikr () gk @ dd| @ 0| @ee
oyl (x) = dx . Q- ® dx N ® ol | R ol |, (7.19)
unde 1 < kq,....kr, 011,..., 1 <n.
Daca lasdm punctul x sd varieze Tn multimea deschisd U, obtinem o familie de campuri tensoriale pe U,
ki-kr k k 8 8
) =dx"' @ - ®dx" Q@ — @+ ® —,
f-ds dxh dxls (7.20)

lskl,...,kr,ll,...,lssn.

Asadar, daca R este un cAmp tensorial de tip (7, s), definit (cel putin) pe domeniul U al hértii (U, ¢), atunci pentru
fiecare x € U valoarea lui R in x, R, (care este un tensor de tip (r, s) pe Tx M), se poate descompune ca

Re =R (x0)- )l (x) (7.21)
unde coeficientii descompunerii sunt dati, dupd cum se stie, de
heely (o) — d 9 7 Iy
Rkl"'kr(x)_Rx(axkl xv--'v axkr x,dx xa---,dx x)' (722)

Din nou, daci lasam punctul x si varieze in U, obtinem o descompunere a campului tensorial R|y,

1yl kyk,
Rly = RS ~oftlor, (7.23)

unde, de data aceasta, RIL gunt functii pe U, cu valori reale.
q-ky
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Definitie. Fie R un camp tensorial de tip (r,s) pe varietatea M si (U, ¢) o harti pe M, cu coordonatele locale x'.
Functiile
Rll'-'lS =R (i i dxl] dxls) (7.24)
ki-k, — axkl’...’axk”’ 9 e ey .

se numesc componentele cimpului tensorial R relativ la harta (U, ¢).

Observatie. In cazul in care cAmpul tensorial R este dat doar pe o submultime deschisd A C M a varietitii, atunci for-
mula (7.24) reprezintd componentele lui R pe multimea U N A, care este, In fond, domeniul unei hérti pe subvarietatea
deschisa V alui M.

Este important sd stabilim cum anume se schimbd componentele unui camp tensorial atunci cand se trece de la
o hartd de coordonate la alta. Fie, prin urmare, (V, ¥) o altd hartd de coordonate pe M, astfel incat U NV # @,
iar coordonatele pe V le vom nota cu y/, j = 1,...,n. Dupi cum se stie, prin trecerea de la coordonatele x la
coordonatele y/, cAmpurile vectoriale de coordonate se schimbi dupi regula

d ay/ 0
ox! axt ayJ (7.25)
1-formele exterioare de coordonate se vor schimba dupa regula
Coxt
dxi = 2 gy (7.26)
ay/

Prin urmare, dupa cum se constata cu usurinta, componentele unui cimp tensorial R, de tip (r, s), in raport cu coor-
donatele x', si cele in raport cu coordonatele y/, sunt legate prin relatia

k k j s
) pjijs . 0X1 ax"r gyt YIS 1y
feelr gyl gyir gxhe gxls Rk

(7.27)

unde am notat cu *“/” componentele relativ la coordonatele y’.

Definitie. Un camp tensorial pe o submultime deschisd A C M este neted dacd componentele sale relativ la orice
hartd sunt functii netede.

Observatie. Se poate constata, ca $i In cazul campurilor de vectori, cd un cAmp tensorial este neted dacd si numai daca
in jurul fiecdrui punct existd o hartd in asa fel incat componentele cAmpului relativ la harta respectiva sa fie functii
netede.

Vom nota cu 7,7 (M) multimea tuturor cimpurilor tensoriale netede de tip (r,s) pe M. Este usor de constatat, ca
si in cazul multimii cAmpurilor de vectori sau de 1-forme, cd aceastd multime se poate inzestra, in mod natural, atat
cu o structura de spatiu vectorial real, cét si cu o structura de modul peste algebra functiilor netede C°°(M).

Observatie. Este clar ci, in particular, 761 (M) = X(M) (modulul campurilor netede de vectori pe M), in timp ce
Tlo(M ) = D(M) (modulul 1-formelor diferentiale netede pe M).

Urmatoarea propozitie este usor de demonstrat si o ldsdm pe seama cititorului.
Propozitia 7.4.1. Un cdmp tensorial R de tip (r,s) pe o submultime deschisd A C M a unei varietdti diferentiabile

este neted dacd §i numai dacd pentru orice cdmpuri de vectori netede X1, ..., Xy §i orice 1-forme diferentiale netede

al, ..., a%) pe orice submultime deschisi B C A functia

R|B (Xl,...,Xr,Otl,...,O{s)2B—>R

este netedd pe B.
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Observatii. (1) Un camp tensorial neted de tip (r, s) pe o varietate difererentiabila M poate fi privit ca fiind o aplicatie
(r + s)-liniara
R:XM)x -+ x X(M)xD(M) x---xD(M) — C®(M).

r exemplare s exemplare

(2) Propozitia 7.3.3 poate fi extinsa la cazul cAmpurilor tensoriale. Astfel, de exemplu, un cAmp tensorial de tip (1, 1)
poate fi privit ca o aplicatie C°° (M )-liniard de la X (M) la X (M).



CAPITOLUL 8

Metrica riemanniana

8.1 Notiunea de metrica riemanniana

Definitie. Fie V' un spatiu vectorial finit dimensional. Un tensor de tip (r,0) T pe V' se numeste simetric daca pentru
orice permutare o a numerelor 1, ..., 7 avem

T(y,...,vr) = T(va(l), . ..,vg(r)),

pentru orice vectori vy, ...,v, € V. In particular, un tensor de tip (2,0) este simetric daci pentru orice v,w € V
aven T'(v,w) = T(w, v).

Observatie. Simetria unui tensor 7" se reflectd In simetria componentelor sale. Astfel, se constatd imediat cd un tensor
de tip (r,0) este simetric dacd si numai dacd componentele sale relativ la orice bazi sunt simetrice, adica verifica
relatia

Tiyvip = To(iy)—oir):
pentru orice combinatie a indicilor si pentru orice permutare o a numerelor 1,...,r. In particular, din nou, un

tensor de doud ori covariant este simetric dacd si numai dacd componentele sale relativ la orice baza verifica relatia
Tij =Tji.

Definitie. Un camp tensorial de tip (7, 0) pe o varietate diferentiabila se numeste simetric daca valoarea sa in fiecare
punct al varietdtii este un tensor simetric 1n acel punct.

Definitie. Se numeste tensor metric sau metricd pseudo-riemanniand pe o varietate diferentiabild M un camp tenso-
rial de doui ori covariant g : X(M) x X(M) — C*° (M) care este

(1) simetric;
(2) nedegenerat: dacd g(X, Y) = 0 pentru orice cAmp vectorial nenul ¥ € X'(M), atunci X = 0.

Metrica se numeste riemanniand daca forma patratica asociata formei biliniare g este pozitiv definitd, cu alte cuvinte
dacd avem g(X, X) > 0 pentru orice camp X € X' (M), iar din g(X, X) = Orezultacd X = 0.

Observatie. Fie (U, ¢) o hartd locald pe M. Notdm cu g;;, i, j = 1,...,n componentele lui g fatd de aceastd hartd.
Atunci conditia de simetrie a metricii este echivalentd cu conditia ca matricea [g;;] sa fie simetricd, iar conditia de
nedegenerare este echivalentd cu conditia ca aceastd matrice si fie nedegenerati (adicd determinantul sdu si fie diferit
de zero).
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Notiunea de metrica riemanniand este echivalentd cu cea introdusa in capitolul 1, unde am si demonstrat, bazdndu-
ne pe partitia diferentiabild a unititii, cd orice varietate diferentiabild admite cel putin o metricd riemanniand. Remar-
cdm cd acest lucru nu este adevarat pentru metrici pseudo-riemanniene care nu sunt riemanniene. De exemplu, pe sfera
bidimensionald nu existd metrici de signaturd 1 (signatura metricii este signatura formei patratice asociate metricii).

O varietate riemanniand (pseudo-riemannand) este, prin definitie, o pereche (M, g) formatd dintr-o varietate
netedd M si o metricd riemanniand (respectiv pseudo-riemannand) pe ea.

8.2 [Exemple de varietati riemanniene

8.2.1 Exemplele fundamentale

Existd o serie de varietdfi riemanniene care au constituit, in fapt, Tnsdsi motivatia dezvoltarii geometriei riemanniene,
ca parte de sine stdtdtoare a geometriei diferentiale.

(i) Spatiul euclidian n-dimensional R”. Acesta este spatiul cel mai important din toatd geometria. In geometria
riemanniand el este Tnzestratd cu o metricd riemanniand speciald, go numitd metricd euclidiand sau metricd
platd. In harta (R”, id) aceastd metrica are componentele

go;; =6ij, i,j=1....n. ®.1

In unele cirti se afirmi ci metrica euclidiani este, de fapt, chiar produsul scalar euclidian. Aceastd afirmatie,
totusi, are un anumit grad de imprecizie, deoarece produsul scalar este definit pe R”, in timp ce metrica este, de
fapt, o familie de produse scalare euclidiene, cate unul pe fiecare spatiu tangent. Este adevarat, pe de altd parte,
ci toate spatiile tangente sunt canonic izomorfe cu R”. Este important, totusi, sa facem distinctie intre spagiul
cu produs scalar (R, (-, -)) si varietatea riemanniand (R", go). In notatii clasice, metrica euclidiani se scrie

ds2=X%+X§+"'+"'+x5- (8.2)

In cazurile particulare n = 2 si n = 3 se utilizeazd, I1n mod frecvent, in afard de coordonatele carteziene, si
coordonatele polare (pentru n = 2), sferice si cilindrice (pentru n = 3). Vom indica mai jos forma metricii
euclidiene si in aceste sisteme de coordonate.

(a) Coordonate polare. Trecerea de la coordonatele carteziene (x, y) la coordonatele polare (r, 6) se face prin
intermediul schimbdrii de coordonate

x =rcosf
. (8.3)
y =rsinf
In acest sistem de coordonate metrica euclidiand devine:
ds? = dr? + r?df? (8.4)

(b) Coordonate cilindrice. Trecerea de la coordonatele carteziene (x, y, z) la coordonatele cilindrice (r, 6, z)
se face prin intermediul formulelor de transformare

X =rcosf
y =rsinf . (8.5)
z=1z

Metrica euclidiand in coordonate cilindrice este

ds® = dr? + r?d6? + dz>. (8.6)
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(c) Coordonate sferice. Coordonatele sferice (r, 6, ¢) sunt legate de coordonatele carteziene (x, y,z) prin

relatiile
x =rcosfcosg
y=rcosfsing . (8.7)
z=rsinf

Metrica euclidiana scrisa in coordonate sferice este
ds? = dr? + r?d6? + r? cos? Gd(pz. (8.8)

(i) Curbele si suprafetele din spatiul euclidian. Curbele si suprafetele, obiectele de studiu din geometria diferen-
tiald clasica

8.2.2 Izometrii si izometrii locale. Echivalenta conforma

Dupd cum se stie din topologia diferentiald, doud varietdti diferentiabile au aceleasi proprietdti diferentiabile (si,
implicit, topologice), daca intre ele exista o aplicatie speciala care ne permite si le identificim, adica un difeomorfism.
Dacd cele doud varietdti sunt inzestrate gi cu cite o metricd riemanniand, atunci, in general, difeomorfismele intre ele
nu lasd neapdrat invariantd metrica. Pentru ca varietdtile (riemanniene de data aceasta), sd poata fi identificate, trebuie
ca Intre ele sd existe un difeomorfism de un tip mai special, care si lase invariantd metrica. Dupd cum vom vedea
ceva mai departe, acest tip special de difeomorfism va ldsa invariante o serie intreagd de mdrimi: distante, unghiuri,
volume, etc.

Definitie. Un difeomorfism F : M — N 1intre doud varietdti riemanniene se numeste izometrie dacd pentru orice
p € M aplicatia tangentd Fx p : TpM — Tg(p) N este o izometrie liniard, cu alte cuvinte daca

(v,w), = (F*,p(v), F*,p(w))F(p)
pentru orice v, w € T, M.

Definitie. O aplicatie netedd F' : M — N intre doud varietdti riemanniene se numeste izometrie locald daca pentru
orice punct p € M existd o vecindtate deschisa U C M asaastfel incat F|y; : U — F(U) C N si fie o izometrie
in raport cu structurile riemanniene induse.

Observatie. Este clar cd orice izometrie locald Intre doud varietdti riemanniene este, in particular, un difeomorfism
local, dar ar putea sd nu fie un difeomorfism global, ceea ce Inseamna ca s-ar putea s nu fie o izometrie globala.

Existd si o notiune ceva mai generald:

Definitie. Spunem ci varietatea riemanniana (M, g) este local izometricd cu varietatea riemanniana (M, h) daca
pentru fiecare punct p € M existd o vecindtate deschisa U C M a sa, precum si o izometrie locald F : U —
FU)CN.

Este clar, din definitiile de mai sus, cd pentru ca doud varietifi riemanniene si fie cel putin local izometrice ele,
este necesar ca ele sd aiba aceeasi dimensiune. De remarcat, insd, cd izometria locald este o conditie relativ slabd, din
ea nu rezulta ctusi de putin, de exemplu, cd varietdtile sunt difeomorfe, nici mécar local. Vom indica, de exemplu, in
cele ce urmeazi, pe torul bidimensional, o structuri riemanniani in raport cu care torul este local izometric cu R?, cu
metrica euclidiand (vom spune, 1n astfel de situatii, cd varietatea riemanniand respectiva este local platd). Pe de alta
parte, torul nu este difeomorf cu planul euclidian.

O izometrie intre spatii riemanniene pastreaza lungimile si unghiurile. Concret, izometria locald a doua varietéti
riemanniene se concretizeaza prin existenta unor sisteme de coordonate in care cele doud metrici sd aiba aceleasi
componente. In multe aplicatii, insi, este suficient ca cele doudl metrici si fie proportionale (adicd, intr-un anumit
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sistem de coordonate, componentele lor sa fie proportionale). In acest caz, lungimile, de reguld, nu se mai pastreaza,
unghiurile, insd, da. Prin analogie cu transformadrile conforme din analiza complexd, vom spune, in acest caz, ca cele
doud metrici sunt conform echivalente. Avem, mai precis, urméatoarea definitie:

Definitie. Doud metrici riemanniene g, g pe o varietate riemannianad M se numesc conform echivalente sau, pur si
simplu, conforme, dacd existd o functie strict pozitiva f € C°°(M) astfel incat sd avem g, = f - g1. Doua varietati
riemanniene (M1, g1) si (M», g2) se numesc conform echivalente daca exista un difeomorfism F : M; — M,
numite echivalengd conformd astfel incat metricile F* g, si g; si fie conforme. Mai general, vom spune ci varietatea
riemanniand (M1, g1) este local conformd cu varietatea riemanniand (M», g») daca pentru orice punct p € M exista
o vecindtate deschisda U C M a sa si un difeomorfism pe imagine F : U — F(U) C M, astfel incat metricile
F*ga2|p §i &1ly sé fie conforme. In sfarsit, vom spune c# o varietate riemanniani (M, g) este local conform plati
daci ea este local conforma cu R”, inzestrat cu metrica euclidiana.

A

Propozitia 8.2.1. Fie Si sfera de razd R, cu centrul in origine din R”*1 inzestratd cu metrica indusd de metrica
euclidiand din R* 1. Atunci S & este local conform platd.

Demonstratie. Intentia noastrd este sd demonstram ca proiectiile stereografice din polul nord, respectiv din polul sud
ai sferei sunt echivalente conforme.

Fie, prin urmare, N = (0,0,...,0, R) — polul nord al sferei si F : Uy = Sp \ {N} — R”" — proiectia
stereografica din polul nord. Determinarea expresiei acestei proiectii se face exact ca si n cazul sferei de raza unitate
si se obtine:

R 1
F(P)ZR_—pn_H(P s "),

pentru fiecare punct p = (p!,..., p", p"*1) € Uy, in timp ce inversa lui F este datd de
4 2R%x! 2R2x"  ||x||? — R?
F(x) = 2 R xR 2+ R2 )
[x]I* + R [x[|* + R* " [|x[|* + R
pentru fiecare punct x = (xl, ..., x") e R™.

Fie gg metrica indusd pe S% si go — metrica euclidiand pe R”. Vom demonstra in cele ce urmeazi cd metricile

(F~')" gr si go sunt conforme.

Fie, prin urmare, x € R” si v = v/ %

prin urmare F~! poate fi priviti ca o aplicatie netedi de la R” la R”**!. Interpretind R” ca fiind subspatiul lui R”*!
obtinut punand x” 1 = 0, putem fixa un sistem de coordonate pe R”*1, care va induce un sistem de coordonate pe
R™. Avem

€ TxR". Utilizim acum faptul cd Sk este o subvarietate a lui R,
X

(F7) grv.v) = gr ((F7),, 0. (F7'), ).

Pe de alta parte,

D(F Y g
(F ). 0= L
> 8xJ aX F—1(x)
2 R? 4R? <v,x> [ , 0 9
= v — X —_— —_—
[x]? + R? ()12 + R2)2 Ixk | p-1(x) X" pory

Aici indicele de insumare % variaza de la 1 la n 4+ 1, in timp ce indicele k —de la 1 la n. <, > este produsul scalar
euclidian pe R”.
Acum, conform definitiei metricii induse,

gr ((F7™).0 1 (F7), ) = ((F7),, 0).(F ), , @),
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unde, de data aceasta, <, > este produsul scalar euclidian pe R”*1 Un calcul simplu, care utilizeaza doar urmétoarele
fapte:

e baza {axil’ ey 32,1 , ax,‘? T } pe Tp- 1(x)]R”+1 = R"T! este ortonormati in raport cu metrica euclidiani;

e cand sunt priviti ca vectori in R”*! (cu ultima componenti nuli), v si x sunt perpendiculari pe axn% (adica
produsul lor scala cu acest vector se anuleazd),

ne conduce la urmatorul rezultat:

4R* 4R4
SIvl? = ————go(v.v),

F1 *g )= ——
() e (Jx]2 + R2) (x| + R2)

ceea ce inseamna cd F este o echivalentd conformd. Exact la fel se demonstreaza si cd proiectia stereograficd din
polul sud este o echivalentd conforma. |

Modele ale spatiului hiperbolic Vom descrie niste



102 Capitolul 8. Metrica riemanniand




cAPITOLUL 9

Conexiuni

9.1 Motivatie: derivare si conexiune in R”"

Dupi cum se stie, un camp de vectori neted pe R”, sau, mai general, pe o submultime deschisda U C R”, poate fi
privit ca fiind o aplicatie netedd ¥ : U — R”. Si presupunem cd pe U avem un sistem (global) de coordonate
carteziene, (x',...,x™). Pentruuni € {1,...,n} fixat, putem defini derivata partialii a cAmpului vectorial Y. Daci
Y are descompunerea

y —vi0
ax/’
atunci punem '
ay a9y’ o
axi — oxi dx/

Derivata partiald este, in mod evident, din nou, o aplicatie neteda de la U la R”, prin urmare este un cAmp de vectori
neted pe U. Aceastd derivatd partiald poate fi privitd ca fiind, de fapt, o derivatd a lui Y in directia campului vectorial
de coordonate %

Fie acum X un cAmp vectorial neted oarecare pe multimea deschisa U . Prin analogie cu ceea ce s-a ficut mai sus,

putem defini asa-numita derivatd covariantd a lui Y 1n directia lui X, punand

.0 oY/ 9
Dx¥ =X )os =X oo

Observatie. Remarcdm un lucru esential referitor la derivata covariantd: valoarea sa intr-un punct p € U depinde
numai de cAmpul Y si de valoarea lui X in punctul p. De aceea, are sens sa scriem si

(DxY)(p) = Dx, Y.

9.2 Definitie si proprietati fundamentale

Definitie. Fie M o varietate diferentiabild. O conexiune liniara pe M este o aplicatie, V : Y (M) x X (M) — X (M)
astfel Tncat

1. VX1+X2 (Y) = VXl YY)+ VX2 (Y).
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2. Vx (Y1 + Y2) = Vx (Y1) + Vx (Y2).
3. Vyx (Y) = fVx (Y).unde f € C®(M).
4. Vy (fY) = fVx (Y)+ X(f)-Y,unde f € C®(M).

Propozitia 9.2.1. Vx (Y) (x) depinde numai de X si de Y. Cu alte cuvinte, dacd Xx = X1, atunci Vx (Y) (x) =
Vx (Y) (x).

Demonstratie. Presupunem, mai intdi, ¢ existd o vecindtate U a lui x astfel incat X |y = X'|y. Alegem o functie
: M — R care este egald cu 1 pe o vecindtate V' C U a lui x si se anuleazd pe M \ U. Atunci fX = fX'si,
utilizand proprietate a 4) din definitie, obtinem

fVx(U)=Vyx (Y)=Vex (Y) = fVx (Y).
Scriind relatia de mai sus in punctul x, obtinem (tindnd cont de faptul cd f(x) = 1),
Vx (Y) (x) = Vx/ (Y) (x).

Asadar, are sens sd vorbim despre Vy (Y) (x) si dacd X nu este definit pe Intreaga varletate M , cidoar pe o vecindtate
a punctului x. Alegem acum o harta (U, ¢) in jurul punctului x si scriem X = X i in U. Atunci, din 2) si 4),

vxa)=vpfgyr=vvixm.

ox!

Prin urmare, _
Vx (Y) (x) = X’(X)Vaii (Y) (%),

unde in membrul drept apar numai X’ (x),i = 1,...,n, adici doar componentele lui X. |

Propozitia 9.2.2. Fie V o conexiune pe o varietate M si (U, @) o hartd pe M. Atunci V|y este determinatd de n>
functii netede Fl-kj € C®(U). Mai mult, n3 astfel de functii determind o conexiune V pe U.

Demonstratie. V|y este determinata de functiile Fl.kj (in numir de n3) date de relatiile:

V. (i) _rk 9 9.1)

axi \ 0x/ Y 9xk

Intr-adevir, fie X = X! 31 siY =Y/ % doud cadmpuri de vectori din X' (U). Atunci

; 0
V Y =V i_¢C Y =le YJ =
X (1) = Vs (1) =X (¥752)

(9 .0 3
=X (—vy/. YV, [—
(ax’ ax/ * s (Bxf))
9\ D 3
=x'(—v/ X'y/(rk
(a )ax + ( ’Jaxk)

) ad
_ i i k ]
= [X (_8xi Y ) + X (F Y )i| ok

9
Vy (Y) = X! Yka—k 9.2)

Prin urmare,
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unde

] .
k_ k kv
Y = WY + T Y7 9.3)
ikj, date de 9.1, determina, intr-adevir, conexiunea V pe U.

S presupunem acum ci se dau 73 functii I’l-k/- € C®(U) si definim operatorul V prin relatia 9.1. Vom demonstra

acum ci acest operator este, intr-adevar, o conexiune pe U. Fie, deci f € C*°(U). Atunci

Vx (fY) = X' (fr¥) o

i oxk’

Din formulele 9.2 si 9.3 rezulta cé functiile I’

unde
d : 0
(£Y9), = g7 (FY9) 4Ty = 55 (0¥ 7oy
Prin urmare

Vx (fY) = (X"%(f) LR X"fY;{-‘) ik =X(f)- Y+ f-Vx(¥).
X ax

Corolarul 9.1. Pe orice varietate netedd M existd o conexiune.

Demonstratie. Fie {(Uy, 9q)}tac4 un atlas pe varietatea M. Asa cum aratd Propozitia 9.2.2, pe domeniul de coordo-
nate Uy al fiecirei hirti se poate construi o conexiune, dandu-se 7> functii netede Fl’j Le putem alege, de exemplu,
egale cu zero pe toate. Se obtine, astfel, o familie de conexiuni {V*}4ec4. Alegem, acum {¢y}qeca — O partitie
diferentiabild a unitatii subordonata acoperirii {Uy }qe4 $i punem

V=> ¢V

a€A
adica
Vx (Y) =) ¢aV§ (¥)
a€A
si se verificd ugor cd acest operator defineste, Intr-adevdr, o conexiune pe intreaga varietate M . |

9.3 Curbura si torsiunea unei conexiuni

Fie M o varietate diferentiabild si V o conexiune pe ea.

Definitie. Se numeste fensor de torsiune asociat conexiunii V aplicatia
T:X(M)xX(M) — X(M),

data de
T(X,Y)=VxY —-VyX—[X,Y]. 9.4)

Se numeste tensor de curburd asociat conexiunii V aplicatia
R:XM)xXM)x X(M) —> X(M),
R(X,Y,Z)=VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z. 9.5)

Teorema 9.1. R este o aplicatie C°°(M )-triliniard, iar T este o aplicatie C°° (M )-biliniard. Aceasta inseamnd cd
R este un camp tensorial de tip (3, 1), iar T este un cdmp de tensori de tip (2, 1).
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Demonstratie. Vom demonstra mai Intdi cd R este triliniar. Liniaritatea In primele doud variabile si aditivitatea in cea
de-a treia rezultd direct din proprietdtile operatorului de derivare covarianta si cele ale parantezei Lie a campurilor de
vectori. Mai riméne de verificat doar omogenitatea in cea de-a treia variabild. Fie, deci, f € C*°(M) si X,Y,Z €
X (M). Atunci

R(X.Y, fZ) =VxVy(fZ) = VyVx(fZ2) = Vix,y1(fZ) =
=Vx(Y(f)-Z+ fV¥Z)—Vy(X(f)-Z+
+ fVXZ) =X YI(f)-Z— fVxnZ =
=XXY(f)-Z+Y()VxZ + X(f)VyZ+
+ fVXVYZ —-Y(X(f))-Z - X(f)VyZ—
—Y(f)VxZ - fVyVxZ - [X.YI(f) - Z—
—fVxnZ = f(xVyZ-VyVxZ—
—Vixr1Z) + (X Y (f) =Y (X(N)) —[X.YI(f) =

=[X.Y1(f)

= fR(X.Y, Z).

R este, dupd cum se poate observa, antisimetric in primele doud variabile.

Pentru 7', remarcdm, inainte de toate, cd este o aplicatie antisimetricd, deci este suficient sd verificim liniari-
tatea In prima variabild. Aditivitatea rezultd din definifia conexiunii, vom verifica deci omogenitatea. Fie X, Y €
X(M), f e C>®(M). Atunci

T(fX.Y)=VyxY = Vy(fX) - [fX.Y] = fVxY — fVy X—
Y- X=(f-[X.Y]-Y(f) - X) = fTX.Y).
|

Vrem si determindm acum componentele celor doi tensori relativ la o bazd. Fie, deci, {e;} o bazd (locald) de
campuri de vectori. Facem urmatoarele notatii:

[ea. ep] = Vgpec. 9.6)

iar V,, = V,. In particular, vom utiliza, adesea, notatia V; in loc de V_s_. Avem:

ax!t
R(ea-ep. ec) = VaVoee = VpVaee = Vieepiec = Va (Theea) -
-V (I‘fced) — Vyjbeeec =eq4 (F,;IC) ceq+
+ Fgcvaed —ep (Fgc) -eq — Fgcvbed—
—yipVeee = eq (I'gc) ceg —ep (Fgc) ceg+
+ T yer = TacTjger —veTdees = (ea (Flf::) -
—eb (F({C) +TfT )y~ TaeTy - Vﬁbrg::)ef

Pe de alti parte,
R(eq,ep,ec) = Rc{bcef'

Am demonstrat deci:
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Propozitia 9.3.1. Dacd {e,} este o bazd locald de campuri vectoriale pe M, atunci componentele tensorului de
curburd fatd de aceastd bazd sunt date de

Ry = ea (T7,) = en (Tde) + DAl = T&Tf, = v T, 9.7)

abc

Intr-o baza de coordonate, campurile de vectori din bazd actioneaza asupra unei functii pur si simplu prin derivare
partiald 1n raport cu una dintre coordonate, iar vectorii din bazd comutd (parantezele lor Lie sunt zero). Prin urmare,

Consecinta 9.1. Intr-o bazd de coordonate {%} componentele tensorului de curburd sunt date de
ort aT!
[ _ Jk ik l l

Ne ocupim acum de tensorul de torsiune. Intr-o bazi arbitrari, avem:
T(ea.ep) = T pec = Vaep — Vpeq —ea.ep] = Topec — Ty ec—
c _ c c c
~ Yapec = (Fab - 1—‘ba - Vab) €c-
Prin urmare

Propozitia 9.3.2. Componentele tensorului de torsiune intr-o bazd {e, } sunt date de

c __ Cc c Cc

ab — 1—‘ab - 1—‘ba ~ Vab- 9.9)
Consecinta 9.2. Componentele tensorului de torsiune intr-o bazd de coordonate {%} sunt date de

Tj =Tl =T 9.10)

9.4 Campuri de vectori de-a lungul unei curbe

In geometria riemanniani apar in mod natural “cAdmpuri de vectori” care sunt definite doar de-a lungul unei curbe de pe
o varietate diferentiabild. Un exemplu notoriu este furnizat chiar de familia vectorilor tangentia la curba respectiva, in
fiecare punct al sdu. Deoarece submultimea varietdtii pe care sunt definite (adica suportul curbei) nu este o submultime
deschisa a a varietitii, ele nu pot fi considerate ca fiind cimpuri vectoriale 1n toatd puterea cuvantului, de aceea, o serie
de operatii (in special diferitele operatii de derivare) nu le pot fi aplicate. Existd, totusi, nevoia practicad de a deriva
astfel de campuri de vectori, pentru a obtine alte cAmpuri, definite tot de-a lungul curbei. Solutia este sd demonstram
cd ele pot fi extinse cel putin la o vecindtate deschisa a curbei (in fapt, chiar la intreaga varietate). Putem deriva apoi o
extensie (in general, existd mai multe) si apoi restrangem derivata la suportul curbei. Desigur, acest procedeu ridica,
asa cum se intampld de multe ori, problema corectitudinii definitiei, cu alte cuvinte aceea a dependentei de alegerea
extensiei cAmpului de vectori. Din fericire, dupd cum vom vedea, definitia este independentd de fixarea unei extensii,
de aceea definitia este corecta.

Dupa aceastd descriere aproximativad a intentiilor noastre, suntem gata sd trecem la o formulare mai precisd a
notiunilor si a rezultatelor.

Definitie. Fie y : I — M o curbd parametrizatd netedd (un drum neted) pe o varietate diferentiabilda M, unde
I C R este un interval deschis. Se numeste cdmp vectorial de-a lungul curbei y o familie de vectori V (¢) astfel incat
pentru orice 1 € I, avem V(t) € T, ;)M . Fie acum (U, ¢) o hartd locald pe varietatea M, cu coordonatele locale
xti=1,...,n =dim M, astfel incat U Ny(I) # @. Atunci, pentru fiecare ¢ € I, vectorul V(¢) are o descompunere
de forma

V()= Vi) i .

0x' o)

Campul V(¢) se numeste neted daci pentru orice harti (U, ¢) toate functiile V? : I — R sunt netede.
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Observatie. Un camp vectorial pe varietatea M de-a lungul unei curbe netede y : I — M poate fi privit ca fiind o
aplicatie V' : I — TM astfel incat pentru orice ¢ € I sd avem V(¢) € T,,(;)M. Campul este neted dacd si numai daca
aceastd aplicatie este neteda. intr—adevér, fie (U, ¢) o harta oarecare pe M, cu coordonatele xi,i =1,...,n, astfel
incét sd avem U N y(I) # @. Fie U=n! (U) harta indusd pe TM (unde & : TM — M este proiectia canonici a
fibratului tangent). Atunci, in mod evident, Un V(I) # 0. Dupi cum se stie, coordonatele in harta indusa de (U, ¢)
pe fibratul tangent sunt date de aplicatia ¢ : U — R2,

0 (Xy) = (xl(x),xz(x),...,x”(x),Xl,...,X”),

pentru orice x € U, unde X’ sunt componentele lui X relativ la harta (U, ¢). Reprezentarea locali a aplicatiei V in
perechea de harti (1, 17) si (U, ) este, atunci, datd de

Vo=¢oVolr:y ' (Uny) — R*",

Vo) =0 (V1)) = (p(y(@), Vi(),.... V(1)) =
= (o)), V@),....V"1).

Cum aplicatia ¢ o y este, in mod evident, netedi, rezulti ci aplicatia V este netedd daci si numai daci aplicatiile V'
sunt functii netede de ¢, cu alte cuvinte, dacd si numai daca V' (¢) este un cimp neted de-a lungul curbei y, in sensul
definitiei de mai sus.

Dacd y : I — M este o curba netedd, iar J C [ este un interval compact, atunci restrictia lui y la J, y| se
numeste segment al curbei y. Despre curba y (sau despre un segment al sdu), vom spune ca nu are autointersectii daca
y (sau restrictia sa, in cazul segmentelor) este o aplicatie injectivd. Un segment y|; al curbei y se va numi segment
elementar dacd el nu are autointersectii, iar suportul sdu, y(J) este continut, in intregime, in domeniul U al unei harti
de coordonate (U, ¢) pe varietatea M .

Rezultatul central al acestui paragraf este concentrat in teorema care urmeaza.

Teorema 9.2. Fie y : I — M o curbd parametrizatd netedd i V(t) un camp vectorial de-a lungul lui y. Atunci
pe fiecare interval compact J C I astfel incdt segmentul de curbd y|j sd fie elementar, restrictia lui V(t) la acest
segment poate fi prelungitd la un cadmp de vectori neted, definit pe intreaga varietate, mai precis, existd un camp
vectorial neted X € X (M) astfel incat X, ;) = V(t) pentru orice t € J.

Ideea fundamentala a demonstratiei este sa utilizam faptul ca segmentul de curba este elementar. Asta inseamna,
in particular, cd suportul sau este inclus intr-o hartd de coordonate, prin urmare campul V(¢) este unic determinat, pe
segmentul de curba respectiv, de componentele sale relativ la bazele canonice de coordonate. Aceste componente sunt
niste functii netede definite pe J cu valori reale. Putem interpreta aceste functii ca fiind niste functii cu valori reale
definite pe suportul curbei (deci pe o submultime a varietdtii) cu valori reale. Vom demonstra ca ele pot fi extinse la
nigte functii reale netede definite pe Intreaga varietate. Mai precis, avem urmatorul rezultat:

Lema 9.1. Fie y : I — M o curbd netedd regulatd si y|j un segment elementar al sdu. Dacd g : I — R este o
functie netedd, atunci existd o functie netedd g € C°° (M) astfel incat

gly(m) = g(),
pentru oricet € J.

Demonstratia lemei. Cum segmentul de curba considerat este elementar, existd o harta (U, ¢) pe M, cu coordonatele
(x!,...,x™), astfel incat y(J) C U. Deoarece curba y este regulati, rezultd cii pentru orice to € I matricea Jacobi
a lui y are rangul 1, ceea ce inseamna, in particular, cd existd un indice ip € {1,...,n} astfel incat functia (reala,
de o variabili reald) ¢ — x'0 (y(¢)) si aibi derivata nenuli in punctul 9. Conform teoremei functiei inverse, functia
x% o y este un difeomorfism local in jurul punctului f. Mai precis, existd un interval deschis J; C J, astfel incat



9.4. Campuri de vectori de-a lungul unei curbe 109

to € Ji si un interval deschis Jo C R astfel incit x’© (y(t9)) € Jo, precum si o functie diferentiabild y : J, — J;
astfel incat y (x (y(¢))) = ¢, pentru orice € Jy. Fie V, = ()cio)_1 (J1). Atunci V este o vecinitate deschisi in
M a punctului xo = y(fo), iar functia fto Vi — R, fto = g o y o x'0 este o functie netedi (fiind o compunere de
functii netede). Atunci f;, este restrictia la V' a unei functii netede f;, : M — R. Avem, prin urmare, pentru orice
te i,

Fio 0) = fio ) = ¢ (v (x* (D)) = g(0).

Deoarece intervalul J este compact, multimea A = J \ J; este, de asemenea compactd, prin urmare multimea y(A)
este o submulfime inchisa a varietétii M. In plus, ea nu contine punctul y (¢p), deoarece segmentul de curba considerat
este elementar, prin urmare, in particular, el nu are autointersectii. De aceea,

Vio N 7(4) = 0.

Fie acum W, o vecinitate deschisd relativ compactd a lui y(fp), inclusd in V;,. Deoarece multimea y(J) este com-
pacta, in intervalul J existd un numar finit de puncte ¢4, ..., #, astfel incat vecinitétile corespunzdtoare

Wl = VVt],---,Wr = I/Vlr
acopera mulfimea y(J). Atunci vecindtitile deschise
U1 == Utl,...,Ur == Utr

constituie o acoperire deschisd a compactului y(J) ce indeplinesc toate conditiile teoremei de existentd a partitiei
unitatii pe aceastd multime. Fie, deci, {h1,...,h;} o partitie a unitatii pe y(J), subordonata acestei acoperiri. Se
considera functia

£ = fihi -+ frhy.

f este, in mod evident, netedi pe intreaga varietate. In plus, din constructie, avem, pentru fiecare i € {1,...,r},

fi y(@) = g(®)

dacid y(¢t) € U;, iar h; (y(¢)) = 0, dacd y(¢) ¢ U;, rezulta ci

J () =g
pentru orice t € J. |

Observatii. 1) Se poate demonstra, utilizand, de asemenea, un argument legat de partitia unititii, ca rezultatul lemei
ramane adevdrat si dacd renuntam la ipoteza cd segmentul de curba este elementar, pastrand, totusi, cerinta ca el
sd nu aibd autointersectii.

2) Dacd y : I — M este o curbd parametrizatd regulatd, avand, eventual autointersectii, atunci orice punct al sdu
y(to) se afli pe un segment elementar y| . intr-adevir, fie (U, ¢) o harti locald in jurul lui y(#o), cu coordonatele
(xl, e ,x”). Dupa cum s-a remarcat In demonstratia lemei, y fiind regulata, rezultd cd n punctul 7y cel putin
una dintre functiile x'© o y va avea derivata in raport cu ¢ diferitd de zero. Sa notdm, ca mai sus, cu iy indicele
corespunzitor unei astfel de functii. In particular, derivata lui x’© o y va fi diferitd de zero pe un intreg interval
compact J C I, care contine punctul zg. Dacé alegem J suficient de mic in asa fel incat sa fie inclus in domeniul
pe care x'0 o y este un difeomorfism pe imagine (in jurul lui 7o), atunci functia aceasta va fi, in particular, injectiva,
de unde rezultd ca si functia y va fi injectiva pe J. Este clar, de asemenea, cd putem alege J suficient de mic in
aga fel incat y(J) C U, prin urmare y|J va fi un segment elementar al curbei y, care contine punctul y(z).
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Demonstratia teoremei 9.2. Presupunem cid y|J este un segment elementar al curbei y : I — M. Presupunem,
pentru fixarea ideilor, cd y(J) C U, unde (U, ¢) este o hartd pe M, cu coordonatele (xl, e ,x”). Avem, atunci,
pentru V(¢), descompunerea

0

V(t) = o5 (1) —
axk |,

’

unde functiile v*, k = 1, n sunt definite si netede pe un interval deschis ce contine intervalul inchis J (altfel spus,
sunt netede pe J). Conform lemei precedente, existd functiile netede X kec ®(U)! astfel incat si avem

X)) =v*@), k=1,....n,

pentru orice ¢ € J. Relatia

ad
Xy = xF—
v oxk
defineste un camp vectorial neted pe U care, pe multimea compactd A = y(J) C U coincide cu V(¢), adici, pentru
oricet € J, avem:

Xuy@y = V().

Acum, din lema ?? rezultd ci existd un cdmp vectorial neted definit pe intreaga varietate, X € X' (M) astfelincat sa
avem
Xy = V).

pentru orice t € J. |

Observatie. Demonstratia teoremei se poate adapta, in mod evident, pentru cazul unui cAmp tensorial oarecare definit
de-a lungul unei curbe, care, la fel, se poate descrie, local, cu ajutorul componentelor.

9.5 Transportul paralel

Fie (M, V) o varietate cu o conexiune liniard pe ea. In general, daci x,y € M sunt doud puncte distincte din
M , spatiile tangente T M si Ty, M sunt izomorfe, deoarece sunt spatii vectoriale de aceeasi dimensiune. Totusi, cu
exceptia varietdtilor paralelizabile, nu existd un izomorfism natural (independent de alegerea coordonatelor) Intre cele
douad spatii. Dacd insd y : [a,b] — M este o curba netedd astfel incit x = y(a) si y = y(b), atunci, utilizind
conexiunea, se poate defini un izomorfism special intre spatiile tangente in x si y, care nu depinde de alegerea
coordonatelor n jurul punctelor de pe imaginea curbei, dar depinde de curba. Un astfel de izomorfism se numeste
transport paralel de-a lungul curbei y.

Combinand acum notiunea de conexiune si cea de camp de vectori de-a lungul unei curbe, vom defini derivata
covarianta a unui cdmp de vectori de-a lungul unei curbe y:

Definitie. Fie (M, V) o varietate cu conexiune i y : [a,b] — M o curba netedd pe M. Notam cu C°°(y) multimea
campurilor de vectori netede de-a lungul curbei y. Se numeste derivare covarianta de-a lungul lui y operatorul

D . - DV
— — =Vuay . 11
— 10 =€) = =V (V) ©.11)

Observatie. Formula (9.11) are sens chiar daca Z—lt’ nu este un camp de vectori definit pe intrega varietate, deoarece,
conform Propozitiei 9.2.2, valoarea Intr-un punct a derivatei covariante nu depinde decat de valoarea campului de
vectori 1n directia cdruia se face derivarea in punctul respectiv.

Ifn fapt, in lemd am demonstrat ci ele pot fi definite chiar pe intreaga varietate, dar pe noi ne intereseazi doar ce se intdmpli pe deschisul
U.
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Proprietatile fundamentale ale operatorului de derivare covariantd de-a lungul unei curbe sunt rezumate in urma-
toarea lema:

Lema 9.2. Fie (M, V) o varietate inzestratd cu o conexiune liniard si y : [a,b] — M o curbd netedd pe varietatea
M. Atunci

1. DacaV si W sunt doud campuri de vectori netede de-a lungul curbei y, atunci

DYV +W) _ DV  DW

. 9.12
dt dt dt ©-12)
2. Dacd f € C*®(a,b) i V € C°®(y), atunci
D(fV) df DV
==V - — 9.13
dt dt +/ dt ©-13)
3. DacaV € C*®(y) si Vi = Yy (1), unde Y € C°°(M) atunci
DV
— 0=V () (r(®)). 9.14)
t dt
Demonstratie. Rezultd imediat din proprietétile conexiunii. |

Consecinta 9.3. Dacd V este un camp neted de-a lungul curbei netede y pe M, iar intr-o hartd locald (U, ¢) avem

; ad
Ve = v (1) =7 (9.15)
0x' Iy )
(vezi ecuatia (??)), atunci in aceastd hartd avem pentru derivata covariantd a cdmpului V' de-a lungul curbei y
expresia:
DV [dvk ay/ _, ;) 0
= r“v | —, 9.16
di (d: TR Fr 610
unde
vy’ :la,b] — R, y!l =x/oy, i,j=1,...n (9.17)

sunt componentele functiei (evident, netedd pe [a,b]) ¢ oy : [a, b] — R".

Demonstratie.

DV D[, d dvia+,.1) 3 dvi8+
—_— = — VvV — == by vV — — - —
dt dt ox? dt ox! dt \ ox! dt ox!
; 0 dv' 9 dy’ 0
lv . R = — l_v - =
TV Vg o (Bxl) ar ol U dr Vs (ax’)

vl d | dy D _(dvk dy’ kvl‘) 9

= 7 ¢ 9 [ S ki) L
dr o TV ar igek \ar Tar i ) ek

oqs A . . s DV _
Definitie. Un camp de vectori V' € C*°(y) se numeste paralel de-a lungul lui y dacd 7~ = 0.
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Observatie. Conform consecintei precedente, V' este paralel de-a lungul lui y dacd si numai dacd in orice hartd locala
(U, ¢) in jurul unui punct din y([a, b]) componentele v¥ verifici sistemul de ecuatii diferentiale
dvk  dy/
— 4+ LF’.‘I.
dt dr /7
Propozitia 9.5.1. Dacd se dd o curbd netedd y : [a,b] — M siunvector V, € T, q)M atunci existd un singur camp
vectorial paralel V' de-a lungul lui y astfel incd Vyq) = Va.

vi=0, k=1,...,n. (9.18)

Demonstratie. Este clar cd este suficient dacd demonstram propozitia pentru cazul particular in care suportul curbei
y este inclus ntr-un domeniu de coordonate. Ori, in cazul acesta, este necesar sd ardtam ca sistemul de ecuatii

dk d J .

cu conditia initiald . )
vi@) =V,

are o solutie unicd. Dar, sistemul fiind liniar, rezultatul se demonstreazd prin metodele standard ale teoriei ecuatiilor
diferentiale liniare. u

Definitie. Aplicatia v, : TyM — Ty, M, unde x = y(a) si y = y(b) datd prin 7, (V) = V}, pentru un camp de
vectori paralel de-a lungul lui y se numeste transport paralel de-a lungul lui y.

Observatii. 1. Se poate verifica ugor cd 7, este un izomorfism liniar.

2. Transportul paralel de-a lungul unei curbe este o aplicatie corect definitd (in sensul cd nu depinde de alegerea
hartilor de coordonate) dar, In general, depinde de curba aleasa (se spune cd transportul paralel este dependent
de drum).

9.6 Conexiunea Levi-Civita

Acest curs este destinat geometriei riemanniene, de aceea nu vom intra in prea multe detalii in ceea ce priveste
teoria generald a conexiunilor liniare definite pe o varietate diferentiabila, cu toate cd aceastd teorie este deosebit
de interesantd. Ne indreptim mai ntéi atentia asupra unor legturi ce se pot stabili intre metrica riemanniand si o
conexiune definitd pe o varietate liniara.

Propozitia 9.6.1. Fie (M, g) o varietate riemanniand. Dacd V este o conexiune pe M, atunci urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente:

i) Pentru orice campuri de vectori X, Y, Y’ € X(M) avem
Xg(¥.Y) =g(Vx (Y).Y') + g(¥. Vx (Y)). (9.19)

ii) Pentru orice curbd neteddy : [a,b] — M transportul paralel T, : T, ) — Ty (p) este o izometrie liniard.

Demonstratie. Vom demonstra mai intéi cd afirmatia i) este echivalentd cu afirmatia
i”)Pentru orice curbd neteda y : [a, b] — M si orice cAmpuri de vectori V, W € C*°(y) are loc

d V., W) = by Wl+g|V. bw

a8 Car E\"Tar )
Este clar cd i) rezultd imediat din i’). Pe de altd parte, dacd i’) este adevaratd pentru V, W,iar f : [a,b] — R este
o functie netedd, atunci este foarte usor de vazut c¢d i’) riméne adevarata si dacd V sau W se inlocuieste cu f - V
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(respectiv f - W). S presupunem acum ca i) este adevaratd pe M. Atunci rezulta ca i) este adevarata, in particular, pe
orice hartd de coordonate, deci putem alege X arbitrar si ¥ = %, Y = axi, intr-o astfel de hartd. Dar Vy (Y) (x)
depinde numai de X(x), prin urmare i’) este adevarata dacd atit V' cit si W sant cAmpuri de vectori de coordonate,
restranse la curba y. Dar orice camp de-a lungul lui y este o combinatie liniard de cAmpuri de aceastd formd, cu
coeficientii functii netede, deci i) rezulta din observatia pe care am facut-o mai sus.

Trecem acum la demonstratia propriu-zisa a propozitiei.

i’) = ii) Fie V si W doud campuri de vectori paralele de-a lungul curbei y, adica

DV DW

— =0, —=0.
dt dt

De aici rezulta, pe baza punctului i’), ca % g(V, W) = 0 de-a lungul curbei y, adica g(V, W) este o constanta de-a
lungul curbei y. In particular, putem spune ci

g(Vd’ Wd) = g(Vb’ Wb)’

adicd transportul paralel este o izometrie, ceea ce demonstreazad punctul ii).

i) = 1) Alegem, pentru inceput n campuri paralele de-a lungul curbei Yy,
Py(2), ..., Py() astfel incat Py(a), ..., Py(a) sd fie o bazd ortonormatd in spatiul tangent 7,4 M. Transportul
paralel fiind o izometrie, rezultd cd {P1(¢), P,(¢)} formeazd o bazd ortonormatd in T, pentru fiecare ¢ € [a,b].
Alegem acum doud cAmpuri de vectori de-a lungul lui y, V' si W, care au, fatd de baza aleasd, descompunerile

V(e) =v' (@O Pi(t). W) =w! (1))P;(1).
Prin urmare, inand cont de faptul cd baza este ortonormatd, avem
n . .
gV, W) = Z v'iw!
i=1
si deci vom avea
d V. W) dvl 4 cdw’ )
—g(V, = —w + v —.
dr® dt

Pe de altd parte, insd, pentru derivatele covariante ale lui V' si W de-a lungul curbei avem

DV dv p. DWW _ dw’ P
dt ~ dt " dt ~ dr "
asadar,
DV dv' j dv' j
g W’W = T Pj|= T g(P;, Pj) =
dv' j dv' ;
= —Ww = —Ww
dt Y dr
si, analog,
DW dw!
Vy_ = l_’
g( di ) U

ceea ce demonstreaza cd relatia (*) este, in fapt, tocmai 1’), iar propozitia este demonstrata. |
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Definitie. O conexiune V se numeste simetrica sau fara torsiune daca pentru orice cAmpuri de vectori X, Y € X' (M)
are loc relatia
Vx (Y) - Vy (X) = [X,Y]. (9.20)

Observatie. Este usor de constatat cd o conexiune este simetricd dacd si numai dacd, in orice hartd, coeficientii
Christoffel sunt simetrici in indicii inferiori. Intr-adevir, daci (U, ¢) este o harti cu coordonatele x’, atunci, daci
aplicim formula (9.20) pentru o pereche de campuri de vectori de coordonate, obtinem (tindnd cont de faptul cd
pentru campurile de coordonate paranteza Lie este nuld), cd o conexiune este simetrica dacd

ad d
aii(axl) ajj(ax’)

Fki _Fki
Ugxk T T Jigxk

sau, ceea ce este acelasi lucru,

ceea ce, ITn mod evident, poate avea loc doar dacd sz‘ = Fl.‘i. De remarcat, totusi, cd aceasta echivalentd intre simetria
conexiunii si simetria coeficientilor de conexiune este valabild doar dacd ne referim la coeficientii de conexiune
asociati unei harti (cu alte cuvinte, asociati unei baze de cAmpuri vectoriale de coordonate). Coeficientii de conexiune
ai unei conexiuni simetrice relativ la o bazd locald de cAmpuri vectoriale oarecare nu sunt neapdrat simetrici.

Teorema 9.3. Fie (M, g) o varietate riemanniand. Atunci pe M existd o singurd conexiune V (numitd conexiune
riemanniand sau conexiune Levi-Civita) astfel incdt

a) V este simetricd

b) Are loc una dintre conditiile echivalente din Propozitia 9.6.1 (altfel spus, conexiunea V este metricd).

Demonstratie. Vom demonstra mai intdi unicitatea, demonstrand cd, dacad existd, conexiunea trebuie sd verifice o
anumitd formuld, apoi vom defini conexiunea prin aceastd formuld si vom demonstra cd, intr-adevdr, ea verifica
proprietdtile unei conexiuni liniare. Fie, deci, X, Y, Z trei campuri vectoriale pe M si sa presupunem cda V este o
conexiune pe M, compatibild cu metrica si simetricd. Utilizand, alternativ, compatibilitatea cu metrica si simetria
conexiunii, ca si simetria metricii, obfinem, succesiv:
g(Vx (Y).Z) = Xg(Y,Z) — g(Y. Vx (2)) = Xg(Y. Z)—

—g¥.Vz (X) + [X.Z]) = Xg(Y. Z)—

—g(Y.Vz (X)) —g(Y.[X.Z]) = Xg(Y. Z)—

—g(Y.[X.Z]) —g(Vz (X).Y) = Xg(Y.Z)—

— g, [X, Z]) - Zg(X.Y) + g(X.VZz (Y)) =

+8X. Vy (2)+[2.Y]) = Xg(Y. Z)—

—Zg(X.Y)—g(Y,[X.Z]) + g(X.[Z. Y]+

— g, [X.Z) + g(X,[Z.Y]) + Yg(Z, X)—

—g(Y.[X. Z]) + g(X.[Z.Y]) + Yg(Z. X)—
—8(Z.Vx (Y)+[Y. X]) = Xg(Y.Z) + Yg(Z. X)—
—Zg(X.Y)—g(Y.[X. Z]) - g(X.[Y. Z])+
+8(Y.[Z. X]) + g(Z.[X.Y]) —g(Vx (Y). Z).
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Asadar,

g(Vx (¥).Z) = %(Xg(Y, Z)+Ye(Z,X)—Zg(X,Y)+
+g(Y.[Z, X)) — g(X.[Y, Z]) + g(Z.[X, Y])).

9.21)

Cum g este o metricd nedegenerata, iar relagia (9.21) este verificata pentru orice X, Y, Z, rezulta ca ea defineste in mod
unic un operator V : X(M)x X (M) — X (M). Mai raméne de aritat ci acest operator este, intr-adevér, o conexiune.
Linearitatea in raport cu primul argument si aditivitatea Tn raport cu al doilea rezultd imediat din proprietdtile de
linearitate si simetrie ale metricii si ale parantezei Lie a cAmpurilor de vectori. Ne vom limita, de aceea, la a demonstra
identitatea lui Leibniz. Fie, deci X,Y,Z € X(M) si f € C°°(M). Avem

26(Vx (fY).Z)=Xg(fY. Z)+ fYg(Z,X)—Zg(X., fY)+
+g(fY.[Z, X]) —g(X,[fY, Z]))+
+g(Z,[X, fY]) = X(f-g(Y,2)+
+ fYg(Z, X)—Z(f -g(X,Y))+
+ f-g(Y[Z, X)) —g(X, fIY.Z] = Z(/)Y )+
+g(Z, fIX. Y]+ X(N)Y) = X(fegY,Z2)+
+ fXg(Y,Z)+ fYg(Z,X)—Z(f)g(X,Y)—
+fZg(X.Y)+ f-gY.[Z, X])—
—gX, fIY.Z) + g(X, Z(f/)Y)+
+g(Z, fIX. YD)+ g(Z, X(/)Y) =
+ f(Xg(Y.Z)+Yg(Z, X)— Zg(X.Y)+
+g(Y.[Z, X)) — g(X,[Y, Z]) + g(Z,[X,Y]) +
+2¢(X(f)Y,2) =2fg(Vx (Y),Z)+
+2g(X(f)Y,2) =2¢(fVx (Y) + X(/)Y, 2).

Utilizand, din nou, nedegenerarea lui g, obtinem

Vx (fY)= fVx (Y)+ X(f)Y,
adica tocmai identitatea lui Leibniz. [ |

Vom stabili acum expresia coeficientilor de conexiune asociati conexiunii Levi-Civita Intr-o hartd de coordonate
pe varietatea M . Fie, deci (U, ¢) o harta pe M, cu coordonatele locale x,i =1,...,n. Notim cu gij componentele
inversei matricii metricii g Tn baza de coordonate asociatd hartii. Este usor de verificat cd, in fapt, aceste functii sunt
componentele unui cdmp tensorial de doud ori contravariant, de aceea ele se numesc componente contravariante ale
metricii g. De mentionat faptul ci a afirma ci g’/ sunt componentele contravariante ale metricii este echivalent cu a
afirma cd

gikgkj 283, i,j=1,...,n

unde se aplica regula de insumare a lui Einstein, iar § ; este simbolul lui Kronecker o datd covariant si o datd contra-
variant. Aceastd egalitate, de fapt, este echivalentd cu identitatea matriciald

[gij] “[gki] = In,

unde [, este, fireste, matricea identitate de dimensiune 7.
Avem, acum, urmatorul rezultat.
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Teorema 9.4. Fie (M, g) o varietate riemanniand si V conexiunea Levi-Civita asociatd. Dacd (U, @) este o hartd pe
M cu coordonatele x*, atunci coeficientii lui Christoffel ai conexiunii in raport cu acest sistem de coordonate sunt
dati de formula

i1 u

jk =38 (gj1k + &ikj — &jki)> (9.22)
unde virgula inseamnd derivare partiald in raport cu coordonatele.
Demonstratie. Vom pleca de la formula (9.21) care defineste conexiunea Levi-Civita si in care punem X = 9/9x/,

Y = 9/0x*, Z = 9/9x". Intrucat, dupi cum se stie, comutatorul a doud cAmpuri de coordonate se anuleazi, formula
citatd se simplificd Tn mod simtitor si obfinem

v 0 a\ L[ Jd 0 4
& a7 \axk ) axt )~ 2 \ox/ & axk’ gx!
+ d d 0 0 d 9
oxk S\ axd " oyl xS \ax7 axk ) )
Utilizand definitia coeficientilor Christoffel si cea a coeficientilor metricii, aceastd formuld devine
ri a 9\ 1
S\ kg5l ) = 2 (81k,j + &)1k — &jk1)

sau, utilizdnd omogenitatea lui g,

(glk,j + 81k — gjk,l) .

| =

gilrjk =

Inmultim ambii membrii ai ecuatiei precedente cu g’”l (si, se intelege, Insumam dupi /) si obtinem

: 1
g™ gl = Egml (g1k,j + &j1k — &jki)

sau
1
8" e = ggml (81k, + &j1k — &) -

Cum 87" # 0 doar dacd i = m, se obfine

m

1
Te = 58" (g1 + 81k = k) -

adicd ceea ce trebuia demonstrat. [ |

9.7 Exemple

9.7.1 Spatiul euclidian n-dimensional

Este clar cd in cazul spatiului euclidian n-dimensional, intrucat toti coeficientii metricii sunt constanti, toate derivatele
lor sunt egale cu zero si, drept consecinta, toti coeficientii Christoffel sunt, de asemenea, egali cu zero.
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9.7.2 Suprafete in spatiul euclidian tridimensional

Fie S C R3 o suprafatd netedi. Metrica pe aceasti suprafatd este prima formid fundamentald. Astfel, dacd alegem o
parametrizare locald a suprafetei, (U, r = r(u, v)), atunci componentele metricii vor fi

2
gu =E=r;,
i / /
g12 =g =F=r, 1,
_ 2
g22 =G—I’U.

Este foarte ugor de constatat cd inversa matricii metricii, relativ la aceastd parametrizare este

. G —-F
8 T Ec_r2\-F E )

cu alte cuvinte, componentele contravariante ale metricii sunt

11 _ _ G
& T EG-F2
12 _ .21 _ ___F
=8 = TEG-F2
22 _ E
& T EG_rFz

Considerdm, in continuare, cd u este prima coordonata, iar v este cea de-a doua. Obtinem atunci urmatoarele formule
pentru coeficientii Christoffel:

1 1
Iy =g (g1 + g1 — g1, + 58‘12(8‘12,1 + g21,1—

2
1
—g1p2) = 2EG —F?) [GE,, — FQ2F,, — E,)].
1 1 _ 1 (D)
P2 =151 = 58 (§12.1 + 8112~ g12.0) + 58 (8221 + 8122
1
— =—— (GE, - FG)),
£12,2) 2(EG—F2)( v “)

1 1
I, = 58‘“(8‘12,2 + 8212 —&22,1) + Eglz(gzz,z + g220—

—gma) = [GQF,—G}) - FG}].

2(EG — F?)
5 I 5 1 2
I =587 (g1 + g1 — gi) + 787 (8211 + 8121 -
1
— =——— [-FE + EQF. - E})],
gll,Z) Z(EG—FZ) [ u + ( u v)]

1 1
ry,=r3 = §g21(g12,1 +g112—812,1) + 5822(8‘22,1 + g122—

—g122) = (—FE, + EG,),

2(EG — F?)
2 1 5 1 5
s, = 78 (8122 + 8212 —822,1) + 58 (8222 + 8222 — 822,2) =
1

=———— |[-FQF/ -G))+ EG.].
Z(EG _ F2) [ ( v u) + U]
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Sintetizand, am obtinut urmatoarele formule:

1
1 _ / ! /
M =3Ee -/ [GE, — FQF, - E})]
1
rl,=r), = 3EC =) (GE, — FG)) (9.23)

1
1 _ / / /
Iy = 2EG - [GQF, - G,) - FG,]

1
2 _ / / /
1
2 _ 172 __ / /
I =15 = 2EG — F?) (—FE, + EG,)
1
2 _ / / /
I3, = 2EG _F?) [-FQF,—G,)+ EG,].

9.7.3 Sfera bidimensionala

Considerdm sfera
S?2={(x,y.z2)eR3: x2+y?2+22=1}
cu parametrizarea locala
x = sinf cos ¢
) ) T
y =sinfsing 06(——,—), ¢ € (0,2m).

2°2
z =cosf

Prima forma fundamentala se poate obtine imediat:
2 2 2
E=xg+ys+z5=1
) ’ /A
F=xoxpt Yoyt 262 =0
I / 12 2
G=x'y,+y,+z,=sin"0

deci EG — F? =sin? 6.
Aplicand formulele (9.23) se obtine pentru coeficientii Christoffel ai sferei:

Flll:0 F121:O

rb=rl =o0 rz, =r2 =

12 =17 = i2 =15 =ctgb (9.24)
Iy, = —sinf cosf I, =0

9.7.4 Spatiul hiperbolic bidimensional

Un exemplu foarte important de varietate riemanniand este asa-numitul plan hiperbolic, ce serveste drept model pentru
geometria neeuclidiand a lui Bolyai si Lobacevski. Fie, deci

H={(x,y)eR?>:y >0} (9.25)

H este, Tn mod evident, o submultime deschisd a planului euclidian si este, deci, o varietate diferentiabild de dimen-
siune doi, avand un atlas format dintr-o singura hartd, anume chiar aplicatia identica. Cu alte cuvinte, putem utiliza ca
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si coordonate pe H chiar coordonatele carteziene x si y. Vom Inzestra H cu o metrica diferitd de metrica euclidiana,
si anume
1
y
Este clar ci g este, Intr-adevar, o metricd riemanniand pe H . Varietatea riemanniand (H, g) se numeste plan hiperbolic
sau spatiu hiperbolic bidimensional.
Se constatd imediat ca metrica are componentele contravariante date de

ij _ ., 2¢i]
g = y*8v.
Avem, prin urmare,

1 1
I, = 5811(811,1 +g11,1 — &11,1) + Eglz(gzu + g21,1 — &11,2) =0,

1 1
I‘112 = F211 = Egll(gll,z + g12,1 — g12,1) + 5812(821,2 + g22,1—

jolpd (1)1

1 1
r), = 5811(812,2 + 8122 — 822,1) + Eglz(gzz,z + 8222 —822,2) =0,
1

1
Iy = Egzl(glm +g11,1 — g11,1) + Egzz(gzu + g21,1—

oL (1)1
1 1
ry,=r;3 = 5821(8‘11,2 + g12,1 — g12,1) + Egzz(gm,z + g22,1—
—g12,2) =0,

1 1
3, = 5821(5712,2 + g12,2 — g22,1) + 5822(822,2 + 8222 —8222) =

123(1) 1
27 dy \y y

Sintetizand, am obtinut pentru coeficientii Christoffel ai planului hiperbolic expresiile

1

F111 =0 F121 = ;
1 1 1 2 2
I, =0 ré:-l
22 y
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capirorut 10

Geodezice si aplicatia exponentiala

In cele ce urmeaza, dacd nu se precizeaza altfel, M va fi o varietate riemanniand, iar V va fi conexiunea Levi-Civita
indusd de metrica varietatii.

Definitie. O curbi netedd y : [a, b] — M se numeste geodezicd in cazul in care cAmpul vectorial al vitezelor ‘é—i’ este
paralel de-a lungul curbei y, cu alte cuvinte, dacd este verificata ecuatia:

D (dy\ _
- (E) =0. (10.1)

Propozitia 10.0.1. Dacd (U, @) este o hartd pe M, cu coordonatele locale x', iar y'(t) = x'(y(t)), i = 1,...,n
sunt coordonatele unui punct oarecare de pe curba y, atunci ecuatiile geodezicelor, in coordonatele locale x', sunt

dz)/k i d)/i d]/j 3

o =0, ,k=1,...,n. 10.2

dr? Yodr dt (10-2)

Demonstratie. Daci V; = v’ - este un camp de vectori de-a lungul curbei y, atunci V; este paralel de-a lungul
. v . . v axl

curbei y dacd si numai dacd

dv¥ e dy’

— 4T~ =0, ,k=1,...,n.

dt It dt

Dacd aplicam aceste ecuatii pentru campul vitezelor curbei y, V; = d—lt’ = d—”tl %, atunci ele se transforma n sistemul
de ecuatii (10.2). |

10.1 Exemple

10.1.1 Spatiul hiperbolic bidimensional

Coeficientii Christoffel ai planului hiperbolic au fost determinati in capitolul precedent (vezi (9.27). Putem, deci, scrie
ecuatiile geodezicelor. Pentrui = 1 avem (notind derivarea in raport cu ¢ cu un punct):

¥4+ TLx2+2rLxy +T,92 =0,

1.e.

$— 2%y =0.
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Pentru i = 2, pe de alta parte, avem
¥+ THa? +2I5%) + T5y% = 0,

i.e. | .
j/'—l——fcz——)'/Z:O.
y y

Avem de rezolvat, prin urmare, sistemul de ecuatii diferentiale

. 2 ..
X—=2xy=0

y (10.3)

j4+1ii2-1y2-9
y y

Acesta este un sistem de ecuatii diferentiale neliniare si, de aceea, nu avem metode generale de rezolvare. Totusi,
0 examinare mai atentd ne aratd cd sistemul are particularitdti care pot simplifica lucrurile. Mai precis, 1n ecuatiile
sistemului nu apare in mod explicit nici functia x si nici variabila independentd . Vom reduce ordinul sistemului
punand

. dx
p= dy
Avem atunci:
dx dx dy .
r=——= ,
t dy dt Py
X = E(py) = Ey + py.
Sistemul (10.3) devine atunci
dp -2

22
Y T py—35py =0
JA P2y =332 =0

—

sau, Inca,
py+vy (dy yp) =0
J+ 1922 -1 =0
Daca il inlocuim pe y din a doua ecuatie in prima, se obtine

L(dp 1
y? (d—p——(p3 +p)) = 0.
y oy

(10.4)

Dacéd am avea y = 0, atunci, din ecuatiile geodezicelor ar rezulta cd si X = 0, deci ar rezulta ca geodezica este
degeneratd, reducandu-se la un punct. Presupunem, prin urmare, ca y # 0. Atunci, din ecuatia precedentd, obtinem
cd

dp 1
—=—(p’+p).
dy 'y
Integrand prin parti, obtinem ca
d
p=E 4y Y (10.5)

Cdy T iy

unde ¢ este o constantd de integrare. Dacd ¢ = 0, atunci geodezicele ce se obtin sunt curbele din semiplanul y > 0
de ecuatie x = const, adicd sunt niste semidrepte (deschise) verticale.
Daci se considerd cd ¢ # 0, atunci punem ¢ = 1/a si integram incd o data ecuatia (10.5) si obtinem

(x—b)2+y2 = a?,
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unde b este o altd constanti de integrare. Asadar, in acest caz, geodezicele sunt semicercuri deschise cu centrul pe axa
Ox.

Semiplanul H, cu metrica g, este utilizat ca un model al geometriei neeuclidiene de tip Bolyai-Lobacevski (geo-
metria hiperbolicd). In acest model, punctele sunt chiar punctele semiplanului, in timp ce dreptele sunt geodezicele
varietdtii riemanniene (H, g), adicd semidreptele deschise cu originea pe axa Ox si semicercurile deschise cu originea
pe aceastd axa.

Este usor de verificat ci H verifici axiomele geometriei euclidiene, cu exceptia axiomei paralelelor. Intr-adevir,
este clar, de exemplu, cd prin fiecare doud puncte distincte ale lui H trece o dreaptd si numai una. Dacd cele doud
puncte au aceeasi coordonatd x, atunci ele se afla pe o semidreaptd verticald, in caz contrar ele determind un cerc cu
centrul pe axa Ox si numai unul.

Pe de altd parte, printr-un punct exterior unei drepte hiperbolice se pot duce o infinitate de drepte care nu inter-
secteazd dreapta datd. Reamintim cd aceste drepte se numesc nesecante. Printre ele, existd doud care se intersecteaza
cu dreapta datd la “infinit”, cu alte cuvinte pe axa Ox. Acestea se numesc paralele ale dreptei date. Prin urmare, n
H , printr-un punct exterior unei drepte se pot duce doud paralele la dreapta datd, in contrast cu geometria euclidiana,
unde, dupd cum este bine cunoscut, existd doar una.

10.2 Sfera bidimensionala
Fie S2 sfera bidimensionals, adici
S§2 ={(x,y,2) eR¥*: x2 +y?2 + 22 =1}.

Pe S? considerim metrica riemanniani indusi de metrica euclidiani a spatiului ambient (adicd prima formd fun-
damentald). Alegem ca si coordonate coordonatele sferice obisnuite x! = 6, x> = ¢. Dupi cum se stie, componen-
tele metricii in acest sistem de coordonate sunt

g =sin*g, gi2=g1=0 gn=1

Coeficientii Christoffel au fost determinati in capitolul precedent (vezi (9.24).
Putem scrie acum ecuatiile geodezicelor. Pentru 6 avem

6 +T},6% +2TL0¢ + Th¢? =0
sau
0 +2ctgpbp = 0.
Pentru ¢, pe de altd parte, avem
¢+ T116% +2I'7,0¢ + T5¢* = 0

sau

¢ — sin @ cos (péz =0.
Asadar, sistemul de ecuatii pentru geodezicele sferei este
642 ctg goégb =0

. 10.6
¢ — sing cos g2 = 0 e

O solutie a acestor ecuatii se vede cu ochiul liber: 6§ = const si ¢ = at + b, unde a si b sunt constante. Este
evident ce reprezintd aceste ecuatii: un cerc mare al sferei, situat in plan vertical. S presupunem acum cd 6 nu
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este constantd, adici 6 = 0. Atunci putem alege in calitate de variabild independentd pe 6 si, utilizind ecuatiile
geodezicelor, obtinem, notand cu / derivata in raport cu 6,

o —2ctgp-¢'> —singpcosg = 0.

Facem schimbarea de functie w = ctg ¢ si un calcul simplu aratd ca pentru aceasta functie este verificata ecuatia
diferentiala liniard
w” +w = 0.

Solutia acestei ecuatii este, dupd cum se stie,
w=acosf + bsinb,
cu a si b constante arbitrare, de unde, revenind la substitutia ficuta, se obtine
ctgp =acosf + bsinf
sau, inca,

acos@sing + bsinfsing —cosp = 0.

Dar aceastd ecuatie ne spune, in fapt, ca cele trei coordonate carteziene (x, y,z) ale unui punct de pe geodezica
verificd ecuatia
ax +by —z =0,

ceea ce Inseamnd cd geodezica se afld intr-un plan care trece prin centrul sferei, adicd este un cerc mare al sferei (sau
un arc al unui astfel de cerc).

10.3 Teorema de existenta si unicitate pentru geodezice

Sistemul de ecuatii al geodezicelor, in coordonate locale, este un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul al doilea,
de o formd speciald. Pentru astfel de sisteme, definite pe spatii euclidiene, existd rezultate standard de existenta si
unicitate a solutiilor, ce se demonstreazi in teoria ecuatiilor diferentiale. Astfel, daciu = (u!,...,u") € R”, iar
U C R?" este o submultime deschisd, cu coordonatele (u,v), iar F : U — R” este o aplicatie neteda, atunci o
ecuatie (vectoriald) de acelasi tip cu ecuatiile geodezicelor se va scrie:

d?u _F du
az - \"ar )

Pentru o astfel de ecuatie existd urmdtorul rezultat de existenta si unicitate a solutiilor:

Teorema 10.1. Fie (uy,vy) € U. Atunci existd o vecindtate W a lui (uy, v1) si un numdr real € > 0 astfel incat
pentru orice (g, Vo) € W ecuatia diferentialci

d?u du

— =F(u—

dt dt

are o solutie unicd t — u(t) definitd pe intervalul (—e, €) si care satisface conditiile initiale

du

u(O) = Uy, ) E

= Vp.
t=0

Pentru a traduce aceastd teorema intr-o afirmatie referitoare la ecuatiile geodezicelor, trebuie sd amintim, mai
intai, anumite rezultate referitoare la fibratul tangent al unei varietati diferentiabile.
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10.4 Fibratul tangent

Definitie. Fie M o varietate diferentiabild. Se numeste fibrat tangent al varietdtii M reuniunea disjuncta a tuturor
spatiilor tangente la varietate:
™ = || TuM.
xeM

Vrem sda demonstram cé aceastd multime poarta o structurd naturala de varietate diferentiabild, a carei dimensiune
este dublul dimensiunii varietitii M. In acest scop, trebuie, inainte de toate, si inzestrim TM cu o structuri de spatiu
topologic. Tehnica utilizata 1n acest scop, standard in topologia generald, constd in transportul unei structuri prin
intermediul unor aplicatii.

Fie X o multime oarecare, acoperitd cu o familie de submultimi {Uy }qe 4:

X=UUO,.

€A

Presupunem ci pentru fiecare o € A exista cte un spatiu topologic Uy, si cate o aplicatie bijectivd hy : Uy — UJ,.
Urmitoarea lemd aratd cum se pot utiliza spatiile topologice U, si bijectiile &, pentru a construi o structuri de
spatiu topologic pe multimea, initial amorfd, X .

Lema 10.1. Presupunem cd pentru fiecare o, B € A astfel incat Uy, N Ug # @ au loc proprietdtile:
1. ho(Uy N Ug) este o submultime deschisd in Uy;
2. hgo h;l the(Uy NUB) — U[; este o aplicatie continud.
Atunci existd o singurd topologie pe X astfel incdt:
1. Uy este deschisd in X pentru orice o € A;
2. hy : Uy — U, este un omeomorfism pentru orice o € A.

Demonstratie. Din cele doud ipoteze ale lemei rezultd, deoarece si hg(Uy N Ug) este deschisd in Ug, cd hg o h!
este un omeomorfism pe imagine, adica aplicatia

hg ohy' i he(Uy NUg) — hg(Uy N Up) (10.7)

este un omeomorfism. Vom spune acum ca o multime U C X este deschisd dacd pentru orice « € A multimea
ho(U N Uy) este deschisd in spatiul topologic U,,. Faptul cd multimile deschise astfel definite formeaza, intr-adevir,
o topologie pe multimea X, iar conditia 1) din enunful lemei este verificatd In mod trivial. Mai rdmane de verificat
conditia 2). In acest scop, fixdm un indice o € A si considerim o multime V € U,. Daci multimea V este deschisi
in X, atunci conform definitiei topologiei din X, multimea sy (V) = ho(V Ny «) trebuie si fie deschisd in UJ,. De
aici rezulta ca aplicatia ho_ll este continud (deoarece contraimaginea oricarei multimi deschise este, de asemenea, o
multime deschisd). Trebuie sd ardtdm acum ca aplicatia hq este continud. Fie, deci U C U,, o submultime deschisa.
Deoarece aplicatia hy este o bijectie, rezulta cd existd o multime V' C U, astfel incat U = hy (V') Ceea ce trebuie,
deci, si demonstrdm este ci multimea V = h;!(U) este deschisi in X. Conform definitiei mulimilor deschise din
X, V este deschisd daci si numai dacd pentru orice B € A multimea hg(V N Up) este deschisd in U ;‘/3 Remarcam,
nainte de toate cd, deoarece V' C Uy, avem cd

V-NnUg C Uy N Ug, pentru orice B € A.

Pe de altd parte, deoarece hg o h,! este un omeomorfism, mulfimea / g(V N Ug) este deschisi in
hg(Uy N Up) dacd si numai dacd he(V N Up) este deschisd in hq(Uy N Ug) S U,. Dar asta rezultd imediat
din ipoteza cd hq (V') este deschisd in UJ. [



126 Capitolul 10. Geodezice si aplicatia exponentiald

Fie acum M o varietate diferentiabila si {(Uy, 9o )| € A} un atlas pe ea. Atunci, dupa cum se observa cu usuringa,
TM poate fi acoperitd cu multimi de forma

TU, = ]_[ T M,

xeUy

iar pentru fiecare o« € A avem cate o bijectie

he : TUy — To(Uy) = ¢(Uy) x R* € R?", (10.8)
datd de

ha(vy) = (xL(x), ..., x2 0l .0 0", (10.9)
unde 3
vxzvi -| e TeyM, x € Uy.
0xqg' |,

Este ugor de verificat acum céd, dacd in lema precedentd Tnlocuim mulfimea X cu TM, iar aplicatiile A, sunt
cele definite de formula (10.8), conditiile lemei sunt verificate gi se obtine, astfel, o structurd de spatiu topologic pe
multimea TM.

Dacd acum consideram pe TM aceasta structura topologicd, nu este greu de verificat ci are loc urmaitoarea teo-
rema:

Teorema 10.2. T M este o varietate diferentiabild de dimensiune 2n, cu hdrti de coordonate date de (T Uy, hy), unde
hy sunt date de relatia (10.8).

Presupunem acum ci (M, g) este o varietate riemanniana. Vom ardta ca pe fibratul tangent al varietatii putem
identifica unele mulfimi deschise de o forma speciald. Mai precis, are loc urmétorul rezultat:

Propozitia 10.4.1. Fie xo € M 5i Ox, € Tx,M —vectorul nul si W C TM o vecindtate deschisd a lui Oy, in TM.
Atunci existd o vecindtate deschisd V C W a lui Oy, in TM de forma

V ={vy e TM|x € U, ||vx]| < €},
unde U C M este o vecindtate a lui x, iar € > 0.

Demonstratie. Fie (Uy, @) o harti de coordonate in jurul lui xg, cu coordonatele x’. Notim, ca de obicei, cu g; I
componentele metricii fatd de acest sistem de coordonate:
x>

0
Prin urmare, pentru un x € Uy, dacd avem un vector vy € T, M, dat prin componentele sale, vy = v

0

dx/

’

gij(x) = <g

i % 2 atunci
patratul normei vectorului este dat de o

lox1? = gij (x)v' 7.
Deoarece functiile g;; : Uy — R sunt netede, este clar cd aplicatia || - | : 7U; — R este, de asemenea, o functie
netedd, deci este, in particular, continud. Prin urmare, o mulfime V' de forma celei din enuntul propozitiei trebuie sa
fie deschisd. Fie acum 4 : TU; — R?” o harti pe fibratul tangent TM , dati de

h(ve) = (x1(x), ..., x"(x), vl ... 0"),

unde vy, = v’ % € TxM, iar x € U;. Deoarece h este un omeomorfism pe imagine, putem alege o vecinatate
X
Vi € W alui Oy, de forma

Vi ={vx € TM|x € Uy, |vx| < €1},
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unde U, C Uj este o vecinatate a lui xg, iar

ol = @O+ 4 0m)2.

Fie acum § > 0 un numar real si
B = {x € Uz |o(x) — ¢(xo)| = 6},

unde

9(0) — p(x0)] = (X1 (x) = x1 ()% + -+ + (¥1(x) — 7 (x))%.

Deoarece ¢ este un omeomorfism pe imagine, iar B este contraimaginea prin ¢ a unei multimi compacte din R” (bila
inchisa cu centrul in ¢(x¢) si de razi §), rezultd ca B este, de asemenea, o multime compacta.
Deoarece aplicatia || - ||, restrinsa la multimea compacta

S ={vx € TM|x € B,|vx| = 1}
este continua, rezultd cd existd o constanti pozitiva €, > 0 astfel incat
lvxll = €2[vx]
pentru orice v, pentru care x € B. Prin urmare, multimea
V ={vx € TM] |p(x) —(xo)| <8.[lvx| <€},

Cu € = €] - €3 este o vecindtate a lui Oy, de forma cerutisi V C W. |

10.5 Aplicatia exponentiala
Suntem gata, acum, sd enuntam rezultatul privitor la existenta si unicitatea geodezicelor:

Teorema 10.3. Fie (M, g) o varietate riemanniand. Atunci pentru fiecare punct xo € M existd o vecindtate deschisd
U a sa §i doud numere reale pozitive €,8 > 0 astfel incdt pentru orice x € U siv € TyM, cu |v| < € existd o
singurd geodezicd

Yo (=28,20) > M

astfel incat

dyy
0) =v.
dt() v

In plus, yy(t) depinde neted de t si de vy € {v € TU|||v| < €}.

yv(0) = x,

Demonstratie. Rezultd imediat din teorema 10.1 si propozitia 10.4.1 |

Observatii. 1. In teorema de mai sus, § se poate alege egal cu 1, dacd inlocuim € cu € - §. De fapt, daci y, :
(—38,8) — M este o geodezica, atunci yg, = y,(8), t € (=2, 2), este, de asemenea, o geodezica.

2. Din teoria ecuatiilor diferentiale rezultd ca existd o singurd geodezicd maximald, definitd pe cel mai mare
interval posibil.

Definitie. Sa presupunem ci 1 se afla in domeniul de definitie al geodezicei y,. Definim atunci aplicatia exponentiala
punand
exp,(v) = yu(1).

Observatie. Se poate constata cu usuringd cd yy (f) = exp,(fv).
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Fie (M, g) o varietate riemanniand. Pentru un x € M, alegem, ca in Teorema 10.3, U o vecinitate a lui p si un
€ > 0 astfel incét aplicatia exponentiald exp,, (v) sd existe pentru y € U siv € Ty M, cu [[v|| < € si sd depindd neted
de y sidev. Fie V C TU C TM multimea vectorilor v care Indeplinesc conditiile de mai sus si definim aplicatia

F:V—->MxM

prin
F(vy) = (y,exp, vy).

Este clar ca aplicatia F este netedd si cd F(0x) = (x, x).
Propozitia 10.5.1. F este un difeomorfism local in jurul lui O,.

Demonstratie. Presupunem cd (U, ¢) este o hartd in jurul lui x. Atunci orice vector v = vy, € V este de forma

vy = v % , prin urmare, ca element al lui V', v,, are coordonatele (), ....x"(y), vl ..., v"). Pe M x M
y
avem o hartd (U x U, ¢ X ¢), cu coordonatele (x{, e ,x’f,x%, ..., x%), in jurul punctului (x, x). Diferentiala lui F

in punctul O, este datd de

0

x 8x2’

dx! 0. dxq!
F. (i ) -9
v’ fo, 0x1!

Asadar, matricea lui Fy este (} (I)) [ |

X

X

Presupunem acum ca vecindtatea lui O, pe care F este difeomorfism este de forma
V={vyly €V, [luy| <e}.

Alegem o vecinatate W a lui x astfel Incat
F(V)D W xW.

Am demonstrat, In fapt, urmatoarea teorema:

Teorema 10.4. Fie (M, g) o varietate riemanniand si V conexiunea Levi-Civita. Atunci pentru fiecare punct x € M
existd o vecindtate W §i un numdr real pozitiv € > 0 astfel incdt

1. Pentruorice y,y" € W existd un singur vector v € Ty M, cu ||v|| < € astfel incdt curbat — exp,,(tv) sd fie o
geodezica de la y la y'.

2. Aplicatia W x W — TM, (y,y’) — v este netedd.

3. Pentru orice y € W, aplicatia expy, : {v € TyM|||v|| < €} — M este un difeomorfism pe o multime deschisd
U, oWw.

Observatii. 1. O vecindtate Uy, ca cea din teorema de mai sus se numeste vecindtate normald alui y. Dupa cum se
vede, U, este imaginea prin aplicatia exponentiald a unei bile deschise de raza e, centratd in originea spatiului
tangent Ty, M, B¢(0).

2. Vecindtatea W din teorema de mai sus este o vecindtate normald a punctului x, dar nu numai: ea este o vecinitate
normald pentru fiecare din punctele sale.
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10.5.1 Coordonate normale

Este clar ca un punct oarecare dintr-o vecindtate U, ca cea din teorema de mai sus se poate uni cu x printr-o singurd
geodezica (cu alte cuvinte, Uy este o multime stelatd in raport cu x).

Pe de altd parte, orice vecindtate stelatd a lui Oy in Ty se aplicd prin exp, intr-o vecindtate stelatd a lui x pe
M. Cum vecinatitile stelate ale lui 0, formeazi o bazd de vecindtdti ale Oy, rezultd cd vecinatatile stelate ale lui x
formeaza o bazd de vecindtiti ale lui x pe M.

Alegem in Tx M o bazi ortonormati fati de care coordonatele unui vector sunt 7’. Definim pe Uy un sistem de
coordonate x’ punind x' = 1’ o exp;lz

. . . . 4
x'(y) = (n’ © expy )(y) =1 (expx (). Yy €Uk
Coordonatele x astfel definite se numesc coordonate normale in jurul punctului x.
Dacd c(t) este o geodezicd ce trece prin x pentru ¢ = 0, ecuatiile ei parametrice, in coordonate normale, vor fi

x/(t) = a't, unde a’ sunt constante. Intr-adevir, fie Vo C Ty M o vecinitate a originii lui Ty M pe care exp, este un
difeomorfism. Pentru orice vector v € V avem geodezica c(t) = exp, (tv). Daciv = ak ey, atunci

X)) =7 (ta ek) =a tn (ex) = a t8k a't.
Propozitia 10.5.2. ntr-un sistem de coordonate normale in jurul lui x,
I (x) + Tp; (x) = 0.

Demonstratie. Considerdam geodezica ce trece prin x si are ecuatiile (In coordonate normale):

xi(t) =0
)=t unde j si k sunt fixatisii # j,i # k.
xk@) =1t
Ecuatiile geodezicelor sunt
d?x! i dx/ dxk
e kg ar T
iar, 1n cazul nostru:
0+ T (x) + T, (x) = 0.
Analog se poate proceda pentru orice triplet de indici (i, J, k). |

Tindnd cont de faptul cd V este o conexiune simetrica (adica, in cele din urma, coeficientii Christoffel sunt
simetrici 1n indicii inferiori), rezulta imediat ca:

Corolarul 10.1. In coordonate normale in jurul lui x, avem Fj. X)) =0.

Observatie. In general, rezultatele din propozitia si corolarul precedente sunt valabile numai in punctul x. Numai
in cazul unor varietdti riemanniene foarte speciale putem gdsi un sistem de coordonate relativ la care coeficientii
Christoffel sa se anuleze pe o intreagd mulfime deschisa.

10.5.2 Exemple

Vom ardta, n acest paragraf, cum anume se calculeazd aplicatia exponentiald pentru cateva dintre exemplele cele mai
intalnite de varietdti riemanniene: spatii euclidiene si cateva dintre cele mai comune suprafete.
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Aplicatia exponentiala a lui R”. Fie x € R” si v un vector tangent la R” in punctul x. Atunci, dupa cum se stie,
geodezica ce trece prin x gi este tangentd la v in punctul x este o dreaptd, de ecuatie

wt)=x+1-v.
Prin urmare, expresia aplicatiei exponentiale este
expy(v) = yp(1) = x + v,
adicd este translatia cu x.
Aplicatia exponentialii pentru cilindru. Fie F : R3 — R, datd prin F(x',x2,x3) = (x1)? + (x?)%2 — 1. Este

clar cii 0 este o valoare regulati a aplicatiei netede F, deci multimea C = F~1(0) C R3 este o subvarietate netedi
de dimensiune doi a lui R3. Fie i : R? — C parametrizarea i : R> — C, dati de

i(s,t) = (coss,sins,t).

Matricea Jacobi a aplicatiei i este:

—sins O
Ji=] coss O
0 1

Prin urmare, aplicatia tangenti actioneazi, pe vectorii bazei din 7 R?, in modul urmitor:

—sins O —sins
. ad . 1 1
ix | — =Ji(x)- o) = | coss 0]- o) = | coss | =
05 | 0 1 0

d d
_ 2 Y 1 9 nét
= —X 5l + X Ix2 , wi,
. P . 0 —sins O 0 0
ix | — =Ji(x)- 1] = | coss o]- 1= 0] =
01 | 0 1 1
_ 0| mer,
8x3y 2,

unde y = i(x). Se observi imediat ci i, duce o bazi ortonormati din TxR? intr-o bazi ortonormati a lui T;(xC,
prin urmare aplicatia i este o izometrie. Se poate verifica cu usurinta ca, din acest motiv, are loc relatia:

[ 0 €XpR2 = €XPc Olx.

Fie, deci, v € Ty, C. Atunci, in mod evident, v se poate exprima in functie de baza {w1, w»}, adicd existd doud numere
reale « si § astfel inct s avem:
x)

) [ oexp (aa
= O €X _—
X T\ 0s

=1 0 eXP(s).10) ((Z)) =i(so+o,to+p)=
= (cos(a + s9), sin(x + sg), B + to).

0
+ﬂ§

( 0
v=oaw; + Pwy =ix|a—
0s |«

Asadar,

0

+’38_t

X

0
+ﬂ§

J-

) 0
exp,, (v) = exp,, oix a&
X
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Deci:

o .
CXP(cos(s0),sin(s0),70) ((ﬁ)) = (cos(a + s0), sin(a + s0), B + to)-

Aplicatia exponentiala pentru con. Constructia este, Tn multe privinte, analoaga cu constructia pe care am féacut-o
pentru cilindru. Considerdm multimea

Ri ={(x',x%,x% € R3‘x3 > 0}

si aplicatia F : ]Ri — R, datd prin
1
Fxl,xz,x3 = D24+ (D)2 — (3 2, cua > 1.
21
a f—

Este clar, din nou, ci 0 este valoare regulati pentru aplicatia netedd F, deci conul' C = F~1(0) este o subvarietate
netedd de dimensiune doi a lui R3.
Fie U = R4 x R. Definim o imersie 4 : U — R? prin

h(r,¢) = (rcosg, rsing)
si notim V = h(Ry x (0,27m)). Este clar ci V este, in fond, planul R? firi origine.. Definim, mai departe, aplicatia

i:V — C, astfel incat
Va2 — 1) )

Vom ardta acum cd aplicatia i este o izometrie. Mai inti, matricea Jacobi a aplicatiei s este

h— (€059 —rsing
~ \sing rcosg

1 cosgp —rsing 1 cos ¢
=Jh- =\ . . = . =

N 0 sing rcosg 0 sin ¢
0 0

= CcosQ— + sinp—
(pf)ul h(x) (pauz

r

r r
ioh(r,p) = (a cos o, ” sina, ”

Prin urmare,

0
(2

not

1.

h(x) -

0 cosp —rsing 0 —rsing
. sing  rcosg FCOoS ¢
d 0 not

= —rsingpg—- +rcosp— = V5.
(paul h(x) q)auz 2

In mod analog,

9
he [ —
(a<p

Pe de alta parte, matricea Jacobi a aplicatiei i o & este:

1 .
5 Cosayp F sin o

J@oh)= ésinago rcosap |,
1Ve2 -1 0

! Atentie, aici este vorba de o singuri panzi a conului, fara varf!
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prin urmare,

d
(i o h)s (8_r ) :J(iof)-((l)) _
%cosaga —rsinqg

=| gsinagp rcosag |- (0) =
\1Ve2 -1 0

Lcosagp

9. 1 0
=| ,sinap | = o, COsap o
\1VaZ —1 o X li(r(x))
o
1, d
+ —smop— +
o 0% i (h(xy)
1 ad not
a2 12 L0
+—Va 18x3 . = W
i(h(x))
si
ad
Goms (5| J=1000(]) =
¢ |, 1
écosa(p —r sinag

1 .
=1 gsinayp r cos o (1) =
Va2 -1 0

—rsinag 9
=| rcosap | =—r sinot(pa—1
0 X i(h(x))
d
+rcosap— et Ws,.
0% [y

Se observi imediat cd {V7, V2} este o bazd ortonormatd in T (x)V/, in timp ce imaginea sa, {Wy, W} este o bazi
ortonormatd in T;(p(x))C, deci ix duce o bazd ortonormata intr-o baza ortonormatd, de unde rezultd ca i este o
izometrie, deci

[ o expy = expc¢ Olx.

Deoarece inversa aplicatiei / este, dupad cum se constata cu usurinta,
_ t
h (s, 1) = (\/s2 + t2, arctg —) ,
s

rezultd imediat cd expresia lui i este

) 2+ 2 52+t2 ) t
i(s,t) = Tcosa arctg;, Tsma arctg;,
2 ;2
—\/S—H./—az_l).
o

Aceastd expresie se poate simplifica in mod considerabil dacd « este un numér natural. In cele ce urmeazd, vom pune
o = 3. Utilizand formulele

cos3u = 3cosu — 4cos> u

sin3u = 4sin®u — 3 sinu,



10.5. Aplicatia exponentiald 133

se obtine, dupd un calcul foarte simplu,

i(s,t)z(—s+ s t— 42 2\/_,/2+12)

3524127 352412

iar W1 = ix (%!x),Wz = ix (%LC) Fie acum x = (so,%0) € V si y = i(so,to) € C. Atunci, dacd v =
aWr + BW, € Ty,C, rezultd ci

a —

t,)

+,38
+,3% x) =i(e+s9,8+1t) =

(o + 50)3
3 (o +50)%2+ (B +19)%

4 (B + 10)? 22
_g (O{ + 30)2 + (ﬂ + t0)2 '3 \/(O{ + SO)2 + (,B + 10)2) .

0
eXp,, U = exp,, Oix (aa
X

. ( 9
=ioexpy,|ag-

( (Ol+So)+

B+ to—

Aplicatia exponentiala pentru sfera. Sfera se poate obtine 1n acelasi mod ca si conul si cilindrul, considerand, de
data aceasta, aplicatia F : R3 — R dati de

F(Xl,xz,x3) — (xl)Z + (X2)2 + (x3)2 -1
E clar ci 0 este valoare regulard pentru F, iar S = F~1(0). Considerdm aplicatia i : R? — S?2,
i(u,v) = (cosucosv,cosu sinv, sinu).

Matricea Jacobi a lui i este
—sinucosv —cosusinv

Ji=| —sinusinv cosucosv
cosu 0
Atunci
9 | —sinucosv —cosusinv 1
x| — =1Ji- = | —sinusinv cosucosv |- =
ou |, 0 0
cos u 0
—sinu cosv 1,3 9
= | —sinusinv | = — = -
cos u V(xh)?2 4+ (x2)? dx ] (x)
x2x3 0
V(xh)? + (362)2 i(x)
AN
dx i(x)
In acelasi mod, se obtine ci
0 0 d
i* (_ ) =—x2—1 +X1—2 nOt W2
81) x 8)( i(x) ax i(x)
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Cum W si W, formeazd o baza ortonormata a lui 7;(x) S 2 rezultd cd aplicatia i este izometrici, deci
I 0 eXpR2 = €Xpg2 Olx.

Dacd y = i(ug, vo), iar w = oW + BW, este un vector din TySZ, atunci

J-

)=i(0(+u(),,3+vo)=

0
+—ﬂ5;

0
eXpy, W = expy, ix (aa
X

o€ aa —i—ﬁa
=ioex — —
tOexPx ou |, v

= (cos(o + ug) cos(B + vg), cos(a + up) sin(B + vy), sin(e + up)).

o
eXp(cos U(Q COS V(,COS UQ Sin V(,sin U() ( (IB) ) =

= (cos(a 4 ug) cos(B + vg), cos(e + ug) sin(B + vg), sin(e + ug)).

Prin urmare,

10.6 Geodezice minimale

Pentru o curba y : [a,b] — M, lungimea L este datd de

bld
4
L) = Lo = [ | ]
a t
Consideram functia lungime a arcului de curba,
t " dy
s(t)=L = — | du.
w=ti00= [ 5]
Dacd y este o geodezicd, atunci
d |dy 2_2 Ddy dy\ _
dt |dt| — “\dtdt dt|
de unde rezulta ca ’ ‘é—lt’H este constantd; mai precis, daci y = y,, cu v € T, M, atunci ‘ ’fi—’t’ = |lv||, astfel ca
s(t) = ||v]|| - ¢ pentru curba y, : (—28,28) — M. Prin urmare, parametrul de-a lungul unei geodezice nu poate fi
arbitrar: el trebuie sa fie proportional cu lungimea arcului de curbd. Daca, in particular, y(s) = expsv cu |v| = 1,

atunci y are ca parametru chiar lungimea arcului. Despre o astfel de geodezicd vom spune ca este parametrizatd
natural sau ca este normalizatd.

Observatie. Dacd y,y" € M siv € Ty M astfel incat y’ = exp,(v), atunci ||v|| este lungimea geodezicei exp,, (tv)
intre y si y’, deci afirmatia de la punctul 1) al teoremei 10.4 se poate reformula, afirmind ci, abstractie ficind de o
reparametrizare prin Tnmultire cu o constantd, existd o singuri geodezicd de la y la y’ a cérei lungime si fie mai mici
de €.

Urmatoarea teorema afirma ca, cel putin local, geodezicele sunt cele mai scurte curbe care unesc doud puncte de
pe varietatea M :

Teorema 10.5. Fie (M, g) o varietate riemanniand §i V conexiunea Levi-Civita asociatd metricii varietdtii. Fie W
si € ca in teorema 104 si y : [0,1] — M o geodezicd de lungime L(y) < € care uneste punctele y(0) = y si
y(1) = y’, y,y' € W. Atunci pentru orice drum w pe M care uneste y cu y' avem L(y) < L(w). Mai mult, dacd in
relatia de mai sus avem egalitate, atunci o §i y coincid dupd o reparametrizare (ceea ce nu inseamnd neapdrat cd @
este o geodezicd, ea are doar acelasi suport cu o geodezicd).
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Pentru demonstrarea teoremei vom utiliza mai multe leme. Prima dintre ele este cu caracter tehnic:

Lema 10.2. Fie o : Q — M, o aplicatie netedd cu parametrii (s,t), unde Q este un domeniu din R?. Atunci in
fiecare punct din Q avem:

D da D ox
dt s  ds ot
Demonstratie. Deoarece este suficient sd demonstrdm teorema local, presupunem ca exista o hartd (U, ¢) pe M astfel

incit a(2) € U. Atunci, dupa cum se stie, expresia in coordonate a derivatei covariante % de-a lungul unei curbe

este
DV dvk af | 0
- = - + Fik__vl —
dt dt /ot dxk
unde o/ = x/ o, jar V = v! (t)% este un camp de vectori de-a lungul curbei ¢ — «(s, t), parametrul s fiind fixat.

Alegem, 1n calitate de V', cAmpul de vectori

_80{_80/ d
ds  0ds dxi’

Obtinem atunci
Dda _ 3%t N i 0o/ ot
dtds — 0tds Y o 9s
Deoarece coeficientii lui Christoffel sunt simetrici in indicii inferiori, iar la derivatele de ordinul al doilea ordinea de
derivare este inversabild, este clar cd membrul drept al expresiei de mai sus este simetric in s si ¢, de unde rezulta

egalitatea din enuntul lemei. |

Lema 10.3 (Lema lui Gauss). Fie U, C M o vecindtate normald a lui y. Atunci geodezicele care trec prin y sunt
traiectorii ortogonale la hipersuprafetele

Sy(c) = {exp,(v)|v € TyM, [[v]| = ¢}, ¢ <e.

Demonstratie. Afirmatia teoremei nu inseamnd altceva decat cd toate tangentele la curbele de pe Sy (c) sunt orto-
gonale la geodezicele ce emand din y i trec prin acelasi punct. Fie, deci, v : [a,b] — T, M o curbd In spatiul
tangent la M 1n y, situatd pe sfera unitate din acest spatiu tangent, adici astfel incat ||v(¢)| = 1 pentru orice va-
loare a parametrului din intervalul de definitie. Atunci o curbd oarecare de pe hipersuprafata Sy (c) este de forma
w:la,b] - M,

o(r) = exp, (cv(1)).

Pentru un g € [a, b], geodezica radiald determinatd de v (o) este Yy () : (—€.6) — M,
Yo(to) (1) = expy, (rv(fo)).
Punctul de intersectie al celor doud curbe este
Yu(to) (€) = w(to).

Prin urmare, este suficient sa demonstram ca vectorii

o e, (cv(e)

t=to
si

d
- exp, (rulio)

r=c
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Intentia este si utilizdm lema precedenta. In acest scop, considerdm functia de doud variabile « : (—¢, €) X [a,b] —
M, datd de

a(r,t) = exp, (rv(?)).

Atunci, In mod evident,

d oo
— exp,, (cv(?)) = — )
dt Y t=to ot t=tg,r=c
iar J 3
o
— exp,, (rv(tp)) = — .
dr 7 r=c O lr=rg,r=c

Este, prin urmare, suficient sa demonstram ca functia reald de doua variabile reale (r si ¢)

do do

8§\ 3 5,

ar 0t
este identic nuld. Vom demonstra, mai intai ca aceastd functie este constantd in raport cu una dintre variabile si pe
urmd vom ardta cd se anuleaza intr-un punct, ceea ce Inseamnd cd se anuleazd peste tot. Avem, din metricitatea

conexiunii
0 dou da _ D da du n de D du .
o \or o) T8\ oror e ) T8\ o ) T
N —— e’
=0
doe D da
- g a0 A, a_ ’
ar ot or
unde egalitatea cu zero a primului termen rezulté din faptul ca aplicatia r — «/(r, t) este o geodezicd, iar 1n al doilea
termen am modificat ordinea de derivare, Tn conformitate cu lema precedenta. Din definitia exponentialei, pe de alta

parte, avem
da da\ _
& or or )
0= 0 Jda do . D da O n Jda D da .
“uf\or o) T8 \arorar ) T\ arar ) T
_, da D da
S\ orator )
0 o oo _0
o\ )T
da da
S\or o

este o functie numai de ¢, deci e o constantd, ca functie de r. Pe de altd parte, avem «(0,7) = y, pentru orice ¢t € [a, b],
asadar

2

oo
= > =1,

ar

asadar

Prin urmare, avem

de unde rezulta ca

do
—(0,1) =0
3t(’) ’

Jdo Jduo _0o
S\orar) =

pentru orice (r,t) € (—e&,¢€) X [a, b]. |

prin urmare
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Lema 10.4. Fie y € M si Uy o vecindtate normald a lui y, de razd €. Fiey : [a,b] — Uy, \ {y} o curbd netedd pe
portiuni. Atunci este clar cd fiecare punct y(t) se poate reprezenta in mod unic sub forma

y(1) = exp, (r(1) - v(r)),
unde v(t) € TyM, ||v|| = 1, iar 0 < r(t) < €. Atunci
Lo) = Ir(®) = r(@).
iar egalitatea are loc dacd si numai dacd v este constant, iar r = r(t) este o functie monotond.
Demonstragie. Considerdm functia
a(r,t) = exp,(rv(t)), 0<r<e, t€la,b]
Atunci, pe baza regulii de derivare a functiilor compuse,

d dy _ da O

dt ()_ at’

Conform lemei lui Gauss, Vectorn §1 at sunt perpendiculari, deci avem

dy |? ,2([) 80{2+ dor ||
dt ar ot
2
Dar g—‘: = ||v]| = 1, prin urmare din relatia de mai sus rezulti ca

d 2
o =

iar egalitatea are loc doar in cazul particular in care a + = 0 (acolo unde aceastd egalitate are sens).

De aici rezulta ca
b b
La (V) = /
a

Egalitatea are loc daca si numai daca sunt Indeplinite doud conditii:

b
dt > / |r'(t)|dt = var(r) > |r(b) —r(a)|.

1. var(r) = |r(b) — r(a)|, ceea ce inseamna ca functia r este monotoni;

2. %—‘;‘ = 0 aproape peste tot. Dar, exponentiala fiind un difeomorfism, derivatele sale sunt, in particular, continue,

deci egalitatea aproape peste tot inseamnd, de fapt, egalitate.
|

Demonstratia teoremei 10.5. Fie Uy, o vecindtate normald a lui y, derazie > 0y’ = exp,, (rv), cu [lv]| = 1si
0 < r < €. Vom arita cd dacd w este o curbd netedi pe portiuni de la y la y’, atunci L(w) > r. Fie0 < § < r
si considerdm, in U, doui sfere, S(8) si S(r), de razi §, respectiv r. Atunci existd un segment o’ al lui w care
uneste cele doui sfere si care este cuprins, in intregime, intre cele doui sfere. Intr-adevir, o fiind o curbi continui,
trebuie si intersecteze sfera S(8). Fie a’ cel mai mare numir din intervalul [a, b] pentru care w(a’) € S(§) si b’ cel
mai mic numadr din acelasi interval pentru care w(b’) € S(r). Atunci segmentul w’ = w|[a 57 8l lui @ Indeplineste,
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intr-adevar, conditia cerutd. Este clar cd L(w) > L(w’). Pe de alti parte, deoarece o’ : [a’, b'] — Uy \ {y}, din lema
precedenta rezultd cd avem
L(w) > L(w') > r —§8, pentruorice § > 0.

Daca facem acum 6 — 0, ajungem la concluzia ca L(w) > r. Sa presupunem acum cd avem L(w) = r. Atunci din
nou, pentru un § € (0, €) putem trage concluzia ci @ contine un segment @’ care uneste S(8) cu S(r). In plus, dupa
cum am vizut, avem L(w’) > r — §. Pe de altd parte, dacd w se obtine prin concatenarea segmentelor de curbd w,
' si wy, unde w; este segmentul care are un capit in punctul y, iar w; este cel cu cu un capit in punctul y’, atunci
r = L(w) > L(wy) + L(@") + L(wy) si este clar c¢d L(wy) > &, prin urmare L(w’) < r —§, deci L(0') = r —§.
Pentru diferite alegeri ale lui § aceste segmente de curba fie au aceeasi directie, fie sunt disjuncte. Asadar, pentru §
suficient de mic, ele trebuie sd aibd aceeasi directie si, asadar, dacd reparametrizdm w astfel incat parametrul sa fie
chiar lungimea arcului, ea trebuie s contind segmentul de curbd 1 — exp,(tv), 0 < ¢ < r, [[v]| = 1, unde v este
directia comuna a segmentelor. De aceea, w trebuie sd coincidd, dupd reparametrizare, cu geodezica. |

10.7 Vecinatati convexe. Teorema lui Whitehead

Definitie. O submulfime U C M se numeste convexd daca existd o singurd geodezicd ce trece prin x si y si este
inclusdin U.

Definitie. Fie (x!,..., x") un sistem de coordonate locale pe M in jurul unui punct x. Se numeste vecindtate sfericd
alui x o multime de forma
n
. . 2
Sx,ry=3ye€ U} Z (x’(y) —xl(x)) < ;,2} )
i=1
Lema 10.5. Fie (x!,...,x™) coordonate normale cu centrul in xo € M si S(xo,r) o vecindtate sfericd a lui X.

Atunci existd b > 0 astfel incdt dacd 0 < r < b, orice geodezicd tangentd la S(xg,r) in y € 9S(xo,r) este in
exteriorul lui S(xg, 1), cel putin intr-o vecindtate a lui y.

Demonstratie. Fie x' = ¢’ (t) ecuatiile parametrice ale unei geodezice ale unei geodezice ce este tangenti la S(xo, r)
in y = ¢(0). Considerdm functia
n
. 2
F@p:}j(daﬂ

i=1

Avem, in mod evident, F(0) = r?, deoarece y se afli pe frontiera vecinatitii sferice de razi r. Prin derivare, obtinem:

dF =, fdct
()|, =2xeo (d_> -

i=1
d*F
dt? ) |,—

. d?c!
=2 +c(t)—
31 () wewts
Utilizand ecuatiile geodezicelor, obtinem ca

i=1
d2F “ id
(W) =0 B Z |:< k= ZF k€ (t)) aft c;z i| '
- t=0

jk=1 i=1
T i . (d?F
In x¢g avem I' k= 0, deci (_dt2 )

=0

este o forma patraticd pozitiv definitd in x¢, de unde rezulta ca 36 > 0

t=0
astfel incat (d d ) sd fie pozitiv definitd in S(xg, »). Daca 0 < r < b, atunci (”ZI; ) < 0si, deci, F(t) > r? pentru

t # 0, intr-o vecindtate a lui 0 € R. [ |
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Teorema 10.6 (Whitehead). Fie (M, g) o varietate riemanniand. Atunci orice punct x € M are o vecindtate normald
sfericd S(x,r) astfel incdt

1. S(x,r) este convexd.

2. Orice punct y € S(x, r) are o vecindtate normald care contine S(x,r).

Demonstratie. Fie W(x) 0 vecinatate normala a lui X si coordonatele normale
(x!,...,x™). Considerdm, din nou, aplicatia G : vy, — (y.expy,vy) € M x M. Dupd cum am vizut, aplica-
tia G este nesingulara in O, deci exista o vecindtate V a lui O, In TM i un numa pozitiv a < b astefel Incat
F :V — S(x,a) x S(x,a) este un difeomorfism. Se poate lua a suficient de mic si putem micsora, la nevoie,
vecinatatea V' astfel incat exp, (fv) € S(x,b) pentru (y,v) € Vi |t] < 1.

Fie, acum, doud puncte yi, y» € S(x,a) siv = F~1(y1,y2) € V. Atunci geodezica ce trece prin y; si este
tangentd vectorului v in y;, uneste punctele y; si y> in S(x, b).

Considerdm acum un r > 0 astfel incit r < a. Fie x = ¢/(¢), | <i < n, ecuatiile geodezicei c(f) care uneste
¥1,¥)2 1n S(x, b). Sa ardtdm ca c(¢) este in S(x,r). Pentru aceasta, consideram functia F' din demonstratia lemei
precedente, pentru ¢ € [0, 1]. Daci c(¢) ar avea un punct in exteriorul vecinititii sferice S(x, ), am avea F(¢) > r?
pentruun ¢ € [0, 1]. Fie ¢y € (0, 1), valoarea lui # pentru care F(¢) isi atinge maximul. Atunci, in acest punct, avem

dF " dc!
0=(— =2 “to) | —
(dr ),zto Zc (to) dt ’

i=1 t=to

ceea ce aratd ci c(t) este tangentd la S(x, rg) In punctul ¢(zp), unde ro = F(Zp). si, astfel, c(¢) ar fi in interiorul lui
S(x, ro), In contradictie cu lema precedentd. Dea aici rezultd afirmatia 1) din teoremd. Dacd notdim Vy, =V N T, M,
concluzia din 2) rezultd din faptul cd aplicatia exp,, : V), — S(x, @) este un difeomorfism §i S(x,r) C S(x,a). H

10.8 O proprietate extremala a geodezicelor

Din discutia de pand acum au rezultat doua proprietiti remarcabile ale geodezicelor:

e Ele sunt “cele mai drepte” curbe de pe suprafatd (asta inseamnd, in fond, conditia de autoparalelism). Aceasta
proprietate este valabild pentru orice conexiune liniard, nu doar pentru conexiunea Levi-Civita.

e In cazul conexiunii Levi-Civita, geodezicele sunt, local cel putin, cele mai scurte curbe care unesc doud puncte
date.

Exemplul sferei ne convinge imediat cd a doua proprietate nu este valabild global. Dacd y si y’ sunt doud puncte
oarecare de pe o varietate (deci ele nu sunt, neapdrat, “suficient de apropiate”) atunci dacd existd o geodezica ce
le uneste, aceastd geodezicd nu este, In mod obligatoriu, cea mai scurtd curbd intre cele doud puncte. Urmatoarea
teoremd ne spune cd, dacd aceastd geodezicd nu e cea mai scurtd curbad intre cele doud curbe, atunci este cea mai
lunga:

Teorema 10.7. Geodezicele conexiunii Levi-Civita pe o varietate riemanniand (M, g) sunt extremale pentru lungimea
arcului printre toate curbele parametrizate natural care unesc doud puncte date ale varietdtii.

Reamintim, inainte de toate, un rezultat standard din calculul variational:

Lema (Lema lui Euler). Fie H multimea functiilor netede y : [a,b] — R" care au proprietatea cd y(a) = xi,
y(b) = X3, unde x1 §i xp sunt doud puncte fixate. Dacd curbele y sunt date prin ecuatiile x' = x'(t), iar L este o
functie netedd de x'(t), X' (t) si t, atunci integrala

b
S =/ L(x,x,t)dt
a
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ia o valoare extremd (pe functiile din H) dacd si numai dacd functiile x' (t) verificd ecuatiile
d (0L oL
—|=—=]-=—=0, i =1,...,n. 10.10
ds (axl ) o : " (10.10)

Integrala S se numeste functionald actiune, iar functia L — lagrangean.

Demonstratia teoremei 10.7. Fie x' = x'(t) o curbi pe varietatea riemanniani (M, g). Dupi cum se stie, lungimea

arcului este datd de integrala
b
1) = [ Vesonisar
a
L(x,x,t) = /gij (x(2))x X/,

Datorita prezentei radicalului, acest lagrangean nu este foarte comod in calcule, de aceea vom utiliza, in schimb,
lagrangeanul

Prin urmare, lagrangeanul este

1 1
L= ELZ = igij(x(t))xlx].

Vom ardta mai 1ntdi cd extremalele actiunilor pentru cei doi lagrangeeni sunt acelesi. Ecuatiile lui Euler pentru

lagrangeanul £ sunt
d (dL L 0 A .
ds \ 9x! axi I

d (0L L I3 d (0L oL n oL dL
ds \ 0x! axi T |ds \9x! dx! axt ds’
Dar, de-a lungul curbei, L = 1, deci ‘(’;—IS‘ = 0, de unde rezultd ca ecuatiile Euler pentru L sunt verificate dacd si numai

daca sunt verificate ecuatiile Euler pentru £. Mai departe, daci tinem cont de forma lagrangeanului £, ecuatiile Euler
pentru acest lagrangean se scriu

Pe de altd parte,

d i 10gk . ;
L (o p Yy 28K Sk
ds(gl]x) 2 x =0
e 0 10
8ij . i .-k 8ik .i .k
PR CAN W

Din simetria metricii rezultd cd ecuatiile de mai sus se pot scrie

.1 (0gij  0g; g .
gij)'c'f+—( 8ij | S8ik _ g],k)xek:()

2 \ dxk dax/ ox?

Dacd inmultim ambii membri cu gl ! obtinem:

R Y2 PO P do .
Cogliej L i 8ij 8ik  98jk\ .j.k _
§ug 38 (3xk T " )V =0 (10.11)
sau | |
8! + I/ =0 (10.12)
sau, inca, .
i 4 Fékxjxk =0, i=1,...,n. (10.13)

care sunt tocmai ecuatiile geodezicelor. |
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Teorema precedenta se poate utiliza pentru determinarea coeficientilor lui Christoffel, daca se cunoaste forma me-
tricii. Practic, nu avem altceva de facut decat sd scriem ecuatiile Euler-Lagrange pentru lagrangeanul geodezic, si apoi
identificim coeficientii cu cei ai ecuatiilor canonice ale geodezicelor. Aceastd metoda este, in majoritatea cazurilor,
mai eficientd decat utilizarea directd a expresiei coeficientilor Christoffel in functie de componentele metricii. Vom
ilustra metoda pe exemplul sferei bidimensionale.

. sin¢ 0
=" 1)

Prin urmare, lagrangeanul geodezic pentru metrica sferei este

Exemplul 10.8.1. Pentru sferd,

L= % [sin2 (péz + ([)2] .

Avem

L :

. oL
= =sin? ¢#, =
a0 v

= =0,
a0

deci prima ecuatie se scrie ) _
6 sin” ¢ + 2sin g cos phg = 0

sau . )
0+ 2ctgpbp =0 (10.14)
Pentru a doua coordonatd, avem
aL oL .
= = ¢ — = sing cos ¢h?
¢ @

d (L)
as\ag) — ¥

de unde rezultd cd a doua ecuatie Lagrange se scrie
@ — sing cos 2 = 0. (10.15)

Acestea sunt chiar ecuatiile geodezicelor pe care le-am obtinut la Tnceputul capitolului.

10.9 Alte exemple de determinare a geodezicelor

Avem acum la indemana un mijloc deosebit de eficient pentru determinarea ecuatiilor geodezicelor. Vom utiliza acest

g uye

Mentiondm c4, desi, asa cum am vazut, problema Cauchy pentru ecuatiile geodezicelor Intotdeauna are solutie unica,
determinarea acestei solutii, in mod analitic, este, de reguld, imposibild si, chiar cand este posibild, ea ne conduce, de
multe ori, la primitive care nu se pot exprima in raport cu functiile elementare. Cu atdt mai interesante sunt cazurile
particulare 1n care integrarea ecuatiilor geodezicelor se poate face.

10.9.1 Suprafete de rotatie

O clasd de suprafete des intalnite este clasa suprafetelor de rotatie,obtinute prin rotirea unei curbe in jurul unei drepte.
Aceste suprafete admit parametrizari de forma
x = f(u)cosv, (10.16)
y = f(u)sinv, (10.17)
z = g(u). (10.18)
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Un calcul imediat demonstreazd ca metrica suprafetei (i.e. prima forma fundamentald) este datd de

[t oo

in timp ce coeficientii Christoffel diferiti de zero sunt

S ()

Ty =—f'(u): f(u), T}, =T3 = ok

(10.19)

(10.20)

Geodezicele acestor suprafete au fost identificate inca din secolul al XVIII-lea si ele sunt descrise de urméitoarea

teorema, stabilita de matematicianul francez Alexis-Claude Clairaut:

Teorema 10.8 (Clairaut). Geodezicele unei suprafete de revolutie verificd ecuatia

r cos ¢ = const,

(10.21)

unde r este distanta de la punctul curent al suprafetei la axa de rotatie, in timp ce ¢ este unghiul dintre geodezicd
si paralela care trece prin punctul respectiv. Mai mult, orice curbd care satisface relatia (10.21) si nu set o paraleld

este o geodezicd. Cercurile paralele sunt geodezice dacd §i numai dacd raza lor este stationard.

Demonstratie. Utilizand coeficientii Christoffel de mai sus, ecuatiile geodezicelor pentru o suprafatd de rotatie se

scriu:
ii— ff 02 =0,
21
v+ —uv = 0.
S

(10.22)



capimoruL 11

Varietatile riemanniene ca spatii metrice

11.1 Varietati complete. Teorema Hopf-Rinow

Definitie. O varietate riemanniand (M, g) se numeste extensibild dacd existd o altd varietate riemaniana (M, g’)
astfel Tncit M este izometricd cu o subvarietate deschisa proprie alui M. In caz contrar, M se numeste inextensibild.

Definitie. O varietate riemanniand se numeste geodezic completd dacd Vx € Tx M, aplicatia exponentiald exp, este
definitd pentru orice v € T, M sau, altfel spus, dacd orice geodezicd ce trece prin x are ca domeniu de definitie
intreaga axa reald.

Propozitia 11.1.1. Daca M este completd, atunci este inextensibild.

Demonstratie. Presupunem ci M ar fi extensibild. Atunci existd o varietate riemanniand M’ astfel incat M si fie
izometricd cu o subvarietate deschisd proprie a lui M’ pe care o identificim cu M. Deoarece M’ este conex4, frontiera
OM alui M in M’ este nevidi. Fie x € oM si U' C M’ o vecinitate normald a lui x in M’. Fiey € U' N M si
V(1) o geodezici in M’ cuy(0) = x si Y(1) = y. Atunci curba y(¢) = y(1 — 1), |t| < & este o geodezicd in M, cu
y(0) = y. Aceastd geodezici nu este definitd pentru anumiti ¢ < 1, ceea ce contrazice faptul cd M este o varietate
completd. |

Definitie. Fie x, y € M. Definim functiad : M x M — R punind:
d(x,y) = inf{L(y)|y este o curbi neteda pe portiuni de la x la y} (11.1)
Propozitia 11.1.2. Perechea (M, d) este un spatiu metric, adicd aplicatia d verificd proprietitile:
1. d(x,z) <d(x,y) + d(y, z) — inegalitatea triunghiului;
2. d(x,y) =d(y,z) — simetrie;
3. d(x,y) >0sid(x,y) =0 <= x =y — pozitiv definire;

pentru orice xX,y,z € M.
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Demonstratie. Cea mai mare parte din afirmatii rezultd imediat din proprietitile infimumului si cele ale lungimii unui
arc de curba. Singurul lucru ce necesitd o demonstratie este acela ca din d(x, y) = O rezultd x = y. Presupunem
contrariul si alegem o bild normala B, (x) de razd r, centratd in x, care nu-1 contine pe y. O astfel de bild exista,
deoarece M este un spatiu Hausdorff, iar bilele normale centrate in x formeaza o bazi de vecindtiti ale lui x. Deoarece
d(x,y) = 0, rezultd cd existd o curbd y de la x la y, de lungime mai mici de r. Dar segmentul de curbi din y continut
in B, (x) are lungimea cel putin egala cu r, ceea ce este o contradictie. |

Observatie. Daca exista o geodezicd minimald y ce uneste x cu y, atunci d(x, y) = L(y).
Propozitia 11.1.3. Topologia indusd de distanta d de pe M coincide cu topologia lui M.

Prima demonstratie. Din observatia de mai sus rezultd cd, daca r este suficient de mic, atunci bila normala B; (x)
coincide cu bila metricd B..(x). Deci bilele metrice contin bile normale si invers. |

A doua demonstratie. Vom furniza o a doua demonstratie acestei propozitii, de data aceasta Tn mod direct, fara a face
apel la notiunea de geodezica. |

Corolarul 11.1. Dacd xo € M, atunci functia [ - M — R, f(x) = d(x, x¢) este continud.

Teorema 11.1 (Hopf-Rinow). Dacd (M, g) este o varietate riemanniand, atunci urmdtoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

1. M este geodezic complet.
2. Submultimile mdrginite §i inchise ale lui M sunt compacte.
3. M este complet, ca spatiu metric.
In plus, dacd oricare dintre cele trei conditii de mai sus are loc, atunci
4. ¥x,y € M, existd o geodezicd y ce uneste x cu y astfel incat d(x,y) = L(y).

Demonstratie. 1) = 4). Fier = d(x, y) si Bg(x) — o bila normala de centru x si de raza §. Vom nota frontiera ei
cuS = Ss(x). Este clar ca S este imaginea, prin aplicatia exponentiald exp, a sferei cu centrul in origine si de raza
8 din T M. Exponentiala fiind o aplicatie continud, iar sfera din spatiul tangent — o mulfime compacti, rezultd ca
si S este compactd. Pe de altd parte, dupd cum am vazut, dacd fixam punctul y, aplicatia definita prin d(y, z) este
continud in al doilea argument, deci 1si atinge valorile extreme pe multimea compacta S. Fie deci xo punctul de pe S
care minimizeaza distanta d(y, z) pentru z € S. Atunci xo = exp, 6v, unde v € Tx M, astfel incét ||v|| = 1. Notam
cu y geodezica parametrizatd natural
y(s) = exp, sv.

Vom arita cd y(r) = y. Considerdm ecuatia

d(y(s),y) =r—s (11.2)

sifie A = {s € [0, r]|relatia (11.2) are loc}. Multimea A este, in mod evident, nevida, deoarece (11.2) are loc cel
putin pentru s = 0. Ea este, de asemenea, inchisd, deoarece este o multime de nivel a unei functii continue. Fie
so € A. Vom arita ci dacid 5o < r, atunci (11.2) are loc si pentru so + &', cu un 8’ > 0 suficient de mic. De aici
rezultd cd sup A = r. Deoarece A este Inchisid, rezultd cd r € A, ceeace arata cd y(r) = y.

Peentru a arita cad (11.2) este adevdrati pentru so + &', fie Bs/(y(s¢)) o bild normald centratd n y(sg), de raza
& si cu frontiera S = dBs/(y(so)). Fie de asemenea, x; punctul de minim al funtiei d(z, y), pentru z € S’. Este
suficient s aritim ¢ x; = y(so + &'). Intr-adevir, daci x¢ = y(so + &), atunci, deoarece

d(y(s0).y) = &'+ mind(z,y) = §' + d(xg. y)
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si
d(y(so),y) = r — so,

rezultd ca
r—so=08+d(xgy) =8 +dy(so+5).y) (11.3)

sau
d(y(so +8),y) =r —(s0 + ),

ceea ce este tocmai formula (11.2), aplicatd pentru sg + §’.
Pentru a demonstra cd y(so + 8') = x;, s observim ci, din inegalitatea triunghiului si prima egalitate din (11.3)
rezultd ca

d(x,xq) > d(x,y)—d(y,xg) =r—(—s0—8)=s0+6".

Pe de altd parte, curba neteda pe portiuni ce uneste x cu x; ce merge de la x la y(so) de-a lungul lui y si de la y(so)
la x(, de-a lungul segmentului de geodezici de lungime &, are lungimea sg + &’. Prin urmare, d(x, xy) = so + &, iar
o astfel de curba este o geodezicd si deci este netedd, prin urmare, y(so + ') = x;.

1) = 2). Fie A C M o submultime marginita si inchisd. A fiind méarginita, exista o bild B, in metrica d, centrata
intr-un punct x € A, astfel incait A € B. Din 4) rezulta ca existd o bild B, (0) centratid in originea spatiului tangent
TxM astfel incat B C exp, B,(0). Fiind imaginea continud a unei multimi compacte, exp,. B,(0) este compacta.
Prin urmare, A este o submultime Tnchisa a unei multimi compacte. M fiind, ca spatiu topologic, un spatiu Hausdorff,
rezultd cd si multimea A este compactd.

2) = 3) Este suficient sd observam ca o submultime {x,} formati din termenii unui sir Cauchy este marginita i,
deci, din 2), are inchiderea compacta. Prin urmare, {p, } are un subsir convergent si, fiind un gir fundamental, trebuie
sd fie convergent, in ansamblu.

3) = 1). Séd presupunem cda M nu ar fi geodezic completa. Atunci existd o geodezicd parametrizatd natural y pe
M care s fie definitd pentru s < sg, dar nu si pentru s = so. Fie {s,} un sir convergent la sg, cu s, < so pentru orice
n natural. Sirul {s,} fiind un sir convergent de numere reale, el este, in particular, un sir Cauchy, deci pentru orice
& > 0 existd un indice ng astfel incat dacd n, m > ny, atunci |s, — ;| < &. Rezultd, de aici, ca

d (y(sn), Y(5m)) =< |Sn — Sm| < &,

adica girul {y(s,)} este un sir Cauchy pe M. Deoarece M este complet, ca spatiu metric cu metrica d, sirul acesta
trebuie si fie convergent, deci existd un xo € M astfel incat y(s,) — xo.

Fie (W, §) o vecinatate total normald a lui xo. Alegem n astfel incit dacd n,m > nq, atunci |s, — S| < 8
si y(sn), y(sm) € W. Atunci existd o singurd geodezica g de lungime mai micd de § care uneste y(s,) cu y(sm).
Este clar cd, acolo unde y este definitd, g este egald cu y. Deoarece exp,,,) este un difeomorfism pe Bs(0) si
€XPy (s,) (Bs(0)) D W, rezultd cd g extinde y dincolo de sp. |

11.2 Teorema Myers-Steenrod

Fie (M, g) si (M’, g’) doui varietiti riemanniene. Deoarece o izometrie de varietti riemanniene pastreazd lungimile
curbelor, este clar cd ea pistreaza si distanta dintre puncte, deci, dacd d si d’ sunt functiile distantd de pe cele doud
varietiii, atunci, daci varietdile riemanniene (M, g) si (M’, g’) sunt izometrice, atunci si spatiile metrice (M, d) si
(M’,d’) sunt izometrice. Teorema care urmeaza ne asigurd ci afirmatia inversi este, in egald masurd, adevirata:

Teorema 11.2 (Myers-Steenrod). Fie (M, g) si (M’,g’) doud varietdti riemanniene §i d, respectiv d’, functiile
distantd pe ele. Dacd | : M — M’ este o izometrie intre spatiile metrice (M, d) si (M',d’), atunci f este o
izometrie de varietdti riemaniene.
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Demonstratie. Orice izometrie de spatii metrice este un omeomorfism, deci, in particular, aplicatia f din enunt trebuie
sd fie, cel putin un omeomorfism. Fie x € M si x’ = f(x). Alegem U’ — o vecindtate normald a lui x’ in M’ si U
— 0 vecindtate normald a lui x in M astfel incat f(U) € U’. Pentru orice Xy € TxM, cu || Xx| = 1, fie y unica
geodezicd in U, parametrizati natural, cu conditiile initiale (x, X ). Deoarece y este un segment! in raport cu d, iar f
este o izometrie, rezultd cii si f(y) este un segment in raport cu d’, deci f(y) este o geodezicd in U’, cu originea in x’.
Deoarece y = y(s) este parametrizata natural, cu arcul s, iar d’(f(y(s1)), f(v(s2))) = d(y(s1), y(s2)) = |s2 — s1],
rezultd ca si f(y) e parametrizatd natural, arcul fiind tot s.

Fie F(Xy) versorul vectorului tangent la f(y) in x’. F este, deci o aplicatie de la sfera unitate cu centrul in
originea spatiului 7 M la sfera unitate cu centrul n originea spatiului 75/ M’. Este clar cid dacd se schimba sensul
vectorului X, atunci se schimbad si sensul vectorului F'(X), prin urmare aplicatia F este antisimetrica:

F(=Xx) = —F(Xx).

F se poate extinde la o aplicatie Fy : Tx M — TxM, punand

v F(L) daciv # 0
Fi(v) = l')” ol 7 0x

daca v = 0y

Se observa imediat cd functia F; astfel definitd este omogena:

ov v
Fi(av) = Jav|F Tavl = le|llv]| F sgnoes | =
v v
=sgna-|af-lvf| - F| ) =a- o[ F| ) =a- Fi(v).
—_— [l o]

=

Deoarece f are o inversd, care este tot o izometrie, este clar cad F; este o aplicatie injectivi. Mai mult, este, de
asemenea, clar cd

S (expy(v)) = expy (F1(v)), (*)

unde exp, este exponentiala unei vecindtdti a lui Oy € Tx M pe U, iar exp,, este exponentiala unei vecindtdti a lui
0y € Ty M’ pe U'2

Micsorand, la nevoie, vecinititile normale U si U’, se poate face astfel incét aplicatiile exp, si exp,, s fie
difeomorfisme. Atunci relatia (*) se poate scrie:

f =expyoFio exp;1 . (**)
Prin urmare,

Fex = (€xpyx)n,0, © (F1)x,0, © (€XPx ) x-

Pe de alta parte, dacd facem identificérile Ty, (Tx M) = Tx M, precum i Ty , (T M "y = Ty M’, atunci
(eXPx/)*,ox/ = lTx/M’

si
(CXp;l)*,ox =lr.Mm.

Prin urmare,
f*,x = (Fl)*,ox-

! Aceasta inseamni ci lungimea lui y este egali cu distanta dintre capetele sale.
ZRelatia (*) este o consecinti a omogenititii aplicatiei F.
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Fireste, toate relatiile de mai sus au sens doar dacd aplicatia I este o aplicatie neteda.

Acum pentru a demonstra cd f este o izometrie de varietdti riemanniene, trebuie sd demonstrim cid este un
difeomorfism si cd pentru fiecare x € M aplicatia fx x : Tx M — Tx'M este o izometrie liniara. in cazul nostru
concret, insd, este suficient sd ardtdm a doua parte, din care rezultd cd f este un difeomorfism local in jurul fiecarui
punct si deci, fiind bijectie, este chiar un difeomorfism global. Asadar, singurul lucru care trebuie aritat este cd F
este o izometrie liniard (de aici rezultd, In particular, si diferentiabilitatea lui F, ca aplicatie liniard Intre spatii finit
dimensionale), pentru ci atunci obtinem, F; fiind liniara,

f*,x = Fy,

deci fi x este, de asemenea, o izometrie liniara.
Vom demonstra, mai intai, ca

g(Fi(X),. F1(Y)) =g(X.Y), VXY e TxM.

Deoarece F; este omogenad, e clar cd este suficient sda facem demonstratia pentru cazul in care X si Y sunt versori in
TxM, deci Fy(X) si F1(Y) sunt versori in Ty» M'. Fie

cosa = g(X,X), cosa =g (Fi(X), F1(Y)).
Fie, de asemenea, y(s) si u(s) geodezicele din U cu conditiile initiale (x, X) si (x, Y). Punem
vi@) = fy(s)),  pils) = f((s)).
Atunci y1(s) si p1(s) sunt geodezice tn U’, verificand conditiile initiale (x’, F1 (X)), respectiv (x, F1(Y)). Vom

arata ca
sin % = limg—s0 5=d (y(5). 11(s)), (1)
sin % = limg— 25d"(y1(5), 1£1(5)).

In mod evident, este suficient s demonstrdm prima formuld. Considerdm, in vecindtatea normald U a lui x, coor-
donatele normale x!,...,x". Pe U considerim metrica riemanniand h pentru care h;; = §;; (metrica euclidiand) si
notdm cu ¢ distanta definita de aceastd metricd. Presupunand ca

— 1
Tim —~d(y(s). u(s)) > sin 3.
vom obtine o contradictie. (Cazul inegalitdtii inverse se trateaza similar). Alegem ¢ > 1 astfel incat
i d(y(s). u(5)) > sin
— > —.
35 1Y) > esin 5
Alegand U suficient de micd, putem presupune ca %h < g <chpeU,in sensul cd
1
-WZ,2)<g(Z,Z)y<ch(Z,Z), VZeT,M, zeU.
¢
Vom obtine, prin urmare cd, pentru orice y,z € U,

1
=8(y,z) <d(y,z) <cé(y,2),
C

de unde, 1n particular,

S50/, 1) > 5 (6), w6 > esinS,
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pentru s suficient de mic. Pe de altd parte, / fiind metrica euclidiana,

23(6), 1) = sin S,

pentru s mic, ceea ce este o contradictie, care demonstreaza ca
lim —_d(y(s). 1(s)) = sin %
im — s), u(s)) = sin —.
s—02s s 2

Analog se aratd ca

1
lim —d(y(s), 11(s)) = sin =,
s—>028 2

deci, in final,
.1 .o
Jim —d(y(s). p(s)) = sin =
Revenim acum la demonstratia teoremei. Deoarece f pistreazd distanta, din formulele (11.4) rezultd cd sin§ =
sin “7/, prin urmare

1/2 12
g(X,Y):cosa:(1—2sin2%) :(I—ZSiHZ%) =
=cosa’ = g'(F1(X), F1(Y)).

Vom arita acum ca Fj este liniard. Am vazut deja cd F este omogenad, deci mai ramane doar sd ardtam ca este
aditivd. Fie {X1,..., X} o bazd ortonormata in T, M. Deoarece F; pastreazd produsul scalar in spatiul tangent,
rezultd cd {F(Xy),... F1(Xy)} formeazd o bazd ortonormatd pentru spatiul 7,» M. Fiind dati X si Y din T M,
avem:

FFIX+Y)X])=¢X+Y.X;) =g(X.X;) +g(Y.X;) =
=g/ (F1(X). X]) + g (F1(Y),X]) =
=¢'(Fi1(X) + F1(Y), X]),

pentru orice i € {1,...,n}, deci
Fi(X+Y)=F(X)+ Fi(Y).
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Curbura unei varietati riemanniene

Reamintim ca dacid (M, V) este o varietate diferentiabila inzestratd cu o conexiune liniara, atunci tensorul de curbura
se defineste prin relatia

R(X,Y,Z) =VxVyZ —VyVxZ —Vix 1 Z. (12.1)
Propozitia 12.0.1 (Identitatea lui Bianchi). Dacd (M, g) este o varietate riemanniand, iar R este tensorul de curburd
al conexiunii Levi-Civita, atunci
R(X,Y,Z)+ R(Y,Z,X)+ R(Z,X,Y)=0, VX, Y,ZeX(M). (12.2)
Demonstratie.

R(X.Y.Z)+ R(Y.Z.X)+ R(Z.X,Y) = VxVy Z—

—VyVxZ —Vixy1Z + VyVzX —VzVy X — Viy. 71X +

+VzVxY —VxVzY —Vizx)Y = Vy(VzX — VxZ)+ (12.3)
+Vz(VxY = VyX) + Vx(VyZ —VzY) — Vix.y1Z—

— Viy.z1X — Vizx]Y.

Acum din simetria conexiunii Levi-Civita rezultd imediat cd avem relatiile

VxY —VyX =[X.Y]
VyZ-VzY =[Y.Z] . (12.4)
VzX —VxZ =[Z.X]

de unde rezultd ca relatia (12.3) se poate scrie

R(X.Y,Z)+ R(Y.Z,X)+ R(Z,X.Y) = Vx[Y, Z] = Viy,1X + (12.5)
+ Vy[Z.X]-Viz.x1Z +Vz[X. Y] - Vix v Z |

sau, daca utilizdm din nou simetria conexiunii Levi-Civita,
R(X,Y,Z)+ R(Y,Z,X)+ R(Z,X,Y) =
=X, [Y.Z|+ [Y.[Z. X]] + [Z,[X. Y]] = O,

unde pentru scrierea ultimei egalitdti am utilizat identitatea lui Jacobi pentru paranteza Lie a campurilor de vectori.
|
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Dacd X, Y, Z sunt cAmpuri de vectori de forma %, unde x! sunt coordonate locale, atunci

R 0 ad d\ Ri d
dx/ oxk’ gxl ) T UKL fxi”
Se obtine deci, din propozitia precedentd, urméatorul rezultat.

Consecinta 12.1 (Identitatea Iui Bianchi pentru componente). Dacd (M, g) este o varietate riemanniand, iar R este
tensorul de curburd al conexiunii Levi-Civita, iar (U, @) este o hartd pe M, cu coordonatele x*, atunci componentele
tensorului de curburd fatd de aceastd hartd verificd relatia:

Rty + Riyj + Rij = 0. (12.6)
Daca X,Y,Z,T € X(M), atunci facem notatia
(X,Y,Z2,T)=g(R(X,Y,Z),T). (12.7)
Acest simbol verificd urmétoarele proprietati:
Propozitia 12.0.2. [. X, Y.Z.T)+ Y. Z. X.T)+(Z.X.Y.T) =0.
2. (X,7,2,TY=—-(Y,X,Z,T).
3. (X,Y,Z2,T)=—-X,Y,T, Z2).
4. (X,Y,Z,T)=(Z,T,X,Y).
Demonstratie. 1) Avem:

(X.Y,Z.T)+ (Y. Z.X.T)+ (Z.X.Y.T) = g(R(X, Y, Z), T)+
+g(R(Y.Z.X).T)+ g(R(Z,X.Y).T) =
= g(R(X.Y,Z)+ R(Y.Z.X) + R(Z. X, Y),T).

Dar primul argument al lui g din ultimul membru este egal cu zero, datoritd identitatii lui Bianchi, deci demonstratia
este incheiata.
2) Aplicand definitia simbolului (-, -, -, -) si antisimetria lui R in primele doud argumente, obtinem

(X,Y,Z,T) = g(R(X.Y.Z).T) = —g(R(Y, X, Z).T) =
=—(Y.X.Z.7).

3) Afirmatia este echivalentd, dupa cum se poate constata imediat, cu conditia
(X,Y,Z2,7) =0,
pe care o vom demonstra.

(X.Y,Z2,Z2) = g(R(X,Y,Z),Z) = g(VxVyZ —VyVxZ—
—Vix.y1Z, Z2).

Din metricitatea conexiunii Levi-Civita rezulta ca

Xg(VyZ,Z)=g(VxVyZ,Z2)+g(VyZ,Vx Z),
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de unde
g§(VxVyZ.Z) = Xg(VyZ,Z) —g(Vy Z,Vx Z).
In acelasi mod, utilizdnd metricitatea conexiunii, din
[X.Y]g(Z,Z) =2¢(Vix,y1Z.Z)
deducem ca :
8Vix,y12.2) = S[X.Y]g(Z. 2).
Asadar,
(X,Y,2,2)=Xg(VyZ,Z)—-Yg(VxZ,Z) — %[X, Yg(Z, 7).
Pe de alti parte,
Yg(Z,72)=2g(VyZ,Z)
de unde |
g§VyZ2.2) = Yg(Z,2)
si, analog,
g(VxZ,72) = %Xg(Z, Z).

In concluzie, avem

X, Y,2,72) = %X(Yg(Z,Z)) — %Y(Xg(Z,Z))—

=3[X.Y1g(Z.2)
—%[X, Yig(Z,Z) =0.
4) Din punctul 1) rezultd relatiile
X, v,.Zz2,T+ Y, Z,X,T)+(Z,X,Y,T)=0
Y.Zz,T.X)+Z,T.Y,X)+(T,Y,Z,X) =0

(Z.T.X,Y)+(T.X,Z.Y)+ (X, Z.T.Y) =0
(T.X.Y,Z)+ (X.Y.T.Z) + (Y. T, X, Z) = 0.

Insuménd, obtinem
22, X, Y, TY+2T,Y,Z,X) =0,
de unde
z,x,y, T)=QQ,T, Z,X).

Fie {e; } o bazd Intr-un spatiu tangent la varietate intr-un punct. Atunci
l [
g(R(ei €, ek): es) = g(R,-jké’l, es) = 8ls* Rijk = Rijks-
Prin urmare, propozitia precedenta se scrie, pe componente, Tn modul urmaétor:

Consecinta 12.2. 1. R;jks + Rjkis + Riijs = 0.
2. Rijks = —Rjjks-
3. Rijks = —Rijsk-

4. Rijks = Rpsij-
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12.1 Complemente algebrice

Fie V un spatiu vectorial n-dimensional si R : V' x V x V x V — R o aplicatie 4-liniari astfel incit:
1. R(v1,v2,v3,v4) = —R(v2, v1, V3, V4).
2. R(v1,v2,v3,v4) = —R(v1, V2, v4, V3).
3. R(v1,v2,v3,v4) + R(va,v3,v1,04) + R(v3,v1,02,04) = 0.

Propozitia 12.1.1. Dacd o aplicatie 4-liniard R : V* — R verificd proprietdtile 1)-3) din definitia de mai sus,
atunci ea verificd si proprietatea

4. R(v1,v2,v3,v4) = R(v3,v4, V1, V2).
Demonstratie. Este complet analoagd cu demonstratia punctului 4) din propozitia 12.0.2. |
Propozitia 12.1.2. Fie R si T doud aplicatii 4-liniare care verificd proprietdtile 1)-3). Dacd
R(v1,v2,v1,v2) = T(v1,v2,01,v2), Vv, 02 €V,
atunci R=T.

Demonstratie. Putem presupune cd 7 = 0. Pe urmd considerdm, in locul aplicatiilor R si T aplicatiile R — T si 0.
Presupunem, deci, ca R(v1, vz, v1,v2) = 0 pentru orice pereche de vectori vy, vy € V. Inlocuim acum vectorul v,
cu vectorul vy + v4, unde v4 este un vector oarecare din V. Avem, deci,

0 = R(v1,v2 + v4,v1,02 + v4) = R(v1,v2,01,04)+
4
+ R(v1,v4,v1,02) i 2R(v1,v2,v1,04).

Prin urmare,
R(v1,v2,v1,v4) =0, Vvi,vz,v4 €V. (12.8)

Mai departe, daca in (12.8) inlocuim v; cu v; + v3, vs fiind un vector oarecare din V', se obtine:
0 = R(vy + v3,v2,v1 + v3,v4) = R(v1,v2,v3,v4) + R(v3,V2,v1,V4).
Aplicand, 1n aceastd relatie, proprietatile 4) si 2), obtinem
0 = R(v1,v2,v3,v4) + R(v1,v4,v3,02) = R(v1, V2,03, 04)—
— R(v1, v4,v2,v3),

deci
R(v1,v2,v3,v4) = R(v2,v3,01,v4) (12.9)

si, analog,
R(v1,v2,v3,v4) = R(v3, 01,02, V4). (12.10)

Insuméand membru cu membru relatiile (12.9) si (12.10), rezulta:
2R(v1,v2,v3,v4) = R(v2,v3,v1,v4) + R(v3,V1, 02, 04).
Daca acum, in aceasti ecuatie, adundm in ambii membrii ai acestei ecuatii R(v1, va, v3, v4), obtinem:

3R(v1,v2,v3,v4) = R(v2,v3,v1,v4) + R(v3,v1,v2,04)+
+ R(v1,v2, 03, v4).

Dar membrul drept al relatiei de mai sus este egal cu zero n virtutea proprietitii 3), deci se obtine R(vy, vz, v3,V4) =
0, asa cum trebuia. [ |
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Presupunem acum ca pe spatiul vectorial V' avem un produs scalar (-, -). Fie ¢ un plan (un subspatiu de dimensiune 2)
in V si {vi,v2} —obazialui 0. Daci R : V* — R este o aplicatie 4-liniari care verifici proprietitile 1)-3), atunci
definim méarimea K g (o) prin

R(v1,v2,v1,02)
(v1,v1) - (v2,v2) — (v1,02)%
Propozitia 12.1.3. Aplicatia K g(0) este corect definitd, in sensul cd membrul drept al relatiei (12.11) depinde numai
de aplicatia R si de planul o §i nu depinde de baza aleasd in o.

KRr(o) =

(12.11)

Demonstratie. Fie {w1, w,} o altd bazd in o, unde

w1 = dai1vy +apvz
Wy = d21V1 + A3
iar
ail aiz
dz1 dzz

£0.

Atunci
R(wy, wa, wy, w2) _

(wi, wi) - (w2, w2) — (w1, w2)?
= R(a11v1 + ai2v2,az1v1 + axv2,a11v1 + aizav2,a21v1 + azvz)/

((allvl + aiavz,a11v1 + a2vz) - (a21v1 + axv2,a21v1 + azva)—

2
— (a11v1 + ai2va, az1v1 + axvl) )

Vom calcula separat numaratorul si numitorul acestei fractii:

R(ai1vi + aizva,az1v1 + axvz,a11v1 + azva, d21v1 + axvz) =
=arpjaziaiiazr R(vy, vy, vy, v1) +
[
=0
+ ar1aziaiiaze R(vy, vy, vy, v2) +airaziaizazy R(vy, vy, vz, v1) +
—— ——
=0 =0
+ aii1azi1a12a22 R(v1,v1,v2,v2) +aiiazaiiazr R(vy, vz, v1,v1) +
N—— N e
=0 =0
+ ar1azaiiazr R(vy, v2,v1,v2) + arazzaizazy R(vy, v2, vz, v1) +
—_—
=—R(v1,v2,01,V2)
+ ar1azzaizaz R(vy, vz, v2,v2) +
—_—
=0
+ aizazi1aiiazi R(va, v1,v1,v1) +aizaziaiiazz R(vz, vy, vy, v2) +
N e N e
=0 =—R(v1,v2,V1,v2)
+ a1za21a12a21 R(v2,v1,v2, 1) +aizaziaizazz R(vz, vy, v2, v2) +
N— N—
=R(v1,v2,v1,v2) =0
+ ayzazaiiazy R(va,v2,v1,v1) +a2azariazs R(va, vz, v1,v2) +
—— ——
=0 =0
+ aizazaizazr R(va, vz, v2,v1) +aizazzaizazy R(va, v2,v2,v2) =
—— N e’

=0 =0
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2 2 2 2
= (a11a3, — 2a11a12a21a22 + aj,a51)R(v1,v2,v1,02) =

= (a11a22 — a12a21)* R(vy, v2, v1, v2).

Pe de alta parte,
(w1, w1){wa, wa) — (w1, w2)* = (a11v1 + a12v2,a11v1 + a12v2):

2
{a21v1 + azvz,az1v1 + axv2) — (a11v1 + aiz2v2, 42101 + azvz)” =

= (at (v1,v1) + 2a11a128(V1, V2) + aiy(v2, v2)) - (@31 {v1, v1)+

+ 2a21a228 (1, V2) + a3, (v2,v2)) — (@11a21 (v1,v1) + (@11a22 + @12a21){v1, v2)+

2

+ a12a22({v2, v2))? = a? a3, ((v1, v1))? + 2a3 az1a22(v1, v1)(v1, v2) + a? a3, (vi, v1)(v2, va)+
+ 2a11a12a3, (v1, v1)(v1, v2) + dar1aizaziaz ((v1, v2))? + 2a11a12a3, (v1, v2) (V2 v2)+

+ atra3, (V1. V1) (v2, v2) + 2a3,a21a22 V1, V2)(V2, V2) + at,a3, ((v2, v2))? — at a3, ((v1, v1))*—

2

— (a11a22 + a12a21)*((v1, v2))? — a3,a3,((v2, v2))? — 2ay1a21(ar1a22 + a12a21){vy, v1) (v, vV2)—

—2ay1a21a12a22(v1, v1)(v2, v2) — 2a12a22(ar1az2 + ai2a21)(vi, v2)(v2, v2) =

= ((v1,v1))*(@? a3, — a3ya3;) + (v1,v1)(v1,v2)(2a3,a21a22 + 2a11a12a5, — 243 a21a22—

2 2 2 2 2
—2ay1a12a3;) + (v1,v1){v2, v2) (a1 a5, + aj,a5, —2a11a12a21a22)+

2 ) 2 2 2
+ ((v1,v2)) (4ar1a12a21a22 — aj1a5, — A1,05; — 2a11a12a21A22) + (V1, V2) (V2, V2) (2a11a12a5,+

2

+ 261%261216122 — 26111611261%2 — 2a%2a21022) + ((v2, Uz))z(afzazz - afzaﬁz) =

= (a11a22 — a12a21)*((v1. v1)g(v2, v2) — ((v1, v2))?).
Prin urmare,

R(wy, w2, w1, w2) _
(w1, wy) - (wa2, wa) — (w1, wa)?

B 2
9
(a11a22 —aizaz1)”R(vy, v2, vy, v2)

T (a11422 — a12021)2((v1, v1) - (V2. v2) — (V1. 12))2)

_ R(v1,v2,v1,02)
(vi,v1) - (v2, v2) — (v1, v2)?

= Kgr(o).

Consecinta 12.3. Dacd {vy, va} este un reper ortonormat in o, atunci
KR(U) = R(l)l, U2, V1, 1)2).
Considerim acum aplicatia Ry : V* — R,

R1(v1,v2,v3,v4) = (v2,v4)(v3,01) — (2, v3)(V1, V4).

Se poate verifica imediat ci R; este o aplicatie 4-liniari ce indeplineste conditiile 1)-3). in plus,

Propozitia 12.1.4.
KR, (0) =1,

pentru orice plan o C V.

(12.12)
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Demonstratie. Fie {v1, v2} 0 baza ortonormatd a lui o. Atunci, dupd cum s-a vazut,
KR, (0) = Ry1(v1,v2,v1,02) = (v2,v2) (v1,v1) — (v1,v2) (v1,v2) = L.
——— ——— N e —
[ |

Aplicatia R1 joacd un rol special, pentru cd ea epuizeazi, abstractie facand de o dilatare, toate aplicatiile de acest
tip pentru care K (o) este constantd, adica are loc urmatoarea propozitie:

Propozitia 12.1.5. Fie R : V* — R o aplicatie 4-liniard pentru care sunt verificate conditiile 1)-3). Dacd K (o) = ¢
pentru orice plan o C V, atunci R = cR;.

Demonstratie. Egalitatea are loc pentru sisteme de vectori de forma (v, va, v1, v2), deci, conform propozitiei 12.1.2,
ea trebuie s aibd loc pentru orice sisteme de vectori. |

12.2 Curbura sectionala a unei varietati riemanniene

Ne Intoarcem acum la curbura unei varietdti riemanniene.

Definitie. Fie (M, g) o varietate riemanniand si x € M. Dacd 6 C Tx M este un plan bidimensional si {vy, v2} este
o bazd 1n o, atunci se numeste curburd sectionald a lui M 1n x, in directia o, marimea

(v1,v2,v1,V2)

Kx(0) = g1, v1) - g(v2. v2) — (g(v1.v2))?

(12.13)

Observatie. 1. Dacid notim
Ry =—(C,,)x : TxM xXTxeM x Ty M x Txy M — R,
atunci este clar cd aplicatia R, verifica proprietdtile 1)-3), iar
Kx(0) = Kg, (0).
Din observatia de mai sus si din rezultatele din sectiunea precedenta rezultd imediat urmdatoarele afirmatii:
Propozitia 12.2.1. Fie (M, g) o varietate riemanniand si x € M. Atunci:

1. Curbura sectionald Ky (o) este bine definitd.

2. Tensorul de curburd este unic determinat in punctul x dacd se cunoaste valoarea curburii sectionale pentru
toate planele bidimensionale 0 C T, M.

3. M are curburd riemanniand constantd egald cu Ko dacd si numai dacd

(.,.,.,.) = —Kp-R;.

Observatii. 1. Daci {e;} este 0 bazd in Tx M si o este un plan generat de doi vectori ai bazei e; sie;,cui # j,
atunci R
ijij
Kx(0) = ———-.
8ii&jj — &jj

2. M are curburd sectionald constantd, egald cu K¢ dacd si numai daca tensorul de curburd are o structura foarte
simpla:
Rijki = Ko(8;18jx — 6ix0;1).
Prin urmare, 1n cazul unui spatiu cu curbura sectionald constantd, toate componentele covariante ale tensorului
de curburd sunt constante (de fapt, se observa ca valorile admise sunt 0, =Ko, 22 Kp).
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12.3 Curbura varietatilor bidimensionale

12.3.1 Teorema egregium. Ecuatiile lui Gauss

Teorema 12.1 (Teorema egregium). Curbura totald a unei suprafete se poate exprima numai cu ajutorul coeficientilor
primei forme fundamentale si derivatelor lor partiale de ordinul unu si doi.

Demonstratie. Dupd cum se stie, curbura totald a unei suprafete este datd de formula

DD" _ D/2

K, == "~
"7 EG - F2

(12.14)

unde

72 o / 72
E=r,, F=r, 1r,, G=r,

sunt coeficientii primei forme fundamentale, iar

1 1 1
/ / /! / / / /! 14 / / /!
D = ﬁ(ru,rv,ruz), D’ = E(ru,rv,ruv , D" = ﬁ(ru,rv,rvz)

sunt coeficientii celei de-a doua forme fundamentale a suprafetei, in parametrizarea r = r(u, v).
Prin urmare, tot ceea ce trebuie demonstrat este ci discriminantul celei de-a doua forme fundamentale, DD”—D’?,
se poate exprima n functie de E, F, G si derivatele lor de ordinul unu si doi. Vom utiliza, in acest scop, identitatea:

a-a’ a-b a-¢
(a,b,¢)-(@,b.¢)=|b-a’ b-b b-¢
c-a c¢-b e
Prin urmare,
’2 ’ / ’ "
) ) ry Ty '2rv Iy T
n_ / _ / / / / //
H*(DD D7) =|r,-r, r, r, I,
/ /! / /! /! /!
Ly Ty Iy Lo oo
’ 2 / / / i
ry ry '2rv ry - Tyy
N VA / VA
ru rU rU rU rgv
/ /! / /! /!
Iy Ty Ty Ty Ty

’ 2 / / ’2
r, =E, .r, r,=F, r, =G

1 1
ro / oo / ’
Iy T, = EE“ r, I, = F, — EE”
oY = F! 1G/ rooar 1G/
Iy Ty =1y 5 u’ ry Iy = E v
1 1
A / A ’
Ty Tyy EEU’ Iy Ty EGu
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Obtinem atunci:

E F F,—-1G,
H>*(DD" —-D* =| F G e
%E; Fy— %E{) r;/z rgz
1 o/
r & i
lE/ lG/ l%// g
27v 2-u uv

Daca dezvoltim si ordonam dupd E, F, G, obtinem:

u

41 (DD" - D/Z) — 40> (r”z oy — r{jvz) + E(GL2+

+ E,G, —2F,G,) + F(E, G, — E,G,, — 2F,G,—
—2ELF, +4F,F)) + G(E.” + E.G, — 2ELF)).

Pe de altd parte, dupd cum am vizut,

Dacd derivdm prima ecuatie n raport cu u si a doua In raport cu v si apoi le scidem, obtinem

l 4 1 "

2 u2 2 v2°

1 1" "2 o
L2 Ty =Ty = Fyy —

de unde, 1n final,

" 12 1 Vi " " 1
DD" ~ D" = JQF, =Gy~ E) +

—2F,G,) + F(E,G, — E,G, —2F,G, —2E,F,+
+4F,F)) + G(E)* + E. G, —2E, F;)} .

[E(G,;2 +ELG,—

Asadar, pentru curbura totald are loc formula

I R Tl S R R
Ki= ———s F,-16 E F |-
T (EG - F2)? i e G
2-v
0 1E 16,
- %E; E F
le;, F G

12.3.2 [Ecuatiile Gauss si Codazzi-Mainardi pentru o suprafata

(12.15)

In cazul curbelor netede in R3, daci se dau doui functii netede, dintre care una strict pozitivi, atunci existi, abstractie
facand de o deplasare a spatiului, o singurd curba neteda pentru care cele doua functii date sunt functia de curbura,
respectiv de torsiune, prin urmare se poate spune cd torsiunea si curbura determind curba, pand la o deplasare a

spatiului.
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In cazul suprafetelor, o mare parte din informatie se obtine utilizand primele doui forme fundamentale ale supra-
fetei si ne putem pune Intrebarea: daca se dau doud forme pétratice, dintre care una pozitiv definitd, existd o suprafatd
pentru care cele doud forme sa fie primele doud forme fundamentale? Raspunsul este, in general negativ, motivul
fiind cd primele doud forme fundamentale ale unei suprafete sunt supuse unor restrictii. Aceste restrictii (cunoscute,
in general, sub numele de ecuatiile fundamentale ale unei suprafete), formeaza doud sisteme de ecuatii, apartinand
lui Gauss, respectiv matematicienilor italieni Codazzi i Mainardi.

Inainte de a formula ecuatiile fundamentale ale unei suprafete, remarcim faptul ci pentru o suprafati parametrizati
coeficientii lui Christoffel au o semnificatie foarte precisa:

r/, =T, + I'{ir, + Dn
v, =T}, +THr, + D'n (12.16)
r/, = T),r), + T5,r, + Dn

De asemenea, derivatele n raport cu u si v ale versorului normalei, n, au urmédtoarea descompunere:

n’, = a;ir,, + arir
u S TR (12.17)
n, = ajzr, + asr,
unde coeficientii sunt dati de
_ FD'-GD _ FD—ED’
MZEG-F T EG-F2 (12.18)
FD" —GD’ FD' — ED" '
a2 = ———————, 432 = —————5—
127 "EG —F2 27 TEG_F2
Teorema 12.2 (Gauss, Codazzi, Mainardi). Dacd
® = Edu? + 2Fdudv + Gdv? (12.19)
i
¥ = Ddu? + 2D’dudv + D" dv? (12.20)

sunt prima, respectiv a doua formd fundamentald a unei suprafete, iar K; este curbura ei totald, atunci au loc relatiile:

ory,  org, 1 2 2 2 1 12 2 2
— — -+ I +Inla =Tl — Tl = EK

v du
orl, —orl
a_;z - Wll + '}, —THy, = FK;
ar,y, Ty, 1 1 2 1 1 1 2 1 (Gavse)
5 9y + Il + T5 0 = Tipl'in = Tia Ty = GK;
aory, arz, 1 2 1 2
v ou + ol — sy = FKG,
numite ecuatiile lui Gauss, precum §i relatiile
oD oD’

= DI}, + D'(I't, —T'{;) - D'T}

g / ou " (Codazzi-Mainardi)
DT DT _ pry, + D'(I'3, —I'l,) — DT
ov ou - 22 22 12 12>

numite ecuatiile Codazzi-Mainardi.
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Demonstratie. Avem, in mod evident, relatia

A/ B—

ru2v Cyvu
Dar
2—I‘Hr + T'#r, + Dn,

deci

BFIII 1 81"12 oD

r:tﬂzv: I r:4+F11r:4/v+ v l‘ +F11 v2+ v n+Dn;:
or! ary,
= 5 tr + T (Cipry, + Thr, + D'm) + =, +

oD
T7(Daary, + T3or, + D) + ==n + D(aor, + azr)) =

/ 81—‘111
=Tl 3, + T T, + THT), +anD

/ al—1121
+rv 90 +F11F +F11F22+a22D

D
+n( o+ LD +THD").

In mod analog,
/2N o S 2 ./ /
r,, = ['ir, + Tir, + D'n,

deci
ar}, arz, aD’
r;”vu = I l‘/ + 1-‘12 u2 + Ju r + 1-‘12 uv 8u ——n+D'ny, =
8I‘112 / I 0 122 v
= 5y T + LTy, + THr, + Dn) + —12 9l r,+

/

oD
+ TH(Diory + Tior, + D'm) + ——-n + D'(aur, +anr) =

or!
=r, ( 812 + LT+ THT, +anD ) +

ar?
+r, ( 312 + T + T +a21D’) +

8D/
Daca facem scdderea, obtinem:

/// noo_
0= T

orl  oarl
=r;(a;——8;4J?J£—FﬁFb+auD—anD)+

/ al—‘121 81—1122
+rv 81} - au +F11F +F11F22+a22D_a21D

oD D’
(E;—5;+rbD—D%ﬁg—ﬂo+F§D0.
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Deoarece vectorii ], r, si n sunt liniari independenti, o combinatie liniard a lor se poate anula doar dacd se anuleaza

fiecare coeficient. Daca se egaleazd cu zero coeficientul lui n, se vede cd rezultd prima dintre ecuatiile Codazzi-
Mainardi. Daca egaldm cu zero coeficientul lui r rezultd, utilizand expresiile lui a»; $i az2, prima ecuatie a lui Gauss,
iar din coeficientul lui r, rezultd a doua ecuatie a lui Gauss. Restul de trei ecuatii se pot obtine, pe aceeasi cale,

utilizand, de data aceasta, relatia

/11 /11

ruvz - I’vuv.

12.3.3 Curbura sectionala a unei suprafete

Ecuatiile lui Gauss (in care membrii drepti sugereazd niste componente ale tensorului de curburd) ne permit sa sus-
pectdm existenta unei legdturi intre curbura totald (gaussiand) a unei suprafete si curbura ei sectionald, calculata in
raport cu metrica definitd de prima forma fundamentald. Intr-adevar, o astfel de legatura exista:

Teorema 12.3. Curbura sectionald intr-un punct al unei suprafete este egald cu curbura totald a suprafetei in punctul
respectiv.

Demonstratie. S& remarcdm, mai intdi, cd teorema este corect formulatd (ne putem permite sd vorbim de curbura
sectionald Intr-un punct, Intrucat spatiul tangent Intr-un punct la o suprafatd are un singur subspatiu bidimensional,
egal cu spatiul insusi, deci precizarea punctului in care se calculeazi curbura este suficientd).

In cazul unei suprafete, curbura sectionali este dati de

R R
K= _ 1212 — 1212

gngzz—g%z EG—F%

Mai departe,
Ri212 = gsz]le = g12R15; + g22R}21 = FRiy + GRY,,.

Utilizand ecuatiile lui Gauss, obtinem ca

1 1
oy, dr'y;

1 _ 1 p1 2 1 1 1 2 1
Ry = xl 92 + 50 + 15, P = Ty Iy = I T =
= FK;,
orz.  or?
2 _ 95 11 1 2 2 2 1 12 2 2
Riy = el ox2 + I I + 15 P — T gy = I g, =
= —EK;;
Prin urmare, R1212 = —(EG — F?)K,, de unde se obtine K = K;. [

12.4 Varietati de curbura constanta

Definitie. O varietate riemanniand se numeste varietate de curburd constantd dacd ea are curbura sectionald constanta
(cu alte cuvinte, curbura sectionald nu depinde nici de punct nici de directiile bidimensionale din spatiile tangente).

Vom da acum un exemplu foarte important de varietate de curburd constantd. Dupd cum vom vedea mai tarziu,
acest exemplu este generic, in sensul cd orice varietate de curburd constantd este local izometrica cu o varietate de
acest tip.
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Teorema 12.4. Fie M varietatea diferentiabild n-dimensionald

M={xecR"[l + % 3 ()2 > 0}, 12.21)

i=1

unde o este o constantd reald, inzestratd cu o metricd riemanniand g de componente

8
gij = % (12.22)
unde F : M — R este functia datd prin
o n
— i\2
F)=1+7 z;(x )2 > 0. (12.23)
1=
Atunci (M, g) este o varietate de curburd constantd.
Demonstratie. Fie f = In F. Atunci avem
0gij 2 OF 8ij of
— = —81']' —— | =2= .
dxk F3 9xk F2 9xk
Prin urmare, pentru simbolurile lui Christoffel obtinem:
i 1 im
jk = 58" (&jmk + 8km,j = &jkm) =
of f of
=~ (e + by k)
Curbura sectionald K (u, v) este liniard 1n vectorii u si v, deci este suficient sd o calculam pentru u = % siv = %,
cui # j,prin urmare
Ku,v) = —— .Z.J” 5
8ii&jj — &jj
Mai departe,
Rijij = Rfjigmi = 55 Rl = 73 Ry

(Atentie, nu se face insumare dupd j! Indicele este fixat). Pentru componentele tensorului de curburd avem, dupa
cum se stie, formula:

. J J

R, =L -1

Ut 9xt ox/

Vom determina acum coeficientii Christoffel care intrd Tn aceastd formula:

I J I nJ
+ 1T, - Fl-l-Fjl.

' af af af af
i _ . A SR VA
Fji o ‘8],./] oxt +&8],_/l ox/ &8],_41 ox/ | oxi
Analog,
: af aof af af
j _ o9 Y e Y)Y
i = i oxt + i axi  —t—0xi |~ oxJ

=0 =0 =1
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Prin urmare,
J *f Sy R
Ry = — i axlaxl +Z(Fjlrzl Fllrjl)'
=

Lt ax/dxJ

Pe de alti parte,

af af af
I +J _ N
erlrzl (‘SU@ + 81 ax/ 8 i W) :

=0
af 3f 3f
of
(81] l+811 (l]8 7 8 j) =

iar

(o Of af o\ _
(3552 )-

”WJF Hoxd — T oxT

Z (Efx’ i %):

- [2 () -]

92 f 92 f af \> [ of "
R, =——— 2+ _ — 7 (L) _
i dx/ox/  dx'ox! (E)x’ ) ( ) * Z (Bxl)

=1

Prin urmare,

In cazul nostru, f(x) = In (1 + < Z?zl(xl)2>, deci

of _axl R f (
ax! — 2F° axlax! ~ 4F2

si obtinem pentru componenta Rl i tensorului de curbura expresia:

20F — (ole)z)

. 1 . .
J 2 2
R = Y (2aF (ax”) ) 2 (ZaF (ax") )—
(@x)?  (@x/)?  N(exl)?
4F2 4F2 4F2
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Tin4nd cont acum de faptul ¢ F(x) =1+ % > /_; (x%)2, se obtine, in final,

jo__*
R:; 7
Asadar,
1 j o
Rijij = 2 Riji = — 72
Pe de altd parte, g;; = g;; = % iar g;; = 0, deci
_ @
4
K(u,v) =— i = «.
F4
|
12.5 Curbura Ricci si curbura scalara
Fie u = v, un vector unitate din Tx M. Considerdam o bazi ortonormati {vq, ..., v,—1} in hiperplanul lui Tx M

ortogonal la u si consideram urmatoarele expresii:

' 1 n—1
Ricy(u) = — 3 & (R, vi,u), v;)

i=1

1 n 1 n n—1
K(x) = - Z Ricx(vj) = n(n——l) Z Zg(R(v,-,vj,v,-),vj).
j=1 j=tli=1

Vom demonstra ca aceste doud marimi nu depind de baza ortonormata aleasd Ricy(u) se numeste curbura Ricci in
punctul x in directia u, iar K(x) este curbura scalard in x.
Definim, mai intai, o aplicatie biliniard pe 7 M in felul urmator: Fie u, v € T,y M. Definim Q(u, v) ca fiind urma
aplicatiei
w — R(u, w,v).
Din triliniaritatea lui R (tensorul de curburd), rezulta imdediat ca Q este o aplicatie biliniara. Fie acum u € Ty M un
vector de lungime 1. 1l completdm, apoi, la o baza ortonormata {vq, ..., vp—1,V, = u}alui Txy M. Avem:

Q@u,v) = Y g (R, vi,v),v) = ) g (R(v,vi,u),v) = Q(v,u),

i=1 i=1

adicd Q este simetricd. Mai mult, se observa imediat ca Q (u,u) = (n — 1) Ricx (u). Prin urmare, aplicatia Ricy (u)
este definitd in mod intrinsec.
Pe de alti parte, formei biliniare si simetrice Q 1i corespunde o aplicatie liniard autoadjunctd K, data de

g (K(u),v) = Qu,v).

Daci alegem o bazi ortonormati {vy, ..., v, } avem
n n
trK = Zg(K(vj),vj) = Z OWw;,v;) =
j=1 j=1

=(n—1))_ Ricx(vj) =n(n—DK(x),

j=1
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prin urmare gi K(x) este bine definita.

Uneori, forma biliniara n%l QO se numeste tensor Ricci.
Alegem acum un sistem de coordonate x! in jurul punctului x. Fie X; = %, gij = & (%, 3%) si gij

elementele inversei matricei tensorului metric. Atunci coeficientii formei biliniare n%l 0 in baza {X;} sunt date de

Rix = R, = — Ripg®
1—1 zk—n— 77— ijks8 " -

Observd, acum, cadaca A : Ty M — T, M este un operator liniar autoadjunct, iar B : Tx M x T,y M — R este forma
biliniara asociatd prin B(u,v) = g (A(u), v), atunci urma lui A4 este egali cu Z;’ k=1 B(Xi, Xi) ¢'*. Asadar, curbura
scalara este datd de

1 - :
k
K(x) = Y Z Rixg'".
ik=1
Incheiem aceasti sectiune cu o lemi utild mai tirziu, a cirei demonsttratie nu o vom prezenta aici (ea se reduce la un
calcul foarte lung).:
Lema 12.1. Fie f : A C R? — M o suprafatd parametrizatd si fie (s, t) coordonate in R?. Fie V(s,t) un camp de

vectori de-a lungul lui f. Atunci:
bDb_DD _ R of o Vv (12.24)
ot ds s ot as ot )’ '

12.6 Campuri Jacobi

Fie M o varietate riemanniand si fie x € M. Dupd cum s-a vdzut la lema lui Gauss, daca exp, este definitd in
v e TyM sidaci w € Ty, (Tx M), atunci

0
(@ exp o) = (1,0,

unde f este suprafata parametrizatid data de
f(t.s) =exp,tv(s), tel0,1],s€[—e€ €]

iar v(s) este o curbd in T,y M cu v(0) = v, v'(0) = w.
Vrem sa obtinem informatii despre ‘(d exp,)v (W)
exp, tv(s) care pleaza din x.
Vom studia, Intr-un cadru ceva mai general, campul

, care, intuitiv, exprima rata de deviere a geodezicelor 1 —

0
(@ exp(tw) = 2.0,

de-a lungul geodezicei y(t) = exp,(tv), t € [0, 1].

Vom arita cd % satisface o ecuatie diferentiald de un tip special. Remarcdm mai intéi cd, deoarece y este o
geodezicd, avem, pentru orice pereche (¢, s), %% = 0 (geodezicele sunt curbe autoparalele). Pe de altd parte, din
lema 12.1,

D(DW)_[HNU+R(W'WEV)=DDaf
ot dt ds

“os\oror ) " wrosor 9s’ ot ar
(o
at’ as’ ot )’
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Daca punem % (z,0) = J(t), rezultd ca J verifica ecuatia

D2J
dt?

—R(y'(1).J().y' (1)) = 0. (12.25)
Aceastd ecuatie se numeste ecuatia lui Jacobi.

Definitie. Fie y : [0,a] — M o geodezicd Un camp de vectori J de-a lungul lui y se numeste cdmp Jacobi daca
verificd ecuatia Jacobi (12.25) pentru orice ¢ € [0, 1].

Un camp Jacobi este determinat de conditiile initiale J(0), %(0). Intr-adevir, fie e1(¢), ..., e,(t) cAmpuri

paralele si ortonormate de-a lungul lui y. Vom scrie:

n
J0) =Y fi0ei), aij = g (RO (teit,y ). e;0)) .
i=1
i,j=1,...,n=dmM.
Atunci
D?J
dt?

=Y flDei),

i=1

si
n
R, J,y) = Zg(R(y/,J,y/),ej)ej =
=1

n n
= ) fig (RO ei.y)ej)ej = ) fiaije).

i,j=1 i,j=1

Prin urmare, ecuatia (12.25) este echivalenta cu sistemul de ecuatii

IO+ a fit)=0. j=1...n,

i=1

care e un sistem liniar de ordinul al doilea, deci solutia sa este unic determinata dacé se dau valorile initiale. Pentru
fiecare alegere a conditiilor initiale J(0) si % (0) existd cate un camp Jacobi definit pe un interval [0, a], deci, in total,
avem 2n campuri Jacobi liniar independente de-a lungul lui y.

Observatie. y'(t) sity’(t) verificd ecuatia lui Jacobi, deci sunt cAmpuri Jacobi.

Exemplul 12.6.1 (Campuri Jacobi pe varietdti de curburd constantd). Fie M o varietate riemanniand de curburd sec-
tionald constantd K si fie y : [0, €] — M o geodezica parametrizata natural. Fie J un cAdmp Jacobi de-a lungul lui y,
ortogonal la y’. Afirmim ca

R(y',J,y) =—KJ.

Intr-adevir, pentru orice camp 7' de-a lungul lui y avem
g(RG' I, Y).T)=-K{(y;.,V)e(J, T)~g(y\T)g(J.¥) } =
—— ——

=1 =0
=—-Kg(J,T),
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de unde rezultd afirmatia ficutd. Prin urmare, ecuatia Jacobi devine, in acest caz:

D2J
a7 + KJ =0. (12.26)
Fie w(¢) un camp paralel de-a lungul lui y, cu g(y’, w) = 0 i |Jw(z)|| = 1. Atunci se verifici imediat cd

sin(f v K
JK

J(t) = Jtw(1), daci K =0

sinh(tv/—K
V=K

este o solutie a ecuatiei (12.26) cu conditiile initiale J(0) = 0 si %(O) = w(0).

—w(?), daci K >0

w(t), daca K <0

Am vazut ca, dacisedix € M,v € TyM si w € Ty,(T)xM), putem construi un camp Jacobi de-a lungul
geodezicei y : [0,1] — M, data de y(t) = exp, tv. Pentru aceasta, consideram suprafata parametrizatd datd de
f(t,s) = exp, tv(s), unde v(s) este o curbd in Ty M cu v(0) = v, v/(0) = w, §i punem J(¢) = %(t,O). Pentru
acest camp, J(0) = 0.

Vom arita ca, de fapt, acesta este singurul mod de a construi cAmpuri Jacobi cu J(0) = 0 de-a lungul unei
geodezice.

Propozitia 12.6.1. Fie y 1 [0,a] — M o geodezicd si J un cdmp Jacobi de-a lungul geodezicei, cu proprietatea cd
J(0) = 0. Punem 2 T J(0) = w 5i y'(0) = v. Considerdm w ca un element al spatiului Tyy (Ty(O)M ) si construim o
curbd v = v(s) in TyyM cu v(0) = av, v'(0) = w. Punem f(t,s) = exp, (av(s)), unde x = y(0), si definim un
camp Jacobi J prin J (t) = %(l, 0). Atunci J = J pe intervalul [0, a].

Demonstratie. Pentru s = 0 avem
Daf D
dt ds  dt
D
= (d exp)ro(w) + 1 (d expy)ro(w)).

((d expy)rv(tw)) = % (t(d expy)rv(w)) =

De aceea, pentru ¢ = 0, avem:

f
—( ) = 58_(0 0) = (d expy)o(w) = w,
unde am inut cont de faptul ca diferentiala aplicatiei exp, in Ox este aplicatia identicd. Deoarece J(0) = J(©0)=0
si d : (O) tJ (0) = w, din teorema de unicitate a solutiilor unei ecuatii diferentiale de ordinul al doilea (mai precis
ale unei probleme Cauchy pentru ecuatii diferentiale de ordinul al doilea), rezulti ci J = J. |

Corolarul 12.1. Fie y : [0,a] — M o geodezicd. Atunci un camp Jacobi J de-a lungul lui y cu J(0) = 0 este dat
de

J(t) = (d expy)iy(0)(tJ'(0)), 1 €0,a].

De multe ori suntem interesati nu atat n cAmpul Jacobi 1n sine, cat in modulul sdu, intrucat acesta este cel care ne
di marimea devierii geodezice. Urmdtoarea propozitie aratd cum anume se poate exprima aceast modul 1n functie de
curbura varietatii riemanniene in cauza:
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Propozitia 12.6.2. Fie x € M siy : [0,a] — M o geodezicd pentru care y(0) = x, y'(0) = v. Fiew € Ty(Tx M),
|lw| = 1§i J un cadmp Jacobi de-a lungul lui y dat de

J(t) = (dexpy)(tw), 0=t <a.

Atunci dezvoltarea Taylor a lui || J(t)||? in jurul lui t = 0 este datd de
2 2 1 4
S| =1t — Eg(R(v, w,v), w)t" + R(t), (12.27)

unde lim;—so 28 = 0,

Demonstratie. Avem, in mod evident, ||J(¢)||> = g(J(¢), J(t)). Deoarece J(0) = 0 si J'(0) = w, primiii trei
coeficienti ai dezvoltarii Taylor vor fi:

g(J,J)=1¢g(0,0) =0,

[g(J. D] (0) =2g(J, J")(0) = 2¢(0,w) =0,

[g(J. D] (0) =2g(J", J)O0) +2g(J", J)(0) =2g(w,w) =
=0

= 2wl|* = 2.

Pe de alta parte, deoarece din ecuatia lui Jacobi avem

J" = R(y'(0), J(0),y'(0)) =0,
=0

rezulta ca
[g(J, )] (0) = 6g(J", J")(0) +2g(J", J)(0) = 0.

Afirmam acum ca are loc urmatorul rezultat:
Vy (R(Y'. J.y") (0) = R(¥'(0), J'(0), y'(0)). (12.28)

Intr-adevir, pentru orice cAmp de vectori W de-a lungul curbei y avem
D d
g (E(R(V/’ J’ y,)? W) = Zg(R(V/’ W’ yl)v J)_
/ / / D / /
— &R J.y). W) =g(E(R(V,W,V),J)+

+ g(R(Y' W, y"), Iy =g(R(Y'. T, y'). W),

de unde, pentru ¢ = 0, se obtine (12.28).
Acum, din (12.28) si ecuatia Jacobi, rezulta ca

J"(0) = R(y'(0), J'(0),y'(0)).
Prin urmare,

[¢(J, NI =8g(J',7")(0) + 6g(J", J")(0) +2g(J 4), J)(0) =

=0 =0
=8g(J', J")(0) =8g(J",R(y", J',y"))(0) =
=8g(R(v,w,v), w).
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Asadar, dezvoltarea Taylor a lui || J(¢)||? este dati de

17617 = (.10 + g 1)) O + 5, [g( )" O+
g 8D OF + 18 DI O + Ry =
=04+124+0+ %g(R(v, w,v), w) + R(t).
|

Urmatorul corolar ne aratd cum putem lega patratul normei unui cAmp Jacobi de curbura sectionald a unei varietati
riemanniene intr-o directie bidimensionala.

Corolarul 12.2. Dacd y : [0,€] — M din propozitia precedentd este o geodezicd parametrizatd prin lungimea
arcului, iar g(v, w) = 0, atunci g(R(v,w, v),v) = —K(x,0), unde o este 2-planul din Tx M generat de v §i w, prin
urmare

IJ()|? =1? - %K(x,o)t“ + R(1). (12.29)

Mai mult, extragind radicalul din ambii membrii ai ecuatiei (12.29) si apoi devoltind in serie radicalul din
membrul drept, se obtine

Corolarul 12.3. In aceleasi ipoteze ca si in corolarul precedent,
1 ~
1@ =1 - EK(x,a)zS +T(@), (12.30)

: R
unde limy; —s¢ % =0.

Observatie. Formula (12.30) ne oferd o interpretare geometrica a semnului curburii sectionale. Intr-adevdr, sd consi-
derdm suprafata parametrizata

f(t,s) =exp,tv(s), te€[0,8], s€((—¢c¢),

unde § este suficient de mic pentru ca exp, sd fie definitd, iar v(s) este o curbd in Tx M, cu ||v(s)|| = 1, v(0) = v,
v/(0) = w. Se observd cd semidreptele 1 — rv(s), ¢ € (0, §] care pleaci din x deviazi fatd de semidreapta t — 7v(0)

cu viteza 5
H (a—rv(s)) (0) H — Jrwl =t
)

Pe de altd parte, (12.30) arata cd geodezica t — exp, (fv(s)) deviaza fatd de geodezica y () = exp,(tv(0)) cuo
vitezd ce diferd de ¢ printr-un termen de ordinul al treilea n ¢, —%K (x,0)t3. Daci K > 0, devierea este mai mici
de ¢, altfel este mai mare. Remarcam ca aceastd “refocalizare” sau “divergentd” a geodezicelor este, in general, un
fenomen local, deoarec dezvoltarea Taylor pe care am utilizat-o pentru studiul devierii geodezicelor este valabild doar
local, in majoritatea cazurilor.

12.7 Puncte conjugate

Notiunea de puncte conjugate de-a lungul unei geodezice este strans legata de devierea geodezicelor si de cAmpurile
Jacobi, un punct conjugat cu un punct dat fiind un punct in care geodezicele vecine ce pleacd din primul punct
refocalizeaza.
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Definitie. Fie y : [0,a] — M o geodezica. Se spune ca un punct y(Z9) este conjugat cu y(zo) de-a lungul lui y,
unde #g € (0, a], dacd existd un cAmp Jacobi neidentic nul de-a lungul lui y astfel incit J(0) = J(zp) = 0. Numaérul
maxim de cAmpuri Jacobi de acest tip liniar independente se numeste multiplicitatea lui y(zg).

Observatii. 1. Relatia de conjugare este simetricd: dacid y(0) este conjugat cu y(0) de-a lungul geodezicei y,
atunci gi invers este adevarat, doar ci geodezica y se inlocuieste cu geodezica y; : [0,a] — M, y1(¢t) =
y(a—1).

2. Existd cel mult n = dim M campuri Jacobi linear independente pe M.

3. Deoarece campul Jacobi J (1) = ty’ () nu se anuleazd decét pentru ¢t = 0, rezultd ci multiplicitatea unui punct
conjugat este cel mulrt egald cun — 1.

Exemplul 12.7.1. Admitem, pe moment, cd sfera S” are curburd constantd egala cu 1. J(¢) = sin? - w(¢) verifica
relatia J(¢) = J(xr) = 0, deci punctele antipodale (diametral opuse) ale unei sfere sunt conjugate de-a lungul oricérei
geodezice ce trece prin ele (toate geodezicele sunt cercuri mari de pe sferd).

Definitie. Multimea tuturor punctelor conjugate cu un punct x € M pentru toate geodezicele ce trec prin x se numeste
locul conjugat al lui x si se noteaza cu C(x).

Exemple. [. Pe sfera 8", C(x) = {—x}, pentru orice x € S™.
2. InR", C(x) = @, pentru orice x € R™.

Urmaétoarea propozitie exprimd legétura care xistd intre punctele conjugate de-a lungul uei geodezice si punctele
critice ale aplicatiei exponentiale.

Propozitia 12.7.1. Fie y : [0,a] — M o geodezicd. Punem x = y(0). Atunci punctul y = y(to), to € (0,a], este
conjugat cu x de-a lungul lui y dacd si numai dacd vectorul vo = toy’(0) este punct critic pentru exp,. In plus,
multiplicitatea lui y, ca punct conjugat cu x, este egald cu dimensiunea nucleului aplicatiei liniare (d exp,)v,-

Demonstratie. Punctul y = y(ty) este conjugat cu x de-a lungul lui y daca si numai daca exista un camp Jacobi nenul
J de-alugul lui y cu J(0) = J(t9) = 0. Fie v = /(o) si w = J'(0). Deoarece J(0) = 0, conform corolarului 12.1,
J(t) = d(expy,)w(w), t € [0,a]. J este neidentic nul, prin urmare, dacd si numai daca w # 0. Asadar, y = y (o)
este conjugat cu x de-a lungul lui y daci si numai daca

0 = J(10) = (d expy)ipu(tow), w # 0.

Multiplicitatea lui y este egald cu numdrul de cAmpuri Jacobi liniar independente de-a lungul lui y ce se anuleaza
in O si t9 Se poate verifica cu usurintd ca Jy, ..., J; sunt liniar independente de-a lungul lui y dacd si numai daca
J{(0),....J ]é (0) sunt vectori liniar independenti in 7 M . De aici rezultd cea de-a doua afirmatie a propozitiei. W

12.8 Proprietati suplimentare ale campurilor Jacobi

Propozitia 12.8.1. Fie J un camp Jacobi de-a lungul geodezicei y : [0,a] — M. Atunci
g(J(®).y'(1) = g(J'(0),y'(0) - + g(J(0),y'(0)). t € [0.a].
Demonstratie. Din ecuatia lui Jacobi obtinem ca
[g(J".y)) =g(I".y") = g(R(Y'. J.y"). gamma’) = 0.
Prin urmare, g(J',y’) = g(J’(0), ¥’(0)). In plus,
[g(J.yN" = g(I".y") = g(J'(0),y'(0)).

Integrand ultima ecuatie, obtinem relatia ceruta. |
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Corolarul 12.4. Dacd g(J,y')(t1) = g(J,Y')(t2), cu t1,ty € [0,a), t1 # ta, atunci g(J,y") nu depinde de t. In
particular, dacd J(0) = J(a) = 0, atunci g(J,y')(t) = 0.

Corolarul 12.5. Presupunem ci J(0) = 0. Awunci g(J'(0),y’(0)) = 0 dacd si numai daci g(J,y")(t) = 0. In
particular, spatiul campurilo Jacobi J cu J(0) = 0 si g(J,y")(t) = 0 este de dimensiune n — 1.

Propozitia 12.8.2. Fie y : [0,a] — M o geodezicd. Fie Vi € T, 0\M si V2 € T),(o)M. Dacd y(a) nu este conjugat
cu y(0), atunci existd un singur camp Jacobi de-a lungul lui y astfel incdt J(0) = Vi si J(a) = V>.



capimoLuL 13

Subvarietati riemanniene

13.1 Introducere

In acest capitol ne vom ocupa de anumite generaliziri ale suprafetelor din spatiul euclidian tridimensional, subvarie-
tdtile riemanniene, care sunt, pur si simplu, subvarietdti ale unei varietdti riemanniene, Inzestrate cu metrica indusa.
Strict vorbind, majoritatea rezultatelor din acest capitol se pot extinde fara dificultdti majore la cazul imersiilor izo-
metrice. Am decis sd ne restringem la subvarietdti riemanniene mai mult din motive tehnice, pentru a putea formula
cu mai multd usurintd rezultatele. Cititorul interesat poate gasi tratarea generala 1n cartea lui do Carmo [?].

13.2 Campuri de vectori tangenti si normali

Ne amintim cd in geometria diferentiald a suprafetelor din spatiul euclidian am considerat, 1n fiecare punct al supra-
fetei, cte un reper al spatiului vectorial al vectorilor legati din R3, cu originea in acel punct. Doi dintre vectorii
utilizati erau, Intotdeauna, tangenti la suprafatd, in timp ce a la treilea era normalla suprafatd. Avand la dispozitie
acum limbajul varietatilor diferentiabile, putem spune cd ceea ce se fiacea acolo era o descompunere a spatiului tan-
gent la R3 intr-un punct al suprafetei intr-o sumi directi a spatiului tangent la suprafati (care este un subspatiu al
spatiului tangent la R3) si un subspatiu 1-dimensional, normal la suprafati (adica, in fond, complementul ortogonal
al spatiului tangent).

Vom face acum o constructie analoagd 1n cazul subvarietdtilor riemanniene. Desigur, spatiul tangent la subvari-
etate nu va mai fi, neapdrat, de dimensiune 2, iar subspatiul ortogonal nu va mai fi, neaparat, de dimensiune 1, ca in
cazul suprafetelor. Incepem cu citeva definitii, ca si putem introduce totul pe o bazi riguroasa.

Definitie. Fie N si P doud varietati diferentiabile si F' : N — P oaplicatie diferentiabild. Se numeste cdmp vectorial
neted pe P, de-a lungul lui F, orice aplicatie Z : N — TP astfelincit roZ = F,undew : TP — P este proiectia
fibratului tangent la P:

TP
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Astfel, practic, F este o lege care asociazd fiecdrui punct x € N un vector tangent Z(x) € T (x) P, adicd un
fel de “camp vectorial” pe F(N). Remarcam, totusi, ci F(N) nu este, de reguld, o submultime deschisd a lui P,
de aceea, nu avem de-a face cu un camp vectorial pe P in adevaratul sens al cuvantului. Notam cu X (F) multimea
tuturor campurilor vectoriale de-a lungullui . Definind Tn mod evident (adica punctual) operatiile de adunare si

inmultire cu functii netede, nu e deloc greu de constatat cd X' (F') este un C°°(N )-modul.

. o . . . —n+m=k .
Vom aplica aceastd constructie acum la un caz foarte particular. Fie i : M" — M o scufundare a unei

varietdti de dimensiune 7 intr-o varietate de dimensiune k = n + m. Pentru a simplifica exprimarea, vom presupune,
fird a reduce generalitatea, ci M C M, iar i este scufundarea canonici (adicd incluziunea). Asta inseamni, in
particular, ci i (M) = M. Vom nota cu X (M) multimea cAmpurilor vectoriale de-a lungul lui 7, definite ca mai sus,
adici X (M) = X(i).

Remarcim, inainte de toate, ci X'(M) are multe elemente. De exemplu, pentru orice cAmp vectorial pe M,
Y e X(M), Y| M E X (M). Intr-adevir, pentru orice x € M, avem

(moYpy) () =m(Yy () =rnx)=x=ix),

adicd w o Y|, =i, ceea ce trebuia demonstrat.

Mai mult, se poate constata cu usurinta cd modulul cAmpurilor de vectori tangenti la M, X' (M), este u submodulal
modulului cAmpurilor vectoriale de-a lungul incluziunii, X (M).

S4 presupunem acum ci M este inzestratd cu o metricd riemanniand g iar M este o subvarietate riemanniand a
sa (adicd este Inzestratd cu metrica indusd de incluziune). Atunci, pentru fiecare x € M, Ty M este un subspatiu
n-dimensional al spatiului tangent in x la M, Tx M si avem urmitoarea descompunere ca sumi directi:

TxM = TeM & Ty M*, (13.1)
unde T,y M L este complementul ortogonal al lui Tx M in T M:
TxM* ={veTxM | g,(v,w) =0,Yw e TyM}.
Descompunerea (13.1) dtermina doud aplicatii liniare (proiectiile ortogonale):
ar TeM — TxM, 7y : TeM — TxyM™,
pe care le vom numi, respectiv, proiectia tangentd si proiectia normald.

Definitie. Spunem ci un cAmp vectorial Z € X (M) este normal la M daci pentru fiecare punct x € M vectorul Z
este normal, adici Zy € TxyM L.

Vom nota cu X (M) multimea campurilor vectoriale normale din X'(M). Este usor de vizut ci este vorba de un
submodul al lui X(M).
Aplicatiile 7 si 7 induc, la randul lor, niste aplicatii, notate la fel,

ar i X(M) > X(M), 7y :X(M)— X(M)*,
definite prin

n7(Z)(x) = nr(Zx),
nN(Z)(x) = nn(Zx),

pentru orice Z € X' (M) si orice x € M. Este usor de verificat ci aceste doui aplicatii sunt C % (M)-liniare, adici
sunt morfisme de module. Prin urmare, orice cadmp vectorial Z € X' (M) admite o scriere unica sub forma

Z =nr(Z) + 7N(2Z),
ceea ec inseamnd cd avem o descompunere 1n suma directd ( de module de aceasta datd!):

X(M)=X(M)®dX(M)™*. (13.2)
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13.3 Conexiunea indusa

Considerdm, ca si in sectiunea precedenti, o varietate riemanniani (M, g) si o subvarietate riemanniani (M, g) a
sa. Ca sd studiem legétura care existda dintre geometria subvarietdtii si cea a varietdtii, vrem sd construim o lege de
derivare a cAmpurilor vecoriale (nu neapirat tangente), pe M, cu alte cuvinte a elementelor lui X'(M), in directii
tangente la M. Un lucru perfect analog se face in cazul suprafetelor din spatiul euclidian, unde se defineste a doua
forma fundamentald a suprafetei studiind variatia versorului normalei la suprafatd. Aceastd variatie indicad forma
suprafetei, privita ca subvarietate riemanniand a spatiului euclidian ambient. Aceastd forma depinde de scufundarea
aleasd, desi peoprietitile intrinseci ale suprafetei nu depind.

Avem deja, in mod evident, doui derivate covariante, V, conexiunea Levi-Civita a metricii g, care actioneazi
asupra campurilor vectoriale pe M, si V, conexiunea Levi-Civita asociatd metricii g, care actioneazi doar asupra
campurilor vectoriale tangente la M. Prin urmare, nici unul dintre acesti operatori de derivare nu se poate aplica in
mod direct unui cAmp oarecare din X' (M).

Definim, prin urmare, o aplicatie

V:X(M)x X(M)— X(M),

dupd cum urmeazd. Intentiondm sd utilizim conexiunea V pentru a defini V. Remarcim, insd, cd daci X € X (M)
siY € X(M), atunci VxY nu are sens, intrucit X, Y ¢ X (M). Procedim, in consecin{d, in modul urmitor. Pentru
fiecare x € M, existd o vecinitate deschisi U a lui x si extensiile X si Y ale lui X, respectiv Y, la niste cAmpuri
vectoriale netede pe U. Evident, aceste extensii nu sunt unice, dar deocamdati nu ne preocupim de acest aspect. Are
sens, acum, sa calculdm derivata covarianta (pe M)alui Y in directia lui X, 677. Definim acum

VxYlgoy = Vx|,
Lasand x sa varieze pe intregul M, se obtine, Tn acest mod, un cAmp vectorial v xY € E(M ). Problema, acum,
este dacd acest caAmp este bine definit, adicd daca el depinde sau nu de alegerea extensiilor cAmpurilor X si Y.
Diferentiabilitatea este clard, deoarece diferetiabilitatea este o proprietate locald si cAmpul V x Y este, prin constructie,
diferentiabil in jurul fiecdrui punct.

Putem presupune, fird a restrange generalitatea, ci multimea deschisi U este domeniul unui sistem de coordonate

(71, . ,Y”er) pe M. Presupunem c4, relativ la acest sistem de coordonate, Y are descompunerea
n+m
— —i 0 —i 0
Y=Y =7 _.
, ox' ox'

N
Il
—-

Atunci ) 5
— —  — (i i
Vx¥ =X (7 )ﬁ-I—Y Vx(@)-

Pe de alti parte, intr-un punct y € U N M, avem:

() =x ) =x (7
(o

depinde, dupd cum se stie, numai de Xy, prin urmare restrictia lui VYY depinde doar de cAmpurile X si Y si nu de
extensiile lor, agadar Vx Y este un camp vectorial pe M, bine definit. Remarcdm ci, Tn general, acest camp nu este
tangent la M, nici mécar 1n cazul in care Y este si el un cdmp vectorial tangent.

ﬁnM) ’

in timp ce
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Operatorul V, in ciuda numelui siu (conexiune indus#), nu este, propriu-zis o conexiune, nici pe M, nic pe M.
Reamintim cd o conexiune (operator de derivare covariantd), duce o pereche de cAmpuri tangente la o varietate tot
intr-un cAmp vectorial tangent la aceeasi varietate. Ori, conexiunea indusd duce o pereche formatd dintr-un camp
tangent la M si un alt cAmp pe M, nu neapdrat tangent, tot Intr-un cAmp pe M, de asemenea, nu neapdrat tangent.
Totusi, conexiunea indusd are, in esentd, toate proprietifile conexiunii Levi-Civita (in raport cu metrica g) daca,
firegte, suntem atenti cu ce fel de cAmpuri vectoriale lucram. Avem, astfel, urmédtoarea propozitie:

Propozitia 13.3.1. Fie V conexiunea indusd pe scufundarea i © M — M. Atunci,pentru orice cAmpuri vectoriale
X, Y e X(M), Z,W € X(M) si orice functie f € C°(M), avem:

(1) Vx4yZ =VxZ +VyZ;

2) Vx(Z+W)=VxZ +VxW;

(3) VixZ = fVxZ;

(4) Vx [W = (X)W + fVxW;

(5) VxY —VyX = [X.Y];

(6) Xg(Z,W) =g (VxZ, W) +5(Z2,VxW).

Demonstrafie. Demonstratia este aproape triviald. In jurul fiecirui punct x € M se consideri o vecinitate deschisi in
M, U si se extind toate cAmpurile vectoriale, precum si functia f, la aceasta vecinitate. Toate cele sases proprietati
au loc, daci se inlocuieste conexiunea indusi cu conexiunea V, iar cAmpurile vectoriale si functia alese cu extensiile
lor. Rezultatul dorit rezultd acum daca se tine cont de faptul ca:

(V%2)|, =¥xz. X(P)| = XN)EX D)y =(X.¥) =
|

Asa cum am mentionat mai devreme, dacd X si Y sunt doud campuri vectoriale tangente la M, campul v xY
nu este, in general, un camp vectorial tangent. El va avea, prin urmare, o componentd tangentiald si o componentd
normald, care sunt, in fapt, proiectia tangentiald w1 (V X Y) respectiv proiectia normald (V X Y) Vom examina
acum separat cele doud componente ale conexiunii induse i vom vedea care este semnificatia lor geometrica.

Propozitia 13.3.2. Dacid M este o subvarietate riemanniand a lui M, V este conexiunea Levi-Civita pe M, in timp
ce V este conexiunea indusd, atunci, pentru orice X,Y € X(M) avem

VxY =77 (VxY).

Demonstratie. Fie X,Y,Z € X(M) si X,Y,Z — extensiile lor locale pe o submultime deschisi din M. Utilizim
formula Iui Koszul pentru metrica g si conexiunea Levi-Civita asociata, V:

27 (vyv,f) Xz(Y.Z)+7g(Z.X) - Zg(X.Y)-
-g(X.[Y.Z) +2(Y.[Z.X]) +2(Z,[X.Y]) =

= F(X.Y.Z).

Daca ne restrangem la M, avem
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Pe de altd parte, din demonstratia propozitie precedente deducem imediat cd

F(X.Y.Z)|,, = F(X.Y.Z) =2g (VxY.Z),

asadar B N

g (VxY,Z) =g (VxY.Z) = g (nr (VxY).Z),
unde, pentru a scrie ultima ecuatie, am utilizat faptul cd Z este un camp vectorial tangent la M. Cum g este nedege-
neratd, afirmatia propozitiei este adevarata. |

Astfel, componenta tangentiald a conexiunii induse este chiar conexiunea Levi-Civita a metricii induse pe M.
Partea normald, in schimb, ne va da informatii despre modul in care variaza directiile normale la varietatea M, deci
ea joaca un rol similar celei de-a doua forme fundamentale a unei suprafete din spatiul euclidian tridimensional. De
aceea vom utiliza acelasi nume pentru acest obiect. Avem urmatorul rezultat:

Propozitia 13.3.3. Aplicatia B : X(M) x X(M) — X, definiti prin
B(X,Y)=ny (VxY), VXY € X(M),
numitd a doua forma fundamentali a subvarietdtii riemanniene M — M, este o aplicatie C % (M )-biliniard, sime-
tricd.
Demonstratie. Intrucat V este C (M )-liniara in primul argument si R-liniard in cel de-al doilea argument, in timp

ce proiectia normald este C°°(M )-liniara, rezulta ca si B are aceleagi proprietdti. Vom demonstra acum cd B este
chiar C°°(M )-liniari si in cel de-al doilea argument. Fie, astfel f € C*°(M), X,Y € X(M). Atunci avem:

B(XX, fY) =y (Vx fY) = 2y (XY + fVxY) =
= fan (VxY) = fB(X.Y),

unde, pentru a scrie penultima egalitate, am utilizat faptul cd Y este un camp vectorial tangent, deci nu are componenta
normald.

A mai ramas de demonstrat simetria celei de-a doua forme fundamentale. Fie, prin urmare, X,Y € X' (M). Avem

B(X,Y)— B(Y,X) = ny (VxY) —nn (V¥ X) =
=y (VxY = VyX) = 2y (X, Y]) = 0,

unde, fireste, am utilizat faptul ca paranteza Lie a doud cAmpuri tangente la M este tot un camp tangent la M care,prin

urmare, nu are componenta 1n directia normala. |

Observatie. Combinand rezultatele precedente, obtinem urmdtoarea legiturd dintre conexiunea indusd, conexiunea
Levi-Civita a metricii induse si cea de-a doua forma fundamentala:

VxY =VxY + B(X.Y), VXY € X(M). (13.3)

Aceastd relatie se numeste uneori formula lui Gauss.

Ce-a de-a doua forma fundamentald ne permite, de asemenea, stabilirea unei legaturi dintre tensorul de curbura al
varietdtii M si cel al varietdtii riemanniene M . Aceastd relatie (care constituie subiectul propozitiei urmitoare) este o
generalizare a ecuatiilor lui Gauss, din cazul unei suprafete.

Propozitia 13.3.4 (Ecuatia lui Gauss). Fie M o subvarietate riemanniand a varietdtii riemanniene M. Notdm cu R,
respectiv R, tensorii de curburd ai celor doud varietdti si B a doua formd fundamentald a scufunddrii M — M.
Atunci, pentru orice X, Y, Z,W € X (M), are loc relatia

Z(RX.Y)Z, W) =g(R(X.Y)Z, W)+ g(B(X,Z), B(Y,W))—

e (13.4)
—8(B(X, W), B(Y, 2)).
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Demonstratie. Remarcam, Tnainte de toate, cd aici E(X , Y, Z) se calculeazd alegind extensii locale oarecare ale
campurilor X, Y, Z pe multimi deschise din M, apoi restrangand reyultatul la M. Se poate verifica cu usurintd ca
R(X,Y, Z) calculat pe aceasti cale nu depinde de alegerea extensiilor. In fapt, se obtine fard dificultate relatia

R(X,Y,Z2) =VxVyZ - VyVxZ —VixyiZ. (13.5)

Mai departe, este clar cd, toate marimile care intrd Tn formule fiind multiliniare, este suficient sd verificidm ecuatia lui
Gauss pe campuri de vectori dintr-o baza de coordonate. Se stie cd, daca, de exemplu, X si Y sunt astfel de cAmpuri
de vectori, atunci paranteza lor Lie se anuleazd. Vom face, in continuare, doar aceasta ipoteza, anume cd [X, Y] = 0.
Dupd cum am remarcat, ipoteza simplificd doar calculele, fard a afecta rezultatul. Avem, prin urmare:

TRX.Y)Z, W) =5(VxVyZ - VyVxZ, W) =

= E(%ngz, W) —E(%Y’%XZ, W) = E(%/vaz, W) +
+g(VxB(Y.Z2).W)—g(VyVxZ. W) —g(VyB(X,Z). W) =
=g(VxVyZ, W)+ g(B(X,VyZ), W)+Xg(B(Y,Z),W)—

=0 =0
~Z(B(Y,2),VxW) -8 (VyVxZ, W) -8 (B(Y,VxZ), W)~
=0
~YZ(B(X,Z),W)+g (B(X,Z),VyW) =2 (R(X,Y, Z), W) —
=0
~Z(B(Y.Z),VxW)~g (B(Y,Z), B(X,W)) +
=0
+g(B(X,Z2),VyW)+g(B(X,Z),B(Y,W)) =
=0

+8(B(X,Z),B(Y.W)).
In demonstratie am folosit (in repetate randuri):

e faptul cd B duce campuri tangente in cAmpuri normale, ceea ce inseamnd cd produsul scalar al unui astfel de
camp cu un camp tangent este zero;

e formula lui Gauss (13.3);
e metricitatea conexiunii.

Formula lui Gauss este o formuld de naturd tensoriald, de aceea ea este valabild si dacd inlocuim campurile
vectoriale cu vectori intr-un punct (si, fireste, metrica — cu metrica spatiului tangent corespunzitor). In particular, ea
ne permite si stabilimo legiturd dintre curbura sectionald intr-un punct a lui M si cea a lui M In acelasi punct. Fie,
prin urmare, x € M si u, v — doi vectori liniar independenti in Ty M. Notim cu K, respectiv K curbura sectionali a
lui M, respectiv cea a lui M. Avem, atunci urmitoarea formuli, care se numeste tot ecuatia lui Gauss.

Corolarul 13.1. Curbura sectionald a lui M i cea a lui M in punctul x € M in directia planului generat de vectorii
u si v in Ty M sunt legate prin relatia:

E(B(u’ M)? B(Uv U)) _E(B(u’ U), B(M, U))

K(u,v) = K(u,v) +
(u,v) (u,v) gu,u)g(v,v) — (g(u, v))?

(13.6)
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Demonstratie. Avem:

E(F(u, v,u),v)
g, g (v, v) — (8w, v))*
B g (R(u.v,u),v) _ g (R(u,v,u),v) B
g, u)g (v, v) — (g(u,v))? g, u)g (v, v) — (g(u,v))*
o ?(B(M, u)’ B(U, U)) B E(B(u’ U), B(M, U)) —
g, u)g(v,v) — (g, v))*
E(B(M, M), B(U, U)) B E(B(u? U), B(u’ U))

= K(u,v) — g, u)g(v,v) — (g(u, v))> ,

E(u,v) = —

de unde rezultd formula din enuntul corolarului. |

Exemplul 13.3.1. Ca o aplicatie elementard a corolarului precedent, vom calcula curbura sectionald a sferei n-

dimensionale de razi r (n > 2), priviti ca subvarietate riemannian a spatiului Euclidian n + 1-dimensional, R”+1,
Notdm cu D conexiunea canonica pe R”*1 (care este, de fapt, conexiunea Levi-Civita asociatd metricii eucli-

diene). In cazul sferei, in fiecare punct existd o singurd directie normald si, dupd cum se stie din geometria euclidiand,

ea este directia dacd de P(x) = Z x! ax, .
i=1
Daci X este un cidmp vectorial neted oarecare pe R”T!, atunci derivata cAmpului normal P in directia acestui

camp vectorial este
n+1

(e
DXP—ZX(X) Z ST=X

i=1
Afirmam ca cea de-a doua forma fundamentala a sferei este data de

B(X,Y) = —;(X,Y)U, VX, Y € X(S"(r)),

unde U = %P este versorul normalei exterioare la sfer,iar prin (-, -) am notat metrica euclidiani pe R”*1,
Intr-adevir, dupi cum am vizut. B(X,Y) = 7y (DxY). Dar

1
7y (DxY) = (DxY,U)U= - (DxY,P)U =
r

1 1
=|X(Y,P)——(Y,DxP)=|U=—~(X,Y)U.
~—— T r
=0

Avem acum tot ce ne trebuie pentru a calcula curbura sectionald a sferei Intr-un punct oarecare si intr-o directie
bidimensionala oarecare. Fie, deci x € S"(r) si u,v € T, S"(r) doi vectori necoliniari. Dupa cum am vézut atunci
cand am vorbit despre curbura sectionald, se poate presupune cd ei sunt de lungime 1 si sunt perpendiculari. Curbura
sectionald K (1, v) a spatiului euclidian este, dupd cum se stie, egali cu zero, de aceea formula (13.6) devine

K(u,v) = (B(u,u), B(v,v)) — (B(u,v), B(v,v)) =
1 1 1
= <——(u, u)U, ——(v, v)U> ==,
r r r
adicd am regdsit, pe o cale foarte simpla, rezultatul deja cunoscut cd sfera n-dimensionald de raza r este o varietate de
curburi constanti, egali cu 1/r2.
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13.4 Geodezice pe subvarietati

O problema naturald pe care trebuie sd ne-o punem este care este legdtura dintre geodezicele unei varietdti riemanniene
si geodezicele unei subvarietiti riemanniene a sa. in mod evident, daci o curbi este geodezici pe varietate,a tunci ea
este geodezicd si pe subvarietate. Invers, insd, de reguld, nu este adevirat. Este suficient sda ne gandim la un exemplu
foarte simplu, cel al sferei din R3. Geodezicele sferei, dupd cum se stie, sunt arcele de cerc mare de pe sferd si, in
mod clar, ele nu sunt geodezice si in spatiul euclidian ambient. Mai mult, nici o curbd de pe sferd nu este geodezica
in spatiul ambient (ale cdrui geodezice sunt, fireste, dreptele si numai ele).

Vom prezenta, Tn aceastd sectiune, conditiile In care o curbd pe o subvarietate riemanniand este o geodezicd pe
acea subvarietate.

Inainte de toate, formula lui Gauss se poate aplica firi dificultiti la derivata covarianti de-a lungul unei curbe.
Avem, prin urmare, urmatoarea propozitie:

Propozitia 13.4.1. Fiey : I — M o curbd netedd pe subvarietatea riemanniand M < M si Y un camp vectorial
tangent la M, de-a lungul curbei y. Atunci

'5Y_DY+B dy ., 137
dt  dt dt’ ")’ '

unde D /dt este derivata covariantd indusd, iar D/dt este derivata covariantd determinatd de metrica pe g, ambele
de-a lungul curbei y.

A o .. . ~ _dy . .
Aplicand aceastd propozitie pentru cazul paticular in care Y = =, obtinem:

Corolarul 13.2.
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Teorema Gauss-Bonnet

Teorema lui Gauss si Bonnet leagd doud dintre mérimile fundamentale ale unei suprafete: curbura totala, care este
o constructie metricd si caracteristica Euler, care este o constructie fopologicd. Teorema Gauss-Bonnet afirma,
in esentd, cd, pentru o suprafatd compactd, integrala pe suprafatd din curbura totald este egald cu 27 inmultit cu
caracteristica Euler a suprafetei. Consecinta, oarecum surprinzatoare a teoremei este, deci cd topologia suprafetei
impune restrictii asupra curburii metricilor ce se pot defini pe acea suprafata.

14.1 Integrarea unei functii pe o varietate riemanniana

Teoria integrdrii se poate construi pe varietdti mult mai generale decat varietdtile riemanniene, tot ceea ce se cere
acestor varietdti este si fie orientabile. Pe de altd parte, se pot integra si alte obiecte, in afard de functii definite pe
varietate. Nu vom, dezvolta, totusi, in aceasta sectiune decat exact partea din teoria integrarii de care avem nevoie in
formularea si demonstrarea teoremei Gauss-Bonnet.

Fie (M, g) o varietate riemanniand i f € C° (M) o functie cu suport compact.

Presupunem, mai intéi, cd supp f C U, unde (U, ¢) este o harti pe M, ¢ : U — U’ C R”. Fie {g;;} matricea
componentelor metricii relativ la aceastd hartd, iar G = det{g;; }.

Definitie. Spunem ca functia f este integrabild (in sens Riemann sau Lebesgue) daca functia

(fop™')yGop1:U —R (14.1)

este integrabild (Riemann sau Lebesgue) pe U’ si punem

/Mf :f/(fw—l) R R (14.2)

Propozitia 14.1.1. Defintia 14.1 este corectd, in sensul cd nici definiia integrabilitatii nici cea a integralei nu depind
de alegerea hdrtii (U, @).

Demonstratie. Fie (V, ) o alta hartd pe M, cu coordonatele y, astfel incat supp f C V. Notim cu {g;; } componen-
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tele lui g in harta V' si G = det{g;;}. Atunci

¥ = et d 9 det axk 9 ax! 9 det dxk ax! a9
= de¢ —, T = de —_— Y, T 7 = d¢ - —_—, — =
& Ayl dy/ & ay’ axk’ dy/ ox! dy! ayfg axk ™ 9x!

2 )2
o S o’ a2
=det{ayj} det%g(ax—k,ﬁ)} =det{m$ G=det(D(@oy ™)) G.

Daca exprimdm acum integrala, dupa formula (14.2), dar in harta (V, ), obtinem

/V, UOWI)W=/W (foy™")|det(D (¢ oy™))| W:
=/U, (fop™!)\Gopl.

Se observa, deci, cd un integrand este integrabil dacd si numai dacd celalalt este integrabil, iar valorile celor doua
integrale sunt aceleagi, Tn ambele harti. |

(14.3)

In cazul general, suportul functiei f nu va fi inclus in domeniul unei hirti. Supportul fiind compact, el poate fi
acoperit cu o familie finita de domenii de harti, {Uy }oer, unde |I| < Ro. Alegem acum o partitie diferentiabila a
unititii {¢y }aes, subordonatd acoperirii {Uy }qer .

Definitie. Functia f este integrabild daca si numai dacd functiile f - ¢ sunt integrabile pentru orice « € I, iar
integrala ei se definegte prin

/Mf=(;/Mf-¢a=o;/U& ((f ) o3 ") /G ogat. (14.4)

unde integralele din membrul drept sunt bine definite, deoarece suportul functiei f - ¢ este continut in Uy '.

Propozitia 14.1.2. Definitia 14.1 nu depinde nici de alegerea acoperirii lui supp f, nici de partitia unitdtii subordo-
natd acestei acoperiri.

Demonstratie. Fie {Vg}gey 0 altd acoperire finitd a lui supp f si {/g}ges 0 altd partitie a unitiii subordonatd acestei
acoperiri. Conform definitiei 14.1, pentru fiecare a € I, functia f - ¢, este integrabild dacd si numai daci f - ¢ - ¥

pentru orice 8 € J, iar
/M foda=Y /M Féuts.

BelJ

Prin urmare, f - ¢ este integrabild pentru orice o« € I dacd si numai dacd f - ¢o Vg este integrabild pentru orice
a € I, B € J si, prin simetrie, dacd si numai dacd f - ¥g este integrabild pentru orice f € J. In acest caz,

S [ roa= X [ ro0v5= % rvs.

ael ael BeJ
BeJ

deci, intr-adevar, formula (14.4) este bine definita. |

Un relatia (14.4) U, = ¢ (Uy) C R™.
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14.2 Domenii poligonale pe o suprafata

Definitie. Fie M o varietate bidimensionald (suprafatd). Se numeste domeniu poligonal P C M o submultime com-
pacta si conexd a carei frontierd este alcatuita dintr-un numar finit de segmente de geodezica ce nu se autointersecteaza
(nu au puncte duble).

Ca si In cazul domeniilor poligonale plane, un domeniu poligonal pe o suprafata se poate descompune in domenii
mai simple, numite triunghiuri geodezice mici, definite dupa cum urmeaza. Fie W C M si € > 0 astfel Incat pentru
orice x, x" € W si existe o singurd geodezicd minimald de lungime mai mici decat € si, in plus, pentru orice x € W,
existd o vecindtate normald a lui x de razd e.

Definitie. Fie W ca mai sus i 3 C W o submultime.

1. X este geodezic convexa dacd oricare ar fi x, x’ € X, arcul de geodezici minimald care uneste x cu x’ este
continut in X.

2. O submulfime ¥ C W se numeste triunghi geodezic mic cu varfurile in x1, x5, x3 daci

(a) X este geodezic convexd i contine xp, X2, X3.
(b) Dacd ¥/ C W este geodezic convexd si contine x1, X2, X3, atunci ¥ C X',

(c) x1,x2,x3 nu se afld pe o aceeasi geodezicd.

Vrem sd ardtdim acum cd pe o suprafatd exista triunghiuri geodezice mici. In acest scop, alegem x; € W sa fie un
punct arbitrar al suprafetei, iar x,, x3 € W le alegem astfel Incit si fie satisfacute urmatoarele doud conditii:

(I) geodezica minimald y ce uneste x, cu x3 este continutdin intregime in W\ x1 si nu face parte dintr-o geodezici
radiald (cu alte cuvinte, geodezica minimald ce uneste x; cu x, nu contine punctul x3, iar cea care uneste x1
cu X3 nu contine Xx;.

(II) orice geodezica ce uneste x1 cu un punct de pe y; este inclusd in Intregime In W'.

Observatie. Dacd xp si x3 se aleg suficient de apropiate de punctul x, atunci cele doud conitii de mai sus sunt
verificate daci x1, X2, x3 nu se afld pe aceeasi geodezici. intr-adevir, fie Uy, o vecindtate normald a lui x; de raza
8 < €. Alegem punctele x, si x3 la istante mai mici de % fatd de x1. Atunci d(xz,x3) < % si orice punct de pe
geodezica minimald y este situat la o distantd mai mica de %8 fatd de x1, deci se afld In Uy, .

Propozitia 14.2.1. Fie W si € > 0 ca mai sus §i X1, X2, x3 € W trei puncte care satisfac cerintele (1) si (1l) de mai
sus. Fie ¥ multimea tururor geodezicelor minimale ce unesc x1 cu segmentul de geodezicd minimald y1 ce uneste x»
cu x3. Atunci X este un triunghi geodezic mic cu vdrfurile in x1, X2, x3. Invers, fiecare triunghi geodezic mic continut
in W este o reuniune de geodezice minimale ce unesc un varf cu latura opusd. Mai mult, 3 este un domeniu poligonal
mdrginit de cele trei geodezice minimale ce unesc varfurile intre ele.

Demonstratie. Fie ¥ C W construit ca mai sus, punctele (I) si (II). Vom ardta cd ¥ este un triunghi geodezic mic cu
varfurile in x1, x2, X3.

Remarcam, inainte de toate, cd ¥ este un domeniu poligonal delimitat de geoddezicele minimale yq, y2, 3 ce
unesc xp $i X3, X1 $i x3, respectiv xj si xz. Intr-adevir, fiecare geodezicd ce pleacd din x; intersecteazd y; exact
o datd astfel cd imaginea inversd a a lui X prin aplicatia exponentiald exp,, este o submultime compactd in Tx, M,
marginitd de doud segmente de dreapta si de o curba.

Aritim acum ci X este geodezic convexi. In acest scop, fie y si y’ doud puncte din ¥ si @ geodezica minimali
ce le uneste. Presupunem cd w nu este inclusa in X. Atunci un segment al lui @ va uni doua puncte de pe frontiera,
iar, in rest, va fi situat in intregime in afara lui X. Putem presupune deci ci y si y’ se afld pe y1, y2 sau y3, iar w este
in Intregime in afara lui X, cu exceptia capetelor.
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Cazul 1. y,y’ € y1. Atunci, In mod clar, w face parte din y1, ceea ce este o contradictie.
Cazul 2. y € y1.y’" € y». Inlocuim x; cu y si atunci ne situim in cazul 3 de mai jos.

Cazul 3. y € y3,y’ € y,. Este suficient sd ardtim ci o rimane in aceeasi componentd unghiulari ca si y1. Intr-
adevir, w nu poate intersecta y1, pentru ca in acest caz w ar fi o parte a lui y» sau y3 sau am obtine noi
puncte de intersectie cu y1, ca in cazul 1.

w poate sta doar in doud componente unghiulare si, dacd y’ este apropiat de x3, iar x este apropiat de
X7, atunci aceastd componenta unghiulara trebuie si fie cea a lui y;. Prin urmare, prin continuitate, acesta
componentd trebuie si fie chiar cea care confine y; pentru orice y si y’. Prin urmare, X este convexid. De
asemenea, se poate observa usor ca X verificd si conditia b) din definitia 14.2, 2.

Invers, dacd se dd un triunghi geodezic mic ¥ C W cu varfurile x1, x2, x3, atunci, din cauza convexititii, laturile
Y1. Y2, y3 sunt si ele incluse in X. IN plus, multimea ¥’ care contine toate geodezicele minimale ce unesc xj cu
punctele de pe I'; este, de asemenea, inclusd in X C W si verificd, in mod clar, (I) si (II). Pe de alta parte, tocmai am
ardtat cd multimea ¥’ este geodezic convexd. Prin urmare, din definitia 14.2 2. b) rezultd cd ¥’ D X deci, in cele din
urmd, X’ = X, ceea ce incheie demonstratia propozitiei. |

Propozitia 14.2.2. Orice domeniu poligonal P C M poate fi triangulat in triunghiuri geodezice mici, adicd existd
un numdr finit de triunghiuri geodezice mici X1, ..., X, astfel incat

k
1. P=J =
i=1

2. Orice doud triunghiuri se intersecteazd cel mult dupd o laturd comund sau intr-un varf comun.

Demonstratie. Conform propozitiei 14.2.1, orice punct interior y € P are o vecindtate continutd n interiorul unui
triunghi geodezic. Intr-adevir, alegem W C W o vecinitate a lui y ca in definitia 14.2. Fie x; € W, x; # y un
punct oarecare si x” un punct opus lui x; in rapot cu y (in sensul ci toate trei se gisesc pe o aceeasi geodezicd, iar
y este intre x; si x’). Atunci pentru orice geodezicd y prin x’, diferitd de geodezica x1x’ si pentru orice alegere a
punctelor x3, x3, suficient de apropiate de p’ si pe laturi opuse, punctele x1, x2, x3 vor determina un triunghi geodezic
ce contine punctul y in interior.

Mai departe, pentru orice punct y de pe frontierd avem o vecindtate de una din formele din figura:

Rezultd din compactitate cd putem acoperi P cu un numdr finit de triunghiuri geodezice astfel incat
1. interioarele lor acoperd interiorul lui P;
2. frontierele acopera frontiera lui P.

Dacd doud triunghiuri 31 si X, se intersecteazd, putem submpdrti reuniunea lor X1 U 35 1n triunghiuri mai mici,
utilizand toate varfurile noi necesare, pntru a obtine o triangulare. Addugand cate un triunghi, in cele din urma vom
obtine triangularea dorita. |

Suntem gata acum sd formuldm o prima forma a teoremei Gauss-Bonnet, obtinuta de cidtre Gauss pentru triunghiuri
geodezice mici.

Teorema 14.1 (Gauss). Fie ¥ un triunghi geodezic mic cu varfurile A, B, C si laturile opuse a, B, y, respectiv. Fie
LA, LB, ZC unghiurile dintre geodezicele (y, B), (y,a) si («, B) respectiv. Fie K functia de curburd. Atunci

/K:LA—l—LB—l—LC—JT. (14.5)
z
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Aici [ K = [ 1g - K, unde 1y este functia caracteristicd a lui X,
X M

0 dacix ¢X

Is(x) = .
z () 1 dacix e X

Unghiul dintre doud geodezice este tocmai unghiul dintre tangentele lor din spatiul tangent 1n punctul de intersec-
tie.

14.3 Coordonate geodezice polare

Pentru demonstrarea teoremei lui Gauss vom utiliza un sistem de coordonate particular, introdus tot de citre Gauss,
in care expresia curburii totale a suprafetei ia o forma foarte simpld. Aceste coordonate, numite coordonate geodezice
polare, sunt o generalizare naturald a coordonatelor polare ce se utilizeaza in plan.

Fie x € M si alegem in Ty M o bazi ortonormati {e, es}. Intr-o vecinitate normali U C M, centratd in x,
de razi p, coordonatele geodezice polare (r,0), cu 0 < r < p, iar 6 intr-un interval de lungime mai mica de 2, se
definesc prin relatia

y = exp,(r(y)(cos O(y)er +sinf(y)ez)), y €U\ {x}. (14.6)

Din lema lui Gauss rezulta cd cele doud cAmpuri de vectori de coordonate, % si % sunt ortogonale si, deoarece
pentru fiecare 6, aplicatia
r — exp, (r(cos ey + sinfey)) 14.7)

descrie o geodezicd normalizatd (adica parametrizatd natural), rezultd cd a% are lungimea 1, prin urmare metrica g a

suprafetei (prima forma fundamentald) este datd in coordonatele (r, 6) de cétre matricea {g;;}, i, j = 1,2:
guu =1 g12=g21=0, g2 =0G, (14.8)

unde G = ¢ (%, %) > 0, iar matricea inversi {g%/ } are componentele

gl =1 ¢%=¢"=0 ¢g”=1/G. (14.9)
Coeficientii lui Christoffel de speta a doua se obtin imediat:

10G
FZIZ:_Ea_r’ 1_‘111 :Fllzzrzll =0

r = — — = = — —.
227 92G 99 12 21796 or

(14.10)

Atunci

Propozitia 14.3.1 (Gauss). Fie M o suprafatd pe care s-a ales un sistem de coordonate geodezice polare (r, 0), iar
metrica este datd de (14.8). Atunci curbura sectionald a suprafetei M este functia K datd de

1 ¥ (V0)
K = VT (14.11)

. N 9 - 9 o . . o o
Demonstratie. Deoarece in fiecare punct 3 - §i 55 genereaza spatiul tangent, curbura sectionald este datd de

d d 0 d d 0 0 ad
K—_g(R(a_r’w’a_r)W)_g(R(a_r’a_r’W)’W)_le
= 10 - -G
0 G

Q
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unde
. ary, or} : :
Ri212 = g1i Ry, = g11Ry15 = Rypp = 722 - 8_0}2 + 5,1 =TTy, =
132G 1 3G ( 193G 192G 1 (3G\? 92
_ 186106 (18G) (186 106V _ 5P ().
20r2  2G or ( 2 ar) (2 arz 4G (8;’) \/_Brz /G
ceea ce incheie demonstratia propozitiei. |

Componenta G a metricii nu este definitd, initial, pentru r = 0. Urmétoarea lema aratd, totusi, ca ea se poate
extinde, prin continuitate, si in acest punct.

Lema 14.1. 1. E)n(} VG(r,0) =0, uniform in 6.
r—04

2. lim /OH

= 0, uniformin 0.
r—>04

= 0, uniform in 6.

3. lim —32V8G2(”9)
r

r—>04

Demonstratie. Fiev = r cos 0ey+r sinfep € T, M. Atunci, in punctul de coordonate (r, 8), /G (r, 0) este lungimea
vectorului

0
(expx)*v (@) € Texpx(v)(M)v

unde, acum, (r, 6) sunt coordonate polare in 7y M. Deoarece (exp, )y depinde continuu de v € Tx M si deoarece
(expy)xo0 = id : TxyM — Ty M, obtinem, pentru un € > 0 dat cd

‘H(expx)*v(u)” — ||u||} <e€|ull, Yu e TyM,v apropiatde O. (14.12)
Pentru
v = rcosfey + rsinfey,
obtinem
d
g = —rsinfe; + rcosfes,
de unde, baza {eq, e, } fiind ortonormata, rezultd ca H % H = r. Deci, din (14.12) pentru u = % rezultd ca
IVG(r.0)—r|<e-r, (14.13)

pentru r apropiat de zero. Afirmatia 1) din lema rezulta, in mod evident, din relatia (14.13). Pe de altd parte, din 14.11)

rezultd ca
VG
Tor2
si,deoarece K este continud in zero (converge la K ), rezultd si afirmatia 3) a lemei.
Mai departe, pentru §; > 8, obtinem, din (14.14),

= _KJG (14.14)

VG ovG
——(81.0) —
ar ar

81
(85, 0) = —/K«/Edr. (14.15)
82
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Dacé acum facem ca §; — 0, pentru un 6 fixat, rezultd ca limita

. 0/G
lim

r—>0

(r,0)

existd, iar din (14.13) rezultd ci aceasta limita trebuie si fie egald cu 1. Asadar, din (14.15) obtinem ca pentru §; mic
si 0 arbitrar,

K(sl,e) =1- / K~/Gdr, (14.16)

care converge uniform la 1, cand §; — 0, ceea ce incheie demonstratia lemei. [ |

Vom vedea acum ce se intdmpli cu +/G de-a lungul unei geodezice . In acest scop, parametrizim o cu lungimea
s a arcului si notdm cu o (s) unghiul dintre « si geodezica radiald, adica unghiul dintre vectorii tangenti ds si ar n
punctul a(s).

Deoarece o geodezica radiald intersecteazd geodezica o numai o datd, rezultd ca unghiul polar 6 este o functie
crescitoare de s, de-a lungul geodezicei «, astfel incit unghiul o se poate exprima si ca o functie de unghiul 6, de-a
lungul lui . Atunci avem

Lema 14.2. De-a lungul geodezicei o avem:

VG do d@_ do

ey =-7 /T =7

Demonstratie. Daca scriem ecuatia geodezicei o in coordonate polare (7, ), obtinem
a(s) = exp,(r(s)cosf(s)e; + r(s)sinf(s)ez).
Punem o' (s) = r(s) si @®(s) = 6(s). Aceste functii trebuie si verifice, dupi cum se stie, sistemul de ecuatii:

d2ak da da’
L 4Tk =0. 14.17
ds? i ds ds ( )

Prima dintre aceste ecuatii devine, tindnd cont de expresiile (14.10) ale coeficientilor lui Christoffel:

d’r 139G (d6\?
R i I 14.18
ds? 2 or (ds) ( )
Unghiul o (s) este determinat de
do 0 dr
coso(s) =g = —, (14.19)
ds’ or als) ~ds
deoarece ambii vectori sunt de lungime unitate. Derivand si utilizand (14.18), obtinem
sino(s) 2 d?r 139G (do)? (14.20)
—sino(§)—=—5===-—|—] . .
ds  ds? 2 9r \ds

Pe de altd parte, deoarece « este parametrizatd natural, avem

dr\? do\?
> ) 6 =1
(&) (&) o=1
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astfel ca, pe baza lui (14.19), obtinem

dr\>  (do)?
sin o (s) =1 —cos?o(s) =1 — ) = (<) 6. (14.21)
ds ds
Deci, din (14.20), obtinem ca
do = do _ 109G (dO)?
ds ds 2 09r \ds
de unde
1
do _ 1 ar @ _ _ aﬁﬁ, (14.22)
ds ~ 2.JG ds ar ds
ceea ce incheie demonstratia lemei. u

Demonstratia teoremei 14.1. Presupunem, ca mai sus, cd ¥ este parametrizatd cu coordonate polare (r, ) in jurul
punctului x = A si alegem o bazad {e1,ex} a lui Ty M astfel incét e; si fie vectorul tangent la y. Atunci, pentru
punctele din X, 6 poate si varieze intre 0 si £A, iar, pentru un 6 dat, r poate sa varieze intre O si r4(6), unde
(rq(0), 0) sunt coordonatele polare ale singurului punct de pe geodezica « ce corespunde unghiului 6 fixat. Din (14.1)
si propozitia 14.3.1 obtinem ca

ZA ra(6) LA 7o (0)

/K / [K«/_dr— O/dGO/Kaza“/z_
=— / (8f(ra(9) 0) — 1) do (lema 14.1)
L4
= [ (j—g + 1) do (lema 14.2)
0

=LA+ 0(LA)—0(0) =LA+ LC —(x —LB) = LA+ /B + /C — .
m

Vrem si extindem acum teorema lui Gauss la domenii poligonale mai generale. Fie, deci, P C M un domeniu
poligonal oarecare. Frontiera dP constd dintr-un numdr finit de curbe, care sunt geodezice frante. Fiecare punct din

mulfimea finitd de puncte in care frontiera nu este netedd, p1,..., p; se numeste vdrf si fiecaruia i se poate atasa un
unghi interior bine definit, 81,...,p;,unde 0 < B; < 2m,i = 1,...,/. Mirimile
a = — Bi, —T<aq<m i=1,...,1, (14.23)

se numesc unghiuri exterioare. In formularea teoremei Gauss-Bonnet mai avem nevoie de notiunea de caracteristicd
Euleralui P.

Definitie. Fie P C M un domeniu poligonal triangulat Intr-un numar finit de triunghiuri ca in propozitia 14.2.2. Fie
V numarul de varfuri, E — numarul de laturi, T — numadrul de triunghiuri din aceastd triangulare. Atunci caracteristica
Euler y(P) este

x(P)=V—-E+T.
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Observatie. Se stie din topolocie ci y(P) este un invariant topologic, ce nu depinde de triangularea aleasi. In
particular, dacd P = M este o varietate bidimensionald compacta si orientabild, atunci

x(M) =2(1—g),
unde g este genul suprafetei M?.

Teorema 14.2. Fie M o varietate riemanniand bidimensionald, cu functia de curburd K. Fie P C M un domeniu
poligonal si fie a1, ..., a; unghiurile exterioare in varfurile lui P. Atunci

/K =27 y(P) — Za,

i=1
Vom demonstra mai intdi o lema simpl&:

Lema 14.3. Fie P C M un domeniu poligonal triangulat in triunghiurile geodezice mici X1, ..., Xj. Atunci pentru

orice functie f integrabild pe P,
[r=x[r

l—lz

Demonstratie. Din formula (14.4) rezulticd integrala [ este o functionald liniard pe spatiul vectorial al functiilor
M
integrabile. Functia

k
lp-f=) 15, f (14.24)
i=1

este zero dincolo de frontierele triunghiurilor ;. Intr-o vecinitate de coordonate frontierele triunghiurilor sunt mul-
timi de masurd zero, astfel Tncat integrala functiei (14.24) este egald cu zero. Prin urmare,

[=[wr=2[1sr=%]r

|
Demonstratia teoremei 14.2. Alegem o triangulare a lui P ca in propozitia 14.2.2. Fie X1,..., X7 triunghiurile
geodezice mici din aceastd triangulare si x1, ..., Xy toate varfurile trianguldrii. Fie xy, ..., x,,m < V varfurile de
pe frontiera dP. Printre acestea se numard si varfurile pp, ..., p; ale lui dP (punctele in care frontiera nu este neteda),
dar s-ar putea sd mai fie si altele. Pentru fiecare ¥, j = 1,...,T notdm varfurile sale cu 4;, B;, C;. Atunci, pe

baza lemei 14.3 si a teoremei 14.1 avem
/K Z/K (AAJ +/Bj+ £Cj)—nT. (14.25)

_12

In aceastd sumi, fiecare dintre varfurile x;, i = 1,...,V poate si apari de mai multe ori, ca varf in triunghiuri

diferite.

2Se poate demonstra ci orice suprafati compacti orientabili (firi bord) se poate obtine “lipind” la o sferd un numir de “ménere”. Genul
suprafetei este numadrul acestor ménere. Astfel, pentru sferd genul este egal cu zero, 1n timp ce pentru tor, genul este egal cu unu.
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Pentru fiecare varf interior unghiurile ce apar In acest varf trebuie sa dea, in total, 277, In timp ce pentru un varf
x; € dP, suma unghiurilor cu varful in x; trebuie si fie egald cu unghiul interior B; din varful x;. Prin urmare,

S (LAj+ LB+ LCj) = Bi+ (V—m)2m =27V = (x — i) — m. (14.26)
j=1 i=1 i=1

Deoarece frontiera este o curbd Inchisd netedd pe portiun, numérul m este egal cu numarul laturilor triangularii care
se afld pe frontiera lui P. Atunci
3T =2FE —m, (14.27)

dupi cum se poate evrifica cu multd usurinta. Daca inseram (14.27) in (14.26), obtinem

t m
D (LAj+ LBj+ LCj) =27V +3Tw —2Ex = ) ;. (14.28)
unde o; = w — B; pentru fiecare x;,i = 1,...,m.

Prin urmare, (14.25) se rduce la

m m
/K:ZnV+2nT—27rE—Za,- =2my(P) =) ai. (14.29)

P i=1 i=1
De remarcat cd dacd x; este un punct de pe frontierd 1n care frontiera este netedd, atunci o; = 0, deci (14.29) este
chiar formula din enuntul teoremei 14.2. |

Observatie. Din formula Gauss-Bonnet rezulta ca y(P) nu depinde de triangulare (chiar daca nu rezultd ca este un
invariant topologic, deci nu se schimba la o deformare bicontinua a suprafetei).

Corolarul 14.1. Dacd M este o varietate riemanniand bidimensionald compactd si fdrd bord, cu functia de curburd
K, atunci

A[K =2 y(M).

Dacd M este, in plus, si orientabild, atunci

A[K=4n(1—g),

unde g este genul lui M.

Definitie. Dacd M este o varietate bidimensionald, se numeste poligon in M un domeniu poligonal omeomorf cu un
disc.

Corolarul 14.2. Presupunem cd M are curbura constantd K si fie P C M un poligon cu vdrfurile interioare

Bi,.... By invarfurile x1,...,x; € P. Fie A(P) = [ 1 aria poligonului P. Atunci
P

1

> Bi=(1-27+AP)-K.

Jj=1
Dacd, in particular, P este un triunghi cu varfurile A, B, C, atunci

LA+ /B + /C =7 + A(P) - K.
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Demonstratie. Pentru un poligon, y(P) =V — E + T = 1, deci, tinand cont de faptul cd M are curburi constanti,
formula Gauss-Bonnet devine, in mod evident,

l l
AP)-K=21-) (m=B)=Q2-Dr+Y_Bi.
i=1 i=1
de unde rezultd formula din enuntul corolarului. |

Corolarul 14.3. Sd presupunem cd M are functia de curburd K astfel incat K < 0. Atunci pe M nu poate exista un
poligon cu doud varfuri.

Demonstratie. Dacd P este un poligon cu doud varfuri si o1, ap sunt unghiurile sale exterioare, atunci, din formula
Gauss-Bonnet, cu y(P) = 1, obtinem

/K=27‘[—(Ol1+0l2)=/31+,32>0
P

ceea ce contrazice ipoteza K < 0. [ |
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capitoLuL 15

Subvarietati ale lui R”

Definitie. Fie 7 C R” o submultime deschisd. O aplicatie netedd f : T — R se numeste imersie daca rangul
matricei sale Jacobi,

art ot art

o TR T

) = ... ") | &= - i
B TC 0 R I

LVAY "

ax!  9x2  9xk

este egal cu k in fiecare punct al domeniului 7.

Propozitia 15.0.2. Fie C R¥ o submultime deschisd si f : T — R" — o imersie. Atunci fiecare punct x € T are o
vecindtate deschisa V C T astfel incdt restrictia

fly V. —f(V)

sd fie un omeomorfism, unde f (V') este inzestratd cu structura de subspatiu topologic a lui R". Cu alte cuvinte f'|y
este o scufundare a lui V in R™.
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