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ANALIZA MATEMATICA

Analiza matematica este una din disciplinele de baza care, pentru profilul
INFORMATICA, este impusd de citre Agentia Nationald pentru Asigurarea
Calitatii in Invatimantul Superior (ARACIS) ca esentiald pentru pregitirea
studentilor si pentru depasirea procedurilor de evaluare si acreditare. Modul de
prezentare a acestui material are in vedere particularitatile invatdmantului la
distantd, la care studiul individual este determinant. Pentru orice nelamuriri fata
de acest material va rugdm sa contactati tutorele de disciplind care are datoria sa
va ajute oferindu-va toate explicatiile necesare.

Disciplina de Analizd matematica 1si propune urmatoarele obiective specifice:
= Tnsusirea notiunilor fundamentale si a algoritmilor specifici de rezolvare a
problemelor privind siruri §i serii numerice si de functii, limita,
continuitate, calcul diferential (una sau mai multe variabile), calcul
integral;
* Formarea si dezvoltarea bazei matematice a studentilor pentru disciplinele
fundamentale si de specialitate din anii superiori;
= Formarea si dezvoltarea aptitudinilor si deprinderilor de analizd logica,
formulare corecta si argumentare fundamentata, in rezolvarea problemelor
tehnico-economice si de specialitate;
= [dentificarea corectd a tuturor dimensiunilor unei probleme matematice
precum si a procedurilor ce pot fi utilizate pentru rezolvarea acesteia;
* O comparatie critica a metodelor de rezolvare evidentiind, eventual, calea
optima de solutionare.
Va precizam de asemenea ca, din punct de vedere al verificarilor si al notarii, cu
adevarat importanta este capacitatea pe care trebuie sa o dobanditi si sa o probati
de a rezolva toata tipologia de probleme aplicative aferente materialului teoretic
prezentat in continuare. De aceea va recomandam sa parcurgeti cu atentie toate
problemele rezolvate, sa rezolvati problemele propuse prin testele de
autoevaluare si temele de control; fiti convingi ca examenul final apeleaza la
tipurile de probleme prezente in sectiunile mentionate anterior.
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Coordonator disciplind: Conf. univ. dr. Valentin Garban
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MODULUL1

SIRURI $1 SERII DE NUMERE

In acest modul sunt prezentate, pe parcursul a doud lectii, principalele
notiuni cu caracter teoretic referitoare la sirurile si seriille de numere reale
(0,0%) si de numere complexe (1,0°) si algoritmii specifici de rezolvare a
problemelor care se refera la siruri si serii de numere:

* notiunile de convergentd si limitd a unui sir de numere (reale sau
complexe) si de convergenta si suma a unei serii de numere;

= criterii de convergenta pentru siruri si serii de numere (reale, complexe
din 0°);

= algoritmi pentru calculul limitelor de siruri, in corelatie cu criteriile de
convergenta studiate;

= metode de calcul pentru determinarea sumei a numeroase clase de serii
numerice convergente.

Organizarea materialului este urmatoarea:

» Ja inceputul fiecarei lectii sunt prezentate pe scurt principalele rezultate
teoretice, formule si algoritmi de rezolvare pentru problemele specifice
temei studiate;

* urmeaza un numar semnificativ de probleme rezolvate, care acopera
intreaga gama a notiunilor teoretice si algoritmilor de rezolvare prezentati
anterior;

* 1n finalul fiecarei lectii este propus un test de autoevaluare si la sfarsitul
modulului o tema de control, problemele propuse fiind variate si ordonate
dupa gradul lor de dificultate si acoperind intreaga tematicd studiata in
modulul respectiv.

Materialul trebuie parcurs in ordinea sa fireasca prezentata in cuprinsul
modulului, inclusiv n portiunea referitoare la aplicatii. Metoda de studiu va fi
cea specifica disciplinelor matematice, cu utilizarea expresa a adnotarilor facute
cu creionul pe tot parcursul textului. Se recomanda Intocmirea unui caiet de
probleme. Pentru fiecare tip de exercitiu se recomanda identificarea algoritmului
si descompunerea acestuia in etape succesive. Se recomanda studierea solutiilor
problemelor rezolvate si rezolvarea completa a problemelor propuse in testele de
autoevaluare si In tema de control propusa.

Timpul mediu necesar parcurgerii si insugirii notiunilor teoretice,
algoritmilor practici de rezolvare a problemelor, formarii deprinderilor practice
de rezolvare si dobandirii competentelor anuntate este de aproximativ 6-8 ore de
studiu pentru fiecare lectie, intr-un ritm de 2-3 ore zilnic.



LECTIA1

1.1 $irurl de numere reale. Puncte limita. Convergenta

Definitia 1.1.1. Fie sirul (x,) . de numere reale. Un numar real a se

numeste punct limita al sirului considerat, dacd in orice vecinatate a sa se afla o
infinitate de termeni ai sirului.

Notindu-se cu L multimea punctelor limiti pentru sirul (x,) .,

marginea superioara a multimii L se va numi limita superioarda a sirului, iar
marginea inferioarda a multimii L se va numi limita inferioard a sirului
considerat.

Se va scrie: sup (L) =limsup(x,) si inf(L)=1liminf(x,).
n—yo0 n—ee

Exemple

: . [ nm s
1) Sirul cu termenul general x, = sm(T], ne (], are ca puncte limita pe

V22
_19 PR Oa )
2 2
2) Sirul cu termenul general x,= l, nell”, va avea L ={0}, deci
n
limsup(x, ) =liminf (x,) =0, sirul fiind convergent.
n—oo n—oo

Definitia 1.1.2. Sirul (x,) . se numeste convergent, daci existd un
numdr x, astfel incat pentru (V) €>0, (3) n(e)el), astfel incat pentru
(V) n=n(e) sase verifice |x, — x| <€.

Numadrul real x cu proprietatea de mai sus se numeste limita sirului

(x,) ., sisevascrie nlgrolo(xn) =x.

Daca un sir (x,) . este convergent, limitele sale superioara si inferioara

sunt egale.

Definitia 1.1.3. Un sir care are limita infinitd sau un sir pentru care cele
doua limite, inferioara si superioara, sunt diferite se numeste sir divergent.

Teorema lui Weierstrass. Orice sir monoton si marginit este convergent.
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Teorema Toplitz. Fie o matrice infinita de numere reale

A=(a « cu proprietatea ca exista M €[] i, astfel incat:

mn )(m,n)eD ]
|| +|ags|+ oot ||+ <M, (V) kel

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) pentru orice sir convergent de numere reale (x,) sirul (y,) definit

[}

prin y, = Zank -Xx;, este convergentsi lim y, = lim x,,;
P n—co n—eo

2) (i) lim a,, =0, (V) me0’;

n—oo
(ii) nlgn (@ +au,+..+a,,+..)=1.

Consecinta 1. Dacd in Teorema Toplitz se modifica punctul 2) (ii) in

(3) lim Zanm = ( <o, atunci afirmatia 1) devine (3) lim y, =/ lim x,.
n—ves n—yoc0 n—>o0

Teorema Cesaro-Stolz. Fie sirul (a,) . oarecare si (b,)  monoton

nell ell
crescator de numere pozitive, cu limb, =o. Atunci, dacd existd
n—oo
. an+1 - an . . . an . - . . .
lim 2=—" =/ va exista si lim—2 si cele doud limite vor avea aceeasi
e bn+1 ~ “n n—ee Dy
valoare.

Indicatie de rezolvare.

Se aplica Teorema Toplitz sirului (x, ) , x, = % , iar girul dublu
n~ “n—-l1
b, —b,_
( nm)n’meua ok = 5 Bl k<n si A4, =0,k>n

5 P b,—b .
In aceste conditii lim | =—2 - x; +...+ 2—""L.x |=limx,=/.
n—e| b b n—oo

n n n

Consecinta 2. Daci (a,) , (b,), sunt doud siruri de numere reale cu

De asemenea,

proprietatile:



1) hmZbk—oo b,el’, (V) nell;

n—o

2) (3) hmanza.

n—soo

Atunci (3) lim a:b+..+a,b, =
n—e  b+..+b,

Criteriul radicalului
Daca sirul (an)n este convergent si are termenii pozitivi, atunci

lim {a;-a,-...-a, = lim a,,.

n—oo Nn—oo

Indicatie de rezolvare.
Se aplica teorema Cesaro-Stolz pentru sirurile (lga, )n s1 b, =n. Atunci

lim lgay +1ga, +..+1ga, = lim Iga, = hmlgﬂ/al “ay-...-a, = limlga,,

n—oo n n—oo n—>oo
de unde rezulta lg(lim «”/a1~a2-...~an)=lg(lim an) si de aici cerinta
n—oo n—>oo
problemei.

Criteriul raportului

< a,,
Daca sirul (a, )n are termenii pozitivi, atunci lim ¢/q, = lim -, daca
n—oo n—oo a

ultima limita exista.

Criteriul majorarii

Daca ‘a —a‘ b, s1 limb, =0, atunci lima, =a.
n—co n—co

O reciproca a teoremei Cesaro-Stolz

Daci (a,) , (b,), suntdoud siruri de numere reale cu proprietatile:

1) b,el’, b, #b,,, (V) nel ;
2) (3) lim 22 =yer ;

n—>o0 bn

1 —pel V1),

n+1

3) (3)

n—oo



Atunci (3) lim 22— % — 4,
n—seo b b

n+tl — Yn
Criteriul general de convergenta al lui Cauchy. Conditia necesara si

suficientd ca un sir (x,) . sd fie convergent este ca pentru (V) £>0,

(3) n(e)el, astfel incat pentru (V) n>n(e) si pentru (V)pell™ si se

verifice <E€.

xn+p — Xy

1.2 Siruri recurents

Definitia 1.2.1. Un sir (x, )n se numeste §ir recurent daca este definit de
o relatie de forma x, = f(x,_;, X,_2,.s X, ), B>k CU Xj, Xy,..., X; cunoscuti.
Numarul natural k se numeste ordinul relatiei de recurenta.

Recurenta de ordinul 1
X, =a-x,+b, n20, xpell .

Cazull. a#0,b=0= x,,,=a-x, = x,=a"-x,, (V) nel .

Cazul 2. a=1, b#0=>x,,,=x,+b = x,=n-b+x, (V) nell.

Cazul 3. b #0, a¢ {0,1} = x,,,=a-x,+b, (V) nell .

Se cauta un sir cu termenul general de forma y, =x, +o, aell .
yy—o=a-(y, —a)+b=y, ,=a-y, +o-(1—a)+b. Impunem conditia
a-(1-a)+b=0sirezultd y,,,=a-y, =y, =a" -y, si deci

xnza”-(x0+ b j-l_abl’ (V) nel.

a—1

Recurenta de ordinul 2
a-x,, +b-x,+c-x,_,=d,nzl,a,b,c,dell.
Observatie. Printr-o translatie a sirului (x,, )n se poate obtine o recurenta
deformaa-x,,,+b-x,+c-x,_,=0,n21, a, b, cell .
Pentru aceastd problema se cautd solutii de forma x,=r", r#0.

Inlocuind aceasta in relatia de recurentd, vom obtine ecuatia a-7> +b-r+c¢ =0
numita ecuatia caracteristica asociatd recurenteli.



Se disting trei cazuri:

Cazul I: Dacda A>0, ecuatia caracteristica are doud radacini reale si
distincte r, 7, .

Lema 1. Sirurile cu termenii generali y, =#", z, =7y, ne ] , sunt solutii
ale relatiei de recurenta.

Lema 2. Orice combinatie liniara a sirurilor y, =#", z, =ry, nell , este
solutie a relatiei de recurenta.

Lema 3. Solutia generald (x,) a relatiei de recurentd si sirurile ( Vu),s
(z, )n sunt liniar dependente.

Prin urmare, solutia generald a relatiei de recurenta este:

x,=A-/"+B-r,nell, 4, Bell .

Cazul II: Daca A=0=n =r, =r1.

Lema 1. Sirurile cu termenii generali y, =r"

, z, =n-r" sunt solutii ale
relatiei de recurenta.

Lema 2. Orice combinatie liniara a sirurilor (y,) , (z,) este solutie a

relatiei de recurenta.

Lema 3. Solutia generala (x,), a relatiei de recurenta si sirurile (y,) ,
(2,) suntliniar dependente.

Prin urmare, solutia generald a relatiei de recurenta este:

x,=(A+B-n)r", nell, 4, Bell .

Cazul IIT: Dacd A<0 = r;=p-(cos6+1i-sinB), r, =p-(cos®—i-sinB).

Lema 1. Sirurile cu termenii generali y, =p” -cosn® si z, =p” -sinnd
sunt solutii ale relatiei de recurenta.
Lema 2. Orice combinatie liniara a sirurilor (y,) , (z,) este solutie a

relatiei de recurenta.
Lema 3. Solutia generald (x,) a relatiei de recurentd si sirurile (y,)

n 5
(2,) suntliniar dependente.
Prin urmare, solutia generala a relatiei de recurenta este:
x, =p"-(Acosn®+ Bsinnb), nell, 4, Bell .

Observatie. Pentru relatii de recurentd de ordin superior lui doi se
procedeaza similar, urmand urmatoarele etape:
1) se scrie si se rezolva ecuatia caracteristica;



2) se scrie solutia generala a relatiei de recurentd ca o combinatie liniara a
solutiilor partiale.

1.3 $iruriin 0 ¢

Fie Dkz{xz(xl,xz,...,xk)xieﬂ, (V) i=1,k}. Elementele lui 0 se

numesc puncte sau vectori.

Observatie. Pe multimea [ ¥ se definesc operatiile de adunare si inmultire
cu numere reale prin:

D x+y=(x+y, %+ X+ ), (V) x, yel ¥,
2) o x=(00xp, 0 X,y 0 Xy ), (V) xel*, (V) ol .

(D K+, ) are o structurd de spatiu vectorial peste corpul K.

Definitia 1.3.1. Fie X c*. O aplicatic (-, ) XxX—>K,(K=0,0)
se numeste produs scalar pe multimea X, daca:

D (x,x)>0, (V) xe X, (x,x)=0& x=(0,0,..,0)e 0 *;

2) <7»-x,y>=<x,7vy>=7u-<x,y>, (V) x,ye X, (V) LeK;

3) (x+xy, y)=(x, »)+(x3, ), (V) x, x5, yE X;;

4) (x,y) =<ﬂ>, (V) x, ye X, unde (y,x) este conjugatul numarului
complex < V, x>.

Pentru K =[] conditia 4) din definitia produsului scalar devine
(x,y)=(y.x), (V) x, ye X.

Observatie. Pe spatiul vectorial (D K+, ) se introduce produsul scalar de

k
forma <x, y> = le- Vi
i=1

Definitia 1.3.2. Fie X c[I k0 aplicatie H H : X =1 | se numeste normad
pe X, daca:
1) |x|=0e x=(0,0,..,0)e 0 %;
, (V) xe X, (V) 0eK;
9

2) Jor- x| =[e-[}x




3) [x+y <+

, (‘v’) x, ye X.

Observatie. Pe (D k ,+, - ) se introduce norma H H2 : X =[], definita cu

ajutorul produsului scalar prin Htz =/(x,x), (V) xel k.

Rezulta ca HxH2 = \/xlz X5 4 XE

Definitia 1.3.3. Fie ae [l k st rell . Multimea punctelor xe [] k pentru
care Hx — aHz <r se numeste sfera deschisd cu centrul in a si de raza r.

Definitia 1.3.4. Fie ae ] k st rell .. Multimea punctelor xe[J k pentru

care Hx — aH2 <r se numeste sfera inchisa cu centrul in a si de raza r.

Observatie. In cazul in care ael]l sfera deschisa devine multimea
punctelor xe [l pentru care ‘x - a‘ <r&s xe (a —-r,a+ r) .

Notatie. Vom nota cu B, (a) sfera cu centrul in a si raza r.

Definitia 1.3.5. Multimea 4 c[] * se numeste deschisd, daci pentru
(V) ae A existd o sfera deschisa B, (a)c 4.

Exemplu

Intervalele Ikz{xz(xl,xz,...,xk)‘ ai<xi<bl-,i=1,k} sunt multimi

Definitia 1.3.6. Fie ae[] k. O multime ¥ 0¥ se numeste vecindtate a
punctului a, daca existd o multime deschisa inclusd in V si care-1 contine pe a.

deschise in (D k,

Notatie. Vom nota cu ¥ (a) multimea tuturor vecinatatilor lui a.

Definitia 1.3.7. Fie 4 cl] k. Un punct a se numeste punct de acumulare
pentru 4, dacd (V) VeV (a) verifica (V \{a}) " A= D.

Definitia 1.3.8. Se numeste sir in [ K kel o aplicatie f:[] —[] .

S k
definitd prin f(n)=aq,, nell ,unde a, =(an1,an2,...,ank )e 0.

10



Notatie: (a,) _ -

Exemplu

-1)" .
Sirul (a, )neD , a, = sinﬂ,u ,nell” estedin [12.
n

Definitia 1.3.9. Sirul (a,) din 0% este convergent, daci existi

nell

ape ¥, astfel incat (V) €>0, (3) n(e) pentru care ‘an —a0H2 <eg,
(‘v’) n> n(e) .
Observatie. Pentru a,, aye 0 * avem:
k 5 k
Ay, _aoi‘< Z(a”i _aoi) =Han _a0H2 < Z Ay, _aoi"
i=1 i=1

Din aceste inegalitati rezulta ca un sir din [J K este convergent daca si

numai daca sirurile componente (anl_ ) iy i=1,2,....k, sunt convergente in [ .
ne

Definitia 1.3.10. Sirul (a”)neD din 0% se numeste sir Cauchy daca

pentru (V) e>0, (3) n(e), astfel incat pentru (V)n>n(e) si pentru

* ~
(V) pel saavem |a,,,—a, , <E.

Teorema 1.3.11. Conditia necesara si suficienta ca un sir (a, )neD din 0%

sa fie convergent este ca el sa fie sir Cauchy.

14 Aplicatil

1.4.1 Sa se determine punctele limita pentru urmatoarele siruri:

gyt 1 cosnm )" . nm
a) u = o +—;b) un:(1+ j ;€) U, =sin—;
n n 4

n

d)u,=(-1)"-%n;e) un=(1+cosnn)-%.
n

11



Indicatie de rezolvare:

- I 1 1 ..
a) pentru n» numar par, u,=—+———; pentru n numar impar
a n a

1 . . 1
u, =a+— — a; deci, punctele limita sunt a s1 —;

n a
o1
b) esi —;
e
c) _19 _Qa O) Q: 19
2 2
d) -1, 1;
e) pentru n=2k avem u —2~i deci limu,, =2. Pentru
P T ok e 25

n=2k+1 avem u,;,, =0, deci lim u,;,, =0. Se obtin punctele limita 2 si 0.
k—o0

1.4.2] Sa se determine limitele inferioard i superioard pentru
urmatoarele siruri:
n
1+(=1) R T
2n+1

a) a, =

Indicatie de rezolvare.
a) se determind punctele limitd ale sirului; pentru » numar par

n 3 . .. n 1 :
a, =1+ — —, iar pentru » numar impar a, =-— — ——; deci,
2n+2 2 2n+1 2
: . 13 : 3
multimea punctelor limita este L= {——,—}, de unde rezultd ca limsupa, =—
22 fi—3o0 2
1 liminfa, =——;
; n—eo 2

b) limsupa, =2 si liminf q,, :l;
oo n—>eo 2

¢) limsupa, =§-e+1 st liminf a, =2
n—>co 2 R—yoo 2

1.4.3| Folosind teorema lui Weierstrass sd se studieze convergenta
urmatoarelor siruri:

12



n

n
a)a,=——;b)a,=\la+a,|,a>0,a,=0;

(nt)*
a a

1 a
¢a,=—|a, +——1,a>0,a,>0;d) a,=——
) 2(711 j 0 ) 2

n—1

2
n—1

,ay=0,0<a<l;

e)a, =a,(l-a,)0<a,<l1;f) an=1+i, ap=1;
n—l1

_ 9 +bn—1 b = a1+ 2 'bn—
2 " 3

g) a, L 0<ay<b,.

Indicatie de rezolvare.

a) sirul (a,) . este cu termeni pozitivi, iar raportul

an+1_ 1 .(n+1)n= 1 (1+ljn<

e<l, (V) nell’,

a n+1 n" n+1 n n+1

n

de unde rezultd cd sirul este monoton descrescdtor. Cum toti termenii sunt
pozitivi, sirul va fi marginit inferior de 0, deci este convergent.

Pentru calculul limitei, daca /= lim a,,, introducand limita in relatia de
n—>co

3 1 " .
recurentd a,,, =a,, - 1-(1+—j ,se vaobtine /=/-0-e,deunde /=0;
n+ n

b) sirul (a”)neD este un sir de numere pozitive $i monoton crescator,

demonstratie ce se poate realiza prin inductie matematicad dupd ». Presupunand
ca ar exista /= lim a,, aceasta va trebui sd verifice relatia de recurentd, adica

n—yoo
1++/1+4a 1-+1+4a

¢ =Ala+(,deunde ¢* —¢—a=0 sise obtin 512#9622 5
Cum /7, <0 nu convine, termenii sirului fiind pozitivi, rezultd ca limitd posibila

¢,. Cum sirul este crescator, adicd a,_; <a, si a,=~Ja<a,, (V)nel, n22,

. a,_ a, a a
rezulta 2L <], L =" <1, deunde — < Ja.
a, a, a, a,

Din relatia de recurenta ridicata la patrat se va obtine a ,f =a+a,_,adica

a a, * e . o . . . .
=—+-L<a+1, (V) nell", adicd sirul este marginit superior, deci este
a a

a,

n n

convergent, iar £, este limita sa;
¢) convergent;
d) convergent;
e) convergent;

13



: 2
f) cum a;,>0 rezulta ca a,>1, (V) nel si a,=1+——<1+2=3,

deci sirul este marginit.
Pentru studiul monotoniei, se considera

an+2_an=2'[ : - ! Jz : '(an_an—Z)a

Apy1 Ap pp Qp_1 Ay Ayi
deci (a,,, —a,) are acelasi semn cu (a, —a,_, ).
Deoarece a, —a, >0, rezultd cid subsirul (ay),_, este monoton

crescator. Similar, deoarece a3 —a; <0, subsirul (a,;,;) 4o este descrescator.

Cum ambele subsiruri sunt §i marginite rezulta ca exista limitele lor, de

forma /, = lim a,;, {, = lim a,; ;.
k—o0 k—>o0

5 . 2 . IR
In acelasi timp ay;, =1+——, ayp =1+ . Trecand la limita in cele

) D+
< . 5 : 2 2 :
doud relatii de recurentd, obtinem /,=1+ 7 l =1+ T echivalent cu
1 2

(¢,—¢,)-(¢,-¢,—2)=0.Daca ¢, #(,,rezultd ca ¢, -{, =2, adicd ¢, =0, ceea
ce este fals. Rezulta ¢/, =/, deci sirul este convergent;

an+b an+2-b R ,
g) a = 02 O>a0,b]=%<bo, ay<b,. In continuare se

demonstreazd prin inductie matematica a, <a,,; <b,,; <b,, (V) nell, deci
putem scrie ay<g;<..<a,<..<b,<b, | <..<b<by. Rezulta ca existd

/,=lima, si {,=1imb, si trecand la limita in relatiile de recurenta, obtinem
n—o0 n—yoo

61262.

1.4.4) Folosind teorema Cesaro-Stolz, sa se calculeze urmatoarele limite:

1 1
I+ +...+—
P 9P P
a) limi;b) lim1 LA ,p+1>0;¢) lim 2 n.
n—so0 PN n—o0 np+1 n—eo n
1 1 1 1
1+ 4.+ I+ —=+.+=
d) lim—2 " ¢) lim V2 Jn.
n—so0 Inn H—>oo Jn
B hm1+\/§+...+\/ﬁ;g) gl a+b+a\/§+b+m+a\/ﬂ+b |
n—>oo0 n\/; n—sonlc+d c\/§+d C\/;-i-d

14



Indicatie de rezolvare:
a) Cu notatiile din teorema Cesaro-Stolz se considera a, =n, b, =2", de
unde rezultd lima, =0;

n—>oo
b) ——
p+1
c) lim 2ot~ _ jjpy ! =0;
b
d) lim & "%y ntl .
nseb  —b ~ nseln(n+1)—Inn
1
. Ay —a, Jn+1 : \/n+1+\/;__
e lm-**——"=]lim—F—=1lm—F—=2;
n%oobn_l_l—bn n—o/n+1 \/_ n—o  Jun+1
f) 0;
a
g —.
c

1.4.5| Sa se calculeze limitele urmatoare:

2l
a) lim %/n!;b) lim %/lnn; c) i \/;';

n—oo n—yoo n—eo

Indicatie de rezolvare.

a) hm\/_—hm(n—H) =o0;

H—>oo n—o nl

by fim ¥inn = lim M) .

n—yo0 n—~ Inn

c) l;
c

1.4.6| Fie (u, )n un sir de numere pozitive, crescdtor si divergent.

=A, Ael 1} i

a) Sa se arate ca daca
Uy +u, +..+u . A
=72 " =), atunci A= ——.

A —

lim
n—>c0 u,

15



lim

n—yoco

lim

n—p
1
u +uy +..+u, AT
-2 L= , (V) p=1.
Up_ ) A1
- o - . u
¢) Sa se arate ca daca lim—"—=A, unde Aell,
noee Uy
by ety
n—oo 1/[1 +u2 +...+un_1 .
- o - . u
d) Sa se arate ca daca lim—"—=A, unde Aell,
n—eo Y
n—1

lim

n—oo Ul +1/l2 ++un_

b) Sa se arate ca daca lim

u,

=\, unde Aell,

n—seo Y

u +uy +..tu,

=M (V) p>1.

P

Indicatie de rezolvare.

\{1}, atunci

\{1}, atunci

\{1}, atunci

a) se considerd a,=u;+u,+...+u,, b,=u, si se aplici Teorema

Cesaro-Stolz; rezulta

u}’l
. a . Uy t..tu . a,—a,_ . u . _ A
lim —* = lim =—"—" = lim -2—"1 = [im "= lim—" =
n—eo b N—so0 u, n—eo b —b, | noeu, —u, | n—oe U, 1 A—1
Uy
. . A
sideci A =——;
A—1
b) uy+..+tu, =u1+...+un. Uy Uy .Mn_pﬂ-
;
un—p uy, Upy Upo un—p
rezulta
1
. U t..tu A AP*
lim — L= A= ;
noe U, A—1 A—1
u +...+u, 14 u, 1yt U, _
u +..tu, u +..tu, U, | up+..+u,
u 1
=1+-=

u,_1 4" t+...tu, .

Up—1

Trecand la limita si tindnd seama de punctul b), se va obtine:

16



u +...+u, A—1

lim
n—eo Uy +.. 4+ U, | A

1.4.7) Utilizand criteriul general de convergentd al lui Cauchy, sd se

demonstreze convergenta sirurilor:

sina; sina sina
Ly 24+

a) u, = ;
22 2"
b) u _cosa1+cosa2+ + cosa,
12 23 7 n(n+1)’
1 1 1 n 1
=l-—+——==+...+=1) =
O ty ==ty et G
1 1
d =—+—+..+ ;
)ty 1-4 4.7 [1+3(n=1)]- (1+3n)
e) u —L+—+ + 1 ;
" 2.5 3.6 7 (n+l)n+4)
f) un=L+L+...+ ! ;
1.2 2-3 n(n+1)
COSX COS2Xx COS nx
g) u,= + +...+ ;
3 32 3"
1 1
h) Mn:1+2—2+...+n—2.

Indicatie de rezolvare.
a) fiind dat € > 0 arbitrar fixat, se va cduta un rang n(e)e [ , astfel incat

pentru (V) n>n(e) sipentru (V) pel” si se verifice

1 1
Tt o
2 2

_ (] 1Y 1 T R
 antl Tttt p—1  antl 1 —an __p <_n
2 2 2 2 1 2 2 2

2

Upyp —Uy| <E

sina, sina,,, ,,
2n+l 2n+p

u

n+p ~Un

17



ln1

: .1 :
si cum lim — =0 se poate gisi un rang, de exemplu n(e)=| —E |+1, pentru
n—>o0 2” n 2

care (i, , —i,| < 2% <g, (V) n=n(e), (V) pell”, deci sirul este convergent;
©) |u,,,—u, = L1 +o+ (1) ; daca p este numar
e "Uln+l n+2 7 n+p,
par, atunci
D7 N S S S S |—
P 4+l n+2 n+p-1 n+p‘
( 1 1 ) ( 1 1 j 1 1
= — + — +..+ - <
n+l n+2 n+3 n+4 n+p—-1 n+p
1 1 1 1 1 1 1 1
< — + — + —— + — =
n+l n+2 n+2 n+4 n+4 n+p-2 n+p-2 n+p
1 1 1
= — <

o+l n+p n+l

Daca p este impar, atunci

1 1 1 1 1
Uy p = Uy|= — + - +..+ <
n+l n+2 n+3 n+4 n+p
1 1 1 1 1 1 1
— + — +..+ — + =
n+l n+2 n+2 n+4 n+p-2 n+p-1 n+p-1
1
n+l
Cum lim =0, se poate gasi un rang n(£)=[1—1}+1, pentru care
n—eo n +1 €
Uy p = Uy | < 1 <g, (V) nzn(e), (V) pel " deci sirul este convergent;
n+
Q) uy=f1-tel Lty 1] =l(1_ 1 j de
3] 4 4 7 1+3(n—1) 1+3n| 3\ 1+3n
1 1 1 1 1
unde fu,, , —u,|=—= - <—- <—<E§g;
3\1+3n 1+3n+3p) 3 1+3n n
e)

18



1[1 1 1. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 }
U, =—|-——=+-——+———+-———+..+—- + - —
312 5 3 6 4 7 5 8 n n+3 n+l n+4

1(1 1 1 1 1 1 j

=—| —+—+—— — — )

32 3 4 n+2 n+3 n+4

Rezulta

u u

ntp ~ “4n

1( 1 1 1 1 .
<— + + <—<e¢g, dect sirul este
3\n+2 n+3 n+4) n

convergent.

1.4.8 Se considera sirul (un)n definit prin relatia de recurenta:

u,=a-u, +b, a, b, uy fiind dati. Sa se gaseasca expresia lui u, in functie de

a, b s1 u. In acest caz existd lim u, ?
n—oco

Indicatie de rezolvare:
uy=a-uy+b

u,=a-u;+b : : : n-l n-2
si inmultim prima ecuatie cu a~ , pe a doua cu a S1

u,=a-u,;+b
asa mai departe, ultima cu a. Prin adunare, vom obtine:

1-a"

u, =a"ug +b(1+a+a2+...+a"_l)=a"u0 +b- 1 :
—-a

Daca ‘a‘ >1, lim a" =; deci, u, nu are limita.
n—>o0

Daci |a|<1, limu, =

n—sco l1-a
Dacd a =1, limu, =teo, in functie de semnul lui b.
n—co

Daca a=-1, u,, =uy, uy,,) =b—1uy, sirul reducandu-se la doua puncte

distincte, deci nu are limitd. Rezulta ca sirul are limita doar in cazul |a| <1.

1.4.9] Sa se studieze convergenta sirurilor:
a) xl =17 ‘x2 :37 xn+2 :5'~xn+1 _6'.xn, 1’121;

X
b) x1=0, x2=1, xn+2:xn+1_?n, nZl,

V2

5 s X =1 x,,,=Vv2-x,,,—x,, n21.

C) x1=

19



Indicatie de rezolvare:

a) ecuatia caracteristici este 72 —5-r+6=0= rn=2,r=3 sl se aplica
propozitia corespunzatoare cazului I; obtinem x,=c-2"+d-3" si punand
conditiile x; =1 si x, =3, rezultd ca x, = 3" care este divergent;

2

: o 1 1 -
b) ecuatia caracteristica este r~ —r +Z =0=>n=nr-= 5; aplicandu-se

» . ! 1y .
propozitia corespunzdtoare cazului II, rezultd x, :c-(zl +d n(gj si

punand conditia ca x; =0, x, =1 =>c=-4, d =4, rezulta

X, =—4-(l) +4-n-(lj = limx, =0;
2 2

n—>c0

¢) divergent.

1.4.10| Fie a>b>0 si dovasiruri (a,) . si(b,)  definite prin:

2 2
a : b
an+1: L ,a():a SI bn+1: nb ,b():b.
n n n n
5 : . b o U <
Si se studieze a,,, —b,,; si L si sd se deduca limitele celor dou
Ayl
siruri.
Indicatie de rezolvare:
2 2
a, — bn
an+1—bn+1=—=an—bn=...=a0—b0=a—b>0.
a,+b,
2 4 2n+2
bn+1 ZLb_nj :(bn—lJ — :(éj
Apyl a, ap a
b . .. b - . b a, —a+b
Cum —<1, rezultd lim -1 =0. In acelasi timp, — =—"* ,
a n—ee 1 | Ayl
. .. _a, —a+b : : : .
deci lim . ————=0. Se va obtine astfel lima,, =lima, =a—b si
n—ee @, n—>o0 N—3o0
limb, =0.
n—>o00
1.4.11) Se considera sirurile (a,) si (b,) , care verificd urmitoarele
n n
conditii:

1) termenii sirului (b, )n sunt pozitivi;

20



2) s, =b +b, +...+b, are limita infinita;

3) lim 92 =y,

I bn

a, ta, +..+a, a

In aceste conditii se verifica lim = lim —*~.
n—e b +by +...+b, n-o=b,

Indicatie de rezolvare:

lims, =co, lim 2=/ |2 g|<Z (V) n2n(e) o —t=¢, k=12,..n.

n—>o0 n—yco bn bn 2 s

8 A [N A
z—:k‘ <—. Luand £=1,2,...,n si insumand, se va

Rezultd a, = (¢ —Sk)'bk;

obtine
a+ay+..+a,=0-(b+by+..+b,)+¢€ b +..+¢,-b, &
qtayt..ta, ,_
Sl’l
_81'b1+82'b2+...+8N-bN+8N+1-bN+1+...+8n-bn
- 9
S}’l Sl’l
unde N =n(g).
Atunci
|al +a, +..+a, _y S|gl by t...t+eEy -bN|+|8N+1 by t...+€,-D, .
‘ Sn Sn Sn
lim 81-b1+...+8N'bN|=0,
n—>oo S, ‘
1ar
leyit bysg +otE, D, g €y 1|Bysr + -+ [E|, 3
| S N S
_& byy+..+b, :_.S"_(b1+"'+bN):E(l_b1+"'+ij_
2 s 2 s, 2 s,

n

a,+a,+..+a,

-/ <

e( bl+...+bnj
L e RS

€
S 2 S

n

Rezulta
| .
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1.4.12| Sa& se arate cd daca lima, =a si B, =b,,; +b,,, +...+D,, cu
n—>o00

b, >0 are limita egald cu b, atunci

r}gn(anﬂ 'bn+1 ta,. 'bn+2 t...tay, 'bZn):a'b'

Indicatie de rezolvare:
lima,=a < (V)e>0, (3) n(e)ell,

n—co
astfel incat pentru (V) n>n,(€) sa rezulte |a, —a|<t.

De asemenea, din lim B, =b rezultd ¢d |B, —b|<g, (V) n=n,(g).
R

Cum sirurile (a, )n si (B, )n sunt convergente, ele sunt marginite, adica
(3) M, 20, astfel incat |a,|<M,, (V)n=ny si (3) M,20, astfel incat
‘Bn‘SMZ, (V) n=ny.

Se noteaza a, —a=0ao., si B, —b =, si se considera

n(e)=max(n (€),n, (€),n3,ny).
Atunci
‘an_ﬂ bi’l-l—l +...+a2n bzn —ab‘Z‘(OCnH +a)bn+1 +...+((X2n +a)b2n _a'b =

(Otn+1'bn+1+...+062n'bzn)-i-a-Bn—a-b‘S

),

<[] Byt | + o+ [0os| [oan| +[a]-|B, — B < (M +]a

unde M =max(M,M,).
Rezulta

lgn(anﬂ 'bn+l ta,., 'bn+2 t+...ta,, 'bZn):a b,
n—>o0
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TEST DE AUTOEVALUARE

Folosind criteriul lui Cauchy, sda se demonstreze divergenta
sirurilor:
1 1
a) u, =l+—-+..+—;
2 n

: 1 1 1
b) u,=smn;c)u,=—+—=+...+—.

V142 Jn

Sa se studieze convergenta sirurilor:
2-a-x

a) x,. = ,aell,a>0,cu x,>0;
a+x,

b) x,,, =x —2-x,+2, n>1, x;e[L,2];

c) x5+1:3-xn—2, n=>l1, xlzg;

d) xn+1=3+L, nz0, x,=3.

Sa se arate ca sirul (a,) _ definit prin

(1 (5 )

este convergent si sd se calculeze limita sa.

n+l
El Sa se arate ca sirul cu termenul general a, =(1+—] este
n

. : . 1Y "
convergent si sa se deduca inegalitatea (1 + —) <e< (1 + ! j :
n n—

Sa se calculeze limitele urmatoare:
a) lim lﬂ(n +1)(n+2)..(2n);
n—sco 1]

b) lim K/(a—kl)(a+2)...(a+n) o1l

a
9
n!

n—co

23



LECTIA 2

1.5 Serii de numere. Criterii de convergenta

Definitia 1.5.1. Fie (a,, )n un sir de numere reale si (s, )n un sir definit

prin: s, =ay, s, =a;+a,..., s, =a; +a, +...+a,. Se numeste serie de numere

reale asociata sirului (a,, )n, simbolul Zan , iar (s, )n se numeste sirul sumelor
n=1
sale partiale.

Seria Zan de numere reale se numeste convergentd si are suma s, daca
n=l
si numai dacd sirul sumelor partiale (s, )n este convergent si are limita s;
Zan =s= lim s,. Seria Zan de numere reale se numeste divergenta, daca
n=1 e n=1
sirul sumelor partiale este divergent.

Criteriul general de convergenta al lui Cauchy

Zan este convergentd < (V) >0, (3) n(e)ell , astfel incat
n=l1

a,.q+..+a

n+p‘<8, (V) n=n(e), (‘v’)peD*.

Pentru p =1 se obtine:

Criteriu necesar de convergenta. Conditia necesard, dar nu si suficientd,

ca o serie Z a, sa fie convergentd este ca lima, =0.
n—>o0
n=l

Exemplu

(o)

: 1 : g SR |
Seria Z— este divergenta, cu toate ca lim —=0.

n n—eo 1
n=l1

24



1.6 Serii cu termeni pozitivi. Criteril de convergenta
Criteriul I al comparatiei

n?°

Fie Zan s1 an doua serii cu termeni pozitivi, astfel ca a,<b
=1 n=1

(V) n=ny. Atunci:

a) dacd seria an este convergenta, seria Zan va fi convergenta;

n=l1 n=l1

b) daca seria Zan este divergenta, seria an va f1 divergenta.

n=l1 n=1

Criteriul IT al comparatiei

o~ .~ ... : . a b
Fie Zan si an doui serii cu termeni pozitivi, astfel ca 2+ <+l
a b
n=1 n=l1 n n
(V) nzn.
Atunci:

a) daca seria an este convergenta, seria Zan va fi convergenta;

n=1 n=1

b) daca seria Zan este divergenta, seria an va fi divergenta.

n=l1 n=1

Criteriul la limita

(o)

: X _— o . a
Fie E a, sl E b, doua serii cu termeni pozitivi, astfel ca lim —*-=K.
n—oo b
n=l1 n=l n
Atunci:

a) dacd 0 < K <+oo, cele doua serii au aceeasi natura;

b) daca K =0, iar seria an este convergentd, seria Zan va fi
n=1 n=l
convergenta;

(o]

¢) daca K =+oo, iar seria Zan este divergenta, seria an va fi
n=l1 n=1
divergenta.
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Criteriul radacinii (al lui Cauchy)

Fie Zan o serie cu termeni pozitivi. Dacd existd un numar natural N si
n=l1

un numdr g€ (0,1), astfel incat pentru (V) n>N sd avem {/a, <g <1, seria

este convergenta, iar dacd y/a, =1, (‘v’) n> N, seria este divergenta.

Corolar

Fie Zan o serie cu termeni pozitivi §1 lim @ =A. Atunci:
=1 n—oo

a) daca A <1, seria este convergenta;

b) dacd A >1, seria este divergenta,

¢) pentru A =1, criteriul nu se aplica.

Criteriul raportului (al lui d’Alembert)

Fie Zan o serie cu termeni pozitivi. Dacd existd un numar natural N si
n=1

L A § a :
un numdr ge (0,1), astfel incat pentru (V) n>N sa avem —L<g<1, seria

ay

- . . a . . -
este convergentd, iar daca Zntl > 1, (V) n> N, seria este divergenta.

ay

Corolar

RS : . ... .. a :
Fie Zan o serie cu termeni pozitivi §1 lim 1l = ). Atunci:
n—e
n=l n
a) daca A <1, seria este convergenta,
b) dacd A > 1, seria este divergenta;

¢) pentru A =1, criteriul nu se aplica.

Exemple
e 1 1 1 1 5 g
1) Se considera seria —+—+—+—+...+—+—+.... Sd se arate ca ea
2 2 n n
2° 3 2" 3
o+ o q. U, . .. U,
este convergenta si ca limsup—/— >1, iar liminf "—<1.

Indicatie de rezolvare:

. . 9 (1 1
Seria are aceeasi natura cu seria E (— + —j
2" 3"

n=l
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1 1 1 1 1
Cum 2_n+3_n<2_n+2_n: 2n—1 )
rezultd convergenta seriei.

(V) nell, din criteriul I de comparatie

L pentru n par (E) l pentru n par
3" U, 2) 2
u, = | = = n
— pentru nimpar “n 2 1 :
o g 5 pentru »n 1mpar
limsupu"—“=<><>>1, jar liminf 22l = 0 <1.
Nn—>o0 un n—o0 ul’l

o1 1 1
2) Sa se arate ca seria §+2+—2+22 o F—+2"+..

2

- . este divergenta
2

si limsup—*L >1, iar liminf 2+ <1,
n—oo un n—eo Z’ln

Indicatie de rezolvare:

: ) . . o~ 1 . -
Seria are aceeasi natura cu seria Z(—+2” , care este divergenta,

n
n=l 2
1
deoarece —+2">2", (V) nell.
21’!
n
2" pentru npar y pentru 7 par
w, =1 1 — Mt _ ) 5204
— pentru n impar u :
o P P " 221 pentru  n impar
5 o5 1 Upi o Vi £ Antl
Rezulta ca limsup——=oc0>1, iar liminf +==0<1.
n—yoo un n—ee un
Observatie. Criteriul raportului da numai conditii suficiente de

convergenta si divergenta, asa dupa cum rezultd din exemplele anterioare.
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Criteriul logaritmic

Fie Zan o serie cu termeni pozitivi. Dacd existd un numar natural N si

n=l1

lni

an
Inn

un numar g > 1, astfel incat pentru (V) n>N s avem >q>1, seria este

lni

a,

convergentd, iar daca <1, (V) n> N, seria este divergenta.

Inn

Corolar

lnL

RS . S a :
Fie Zan o serie cu termeni pozitivi §1 lim ~=\. Atunci:
n—e Inn
n=1
a) pentru A > 1, seria este convergenta;
b) pentru A <1, seria este divergenta;

¢) pentru A =1, criteriul nu se aplica.

Criteriul lui Kummer

Fie Zan o serie cu termeni pozitivi. Daca existd un sir de numere
n=l
%

(c,),c04 si un numar natural N si un numar A >0, astfel incat

a : o
¢, ——c, |2A>0, (V) n> N, seria este convergenta.
|
y a, I S . 3
Dacid | ¢, - —Cpi1 |20, (V) n>N, si seria Z— este divergenta,
Apt1 n=1 Cn

atunci seria Zan este divergenta.

n=1

Corolar

o . oo | . y .
Fie sirul (c, )n 7, astfel incét seria Z— este divergentd. Atunci
c

n=l "n

[}

seria cu termeni pozitivi Z a, este:

n=1
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a
- ~ . n .
a) convergentd, daca lim|c,, —Cpy |>0;

n
=0 ayt1

: y .1 a
b) divergentd, daca lim| ¢, -———c¢,,; |<0.

n—eo an+l
Exemplu
Se considera seria n-a’, a>0. In acest caz, ¢, =n, iar seria —
9 ’ n ’
n=l1 n=l1 Cn
o, a<l;
2 2 M
: - a, . n“(l—a)-2an—-a

este divergentd; lim|c,- —C,41 |= lIm =<—00, a>1;
n—oo i n—oo a(n+1) P
’ — 4

de unde rezulti ci seria este convergenti pentru a € (0,1).

Criteriul Raabe-Duhamel

Fie Zan o serie cu termeni pozitivi. Dacd existd un numar natural N si

n=l1
~ ~ A b a
un numdr A >1, astfel incat pentru (V) n>N sa avem n-| —2—1|2A>1,
|
: L. g a .
seria este convergentd, iar dacd n-| —-1|<L, (V)n>N, seria este
Ayt
divergenta.
Corolar

.~ : L a :
Fie Zan o serie cu termeni pozitivi i lim n| ———1 |=A. Atunci:
n—c0 a
n=1 n+l
a) pentru A >1, seria este convergenta;
b) pentru A <1, seria este divergenta;

¢) pentru A =1, criteriul nu se aplica.
Criteriul de condensare al lui Cauchy

. " e cu  ozitivi i stori, far () un si
Fie , O serie cu termeni pozitivi si descrescatori, 1ar (a, n sir
n
n=1
. A Al Ayt — 4y
divergent de numere naturale, astfel incat sirul cu termenul general ——— sa
a,—a
n n—l1

fie marginit. Atunci seriile Zu n Sl Z(an 4 —a, )u q, @uaceeasl natura.

n=1 n=1
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Observatie. Sirul (a, )n se alege cel mai frecvent ca fiind a,=2",
(V) nell, care satisface conditiile criteriului de condensare.
Criteriul lui Bertrand

Seria Z a, cu termeni pozitivi este:
n=l

n—o0

1) convergentd, daca limInn- {n[ D ]— 1} >1;
Ayl

2) divergentd, daca lim lnn-{n( D J—l} <1.
A+l

n—o0

Exemplu

oo

C ) n!
Se considera seria Z

afoe+1)-...-(a+n—1)

—oo, L < 2;

-2)-1
limlnn-{n[ n j—l}zlimlnn-{u}= 0, a=2;,
n—»co a,4 n—»oo n+l

oo, O >2,

de unde rezultd cad seria este convergentad pentru o >2 si divergentd pentru
o<2.

Criteriul lui Gauss

0,
=A + + —2 , unde
2| n

Seria Zan cu termeni pozitivi pentru

A, we , iar sirul (Gn )n este marginit, este:
1) convergenta, daca A >1 saudaca A=1; u>1;
2) divergenta, daca A <1 saudaca A=1; u<l1.

Exemplu
Seria hipergeometrica

ofot+1)(o+n=1)B-B+1).B+n-1) , _

Y T v B

+O€'B-x+ (a+1)'B'(B+1)-x2+."
1.y 2My(y+1)

o, B, v, xeD*+
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py _ (0+n)B+n)
a, (n+1)(y+ n)

Din criteriul raportului rezultd ca seria este convergentd pentru x <1 si
divergenta pentru x > 1.

b iy _ (arDyen) :(”i)(”ﬂ
ENCRCDN )

‘X —> X pentru n— oo,

n
2
Se utilizeaza dezvoltarea o :1_E+ o Lz
1+— " (1+j "
n n
si
2
LB_I—E'F B LZ
1+ 7 (1+Bj "
n n
: -a-B+1 © .
Se poate scrie a—”=1+w+—g, unde (0,) este un sir
Api1 n n

marginit. Aplicand criteriul lui Gauss, seria este convergentd pentru
v—o—B >0 sidivergenta pentru y—o—B<0.

Criteriul integral Mac Laurin-Cauchy

Fie seria Zan, care se poate scrie sub forma Zan =Z f(n), unde

n=1 n=1 n=1
functia f* este continua, pozitiva si monoton descrescatoare.

Atunci seria Zan este:
n=l1

a) convergentd, dacd (3) lim F(x)<oo;
X—>00

b) divergenti, dacd (3) lim F(x)= +oo,
X—>o0

unde F este o primitiva a lui f.

Exemple
< . R 1

1) Sa se studieze convergenta seriei Z

n=3

ninn-In(lnn)
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Indicatie de rezolvare:

1
x)=— = F(x)=Inlnlnx, iar im F(x)=+co,
7 () xlnx-Inlnx (x) X0 (%)
deci seria este divergenta.

2y Si : L 1
) Sa se studieze convergenta seriel Z—HG, c>0.
w3 n-(Inn)

Indicatie de rezolvare:

fl)=— e = P =

x-(In x)1+<s o-(Inx)°

si cum lim F(x)=0 rezulti ci seria este convergenta.
X—>o0

Criteriul lui Ermakov

Fie seria Zan, care se poate scrie sub forma Zan =Z f(n), unde
n=l n=l n=l1
functia f este continud, pozitivd $i monoton descrescatoare.

oo

Atunci seria Zan este:

n=l1

(")
b) divergenta, daca (3) x, 21, astfel ca >1, x2x,
f(x)
Exemplu
Sa se studieze natura seriei Z ! s 0> 0.
(0}
w3 n-Inn(Inlnn)

Indicatie de rezolvare:

x| .x 1+o
()= 1 : :>f(e ) e =(1n1nx) ’
x-Inx(Inlnx)™° f(x) (Inx)°
... (Inln x)lm o <
iar lim =0, deci seria este convergenta.

X—e0 (ln x)c
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1.7 Serii ahsolut convergente. Serii alternate

Definitia 1.7.1. O serie cu termenii oarecare Zun se numeste absolut

n=1

convergentd, daca seria modulelor Z‘un‘ este convergenta.

n=l1

Definitia 1.7.2. Daca seria Zun este convergentd, dar seria modulelor

n=1

(e}

Z‘u n‘ este divergenta, seria se numeste semiconvergentd.

n=1

Teorema 1.7.3. O serie cu termeni oarecare absolut convergentd este
convergenta.

Observatie. Reciproca teoremel nu este adevarata, deoarece exista serii
convergente, dar care nu sunt absolut convergente.

: — c a1
Exemplu: Seria lui Riemann Z(—l) -— > pentru o >1 este absolut
n=l1 n

convergenta, iar pentru o0 <1 este semiconvergenta.

Observatie. Seriile cu termeni pozitivi sunt absolut convergente. Criteriile
de convergenta stabilite la seriile cu termeni pozitivi sunt valabile si pentru
seriile absolut convergente.

Teorema 1.7.4. Daca intr-o serie absolut convergenta se schimba ordinea
termenilor in mod arbitrar, obtinem o noua serie absolut convergenta cu aceeasi
suma.

Observatie. Teorema este valabila si pentru seriile cu termeni pozitivi care
sunt absolut convergente.

Teorema lui Riemann. Intr-o serie de numere reale, semiconvergenta, se

poate schimba ordinea factorilor, astfel incat seria obtinuta sa aibd ca sumd un
numar dat.
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Exemplu

. : . g 1 1 1 1 1
Fie seria semiconvergentda S =1——+———+...+ —
2 3 4 2n+1 2n+2

Se pot schimba termenii in ordinea
1 1 1 1 1 1 1 1
+

2 4 3 6 8 7 2n+l 202n+1) 202n+2

)+...,

. . 1
1ar noua SCric arc suma E -S.

Criterii de convergenta simpla (semiconvergenta)

Criteriul lui Dirichlet

Daca seria Zan se poate scrie sub forma Z”" -v, , unde sirul (un)n

(e} (o]

este monoton §i marginit, iar seria Zv este convergentd, atunci seria Za

n=1 n=l

n n

este convergenta.

Criteriul lui Abel

Daca seria Zan se poate scrie sub forma Zun -v,,unde (u,) esteun
n

oo

sir de numere pozitive descrescator si convergent la zero, iar seria Zvn are

n=l1

sirul sumelor partiale marginit, atunci seria Zan este convergenta.

n=1

Exemplu

5 T~ 1 1) sinnx 5
Si se arate ci seria Z l+—4..4+—| este convergentd pentru
n n

n=1

x#2km, kell .
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Indicatie de rezolvare:

1+1+...+l

n

Sirul cu termenul general u, = este monoton descrescator si

n

convergent la zero (utilizand teorema Cesaro-Stolz), iar seria Zsin nx are sirul

n=l1
X 1
cos——cos| n+— |-x
: . : 2 ( 2)
sumelor partiale marginit, deoarece Zsmkx = , de unde
k=1 2-sin>
2
n
Z sin x| < —, x#2km, kell.
k=1 sin ™
2

(e o]

Definitia 1.7.5. Se numeste serie alternatd o serie de forma Z(— )" u

n=l1

n o

unde u; >0, (V) kel’

Criteriul lui Leibniz

n

Daca intr-o serie alternatd Z(—l)" ‘u, sirul (u, )n este monoton
n=l
descrescator si are limita zero, atunci seria este convergenta.

1.8 Operatii cu serii

oo

Fie Zan sl an doua serii. Atunci seriile Z(an +b,), Z(an ~b,) si
n=l1 n=1 n=1 n=1

ch , unde ¢, =a,-b,+a,-b, | +..+a, b, se numesc, respectiv, suma,

n=1

diferenta si produsul seriilor Zan s an :
n=l n=l
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Daca seriile Zan 51 an sunt convergente si au sumele 4 si B, atunci
n=l1 n=l1

seria Z(an +b, ) este convergenti si are suma A+ B .
=1

Teorema lui Abel

(o)

Daca seriile Zan , an s seria produs ch sunt convergente si daca
n=1 n=l1 n=l1
A, B, C sunt, respectiv, sumele lor, atunci 4-B=C.

Teorema lui Mertens

(o)

Daca seriile Zan , an sunt convergente si cel putin una dintre ele este
n=l1 n=l

absolut convergenta, atunci seria produs ch este convergenta si A-B=C.

n=l
Teorema lui Cauchy

Daca seriile Zan , an sunt absolut convergente, atunci seria produs
n=l1 n=l1

(o)

ch este absolut convergenta.

n=1

1.9 Serilin 0 *.Seril de numere complexe

Fie sirul (a,) . de elemente din [/ ki
51 =q

S2:a1+a2

Sn =Cll+a2 +...+an

Sirul (s,) _ senumeste sirul sumelor partiale pentru seria Zan :

n=1
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Definitia 1.9.1. Seria Zan este convergentd, daca sirul sumelor partiale
n=1
este convergent.
Suma seriei este limita sirului sumelor partiale.

Criteriul general al lui Cauchy

(o)

Seria Zan de elemente din [1* este convergentd daca si numai daci

n=1
n+p
pentru (V) e>0, (3)n(e), astfel incat Z ar| <e, (V) n>n(e) si
k=n+1 2

(V) pell”.

Consecinta. Daca seria Zan de elemente din ¥ este convergents,
n=1

atunci lim HanHZ =0, iar aceasta reprezintd o conditie necesard, dar nu suficienta
—>00
de convergenta a unei serii.
Definitia 1.9.2. Se numeste sirul sumelor partiale pentru seria de numere

complexe ZZ" , sirul (s,) ., definit prin:

n=l1

...........

...........

Definitia 1.9.3. Seria Zzn de numere complexe este convergentd, daca
n=1
sirul sumelor partiale este convergent.

Teorema 1.9.4. Seria de numere complexe Zz
n=l1

pentru (V) nel], este convergentd dacd si numai daca seriile de numere reale

unde z, =a, +1-b,,

no

37



oo

Zan 51 an sunt convergente. Daca Zzn este convergentd §i are suma

n=l1 n=1 n=1

s=a+i-b,atunci a=)» a,sib=) b,.

n=1 n=l1
Criteriul lui Cauchy

Seria de numere complexe Zzn este convergentd daca si numai daca
n=1

(V) e>0, (3) n(e), astfel incat
(V) pell "

‘<e, (V) n>n(e) si

Zpo1 F Zgga Tt 2y,

Definitia 1.9.5. Fie Zzn o serie de numere complexe. Daca seria de

n=1

(o)

numere reale Z‘zn‘ este convergenta, spunem cd seria Zzn este absolut
n=1 n=1

convergentd.

Teorema 1.9.6. O serie de numere complexe absolut convergentda este
convergenta.

Definitia 1.9.7. Seriile de numere complexe convergente, pentru care
seria modulelor nu este convergentd se numesc serii de numere complexe
semiconvergente.

Teorema 1.9.8. Seria de numere complexe Zzn ,unde z, =a, +1-b, este

n=1

(o)

absolut convergentd dacd si numai dacd seriile de numere reale Zan si

n=1

an sunt absolut convergente.

n=1
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1.10 Aplicatil

1.10.1] Sa se arate ca urmatoarele serii sunt convergente si sd se

determine sumele lor:
a) l—l+...+(—1)”+1 -L+...;b) l+i+...+i+...,
3 9 3n a a2 an

>1;

c) Z(\/n+a+ —2-\/n+a+\/n+a—1),a>0;

~ 1
d , 0\D; Inf1—-— |;
)Z (a+n) a+n+1) “c e)Zn( nz)

n=2

DZ\/2n+1—\/2n—1.

n=1 4I’l

Indicatie de rezolvare:
a) Sirul sumelor partiale are termenul general

T
:l—l+...+(—1)”+1 L_1 3

: 1
—=————=lims, =—,
4

3 9 3" 3 1+; n—>oo

. .. 1
deci seria este convergenta §1 are suma § = —;

1 2 n e .
b) 5, =—+—+..+—. Pentru calculul limitei sirului sumelor partiale
a a a

2 n
se considerd functia f(x) =£+(£j +...+(£] ,xell . Atunci s, = f'(1).
a a

a
In acelasi timp,

1_()6} +1
X x"—a"x 1 n—(m+Da+a™"
f)=. e T
a q_X X—a a (1-a) -a
a

Deoarece ‘a‘ >1, rezultd lim s, = si astfel seria este convergenta

n—yeo (l—a 2

: a
siaresuma § =——;
(1-a)

c) S=\/_—\/a+1;
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1 1 1 1

d) a,= - =5, = - = lim s, = , deci

a+n a+n+l a+l a+n+l noe a+1

: : 1
seria este convergenta si are suma s = ;
a+l1

e) s—lnl'

29
f) s=1
1.10.2] Sa se insumeze seriile urmatoare date prin termenii generali:

1
Au, =0¢on)-on-1);b) u, = , kel ;
)t = 0l)=ln=1):b) w, =2
4n n!
c)u,= sd) u, = ;
Vo g Dt (x+1)x+2)-...- (x+n)
e) un:arctg 5 ;f)un:arctgi;
n“+n+l n
In(n+1)—Inn nz(}H—I)2
u, = ,n>1;h)yu, =———.

8) Inn-In(n+1) ) n!

Indicatie de rezolvare:
a) s, =0(n)—¢(0), deci pentru lim ¢(n)=/¢ = s=¢-¢(0);
n—>00

1 1 1
— =>s5s=—;
} k- k!

1
b) u, Z%{n(n+1)...(n+k—l) (n+1).(n+k)

¢) n4+2n2+9=[(n—1)2+z].[(n+1)2+z} :

rezulta
an+b cn+d 1 1 5
tn = 2 S 2 L 2 57 2 L ST
(n=1)"+2 (n+1)"+2 (n=-1)"+2 (n+1)"+2 6
1
d) s= ;
) x—1
1 11
e) arctg% = arcth —arctg-L_ 1+l -
n“+n+l 1+ 1 1+l 1
n(n+1) n n+l

1 1
=arctg——arctg——
n n+l1
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1 ) T
s, =arctgl —arctg—— = s = lim s, = arctgl =—;
n+1 n—eo 4

2 1 1 . T
u. = arct = arct —arct =>s=lims, =—;
D S —1)+1 Sl S+l noe 4

1 1 1 1 : 1
g u,= - =S5, = - —>s=lims, =——;
Inn In(n+1) In2 In(n+1) n—o In2
h) s=1lims, =27-¢.
n—>o0

1.10.3] Folosind criteriul lui Cauchy, sd se studieze natura seriei

i%,ocSI.

n=1 n

Indicatie de rezolvare:

UV . : .
Pentru o0 <0, se observa ca lim — # 0, deci seria este divergenta.
n—en

Pentru 0 < <1, se aplica criteriul lui Cauchy; deci:

S S S =, (V) pel.

(n+1)a (n+p)oc (n+p)

Luand p =n, se va obtine

Ay, +..ta

n 1 1-o
2% .p% 2%
si cum 1—a >0 rezulta ca nu se verifica conditia din criteriul lui Cauchy, deci
seria este divergenta.

2

a,.q +..+a

1.10.4| Folosind criteriul lui Cauchy, sa se demonstreze convergenta

e ]
seriel Z—Q,QZZ.
n=1"1

Indicatie de rezolvare:
1 1 1 1

Apoy +ota,, = +o.+ < +..4 <
" a (n+D)* T (n+p)* (n+1) T (n+p)
S B : SE N S
n(n+1) (n+p—1)(n+p) n n+p n



deci seria este convergenta.

1.10.5| Utilizand criterii de comparatie, sd se stabileascd natura
urmatoarelor serii:

S VT Sl e S An+1-+n
DY 20 3 Y

o n +3n+5 py/
1 1
w1+5+m+— oo 1
n
e) ; ) ,a=>0;
; n ;n(l+a+...+a”)
g) i*,aZ—l; h) inz -ln(1+Lj;
S a +n = n’
i) Zz”-sin3in, 0<a<3m.
n=1
Indicatie de rezolvare:
: ~ : 1 )
a) se considerd u,, =ZL $i v, =—; cum llmu—”z 7€ (O,oo),
n“+3n+5 B n—ee vV,
n

rezulta ca cele douad serii au aceeasi naturd si cum seria Zvn este convergenta,

n=1

sl seria Zun este convergenta;

n=l1

n

2 n 1
—_—— <
n n n

S Mo

1
— =V,
n

1ar seria Zvn este convergenta, deci si seria Zun este convergenta;
n=l1 n=l1
¢) divergenta;
d) convergenta;

1 1
I+ +...+— 1

n . . . -
e) u, = 2—=V, sl cum seria Z v, este divergentd
n=l

n n

rezultd ca si seria Zu . este divergentd;

n=l1
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. : - 1 <
f) pentru a=1, seria devine Z_z care este convergenta; pentru
n
n=l1

1 . o~ .
a>l=u, <—-=v 1 cum S€Eria v, este convergentd rezultd ca si seria
n n n n
a

n=1

Zun este convergenta; pentru
n=l1

ac(0])=u, = 1 __l=a >1_a=vn

n[l—a"“] n( _an+l)_ n

l—a

(o) oo

si cum seria Zvn este divergentd, rezultd ca si seria Zun este divergenta;

) . g . — 1
pentru a =0, seria este divergenta, ea fiind Z—;

n=l1 n

1

a” +n

1 (1Y : 3
S—n =|—| =v, = pentru a>1 seria este convergenta,
a

g u,=
a

(o)

< : : n g
pentru ae (—1,1) se compari cu seria Z—; cum lim =1€(0,0) rezultd
n n—e g +p

n=l1
1 .
n+l’

ca seria va fi divergentd; pentru a =1, seria este divergenta, ea fiind Z
n=l
h) divergenta;
i) convergenta.

1.10.6] Sa se stabileasca natura urmatoarelor serii de numere pozitive:

n=2 n=1
c) ZZ—Z, a>0;d) ga" -(1+%jn, a=0;
e) i(\/(n+l)(n+a)—n)n, a>0;f) i(%—l)n :
n=l1 n=l
2) ;tg”(a—}—%j, ae (o,gj; h) ;(Z’Z:Sj ,a, b, c,dell ,;
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i) Z— a>0,pell;

nln

j)a+Z(2—\/g)(2—%)...(2—’\“/g)-a”,a>0;
n=2
=)&)
k)Z_:Zn)" Z; n+1 »a20;
m)z - ,a>0;n) Z%,azo;o) inlnx,x>0
1
P);W a>0; f)z lnlnn- 4

- n d a+1 a+n1 1
t)zn (g) Z ) n—a,a>0, aecll \{a};

| a(a+r)..(a+nr—r) *

Y) ;[b(b+r)...(b+nr r)} a b r>0, acl
| 1-3-...-(2n-1)

)Z_;{ 24-..(2n) } act

Indicatie de rezolvare:
a) convergenta;

. . I g
b) lim {/u, =ae, de unde rezultad ca pentru a < — seria este convergenta,
n—oco Cc

1 1 1 1
iar pentru a > — seria este divergentd; pentru a =—, u, = (1 + —j —
e e’

¢) convergenta;
: . 1 . :
d) lim%u, =lima-|1+—|=a, de unde rezultd cd pentru a<1 seria
n—yo0 n—yo0 n

este convergenta, pentru a >1 seria este divergentd, iar pentru a =1 se obtine

L e Y . 5
seria Z (1 + —) care este divergenta;
n

. a+l1 . .
e) limZ%u, = 5 de unde rezulta ca pentru a<1 seria este
n—>o0

convergentd, pentru a>1 seria este divergentd, iar pentru a=1, u, =1, deci
seria este divergenta;
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f) convergenta;

g) lim Q/Z = lim tg(a+gj:tga, deci pentru ae (O,gj seria este
n

n—oo n—co

9

< T T . . .. T
convergenta, pentru ae (Z’Ej seria este divergenta, iar pentru azz

limu, = e # 0, deci seria este divergenta;
n—o0

h) pentru a < ¢ seria este convergenta, pentru a = ¢ este divergenta,
. .u

i) lim—=L
n—oo Mn

=a, deci pentru a <1 seria este convergenta, pentru a > 1
seria este divergentd, iar pentru a=1 se obtine seria armonica generalizatd

Z—p , care este convergentd pentru p >1 si divergenta pentru p <1;
n=1"

o 1o Untl : - <
j) lim =a, deci pentru a <1 seria este convergentd, pentru a>1
n—oo Y
n

1
: : . u )
seria este divergentd, iar pentru a=1 avem —*L=2-en; deoarece

ul’l
1
n+l L 1 U 1 —
e<(1+—] ,rezultd cd el <1+—= 51— =" i din criteriul III
n noou, n 1
n—1

de comparatie, seria este divergenta;
k) convergenta;
1) convergenta;

m) convergenta;
n) convergenta;
1
In—
. a, . 1 .
0) lim =—Inx, de unde rezultd cd pentru x<— seria este
n—e Inn v

< - 1 . . - 1 . .
convergentd, iar pentru x > — seria este divergentd; pentru x = —, se obtine seria
e e

armonica divergenta;
p) pentru a>e seria este convergentd, iar pentru a <e seria este
divergenta;

lni

) . ) a
r) divergenta, deoarece lim n=0;
n—e Inn

s) divergenta;
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Up n l ’
n
1
. . . . —I+x)x .
se considerd functia f:(0,00)— R, definiti prin f (x)zM sl se
X

determina limita acesteia in punctul x =0, se va obtine:

. : I .. 1) 1

11mf(x)=E:> lim |~ —1 |=~. hmf(_j:_<1’

x—0 2 n—e \ U,y € n—ooeo n 2

deci seria este divergenta,

u) pentru o <a seria este divergenta, pentru o >a seria este
convergenta;

v) pentru r<oib—a) seria este convergentd, pentru » > (b —a) seria
este divergenta;

W) pentru a < 2 seria este divergenta, pentru a > 2 seria este convergenta.

Pentru a =2, se utilizeazi inegalitatea 13- (2n+1) S |

2-4-..-(2n)  2dn
Cé{1-3-...-(2%1)}"‘2 1

—, deci seria este divergenta.
2-4-..-(2n)

, de unde rezulta

4n

1.10.7| Sa se studieze natura seriei armonice generalizate:

Indicatie de rezolvare:

.1 . : <
Pentru <0 = lim — 7 0, dect seria este divergenta.
n—e pn

Pentru a0>0=a, =n " >0 este gir descrescator, deci seria armonica

. . 3 RS o o
generalizatd are aceeasi naturd cu seria Z2k -(2k ) = 2(21 “) , care este
k=1 k=1
seria geometricd cu ratia 217 Deci, pentru 2" >1 o <1 seria este

divergenta, iar pentru 21"* <1< o> 1 seria este convergenta.
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(o)

1.10.8 Sa se arate cd seria Zun cu termeni pozitivi §1 monoton

n=l1

descrescatori are aceeasi natura cu seria Zn U
n=l1

Indicatie de rezolvare:
Se considerd v, =u , +u , +..+u, .Rezulta
n n°+l1 (

n+l)
[(n +1)2 —n® +1]u<n+l)2 <vy, < [(n+1)2 —n? +1:|'1/ln2

de unde (n+1)-u <2(n+1)-u <v,<2-n-u, si din criteriul I de

(n—i—l)2 (n+1)2

comparatie seriile Zun s Zn-unz au aceeasi natura.
n=l1 n=l

1.10.9] Sase stabileascé natura seriilor alternate:
)n+1

n+1 I’l +1
a) z n+2 >

a1 1077 a+10"% a+..+10-a+a
b) Z(—1)+- "

,a>0;

0) z n+1 2n+1,

1 1 1 1

N PR BN P BN s s

Indicatie de rezolvare:

. (n+1)"" . s
a) sirul cu termenul general u, = — este un sir descrescator,
n
) n+2 n+l1
u n-+2n . o1 1 .
deoarece Ll = 5 <l, Ilmu,=lim—{1+—| =0, deci
u, n-+2n+1 n—eo n—eo 1 n
conform criteriului lui Leibniz, seria este convergenta;
. 10" -1 a . : 9
b) limu,=a- =—#0, deci seria este divergenta;
n—eo 9-10" 9

¢) convergenta;
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+1 2 . - . . .
d) u, = (=1)"" - =, sir descrescitor si convergent la zero, deci seria este
n

convergenta.

1.10.10| Sa se studieze convergenta absolutd si semiconvergenta seriilor
cu termenii oarecare:

— sin nx — . — COS NX
a)z p ,xeD;b)Zsmnz;c)Z 5 , xell;
= 3 n=1 n=1 n

d)z — ,oell, aeld\l_;

n+a)
a
e
) nzz;l—a

i a, ) . ..
unde (a, ) este un sir marginit;
g) Zm (@,), g

2n = 1
h) n+1 ﬂ xel ,l) _1 n+l.—;
Z n+l ;( ) n(n+1)

1) I
])Z G “"+)aem\u.

Indicatie de rezolvare:

| . : :
a) ‘“n‘ <— i utilizand criteriul 1 de comparatie, seria este absolut
3

convergenta;

b) divergenta;

¢) absolut convergenta;

d) pentru o >1 seria este absolut convergentd, pentru ot <0 seria este
divergentd, deoarece nu se verifica conditia necesard de convergenta a unei serii,
iar pentru o € (0,1], seria este semiconvergentd, utilizand criteriul lui Leibniz;

e) pentru |a| <1 seria este absolut convergenta, iar pentru ‘a‘ >1 seria

este divergentd, deoarece lim u, #0;
n—0
f) pentru a =21 seria este divergentd, deoarece limu, # 0, iar pentru
n—oo
ae ] \{-1,1} seria este absolut convergent;
. ; a,| M
g) seria este absolut convergenta, deoarece u, = < —

nln++3)"
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h) se utilizeaza criteriul raportului pentru seria modulelor si obtinem ca

T T : .
pentru  xe (kn—z, kn+zj, kell, seria este convergentd §i pentru

T R ) . T : :
X€E (kn + R km+ ?), kell, este divergentd; pentru x =km =+ 2 se obtine seria

- n+l 1
convergenta Z(—l) e
o n+1

i) semiconvergenta;

j) pentru seria modulelor se aplicd Raabe-Duhamel si obtinem ca pentru
a>0 seria este absolut convergentd, iar pentru a <0 seria modulelor este
divergenta.

Pentru a <0 avem

a(a—l)-...-(a—n+1) _(_1),,.(—a)(l—a)-...-(n—a—l)mt(_l)n'b

n! B

unde b, >0, (V) nell . Am obtinut seria alternatd Z(—l)n -b, , pentru care
n=l1

bn+1 _h—a

b n+1

n

>1, pentru a <—1; deci, in acest caz sirul (bn)n este crescator si

limita este nenuld, deci seria este divergenta.
Pentru ae (~1,0) sirul (b,) este descrescator si se demonstreaza ca are

limita zero.
u i, +...tu,

Uy et u,
’ bn—l_ .
n n—1

Rezultd ¢a u,=n-b,—(n—1)-b,_; si inlocuind pe b, si pe b, ; vom

Pentru aceasta, fie b, =

obtine u, =(~a)-b,_;, (V) nel . Cumsirul (b,) este descrescator si marginit
inferior, el este convergent, deci sirul (u, )n este convergent.
Fie (= 1i_r)n b,, ;= 1i_r)n u, §1 trecand la limita in cele doud relatii de
n—oo n—soo
recurentd obtinute anterior, rezultd ca /=0. Utilizdnd criteriul Leibniz, seria

Z(—l)n -b, este convergenta.

n=l1

1.10.11f Sa se arate ca:

a) suma dintre o serie convergentd si una divergentd este o serie
divergenta;

b) exista serii divergente a caror suma este o serie convergenta.
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Indicatie de rezolvare:

a) fie Zan 0 serie convergenta si an o serie divergentd; dacd seria

n=1 n=1

oo (o)

Z(an +b,) ar fi convergent, atunci diferenta dintre aceasta si seria Zan ar

n=l1 n=l1

fi o serie convergenta, dar diferenta este seria an, care este o serie

n=1

oo

divergentd; rezultd ca seria Z(an +b, ) este divergent;

n=l1

.. ~ n — n+l . .
b) seriile Z(—l) , Z(—l) sunt divergente, dar suma lor este seria cu
n=1 n=1
suma egala cu zero, deci este o serie convergenta.

. -1 .
1.10.12] Sa se efectueze produsul seriilor absolut convergente E — 5
n!
n=0

oo (o]

Z(— 1)" l si sa se deduca de aici suma seriei Z(— 1)" l

| |
n=0 n: n=0 n.

Indicatie de rezolvare:

(e o]

: : 1 .
Seria valorilor absolute este Z—' pentru ambele serii. Pentru aceasta,
n!
n=0

: : 1 1 1 g <
sirul sumelor partiale este 1+ﬂ+5 +... +—' convergent cdtre e, de unde rezulta
! n!

ca ambele serii sunt absolut convergente. Din Teorema lui Cauchy seria produs

(o]

ch este absolut convergenta si suma ei verifica C=A4-B.

n=0
1 n
Dar c, =—'-(1—1) =0=>C=0.Cum A=e=B=0.
n!
— |
Deci, -1)" - —=0.
;( y-
1.10.13] Se dau sirurile (a,) , (b,) definite prin formulele de
recurenta:
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anﬂz%, bn+1=%, nell,ay=a>b=5b,>0.

n n

a) Sa se demonstreze ca cele doua siruri sunt convergente si ca au aceeasi
limita /.

b) Sa se studieze natura seriei Z(Z ~b,).
n=0

Indicatie de rezolvare:
a) se demonstreaza ci sirul (a, )n este monoton descrescdtor de termeni

pozitivi, iar (b,) este monoton crescator, prin inductic matematic; notand

¢/,=1lima, s1 /, =1imb, si trecand la limita in relatiile de recurenta, rezulta
n—yo0 n—yeo

b) seria numerica Z(ﬁ —b,) este cu termenii pozitivi si aplicAndu-se
n=0
criteriul raportului, rezultd ca este convergenta.

1.10.14] Fie (7\.,1 )n un sir de elemente din [0,1] si (xn )n un sir definit prin
x =b,x,=A,-a+(1-1,)-x,_;, (V) n22, unde a, bel] sunt fixate, astfel

incat a<b.
a) Si se demonstreze ci sirul (x, )n este convergent.

b) Daci sirul (A, )n este monoton crescator, sa se studieze natura seriei

(o]

> (a-x,).

n=l1

Indicatie de rezolvare:

b) fie x=limx,, A=limA, > x=A-a+(1-1)-x = x=a;
n—oo n—>o00

daca termenul general al seriei este u, =a—x,, din criteriul raportului, rezulta
ca

fim 21— g @0t _ @[t @ (1= A ) o
n—oo I/ln n—oo a—xn n—oo a—xn

=1-A<1,

deci seria este convergenta.
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1.10.15] Sa se studieze natura seriilor complexe:

, 0€[0,2n];

— c0S 70 + i- sin nO
2) )

2

n=l1 h

— cosn0p +1i-sinnbp 2km
b) > - , 0 ) ,k=0,1,.,p—1.
n=1

Indicatie de rezolvare:

a) serille de numere reale Z
n=1

convergente, de unde rezultd si convergenta seriei complexe;

(e}

cosnf . sin nO
i)

2 2
n n

sunt absolut

n=l1

.~ cosnf D . oy
b) pentru seria E COSTOP ge aplica criteriul Dirichlet, considerandu-se
n
n=I

. 1 _ . < o
sirul (—J descrescator la zero si seria E cosnBp avand sirul sumelor
nell”

n n=1

oo

: . 5 . cosnfp SRR 5
partiale marginit. Rezultd seria Z— convergentd. Similar se aratd

n=1 n

(o]

.. sin nBp
convergenta seriel z

, deci seria de numere complexe va fi

n=1 n

convergenta.
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TEST DE AUTOEVALUARE

Sa se stabileasca natura seriilor cu termenii oarecare:
S sinn-cosn®

I
n=l1 n

=\ sin nx
b) > ,xell
n=1

n
- 1) sinnx
1+—+ — ;
- In{2 + ¢
d) -1)"-
;( ) In(3+¢*"
oo i %
—1)*. :
¢) ZZ)( L
- 1
f) lnn-ln(1+—j ln£1+—),
nzz; n n
) _1 n+l
g) Z( ) —, ael
n=l1 nO(.+;
Sa se demonstreze ca seria Zx—' este absolut convergenta,
= n!

pentru orice x real. Daci s(x) este suma seriei, si se stabileasca relatia
s(x+y)=s(x)-s(y), (V) x, yel.
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TEMA DE CONTROL

: 1 1
Sa se arate ca sirul cu termenul general a, =1+—-+...+——Inn
n

este convergent.
Sa se studieze convergenta sirurilor definite prin:

x"x L (V) n20, x,=1;

n

a) x,>0,x,,<

b) x,+x,, >0, (V) nel, xr, <x3, (V) nel;
¢) 0<x,<2, (2—-x,) %, >1 (V) nel.

@ Sa se arate cd sirul definit prin termenul general
1 1 oL -
a, = + + ...+ este convergent §i sa 1 se calculeze limita.

n+l n+2 n+n

g . : LT
|§| Sa se calculeze lim| sin +...+sin— |.

n—seo n+1 2n

Sa se calculeze limitele sirurilor urmatoare din []

a) (m,("tl/(n+l).—(’/n7!)) !
b) (% 3 sinl;—n% Zn:cos@j .
nell

k=1 k=1 n

@ Sé se demonstreze convergenta sirului cu termenul general:
x, =l+— —24n+1, n=1 g1 sd se arate ca limita sa apartine
T

intervalului (-2,-1).

2

1
Stiind ca =—,sdsecalculeze ) ———
I nz; nZ 6 n=l1 I’l (I’l + 1)2
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o0 p
Sa se studieze convergenta seriei Z{l 23 4 (2212;)1)} .L’

n=1

1-3-..-2n-1)_ 1

.. 1
stiind ca < < .
2n 2-4-...-(2n) 2n+1

EI Fie sirul definit pri alz\/a
ie sirul definit prin :
a,=\o+a,_;, >0, n=2
a) Si se demonstreze ci sirul (a, )n este convergent si sa se calculeze
¢=Ilma,.
n—so0

(e o]

b) Sa se studieze natura seriei Z(Z ~a,).

n=1

a) Si se studieze convergenta sirului (x, )n cu x, >0 s1 definit

2-a-x,

prin x, . = ,aell,a>0.

a+x,

oo

b) Sa se studieze convergenta seriei Z (x, —a).

n=l1

n n

=) —n
Sa se studieze natura seriei Z{(l +lj ,lJ din 0 2.

n=1

Sa se calculeze sumele urmatoarelor serii de numere complexe:

&
M e

2043 1 }
n(n+1)(n+2)  n(n+1))

S
Il
—

+ .
3 (nr2)!

g
[

-1 . n-2" j

3
Il
—_
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MODULUL 10

FORMULE INTEGRALE

9.1 BREVIAR TEORETIC
Formulele integrale sunt formule de legdtura intre integralele multiple,
integralele curbilinii si integralele de suprafatd fiind aplicatii particulare ale
relatiel j W= j odw, unde o este o forma diferentiald, dw este diferentiala sa

X X
exterioard, iar X este un domeniu cu bord regulat, orientabil, orientarile lui X si
0X fiind asociate.

Definitia 9.1.

(i) Fie 1n spatiul euclidian real [] 2 triunghiul 7; cu varfurile in punctele
Ay (0,0); A;(1,0); A,(0,1). Vom spune cd triunghiul 7; este orientat pozitiv
daca se considerd pe multimea varfurilor sale relatia de ordine Ay, <A, <A,.

(ii) Un triunghi oarecare M, (a;,b,), M, (a,,b,), M;(as,b;) este orientat
pozitiv dacd si numai daca

a b 1
a, b, 1>0.
a; by 1

(iii) Un domeniu poligonal D a carui frontiera este imaginea unei curbe
simple si Inchise este orientat pozitiv daca orice triunghi format din multimea
varfurilor domeniului este orientat pozitiv.

(iv) Fie D un domeniu compact din [J 2 a carui frontiera este imaginea
unei curbe simple si inchise. Vom spune ca D este orientat pozitiv dacd frontiera
lui D este orientata pozitiv (orice linie poligonald formatd din puncte ale
frontierei este pozitiv orientata).

Observatia 9.2. Fie D un domeniu compact in spatiul euclidian [] 2 a
carui frontiera dD este imaginea unei curbe simple si incluse. Fie A un punct
arbitrar pe 0D . Notam C(A) curba simpla i inchisd care are proprietatea cd

orienteaza pozitiv domeniul D avand ca imagine dD .
Fie P, 0:D =[] doud  functii  astfel  1Incat  integrala

curbilinie J‘aDP(x, y)dx+Q(x,y)dy existd. Atunci pentru orice Ae€dD
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integrala jc . P(x,y)dx+O(x,y)dy existd si nu depinde de A. Vom nota

[ﬁP(x, y)dx+Q(x,y)dy valoarea comund a acestor integrale.

oD
Propozitia 9.3 (Formula lui Green-Riemann).
Fie Dc[? un domeniu compact avand ca frontierda o curba simpla,

inchisa rectificabila.
Fie P,Q:D —[1 doua functii continue pe D care admit derivatele partiale

B_P si a—Q continue pe D.
dy  ox
In aceste conditii integralele urmatoare existi si are loc relatia
00 oP
P(x,y)dv+0(x,y)dy = [ | 55— |dudy.
[ﬁaD (x,»)dr+0(x, y)dy D[ax ay} y
Observatia 9.4.

Fie D un domeniu compact avand ca frontiera o curba simpla inchisa si
rectificabila. Atunci are loc egalitatea
: 1
ariaD = E[ﬁ xdy — ydx .
oD

Observatia 9.5.
Fie Scll® o suprafati netedd deschisd definiti de x=f(u,v);

y=g(u,v); z=h(u,v) (u,v)e D marginitd de o curbd inchisd, neteda C=09S,
functiile f, g, A fiind functie de clasi C* pe D2,

Vom alege pentru normala suprafetei S acea orientare care determina
parcurgerea frontierei dS in sens direct si vom numi aceasta fata, fata superioara

aluiS.
Propozitia 9.6 (Formula lui Stokes).
Fie
Sci?
S ={(x,y,z)‘x=f(u,v),y = g(u,v),z = h(u,v), (u,v)e D, f,g,he C? (D)}

o suprafatd orientatd, neteda, deschisa marginita de o curba inchisa C.
Fie Dc? un domeniu care contine suprafata S si P,OQ,R:D —[] trei

functii continue care admit derivate partiale de ordinul I continue pe D.
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Atunci are loc egalitatea

mP(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz =

_ H[a_R_a_dede(a_P—a—Rjdzdx (a—Q—a—dexdy-
: dz Ox ox dy

Observatia 9.7. Formula lui Green se obtine din formula lui Stokes daca
CsiSsuntin 0?2 (dacd z=0, dz=0).

Propozitie 9.8 (Formula lui Gauss-Ostrogradski).

Fie Qc0? un volum marginit de o suprafatd S =0Q inchisa, neteda
orientatd dupd normala exterioara a corpului €. Dacd volumul Q este simplu in
raport cu toate planele de coordonate si dacd functiile P,Q,R: QU S —[] sunt

continue si admit derivate partiale continue pe €2, atunci are loc egalitatea

ﬂ P(x,y,z)dydz + O(x,y,z)dzdx + R(x,y,z)dxdy =
S=0Q

oP 00 O
m( s af alj]dxd dz.
Observatii 9.9.

(i) Dacd se considerd campul vectorial F (x,y,z) de componente

(P,Q,R) definit intr-un domeniu ¥ <[> prin

ﬁ(x,y,z) = P(x,y,z)f + Q(x,y,z)]’ + R(x,y,z)lg ,
daca functiile P,Q,R:V —[] sunt continue si daca n este versorul normalei la
suprafata ScV, n=oi +pj +yl€ , atunci fluxul vectorului F prin suprafata

orientata S va fi

¢:”SF ndo =I P(x,y,z)dydz + O(x,y,z)dzdx + R(x, ,z)dxdy .
S

(i) Daca F este un cAmp vectorial de componente P,Q,R de clasi c! pe

V <l 3, atunci se numeste rotorul lui F vectorul

ot F=| 2R _9Q); +(8—P—8—Rj]+ 99 9Py
dy 0oz dz ox ox dy

Atunci formula lui Stokes devine

Ulsﬁ-dF:”Sﬁ-rotF-dG,
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adica circulatia vectorului camp de-a lungul unei curbe inchise este egald cu
fluxul rotorului sau prin orice suprafata S ce se sprijina pe aceastd curba inchisa.
(iii) Numim divergenta campului vectorial

F =P(x,y,z)f + Q(x,y,z)j + R(x,y,z)lg
si notam

divﬁza—P+a—Q+a—R.
ox dy oz

Cu aceasta definitie formula lui Gauss Ostrogradski devine

[[[divFav=[[F-7-do,
Q S
adicd integrala tripld a divergentei unui camp vectorial continuu diferential pe

compactul simplu € este egald cu fluxul campului prin suprafata frontiera a
domeniului.

9.2 PROBLEME REZOLVATE

Fie 1“={(x,y)‘x2/3 +123=a%3 4 >O}. Se poate aplica formula lui

Green pentru calculul integralei curbilinii

Rezolvare. Fie D domeniul marginit de curba I'. Functiile

X

Y
P(xay):_x2+y29 Q(xay):x2+y2

nu sunt definite in punctul (0,0)e D.

Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii, folosind formula lui
Green:

1 =Ir(x3 —3xy2)dx+ (3x2y—y3)dy,

unde I' este frontiera domeniului
Dz{(x,y)‘x2 +y2 <R?* x20, yEO},

parcursa in sens pozitiv.
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Rezolvare. Fie P,0:D—[, P(x,y)=x"—3x7°, O(x,y)=3x"y—»".

Se observi ca P,Qe C! (D), iar

2 R
= IZJcos Bsin GdGJ‘p3dp =
0 0

T
_3R*( cos20)2 _3R*
2 2 Jlo 27

I=J(xy+x+y)dx+(xy+x—y)dy,
T

unde T este frontiera domeniului

parcursa in sens pozitiv.

Rezolvare. Fie P,0:D —0,P(x,y)=xy+x+y; O(x,y)=xy+x—y.

P,0e C'(D)
s
a—Q=y+1,a—P=x+1
ox dy
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Folosind formula Gauss-Ostrogradski, sa se calculeze integralele de
suprafata de tipul al doilea:

[4] 1= [[4xdydz -2y dzdr + 2dxdy,
unde S este fa‘gasexterioaré a domeniului
v ={(xy.2)? + 7 <4,z¢[03]}.
Rezolvare. Fie P,Q,R:V —I[1 ,
P(x,y,z)=4x, O(x,y,z)=-2y", R(x,y,2)=z2".
Observam ca P,Q,Re C! (V) sica

aP+8—Q+8—R:4—4y+22.
ox dy oz

Deci:

1=m(4—4y+2z)dxdydz=“ i(4—4y+22)d2 - dxdy =

=g(4z—4yz+22)

z

=3 -
dudy = j(12—12y+9)dxdy,
z= .D

unde
Dz{(x,y)‘x2 +y2 S4}.

Avem

I :2IJJMdy—12Td6jpzsin9dp =21-4n—0=84r.
D 0 0

I= ”xzdydz + y2dzdx + 22dxdy,
S

unde S este fata exterioard a cubului

0<x<a, 0sy<a, 0£z<a, a>0.

Rezolvare. Fie Vz{(x,y,z)‘OSxSa, 0<y<a, OSzSa}
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I=2J‘J.J.(x+y+z)dxdydz =2]{.dxj£dyji(x+y+z)d2=

= dej(%zx +2ay + az)dy = T(2a3x +a’x? )dx =3a",
0 0 0

(6] 7= j j X3dydz + y3dzdx + 23dxdy,
S

unde S este fata exterioara a sferei

x2+y2+ZZ=R2.

Rezolvare. / :jjj3(x2 + y2 + zz)dxdydz,
4

unde V ={(x,y,z)‘x2 +y? +2° SRZ}.

Trecand la coordonate sferice, avem

2n L R © 5|r 5
— 2. 2 i (L Pt _12mR
1—3_([ d(p!d@_([p p-sinBdp=6m-( cosG)O sly= 5

Sa se calculeze fluxul cdmpului vectorial
F(x,y,z) = (2xz,—yz,x2 + yz)
prin fata exterioard S a primului octant:
)c2+)/2+z2 SRZ, x20,y=20,z=20.
Rezolvare. Fie V ={(x,y,z)‘x2 +y2+22<R?, x20, 20, z2 0} .

Fluxul campului vectorial F este dat de integrala @ = HF -ndo, unde S
S

este compusa din suprafata sferica a octantului si trei suprafete plane, iar n este
normala exterioara la fiecare suprafata

cp:wdidexdydz:jﬂ(zz—z)dxdydz :J‘IJ/‘J‘zdxdydz.

Trecem la coordonate sferice x=psin@cos@, y=psinBsin®, z=pcosO

cu pe[0,R], 9e [O,g}, fe {O,g}, J =p?sinf. Avem
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r r
2 2
d = I(cose) (sin6)d j (pjp3dp—
0 0
n n n
42 2 42 4
= R—Jcos Osin GdGJdG = iJ‘cosesm 0do = ﬂ
4 7 7 4 7 16
Folosind formula lui Stokes, sa se calculeze:
I=|x(1?+23)dx+y(22 + 22 )dy+z( x> + 2dz,
f (v y y y
unde I' este curba data de ecuatiile
x2+yz+z2 =R2, x+y+z=0.
Rezolvare.
1= ”(Zyz —2yz)dydz +(2zx — 2xz)dzdx + (2xy — 2xy)dxdy =0,
S

e

S, este fata exterioard a suprafetei marginita de curba I".
1 =Jx2y3dx+dy+dz, unde l“={(x,y,z)‘x2 +y° =R2,Z:O}.

Rezolvare. [ = ”—3x2 y?dxdy, unde S. reprezintd o suprafatd marginita

Se
decurba I', z= f(x,y), (x,y)e D ={(x,y)‘x2 +y% < RZ} . Atunci
a=-Y g ooy
ox’ dy’
Rezulta:
A R 27
[=-3 j X2 y% - Cdxdy =3 j j x2y2dxdy = -3 j p’dp j cos20sin’ 0d0 =
D D 0 0

R ) 0=2m R 6
- 0 sin40 31 TR
-3 psdp{ } = ——jpsdp =——
0=0

J Y 4 8
0 0

10 I=J(z—y)dx+(x—z)dy+(y—x)dz, unde conturul poligonal

inchis I'=ABCA are varfurile
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A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1).
Rezolvare. Ecuatia planului (ABC) este

x+y+z-1=0.

1 1 1
Normala la planul (ABC) este | —=,—,— |.
plaut (480) s s
Atunci
=2 ” dydz + dzdx + dxdy = 2 ” 3dxdy=3.
AABC AOAB

11| Sa se calculeze integrala curbilinie

J@Mo(ex sin y — my)dx + (ex cos y — m)dy ,
unde AMO este semicercul superior x* + y2 =ax parcurs de la A(a,0) la
0(0,0).
Rezolvare. Fie
P(x,y)=¢"siny —my;

O(x,y)=e"cosy—m.

Y
A(a,O)
X
0 A(a,0) g
Fig. 9.1
P,0:07% -0 sunt functii diferentiabile. Functiile a—P,aa—Q:D 2 500,
)y  ox

_ : .00 : . :
—=cosy—m si, respectiv, —=e" cosy sunt si ele functii continue.
dy ox
Considerdm curba determinatd de reuniunea dintre arcul AMO s1 segmentul

OA si aplicam formula lui Green pe acest contur inchis
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I (ex siny—my)dx+(ex cosy—m)dy =
AMouoA

= fl)f@—g —g—jjdxdy - I,J mdxdy,

unde Dz{(x,y)‘x2 +y? <ax; y2 O}.

Trecand la coordonate polare, integrala devine:

'gmdxdy = J.E(acjzsempddee = J?%(az cos’ e)de =

0

T
_ma® (5 ma’n

T 2(1+C0529)d9=

0

Deci:
(exsiny—my)dx+(excosy—m)dy+
MO
¥ : ma’n
+.a(exsmy—my)dx+(excosy—m)dy= 2
=t
O parametrizare pentru OA este {x (; te [O,a] si
Y=y,

JO_A(exsiny—my)dx+(excosy—m)dy =J:Odr=0.

Rezulta deci ca

I’I’lCl27'C

8

J. (ex Siny—my)dx+(ex cosy—m)dyz
Mo

12| Sa se calculeze
j\/xz +y2dx+y[xy+ln(x+\/x2 +y2 )}dy,
C

x=2+2cos6;
z=2+2sinb,

unde C este curba C :{ 0e[0,2n].

Rezolvare. Curba C este cercul centrat in (2,2) si de raza 2 deci este o
curba inchisa.
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=y

Fig. 9.2

(x—y)2+(y—z)2s4};

P,O:D —] ;P(x,y)lex2 + %,
Q(x,y)zxy2 +yln(x+\/x2 +y2).

Deoarece (0,0)¢ D, P,Q sunt functii continue si cu derivate partiale

Fie D ={(x,y)

continue. Fiind satisfacute ipotezele formulei Green rezulta

J.C\/)cz +y2dx+y{xy+ln(x+\/x2 +y2 )dy} =J.J.y2dxdy:
D

2 2
- jo " jo [2+psin6]* pdpd =

_ IOZ“ j02[4p +4p?sin0+p’sin’ 6 |dpd6 = 20m

13| Sa se calculeze in doua moduri integrala
2+ 2
m2+y2:lex Y (=ydx +xdy).

Rezolvare. Prin calcul direct, o parametrizare a curbei C este

X =cos0;
y=sinb,

0e[0,2n].
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A

-1

—
=V

p
N

Fig. 9.3
Integrala devine atunci

xz+y2 _ _ n .2 2 _
mx2+y2:16 ( ydx+xdy)—J.0 e(sm 0+ cos G)de—Zne.

Deoarece curba C este o curbd inchisa si functiile sunt continue, cu

derivate partiale continue pe D ={(x, y)‘x2 + y2 < 1} se poate aplica formula lui
Green:

mx2+yzzlex2+y2(—ydx+xdy)= ” ex2+y2(2+2x2+2y2)dxdy=

x2+y2S1

= 2J.027tj.;ep2 (1 - pz)pdpde =(e—1)2n+2n=2me.

14

Sa se calculeze integrala

J1.(v = 2)dx+ (= x)dy + (- »)dz.

daca C este elipsa

2 22
X +:y =a , a >’O
C:

X Z

+—=1, h>0

a h

parcursa in sens trigonometric daca privim din partea pozitiva a axei Ox.
Rezolvare.

Elipsa considerata este un contur simplu, Inchis, ce margineste suprafata

D ={(x,y,z)

X z
Sz, xt+yr<at .
a h
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Fig. 9.4

Functiile
P(x,y,z)=y—z; Q(x,y,z)=z—x; R(x,y,z)=x—y

sunt functii continue care admit derivate partiale continue. Atunci aplicand
formula lui Stokes, obtinem

Eﬁc(y—z)dx+(z—x)dy+(x—y)dz:

- ”—2dydz — 2dzdx — 2dxdy =

=2 ” +— +0+1dedy— —2(h+a)ma

x+y<a

15| Sa se calculeze integrala:

[ch(y2 =22 )dv+ (22 - 2% )dy+ (2% - 7 )z,

unde C este sectiunea cubului O<x<a, 0<y<0,0<z<0 cu planul

3 - : : P .
X+y+z= Ea parcursa in sens trigonometric, daca privim din partea pozitiva a

axei Ox.
Rezolvare. Curba MNPQRS obtinuta prin intersectia cubului cu planul

. av?2 .
este un hexagon regulat de latura . Functiile

P(x,y,z)=y2 —z?
Q(x,y,z)=22 —x?

R(x,y,z)=x" —y*
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sunt functii continue ce admit derivate partiale continue pe [ 3, Aplicand
formula lui Stokes, vom obtine

[ﬁc(yz—zz)dx+(zz—xz)dy+(x2—y2)dz:

= [ (2y-22)dydz+ (=22 - 2x)dzdx+ (—2x-2y) dxdy.

MNPQRS
Az
3
—d
2
XS o4
M
B/
’ R
A \ 3
2 y
N O C .
Q
p B
3 P
—d
2
X
Fig. 9.5

Hexagonul MNPQRS fiind inclus in planul

3
X+y+z==a
2
obtinem

coso=cosf=cosy=

:[[k -z )dx+(z - X )dy+(x -

=—4 H (x+y+%a—x—dexdy=—6a H dxdy:—%a3-
VAPQCT VAPQCT

7
y?)dz=
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16 | Sa se calculeze integrala

chxdx+(x+y)dy+(x+y+z)dz,
daca C este curba
X =asint,
C:<y=acost, te[0,2n].

z=a(sint +cost),

Rezolvare. Curba C este elipsa obtinutd prin intersectia cilindrului
x*+ y2 =a* cu planul z=x+ y si este o curba simpld inchisd care margineste
domeniul D pe planul z=x+ y.

Functiile P(x,y,z)=x, OQ(x,y,z)=x+y si R(x,y,z)=x+y+z fiind

continue si cu derivate partiale continue putem aplica formula lui Stokes si vom
obtine:

chxdx+(x+y)dy+(x+y+z)dz=
=[] +dvdz-dzdv+avdy=— [ dvdy=—na”
P x2+y23a2

17| Sa se calculeze

'US y2 - zdxdy + xzdydz + x? ydzdx,

daca S este suprafata exterioard a corpului din primul octant limitat de
suprafetele z = X%+ y2; X%+ y2 =1 si planele de coordonate.

Rezolvare. Suprafata paraboloidului z=x*+ y* si cea a cilindrului se
intdlnesc in z=1 si deoarece functiile P(x,y,z); O(x,»,z) si R(x,y,z) sunt

continue si cu derivate partiale continue se poate aplica formula Gauss-
Ostrogradski si vom obtine:

“ y?zdxdy + xzdydz + x* ydzdx = J‘J‘J‘ y o4+z+x )dxdydz—
Q=S

” U +y X +y2+z)dz)dxdy=

X2 +y 2«1
x,y>0

I (2t % (3 +57) dvdy %f“ P3dp}de— TZ

x> +y?<l 0 \0
x,y>0
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z
D\
\ i ////
\ =T | |/
/\\ : 54
dRREER
1o I Y
4
] =
1
X
Fig. 9.6

18 | Sa se calculeze fluxul vectorului de pozitie @=xi + )/ +zk prin

suprafata conului z=1- \/xz +y?, 220.

Rezolvare. Fluxul vectorului a prin suprafata considerata va fi

0= ”Sxdydz + ydzdx + zdxdy .

AZ

<y

Fig. 9.7
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Vom inchide suprafata conului cu discul din planul xOy ()c2 + y2 < 1) si

vom aplica formula lui Gauss-Ostrogradski, deoarece ipotezele acesteia sunt
indeplinite

J.J.SXdde+dedx+zdxdy+ J.J. xdydz + ydzdx + zdxdy =

X2 +y2 <1
z=0

= [[[(1+1+1)dvdyez.

j j xdydz + ydzdx + zdxdy = 0 si deci

xzzﬂ-:yozﬁl
1—x+y
0= 3mdxdydz 3 ” j dz |dxdy =
x+y 24
_3 ﬂ ( e )dxdy 3j ';(1—p)pdpde=n.
x+y <1

19| Sa se calculeze fluxul vectorului @ =x%7 + y*j +z°k prin octantul

pozitiv al sferei x* + y* +z> =1 (x>0, y>0, z>0).
Rezolvare. Deoarece suprafata considerata este deschisa, o vom inchide
addugand planele de coordonate x=0, y=0, z=0. Fluxul vectorului @ prin

suprafata considerata va fi:

0= j j x2dydz + y*dzdx + 22dxdy .

Observam ca

” xdydz + y*dzdx + z%dxdy =

x2 +y2 <1l,x,y>0

= || dydz+ ) dede+ Pdxdy =

x=0
x? +y2 <1,y,z>0

- j xdydz + y2dzdx + z%dxdy = 0.

y=0
X +y2 <1,x,z>0
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2

Deoarece P(x,y,z)=x", Q(x,y,z)=y" si R(x,y,z)=z" sunt functii de

clasa C' pe [J 3 suntem in conditiile formulei Gauss-Ostrogradski si

¢:Hj(2x+2y+2z)dxdydz,
Q

unde Q={(x,y,z)‘x2 +y2 + 72 <, x,y,z2 O}.

x=psinBcosp, pe0,1];

Trecand la coordonate sferice Q:|y=psinBsin@, Oe [O,g};

z=pcos0, 0] [0, },
Jacobianul transformarii este J =p?sin®. Obtinem:

/2 pm/2 pl . ) . ) .
¢=2I0 .[0 Io(p51necos¢+psm651n(p+pcos6)-p sinfdpdOdo =

/2 on/2
:%J'O” J‘O’T (sinzecOS(p+sin2esin(p+sinecos€))d(pd6:

/2
:lr (smze+sin29+5sinecose]de=3—“.
2Jo 2 8

20| Sa se calculeze integrala

j L x2dydz + y*dzdx + z2dxdy

daca § este suprafata exterioara a conului

2 2 2

X z
T+ 220, 2¢[0,6], a,b>0.
a”~ a° b

Rezolvare. Deoarece suprafata S este o suprafata deschisa, o vom inchide

considerand discul D = {(x,y,z)‘ z=b, x> +)° < az}

”D x2dydz + y*dzdx + 22dxdy = 2 j '2[ 2 brdxdy = na?h? .
x*+y%<a

Deoarece functiile P(x,y,z) =x2, Q(x,y,z) = y2 si R(x,y,z) =272 sunt

functii de clasa C! pe [J 3 si suprafata S U D este o suprafata inchisa, putem
aplica formula Gauss-Ostrogradski si vom obtine:
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”S x*dydz + y?dzdx + z2dxdy + na’b* = '[ '[ j (2x+2y+2z)dxdydz =

=2 ﬂ [Im x+y+z)dzjdxdy=

x+y <a
2 2 2 2 2
2 e 1__WJ+%(1_)C o dedy:
x+y <a? “ 4
m pa . bzp nh*a’
) 502 (1-2 )(cos6 +sin@) + 22 _ P 4 40—
Io _[0 P ( ; (cos®+sin0) + > P
D 1” 2dydz + y2dzdx + z2dxd __na’h’
ecl, a4 y z y = 5

21| Fie forma diferentialda o de grad 1 si clasa C™ pe [J 2

o(x,y) =(x+y)2dx—(x—y)2 dy

st curbele C; s1 C, avand urmatoarele reprezentdri parametrice

:2. x:t,
clz{x s te[0,1]; sz{ , tefo.1].
y=t, y=t,

Sa se calculeze diferenta integralelor

Izj.u)'lzjw
1C] S1 1y ¢,

in doua moduri:
(i) prin calcul direct;
(ii) cu ajutorul formulei Green.
Rezolvare.
(i) Folosind teorema de reducere a integralei curbilinie la o integrald Riemann
deducem:

L=1,= I;{(fz + t)z 2t—(7 —t)z}dt —I;{(tz +t)2 -(# —t)2 2t}dt =2
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Fig. 9.8
(ii) Cum curba I'=C] U C, este simpla, inchisa si rectificabila. In plus,

determinad orientarea pozitiva a domeniului.
Q :{(x,y)e [ 2‘x2 <y< \/;, X€E [0,1]} .

Cum functiile P(x,y)=(x+ y)2 si O(x,y)=—(x- y)2 sunt polinomiale

ele au derivate partiale continue pe €2, iar:

w- w=- .

Cl C2 Cl_ C2 Cl_UC2=F

Folosind formula lui Green deducem:

I -1, =g[%—g—%—ijdxdy:4gxdxdy.

Din teorema Fubini deducem:
3

I, -1, = 4J‘SU\§xdyjdx=§.

X

Cu ajutorul integralei curbilinii sa se calculeze ariile urmatoarelor

22
domenii:
(i) Dz{(x,y)e 02
(i) D marginit de imaginea curbei
x=3cost—cos3t;
C: te[0,2n].

(x2+y2)2Sa2(x2—y2),x20}, a>0;

y =2sint —sin2¢,
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Rezolvare.

0.4

sin(t)-y/ cos(2:t) O

E \/ \/
-1 -0.5 0 0.5

—0.4
1

cos(t)-/ cos(2-t)
Fig. 9.9

(i) O reprezentare parametrica a frontierei domeniului D este:

X =acosO+/cos20; 5 [ o n}
e|l——,—|.
y =asin0+/cos20,

5
44
Aceastd curba este simpld, Inchisd si rectificabild. In plus, determind
orientarea pozitiva a domeniului D.
Aplicand formula de exprimare a ariei unui domeniu (Green) cu ajutorul
unei integrale curbilinii, obtinem:

: 1
ariaD = Ejrxdy — ydx.

I'=0D:

Folosind teorema de reducere la o integrala Riemann deducem:

2 om/4 '
ariaDza—J‘TE (cose-\/cosze -ﬂ+sin6\/cos29ﬂJd6=
2 c0s20 \€os 26

-n/4
2 q/a 2
:a_J‘n cos29d9=a—.
2 J-m/4 2

(ii) Curba C este simpla, inchisa si rectificabila.
In plus, determind orientarea pozitivda a domeniului D.
Aplicand formula de exprimarea a ariei unui domeniu cu ajutorul unei

integrale curbilinii, obtinem:
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1
' D:-j dy — pdx =
aria 5 SY-y

2
:%Ion[(3008t—cos3t)'(ZCOSt—Zcos2t) —(2sint —sin2r)(3sin3¢ ~3sint) dr =

I
_1 I (12—240052t+4cos3t+16cos4t—800s5 t)dt=6n.
—TC

2

2.598,

2-sin(t)—sin(2-t) 0

—4 -2 0 2 4
— 2.828, 3-cos(t)—cos(3-t) 2.828,

Fig. 9.10

23| Folosind formula Stokes sa se calculeze integrala curbilinie

Izjyzdx+22dy+x2dz,
r

unde I' este curba definitd prin intersectia paraboloidului de revolutie
y2 +z? =4x cu cilindrul x2+y2 =x,z20.
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Rezolvare. O reprezentare parametricd a paraboloidului de revolutie
' +z7=4x (220) este:

1 5
=—p°, p=0,
X 4P p
T T
S:|y=psin0, 0e|-——,—|,
y=psin [ 5 2}
z=pcosH.

Portiunea din paraboloid care se afld in interiorul cilindrului respecta
conditia:
: T T
p< 1—4-s1n29, Oe|—,—|.
6 6
Cum P(x,y,z)=y2, Q(x,y,z)zz2 si R(x,y,z)zx2 au derivate
partiale continue, iar suprafata este cu plan tangent continuu pe portiuni, prin
aplicarea teoremei Stokes obtinem:
I= —ZH(ZCOSOC +xcosP+ ycosY)do.
S

Matricea derivatelor este:

ox dy d
o 8_)96 8_)9/ a—g ) 0 pcos® —psin
ox dy oz P osine  cose |

d op op)
iar coeficientii primei forme diferentiale sunt

A=p, B =—lsin9, Cz—lcose.
2 2

Prin teorema de transformare a integralei de suprafatd intr-o integrala
dubla, alegdnd normala exterioara la suprafata, obtinem:

1=2{[[2(p.6) 4(p.6)+x(p,6) B(p.6) + »(p.6) C(p,6) ]dpde,

OSpS4‘/l—sin29,Ge —E,E .
4 6 6

unde domeniul

Q:{(p,e)e i
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Dupd prelucrari algebrice simple, folosind teorema Fubini se obtine
succesiv:

= Zﬂ(pz cosO —%pz sin@—%psin@cosﬁjdpdﬂ =

Q
T 4,/l—sin29 1 1
= 6 4 2 —_— 24 —_— 1 =
ZJ._Z J-O (p cos© 8p sin O 2psmecosGJdp do

= ~6n(4cos2—3)(8cose 4cos’0—3 —sin6 400529—3—3sin90059)d6=n.

3J1
6

24| Sa se calculeze circulatia vectorului

v=(1+ )T+ (2 +x7) T+ (1 +7 )k
de-a lungul curbei I' definita de reprezentarea parametrica

x=r(14+-cost),

I':< y=rsint, te[0,2n], 2r>a>r>0.

z =\/2r(a—r)(1+cost),

Rezolvare. Prin eliminarea parametrului ¢ se determind doud suprafete a
caror intersectie este curba I".

Imaginea curbei I se afla la intersectia sferei
FHyr+zt=adt

cu cilindrul x* + y? =2rx, z20.
Din teorema Stokes deducem:

C(v.T) =J}(y2 +Zz)dx+(z2 +xz)dy+(x2 +y2)dz=

:”2[(y+z)cosoc+(z+x)cos[3+(x+y)cosﬂd0.

Prin teorema de reducere a unei integrale de suprafata la o integrald dubla
deducem:

C(w.T)=2[[[(y+2) 4+ (z+x)B+(x+y)C]dodg,
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unde pentru suprafata S am folosit reprezentarea parametrica

(x= acosOsin@, 0Oe€ [—Tc,n];

S:{y=asinBsing, (pe[O,g}

Z=acosq,

matricea derivatelor fiind
Y acosOcos@ asinBcosd —asin@
—asinBsin® acosOsin@ 0
coeficientii primei forme diferentiale (alegand sensul normalei exterioare) sunt:

2

A=a’?cosBsin? 0, B= a” sinBsin’ ¢, C=a"sin@cosQ,

iar domeniul € este definit prin:

Q= ((p,e)eDz(pe O,E , B¢ —arccosi,arccosi )
2 2r 2r

In final, prin teorema Fubini, deducem cd C(v,T") este egald cu

arccos—— [ pmt/2 3.0 . . . .
2J 2r I (2a sin (p(cosGsmOsm(p+cos@cos<p+sm9s1n(p))d(p 0=
-arccos—— 0

a 2 2
zzjarccoszg 2a3(cose+sin6+sin29)d6=ia3,f4r—2a.
-arccosz— 3 3 r

r

25| Cu ajutorul teoremei Stokes sa se calculeze integrala

1 =”[(zcosoc+xcos[3+ ycosy)]dc,
s

unde S este jumatatea superioara a sferei
x? +yz+z2 =R2, R>0,

iar o, P,y sunt unghiurile facute de normala exterioara la sfera cu axele de

coordonate.
Rezolvare. Vom cauta un camp vectorial

v=P(x,y,2)i +Q(x,y,2) j +R(x,y,z)k
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diferentiabil astfel incat

9R_00_ .
dy dz
rotv =zi +xj + yk = a_P_B_sz; (9.1)
0z Ox
00 OP _
ox dy -

Determindnd o solutie a sistemului (9.1) de forma P(x,y,z)=xz,

2
O(x,y,z)=xy —% si R(x,y,z)=0, deducem

2
z
1 —szdx+(xy—§j dy,

2, .2 2

+y% =R%;

unde I este cercul {x Oy ’
Z=U.

Din cele de mai sus deducem:

2
1 =Ixydy :J.o ER3 cos’>0sin6dO =0,
r

unde pentru I' am folosit reprezentare parametrica

x=RcosO;
y=Rsin0,

0 [0,27].

26| Sa se determine circulatia vectorului

V=yi —2z] +xk

de-a lungul elipsei definite ca fiind intersectia  hiperboloidului
2x% - y2 +z°=R*, R>0, cu planul y=x. Sa se verifice rezultatul cu ajutorul

teoremei Stokes.
Rezolvare.
(i) Ecuatia parametrica a elipsei este:

x=R-cos0,
I':<y=R-cos0, 96[0,271:].
z=R-sinB,
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Prin urmare:

C(v,T) = |77 = [ ydv—22dy + xdz =
r r
2n

= R? j (—sin 0cosO + 2sin’ O + cos> G)de =3nR>.
0

(ii) Verificarea cu ajutorul teoremei Stokes
Deoarece rotv =2i — j —k , deducem

=Hrotiﬁd6.
S

Cum suprafata S ce are ca bordurd I' este portiunea din planul y=x

aflatd in interiorul hiperboloidului 2x* — y* + z2 = R? deducem
— 1 - —
v = ﬁ(l -] )

r)=| j anaS

S

si

Dar cum elipsa I' are semiaxele a = R\2 si b=R deducem

C(v,I)= > nab=3nR’.

2

27 | Folosind teorema Gauss-Ostrogradski sa se determine fluxul
campului vectorial

v=x7+ y3]_' +zR*k
prin suprafata domeniului

Qz{(x,y, Jen?

in directia normalei exterioare.
Rezolvare. Cum

]?(x +y) h}; Rhel’,

diVV=3(x2 +y2) + R?
deducem:

0(v,0Q) =”\7-ﬁd(5=”j[3(x2 +y2)+R2}dxdydz.
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Folosind coordonatele cilindrice

x=pcosO, 0e[0,2n]
y=psin®, pe[0,R] iar sz
’ ’ D(p,,z)
z=2z, zZE F,h
deducem:
o(v agz)z'[mc jR jhz(spzmz)pdz dp [do=
’ 0 |Jo %

= 27:_[0R(3r2 + R? )(h - }%2] .pdp = mhR".

28| Sa se calculeze integrala

I = J‘J‘yzzdxdy + z2xdydz + x* ydzdx,
S

unde S este bordura domeniului

Qz{(x,y,z)eD3‘0S2Sx2+yzﬁl,xZO,yZO}.

Rezolvare.

Fig. 9.12

Integrala se mai poate scrie si sub forma
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I =J‘J‘(yzzcosy+xz2 cosoc+x2yc0s[3)d(5
S

si folosind formula Gauss-Ostrogradski se obtine
I=”j(x2+y2+22)dxdydz :
Q

Folosind coordonatele cilindrice se obtine:

x=rcos0, Oe [O,g}

yerinea re [Oal] 1ar D(X,y,Z) =7
D(r,e,z)

z=2z, ze [O,I”]

R N e

29| Se da campul vectorial v=x-f(xy)i +y-f(xy)j+zk, unde
1

f£:02 50 este de clasa CI(DZ) si f(l):_;

(i) Sa se determine functia f astfel incat fluxul lui v prin orice suprafata
S inchisa, cu plan tangent continuu pe portiuni, s fie nul.
(ii) S& se determine fluxul Iui v prin suprafata § a conului
2 2 2
X z < :
—2+y—2——2:0 aflata intre planele z=0 s1 z=5b.
a- a b
Rezolvare.
(i) Conditia din problema este echivalentd cu divv =0 pe [J 3 adica:

21 () +xyf (xv) +1=0, V (x,y)e D .
Notand cu u = xy, se obtine ecuatia diferentiala

2uf'(u)+2f(u)+1=0,

care are solutia generala:

Fu)=—+E, cen, uzo.
2 u

Cum f este diferentiabil pe 0°=C=0 si f (xy)z—%, iar campul

vectorial v este
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V——le—l j+zk
5 2)’] -

(i) o(v,S) =Lj(—%xcosa—%ycosﬁ+zcosyjdc.

Completam suprafata S cu planul :z=>, obtinand o suprafata inchisa
X =S um. Intrucat fluxul lui v prin suprafata X este nul, deducem:

o(v,S)=-0(v,n)= —”(—%xcosa —%ycosB - zcosyjdc ,

unde o,B,y sunt unghiurile formate de normala exterioara la planul ® cu axele
de coordonate (oc = E, B= E, Y= Oj :
2 2
Deducem:

(7,8 ”zdcs _— j j dxdy = —bna?

x? +y 2<d?

30| Stabiliti identitatea (formula lui Green)

[lftu-uanyasave= ] (Vd_:_uﬂjda,

unde u si v sunt functii continue cu derivate de ordinul doi continue in
domeniul Q.
Rezolvare. In formula lui Gauss-Ostrogradski

JH[BP % 4 asapde = J] (Peosors Qeosfi+ Reost)de

S=0Q
punem:
/7 /’
P=v-u,—u-v,
Q v u/ l
y Vy
/7
R=v-u,—u-v,
atunci:

—u (v;'x +v], + v;'z) =vAu —ulv, (9.2)

iar
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Pcosoc+QcosB+Rcosy=v(u; cos 0L+ 1), cos P +u, cosy)—
(9.3)

—u(v; coso+V), cosP+v, cosy) —v 2y
g dn  dn
Reunind (9.2) si (9.3) in combinatie cu formula Gauss-Ostragradski se

obtine rezultatul dorit.

9.3 TEMA DE CONTROL

Folosind formula lui Green, sa se calculeze:
1. I—xzydx + xyzdy ,
r

unde T este cercul x> + y* = R? parcurs in sens pozitiv.
< nR?
Raspuns. -

2. I=J‘xydx+(x2 —yz)dy ,
r
unde T este conturul AOAB de varfuri O(0,0), A(2,1), B(1,2) parcurs in sens

pozitiv.

3
Raspuns. —.
P 2

3. I=J.(3x2 —8y2)dx+(4x—6xy)dy ,
T

unde I' este frontiera domeniului
Dz{(x,y)‘x+y£1, x>0, yZO}.

Raspuns. g .

4. S3a se calculeze aria domeniului plan marginit de astroida

23423228 450,

Indicatie. O reprezentare parametricd a astroidei este:
xX=a cos2 t;
. telo.2m];
y=asin’t,
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3na’

Raspuns.

Sa se calculeze integralele de suprafatd, utilizind formula Gauss-
Ostrogradski:

5. j I xdydz + ydzdx + zdxdy,
S

unde S este fatd exterioara a domeniului din [J 3, delimitat de planele
x+y+z=a,x=0,y=0,z=0.
3
. a
Raspuns. >

6. I=”x(y2 —zz)dydz+y(z2 —xz)dzdx+z(x2 —yz)dxdy,
S

unde S este fata exterioara a sferei x* + y* + z2 = R?.
Raspuns. 0.

7. 1= ”xdydz + ydzdx — 2zdxdy,
S

unde S este forta exterioard a domeniului din [J 3 marginit de planele
x=0,y=0,z=0,x=1, y=1, z=1.
Raspuns. 0.

Sa se calculeze integralele urmatoare, aplicand formula lui Stokes:

8. j yidx+z%dy +x%dz, unde ABCA este conturul poligonal

ABcaA
determinat de punctele A(a,0,0), B(0,4,0), C(0,0,a).

Raspuns. —a .
9. I(Zx—z)dx+(y—z+1)dy+zzdz,
r

unde I" margineste suprafata
S ={(x,y,z)‘x2 +y2 = 22, zZE€E [1,2], x20,y2 0} .

Raspuns. 0.
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10. Fie campul vectorial
F(x,y,z)=(2z-2y,2x—22,2y —2x)

2 2
Co X g : A o n
si elipsoidul T+%+ z? =1 Sa se calculeze circulatia campului F in lungul
curbei de intersectie dintre elipsoid si semiplanele de coordonate x>0, y >0,
z2>0 1in sens pozitiv.
Raspuns. 11r.

11. Fie domeniul D =1(x, xt+9? < 11 si functiile
y y | !

0, daca (x,y)=(0,0)
P(x,y)= -y <
R daca (x,y)#(0,0)
(x +y )
si
0, dacd (x,»)=(0,0);
2
O(ry)=1_ 9" Gaca (x,)%(0,0).
2 2\
(x*+57)
Daca functia B_Q_g_P se prelungeste prin continuitate in origine, sa se
x  dy

calculeze integralele
1 =[f]P(x,y)dx +0(x,y)dy
oD

si

Sa se explice rezultatul obtinut.
Raspuns.

11=U1Dde+Qdy=7t

L= ”D@—f—g—ijdxdy =0

1, #1,, deoarece functiile P s1 QO nu sunt continue $i nu admit derivate
partiale in origine.
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12. Sa se calculeze [|](x—y)dx+dy, daca

S

Dz{(x,y)‘x2 +y? <2x, yZO}.

T
Raspuns. —.
P 2

13. Si se calculeze jAMBexy [ yzdx+(1+xy)dy] daca punctele A si B se

gasesc pe axa Ox si aria figurii limitate de curba considerata AMB si segmentul

AB este egala cu S.
Raspuns. 0.

14. Sa se calculeze
chex[(l—cosy)dx—(y—siny)dy],

daca C este frontiera domeniului
D ={(x,y)‘xe [0,n], 0<y< sinx}

parcurs in sens pozitiv.

Rispuns. %(1 — e“) .

15. Sa se calculeze integrala
fl.(r=2)dr+(z-x)dy+ (x-2)dz,

curba C este obtinuta prin intersectia cilindrului x>+ y2 =1 cuplanul x+z=1.
Raspuns. 4.

16. Sa se calculeze integrala
[ljc(y2 +22)dx+(x2 +22)dy+(x2 +y2)dz,

dacd C este curba aflatd la intersectia sferei x*+y*+2z2=2-R-x cu cilindrul

x*+y*=2-r-x, 0<r<R, z>0, parcursi in sens trigonometric privind dinspre
partea pozitiva a axei Ox.
Raspuns. 2mRr.
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17. Sa se calculeze integrala
H(Zx + xyz)dydz +£z2 —%yﬂdzdx + xy\/xz + yzdxdy ,
S

2 2

o : : X :
unde S este suprafata exterioara a solidului comun suprafetelor i + % =2z §i
2 2
X
EEN A
4 9

Raspuns. 167.

18. Sa se calculeze integrala
mcyzdx +z%dy + x%dz,

dacd C este curba lui Viviani definita prin intersectia suprafetelor
4y 4zt =dt i x2+y2=a-x, a>0.
< na’
Raspuns. -

19. Folosind formula lui Green sa se calculeze integrala
1= erzdy — yzdx,
unde I" este bucla lui Descartes datd de ecuatia
x3+y3 =3a-x-y,aell’.

Sa se verifice rezultatul prin calcul direct.
2831 ;
5 :

Raspuns. [ =

Indicatie. O reprezentare parametrica posibild a buclei Descartes este:
2/3

x =3a-(p(6)cos€)) ; o { n}

- €| 0,—|.
y=3a-(p(0)sin6)”", 2

I:
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1.587,
1.5

2
3

3~(c0s(t)~sin(t)2) 1

0.5

0.5 1 1.5

2
3~<cos(t)2~sin(t)) ’
Fig. 9.13

unde
p(0)=cosO-sinB.

20. Calculati integrala curbilinie
1= jxdy — ydx,
r

unde I" este hipocicloida

x=acos’ 0;
r: X 0e[0,2n].
y=asin’ 0,
2!
sin(t)° 0
-1, -1
-1 0
- L cos(t)3
Fig. 9.14

Raspuns. / =%a2.
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21. Calculati direct si apoi verificati rezultatul folosind formula Stokes,
urmatoarea integrala curbilinie

F=jx2y3dx+dy+zdz,
r

unde I este cercul
- 32 +yz :Rz;
z=0.

6
Raspuns. / =—%.

22. Determinati circulatia vectorului
v=z7 4+ x37 + y3l;

pe curba I' aflatd la intersectia hiperboloidului 2x% — y2 +z2=R? cu planul
x + y=0. Verificati rezultatul cu formula Stokes.

Fig. 9.15
Rispuns. C(v,F)zE R*.

23. Determinati cu ajutorul teoremei Gauss-Ostrogradski fluxul campului
vectorial

V=x’yi +x°] +xyzk
prin suprafata S ce este bordura domeniului

Qz{(x,y,z)eD3‘x2+y2+ZZSR2,xZO,yZO,220},R>O;

in directia normalei exterioare.
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RS
Rispuns. ¢(7,S) =3
24. Sa se calculeze integrala

1 =”(x3 coso.+ y° cosP + z° cosy)dcs,
S

unde S este suprafata sferei X+ y2 +z%= Rz, R>0,iar a, B, Y sunt unghiurile
formate de normala exterioara cu directia pozitiva a axelor de coordonate.

Raspuns. / =%T&R5.

25. Sa se calculeze, aplicand formula lui Gauss-Ostrogradski, integrala de
suprafata

I=J](x—y+Z)dydz+(y—z+x)dzdx+(z—x+y)dxdy,
S

unde S =0Q este fata exterioara a suprafetei octoedrului

Q:z{(x,y,z)eD3||x—y+z|+|y—z+x|+|z—x+y|Sl}.

Fig. 9.16

Raspuns. /=1.
Indicatie. In integrala tripla se face schimbarea de variabile

x—y+z=u, ue[-11];
T=gy—z+x=v, ve[—l,l];

Z—X+y=w, W€ [—1,1].

26. Calculati folosind formula Gauss-Ostrogradski integrala de suprafata:

I = 'U xzdxdz + yxdydx + zydzdy,
S

unde § este bordura domeniului
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Q:{(x,y,z)eD3‘x2+y2SRZ,XEO,yZO,OSzSh}, Rhel*®

Réaspuns. / = Rh(zf n;j

27. Determinati fluxul campului vectorial

v=xT + yzj_' +z°k
prin suprafata S a conului

Qz{(x v,z )ED

2 y Z2
—2 _2_b_2<0 OSZS[)

in directia normalei exterioare.
na’b?
2

Rispuns. ¢(v,S) =

28. Sa se calculeze, folosind formula integrala a lui Stokes, integrala:

I=[ﬁydx+zdy+xdz,

unde C este conturul aflat la intersectia planului x+y+z=0 cu sfera

2, .2, .2 . : <
XT+y +z7 = a’, a>0, parcurs in sens direct fata de axa Ox.

Raspuns. na’+/3.

29. Sa se calculeze, folosind formula integrald lui Gauss-Ostrogradski,
integrala:

]=ﬂ(x—y+z)dy/\dz+(y—z+x)dZ/\dx+(z—x+y)dX/\dy,

unde S este suprafata tetraedrului ABCO cu varfurile A(1,0,0), B(0,10),
C(0,0,1) si 0(0,0,0).

1
Raspuns. —.
P 2
30. (i) Sa se calculeze in doud moduri integrala:
Izj—)c2 ydx+x-yAdy,

2

unde C este curba inchisd data de ecuatia: X%+ y2 =a",a>0.
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(ii) Calculati valoarea integralei:

1= I (x2 +y2)dx,
AB

unde AB este arcul din cercul x° +y?=2-xcu A(0,0) si B(L1).

Rispuns. (i) ga4; (i) 1.
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MODULUL 2

SIRURI $1 SERII DE FUNCTIL. SERII DE PUTERI

In acest modul sunt prezentate pe parcursul a doua lectii principalele
notiuni teoretice referitoare la convergenta sirurilor si seriilor de functii i a
seriilor taylor si de puteri, precum si algoritmii cei mai des intdlniti pentru
rezolvarea problemelor specifice referitoare la tematica acestui modul.

Dupa parcurgerea celor doua lectii din cuprinsul modulului studentii vor
dobandi cunostintele teoretice si 1si vor forma deprinderile practice cu ajutorul
carora vor putea recunoaste, intelege si rezolva probleme referitoare la:

- convergenta simplda si uniforma a sirurilor si seriilor de functii,

asemandrile si deosebirile dintre aceste notiuni;

- transferul proprietatilor de continuitate, derivabilitate, integrabilitate,
existenta a primitivelor termenilor sirurilor si seriilor de functii
uniform convergente asupra functiei limita, respectiva suma;

- criterii, metode si algoritmi de rezolvare a problemelor de convergenta
simpla s1 uniformad a sirurilor si seriilor de functii si aplicatii ale lor.

Materialul trebuie parcurs in ordinea sa fireasca prezentatd in cuprinsul
modulului, inclusiv in portiunea referitoare la aplicatii. Metoda de studiu va fi
cea specificad disciplinelor matematice, cu utilizarea expresa a adnotarilor facute
cu creionul pe tot parcursul textului. Pentru fiecare tip de exercitiu se recomanda
identificarea algoritmului si descompunerea acestuia in etape succesive. Se
recomanda studierea solutiilor problemelor rezolvate si rezolvarea completa a
problemelor propuse in testele de autoevaluare si in tema de control propusa.

Timpul mediu necesar parcurgerii si insusirii notiunilor teoretice,
algoritmilor de rezolvare a problemelor, formarii deprinderilor practice de
rezolvare si dobandirii competentelor enumerate anterior este de aproximativ 6-
8 ore de studiu pentru fiecare lectie, intr-un ritm de 2-3 ore pe zi.
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LECTIA1
SIRURI DE FUNCTIL. SERTI DE FUNCTII

2.1$irurl de functil

Fie familia de functii (f,, )(XE ; definite pe aceeasi multime X i cu valori

reale. Daca multimea indicilor / este multimea numerelor naturale, atunci avem
un sir de functii.
Notatie: (f, )n

Definitia 2.1.1. Un punct ae X este punct de convergenta al sirului de
functii (f, )n daca sirul numeric (7, (a))n este convergent.

Multimea punctelor de convergenti ale sirului de functii (f,, )n se numeste
multimea de convergenti a sirului (£, )n :

Exemple

1) Sirul de functii f,(x)=x", nell, are multimea de convergenta
intervalul [-11].

2) Sirul de functii f, (x) =n—);, nell”, are multimea de convergenta [ .

Definitia 2.1.2. Fie (f, )n un sir de functii definite pe multimea X si
avand multimea de convergenti 4. Dacia f(x) este limita sirului numeric
( f, (x))n , (V) xe 4, atunci s-a stabilit o corespondentd x — f(x) a multimii 4

in multimea numerelor reale. Functia f(x) definitd prin f(x)= lim f, (x),
n—>o0

x€ A, se numeste functia limita pe multimea A a sirului de functii considerat.

Exemple

n
: . X : g :
1) Sirul de functii f,(x)= —are multimea de convergenta [1 si pentru
n!

orice xreal lim f,(x)=0= f(x)=0, (V) xell.

n—>o0
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nx+1

2) Sirul de functii f,(x)=a”*?, nell, a>0, este convergent pentru

orice x real si are functia limitd f(x)=lim f,(x)=a", xel .
n—>o00

Definitia 2.1.3. Se spune ci sirul de functii (7, )n este simplu convergent
pe X catre functia f, daca pentru (V) xe X si pentru (V) >0 existd un numar

fn(x)—f(x)‘<8, (V) n>n(ex).

n(e, x), astfel incat

Exemplu
4
. . X : g
Sirul de functii f, (x)z—2 definit pe [I este convergent pe [] catre
n
4
functia f(x)=0, (V) xeD . Se cautd un numir n(e,x), astfel incat — <e,
n
4 52

n>n(eg,x).Rezulta n° >—=nle,x)=—.
v Iti n?>>

3 Je

Definitia 2.1.4. Se spune ci sirul de functii (7, )n este uniform
convergent pe X citre functia f, dacd pentru (V)e>0 existd un numir n(e),

fu(x)= f(x)| <&, (V) n>n(e) si (V) xe X.

astfel Incat

Observatie. Un sir de functii uniform convergent este si simplu
convergent. Reciproca nu este adevarata.

Propozitia 2.1.5. Daci sirul de functii (7, )n, definit pe multimea X,
fn(x)‘San, (V) xe X, nell, unde (a,) este un sir de

numere pozitive cu limita zero, atunci sirul (7, )n converge uniform catre

satisface conditiile

functia constanta zero.

Corolar
Dacid pentru un sir de functii (f, )n definite pe o multime X, existd o

functie f:X — R si un sir de numere reale (a,) , a,>0, pentru care

lim a, =0, astfel incat fn(x)—f(x)‘<an, (V) xe X, atunci sirul de functii

n—>oo
(f, )n converge uniform catre functia f.
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Criteriul lui Cauchy
Sirul (£, )n de functii f,: X —[ converge uniform pe X citre functia

f:X -0 daca si numai daca: (V) >0, (3) n(e) pentru care

fn(x)_fm(x)‘<8, (V) n,m>n(e) si (V) xel.

Teorema 2.1.6. Fie (f, )n un sir de functii uniform convergent pe X cétre
functia f. Daca toate functiile f, sunt continue in punctul ae X, atunci si
functia limita va fi continua in punctul a.

Observaii:
1) In cazul in care ae X N X', teorema 2.1.6 este valabila sub forma mai
generald: daci sirul de functii (f, )n este uniform convergent pe X \{a}, unde

ae X N X’ si daca toate functiile £, sunt continue in punctul a , atunci sirul de
functii (7, )n este uniform convergent pe X si limita sa este continua in a.
2) Teorema 2.1.6 ramane valabild dacd functiille f, sunt continue la

stanga (la dreapta) in punctul a si atunci functia f va fi continud la stanga (la
dreapta) in punctul a.
3) Conditia ca sirul de functii (7, )n sa fie uniform convergent pe

multimea X este numai suficientd, nu si necesara, pentru ca functia f sa fie
continua intr-un punct a.

Exemplu
Fie sirul de functii (f,) definite prin f,(x)=x", xe(0,1). Pentru

acesta, lim x" =0=f(x), (V) xe (0,1). Functia f'si functiile f, sunt continue,
n—yoo
dar sirul de functii considerat nu este uniform convergent.

Corolar
Un sir (f, )n de functii continue pe X, uniform convergent pe X, are limita

o functie continud pe X.

Teorema Dini. Daci sirul de functii (f, )n, fn I =0, este simplu
convergent catre functia f:/ —[] , unde / este un interval compact si daca
(f, )n este monoton in fiecare punct al lui /, iar functiile £, s1 fsunt continue pe
1, atunci convergenta sirului este uniforma.

Teorema 2.1.7. Fie I un interval mirginit si (f, )n un sir de functii
derivabile, definite pe 1. Daci (£, )n converge uniform catre f'si sirul derivatelor
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(/), converge uniform pe / catre o functie g, atunci functia f'este derivabila pe

Isi f'(x)=g(x), (V) xel.

Observatie
Reciproca acestei teoreme nu este adevaratd. Un sir de functii (£, )n poate

fi uniform convergent catre functia f, cu f, derivabile si f derivabila, fard ca
sirul derivatelor ( f,/) s fie uniform convergent.

Exemplu
Sirul f,(x)=

functia f(x)=0, termenii sirului si functia limita sunt derivabili pe [0,2xt], dar

sin nx

X€ [0, 275] este uniform convergent pe [0,27t] catre

sirul derivatelor f(x)=cosnx nu este convergent pe [0,27].

Teorema 2.1.8. Daci (f, )n este un sir de functii continue, uniform
convergent pe un interval [a,b] catre functia f atunci:

,}zzf ff

Exemplu

Sirul de functii f,(x)= cosnx

definit pe [0,7] este uniform convergent

pe [0,n] catre functia f (x)=0
T/2

| B 5 1 . nm R
Avem —- I cosnxdx=—2-smnx 2 =—2-sm—%0,cand n—>oo,
n n n
0 0
2.2 Seril de functil

Definitia 2.2.1. Seria f,+ f5+...+ f, +..., unde f,, f5,..., f,,... €ste un
sir de functii definite pe aceeasi multime X, se numeste serie de functii.

Notatie: Z S
n=l

Pentru orice x, € X avem seria numerica Z £, (x,), serie care poate fi
n=l
convergenta sau divergenta.
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Definitia 2.2.2. Multimea punctelor xe X pentru care seria Z f, este

n=1

convergenta se numeste multimea de convergenta a seriei Z I -
n=1

Exemplu

n
. . X .
Cu sirul de functii fn(x)=—', xell, n=0,1,2,... se formeaza seria de
n!

n

LN X : g
functii Z—, care are multimea de convergentd (— oo, o0).

|
=0 n.

Definitia 2.2.3. Seria de functii Z f, este simplu convergenta pe X
n=l
citre o functie f, daci sirul sumelor partiale (s, )n, S, =fi+f,+...+f, este

simplu convergent pe X cdtre f, pentru orice x.

Functia f definitd pe X se numeste suma seriei Z S -

n=l1

(o)

Definitia 2.2.4. Seria de functii Z f, este simplu convergenta pe X
n=1
catre o functie £, dacd pentru (V) >0 si pentru (V) xe X existd un numdr

n(e,x), astfel incat pentru orice n > n(e,x) sa avem

)+ Fo0) ot £, (6)- £ () <.

Exemplu

sin nx

n2

Seria de functii »_

n=I1

, xe [l , este simplu convergenta pentru orice x

real.
Pentru a demonstra aceasta, fie sirul sumelor partiale:
1 1 1
X)SS+Stat—=u
172 22

sinx sin2x sin nx
s, (x)= + +oe = | ns

12 22 ) I’l2

unde sirul cu termenul general u, este convergent.
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Definitia 2.2.5. Fie seria de functii Z fa, f,:Xcll =0, pentru

n=l1

(V) nel”. Seria Z f,, este uniform convergentd pe BC Ac X , unde 4 este
n=1
multimea de convergenti simpla, daci sirul sumelor partiale (s, )n este uniform

convergent pe B.

Definitia 2.2.6. Seria de functii Z f, este uniform convergentd pe X
n=1
catre o functie f, dacd pentru (V) e>0, (3) n(e), astfel incit pentru orice

n>n(e) si avem

A (x)+ o (x)+.t £, (x) = £ (x)| <&, (V) xe X

Exemplu
: : . 1 .
Fie seria de functii Zx”, X€e [O,—] Pentru aceasta, sirul sumelor
n=0 2
1 x}’H‘l
partiale s, (x)=1+x+..+x" = 1—+ converge uniform catre functia

flx)= % , deci seria este uniform convergenta pe [0, %} :
- X

Criteriul general de convergenta uniforma

Seria de functii Z f, este uniform convergentd pe X clJ daca si numai
n=1

dacd (V) e>0, (3) n,el, astfel incat
(V) n>ng, (V) pell *, (V) xe A.

fn+l(x)+fn+2(x)+"'+fn+p(x1<89

Criteriul lui Weierstrass
Fie sirul de functii (f,) ., f,: X c0 =0 si(a,)  unsirde numere

fo(x)La,, (V) xe X, (V) nel, si daca seria de

reale strict pozitive. Daca

numere Zan, a, >0 este convergentd, atunci seria de functii Z £, (x) este
n=1 n=l1
uniform convergenta pe X.
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Exemplu

: : Lo | : g
Fie seria de functii Z—x, x€ (L,e0). Aceasta este uniform convergentd
n
n=l

pentru orice x € (I,%0), deoarece pentru (V) xe (1,0), (3) ae (1,), cu a<x;

o1 | . R -
deci, — < —_, 1ar seria numerica Z—a este convergenta.
n n e/

Teorema 2.2.7. Fie sirul de functii continue (f),) [, Xcl >0,

nell”’
Daca seria Z f,, este uniform convergentd pe X catre f, atunci functia f este

n=1
continua pe X.

Teorema 2.2.8. Fie seria de functii Z f, uniform convergenta pe X catre

n=l1

functia f. Daca functiile f, sunt derivabile pe X si seria derivatelor Z /7 este
n=l1
uniform convergentd pe X catre functia g, atunci functia f este derivabila pe X si

f'=g.

Exemplu
. N COSnX . 3
Seria Z 3> XE [O,2n], este uniform convergenta pe [O,ZTE],
n=l h
cosnx| _ 1 . . — sin nx .
deoarece <7 Seria derivatelor este —Z o, care este uniform
n n - N
S sinnx| _ 1
convergenti pe [0,27], deoarece |- 1S
n n
. . . 3 — sinnx
Notand cu f(x) suma seriei considerati, vom avea f '(x)=—z >
n
n=1

Xe [O,ZTE].
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Teorema 2.2.9. Fie seria de functii Z f, uniform convergenta pe a,b]
n=l1
catre functia f. Daca functiile f, sunt integrabile pe [a,b], atunci functia feste

b w b
integrabila pe [a,b] si jf(x)dx = ijn (x)dx.

I’l=1 a

Observatie. Teorema serveste nu numai pentru calculul integralei definite
a unei serii de functii, ci §i1 a primitivelor pe orice interval continut in multimea
de convergentd uniforma a seriei considerata.

Exemple
: . . COSX COS2x cosnx
1) Seria trigonometricd f(x)=1+ s t—5 t..t———+.. este
| 2 n
uniform convergenta pentru orice x real.
- sinx = sin2x sin nx
Rezulta ca Jf(x)dx=C+x+ 3 Tt 3
1 2 n

2) Seria de functii 1+ x+x%+...+x" +... este uniform convergentd

. . 1 :
pentru orice x € (—1,1) si are suma o Deci, pentru xe (=1,1) avem

2 n
de=C+£+x—+...+x—+...=—1n(1—x)+C’.
I-x I 2 n
2 n
Pentru x=0, C=C’ :>1n(1—x)=—f—%—...—x——..., A <1
n

2.3.1] Sa se arate ca sirul de functi (fn)n, fn:[O,l]—>D,

fo(x)=x" (1 = x") este convergent, dar nu este uniform convergent pe [0,1].

Indicatie de rezolvare.
Pentru xe [0,]]= lim I (x)=0, deci sirul de functii este simplu
n—>co

convergent catre functia constantd f(x)=0, (V) xe[0,1].

Pentru a arata ca nu este uniform convergent catre f, se considerad

x, =27""€[0,1], pentru care fn(xn)=i, (V) nel .
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2.3.2| S se arate ca sirul de functii (f,,) , f,:(Leo) =0 , definite prin:

. (L .
7, (x)= \/ (n2 + 1)- sin? = + nx —+/nx este uniform convergent.
n

Indicatie de rezolvare.

2
(n2 +1)-sin2 T (”2 +1)‘n2 2 2
0< /£ (x)= n <" <2"f="f.
\/(n2+1)-sin2n+nx+ nx 2Nn 2n &
n

e A o n’
Utilizdnd teorema anterioard pentru a, =T
n

— 0, rezultd ca sirul de
functii converge uniform citre functia constanta f(x)=0.

2.3.3] Sa se arate ca sirul de functii (fn)n, frn:[0,00) 10,

f(x)= 1 e converge uniform cétre functia f(x)=0, x& [0,00).
n

2.3.4] Si se arate ci sirul de functii (f, )n este uniform convergent pe

intervalul indicat, pentru:
2

X X
AT 1900 ab n = ’ 374 ;
D =T o) ()= xel
0 f,(x) = xe[Le)1d) £, (x) =3, xe[0.n].
(1+x2") n”+1
Indicatie de rezolvare.
2
a) 0< al SL:an =L—>O, de unde sirul de functii converge
n2 +x4 2n 2n
uniform cétre functia constanta zero;
b) f(x)=0;
0 osjf,,(x)szin:,afziﬁo:f(x):o;
d) f(x)=0.
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2.3.5| Si se arate ci sirul de functii (f, )n converge simplu, dar nu

converge uniform:

a) f,(x)=

X
X+n

, x€ (0,00);

n

b) f,(x)= 1+xx2” , xe[0.1].

Indicatie de rezolvare.

a) lim f,(x)=0, deci sirul de functii converge simplu citre f(x)=0;
n—>oo

pentru x=n = f,(x)= %, (V) ne, deci sirul nu converge uniform;
b) f(x)=0,xe[0,1) si f(l)z%. Se alege x, =1 —le [0.,1], pentru care
n
1’ " e
f.(x,)= (1 - —) : {1 + (1 - —] } — ——, deci sirul nu converge uniform.
n n e+1

2.3.6] Sa se arate ci sirul de functii (f, )n, S :(0,00) >, definite prin

£, (x)= ZH:Zk -sin 1
k=1

3k x

nu este uniform convergent.

Indicatie de rezolvare.
Se arata ca nu se verifica criteriul lui Cauchy, adica (3) € >0, astfel incat

pentru (V) ne, (3) x,€(0,) si (3) p, el *cu S (30) = f(x,)| > €
1
— — n+l o ntp o
fn+p ()C) fn (X)‘ 2 S 3n+ . +...+2 sin 3n+px
: 2
sipentru x =x, = 32n+1n
sin 3"+lxn =sin3" .gz(_l)n,,,,, sin Sy —sin32 "1 _gz(_l)p—n—l

siludnd p=n =

‘f2n(x)_fn(x)‘=

2 (1) 422 (—1)‘ =

1

=l >—=¢.
2

1-2+4+..+(-1)""2"
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2.3.7| Si se arate ci sirul de functii (f, )n, f, I =, definite prin

n
cos kx . e : o
7, (x)= E este uniform convergent si limita sa este o functie continud
" = f(k +1) ’

pe .

Indicatie de rezolvare.
Se aplica criteriul lui Cauchy.

P ‘JCOS (n+1)x  cos(n+2)x cos(n+ p)x ‘<
nip ‘n+1 n+2) (n+2)(n+3) (n+p)(n+p+1)‘
3 1 N 1 + 4 ! <
(n+1)(n+2) " (n+2)(n+3)" " (n+p)(n+p+1)
1 1 1 1 1 1
< _ + - +...+ - =
n+l n+2 n+2 n+3 ntp n+p+l
1 1 1

= — < <E&.
n+l n+p+1 n+l

Deci, sirul de functii este uniform convergent, iar functiile f, fiind
continue pe [J , rezultd ca limita sirului va fi o functie continua pe [ .

2.3.8| Si se studieze convergenta sirului de functii (f,, )n, i 101] >0,

definite prin f,(x)= * (V) ned”
n

Indicatie de rezolvare.
Functiile f, sunt continue pe intervalul compact [0,1].

X" o : 5 : y
lim —=0, deci sirul este simplu convergent cdtre functia constantd

n—e n
f =0 continud. De asemenea, sirul de functii considerat este monoton

descrescator in fiecare punct x e [0,1], deci conform Teoremei Dini, sirul este

uniform convergent.

2.3.9] Sa se determine multimea de convergenta, 4, pentru urmatoarele

serii de functii:

c 1 (1-xY 1]
» M) (i) e i)
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d) ini-ln(na"), a>0,xell ;

&) z 20’ +5 ( X ] ,x;tl;
=17n +3n+2 \(2x+1 2
- 2n+1

n > xz0;
Z::O(n+1) 2n

g) 22” -sin%, xel ;
n=0
— COS X

h) > — , xell
n=0

o~ n!
) S xx0.
n

n=l1 X

Indicatie de rezolvare.

1 . o : .
a) pentru xel[] \{E} arbitrar fixat, se considera seria numerica

an (x), unde f, (x)=(1+lj ( l—xj . Pentru aceasta se studiaza
= n 1-2x

convergenta absoluta, utilizand criteriul radacinii.
1—

Rezultd ca lim 7 ‘ I (x)( =|——-, de unde seria este absolut convergenta pentru
n—soo

<1<:>xe(—oo,0)u z,oo . Pentru xe O,l U l,g seria  este
3 2 23

l1—x
1-2x
divergenta, deoarece nu este verificatd conditia necesara de convergentd a unei
serii;

‘1 X ‘ Inn _‘1—)62‘

b) lim Vo () = lim - -
n—>co0 fn ()C)‘ n—eo |+ x ll’l(l’l-i-l) 1+ x

pentru (V) xe J \{0}.

<1,
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(o)

. . < 1
Pentru x=0, se obtine seria alternatd Z(— 1)" -——, care este
o Inn

convergentd. Rezulta cd multimea 4 de convergenta a seriei de functii este [] ;

¢) deoarece lim iy =1 si x>0, rezultd cd de la un anumit rang n,,
n—eo

termenii seriei de functii vor avea acelasi semn, cici 2 —%/x >0, (V) n=2ny. Se

va obtine, astfel, o serie cu termenii pozitivi, pentru care se aplica criteriul
Raabe-Duhamel.

{ f(x)
f n+l (X )
convergenta, pentru x < e este divergentd, iar pentru x =¢ seria este divergenta,

lim n

—l}zlnx, de unde rezultd ca pentru x>e seria este

- . . . L - |
utilizand criteriul al doilea de comparatie cu seria divergenta Z—.
n

n=1
De asemenea, pentru x =2 seria este convergentd, deoarece f, (2)=0.
Rezultd multimea de convergenta 4={2}U (e, );
d) pentru a€[0,1) = A=0 . Pentru a=1=> 4=(1,).

Pentru a e (l,oo):> A= (2,00);

I 1 |
e) A—(—W,—I)U(—g,—gjk}(—g,wj,

f) A=(—co~1]U[l,e0);

g) A=L;
h) 4=(0,);
i) 4=0.

2.3.100 Fie functia f(x)= si avand proprietatea

{x, X€e [O, 1]

2—Xx, X€ (1,2]

© AR
f(x)= f(x+2). Fie F(x)= Zi—n'f(ﬂ -x). Sd se arate ca:
n=0
a) F este continud pe [ ;
b) F nu este derivabild pe [ .

Indicatie de rezolvare.

a) f este continui pe intervalul compact [0,2] si subunitard. Cum ea este
periodica de perioada 2, rezultd ca este subunitara pe [1 , deci marginita.
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(o) n oo

R N 3 .
Se demonstreaza ca seria de functii Z—n f (4” -x)z Zun este uniform
n=0 n=0
convergenta

sn(x)=u1(x)+u2(x)+...+un(x)=f(x)+@-f(4.x)+@2 (4 )t
(3] e

Aplicand criteriul de convergenta al lui Cauchy, se obtine:

DR

i el T

3 n+l
S(Z) -4 — 0, pentru n — oo;

<

Sn+p(x)_sn(x)‘:

rezulta ca sirul sumelor partiale este uniform convergent, deci seria este uniform
convergenta si I este continua;

b) fie xe[] arbitrar fixat s1 mell fixat. Atunci (4m -x)e [Jsi deci

exista ke[l , astfel incat k < 4" -xSk+1:>inS@.

4m 4m
Notam o, =i, B, = ktl
4" 4"

=>ao,<x<p,.
Fie numerele reale (4" -Ocm), (4" Bm)

Pentru m=n=> (4" B, —4"-a,, )=4" " (k+1-k)=4"" =1.

Pentru n>m = (4" B, —4" -ocm)=4”_m =nr. par.

— 1 - - A
Pentru n<m = (4" B, —4" -ocm)=4" " =—— de unde rezultd ca, in
47’}’1—}’1

acest caz, nu exista nici un numar intreg cuprins intre ele.

n—m <
Din acestea rezulta ‘f(4” Bm) —f(4" -Ocm)‘ = {40 > =S deci:
, n>m
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(3w oo 52

1 (3) 1 3] 3)"
=—+| = | +| = - +..+| = =
4m 4 4m—1 4 4m—2 4
2 m m—1
>1+ E +(3 +...+ E =4|1- E — 4.
4 4 4 4

Cum lim (3,, —¢a,,)=0, rezulti cd lim F(Bm)_F(am)z +oo, deci ' nu

Mm—>o0 m—oeo Bm el 04

m
este derivabild pe [] .

2.3.11| Sa se construiasca o serie de functii uniform convergenta, care sa
nu fie absolut convergenta in nici un punct xe [ .

Indicatie de rezolvare.

< l — 0 rezulta
‘x‘ +n n

Fie £ (x)=" (v) xen, (V) nell . Cum

= b
\x\+n

ca seria considerata este uniform convergenta. In acelasi timp, seria numerica a

(o]

modulelor Z‘ I (x)‘ are aceeasi natura cu seria divergenta Zl
n

2.3.12| Fie Acl]. Sa se construiascd o serie de functii Z f, care are

n=I

multimea de convergenta egala cu 4.

Indicatie de rezolvare.

Fie f,:0 =, f,= !

9
x|+ n°

(V) xe 4 si

1
x|+

Jo(x) (V) xel \4.
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(o)

Seria Z f, astfel definitd are aceeasi naturd cu seria numericd Z—

2
n=1 n=1"
pentru xe A4 si aceeasi naturd cu seria numerica Z pentru xe [l \ 4.
n= 1
Test de autoevaluare
Sa se arate cd sirul de functii (f,),, definite prin

n

fo(x)= Z—S-sin kx, xe [l , este convergent pe [, iar limita sa este o functie

k=1
continud, cu derivata continua pe [J .

2
Sa se arate ca sirul de functii f,:[0,1] >0, f,(x)=n-x-e™
1 1
converge, dar lim | f, (x)dx# | lim f, (x)dx
n—oo n—>oo
@ Si se arate ci sirul de functii (f,, )n , definite prin
fn(x)= %, xe[0,1] converge neuniform pe [0,1], dar
(1 +n )
1 1
lim | f,(x)dx= | lim £, (x)dx
n—o0 Nn—oo
0 0
El Sa se determine multimea de convergenta si uniform convergenta
a seriel x + Z A al , 0<x<1. Sa se determine suma seriei.
| l+nx 1+(n—1)x
Utilizand criteriul lui Weierstrass, sa se studieze convergenta

seriilor de functii:

a)z —p Y€l

1+n - X
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2
}’l.x

n
COS nx
. , xell;
n+1

x#0,

a‘<3.
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LECTIA 2

2.4 Serii de puteri

Definitia 2.4.1. O serie de forma Zanx”, a, €l , se numeste serie de
n=0
puteri.

Observatie. Multimea de convergenta a unei serii de puteri contine cel
putin un punct si anume punctul x =0, pentru care seria de puteri este
convergenta si are suma a,.

Exista serii de puteri care au multimea de convergentd formatda dintr-un
singur punct si exista serii de puteri convergente pentru price x real.
Exemple

oo

1) Seria de puteri Zn!-x” este convergentd numai in punctul x=0,
n=0
deoarece pentru orice x, # 0 existd un rang n pentru care ‘n-xo‘ >1 si deci

lim ‘n!-xo‘ = oo,

n—eo
o
2) Seria de puteri Z— este convergenta pe [ , deoarece pentru orice
= n
Xp€ R= Un-l =M%0 pentru n — oo.
u n+1

n

Teorema lui Abel

Pentru orice serie de puteri Zanx”, a, €], exista un numar p =0, finit
n=0
sau infinit, pentru care :
a) seria este absolut convergenti pe intervalul (- p,p);
b) seria este divergenta pentru x| > p;

¢) pentru orice r€(0,p) seria de puteri este uniform convergenta pe

[-r,r].
Numirul p se numeste raza de convergenti a seriei, iar (—p,p) intervalul
de convergenta.
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Observatie. Teorema lui Abel nu spune nimic in legaturd cu convergenta
sau divergenta seriei de puteri in punctele din capetele intervalului de
convergenta.

Teorema 2.4.2 (d’Alembert)

il

a,

Fie seria de puteri Zan -x". Daca lim =\ finitd sau infinita,

n—yoo0
n=0

atunci raza de convergenta a seriei de puteri va fi:

1,0<k<m;
A

p: O) k:—i—oo;
oo, A=0.

Teorema 2.4.3 (Cauchy-Hadamard)

Fie seria de puteri Zan -x" . Daca limsup ’H‘an‘ =\ finitd sau infinita,

n=0 n—e0

atunci raza de convergentd a seriei de puteri va fi:

1,0<k<w;
A

p: O) 7\,:4—00;
oo, A=0.

Corolar 2.4.4. Suma unei serii de puteri este o functie continud pe
intervalul de convergenta.

Corolar 2.4.5. Suma unei serii de puteri este uniform continud pe orice
interval compact continut in intervalul de convergenta.

Teorema 2.4.6. Fie seria de puteri Zan -x" convergentd in intervalul
n=0

(—p,p). Seria formati cu derivatele termenilor sii, Zn-an x"1 va avea

n=l
acelasi interval de convergenta.
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Corolar 2.4.7

(o) (o)

Daci s(x)= Zan X" sioolx)= zn'an -x"™, atunci s'(x)=0(x),
n=0 n=1
(V) xe (—p,p).

Corolar 2.4.8. Suma seriei formatd cu derivatele termenilor unei serii de
puteri este o functie continud si derivabild pe intervalul de convergenta.

Corolar 2.4.9. Daca Zan -x" este o serie de puteri cu raza de
n=0
convergenta p, atunci:
a) seria formata cu derivatele de ordinul n ale termenilor seriei are
aceeasi raza de convergenta;

b) suma s a seriei Zan -x" este indefinit derivabila pe intervalul de
n=0
convergentd si derivata de ordinul » este egald cu suma seriei derivatelor de
ordinul 7 pentru orice xe (—p,p).

Teorema 2.4.10. Daca Zan -x" este o serie de puteri cu raza de

n=0
convergenta p, atunci pentru orice interval inchis [a,b] (—p,p) seria de puteri
b w b
poate fi integratd termen cu termen si j f(x)dx= Zjan -x"dx, unde
a n=0 g

f(x)zian x"

n=0
Exemplu
oo x2n+1
Seria Z (-1)"- are raza de convergenta p =1.
p— 2n+1

oo

Seria derivatelor Z(—l)" -x*" are aceeasi razi de convergentd si are
n=0

suma f(x)= 1
I+x

x=0, C=0=s(x)=arctg(x).

-, deci suma seriei initiale este s(x)=C +arctgx. Pentru
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Operatii cu serii de puteri

Fie doua serii de puteri Zan x" sl an -x"  cu razele de convergenta
n=0 n=0
Py S1 p,. Atunci:
a) suma celor doud serii de puteri este tot o serie de puteri

(a,+b,)-x", care are raza de convergenti p=min(p;,p,). Daci

L[]

x), B(x) sunt sumele celor doui serii de puteri si S(x) este suma seriei

N

(a, +b,) x", atunci S(x)=A(x)+B(x), (V) xe(-p,p);

M

n=0
b) diferenta celor doua serii de puteri este tot o serie de puteri

[}

Z(an —b,)-x", care are raza de convergenti p > min(p;, p,); daci D(x) este
n=0

suma seriei Z(an ~b,)-x", atunci D(x)=A(x)-B(x), (V) xe(-p,p);
n=0
¢) produsul celor doua serii de puteri este tot o serie de puteri:
ao bo +(a0 bl +a1 'bo)'x+...+(a0 bn +a1 .bl’l—l +...+an bo)xn +...,
care are raza de convergentd p >min(p,,p,); daci P(x) este suma seriei
produs, atunci 7' (x)= A(x)-B(x), (V) xe (-p,p);

d) catul a doud serii de puteri A4(x) si B(x), b, #0, este o serie de puteri

C(x)= ch -x", cu coeficientii definiti de egalitatea A(x)= B(x)- C(x).
n=0

Serie Taylor
Fie f:1 — [ o functie indefinit derivabila pe intervalul / si fie un punct

x, interior lui /. Formula lui Taylor pentru functia fin punctul x, este:

x—l!xo 'f,(x0)+"'+W'f(n)(xo)+Rn(x), el

Daci sirul (R, (x))n, pentru xe X c [ este convergent cdtre zero, atunci

S(x)=f(x0)+

e 1 s PPN
seria E — f (”)(xo)- (x—x,)" numiti seria Taylor a functiei { in punctul x,
n
n=0""

este convergentd pentru xe X c I catre functia f.
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Formulaf(x)= f(xy)+* 0. Fleg) ot 5y e

n!
numeste formula de dezvoltare a functiei f in serie Taylor in jurul punctului x.

Teorema 2.4.11. Seria Taylor a functiei f in jurul punctului x, este
convergenta intr-o vecindtate J a lui x,, dacd derivatele de orice ordin f () sunt

egal marginite pe V, adica ‘f(”)(xX <M, (V)xeV.

Observatie. Daca x, =0, atunci seria Z (x—x,)" se
n=0""
numeste serie Mac Laurin pentru functia f.

2.5 Aplicatil
2.5.1] Sa se determine multimea de convergentd pentru urmatoarele serii
de puteri:

0 Yh-2r]x i Y n’“ ; ©) Z—

n=1 =l 2 n=1 1

2

- no w(lna)n . _
d) Z:; 1+;j X" ;) Z{; e a>0;
1)2(1+—+...+ ) ,g)z )= (x-1)"

n=1
h) Y n"-(x+3)" i) Z A(x+3)"

n=l

Indicatie de rezolvare:

11
a — = |5
) ( 2 2j

: 1
b) A= lim z|

n—eo | 2" 43"

convergenti este (—3,3); pentru x=3 si pentru x=-3 seria este divergents,
deoarece nu este verificatd conditia necesard de convergenta a unei serii, deci
multimea de convergenti este (—3,3);

si intervalul de
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¢) A= lim g 1 = lim 1 =0 = p=-co si deci multimea de convergenta
n

n—oo n—e 1
este [ ;
11
d) (__9_j;
e e
e) [;
f (-L1);
g) se considera seria de puteri Zan -y", y=x-—1, si se obtine multimea

n=l
de convergenta (0,2];
h) -3;
i) (-e-3,e-3).

2.5.2| Sa se determine raza de convergenta pentru seriile de puteri:

1 1
a) Za x", unde azn— Aoy = W;

n=1

n
2 n n
b) ?-x .
n=1 """

Indicatie de rezolvare.

a) limsupM:K si pzi; avem

n—yoo
lim2</1=1 11m2n1 1 = A =max 1,L =1=p=1;
n—ee \ 1 n—oco \/— \/5
b) p = lim |- :nm;J.
n=e Ay 1 ¢

n—>o0 n
()
n

2.5.3] Daca raza de convergenta a seriei Zanx" este pe (0,00), si se
n=0
gaseascd raza de convergenta a seriilor de puteri urmatoare:

* %
a) Za;" x", mel ;b) Zan-x”’", mell ;
= n=0

) Zlﬂa
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Indicatie de rezolvare:

m

m

a) p=lim—" - D

n—co

= lim
n—yeo

i

Ayt

m
| Ap1

(e o]

b) se noteazd y =x", rezultd cd seria de puteri Zan y" are raza de
n=0

convergentd p, deci seria este absolut convergenta pentru ‘ y‘ <p= ‘xm‘ <p=>

oo

m . o .. *
x| <p = x| <o, deci raza de convergentd a seriei Zan X", mell este

n=0
P =4p;
¢) p; = max(p,1).

2.5.4 Sa se determine multimea de convergentd si suma urmatoarelor
serii de puteri:

a) i(— s b)Z
c)z Sal d)Zn+1

o 4n-3

n— n—< ., X .
e) ;(—1) L (n=1)- x5 ) ;4,1_3’

g) i(n +1)n+2)n+3)- x"

n=0

h) 1+Za(a—1)..l.1('a—n+l)_xn, pell
n=1 )

2n+l

2n+1

Indicatie de rezolvare.
a) se calculeaza raza de convergenta a seriei de puteri.

A= lim | D

n—o0 a

= lim
n—eon+ 1

=l=p= % =1. Intervalul de convergenti este (—1,1).

Se studiaza convergenta in capetele intervalului.

. . . o - - +1 1
Pentru x =1, se obtine seria numerica alternata Z(— 1)" -—, care este

n=1 n

(o]

convergentd, iar pentru x =—1 se obtine seria — Z—, care este divergenta.

n=1 n
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Deci, multimea de convergenti a seriei este (—1,1].
Fie f(x) suma seriei de puteri.

(o]

Atunci f7(x)= Z“(—I)M1 X = L,

1+ x

x‘ <l.

n=l1

Prin integrare, se obtine f(x)=In(l+x)+C, xe(-11). Pentru

determinarea constantei de integrare C, se considerda x =0, de unde se obtine
C=0. Prinurmare, f(x)=In(l1+x), xe (-11).

Deoarece seria de puteri este convergentd si in punctul x =1, rezultd ca
functia f(x) este continui in acest punctsi f(1)=limIn(l1+ x)=1n2;
x—l1

b) multimea de convergenti este [—11]. Fie f (x) suma seriei de puteri.

(e ]

Atunci f7(x)= Z(—l)n X = %,

I 1+x

x=0 se va obtine C=0, deci suma seriei de puteri este f(x)=arctgx,

x‘ <1. Deci, f(x)=arctgx+C si pentru

€ (—-L1). Cum seria de puteri este convergenta si in capetele intervalului de

convergent, rezulti f(—1)= arctg(— )——— si f(1)= arctglzg;
¢) multimea de convergenti este (— 1,1]. Notand cu f(x) suma seriei de

puteri, rezultd f”(x Z ! 3 de unde
=0 1 +x

1.1, (x+1)* 1 2x-1 =«

x)=|—=dx==In + —arct + ;
S(x) j1+x3 6 ¥—x+1 B E B 6

d) multimea de convergentd este (—1,1). Pentru calculul sumei seriei de

oo

puteri se pleaca de la seria de puteri z "t care are suma

n=0

g(X)=%:>g( -

rezultd ci suma seriei de puteri este f(x)= TE-C :
I—x

e) multimea de convergentid este (—1,1); suma seriei de puteri este

f)=m

1—x

(1+x2)2;
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f) multimea de convergenti este (—11); suma seriei de puteri este
1 1, 1-x
f(x)==arctgx——In——;
2 4 1+x

g) multimea de convergentd este (—1,1); pentru calculul sumei seriei de

puteri, se pleacd de la seria de puteri Zx”+3 , care are suma:

n=0
3 oo oo
g(x)z—:>g Z (n+3)x™, g”( Z (n+2)(n+3)x""
n=0 n=0
s g”’(x)zZ(n+1)(n+2)(n+3)-x" = f(x), se obtine astfel suma seriei de
n=0
. 6
puteri f(x)= T
(1-x)

h) intervalul de convergenti este (—11); pentru x=1, se obtine seria
1 :
1+Z—'-a(a—1)...(a—n+l), care este absolut convergentd pentru a=0 si
n
n=1

semiconvergenti pentru a € (—1,0).

Pentru x=—1, se obtine seria 1+ Z— (—a)(1—a).(n—a—1), care este
n= 1
absolut convergenta pentru a > 0.
Prin urmare, daca a >0, ae [l multimea de convergenta este [— 1,1].

Daci ae (—1,0), multimea de convergenti este (—1,1].

Daci a < -1, multimea de convergenti este (—1,1).

Daca a =0 sau a este numar natural, multimea de convergenta este [] .
Fie f(x) suma seriei de puteri pe (= 1,1). Prin derivare obtinem:

a(a—l).x_l_ N a(a—l)...(a—n+1).xn_1 N
1! (n—1)

Inmultind aceast relatie cu x si adunand rezultatul la f’(x), vom obtine:

v )+ £7) = a- 1+ia(a—1)...(a—n+1)'xn :a-f(x):f’(x): a

n! flx) 1+x’

f(x)=a+

n=l

de unde rezulta 1n‘f(x)‘=aln(1+x) <1. Pentru x=0, rezultd C=0,

deci suma seriei este f(x)=(1+x)", xe (-11).
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n

< .. X 9 :
2.5.5| Sa se demonstreze ca seria E — este convergentd pentru orice
n
n=l1

e [~ 1,1], iar suma ei fverifica ecuatia

(1=x)- f"(1=x)=x- f'(x) = anx xe (0,1).

Indicatie de rezolvare.

Ap+l

a,

A= lim =1=p=1, deci intervalul de convergenti este (—1,1).

n—>co

Pentru x =1, se obtine seria Z_z’ care este convergenta.

n=1"1
: . . = (=1)
Pentru x=-1, se obtine seria alternatd Z 5

n=l1

, convergentda, cu
n

Leibniz.
Deci, multimea de convergenti este [— 1,1].

Se considera f(x Z—:> 1 (x Z = x-f(x x_
=1 11 o N n
Fie g(x Z—:> g( Z n-l i, xe(0,1).
n=1

Rezulta ca g(x) =—In(1-x).
x- f(x)==In(1-x)= (1-x)- f(1-x)=—Inx si se verifici ecuatia data.

(_ l)n _x3n
2:3-5-6-...-(3n—1)(3n)

este

2.5.6| Sa se arate cd seria de puteri 1+ Z

convergentd pe [ si ca suma ei verifica ecua‘,ua

f(x)+x- f(x)=0, (V) xel.

Indicatie de rezolvare.

lim |—— n = 0= p =-o, deci seria de puteri este convergenta pe [] .
n—el a,
oo 3n
Notandu-se cu rezulta
us 22 3.5. 6 (3n—1)(3 )’
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oo n - 3p-1
f,(x)zz Cl) x =—ﬁ+ x — >

—~2.3..(3n-1) 2 235
)nx3n—2

” — N (_1
= f (x)——X+nZ:;2.3.m-(3n—3)

si prin Inlocuire se verifica ecuatia data.

2.5.8] Sa se determine o serie de puteri convergentd pe [ si astfel incat
suma f a ei sd verifice ecuatia

x-f7(x)+ f(x)+x- f(x)=0, (V) xel .

Indicatie de rezolvare:

, - X" . Derivand de doua ori termen cu

Se cautd f de forma f(x)zZa
n=0
termen, obtinem:

(o) (o)

f(x)= Zn-an X" sio f7(x)= Zn(n—l)an X"

pe care inlocuindu-le in ecuatia ce trebuie verificata, rezulta identitatea
2 n—1 _
a+ ) (n“a,+a, ) x"" =0, (V) xel .
n=2
De aici rezulta ca a; =0, n? -a,+a, ,=0,n=2,3,..., adica

dy

: k
ayey =0siay, =(-1) 'm, kell .
o0 . x2k
Pentru a0=1:>1+2(—1) 5, care este 0 serie de puteri
= 4% - (k)

convergenta pe [ .

oo

2.5.9| Se noteaza razele de convergenta ale seriilor de puteri Zanx” ,
n=0

ibnxn’ i(an+bn)xn’ ian'bnxn §i i(z’l:an—k'bk}xn prin R,, Ry,
n=0

n=0 n=0 n=0\ k=0

Ra+b9 Ra~b’ Ra@b'
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Sa se arate ca:

a) R, 2 min(Ra,Rb);
¢) R,p, >min(R,,R,).
Indicatie de rezolvare:

(o]

a) seria de puteri Zanx" are raza de convergenta R,, deci ea este
n=0

absolut convergenta pentru ‘x‘ < R,. Similar, seria de puteri anx” este
n=0
absolut convergenta pentru ‘x‘ <R,.
Fie 7y <R,, i, < R,. Atunci, pentru orice x care respectd conditia |x| <,
se verifica:

‘(anﬂ+bn+1)-x”+1+...+(an+p+bn+p)-x”+p<‘ nHHx‘nJrl +...+ n+pHx‘n+p
T bn+pH " <.

S-a demonstrat astfel ca seria de puteri Z(an +b, )x" este absolut
n=0
convergentd pentru orice x pentru care ‘x‘ <ry,deci R,,, 2min(R,,R,).
. a,b . |a
b) R,, = lim|——"—| = lim|—

n—eol

n+1%n+1 Ayl

¢) Se procedeaza ca la punctul a).
Fie ry <R,, 1, < R, atunci pentru orice x care respectd conditia ‘x‘ <71y se
verifica:

n+p q n+p | q
. - x? bl l?
I DAIEARIED 3 STRRATRE
g=n+1\ k=0 q=n+1|k=0
n+p q n+p n+p
q_ m s 2
< 20| 2laelltel |- = 20 T " 2 Il (<
q=n+1\ k=0 m=n+1 s=n+1
oo n
S-a demonstrat astfel ca seria de puteri Z Zan_k -b; |- x" este absolut
n=0\ k=0

convergentd pentru orice x pentru care ‘x‘ <1y, deci R,g, >min(R,,R,).
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TEST DE AUTOEVALUARE

Fie un polinom Pe(] [X]. Sa se calculeze suma seriei de puteri
oo n
ZP(n)-x—, xell.
n!
n=0
Sa se arate ca functiile:

a) f(x)=sinx, xel ;
b) g(x)=cosx, xel ;
¢) h(x)=e", xell, se pot dezvolta in seric de puteri pe [ si sd se

determine seriile Mac Laurin corespunzatoare.

@ Sa se arate ca functiille urmatoare se pot dezvolta in serie de
puteri si sa se gaseasca dezvoltarea, precizandu-se intervalul in care aceasta este

adevarata:
a) f(x) :(1+x)a , x>—1, aell \{0,1,2,...};
b) f(x)=arcsinx, xe[-L1].

+1)"
4] Sa se demonstreze inegalitatea e* > Q, (V) nell .
n!
Sa se calculeze, utilizand formula lui Taylor, limita
. Nl+x -1
lim ———.
x—0 X
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TEMA DE CONTROL

Sa se demonstreze ca seriile urmatoare sunt convergente pe
multimile indicate, iar sumele lor sunt functii continue pe aceste multimi:

= sinnx
B LU

9
n=l1 \/}14 +x2

sm 2n 1
b)Z % , xell;
n=1 n— 1

c) Z— 0 < x < oo, unde seria numerica z a, este absolut convergenta.
n
n=1 n=l

Este posibil ca o serie de functii continue pe o multime X sa
conveargd neuniform pe aceastd multime cétre o functie continua?

E| Este posibild derivarea termen cu termen a seriilor:

(o]

) Z[ (n-1)x 2}xe[o,l];
b) %1n(1+x2)+;{iln(1+n4xz)—ﬁm(u(n—n“xz)} xe[0,1]?

n_

El Este posibila integrarea termen cu termen a seriei:

ZZJ{nZe_"zx2 (n—1)"¢ (1)’ }xe[O,l]?
n=l1

Sa se arate ca seria Z(x”—xzn—x"_1+x2”_2) converge
n=l

neuniform pe [0,1] si totusi

j‘{i(xn _ 2l 20 2 }dx ij‘ -] +x2"_2)dx
0

oLn=1 n=1

©0 2n

El Fie seria de puteri Z a

- 2n+1
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a) Sa se determine multimea de convergenta si sa se calculeze suma ei.
b) Sa se arate ca suma seriei de puteri, S, verifica ecuatia diferentiala

v (x)+ S (1) = 2x2j=(1+x2)-S(x).

5 §i ecuatia functionala § (

— 1+x
Sa se dezvolte 1n serie de puteri urmatoarele functii:
8—2x
a) f(x)=——;
f( ) x> —8x+15
2—x—x°
b) f(x)=

(l—x)(l—xz);
¢) f(x)zln(2—3x+x2);
— 1 .

d) f(X)_ﬁ’
e) f(x)zln(x+\/1+x2);

£ f(x =arcsinx;
(x) o
In(1
9 /(x)=0,
I—xcoso
h — .
)f(x) 1-2xcosou+ x>
.2
i) f(x)— I-x

1—2xcosol + x> '

Folosind dezvoltarea in serie de puteri a functiilor de sub

integrale, sd se demonstreze:

1 2
a)J-ln(1+x)dx |

>

X 12
0
I-o
In(1- 2
b) lim dez_n__
ol 0 0 X 6
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CALCUL DIFERENTIALIN [

In acest modul sunt prezentate, pe parcursul a doud lectii, principalele
notiuni teoretice referitoare la limite de functii vectoriale de variabild vectoriala,
continuitatea si diferentiabilitatea functiilor vectoriale de variabild vectoriala,
functii implicite, dependenta functionald, extremele libere si conditionate ale
functiilor de mai multe variabile, precum si algoritmii cei mai des intalniti
pentru rezolvarea problemelor specifice referitoare la tematica acestui modul.

Dupa parcurgerea celor doua lectii din cuprinsul modulului studentii vor
dobandi cunostintele teoretice si isi vor forma deprinderile practice cu ajutorul
carora vor putea recunoaste, intelege si rezolva probleme specifice referitoare la
tematica anuntatd anterior.

Materialul trebuie parcurs in ordinea sa fireasca prezentata in cuprinsul
modulului, inclusiv in portiunea referitoare la aplicatii. Metoda de studiu va fi
cea specificad disciplinelor matematice, cu utilizarea expresa a adnotarilor facute
cu creionul pe tot parcursul textului. Pentru fiecare tip de exercitiu se recomanda
identificarea algoritmului s1 descompunerea acestuia in etape succesive. Se
recomanda studierea solutiilor problemelor rezolvate si rezolvarea completa a
problemelor propuse in testele de autoevaluare si in tema de control propusa.

Timpul mediu necesar parcurgerii si insusirii notiunilor teoretice,
algoritmilor de rezolvare a problemelor, formarii deprinderilor practice de
rezolvare si dobandirii competentelor enumerate anterior este de aproximativ 6-
8 ore de studiu pentru fiecare lectie, intr-un ritm de 2-3 ore pe zi.
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LECTIA1

3.1 Functii vectoriale. Limite. Continuitate

Definitia 3.1.1. O functie f: X -0, X ", se numeste functie reald
de variabili vectoriald x = (x;,x,,...,x,)e X .

Definitia 3.1.2. Fie m functii reale f,f,,..., f,, definite pe o aceeasi

multime X c[J". Corespondenta:
(X1,X50005X,,) %(fl(xl,xz,...,xn),fz(xl,xz,...,xn),...,fm(xl,xz,...,xn))

defineste o functie f =(f,, f>,.... /,,) pe¢ X <" cu valori in [1™. Se spune ci
[ este o functie vectoriali de variabila vectoriala.

Definitia 3.1.3. Fie functia f: X —>0", X" si a un punct de

acumulare al multimii X. Se spune ca un vector be[1 ™ este limita functiei f in
punctul a daca pentru (V) €>0, (3) §(g)>0, astfel incat pentru (V) xe X,

()-8 <e.

xX#a, cu Hx— aH <9(¢e) sa avem

Notatie: lim f(x)=5.

xX—a

Definitia 3.1.4. Fie functia f: X —>0", X c[0" si ae X. Se spune ca
functia f este continud in punctul a daci pentru (V) €>0, (3) 8(e)>0, astfel
incat pentru (V) xe X, cu |x—a||<8(e) sdavem |f(x)- f(a) <e.

Daca a este punct de acumulare al multimii X, atunci continuitatea
functiei f 1n a este echivalenta cu:

lim f(x) =/ (a) sau )lci_r)r}le(x)—f(a)H:O.

Observatii:

1) Daca f este continud in punctul a, existd o vecindtate a lui a in care
functia este marginita.

2) Daca feste continud in punctul a, atunci functia H f H este continua in

punctul a. Reciproca nu este adevarata in general.

91



3) Daca f'si g sunt continue in punctul a, functiile f+g si A-f sunt
continue 1n a.

4) Daci existd lim f(x) in 0" si fnu este definitd in punctul a, atunci f
xX—a

se poate prelungi prin continuitate in punctul a, punidnd conditia

lim /(x)= /(a).

5) Fie functiile f: X —>YcO", g:Y 07, Xcl". Daca functia f
este continud in punctul ae€ X, iar functia g este continud in punctul
b= f(a)e Y, atunci functia compusd go f: X — [ 7 este continui in punctul
ae X .

6) Fie functiarealda f: X —[1, X c[1". Daca feste continua in punctul
ae X si f(a)#0, existd o vecinitate V a lui a, astfel incat pentru xe V N X si
avem f(x)- f(a)>0.

7) Fie functia vectoriala f: X —0 ", X c0" continua in punctul a€ X
si f(a)#0. Atunci existd o vecinitate V" a lui a, astfel incit pentru xe VN X
siavem f(x)#0.

Definitia 3.1.5. Fie f: X —>0", Xcl" si ae X. Fie submultimea

X, ={xie 0 ‘(al,az,...,ai_l,xl-,aiﬂ,...,an)e X} c X . Pe aceasta, functia f este o
functie f;, de o singura variabila x; € X,. Dacd f; este continud in punctul
a; € X;, spunem cd feste continud partial in raport cu variabila x; in punctul
a=(ay,a,,..,a,).

Teorema 3.1.6. O functie f continui intr-un punct a = (a;,a,,...,a, ) este
continua 1n acest punct in raport cu fiecare variabila.

Observatie. Reciproca acestei teoreme nu este in general adevarata. Daca
o functie este continud intr-un punct in raport cu fiecare variabila in parte, nu
rezultd cd ea este continud in acel punct.

Exemplu
Fie functia f :[] 2 50 definita prin:
3xy6
- 15 X * 090 ;
Flny)= ey (2700
0, (x,»)=(0,0).
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Daci x=0= lim f(0,y)=0, deci functia / este continui in raport cu
y—0

variabila y in punctul (0,0).

Daci y=0= lim f(x,0)=0, deci functia f este continui in raport cu
x—0

variabila x in punctul (0,0).
In acelasi timp, functia f nu este continui in punctul (0,0), deoarece
: 3m s
pentru x >0, y >0, cu y’=m-x, mel = lim f(x,y)=——, limita
(x,»)—(0,0) 14+m
care depinde de parametrul real m, deci nu este unica.

Definitia 3.1.7. Fie f: X —>0", X c". Se spune ca f este uniform
continud pe X, daca pentru (V) e>0, (3) 8(g)>0, astfel incat oricare ar fi
punctele x, x'€ X cu ||x—x|<d(e) saavem | f(x)- f(x')| <e.

Teorema 3.1.8. O functie funiform continud pe o multime X este uniform
continud 1n raport cu fiecare variabila.

Observatii:

1) O functie vectoriald continud pe un interval compact I c[1” este
marginita pe /.

2) O functie vectoriala continud pe un interval compact [ " este
uniform continud pe /.

3) Pentru o functie vectoriala continud pe un interval compact [ c[]”
existd un punct &e 7, astfel incat | f (?';)ﬂ =sup| f (x)ﬂ
xel

4) O functie reald de variabild vectoriald, continua pe un interval compact
I c0",1si atinge marginile.

Exemple

1) Fie functia f(x,y)=+x*+y? definiti pe discul x*+y? <RZ.

Aceasta este continud pe domeniul ei de definitie. Minimul functiei este atins in
punctul (0,0) si are valoarea 0, iar maximul functiei este atins in orice punct

(x, y) situat pe cercul de ecuatie x? + y2 = R? si are valoarea R.

2) Functia f(x,y) definiti pe discul x* 4+ y* < R? prin:

3xy6
——, (x,»)#(0,0
Flay)=| 2y 5700

0, (x.7)=(0,0)
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nu este uniform continud pe domeniul de definitie, deoarece nu este continud in
punctul (0,0).

Observatie. Vom particulariza, in continuare, notiunea de continuitate
uniforma pe [J .

Definitia 3.1.9. Fie f:X —0, X cll. Se spune cd f este uniform
continud pe X, daca pentru (V) e>0, (3) 8(¢)>0, astfel incat oricare ar fi

punctele x, x'€ X cu |x—x]|<3(g) sd avem ‘f(x) —f(x')‘ <e.

Criteriul Cauchy-Bolzano
Fie f: X -0, X cl sia un punct de acumulare pentru multimea X.

Atunci existd lim f(x) dacd si numai dacd pentru (V) e>0, (3) 3(¢)>0,
xX—a

astfel incat pentru (V) x, x"e X, care verifica ‘x" <d(¢),

£ ()= f ()

x"‘ <9(g), sd avem

<E.

Definitia 3.2.1. Fie functia f: X =, X c[] 2 si (a,b) un punct interior
lui X. Se spune ca:
a) f este derivabili partial in (a,b), in raport cu variabila x, daci:

(3) lim f(x,b)—f(a,b)

xX—a X—d

< +oo, iar limita se numeste derivata partiald a lui f in

J

raport cu x §i se noteaza f,(a,b) sau a—(a,b) ;
x

b) f este derivabilid partial in (a,b), in raport cu variabila y, daci:

(EI) lim f(aa)’)_ f(a,b)

< +oo, 1ar limita se numeste derivata partiala a lui f in

y—b Yy — b
: S of
raport cu y si se noteaza f,(a,b) sau a—(a,b).
y

Observatie. Daca o functie este derivabila partial in raport cu variabila x
in fiecare punct al multimii de definitie X, spunem ca functia este derivabila
partial in raport cu x pe multimea X.
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Exemplu

2 2
Functia f:[0* —[1, f(x,y)=e" """ este derivabila partial in raport cu x

sicuyped? si f;(x,y)=2x-ex2+y2, fy'(x,y)=2y~ex2+y2.

Definitia 3.2.2. Fie functia f/: X >0, X cl” si (al,az,...,an) un punct
interior lui X. Functia f este derivabilid partial in punctul (a,,a,,...,a,) in

raport cu variabila x, daca:

@) lim flaj,ay,ha; X 0,100, )— flag,ay,...a,)

x—>Xk xk _ak

si este finita.
Limita se numeste derivata partiald a lui f in raport cu variabila x, si se

< )
noteaza f, (a,a,,...,a,) sau i(al,az,...,an).
axk
O functie f(x;,X,,...,x, ) are n derivate partiale.

Exemplu
Functia f:0° -0, f(x,»,2)= ln(l +x%-y? ~zz) are derivatele partiale:

, 2x-y2-z2 , 2y-x2-z2
I\ XV, Z)= 5 X, V,Z) = >
fe(x0.2) 1+x2~yz~z2 fy( 2) 1+x2~y2~z2
, 2z- y2 X2 3
folx,p,z)= , (V) (x,y,z)ell”.
(o2 = (9) ()
Observatii
1) Daci functia reald f(x{,x,,...,x,) este derivabila partial in raport cu

variabila x, in punctul a =(a,,a,,...,a, ), atunci f este continu partial in raport
cu variabila x; in punctul a.

2) Daci functia reald f(x;,x,,...,x, ) este derivabild partial in raport cu

fiecare variabild x,x,,...,x, in punctul a =(a,a,,...,a, ), atunci f este continui

n
in raport cu fiecare variabila in parte in punctul a.

Definitia 3.2.3. Fie functia vectorialda f:X—>0", Xcl”,
componentele sale f, f5,..., f,, fiind functii reale derivabile partial in raport cu

fiecare variabild x;,x,,...,x, intr-un punct (a,a,,..,a,)e X .

n
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Derivata partiald a functiei f in raport cu x; in punctul a este definita
prin:
lim f(al,az,...,ak_l,xk,ak+l,...,an)—f(al,az,...,an)

Xk%ak xk _ak

si se noteaz cu f7 (a).

Observatie
Daca se considera functia f raportata la o baza e, e,,..., e,,, atunci:

F(x)=e - fi(x)+e,- fo(x)+te, frn(x), x=(x,%,.0x,)€0".

Derivata sa partiald f. ;k (a) are componentele:

) ad ad
ai(al,az,...,an), D2 (g, )y T (a0,
X axk axk
Exemplu
Functia vectoriala ]7(17 )=1 4 - Y i z

y2+z2+1 22 +x? +1 x2+y2+1

definita pe [J 3 are derivatele partiale de forma:

of /. e 1 = —2xy - —2xz
g(r)_l y2+22+1+] (x2+22+1)2+k (x2+y2+1)2’
i N -2xy < 1 - —2yz
ay(r) l (y2+22+1)2+J (x2+22+1)+k (x2+y2+1)2’
o - 2 . 2yz -
az(l’) l (y2+22+1)2+1 (x2+22+1)2+k (x2+y2+1).

Derivate partiale de ordin superior. Fie functia f: X —[, X c[] 2,
derivabila partial in raport cu fiecare variabild in parte, in punctele interioare ale

lui X. Daca 31()@ y) si gi(x, y) sunt, la randul lor, derivabile partial in raport
X Y

cu fiecare dintre variabile, atunci derivatele lor partiale se numesc derivate
partiale de ordinul doi ale lui f §i se noteaza prin:
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Exemplu
Functia f(x,y)= ln(l +x%+ yz) definita pe [J 2 are derivatele partiale:

, 2x , 2
fx(xay):—a fy —ya

1+xz+y2 :1+x2+y2
, 2 4x*
X, = - 5
fa (%) 1+ x2 + 2 (1+x2+y2)2
) 2 4y?
fyy(xay)_ - PR
I+x"+y (1+x2+y2)
” —4X ”
1o ()= L=
(1+x2+y2)

fr, f y"x se numesc derivate partiale mixte de ordinul al doilea.

Criteriul lui Schwarz. Fie f: X -, X c[J 2 si punctul (x,,y,)e X .

T A A . . . .
Daca exista , intr-o vecinatate J a lui (xo, yo) 1 sunt continue in
oxdy  dyox
9% 0% f
(¥, 0), atunci (¥0,¥0)= 5= (x0,70)-
xdy dyox

Definitia 3.24. f: X >, X cl s (a,b) un punct interior al lui X
Atunci functia f este diferentiabili in punctul (a,b), daci existi A, uell si
existd o functie ®: X — [ continui si nuld in (a,b), astfel incat:

f(x,y)—f(a,b)=x-(x—a)+u-(y—b)+m(x,y).\/(x—a)z +(y=b),
pentru (V) (x,y)e X.
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Observatie. Daci f este diferentiabila in punctul (a,b), atunci f admite

derivate partiale de ordinul intéi in (a,b) si A= gl(a,b), U= 31(61,[?).
X Y

Definitia 3.2.5. Fie functia /: X =, X c[ 2 si (a,b) un punct interior
lui X, astfel incat functia fadmite derivate partiale continue in (a,b).

df (a,b) = 3{6( ,b)-dx+g—];(a,b)-dy se numeste diferentiala de ordinul

I a functiei fin punctul (a,b).

Definitia 3.2.6. Operatorul d :ai-danai-dy care aplicat functiei f da
X Y
diferentiala functiei / in punctul (x, y) se numeste operatorul de diferentiere.

Criteriul lui Young. Fie /: X -, X cll 2 si punctul (x,, eX.
g p 00

Daca existd derivatele partiale af 8f intr-o vecinitate ¥ a punctului (x,,y,) si
X oy
. — . 0° 0’
sunt diferentiabile in (x,, y, ), atunci —f(xo Vo )= Lar (xq,¥0)-
0xady dyox

Observatii:
1) Pentru o functie f: X —0, X c0" diferentiala de ordinul intai este:

df—aldx fdx2+ +fdx

ox; 0x, ox,,
iar operatorul de diferentiere de ordinul intai este:
d:i. 1+i.dx2+ +i dx
ox; 0x, ox,,

2) Pentru o functie vectoriald f: X —0", X cl1”, diferentiala este:

Yoo g g

+o =

df = .
V= 8x1 axz ox,, &,

Exemplu

Functia f:0° =0, f(x,y,z)=+/x>+”+2" este derivabila partial pe
1°1{(0,0,0)} si
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X of ¥
x:yzz): ’ (xayaz): ’
\/x2+y2+22 dy \/x2+yz+z2
of z

(xzy:Z): )
dz x* 4+ 7+ 27

de unde rezulta

Jof
Em

dfzx-dx+y-dy+z-dz
Jx2+yt 42

diferentiala functiei f pe 0°\{(0,0,0)}.

Definitia 3.2.7. Diferentiala unei functii de mai multe variabile se
numeste diferentiala totald a functiei.

Teorema 3.2.8. Conditia necesara si suficientd pentru ca diferentiala unei
functit f: 1 cll 2 50 sa fie identic nula pe [ este ca f sa fie constanta pe /.

Teorema 3.2.9. Fie expresia diferentiala E=P(x,y)-dx+Q(x,y)-dy,

unde functiile P si QO sunt continue pe [ [ 2,

Dacd E este diferentiala unei functii f: 7 c[J 250, pentru orice punct
(x,y)e I, atunci:
o

Y _U
ax, 2

O(x,y) 5

P(x,y) (V) (x,y)el.

Teorema 3.2.10. Conditia necesara si suficientd pentru ca diferentiala unei
functii f:7c0"” —[0 sa fie identic nuld pe I este ca f sa fie constanta pe
intervalul /.

Teorema 3.2.11. Fie expresia diferentiala
B (Xpse0r Xy ) - Aoty + By (X),es Xy, ) -ty 4o By (X500 X, ) - dx

n
cu functiile componente B, (x,...,x,), k=12,...,n, continue pe I c[". Daca
expresia diferentiald este diferentiala unei functii /:/ c” — [ , pentru orice

o ., Pn(xl,...,xn)—ai

(%) 5er X, )€ I, atunci B (x;,.r X, ) ==, .. =,
ox; ox,,
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Definitia 3.2.12. Fie functia f:X —0, X c?, derivabild partial de
doua ori in X si cu derivatele partiale de ordinul doi (deci, si cele de ordinul
intai) continue. Diferentiala de ordinul doi se noteazi cu d”f(x,y) si este

definita prin:
f a5 S *f 4o
d*f (x,y)=—2dx* +2- ~dx-dy +—=-- dy”.
fxy) ox? 0xdy 4 oy’ Y
Operatorul
a2

92 92 d s Y
= dx*+2- de-dv+ —dv? = — - dx+—-d
a2 Tk YT L& *gyyj

se numeste operatorul de diferentiere de ordinul doi.
Definitia 3.2.13. Fie functia f: X -0, X clJ 2 care are in X toate

derivatele partiale de ordinul » continue. Diferentiala de ordinul n a functiei f
se noteaza cu d” f'(x,y) si este definita prin:

d"f(x,y)zaf a9 A" dy + .+

" " ox" 19y
+Cf%~dx”_k A+ +C" of -dy”.
ox" "y "
Operatorul  d”" :(—-dx+—-dy] se numeste operatorul de
ox ady

diferentiere de ordinul n.

Derivatele si diferentialele functiilor compuse
1) Daca functiile u,v: X clJ — [ au derivate continue pe X si daca

functia f:Y clJ 2 5[ are derivate partiale continue pe Y, atunci functia
F(x)= f(u(x),v(x)), (V) xe X, are derivata continud pe X datd de:

dF(x) _of du  of dv
dx du dx dv dx
2) Daca functiile u,v: X c[J 2 5[ au derivate partiale continue pe X si

dacd functia f:Y ] 2 50 are derivate partiale continue pe Y, atunci functia
F(x,y)= flu(x, y),v(x, y)] are derivate partiale continue pe X, date de:
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oF _df du af v

ox Ou ax v ox’
OF _of du of ov
dy ou dy v dy
3) Diferentiala functiei F este data de:
oF oF
dF =— -dx+—-dy.
ox ay 4

Exemplu
Fie F(x,y)zf(x2 +y?, 1+xy) definitd pe [ 2.
Considerand u(x,y)=x*+y*, v(x, )= 1+ xy avem:

-2Xx + —-y;
x ou v
oF Bf af
8y au 8v

Diferentiala functiei F este

sz(al-2x+al-yj-dx+£af 2y+al x} dy.
ou ov ou ov

Observatie
Derivatele partiale si diferentialele de ordin superior se calculeaza astfel:

aZ_F B(BFj (af 8u+8f avj
ox

ox?  ox\ ox du ox v ox

ou ox Jv ox
2 2 2 2
{a_f.a_m_f.av] I u +(a_f.a_v+a_f.a_u].?+

Ju? Ox oudv ox) ox oJu Ix% | 9v? Ix Ivdu OIx
e v
aV x>
9°F _ 0 (oF azei(a_Fj
o> 8y ay " Oxdy dy\ox)
2 2 2F
d°F = aFdx2 aFdxd+a—dy.
ox? 0xady 9y?
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Formula lui Taylor. Fie functia f: X — 0, X c?, derivabild de n+1
ori pe X, cu toate derivatele mixte egale si fie (a,5) un punct interior lui X. Se
considera functia F (¢ f[a+ x—a) t,b+(y-b)- t] x,y)e X, te[0,1].

Deoarece f are derivate pana la ordinul n+1 pe X, rezulta ca si F este
derivabila pani la ordinul n+1 pe intervalul [0,1], iar functiei F i se poate aplica
formula lui Taylor stabilita pentru functiile de o variabild. Rezulta ca:

FO)=FO)+ )+ F O+t FU0)4R,.
unde restul R, = (nil) n+1 ( ) ( )

Avand in vedere ca F(1)=f(x,y), F(0)=f(a,b), F(t)= f(x(¢), »(t)),
unde x(¢)=a+(x—a)-t, y(t)=b+(y—0b)-t si calculand derivatele de ordin
superior ale lui F in punctul 0, se obtine formula:

()= )+ (5-0) 24 5-0) 2] )+
+2i! (x- a)%ﬂ—(y b)aay - f(a,b)+

1 J oY)
+E (x- a)$+(y b)ay - f(a,b)+R

unde restul

X

Rt (=03 =g | o405 +0(5-1).

Definitia 3.3.1. Fie functia f:X >0, XcO" si punctul x,e€ X.
Functia f are un minim local in x,, daca existd o vecindtate V" a lui x, astfel

incat f(x)2 f(xy), (V) xe V.
Punctul x, este punct de maxim local pentru functia f, daca

f(x)<f(x0), (V) xeV.
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Teorema 3.3.2. Fie functia f: X =0, X c0” si (ay,a,,...,a,) un punct

interior lui X. Daca:
1) functia f are un extremum in punctul (a;,a,,...,a, ),

2) functia f are derivate partiale in punctul (a,,4a,,...,a, ),
atunci derivatele partiale ale lui " se anuleazi in punctul (a;,a,,...,a,, ).

Observatia 3.3.3. Punctele in care functia f poate avea extreme sunt date
de solutiile sistemului:

0
a—){l(xl,xz,...,xn)=0
9 (X1, X350, ) =0
ox,

_8f (xl, xz,...,xn) =0
Ldx,

Solutiile sistemului se numesc puncte critice sau puncte stationare.

Pentru x, = (xf) ,xg ,...,x,?) punct critic pentru functia f, se noteaza
2
d
a; = f X0, xy,x0 ).
1y 1 5M2 954y
0x;0x ;
Atunci:
1) daca toti determinantii
o q an Ay
_ _|% 92 _
Al—all, Az— 9geeey An - .o
dyp dp
apn Apn

sunt pozitivi, functia f are un minim in punctul respectiv;
2) dacd toti determinantii A} =—A;, Ay =A,,.., A, =(~1)"-A, sunt

pozitivi, functia f* are un maxim in punctul respectiv.

Se poate preciza dacd un punct critic este de extrem, folosind semnul

diferentialei de ordinul doi.
Astfel:
0 0

1) daca dzf(xlo,xg,...,x,?) >0, punctul (xlo, X ,...,xn) este de minim.

2) daca dzf(xlo,xg,...,xg) <0, punctul (xlo, xg,...,x,?) este de maxim.
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Exemple
1) Fie functia f:0% =0, f(x,y)=x"+»>-2x.

ai:2x—2; al:Zy,
ox dy
deci punctul (1,0) este punct critic pentru functia f.
Avand in vedere ca d*f(1,0)=2-dx*+2-dy* >0, rezultd ci punctul
(1,0) este punct de minim.
2) Fie functia f:[1% =0, f(x,y)=x"—y* +2x. Pentru aceasta avem:

al=2x+2; al:—Zy,
dy

ox

deci punctul (~1,0) este punct critic.
Avand in vedere ca d*f (—1,0)=2-dx2 —2-dy? nu are semn constant,
punctul nu este de extrem.

Folosind criteriul Cauchy-Bolzano, sa se cerceteze existenta
limitelor:

a) lim x" ~sinl, nel ;b) limsignx;

x—0 X x—0
) 1 ) X
¢) limcos—; d) lim :
x—0 X xolx+1

Indicatie de rezolvare.
a) pentru € >0 arbitrar, se cautd 8(¢)> 0, astfel incat pentru (V) x’, x”,

x| <8(e), sa se verifice |f(x")-f(x")<e;

care respecta conditia ‘x"<8(8),

()= (") =

/|

<l|x

! +‘x”‘n <2(8(e))" si impunand

(x")" -sin l, —(x")" -sin L,,
x X

ca 2(8(e))" <e=0<d(e)< 'i/% si deci, conform teoremei Cauchy-Bolzano,

limita exista;

=2, deci limita

x”‘<5:>‘f(x')—f(x”)

’ 1 . ” 1
b) pentru X' =—<0six ' =——,
n n

nu exista;
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/_L ”= 2 /_ ”
¢) pentru K=oy X —(2n+1)n:>‘f(x) /(")

exista;
d) limita exista.

Sa se studieze continuitatea uniforma a functiilor:

a) f(x) :%-sin2 X%, xe[0,00);

b) f(x)=Inx, xe[g,e], €>0;¢) f(x)=Inx, xe(0,e];

d) f(x)zsinxz,xeD ; €) f(x)=%+x,xe(0,oo);
x

f) f(x)=ﬁ+x, x€ (—1,00).

Indicatie de rezolvare.

a) pentru x; =+/2nw, x, =,/2n7c+g :>‘x1 —xz‘ —0,

dar ‘ F(x)= flx, )‘ >1, deci functia nu este uniform continua;

=1, deci limita nu

b) functia este continua pe interval compact, deci este uniform continua;

1
2n+1

C) pentl'u x1=—, xZ :>‘x1—x2‘%0.
n

n

f(x)- f(xzlen(uljzmz,

deci functia nu este uniform continua;
d) nu este uniform continua;

e) pentru €>0 arbitrar si pentru x;, x,€(0,00), pentru care

X —x,| <8, & x| < B,

X,| <8y, se va obtine:

_ _ L
FACOENAES 41 x| . 41 Xy S
Bk |<2-‘x1—x2‘<258

<|x; — x|+
= Gy +1)0x, +1)
si impunand conditia 28, < €, rezultd ca functia este uniform continu;
n n n
‘ f(x)-f(x, )‘ — oo, deci functia nu este uniform continua.
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@ Sd se studieze continuitatea uniformd a functiilor f,, f5, fi+ /5,
fi - f, definite pe [ prin

f1(x)=X-sin2x2; fz(x)zx-coszxz.

Indicatie de rezolvare:

Pentru x; = (2n+1)g,x2= nm = |x; —x,| >0, dar

‘fl(xl)—fl(xz)‘%“,

deci functia f; nu este uniform continua.
In mod asemanator se aratd ca nici functia f, nu este uniform continua.
Functia (f; + /5 )(x)=x si este uniform continui pe [J .
Se arata ca functia f,-f, nu este uniform continua, considerand

xlz‘f(2n+1)g, x2=,/%.

2_ .2
EI Se considera functia f(x,y)= X -y

x2 + 2

iterate lim(lim £x, y)j s lim(lim (x, y)j

x—0\ y—0 y—0\x—0

. Sa se calculeze limitele

Indicatie de rezolvare:

22 2.2
1im(1imu} lim1=1, lim[limujz lim (~1)=—1.

x—0{ y—0 _xz + y2 x—0 y—0{ x—0 x2 + yz y—0

El Sa se calculeze lim (1 + Zj .

X—>00 X
y—k

Indicatie de rezolvare:
Se calculeaza limitele iterate si ambele sunt egale cu ek

IEI Fie functia f :[ 2 50 definita prin
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x-y2 +sin(x3 +y5)
f(x,y)= x2+y4
0, (x,»)=(0,0).

Si se arate ci desi functia are limite iterate in punctul (0,0), ea nu are
limita 1n acest punct.

, (x,»)#(0,0);

Indicatie de rezolvare:

2 . 3 5 . 3
lim[hmx y? +sinfe’ + y )thmﬁzo

x—0 y—)O xz +y4 x—0 X

si

y—0 2

2 . 3 5
lim[limx y? +sinfy’ +y )]=0,

deci limitele iterate exista.
Pentru a se arata ca f nu are limitd in origine, se considerd doud perechi
de siruri convergente la zero, de forma:

(%o ) Xa =¥ 8 (35020)> X0 =2- 70,

Pentru acestea avem:

. |
hmf(xn,yn)=5 $1 }}gl;lof(x;l’y:l):

n—o

b

N

deci cele douad limite sunt diferite.
Sa se arate ca functia f :[] 2 5[], definita prin:

Sin(x3+y3)
Fey)=1" 2442 (x.) #(0,0)

0. (x.7)=(0.0)

este continud pe [ 2.

Indicatie de rezolvare.
Se demonstreaza ca pentru (V) e>0, (3) 8(¢)>0, astfel incat pentru

(V) (x,»)eD? pentru care |(x,y)—(0,0)| < 8(¢), s rezulte

‘fxy) OO‘<8
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(x,y)- (OO)ﬂ—w/x +y? <d(e &lx<dle) si [y <dle)

Rezulta
‘sinx3+y3‘ ‘smx +y° ‘ " 34,0
‘f(x,y)—f(0,0)‘:‘ (2 ' )‘ ‘ ‘ x y x2 y2}:
X" +y X4y x* +y X" +y
(x+y X4y —xy‘
= x+y‘ xy ‘x+y‘<—‘x‘ —‘y‘<8
x +y ‘ +y

Fie functia £:012 -0,

0, y=0.

Si se studieze continuitatea in punctul (0,0).

Indicatie de rezolvare.
Se considera sirurile (x,) . si(y,) - ,astfel inct

limx, = lim y, =0,
n—»co n—»eo

de forma x, =y, (V) nell . Pentru acestea lim f(y,f,yn)zl;to, deci f nu
e

n—so0

este continua in origine.
|§| Fie functia f :[] 2 5[], definita prin:

f(xy)= xzx;yyz’ (x,»)#(0,0);

0, (x,»)=(0,0).

Si se arate ci f este continui in raport cu x si cu y in (0,0), dar nu este
continua in raport cu ansamblul variabilelor in acest punct.

Indicatie de rezolvare.

lim f(x,0)=0=£(0,0) si lim f(0,7)=0=£(0,0),
x—0 y—0
deci f este continud in raport cu fiecare variabila in parte.
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Pentru a demonstra c¢d f nu este continud in raport cu ansamblul

—y . o 1 : k
variabilelor, se considera sirurile x, =——0 s1 y, =— — 0, pentru £ real fixat.
n n

- k s . : o
Rezultd lim f(x,,y,)= ——, limita care depinde de £, deci f nu este continua
n—res +k

peDz.

Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intdi pentru

urmatoarele functii:

a) Z=ex_y2;b) Z=11’1(x2 +y2); 9 Zzln(x+ /2 +y2);

d) Z=arctgz;e) z=xV;0) z=vyx% + 2 -sinﬁ;
x

y
y z x ey 2
u=x"+y°=2-z";h)u=e"" -sin” z.
Indicatie de rezolvare.
0z , 42 Oz 2
a ,—:—2- -e y;
) % ox dy 4
0z 2x 0z 2y
b) —= s o= 2
ox x“+y° dy x+y
d)a_zz_ 2y2 % 2x 2°
ox  x+y Iy x+y
g) a—u—y-xy_1 2-z"-Inz,
ox
a—u:z v 4 X’ Inx, a—u—y Iny—2x-z2"";
dy oz
h) a—u=2x exz”2 sin” z, a—u=2y-ex2+y2-sinzz,
ox y
Jdu

2 2
=e* "V .sin2z.

0z

Pornind de la definitie, sa se calculeze:

af( O) af(n nj dacd f(x,y)= \/sm X +sin? Vs

ox oy\ 4 4
g(l j 3];(1 0), daca flx,y)=e sinxy.
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2
c) s af (1,1), dacd f(x,y)=+/x* +y*;
X
0

y
2
d) axaj;(l,l) aayaj;(l 1), dacd f(x,y)=x-y-Inx, x#0;
2
e) al(—z 2), al(—z 2), L f(—2,2),dac€1 fle,p)=3x*y;
ox ady 0xdy
0’ f (m :
f) 0 ,daca f(x,y)=x-sin(x+ y).
oxady \ 4
Indicatie de rezolvare.
a)
o (n f(xao)_f(zaoj sin x —sin 2
_(_,OJz lim = lim 422
ox\ 4 x—1/4 T x—T/4 T 2
X—— X——
4 4
T T T /. 1
f(,yj—f(,) sm2y+— -1
%(E,EL lim —2 4 4)_ lim 2L
ay 4 4 y—n/4 T y—n/4 T 2
4 4

) _Jd
) a—f(1,1) oy (1,1) = lim % .
0xady ox\ dy x—l x—1
unde:
of b% of 1 of 1
—(x,y)=—F——= x,1)= , —(L1)=—7;
o Wm ay”mbw”ﬁ
1/ f 1
It 11)= lim Y~ *1 s
rezulta ca axay( ) m o1 N
2
d) J f(1,1) o” f(11) 1;
oxady dyox
2
o L(22)=-2 L (22)=L 7T (521,
ox 3 oy oxdy 9
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2
0 20 (xo) 2 (1ox)
oxay \ 4 2 4
Sa se arate cd derivatele partiale ale functiei:

co=ln(x3 +y3+z3—3-x-y-z)

verifica ecuatia:
Jo Jdw do 3

—t—t—=
ox dy 0dz x+y+z

Indicatie de rezolvare.
Avem identitatea

x3+y3 + 2z —3-x-y~z:(x+y+z)(x2+y2+22—xy—xz—yz),

de unde
(;)zln(x+y+z)+ln(x2 + 2+ 27 —xy—xz—yz)

va avea derivatele partiale

Jw _ 1 N 2x—-y—-z

dx x+y+z x2+y2+zz—xy—xz—yz
1 2y —x-—

8(D= N y—x-—z

dy x+y+z x*P4+yi4zi—xy—xz—yz
1 2z —x—
80)= N Z—X—y

0z x+y+z x>+’ 4z —xy—xz—yz

care, inlocuite 1n ecuatia data, o verifica.

Sa se arate cd functia

f(x,y)={

nu este continud in origine, dar admite derivate partiale in origine.

I, x#0, y#0
0, x=0 sau y=0

Indicatie de rezolvare.
Functia f nu este continua in origine, deoarece

hnol f(x,y)=1# £(0,0)=0.

y=mx
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af(o 0) = lim /(x,0)=7(0,0) 0, af(o 0)= lim S(0.2)=/(0.0)_

ox x—0 X ay y—0 y B

Pornind de la definitie, sd se arate ca urmatoarele functii sunt
diferentiabile in punctele indicate:

a) f(x,y):x3 +x-y+y2 in punctul (1,1);
b) f(x,y):(x—2)2 +(y —1)2 in punctul (2,1).

Indicatie de rezolvare.

a) ai(x,y) 3.x +y:>af(ll)=4
ox ox

si
af(x »)= X+2'y:>al(1,1)=3;
dy dy
Jf J : 3 . > o
b) = (2,1)==-(2,1)=0 si se cauti o functic w:[]*—[ continui si
ox y

nula in punctul (2,1), pentru care:
Fle)= f@1) =0l ) (=2 +(y-1)

Rezulta co(x,y)z\/(x—2)2 + (y—l)2 , care este continud pe 07 si
®(2,1)=0, deci functia feste diferentiabila in punctul (2,1).

Fie functia f :[I 2 0 , definita prin:

x|yl
e (x,y)?‘—'(0,0),
f(xy) =142 +?
0, (x,y)z(0,0).
Sa se arate ca f admite derivate partiale in origine, dar f nu este

diferentiabila in acest punct.

Indicatie de rezolvare.

2 o0y i LSO g ¥ (g )y £0.2)=1 (0
x— 2% y—0 y

=0.

Daci f este diferentiabild in punctul (0,0), atunci existdi o functie

®:02 =0 continud si nula Tn acest punct si care verifica:
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15.9)= 100)=7-0.0)-(6-0)+ £ (00)-(v-0) ol )- " £

De aici rezulta

x- ]y
2 x) ¢ 070;
o(x,y)=1 2"+’ (o) (0.
0, (x,y)=(0,0),

care nu este continud in origine. Deci, f nu este diferentiabila in origine.
Si se arate cd functia f:0 2 — [ , definita prin:

&’ X, 0,0):
PR (x,¥)#=(0,0)
09 (xzy):(oao)a

este continua si1 admite derivate partiale in origine, dar nu este diferentiabila in
acest punct.

Sa se arate cd derivatele partiale de ordinul doi mixte ale functiei

2
2 X
‘In|1+—1, y#0
fi0250, fny)={" [ yz} ’

0,y=0
2 2
nu sunt continue in origine si totusi oS (0,0)= o’/ (0,0).
0xady dyox
Indicatie de rezolvare.
4.x° Y
22 f 7 (%) #(0.0)
2y o) =+ )
0, (x,y)=(0,0)
si
4x3y
22 f — 7 (%) #(0.0)
ayax(x’y)z (x A4 )
0, (x,»)=(0,0)

de unde rezulta ca derivatele partiale mixte sunt egale.
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Pentru a demonstra ca nu sunt continue, se considera sirurile de numere
reale, convergente la zero (x,) , (¥,),,de forma x, =y,, (V) nell .

4
Rezulta lim 5= 1#0.
Sa se calculeze diferentialele de ordinul intai si al doilea pentru

functiile:
a) f(x,y)=e"-cosy;
b) f(x,y,z)=x-y-z.

Indicatie de rezolvare.

a) dfzai-dx+ai-dy=ex-cosy-dx—ex-siny-dy
ox ady
si
2
dzf——f 242. oS ~dx-dy +a—f dy’ =
oxay 2
=¢*cosy-dx? —2e"siny-dx-dy—e*cos y-dy?;
b) df =y-z-dx+x-z-dy+x-y-dz
si

d?f=2-z-dxdy+2-x-dydz+2- y-dxdz.

Sa se calculeze derivatele partiale si diferentiala de ordinul »
pentru functia f(x,y)=e™*?.

Indicatie de rezolvare.
k
f(x’y)zeax.eby — %xf(x y) k- e, by

a”f (x,y)z

S ) =t 0 ()

Rezultd diferentiala de ordinul n: d"f =e®*™(a-dx+b-dy)".

Sa se calculeze df (1, 1) si d”f(1,1) pentru functiile:
a) f(x,y)= X2 —x-y+2- 92 +3-x=5-y+7;
b) f(x,y)=¢""
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¢) f(x.y)=lnx-y.

Indicatie de rezolvare.

a) df=%dx+%dy:df(1,1)=4-dx—2.dy

2 2
d’f = afdx2 afdxd+afdydx+ fdy:>
x> 0xdy dyox 9>

= d*f(1,1) = 2dx* - 2dx - dy + 4dy*;
b) df (1,1)=e (dv+dy), d°f(1,1) =e-(dx +4dx- dy+dy”);
¢) df (L1)=dx+dy, d*f(1,1)=—dx* —dy*.

z

x2+ 2

Sa se calculeze df(3,4,5), dacd f(x,y,z)=

Indicatie de rezolvare:

o . o . Jof
df ==—dx dy +=-dz, unde =
If = . - I + 3z unde o (x,y,2)=— (xz +y2)3/2 ’

X-Z

1

y-z

( 2
X +y
Rezulta df(3,4,5) =0,04(3dx+4dy—5dz).

8f(

g x,y,z)z—

S3 se calculeze %, stiind cd f =1 (u,v), u=u(x), v=v(x),
pentru functiile:

a) f(u,v)=u";b) flu,v)="u?+v*;c¢) f(u,v)zarctgz.
v

Indicatie de rezolvare:
a) se foloseste regula de derivare a functiilor compuse, adica:

%:ald_u+algzvuv_lu,+uvlnuv,,
dx Ju dx Jv dx
N N

T/l T/l +v- V)
dx 2+v2
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[

dx  u? +?

(veu'—u-V).

o o

Sa se calculeze — pentru functiile:
ox’ 9y
a) f(u,v)zln(u2 +v), unde u(x

y)=ex+y2 v(x,y)=x2+y;

b) f(u,v)= arctgz, unde u(x,y)=x-siny, v(x,y)=x-cosy.
v

Indicatie de rezolvare:

a) al:aia—u+al&, al:al-a—u+al-ﬁ, de unde rezulta:

Ox Odu ox dv dx dy Odu dy ov dy

g_ézuzziv.(uz +x) s g—];zu21+v.(4u2y+l);

8f _0 .8f _1
ax y

Fie f=f(u,v), unde u=x-y si y=>". 83 se calculeze
Y

derivatele partiale de ordinul doi ale functiei f.
Indicatie de rezolvare.

I _U o O w_ o LY

ox Ou ox Ov ax_y ou yav

9 _9df du af v af x of
dy  ou ay 8v ay au y? v

az_fzi(aljz_ /A T A W R U
x> ox\ox) ox 4 ou y dv) du 4 ou y dv) ox
2 2 2
+ — af lal . 28f+2af+ia_f=
8 au y ov ax ou’ dudv > 9v?
_u 9’ ’f f+z_azf
vV ou? auav u o

Similar, se obtin rezultatele:
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3f _ S v2.82f+ai v of

=u
0xdy ou> u 9 Oou u v

2 2 2 342 2
oy* ou’ udv u oh?  u I

Sa se calculeze %, daci £(x)=o(u(x),v(x)), pentru:
a) @(u,v)=u+uv, u(x)=cosx, v(x)=sinx;

b) o(u,v)=e"">, u(x)=x>, v(x)=x*-2;

¢) ¢(u,v)=u", u(x)=sinx, v(x)=cosx.

Indicatie de rezolvare.

a %—a—(p-d—u+a—(p-gz(l+v)-(—sinx)+u-cosx:cos2x—sinx;

dx Ou dx ov dx

b

SR

c) % =(sin x)cosx_1

- (cos2 x—sin’ x- ln(sinx)) )

Sa se calculeze %, daca f(x)=@(u(x),v(x), w(x)), pentru:

a) ¢(u,v,w)=uvw, u(x)zx2 +1, v(x)=Inx, w(x)=tgx;

w

u? +1°

b) ¢(u,v,w)= , u(x)=Rcosx, v(x)=Rsinx, w(x)=h.

Indicatie de rezolvare:

df _0¢ du d¢ dv do dw_

a = =
) dx Jdu dx dv dx JIw dx
=2x-lnx-tgx+(x+lj-tgx+ lngc -(x2+1);
X cos” x
b) %zo

Sa se calculeze g—i, % pentru f(x,v)=@(u(x, y),v(x,y)), unde:
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a) f=0(uv), u(x,y)=x+y, v(x,y)=x"+y*;
b) f=¢(u,v), u(x,y)=x2 —y?, v(x,y)=e"".

Indicatie de rezolvare.

8f_8_(p_8u dQ dv acp Loy L)

2) o Ou dx v ox u ov

o a(p Ju a(p ov 8(p 9 90

dy  u ay v ay Ju 4 N
Yoo, 00 U 0o o
ox Ju v’y au v

Sa se arate ca:
a) f(x,y)=y- (p(x2 —yz), unde ¢ este o functie derivabild, verifica

LYY 1

ecuatia
x ox y dy y?

b) f(x,y)=x- y+x-(p(zj, unde ¢ este o functie derivabild, verifica
X
o o

ecuatia x- —+y-—=x-y+ f.
ox dy

Indicatie de rezolvare:
a) se considerd u(x, y)=x2 — y2 , de unde rezulta ca derivatele partiale
ale functiei f sunt:

U _, 490 du_

, of ,
= = (2x). L= 0 (=2v).

dy
Inlocuite in ecuatia dati conduc la 2y-(p'—2y-(p'+9=l-(p, deci
y

ecuatia este verificata.
Ce devine ecuatia

x2.az_f_ 2.82f:0

ox?

daca f(x,y)=<p[xy, Zj ?
X
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Indicatie de rezolvare:
Se considera

u(x,y) =Xy, v(x,y) =%,

de unde rezulta ca:

O _ 2970 , 7 ¢,y e . y I

— J = R +

ox 2 Y ou’ x2 oudv x* 9 > o

2 2 2 2

9/ _ 299 , ¢ 1 o9

o> ou’ dudv  x* ov?

2
si ecuatia devine —2u-a—(p+a—(p=0.
oudv  dv
@ Folosind formula lui Taylor de ordinul doi, sa se calculeze

valoarea aproximativa pentru:

a) /1,03 -3/0,98 ; b) (0,95)*""; ¢) 1,022,012 - 3,03°.

Indicatie de rezolvare:
a) se considerd functia f(x, y)=x1/ 2. 913 care se dezvolti dupa

formula lui Taylor in punctul (1,1) pentru 4 =0,03 si k =—0,02 ; rezulta

J103-3/0,98 = f(1+ A1+ k)= f(1L1)+ %(al (L1)-h+ ai(1,1)- k] +

ox ay

2 2 2
s L 0y n? 292 ) ke + 2L (1) k2 4 R, < 1,0081:
2! ox? oxdy o’

b) se considerd functia f(x,y)=x", care se dezvolti dupa formula lui
Taylor in punctul (1,2); rezultd 7 =-0,05, k =0,01 si £(0,95;2,01)=0,902;

¢) se considera functia f(x,y,z)=x" y2 .23, care se dezvolta dupa
formula lui Taylor in punctul (1,2,3) = £=0,02, k=0,01, /=0,03 si
£(1,02;2,01;3,03) = 114,6159.

Considerand ‘x %
func‘gia f(xa Y, Z)= (1 + X)l/z . (1 + y)—l/Z . (1 + Z)_1/2 )

Z‘ suficient de mici, sd se aproximeze

M 9

Sa se gdseasca punctele de extrem local pentru functiile:
a) f(xy)=x"+y"=3-x-y, (x,y)el?;
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b) f(x,y)=3-x-y"-x =15-x-36-y+9, (x,y)el?;

) f(x,y)=y4—8-y3+18-y2—8-y+x3—3-x2—3-x, (x,y)eDz;
d) f(x,y)=sinx-siny-sin(x+y), 0<x<2m, 0<y<2m;

e) f(xy)=(x+)(y+1)(x+y), (x,y)el?;

) f(x,y)=a x*+2b-x-y+c-y —e-x—f-y, (x,y)el?;

g) f(x,y)zx-y-ln(x2+y2), (x,y)eDz\{(0,0)};

h) f(x,y)=sinx+siny+sin(x+y), xe [0,%}, ye [0,%}.

Indicatie de rezolvare.
a) se determind punctele critice, care sunt solutiile sistemului:

o

Y —0 5

ox 3-x"=3-y=0
~

I o 33*-3x=0
dy

= A(0,0), B(11) sunt punctele critice;

az_f_6 azf_6 °f  9°f

n? i oy’ % 0xdy B dyox T
de unde rezulta, pentru punctul critic
A(0,0): d*£(0,0)=—6dxdy,
deci punctul nu este de extrem; pentru punctul critic
B(1,1): d*f(1,1)=6dx" +6dy* —6dxdy >0,

deci punctul este de minim,;
b) punctele critice sunt A(2,3) si B(—2,-3) si nici unul dintre acestea nu

—6x

este de extrem, deoarece A} =-6x, A, =
6y 6x

; rezulta A, <0, pentru

ambele puncte critice, deci ele nu sunt de extrem;
¢) punctele critice sunt:

M1(1+\/§,2), M2(1+\/§,2+\/§), M3(1+\/§,2—\/§),
M, (1-42,2), My (1-+2,2+43), Mg (1-+2,2-43);

dintre acestea, M, s1 M; sunt puncte de minim, M, este punct de maxim, iar
celelalte nu sunt puncte de extrem,;
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0¥

J

——=0 < sinx-sin(x+2y)=0;
dy

=0 < siny-sin(2x+y)=0

A . .. T T
rezolvand sistemul, se obtin punctele critice A(m, ), B(g,gJ;

pentru punctul B: A; <0, A, >0, deci este punct de maxim; pentru punctul
A: A =0, A, =0 si, de asemenea, diferentialele de ordinul intai si al doilea sunt

zero, deci nu putem sti, utilizdnd aceste metode, dacd punctul este sau nu de
extrem, astfel se calculeazd diferentiala de ordinul trei, care ia atat valori
pozitive, cat si negative, deci punctul nu este de extrem;

e) A(—%,—%) este punct de minim;

f) dacd a-c—b* >0, fare un punct de extrem; dacd a >0, punctul este
de minim, iar daca a<0 punctul este de maxim; daca a- c—b*=0 si
a b e D
Ez_ =7, f are un punct de extrem; pentru a >0 punctul este de minim, iar

c

pentru a <0 este de maxim, in celelalte cazuri functia nu are extreme;
g) M, ((26)_1/2 ,(26)_1/2), M, (—(26)_1/2 ,—(26)_1/2) sunt puncte de

minim, iar M3((2e)_1/2,—(2€)_1/2), M4(—(2€)_1/2,(2€)_1/2) sunt puncte de
maxim;

h) A(%,gj este punct de maxim.

3
Fiind data capacitatea V' = % pentru un bazin paralelipipedic, sa

se determine dimensiunile sale, astfel incét sd se intrebuinteze minim de material
(suprafatd minimd) pentru constructia sa.

Indicatie de rezolvare:

Fie x, y si z dimensiunile bazinului, z fiind inédltimea acestuia.
3

Rezulta ca x - y~z=a7, iar suprafata
3 3
S=2-x-z+2-y-z+x-y=a—+a—+x-y.
y X
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3 3
e : a ..
Se consider, astfel, functia f(x,y)=—+—+x-y, care are un minim
X )y

- o . : : a
pentru x =y =a, de unde rezultd dimensiunile bazinului x=a, y=a,z= 5

@ Sd se finscrie Intr-un con circular drept un paralelipiped
dreptunghic de volum maxim.

Indicatie de rezolvare:

Fie r raza bazei conului si 4 inaltimea acestuia. Dreptunghiurile care
constituie bazele paralelipipedului sunt inscrise in cercurile de bazd ale unui
cilindru circular drept inscris in conul dat.

Se considera x si y dimensiunile bazei paralelipipedului.

Atunci, volumul sau va f1 dat de

V=2L-x-y(2-r—\/x2+y2)

- r

§1 este maxim pentru x =y = -r s1 Indltimea E
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Test de autoevaluare

Sa se arate cd functiile urmatoare verifica ecuatiile indicate:
a) f(x,y)= (p(lj, unde ¢ este o functie derivabila, verifica ecuatia
X
ad ad
ox dy

b) 1 (x, y,z)z (p(x . y,x2 + y2 —z2 ), unde ¢ este o functie derivabild,
verificd ecuatia
xzal—yzal+ (x2 —y2)af 0.

ox dy

dz
Sa se calculeze df si d? f, daca:

a) f(x,y)= (p(ﬁj, unde @ este de clasa C?;
y

b) f(x,y)=0(x+y,x—y),unde ¢ este de clasi C?;

) f(x,y,z)z(p(x+y+z,x2 +y2 + 22), unde ¢ este de clasa C2.

Iﬂ Sa se scrie formula lui Taylor pentru functia f(x,y)=e**” in
punctul (1,-1).

El Sa se determine punctele de extrem pentru functiile:
a) f(x,y,z)=x2+y2+22+2-x+4-y—6-z, (x,y,z)eD3;
b) f(x,y,z)=sinx+siny+sinz—sin(x+y+z),
(x,,2)€ (0,m)x(0,7)%(0,);
¢) f(x,y,z)=l+£+l+i,x>0,y>0,z>0;
x y z 16
d) f(x,p.2)=ax"-b-x-y+x-z+y-z, (x,y,2)el’.
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LECTIA 2

3.4 Functil implicite

Definitia 3.4.1. Fie ecuatia F(x,y)=0, unde F: X c[l 250.0 functie
y= f(x) definiti pe multimea 4c[, astfel incit pentru orice xe 4,
(x, f(x))e X se numeste solutie in raport cu y a ecuatiei F(x,y)=0 pe
multimea 4, daca F(x, f(x))=0pentru xe 4.

Definitia 3.4.2. Functiile y= f(x) definite cu ajutorul ecuatiilor
F(x,y)=0 se numesc functii implicite sau functii definite implicit.

Observatie. O ecuatie F(x,y)=0 poate si aibd pe 4 mai multe solutii sau

nici una.

Exemple
1) Ecuatia x4+ y2 —1=0 are in raport cu y o infinitate de solutii definite

pe [-1,+1] de
~ VI-x*, o<x<B, a=>-1 B<1

f(x
) —~1-x*, xe[-1,+1]\[0,B]

deoarece fiecare verifica ecuatia x> + y? —1=0.
Se observa ca solutiile nu sunt continue in punctul x =o sau x =f.

2) Ecuatia x* +y*+1=0, (x,»)e 1 * nu are nici o solutie reala.

3) Ecuatia 2x—3y+5=0, (x,y)e (] are o singura solutie:

f(x)=§+§-x, xell.

Teorema 3.4.3. Fie functia F: X XY >, X cll, Ycl si (xo,yo) un
punct interior lut X XY . Daca:

1) F(xo,yo)zO,

2) F(x,y), Fi(x,»), Fy'(x, y) sunt continue pe o vecindtate
UxV c XxY alui (xq,),

3) Fy'(xo,yo)io,
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atunci:
i) existd o vecindtate U, c U alui x, si1 0 vecinatate V, cV alui y, si

existi o unici functie y=f(x):U, —>V,, astfel incit f(x,)=y, si
F(x, f(x))=0pentru xe Uy;
ii) functia f(x) are derivata continuii pe U,, dati de:

: Fi(x,y)
f) ==
Fi(x,)
iii) dacd F(x,y) are derivatele partiale de ordinul k continue pe UXxV,
atunci f(x) are derivata de ordinul k continui pe U, .

Definitia 3.4.4. Fie ecuatia F(xl,xz,...,xn,y)z 0, unde F(xl,xz,...,xn,y)
este o functie reald de n+1 variabile definita pe o multime X c[J i
O functie y = f(x;,X,,...,x, ) definitd pe multimea A" este solutie in

raport cu y a acestei ecuatii, daci pentru (x,x,,...,x, )€ 4 avem:

0.

F(xl,xz,...,xn,f(xl,xz,...,xn ))

Teorema 3.4.5. Fie F(xl,xz,...,xn,y) o functie reald definitda pe X XY,
XcO", Ycl, xy=(x0,Xy0s»X,0) Un punct interior lui X si y, un punct
interior lui Y. Daca:

1) F(x105 X055 %405 ¥0) = 0,

2) functia F(x;,X,,...,x,,¥) este continuii impreuni cu derivatele partiale
F,, F, ..., F, , F} peo vecinitate UXV a punctului (x;9,X%50s--X,0Y0)

3) F, (X105 X205 X,05 V0 ) 20,
atunci:

i) existi o vecinitate Uy cU a lui xy = (9, X20,.-, X, ), O Vecinitate
VoV alui y, si o unica functie y= f(x;,x,,...,x,):Uy, = V,, astfel incat
L (X105 %2000 X0 )= Vo §1 F(x(,X5,000%,, £(x],%,,...,x, )= 0 pentru xe U,;

ii) functia f(x;,x,,..,x,) are derivate partiale continue in raport cu

Fy (%95X5005X,,)

x;, i=1,2,...,n pe U, date de f); =— ,i=1,2,...n;

Fy (X520, %)

iii) daca F(x,x,.,...,x,,y) are derivate partiale de ordinul k continue pe
U XV, atunci functia implicitd f (xl,xz,...,xn) are derivate partiale de ordinul £
continue pe U,,.

3.9 Dependenta functionala
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Definitia 3.5.1. Fie y;, = f;(x,%),...,x,), k=12,..,m, m functii reale

definite pe o multime X c[1”. O functie reald F(x;,x,,...,x,) definiti pe X
depinde de functiile f,, f,,..., f,, pe multimea X, daca exista o functie reald de

m variabile ®(y,,y,,...,», ) definiti pe o multime ¥ 1", astfel incat pentru
xe X siavem F(x;,xy,...x, )= D(f;(x), %5500 X, ovs £ (1, X5 500X, ).

Exemplu

Fie functiile f, g, h:0° —0 definite prin:
f(xpyz)=x+y+z;
g(x,p,z) =x*+y* + 2%
h(x,y,z)=xy+ yz+zx.

Avem (x+y+z)2 =x° +y2 +z2 +2(xy+yz+zx):>g5f2 +2h,deci g
depinde de functiile f si 4.

Definitia 3.5.2. Functiile y; = f; (x,x,,....x, ), k=1,2,...,m, definite pe o

multime X c” sunt in dependentd functionalid pe o multime A c X , daca
cel putin una dintre ele depinde de celelalte pe multimea A.

Teorema 3.5.3. Conditia necesarad si suficientd pentru ca n functii de n
variabile independente y, = f; (x;,%,,...,X, ), k =1,2,...,n, definite pe 0 multime

X cO", cu derivate partiale continue pe X, s fie independente functional pe
A c X este ca determinantul functional:

WY W
a.xl ax2 axn
D(yl,yz,...,yn)z ?_2 33/_2 gyz
D(‘xl)x29---:xn) xl X2 'xn
v, W, W,
axl axz axn

sa fie identic nul pe 4.

Definitia 3.5.4. Functiile £ (x1,..,%, ), /5 (X1sees Xy )seves Sy (X1000s X))

definite pe o multime X c[J” se spune ca sunt independente intr-un punct
(X105%205-X,0)€ X dacd nici una din functii nu depinde de celelalte intr-o

vecinitate a lui (X;q,X50,..,X,0)€ X .
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Functiile f,(x),....,X,), f2(X(see Xy )seees [y (X500, X, ) SUnt independente pe
X daca sunt independente in orice punct interior al multimii X.

Fie y= f(x;,x,,...,x,) o functie reald definitd pe o multime X c[] " si
un sistem de p < n ecuatii de forma:

Fi(xlaxb 7xn):O
Fz(xl,.X2, ,xn):()
Fp(xl,xz, ,%,)=0

functiile reale £y, F>,..., » fiind definite pe aceeasi multime X < R".

Definitia 3.6.1. Extremele functiei y = f(x;,x,,...,x,) cand punctul
(x{,%,,...,x,) parcurge numai multimea 4 a solutiilor sistemului (5.6.1) se
numesc extremele functiei f conditionate de sistem.

Teorema 3.6.2. Fie functia CI)(xl,xz,.. X 'kl,kz,...,kp) de n+p

TSR]

variabile definita de:

D= f(x),0 X, )+ My -ﬂ(xl,...,xn)+...+kp -Fp(xl,...,xn)

si (al,az,...,an;ul,uz,...,u p) un punct stationar liber al functiei @ . Punctul

(aj,a,,...,a,) este punct stationar al functiei y = f(x{,x,,...,x,) cu legiturile
F=0,F,=0,.,F,=0.

Observatie. Numerele A;,A,,..,A, se numesc multiplicatorii lui

p
Lagrange.
Pentru a determina punctele de extrem ale unei functii y = f(x;,x,,...,x, )
cu legaturile F/; =0, F, =0,..., F| p = 0 se procedeaza astfel:
1) se formeaza functia ajutatoare:
D= f(x),0x, )+ Ay - F (x5 X, )+...+Kp F, (X(500r X, );

2) cu Ay, Ay,..., A, parametri;

3) se rezolva sistemul:
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9 _p, 9Py, 9P
axl axn

= 0
0x,
F=0,F,=0,F,=0

cu n+ p ecuatii §1 n+ p necunoscute;
4) daca (al,az,...,an; ul,uz,...,up) este o solutie a acestui sistem, punctul
(a;,a,,...,a, ) este punct stationar conditionat al functiei y = f(x{,x5,...,x, ).

Punctele de extrem conditionat ale functiei f se gasesc printre punctele
stationare conditionate.

Pentru a stabili dacd punctele stationare conditionate sunt de extrem, se
studiaza diferenta f(x{,x,,....x, )— f(a;,a,,...,a, ) pentru punctele care verifici

sistemul £, =0, F, =0,..., F b= 0, de unde rezulta ca avem:
f(xl,xz,...,xn)—f(al,az,...,an)=CI)(xl,xz,...,xn)—(I)(al,az,...,an),
adicd se studiaza diferenta:
E=®(x;,xy,..,x,)—D(a,,a,,....,a,).

Aplicand formula lui Taylor functiei ®(x;,...,x, ) in punctul (a;,a,,...,a, ),

’®(ay,...,
avem Ezlz (4 a")dxl.dxj +R,unde x;, —a; =dx;, i=1,2,....n.
2 0x;0x ;

Semnul diferentei E este dat de semnul formei patratice:

82®(a ey
d’®(ay,....a, )= Dronl dydx
(al an) Z axiaxj ey
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3.7 Aplicatil

3.7.1  Si se calculeze f7(1), f”(1) pentru functia implicitd y = f(x),

. . . 3 . R .-
definitd prin ecuatia (x2 + yz) -3 (x2 + yz)—2 =0, satisfacand conditia

f)=1.

Indicatie de rezolvare:
. : 2 2)? 2 2 . 2
Se considera functia F(x,y)z(x +y ) —3-(x +y ) definitd pe [J~.
Pentru ea existd derivatele partiale de ordinul intai de forma:

—(x,y):6x-(x2 +y2) —6x, —(x,y)=6y-(x2+y2) —6y.
ox dy

Pentru un punct (x,,v,)€)?, pentru care F(xy,19)=0 si y,#0,

xg + yg #1, se verifica ipotezele din teorema functiilor implicite si putem scrie:

oF
(x)=-2 =X o (1)=—1
f(x) ai yjf()
dy
sy ()9 x\_ y-xy_  1[ i ry
AR I

3.7.2l Se considera functia y=f(x) definita implicit prin relatia

X*+y*+2-a-x-y=0,a>1.Sasearateci f"(x)=0.
Indicatie de rezolvare:
Fie F(x,y)=x2 +y2+2-a-x-y, a>1, definita pe 0 °.
: F F
Exista a—(x,y) =2x+2ay, a—(x,y) =2y +2ax.
ox dy
Fie un punct (xg,y,)€l] 2 astfel incat F (x9,%9)=0 si pentru care
Yo t+axy # 0. Derivatele partiale de ordinul I ale lui /' sunt continue pe [] 2 deci
: : : . OF
si pe o vecindtate U XV a punctului (x,,y,)e 0 ? si aa—(xo, ¥o)# 0. Astfel sunt
v
indeplinite conditiile din teorema functiilor implicite si este asigurata existenta

functiei f:Uy, —=V,, U,cU, V, cV siaderivatei sale.
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Deoarece y = f(x) trebuie si verifice X+ 42-a-x-y=0,a>1,
rezulti ca x% + f2(x)+2a-x- f(x)=0. Derivand aceasta, vom obtine:
2ex a2 (%) f(x)+2a- f(x)+2a-x- f(x) =0 = f/(x) =T
a-x+ f(x)
Derivand ultima relatie obtinutd, rezulta:

" a’ -1 24 +2a-x- = =
£(x)= [a+f()]3[x 72 (x)+2a-x f(x)]=0= f7(x)=0

3.7.3] Sa se determine punctele de extrem pentru functiile implicite
y = f(x) definite prin:

a) x2—2-x-y+5-y2—2-x+4-y+1=0;
b) x3+y3—3-x2-y—3=0;

) y2+2-y-x2—4-x—3=0;

d) y3+x2—x-y—3-x—y+4=0;

e) (x2+y2)2 =a2-(x2—y2).

Indicatie de rezolvare:

oF
a) f(x)=- aa; =— _22);1212; ;34 , unde s-a considerat
dy

F(x,y):x2—2-x-y+5-y2—2-x+4-y+1 :
Se obtine sistemul:
2x—2y—-2=0;
{x2—2xy+5y2—2x+4y+1=0,

care are solutiile A(L0), B(l —lj

b

2
In acelasi timp,

” 0 2x—-2y-2 d( x—y-1
/)= 8x(2x 10yy 4j a_x(x—syy—zjz
_ (=) x =57 (x)=2) = (x = f(x) = 1)1 = 5/"(x)) = (1) =1
(x=5/(x)-2)

<0,
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deci punctul 1 este de maxim, iar f ”(%j =1>0, deci punctul % este de minim.

b) f(x)=

2_ 3x2 —6xy=0
_3x" —6xy { X xy :A(O,%/g), B(-2,-1)

3y2 —3x?

sunt solutiile sistemului;

x3+y3—3x2y—3=0

’

2y3 +2xzy—2xy2 +2x(x-y—x2—y2)-y

S (x) 3 =
(¥ =»7)
2 ” 2
= f(0)==-7, —2)=—-,
1(0) = (D=3
deci 0 este punct de minim, iar —2 este punct de maxim,;
¢) fie
2 2 , 2xy -2
Fx,y)=y" +2yx° —dx=3= f'(x)=-——,
y+x
de unde se obtine sistemul:
xy=1
y2 +2yx2 —4x-3=0
cu solutiile A(-1,-1), B(%,Zj;
) U G )22 ) ()= )+ 20)

(f(x)+x2)2

: A1 . 1 :
si deoarece f (Ej <0, rezultd ca punctul x = 5 este de maxim. Punctul x =-1

nu este de extrem, deoarece diferentiala de ordinul doi a lui F este
d*F (-1,~1)=—4dx* — 2dy* —8xdxdy nu pastreazi semn constant;

d) x =§ este de maxim.

3.7.4 Sa se calculeze gl(l,O), 31(1,0) pentru functia z= f(x,y)
X y

definitd implicit prin xcosy+ ycosz+zcosx—1=0, satisficand conditia

£(1,0)=0.
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Indicatie de rezolvare:
Fie functia F(x,y,z)=xcosy+ ycosz+ zcosx — 1 definita pe [1°.
Rezulta

oF : F .
—(x,y,z)=cosy—z-sinx, —(x,y,z)=cosz—x-siny
ox ay
s
oF :
—(x,y,z)=cosx—y-sinz
0z
continue pe [1°.
Se considera punctul (x,,¥p,2,)€ 1>, pentru care F(xq,10,29)=0 si
aa—(xo, Yo-20) # 0. Astfel, functia F si derivatele sale partiale de ordinul I sunt
Z

continue intr-o vecinitate a lui (x,,1,,2)€ 0>, fiind indeplinite conditiile din
teorema functiilor implicite si putem scrie:
oF

oF o
oy g 507
L ()=, L) =,
ox i( dy oF
o (x0.2) o, (1y.2)
de unde rezulta
%) cosy—zsinx d —xsin y +cosz
ai(xoy)z_ y ’ i(xa )=_ . z ’
X —ysinz+cosx dy —ysinz+cosx
deci
al(l’() __L’ 81(1,0 Z_L.
ox cosl dy cosl
3.7.5] Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intdi si doi ale
functiei implicite z = f(x, y), definite prin:
2 2 2
a) S+ —1=0;
a”~ b

Indicatie de rezolvare:
2 2 2

X z : : :
a) fie F (x, y,z)=—2+y—2+—2—1, se scriu derivatele partiale de
a b

ordinul I ale lui F, care sunt continue pe [° si se considerd un punct
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(x0s¥0-20)€ 1>, pentru care F(xg,10,2)=0 si

oF
= (x0,¥0,20) 205 astfel,
functia F' si derivatele sale partiale de ordinul I sunt continue si pe o vecinatate a

lui (x9,¥9,29)€l 3 si sunt verificate conditiile din teorema functiilor implicite,
rezulta:

oz oz
N P b2-p?),
o2 ox\ox) ox| 42 z) &2.p2 37
z_o (o) _af ¢ y)_ et [¥-a?)
8y2 dy 8y ay p: z a’ b2 23 ’
0%x _0(0z)_9f ¢ y)__ ' xp
oxdy odx\ady) ox| p?> z al-p:
b)
dz_ x 0dz_ z 822_y2—1 822_x2—1
ox z dy x ox° 2 * 2
0z _ Xy
oxady z°
3.7.6f Sa se calculeze dz, d’z pentru functia impliciti z= f(x, y)
definitd prin:

a) )c2+)/2+z2 —a’:

5

b) Z-InZ=0;
z
¢) nz=x+y+z-1.

Indicatie de rezolvare.
a) fie F(x,y,z)=x>+y*+z°—a’, derivatele sale partiale de ordinul I
. OF )
sunt —(x,y,z)=2x, —(x,y,z)=2y si a—(x,y,z) =2z, care sunt continue
ox dy oz

pe [13; se considerd un punct (X9, ¥0,20)€ L] 3 pentru care F(x9,%0,29) =0,
z#0; functia F s1 derivatele sale partiale de ordinul I sunt continue si pe o

133



vecinatate a lui (x,¥,,2o)€ Ll

, fiind astfel verificate conditiile din teorema
functiilor implicite; rezulta:

oz X 0z _ ).

o Y=o 5 )=
dz—%dx %dy——— (x-dx+y-dy)

ox dy z

82 8(_{}2)/2—612 azz:i(_zJ:xz—az
ax S ox\ z 2 ayz v\ z 37

GE: :i(_zj:_ﬂ
oxdy ox\ z 2’

de unde se obtine:

22
2= "0 a2 e v+ TS
z z z
dx+d
C) dz==z dx+dy’d22_ ( y3)
l-z (l—z)
3.7.7

Functiile u=¢(x,y), v=y(x,y) sunt definite implicit prin
relatiile u +v=x+y, x-u+y-v=1. 54 se calculeze du a_u dv Iy
ox’ dy’ o’ ay

Indicatie de rezolvare:
Derivand in raport cu x cele doua relatii, obtinem:

—(u+v)= ou aV—l —(xu+y-v)=u+x- a_u+ v =0=>
ox o ox ox X ax
au _u+y ov_u+x

ax Cy—x ox x—y

Derivand cele doua relatii in raport cu y, obtinem:

du_ _v+y odv_v+x

dy y—-x ay_x—y'
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3.7.8 Fie functia compusi z = f(x, y), definiti de z = u® +v°, in care

functiile u(x,y) si v(x,y) sunt definite implicit prin relatiile u+v>=x,

0z

u® +v? =y. Sa se calculeze %, —.
ox ady

Indicatie de rezolvare.

dz 0z du 0z ov 5 Ou 5 OV
—=——t——=3u" —+ 3" —;
ox du odx Jv Ox ox ox
9z _0z Ou 0z Ov_q2 Ou 52 OV
dy du dy Jv dy dy ady
Diferentiind relatiile de definitie, obtinem:
du+2-v-dv=dx, 2-u-du+2-v-dv=dy =
u 1
= du= dx-dy), dv=————-dx+———-dy.
! 1—2u( y) ’ v(1—2u) 2v(1—2u) 4
Rezulta
ou 1 ou _ 1 v u v 1

ax 1-2u" dy 1-2u ox v(1-2u) oy 2v(1-2u)

9z _u(u-v) oz _ 3 .(_3.uz+§.v}
ox 1-2u  dy (1-2u) 2

si deci:

u—v

3.7.9] Sisecalculeze dz,daci z=u-v, x=¢""", y=¢

Indicatie de rezolvare.
dz=d(u-v)=v-du+u-dv.
Diferentiind relatiile care definesc pe u(x,y) si v(x,y), obtinem:
dx=(du+dv)-e"", dy=(du—dv)-e"™" .

Rezulta du=l lderldy ,dv=l ldx—ldy , de unde:
2\ x y 2\ x y

dzzi(u+v)dx+L(v—u)dy.
2x 2y
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3.7.10] Fie functia z = f(x, y) definita implicit prin z-e* =x-e*+ y-e”.

X+z

Sa se calculeze a—u, a—u, daca u = )
ox dy y+z

Indicatie de rezolvare.
Diferentiind relatia de definitie a functiei implicite z= f(x, y), obtinem:

(z+1)-e”-dz=(x+1)-e"dx+(y+1)-e’-dy =

+1 +1
T e de+ ey,
z+1 z+1

= dz=

In acelasi timp avem

du:d[x+zj:(y+z)(dx+dz)—(x2+z)(dy+dz)
y+z (yv+2)

__ 1 {(y+z)+(y—x)x+l-ex_z]dx+[—(x+z)+(y—z)y—+l-ey_z}-dy}.

(y+z)2 z+1 z+1

Rezulta

(et et
ox (y-|—Z)2 z+1

si

Ju 1 y+1 y_Z}
—= —x+z)+(y—z)——-e .
= (y+zy[ (c+2)+ (r-2)2 0]

3.7.11] Fie functile f(x,y,z)=x+y+z, g(xyz)=x-y+z si

h(x,y,z)=4-(x-y+y-z) definite pe [J°. Si se cerceteze dependenta
functionala a acestor functii.

Indicatie de rezolvare:

CUAC A

gx gy dz 1 1 1
Matricea functionald a lui Jacobi: % % a_g =| 1 -1 1

ox dy Oz

ox Jy oz

are rangul doi, deci cele trei functii sunt dependente functional. Doua dintre
functii, f s1 g, sunt independente functional, iar a treia, 4, este dependenta
functional de acestea.
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3.7.12] Sa se cerceteze dependenta functionald a functiilor:

R) y= e g, 2
1= " T 5 72~ "7 5
x2+y2 x2+y2

b) yy=x+y+z, y2=x2+y2+22—x-y—y-z—x-z

definite pe 0 2\{(0,0)};

si
V3 = x> +y3 +2z° —3-x-y-z definite pe [ 3,
¢) y = Yy = 1
1— s J2 T 9
(r=y)(x=2) 77 (y=2)(y=¥)
V3= S XEY#Z
(z=x)(z-»)
Indicatie de rezolvare.
. : : 1 — .
a) matricea lui Jacobi este: 5 4 a)zcy si are rangul 1;
(x2 +y2) —bxy bx

2 2
functiile sunt dependente functional: (&j + (%j =1;
a

b) y3=y1-ys;
¢) y+y,+y;=0.

5.7.13| Si se determine extremele functiei f(x, y):x2 +y?—y—x

conditionate de x + y =1.

Indicatie de rezolvare:
Se considera functia lui Lagrange:

L(x, )= f(x,y)+ L g(x,y), unde glx,y)=x+y-1.
Lx,y)=x*+y* —y—x+r-(x+y-1).

Se rezolva sistemul de forma:

a—L=2-x—1+7x=0;
X

a—L=2-y—1+7\,=0;

dy

x+y=1,

1
>
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Deoarece dzL(%,%j =2.dx* +2- dy2 >0, punctul (%,%j este de minim.

3.7.14] Sa se determine extremele legate pentru functiile:

a) f(x,y,z):x—2y+2z,x2+y2+22=9;
2 2 2
b) f(x,y,z)=x2+y2+zz, ;C—2+2;—2+i—2=1,a>b>c>0;
c) f(x,y,z)=x+2y—22,x2+y2+z2=16;
d) f(x,p,2)=x+y+z,x—y+z=2, x> +y* +z°=4;
e) f(x,y,z)=x-y-z,x2+y2+22=1,x+y+z=0.

Indicatie de rezolvare:
a) se considerd L(x,y,z)=x—-2y+2z+ X(xz + y2 +z2 - 9) si se rezolva
sistemul:

oL 1
_=0 X=——
gz 1+2-A-x=0 2A
—=0 —2+4+2-A-y=0 y=l
<8y = = 3 A =
2+2-A-z=0
oL _, 1
P X+ +22=9 £= N
x2+y2+22=9 x2+y2+22:9
1 1
=M= Ay =—;
2

se obtin punctele A(1,-2,2), B(-1,2,-2) si se determina

d’L = 2hdx? + 20dy? +2Adz2,

de unde rezulta ca punctul A este de maxim, iar B de minim;
b) A, =—a’ = A(a,0,0), B(—a,0,0) sunt puncte de maxim,
Ay =—c? = C(0,0,c), D(0,0,—¢c) sunt puncte de minim;

c) A= 3 = A(i,§,—§j este punct de maxim;
8 33 3

Ay :E = B(—i—§,§j este punct de minim;
8 333

d) se considera
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Liv,y,z)=x+y+z+Mx—p+z-2)+pulx? +y? +2% -4
si se rezolva sistemul:

aL

=0
ox
g_Lz() 1+A+2u-x=0 x:_ﬂ;
Y I-A+2u-y=0 21
oL A—1
—=0 SI1+A+20-2=0 =Jy=—j;
0z h=0 2u
x—y+z-2=0 X—ytz-o= A+1
22,2 4_ z=——
x2+y2+22 4= X“+y"+z"-4=0 2u
1 1 4 2 4 1
rezulta A, =—, W, =—— = A| —,—,— | punct de maxim si A, =-1, =—=
173 Hy 7 (3 3 3j p S1 Ay ) 5
B(0,-2,0) punct de minim;
&1 [ Jo &8 o &6 e).
) }\’l Ml:_:A - s s 7B - s s S1
12° 6 6 6 3 6 3 6
J6 6 6 .
C 3 ,— p ,— sunt puncte de maxim,;

3766

k_\/g 1 (\/3\/5 \/g] [\/5 \/3\/5] ( 6 6 6}
2T T A ”’2__:>D s s :E s s D
12 6 6 6 3 6 3 6

sunt puncte de minim.

3.7.15 Ce devin ecuatiile urmatoare daca se fac schimbarile de
variabila indicate?

a) x3'y"'+x-y'—y=0,x=et;
b) (x+1)* -y +3(x+1)"- Y +(x+1)-y=In(x+1), In(x+1)=
) (l—xz)-y"—x-y'+u)2-y=0,x=cost;

d) (1+x2)2-y”+2x(1+x2)-y'+y=0,x=tgt;

e) x(1+x2)-y”—(1—x2-y~\/1+x2)-y'—x3-y2 =0, t=1+x>.

Indicatie de rezolvare.

a)
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_ea - D
T & a0 Tl a2 dr

dr

2 3 2
dt d?  dt dz dz dt

inlocuind derivatele lui y in ecuatia data, se va obtine noua ecuatie:

Oy Ly b

_dy_dy 1 _dy ”_g(d_y_e_tj_e_t [dzy dyJ.ezt.

—+3 =0;
TR T
b) In(x+1)=t=>x+1=¢' > x=¢'-1;
T B T
dv dr d&x dr
dr
&y d(dy e_tj_L:dz_y cu by
S A de\dr dx g7 de
dt
inlocuind derivatele lui y in ecuatia datd, se obtine noua ecuatie:
&’y dy »
—+2—+y=t-e;
i T C
dzy 2
¢) —+o -y=0;
dr? g
d?y
d) —+y=0;
a7
[ , dy dy 1 dy Vir-1
) ¥ 4 dt dx dr ¢
dt
&y _d[dy NP1 .L_dzy.\/tz—l.\/tz—le
Y Te dlda dx 42 ¢ t
dt

LS Ne-1 1y -l dy 1

&t t  p2f2_q d&F P& de £

inlocuind derivatele lui y in ecuatia data, se va obtine noua ecuatie:
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a7

3.7.16 Ce devin ecuatiile urmatoare daca se schimba functia dupa
cum urmeaza:

a) x'y'—y(lnx-y—l)zO,yzi;

b) xz-y"+4x-y'+(2—x2)-y=4x,y= ;

z
2
X
z

2 ” ’ 2 2 _ __“
c) x°-y +x-y+(x —-A )-y—O,y—\/;.

Indicatie de rezolvare.

dy _d 7 x—z ,
a = — =x-zZ—-zInz=0;
) V= & dx( j 5

x
b) z"—z=4x;

0 y,_dy i( j_2x-z—z.
dr  de\/x 2xx
” d(Zx Z—Zj 4x°x -z —4x\/_z +3Z\/_

e 2x\/_ 4x°

inlocuind derivatele lui y in ecuatia data, se va obtine ecuatia:

x? 'Z”+Z(%+x2 —73]:

3.7.17 Ce devine expresia diferentiala:
2
E:(a2+x )d y+ Q,
dx? dx

daca se face schimbarea de variabila x=a-sht?

2

Raspuns: £ =d—;/.
dr

( xZ) y %y , daca se face

V11— x2 y+y

3.7.18 Ce devine expresia FE =

x=sint?
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Indicatie de rezolvare:

Y 1 dy 1
4 dv dr dx dr cost’

de
2
dy cost + d sint
ui(d_y. 1 j I _d7 dr
4 dt\ d¢f cost) cost cos’ ¢
Dupa inlocuirea derivatelor lui y in expresia data se va obtine:

&y

2

E=—dC_
dt

3.7.19 In ecuatia y”(1+y2)—2(1 +y)-(y) - (1+y2)= 0, unde y
este o functie de x, se face schimbarea y =tgz. Sa se gdseasca ecuatia verificata
de z(x).

Raspuns: z” — 2(2')2 —cos?z=0.

|:1 N (y,)z :|3/2

3.7.20 Ce devine raza de curbura R= — , daca se
y
schimba rolul variabilelor?
Indicatie de rezolvare.
B EAR I S e
e dx 20 T\ Y dylx') dx (x')3
dy y
(1+(x))
= R= ~
o
3.7.21 Ce devin urmadtoarele ecuatii daca se schimba rolul
variabilelor?

a) " +x- () =0;
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b) ¥ -() +2x- ().

Indicatie de rezolvare.

”

1 .
a) ) = = Yy == = x” — x =0 este noua ecuatie;

(+)

b) x"+x" -2x=0.

y
se afle ecuatia pe care o verifica z(y).

Indicatie de rezolvare.

’ 1 ” X” dx d
Yy ==) ==
X

(x) dy dy

si x":i(ez+y-z'-ez)=2~z’-ez+y-z”-ez+y-(z')2 ‘e
dy
62(2-z'+y-z”+y-(z')2)

S (1+y-2)

, 1
=)y=—
Y1ty 2)

9y”:_

Inlocuind derivatele lui y si pe x in ecuatia data, se va obtine noua ecuatie

de forma y-z"+z'=0.

variabila si de functie indicate:

x-y - X =pcost
a) E="—2 2 { L, p=p(1);
X+y-y y=psint

= X =pcost
b) E:M,{ p p=p(1);

z

3.7.22 In ecuatia x- y”—i () +3"=0 se considerd x = y-e°. Si

unde x'=———(y-ez)=ez+y-z'-ez

=

3.7.23 In expresiile diferentiale urmitoare, s se faca schimbarea de

_ p’sint+pcost

1+(y')2 J’ZPSinf’
N _yoy [x=v-u
) Ez—(y) 'y , , v=v(u)
y2 yzeu+v
Indicatie de rezolvare.
=W 4 sing) - = Y osing)-
a) y —a—dt(psmz‘) dx—dt(psmt) i( ]
dr dr P
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inlocuind 1n expresia datd, se va obtine noua expresie E = B,;
p
2
b) £ =——t—;
VP~ +(p')

,_dy_d o uy 1 V+1l
c =—=—le"") = e
) ¥ dx du( ) div—u) V-1

du
” d (V,‘l'l u+vj 1 u+v (V’+1)2—2'V”
y —_ y e — =g . .
du\Vv' -1 d(v—u) (v'—1)2

2"
s

du

Efectuand inlocuirile, se obtine expresia E =

Sa se scrie ecuatia razei de curburd din coordonate carteziene,

N |:1 N (y,)z :|3/2

= — , In coordonate polare.
y

)

Raspuns: R = .
p p2 + 2p/2 _pp//

3.7.25
ecuatia:

Sa se treaca de la coordonate carteziene la coordonate polare, in
2, .2 / 2, .2 ,
(x +y Xx+y-y)=(x +y +x)(x-y —y).

Indicatie de rezolvare.

L X=pcost
Se considera transformarea: .. p=p(t).
y =psint
., p’sint+pcost . . n . : :
Atunci )’ = p, P — si1, efectuand inlocuirile, se va obtine ecuatia:
p cost —psint
p'=p+cost.
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3.7.26| in ecuatia diferentiali:

dy y(x2 +y2 +1)

dx x(x2 +y2 —1)

w=x2 -y

si se facd schimbarea { v=v(u).

v=2-Xx-y ’

Indicatie de rezolvare:
Diferentiind formulele care dau schimbarea, obtinem:

du=2-xdx—-2-ydy,

dv=2-xdy+2- ydx,
de unde rezulta dv _xdytydx .
du xdx—ydy
In acelasi timp, din ecuatia dati rezulta:
xdy _x2+y2+1_
ydx P+ y -1

ydy yz(x2 +y2 +1)
xdx xz(x2 +y? —1).
Aplicand proprietatile proportiilor, obtinem:

2y(x2+y2)-dx.

b

xdy + ydx =

x2+y2—1
1 ~ y(x2+y2+1) 1
de_ydy_(x2+y2)(x2—y2—l) 3

Prin Tnmultirea ultimelor doua relatii obtinem:
dv  2xy v
du x?*—y*-1 wu-1

3.7.27| In ecuatiile care urmeaza sd se faca schimbarile indicate la fiecare

_ ol
a) x-y-y”—x-(y')2+y2=0, {x—e, uzu(t);

u
y=e,
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=sint;
c) (l—xz) -3 x-y'+(a —1) 0, oz Z—Z(t),
cost
u+v
x= ;
d) 2-y"(1+))-6-(»") +)' (V' -1)" =0, u%v v=v(u)
Y= )

a)y_dx_dz‘ .((:t(et)

d ety ) el =2 n2 .
y —a( -u)-e =e [u +(u') —u},

efectudnd inlocuirile, obtinem ecuatia: u” —u"+¢e' =0;

b) v'+v=0
¢) z’+a’ z=0;
, &y d({u-v 1 I-v
)V dx du( 2 Jd(u+v) 1+
du\ 2

Inlocuind, se obtine ecuatia: 2-v”+v"-v' =0.
3.7.28 Luand u si v ca noi variabile independente, sd se transforme

urmatoarele ecuatii:

a)y%—xa—Z—Ou X, v= x+y,

ox y
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0z 0z

b)xa—x+y g—z 0, u=x, v—%
) (x+y)%—(x y)aZ—O, u=Inlx*+1?%, v=arctg > .
ox dy y
Indicatie de rezolvare.
g %0 B Qv 9 0 du 2 v,
Ox Odu dx Ov Ox dy Ou Oy v ay
rezultd ca %=%+2- oz 9z =2y 0z :>%=o este ecuatia transformata;
ox du X ay av Ju
b) u-%—z=0;
ou
c)
G x %y %y %, %
ox )c2+y2 ou xz+y2 o’ ay X -i-y2 au xz—i-y2 ov
9= _%_y
ou Jv
2\ (az) o
3.7.29| Sa se transforme expresia +| — | , considerand:
o dy
X=u-v;
y=a(u? =),
2
Indicatie de rezolvare:
Jz %a_x dz dy 8_2 +azu
du  dx Ou ay ou Ox ay
% 9 g 0w % %
v ox v ay dv  ox dy
L
Astfel, =H, 0z au—zav’ de unde rezulti expresia
ox  u+v d w4y
&) (5]
%]zz ou ov

transformata: | — | +
ox ay

u? +v?
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3.7.30| Luand pe u si v ca noi variabile independente, sd se transforme
urmatoarele ecuatii:

0%z 0%z 0%z

a 4 +3 =0, u=3-x+y, v=x+y;
) x>  oxdy oy’ 4 4
2 2 2
b) a—§+2005x o'z —smzxa—j—smx%—o;
ox oxdy dy dy
u=sinx+x—y;
v=x-—sinx+y;
2 2
c) xza__yza_jzo’ i:u)x.y:v)
x> ay y
2 2
d x-y o'z +y28 §+x%+2-y%=0, u=x, VZX;
oxdy dy ox dy X

0’z 0’z 0%z
e) ——4 t4—=0,u=2-x+y,v=y.
ox oxdy  dy

Indicatie de rezolvare:

a)
dz 0z BM dz dv Jz 0z

=32 E

x ou dx v ox Ju odv
dz _dz du az av 0z az

g_au ay av dy T ou g

EREYEC T AN T AT
8x “oul"ou ov) ox vl ou ov) ox
2 2 2
:9.8 Z 6. 0°z +8Z
ou> oudv 2

0%z 9%z 0’z 0%z
= +2- +

> ou’ oudv v’

2 2 2 2

Vo,V P 0

0xady ou’ Judv o’

2

. : . : z
inlocuind, se obtine ecuatia =0;
oudv

02z

b
) Judv
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¢c) 2-v ——=0;
Judv  oJu
2
v 224 %o,
Judv  du
9%z
) T2
o’

3.7.31] a) Daca f,ge C*(11) si z(x,y)=y- f(x+y)+x-g(x,y), atunci
0%z 90’z 9’z
axZ Bxay ay2

b) Considerand u si v ca noi variabile independente si w ca noua
functie, sa se transforme ecuatia de la punctul a), daca:

0.

Y

z
U=x+y, v=— w=—,
X X
Indicatie de rezolvare.
0z dof Ju dg du , ,
a)pentru u =x+y=>—=y - — —+g+x —=-—=y-f +g+x-g
ox Ju oOx du ox
aZ ’ ’
¥ f+y-f+x-g
Y
aZZ ” ’ ”
— =y S+ g+xg
x>
0%z
0xdy
2
a—§=2'f'+y-f”+x-g”,
dy
inlocuind derivatele partiale ale lui z in ecuatia data, aceasta este verificata,
2
b) a—;V - 0.
v

=f+y-f+g+x-g"
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Test de autoevaluare

S se determine extremele functiei z= f(x, y), definita implicit
prin:
a) x> +y>+z2-2-x+4-y—-6-z-11=0;
b) x2+y2+22—x~z—y-z+2-x+2-y+2-z—2:0.
Sa se arate ca functiile:
NW=x+y+z, y2=x3+y3+z3+6-x-y-z
si

y3=x-y(x+y)+y-z(y+z)+z-x(z+x)

sunt dependente functional pe [ 3. Care este relatia de dependenta?

E| Si se determine extremele functiei f(x, ) cu legiturile indicate:

y ¥ y a
b) f(x,y)=x2+y2, Z+2=0;
a b
¢) f(xy)=(x=1)"+)*, x> =y* =1;
d) f(x,y)=x-y, x+y=1;
e) f(x,p)=x+2-y, x> +y* =5
El Sa se determine valoarea maxima si valoarea minima pentru:

a) f(x,y)=x"+y"=3-x=2-y+1, x> +y* <I;
b) f(x,y)=5x*+3-x-y+y°, x> +y* <I.

Sa se transforme in coordonate polare, facand inlocuirile:
x=r-cos0, y=r-sinB, urmatoarele expresii:
Jdz oz
a) E=x—-y—;
ox oy’

b) £ = (azj +(%j :
ox dy
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0%z 97
c) E=—§+—§;
ox~ dy
2 2 2
d) szza—§+2-x-y 0"z +yza—j.
ox oxay dy
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TEMA DE CONTROL

Sa se scrie formula lui Taylor pentru:
a) f(x,y)z—x2 +2-x-y+3-y2 ~6-x—2-y—4inpunctul (-2]1) ;
b) f(x,y,z)=x2 +y2+z22 42 xy—y-z—4-x-3-y—z+4

in punctul (1,1,1).
Sa se determine extremele functiet:
a) f(x,y,z)=x3+y2+22+12-x-y+2-z, (x,y,z)eD3;
b) f(x,y,z)zx-y2-23-(7—x—2-y—3-z),x-y-z;tO;

2,2
c) f(x,y,Z)=(x+zz)-ex(y ’ +1), (x,v,2)el’.
@ Sa se arate ci daca functia z = f(x, y) este definita implicit prin
(y+z)-sinz—y-(x+2z)=0, atunci este satisficuti ecuatia:
Z-sinz-%—y2 -%zO.
ox dy

4 Fie functiile

f(x,y,z)z(x+y+z)2, g(x,y,z)=2-x+y—2-z
si
h(x,y,z):3-x2 +2-x-y=12-x-z-18-z-y

definite pe [ 3. Si se arate ci:
a) functiile f, g si 4 nu sunt independente in origine;
b) existd o vecindtate a punctului M, (—1,0,1) pe care f depinde de g

si h.
Presupunand pe u si v ca noi variabile independente si pe w ca o
noua functie, sa se transforme 1n noile variabile urmatoarele ecuatii:
u=x>+y%
0z 0z y 1 1
a) y-——x-—=(y—x)-z,daci sv=—+—;
ox o X oy
w=Ilnz—(x+y);
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u=x
b) x2%+y2%=z2,daca v=———;
ox dy y X
1 1
w=———;
z X
U=y -z—x,
) (x-y+z)%+(1—y2)a—2=x+y-z,dacé V=X-z—Y;
ox dy
wW=Xx-y—z;
X
u=-—;
oz 1 0%z 1 . 4
d —+—-y-—=—,daca |v=x;
ay 2 ay2 X
W=Xx-z—Y;
u=x+y;
0%z 0%z 9%z 5
e) +2 + =0,daca <v=x—y;
ax2 8x8y ayZ
w=x-y—z.

wV () (ou)
|§| Ce devine expresia (—) +— | + (—j in coordonate sferice
ox y z

X=r-sin@-cosO, y=r-sin@-sinO, z=r-cos@Q?
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INTEGRAREA FUNCTIILOR REALE DE 0 VARIABILA REALA

In acest modul sunt prezentate pe parcursul unei lectii principalele notiuni
teoretice referitoare la integrarea functiilor reale de o variabila reala.

Dupa parcurgerea lectiei studentii vor dobandi cunostintele teoretice si isi
vor forma deprinderile practice cu ajutorul carora vor putea recunoaste, intelege
si rezolva probleme referitoare la:

- primitivele functiilor reale de o variabild reala;

- integrabilitatea in sens Riemann;

- functii cu variatie marginita;

- integrabilitatea Riemann-Stieltjes;

- metode si algoritmi specifici de rezolvare a problemelor care se refera

la aceste notiuni.

Materialul trebuie parcurs in ordinea sa fireasca prezentata in cuprinsul
modulului, inclusiv in portiunea referitoare la aplicatii. Metoda de studiu va fi
cea specificad disciplinelor matematice, cu utilizarea expresa a adnotarilor facute
cu creionul pe tot parcursul textului. Pentru fiecare tip de exercitiu se recomanda
identificarea algoritmului si descompunerea acestuia in etape succesive. Se
recomandd studierea solutiilor problemelor rezolvate si rezolvarea completd a
problemelor propuse in testele de autoevaluare si in tema de control.

Timpul mediu necesar parcurgerii si insusirii notiunilor teoretice,
algoritmilor de rezolvare a problemelor, formarii deprinderilor practice de
rezolvare si dobandirii competentelor enumerate anterior este de aproximativ 6-
8 ore de studiu, intr-un ritm de 2-3 ore pe zi.
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LECTIA1
INTEGRAREA FUNCTILOR REALE DE 0 VARIABILA REALA

9.1 Primitive

Fie functia f:/ — [ , unde / este un interval, / [ .
Definitia 5.1.1. Se numeste primitiva a functiei f pe [ orice functie
F:1—10,derivabila pe I si astfel incat F’'(x)= f(x), (V) xe .

Observatie. Daca F este o primitiva a functiei f pe /, atunci F'+ C, unde
C este constanta arbitrara, este o primitiva a lui f pe intervalul /.

Definitia 5.1.2. Fie intervalul / cl] si f:/ —[] . Dacd functia f admite
primitive, atunci multimea tuturor primitivelor sale se numeste integrala

nedefiniti a lui f si se noteazi cu J- S (x)dx.

5.1.1 Calculul primitivelor cu ajutorul schimbarii de variabila

Fie functiile u:1 — J si f:J —1[1, astfel incat f este continud pe J, iar

u are derivata continud pe /. Daca j f(¢)dt=F(t)+C, atunci:

If(u(x))-u'(x)dsz(u(x))+C.

5.1.2 Metoda integrarii prin parti
Fie f,g:1 —1, cuderivate continue pe /. Atunci:

[rgdi=rg-[r gdr.

176



5.1.3 Primitivele functiilor rationale

P
Fie R(x)= () ,cu grad P<gradQ.

O(x)
Daci Q(x)=(x—xl)0(1 -...-(x—xk)a", unde xj,jzl,_k, sunt radicinile

reale distincte ale polinomului @, iar o;€ell, j=Lk, este ordinul de

multiplicitate al radacinii x

;» atunci descompunerea in fractii simple a

polinomului R este:

X :P(x): Al AZ AOCI
R(x) o) (x_x1)+(x—xl)2+m+(x—x1)ul ot
PR S +...+L.
(x—x) (x—xk)2 (x =2, )"

Daca polinomul Q are radacini complexe, de forma a t+1-b de ordin de
multiplicitate m, atunci in descompunerea anterioard a lui R apar si fractii simple
Aix+ B - A,x+ B,

2

de forma
X"+ pxt+q (x2+px+q)

—, unde:

X+ px+qg=(x—a-ib)-(x—a+ib).
Daca gradP=>=gradQ, atunci se face Impartirea, astfel ca
A(x)

O(x)

R(x)=C(x)+ , cu grad P, <gradQ si se reduce problema la cazul tratat

anterior.
5.1.4 Integrale binome
Integralele binome sunt integralele de forma:
jxm -(ax" +b)pdx, m,n,pell .

Calculul primitivelor functiillor binomiale se reduce la calculul
primitivelor functiilor rationale numai in urmatoarele cazuri stabilite de Cebisev:

1) daci pell, se face substitutia x=z%, unde o este cel mai mic
multiplu comun al numitorilor lui m si n;

177



m+1

2) daca pell, dar e[l , se va face substitutia ax” +b= P , unde 3

n
este numitorul lui p;
- m+1 m+1 o
3) daca pell, gll, dar p+ ell, se va face substitutia
n
ax"+b 3

—=2z",unde 3 este numitorul lui p.
X

5.1.5 Integrale algebrice

Integralele algebrice sunt integralele de forma IR(x,x/axz +bx+c)dx,

unde R(u,v) este o functie rationala. Calculul integralelor algebrice se reduce la

calculul primitivelor functiei rationale astfel:
1) dacad ecuatia ax* +bx+c=0 are radicinile reale X;, X5, se va face

substitutia Vax” +bx+c=¢-(x—x) {saut-(x—x,)};
2) dacad a >0, se va face substitutia ax’ +bx+c=xa+t;
3) dacd ¢>0, se va face substitutia v ax> +bx+c =Jc +1-x.

9.2 Integrala Riemann

Fie [a,b]cl .
def
Definitia 5.2.1. Numirul real ¢([a,b]) = b—a se numeste lungimea sau

mdsura intervalului [a,b].

Definitia 5.2.2. Multimea A={a=x,<x <..<x,=b} se numeste

diviziune a intervalului [a,b] .

Definitia 5.2.3. Fie A={a=x,<x<..<x,=b} o diviziune a

def
intervalului [a,b]. Numirul real [A - max{ﬁ([xk,xkﬂ]), k =O,n—1}, se

numeste norma diviziunii A .

Definitia 5.2.4. Fie A, Aye D([a,b]). Diviziunea A, este mai find

decat diviziunea A, dacd A} C A,.
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Notatie. Fie D([a,b]) multimea tuturor diviziunilor intervalului [a,b].

Definitia 5.2.5. Fie f:[a,b] >0, A=(a=xy<x <..<x,_;<x,=b) si

un sistem de puncte intermediare &=(&;,&,....§, 1), &; € [x¢, X, ], pentru
n—1

(V) k=0,n—1. Numarul real S(f,A,E) =Zf(§k)-(xk+1 —X;) se numeste
k=0

sumd integrald Riemann corespunzatoare functiei f, diviziunii A si sistemului

de puncte intermediare &.

Definitia 5.2.6. Functia f:[a,b] > se numeste integrabild Riemann
pe intervalul [a,b]| daca si numai dacd existd /e[l cu proprietatea cd pentru
(V) >0, (3) 8(¢)>0, astfel incat pentru (V) Ae D([a,b]), cu ||A[<3(¢), sd
avem ‘I —S(f,A,&)‘ <g, (V) & sistem de puncte intermediare din [a,b].

Observatie. Numarul I definit anterior se numeste integrala Riemann a
b

functiei f pe [a,b] si se noteaza cu If(x)dx

a

5.2.1 Proprietatile ale functiilor integrabile pe |a,b]

1) Daci functia f:[a,b]—[] este integrabild Riemann pe [a,b], atunci
ea este marginita pe [a,b].
Reciproca nu este adevarata.

2) Fie functile f,g:[a,b]—[ integrabile Riemann pe [a,b] si
o, Be [ . Atunci functia o- /' +B- g:[a,b] >0 este integrabild Riemann si

Q'—;D‘

x)+PBg(x dx:a'.lif(x)dxﬁLB'jzg(x)dx

3) jf(x)dxz

b
4) Daca f :[a,b] > , este integrabild Riemann, atunci If(x)dx >0.

a
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5) Dacd f,g:[a,b] >0 sunt integrabile Riemann si f<g pe [a,b],

atunci If(x)dxﬁjg(x)dx.

6) Fie f:[a,b]—>0 integrabild pe [a,b]. Atunci si functia

[7(x)ax

a

‘f(.)‘;[a,b]eD , este integrabild pe [a,b] si

b
< [ (x)|dx.

7) Dacd functiile f,g:[a,b]—0 sunt integrabile pe [a,b], atunci si
functia produs (f - g):[a,b] > este integrabild pe [a,b].

8) Fie f:[a,b] > integrabild pe [a,b] si astfel incat m< f(x)<M,
b
pentru (V)xe[a,b]. Atunci m(b—a)ij(x)deM(b—a) si  existd

b
we [m,M ], astfel incat If(x)dx =W(b—a) (prima formuli de medie).

9) Fie f: [a,b] —[] continud pe [a,b]. Atunci existd un punct ce [a,b],

b
astfel incat jf(x)dx =(b—a)- f(c) (a doua formuli de medie).

10) Fie f:[a,b] >0 integrabild pe [a,b] si a<c<b. Atunci f este

b c b
integrabila si pe [a,c| si pe [¢,b] si jf(x)dxzjf(x)dx+jf(x)dx.

11) Fie f:[a,b]—0 integrabild pe [a,b] si F o primitivd a lui f pe

b
[a,b]. Atunci are loc formula lui Leibniz-Newton: jf(x)dx =F(b)—F(a).

12) Fie f:[a,b] >0 integrabild pe [a,b].

Atunci functia F(x)= J. £ ()dz este continud pe [a,b].
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13) Daca functia f:[a,b] >0 este continud pe [a,b], atunci functia
F(x) =Jf(t)dt este derivabild pe [a,b] siavem F'(x)= f(x), (V) xe[a,b].

a

5.2.2 Aplicatii ale integralei definite in geometrie si mecanica

1) Calculul ariei unui domeniu plan

Fie f:[a,b]—0 . Pentru a determina aria domeniului plan marginit de
graficul functiei f, de axa ox si de dreptele paralele la axa oy, duse prin punctele
x=a si x=b, consideram o diviziune A=(a=x;<x <..<x,_;<x,=b) si
punctele arbitrare M, (&;), & € (x;,x,], i= 0,n—1. Aria corespunzitoare

intervalului (x;,x;41] o aproximam prin aria dreptunghiului, deci va fi de forma
n—1

[x;,%41] £(&;). Insuméand, obtinem A=Zf(<";l-)-(xi+1—xi), care este 0
i=0

n—oo
sumi integrala Riemann, iar pentru un sir de diviziuni (A,) _ cu |A,| = 0,
b
suma integrald obtinuta va tinde la 4= j S (x)dx.

a
Observatie. Dacd f:[a,b]—>0 si f(x)<0, (V)xe[ab], atunci
b
Azj f(x)dx reprezintd aria domeniului considerat mai sus, luat cu semnul
a

minus.
Astfel, daca functia f :[a,b] —[] schimba semnul pe intervalul [a,b],

aria domeniului marginit de graficul lui f, de [a,b] si de dreptele de ecuatii

b
x=a, x=b, este dati de 4= [|/(x)|dx.
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2) Aria unui domeniu plan marginit de o curba data in coordonate
polare

Fie r=f(0), 6¢ [a,b], ecuatia In coordonate polare a unui arc de curba
si vrem sa calculam aria domeniului plan marginit de acest arc de curba si de
dreptele de ecuatii »= f(a), r=_f(b), care trec prin originea sistemului de axe
de coordonate considerat si care formeaza cu axa ox unghiurile a §i, respectiv, b.

Se considera  diviziunea A=(a=6,<6,<..<80,,<0,=>b) si

m,= inf f(0), M, = sup f(9).

0c[0 .64 ] 0c[0; 641

. 1 & .
Fie sumele Darboux de forma s, = 5 Zm,f (01 —0;)  si
k=0

n—1

1 2
Sa =_'ZMk '(ek+1 —Gk).
2%
Aria domeniului considerat verificd s, < A<S,, deci pentru un sir de

—> 00
diviziuni (A,) . cu HAane 0 si pentru f? integrabild, sirurile (SA ) .
m /ne

b
(S A, ) converg citre valoarea ariei cautate 4 = % - I f*(0)de.

nell
a

3) Aria unei suprafete de rotatie

Fie functia f:[a,b] >, continud si cu derivata continud pe [a,b].

Vrem sa calculam aria suprafetei generatd prin rotatia graficului functiei
£ in jurul axei ox.

Fie o diviziune A=(a=x,<x<..<x,;<x,=b) si punctele
M, =f(x), (V) k=0,n—1. Aproximam aria obtinutd prin rotatia arcului
MM, In jurul axei ox prin aria laterald a trunchiului de con obtinut prin
rotatia segmentului M, M, in jurul axei ox.

Acest trunchi de con are aria laterala:

Vi T Vir1 2

W, =27 5

\/(xk+1 =X )2 +( Vet =)

Cum

Vit = Ve = (%) = (5) = (e =) £ (&)

unde &, € [x;,x;,;], rezultd ca
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1+ 2 (&) - (% —x1)

(Dk=27'l:-

S (o) + f ()
2
si aria A este de forma

AA_Zz s +f(Xk+l) 1+f,2(§k)'(xk+1—xk)'

In continuare se arati ci pentru
n—1
Sa =Z2Tc-f(§k)- L+ 2 (&) (%1 =)
k=0

sirurile (AA )

, (SA ) converg catre aceeasi limitd pentru un sir de
n /nell " Jnell

n—>oo
diviziuni (A,) _ cunorma |A,| — 0

[4s = Sa=
=27 ”Z_if /(&) +2f(xk+l) /(&) L+ 2 (&) - (¥ = )|
. 1‘f(xk - E_,k ‘+2‘f(xk+l)_f(§k)‘. 1+f,2(£k)'(xk+1_xk)
k=0

Functia f fiind continua, ea este si uniform continud si deci, pentru
(V) e>0, (3) n(e)>0, astfel incat pentru orice x’,x” care verificd

[x"—x"|<n(e), sd avem ‘f(x')—f(x")‘ <E€.
Astfel, alegind o diviziune A, pentru care HAH <mn(e), avem

e —Ex|<m(e) si [xpp —Ex|<M(€), putem scrie cd

n—1
‘AA—SA‘<2TC£'Z\,1+](‘I2(§]€)'(.xk+l—xk).
k=0
Deoarece f’ este continud, rezultdi ca existi M >0, astfel Incat
J1+ 2 () <M, (V) k=0,n—1 si deci |4, — Sp| <2meM (b—a).

—Soo
Astfel, pentru un sir de diviziuni (A,) - cunorma HAanﬁ 0, avem

nell

Sy =2m jf 1+ £72(x) dx

Ay, =

lim lim
a0 ™4 7 oo
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Rezultd cd A=2R-Jf(x)- 1+ 7 (x) dx

4) Volumul corpurilor de rotatie

Fie functia f:[a,b] >0 si C  corpul de rotatie determinat de f. Corpul
C, are volum, daca existi doua siruri (G,) . si (H,) , de multimi
cilindrice elementare, fiecare G, si H, fiind determinate de functiile constante
pe portiuni g,,h,:[a,b] >0, astfel incit G,cC,cH,, (V)nel si
lim vol(G, ) = lim vol(H,,).
n—>oo n—>o0

In acest caz, se defineste volumul:

VOl(Cf)— lim vol(G,) = lim vol(H,,).

n—oo n—oo

Fie un sir de diviziuni (A,) _, de forma
A, =(a=xg <X <.<x), =b),
astfel incat Iim HAn H =0
n—>o0

Fie m = inf f'(x) si M =sup f(x).
xe[xi"_l,fo XE[ Xi—15> % J

o o e n A A n __
Rezulta ca exista u;, v e[ Xi_1, X; ], astfel 1incat m; —f(ul. ),

Pentru (V) ne, definim functiile constante pe portiuni de forma:

m!,  pentru xe LX)
gn ()C) — l ( -1 l )
f(x;), pentru x=x;

si
. (X)Z{Ml—”, pentru xe( X\ l,xl");
/(x;), pentru x = x;.
Avem
vol(G Tth()(x—x)
si
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vol(H Tth()(x—x)

Cum functia f este continud, rezultd ca sl f 2 este continud, deci
integrabild si avem lim vol(G, ) = lim vol(H I £
n—oo0 n—>oo

b
Obtinem astfel ca VOI(Cf) =T sz (x)dx.

a

5) Lungimea unui arc de curba
Fie functia f:[a,b] =0 , cu derivata continud pe [a,b].
Pentru o diviziune A=(a=x,<x <..<x,=b) a intervalului [a,b] se

considerd functia f, :[a,b] — 0 , definita prin

Sa(x)=S(x)+ ACIRACE (x=x), (Y)xe[x,x],

Xi — X1

numitd functia poligonala asociata lui f si diviziunii A.
Distanta dintre punctele 4;(x;, f(x;)) si 4_y(x_, f(x._)) ale functiei

poligonale asociata, este d(A4,_;,4;)= \/(xi —xi_l)2 +(f(xi)—f(xi_1))2 , iar
numarul pozitiv /( f,) Zd A;_y, 4;) se numeste lungimea graficului functiei

poligonale f,.
Graficul functiei f:[a,b]—0 , continud, are lungimea finitd, daca existd

M 20, astfel incat ¢(f,)<M , pentru orice diviziune A a intervalului [a,b],
iar sup{ﬁ( fA)‘ Ae D([a,b])} =((f) se numeste lungimea graficului functiei f.
Pentru orice diviziune A=(a=x,<x <..<x,=b) a lui [a,b], avem ca

pentru (V) i=1n, (3) & € [x._y,x;], astfel incat:
S (x) = f(xi)=17(&) (% —xi) -
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Rezulta:

Fie un sir de diviziuni (A,) ., de forma
A, = (a =X <X <.<X), = b) , astfel incat ,}EEQHA"H =0.
Procedand ca mai sus, rezultd cd existd punctele & e [xl-”_l,x;’], astfel
incat f (xf') - f () =f'(<z;?)-(xf —x;’_l).

Rezultd cd /(f, i Ax'—=x ;] si deci lungimea
i=l1

S

b

graficului functiei 1" este ¢( f J‘\/1+ Vsl

a

6) Coordonatele centrului de greutate
Fie functiile f,g:[a,b]—[ continue si astfel incat /< g.

def
Se considera multimea T';, = {(x,y)e i 2‘ a<x<b, f(x) SySg(x)}

cuprinsa intre graficele functiilor f si g si dreptele paralele la oy care
intersecteaza axa ox in punctele a si, respectiv, b.

In continuare, se vor determina coordonatele centrelor de greutate ale
placilor plane si omogene ce se identifica cu multimi din plan de forma I'; ,.

Fie diviziunea A=(a=x,<x <..<x,=b), & mijlocul intervalului

[xi—lﬂ‘xi]a deci gi :%.(xi_xi—l)’ (V) l:L_}’l

Aria dreptunghiului D, =[x, x,]x| /(&;).g(&;)] este de forma
aria(Di):(xi_xi—l)'(g(éi)_f(gi))‘

Daca norma diviziunii A=(a=x,<x <..<x,=b) este suficient de

mica, multimea
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def
I; :{(x,y)eD2 Xi— ISxSxi,f(x)SySg(x)}

se aproximeaza cu dreptunghiul D;, deci centrul de greutate al multimii I'; se va
aproxima cu centrul de greutate al dreptunghiului D; .

n
Rezulta ca centrul de greutate al multimii I'; , = UT; se va aproxima cu

centrul de greutate al multimii elementare E, = U D, .
i=1

Deoarece coordonatele centrului de greutate pentru D; sunt Xx; =§,

V= 1 [ g(&)-f ] rezultd ca centrul de greutate al lui E, = U D; va avea
i=1

coordonatele:

n

) Zarla Zi [g ](xi_xi—l)
arla ) Z[g(&i)_f(gi)]'(xi _xi—l)

XA = ,

i=1
si

Zarla 2'Zn:[gz(gi)_fz(ii)]'(xi—xi—l)
Zaria(Di) Z[g (xi —Xi1)

Astfel, pentru o placa plana A4 care se identifica cu o multime de forma
r fg? unde f, g:[a,b]%D sunt continue, centrul de greutate al lui A4, este

YA =

punctul de coordonate (xg, yg ), unde:

[x[g(x)-7(x)]ax g2 - 72 () Jas
Xg =45 sl yg = :

j).

a

b
JLe()-
a

In cazul in care £ =0, g >0, obtinem:
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Ix-g(x)dx ;-Igz(x)dx
Xg =45 si yg =—"
fg(x)dx Jg(x)dx

Fie f:[a,b]>0 si A=(a=xy<x <..<x,,<x,=b) o diviziune a

intervalului [a,b] .

n—1
Definitia 5.3.1. Numarul ¥, =) | f(x,) = f (%)
i=0

se numeste variatia
lui f relativ la diviziunea A.

Teorema 5.3.2. Daca diviziunea A, este mai find ca diviziunea A,, atunci

Definitia 5.3.3. O functie f:[a,b]—>[ este cu variatie mairginitd pe
intervalul [a,b], daca exista M ell, astfel incat pentru orice diviziune
Ae D([a,b]) saavem V<M .

Marginea superioard a multimii {VA‘ Ae D([a,b])} se numeste variatia

b
totalii a functiei f pe [a,b] si se noteaza cu V(f).

a

Teorema 5.3.4. O functie f:[a,b]—[] monotond si continud pe [a,b]

este cu variatie mrginita pe [a,b].

Teorema 5.3.5. O functie lipschitziana pe [a,b] (adicd f: [ ]

\ )

astfel incat pentru (V) x’,x"€[a,b], sd se verifice ‘f X)) = f(x7)<

este cu variatie mrginit pe [a,b].

Consecinta. Orice functie derivabild si cu derivata marginitd pe un
interval [a,b] este cu variatie marginita pe [a,b].
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Propozitia 5.3.6. Dacd f,g:[a,b]—[] sunt cu variatie marginitd pe
intervalul [a,b], atunci si functia o- f+B-g va fi cu variatie marginitd pe
[a,b].

Propozitia 5.3.7. Dacd f:[a,b] > [ este cu variatie mrginitd pe [a,b]
si [c,d ] C [a,b], atunci f este cu variatie marginita pe [c,d ]
Corolar. Fie f:[a,b] > cu variatie mirginitd pe [a,b]. Atunci functia

V(x)= \x/(f) este crescdtoare pe [a,b].

a

Teorema de structura a lui Jordan
Fie f:[a,b]—0 cu variatie marginitd pe [a,b]. Atunci existd doud

functii crescatoare @, y:[a,b]— [ , astfel incat:
f(x)=0(x)=vy(x), (V) xeab].

Consecinte:

1) Dacd f si g sunt cu variatie marginitd pe [a,b], atunci functia f - g
este cu variatie mrginit pe [a,b].

Aceasta rezulta scriind f =u; —v,, g =u, —v,, unde functiile u;,u,, v, v,
sunt crescatoare pe [a,b].

Atunci f-g=(uy—v)-(uy —vy)=(uy -ty +v-vy) = (1 - vy 1y - vy).
2) O functie cu variatie marginitd pe [a,b] este marginita pe [a,b].

3) Daca f:[a,b]—[) este cu variatie marginitd pe [a,b], atunci f este
integrabila.

4) Daca f:[a,b] >0 este derivabild si cu derivata integrabild, atunci

§(f)= Jlr ).
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Exemple
1) Functia f(x) ={

Inx, pentru xe (0,1) L
nu este cu variatie marginita,
0, pentru x=0

deoarece ea nu este marginita.

2) Functia f:[-11]—>0, f(x)zarctg(l—x3) este cu variatie
marginitd, deoarece este derivabila pe [—1,1] si cu derivata de forma:
—3x? e 3x?
=—————, deci ‘f (x)‘z

este marginita.
1+(1-x°) 1+(1-x")

2
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Fie f, g:[a,b]—>0, f mirginitd pe [a,b], iar g crescitoare. Pentru

fiecare diviziune A={a=t,<# <...<t,_; <t, =b} definim:

s(f.g:A Zm (e(t;)-g(t1)), unde m; = inf f(x)

xe[tj_l,tj
si
S(f.g:A ZM ( () ( )),undesz sup  f(x).

xe[tj_l,th

Definitia 5.4.1. s(f,g;A) se numeste suma Darboux inferioard, iar

S(f,g;A) se numeste suma Darboux superioara.

Definitia 5.4.2. Functia f se numeste integrabild Riemann-Stieltjes n
raport cu g pe [a,b], dacd pentru (V) €>0, (3) Ae D([a,b]), astfel incat:

S(f.g;A)—s(f,g;A)<e

Definitia 5.4.3. Pentru orice diviziune Ae D([a,b]) se defineste numrul

W(A)=max(t, —t,_;), care se numeste diametrul diviziunii A .
1<i<n

Propozitia 5.4.4. Dacd A c A", atunci:

s(f,g;A)Ss(f,g;A*)SS(f,g;A*)SS(f,g;A).

Teorema 5.4.5. Fie functia f integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu g
pe intervalul [a,b]. Atunci existd un numdr unic ye [ , astfel incat:

s(f,g;A)Sy<S(f,g:4), (V) Ae D([a,b]).
Observatie. Numarul yell se numeste integrala Riemann-Stieltjes a

functiei f in raport cu g si se noteazi cu I f(x)dg(x).

a
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Observatie. Daca g:[a,b] >, g(x)=x, numarul yzjf(x)dx este
integrala Riemann a functiei f pe [a,b].

Observatie. Fie AeD([a,b]), A={a=x,<x <..<x,=b}. Alegem

punctele intermediare &, &,,..., §,, astfel incat &, € [x;, x|, (V) i=Ln-1si

formam sumele o( f,g;A Z f(E -g(x,)).
Se observa cd s(f,g;A )<0(f,g, )<S(f,g:;A), deoarece:
m < f(&)<M;, (¥)i=1n.

Teorema 5.4.6. Daca (lign o(f,g;A) existd, atunci functia f este
n(A)—0

integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu g pe [a,b] si

1 , d
u(1§n<5fg ffgv

Teorema 5.5.1. Daca functiile f; si f, sunt integrabile Riemann-Stieltjes
in raport cu g pe [a,b], atunci (fi+ f>) este integrabild Riemann-Stieltjes in

raport cu g pe [a,b] si

Qe O

(fi+f)dg = fidg + [ frde.

Teorema 5.5.2. Daca functia f este integrabild Riemann-Stieltjes in raport
cu g pe [a,b] si cell, atunci functia (c- f) este integrabilda Riemann-Stieltjes
b

b
in raport g pe [a,b] si j(c-f)dgzc-jfdg.

a

Teorema 5.5.3. Daca functia f este integrabila Riemann-Stieltjes in raport

cugpe [a,b] si f(x)=0, (V) xe[a,b], atunci _[fngO.
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Teorema 5.5.4. Fie functia f integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu g
e [a,b] si ce (a,b). Atunci f este integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu g

b c b
pe [a,c] sipe [c,b] si _ffdg =ffdg+ffdg-

Teorema 5.5.5. Daca functia f este integrabila Riemann-Stieltjes in raport
cu g; sicu g, pe [a,b], atunci f este integrabild Riemann-Stieltjes pe [a,b] in

b b b
raport cu g =0t~ g, +B-g,, (V) o, Bell si jfdg=0c-ffdg1+5-jfdgz-

Teorema 5.5.6. Daca functia f este integrabila Riemann-Stieltjes in raport
cu g pe [a,b], atunci si functia g este integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu f

pe [a,b] si Ifdg:f(b)-g(b)—f(a)-g(a)—jgdf.

Teorema 5.5.7. Fie f,g:[a,b] >0, f de clasa C’ i g cu variatie
marginitd pe [a,b]. Fie ce (a,b), astfel inct g este continud pe [a,b]\{c}, c un

punct de discontinuitate de prima speta.
Atunci:

b A
[/ (x)dg(x)=1im [ 1 (x)dg(x)+
b
+lim [ f(x)dg (x)+ f(c) [ g(c+0) - g(c~0)]
A
Observatie. Formula din teorema 5.5.7 ramane valabila si in cazul in care

c=a sauc=>b.

Teorema 5.5.8. Fie f:[a,b] >0 si g:[a,b]—>0 , astfel incat f si g’

sunt integrabile Riemann pe [a,b]. Atunci f este integrabila Riemann-Stieltjes

in raport cu g pe [a,b] si I jf

a

Observatie. Teorema 5.5.8 consta in reducerea unei integrale Riemann-
Stieltjes la o integrala Riemann.
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Teorema 5.5.9 (Prima formuld de medie). Daca functia f este continua pe
[a,b], iar g este monoton crescatoare pe [a,b], atunci existd un punct e [a,b],

astfel incat | fdg=/(8)-[(b)—g(a)].

Teorema 5.5.10 (A doua formulid de medie). Daca functia [ este
monotond §i g este cu variatie marginitd si continud pe [a,b], atunci existd un

punct &€ [a,b], astfel incat

b

[ rag=r(a)[¢(&)-g(a)]+ 1 () [(6)-2()].

a

5.6.1] Sa se calculeze:

a) J.—%/l:/r_?dx

dx dx
.b . .
, )Ié/l+x4’C)J‘\/2x—l—ﬂ/2x—1’

D | 7 ( o e)J m;

g)j dx

(x+1)Va?+x+1

f) .
J‘1+\/x +2x+2

Indicatie de rezolvare:

X

a) se considera '[

) : : . . 1 1 1
integrala binoma si se identifica p =§e U, m =_§’ n :Z; observandu-se ca

m+1

4
ell, se va face substitutia x4 +1=z3, deci xz(z3 —1) si rezultd ca
n

dx=4(z3—1)3 322dz .
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Integrala devine

J‘12-23(23—1)dz=12-§—12-§+€=

=%-(x1/4 +1)7/3 -3+ (x4 +1)4/3 +C;

1 (1-+.x_4)1/4 +1 1 _4\1/4
b) I=—-In —E-arctg(1+x ) +C;

174
(1+x7) -1
¢) integrala se scrie I=J‘(2x—1)_1/4-[(2x—1)1/4—1}_ dx. Este o

: < . : o o 1
integrala binoma si se fac identificarile m :_Z’ n=

substitutia (2x - 1) =7 , de unde rezulta x = % AR %, dx=2zdz.

%,pz—leD . Se va face

Integrala devine

1=j 323 dzzz-j z

z°—z z—1

dz=2-j(

1/2 1/4 1/4
) ) )

rezulta I =(2x—1)"2 +2(2x 1 +2ln‘(2x 1 1‘+C;
x/3 x/3 1 . P
d) integrala se scrie [= J‘ + 1) dx; se fac identificarile

1

ng, =3, p=-lell si se va face substitutia e* =z . Integrala devine
1=3-f : dz=3-In|z+1|+C, deci 1=3-In(e**+1)+C;
z+1
e) x2—3x+2=(x—1)-(x—2) si se va face  substitutia
2
x2—3x+2=t-(x—1); obtinem x—t —2 , dx = 2 2dt, iar integrala
ey
o \/2
devine1=2J'dt=2t+C,deci]=2-( 1) +C;
x_
2_
f) se face substitutia Vx?+2x+2=x+1¢, ceea ce implica x=t2 22t si
2
dx = 2t +4t2 4dt;integrala devine:
(2-21)
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- J‘t —2t+2 J‘(E_Ljdtz_%_m‘tth,

21—t
deci
1:—%(x+\/x2+2x+2)+1n(x+1+\/x2+2x+2)+C;
X+
g) se va face substitutia Vx? +x+1=1+1x, de unde rezulta x= 12_ 2 si
l‘ —
217 =t +1
dxz(—)dt integrala devine [= j (-2) dr =—2j (———jdt;
> -2t 2

(1)

obtinem astfel / =1In x> +x+1-1-2x|+C.

\/x2+x+1—1‘—ln

5.6.2| Sa se calculeze ariile marginite de:

a) graficul functiei f(x)=e "-sinx, axa ox §i dreptele de ecuatii x=0,
X =27,

b) graficul functiei f(x)= , axa ox si dreptele de ecuatii x=1,

x+1
x=2.
Indicatii de rezolvare.

-2
e 2T

2n T 2n 1
a) A= j‘f(x)‘dx=fe_x-sinxdx— Ie‘x-sinxdx=e_”+5+ n

b) A=In(2-3)+/3;

5.6.3] Sa se calculeze lungimea curbei de ecuatie f(x)=2lInx,

E|:2,2\/§:|.

Indicatie de rezolvare:

NN . N
f(x)==, 1+ f"(x)==—F—, deci L= I—-\/x +4dx, care se
x x
2

X

calculeaza cu substitutia x =2tgt.

Obtinem astfel L = 2(ln(tgg) - ln(tggJ +2- \EJ
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S5.6.4

Sa se calculeze coordonatele centrelor de greutate ale suprafetelor

x* 2

marginite de: f(x)= ——>axaox si dreptele de ecuatii x=0, x = - :

1—x

Indicatie de rezolvare.

J2/2

J

0

similar obtinem

4 /4 1 /4 3 1
X dx = J. sinrdt=—- J. (1—cos2t)2dt=—n——;
l_xz : 4 ) 32 4
J2/2 V272 5 n/4
.[ xf(x)dx: j * dx = I Slnstdtzi_ia
0 SN ) 15 6042
V272 V272 )
j £ (x)dx= I —x®—x =¥ —1-— jdx:
. 7 x"—1

S5.6.5

107 (),

8402

Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea curbei:

a) y=sinx, xe[0,7] in jurul axei ox;

b) y=

xlnx, xe [l,e] in jurul axei ox.

Indicatii de rezolvare.

a) V=n-jsin2xdx=n~

T ]E]—COSzxdx:ﬂi;
2
0 0

b) V=2£(5e3—2).

S5.6.6

marginita:

a) f(x)=1(x-1)"

7

Sa se stabileascd care dintre urmatoarele functii este cu variatie

pentru xe [0,1);

0, pentru x =1;
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2x, pentru x€ [0,3);
b) f(x)=47, pentru x=3;
x*, pentru xe€ (3,6];

x*- arctgl, pentru xe (0,1];
X

¢ f(x)=

0, pentru x =0.

Indicatie de rezolvare.

a) functia f nu este marginita, deci nu este cu variatie marginita;

b) functia f este crescdtoare si marginitd pe domeniul de definitie, deci
este cu variatie marginita;

¢) functia f este derivabila, iar derivata ei este de forma:

2
pentru xe (0,1];

2x -arct l—
/(x)= T

0, pentru x =0,
care este continud pe intervalul [0,1], deci f este cu variatie marginita.

X-COS—~. pentru xe (0,1];
5.6.7| Fie functia f(x): 2’ p 1]

0, pentru x =0.

Sa se arate ca f este continud, dar nu este cu variatie marginita.

Indicatie de rezolvare.
Functia feste continud pe (0,1], ca fiind compunere de functii elementare.

: T : e e
Pentru x =0 avem lim x - cosz— =0=f(0), deci f este continua si in origine.
x1 0 X

Se demonstreaza cd f nu este cu variatie marginitd folosind definitia. Se
alege un sir de diviziuni (A,) . pentru intervalul [0,1], de forma:

An:O<L< <..<—X< .
2n 2n-1 2k 2k-1 2

Variatia lui f relativ la diviziunea A, va fi:

o2 o]
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Avem f(O)=O,f(2Lj=L-cosmc=iL si
n

2n 2n

1 1 T
= -cos(2n—-1)-—=0.
f(Zn—l) 2n—1 ( ) 2

1 1 . .~ :
Rezultd ca V, (f)=1+=+..+— si cum seria Zl este divergenta,
" 2 n N

sirul sumelor partiale este divergent, deci (VA (f )) este divergent, iar functia
n n

f nu este cu variatie marginita.

5.6.8| Sa se arate ca urmatoarele functii sunt cu variatie marginita si s se
calculeze variatia totala:

a) f:[-1,2] =0, f(x)=

_1+x+‘x"

x|«

xsinx+cosx, pentru xe [0,7:];

b) f:[0,2n] =0, f(x)=

- arctgl, pentru x€ (,27[;
x

Indicatie de rezolvare.
2x, pentru xe [-1,0);
a) f(x) =

rezultd cd functia f este monotona pe [—1,2], deci este cu variatie marginita;

0, pentru xe[0,2];

2 0
V £(x) =V (20) | (0) - (-1 =2:
b) f este monotond pe portiuni, deci este cu variatie marginita pe [0,27];

2ff(x) =‘f(§j—f(0)‘+‘f(n)—f@ +]/(2m) - £ (n)|=

=1+ 1—arct L
o’
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2/
5.6.9| Si se calculeze I = j f(x)df (x), unde:
0

, .1 ( 2}
x“-sin—, pentru xe| 0,— |;
f(x)= x T

0, pentru x =0.

Indicatie de rezolvare.
Functia f este derivabila $1 cu derivata marginitd, deoarece

1 (x) =2x-sinl—cosl, pentru xe (0,2}, iar f7(0)=lim /(x)=7(0) =0.
X X i X1 0 x—0
In acelasi timp, f'(x)‘ < ‘2x‘ +1 Si+1, pentru xe (O,g}, iar f’(O)‘ =0.
T T

Rezultd ca functia f este cu variatie marginitd pe domeniul de definitie si
deci integrala Riemann-Stieltjes exista.

2/ 2/
2 2

J 1w+ [ =1 2] s(2)-r0r0)

0

Obtinem Izé-fz(g)zi.

T ﬂ4

1
5.6.11] Si se calculeze jfdg, daca f:[0,1] >0, f(x)=x* si
0

1
X, pentru xe [0,5}

I—-x, pentru xe (%,1}.

Indicatie de rezolvare.
Functia g este cu variatie marginitd, deoarece g =g, + g,, unde:

X, pentru xe [O,l} 0, pentru xe {0,1}
2] . 2
gl(x): 1 i| S1 gz(x):

0, pentru xe| —,1
pentr xe

L

I—x, pentru xe| —,1|.
2

Functiile g;, g, sunt monotone i marginite pe domeniul de definitie.
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Functia f este derivabila si cu derivata continud pe domeniul de definitie,
1

de unde rezulta ca exista integrala Riemann-Stieltjes J gdf siavem:

1 1

[ rdg=r(1)-2(1)-1(0)-g(0)- [gdf =[g(x)- f'(x)dr=——.

0 0

5.6.12| Sa se calculeze urmatoarele integrale Riemann-Stieltjes:

1
a) Isinxd[x];

1, pentru xe [0,1];
4
—x,  pentru xe (1,2];
b) J‘xdg(x), g(x) =41 , (
0 3+x”, pentru x€ (2,4);
4, pentru x =4;

Indicatie de rezolvare.
a) functia f:[-11] >0, f(x)=sinx este continud pe domeniul ei de

—1, pentru xe[-1,0)
definitie, iar functia g:[-1,1]—>0, g(x)=[x]=40, pentru xe[0,1) este
I, pentru x=1

monoton crescatoare, deci functia f este integrabild Riemann-Stieltjes n raport
1

cu g pe [—1,1] s, utilizand teorema 5.5.7, obtinem ca Isinxd[x] =sinl;
-1

b) J‘xdg(x)zj.xd +J.xd +de 3+x
+f(1)-[g(1+0)-g(1-0)]+ £ (2)-[g(2+0)~g(2-0) ]+

49
) [e(9)-e(4-0)]--2%
x+1 1
5.6.13| Fie f(x)= j sinz*dz . Sa se arate cd ‘f(x)‘ <2—, x>0.
x

X

Indicatie de rezolvare.
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Se face schimbarea de variabild 1? =u, = \/; , deci df = 2\1/_ du .
u

Vx+1

1 smu
Obtinem =—
f(x)=5 } T du

Considerand oc(u)z% si P(u)=sinu, avem cd o este o functie
u

monotona, iar B este o functie continua si cu variatiec marginita pe domeniul de
definitie. In aceste conditii se poate aplica a doua formula de medie. Rezulta:
1

‘f( )‘ 2\/_(sm§ sm\/_) \/m(sin\/m-sinﬁ)<
<_{‘Sm§_smx/_‘ ‘Smﬁ—smé‘}

2| = N

(‘sin&—sin\/;h‘sin\/m ),

1
<—
2x
unde +Jx <&<+/x+1.

Obtinem astfel:

1(]. e=+x §+x/;‘ .
‘f(X)‘<\/;[sm S cos=— ‘+sm

|
Jx
Jx
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Test de autoevaluare

Sa se calculeze:
r o dx

b) :xs -,3/(1+x3)2dx;

( dx

c) .
" xV-x?+5x-6

Sa se calculeze aria marginita de graficul functiei
cos X . . 3n

f(x)=———, axa ox si dreptele de ecuatii x=0, x==-.
1+ cosx 4
@ Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate ale suprafetei

marginitd de f(x)=sinx, axa ox si dreptele de ecuatii x=0, x=m.

|§| Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea
curbei y =sinx, xe [0,7] in jurul axei oy.

El Sa se arate ca urmatoarea functie este cu variatie marginita si sa se

2x°, pentru xe [-1,0);

calculeze variatia sa totald: f :[-1,1] >0, f(x)=40, pentru x=0;

x° {l}, pentru xe (0,1].
x

|§| Sa se arate cd urmatoarele functii sunt continue, marginite, dar nu

sunt cu variatie marginita:

2 T
- COS— t 0,1];
W £:]00] =0 () ={ " P xe (O

0, pentru x =0;

2 L-cosl, pentru x € (0,2};
b) f:0,=|—=0,f(x)=<Inx x T
T

0, pentru x =0.
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m/2

Sa se calculeze prin doud metode integrala [ = j x*df (x), unde
0
sin x T
, pentru xe| 0,— |;
fla)= % F ( 2}
1, pentru x =0.

Sa se calculeze urmatoarele integrale Riemann-Stieltjes:
2+x, pentru xe[1,2);

3
a) jii/‘g_(x), g(x)=13, pentru x = 2;
t x+1 \/_ '
x, pentru x€(2,3];
2, pentru x =0;
cos> X, pentru xe (O,E};
- 4
b) [/ (x)d(sinn), f(x)=y (_ z}.
O 2 2 2
o v (L]
——Xx", pentru xe | —,T |.
4 2
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INTEGRALE IMPROPRIL. INTEGRALE CU PARAMETRII

In acest modul sunt prezentate pe parcursul a doua lectii principalele
notiuni teoretice referitoare la integralele improprii si cu parametrii.

Dupa parcurgerea celor doua lectii din cuprinsul modulului studentii vor
dobandi cunostintele teoretice si 1si vor forma deprinderile practice cu ajutorul
carora vor putea recunoaste, intelege si rezolva probleme referitoare la:

notiunea de convergentd a unei integrale improprii si tipurile de
integrale improprii;

criterii de convergenta pentru integrale improprii (din functii pozitive,
din functii oarecare);

legatura integralelor improprii cu serile numerice;

integrale cu parametrii si integrale improprii cu parametrii;

notiunile de convergenta simpla si uniforma pentru integrale improprii
cu parametrii;

criterii de convergenta simpla si uniforma pentru integrale improprii cu
parametrii;

propietatiile de continuitate, derivabilitate, integrabilitate si existenta a
primitivelor pentru o functie definita printr-o integrala cu parametru;
integralele euleriene de prima si a doua spetd: definitii, proprietati,
formule de calcul, relatii de legatura, aplicatii.

Materialul trebuie parcurs in ordinea sa fireasca prezentatd in cuprinsul
modulului, inclusiv in portiunea referitoare la aplicatii. Metoda de studiu va fi
cea specifica disciplinelor matematice, cu utilizarea expresa a adnotarilor facute
cu creionul pe tot parcursul textului. Pentru fiecare tip de exercitiu se recomanda
identificarea algoritmului si descompunerea acestuia in etape succesive. Se
recomanda studierea solutiilor problemelor rezolvate si rezolvarea completa a
problemelor propuse in testele de autoevaluare si in tema de control propusa.

Timpul mediu necesar parcurgerii si1 insugirii notiunilor teoretice,
algoritmilor de rezolvare a problemelor, formarii deprinderilor practice de
rezolvare si dobandirii competentelor enumerate anterior este de aproximativ 6-
8 ore de studiu pentru fiecare lectie, intr-un ritm de 2-3 ore pe zi.
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LECTIA1

INTEGRALE IMPROPRII

6.1 Definitii si proprietati ale integralelor improprii

b
Este cunoscuti notiunea de integrald definitd j f(x)dx, unde
a
f:[a,b] =10 este o functie marginita pe [a,b].
Exista probleme care conduc la extinderea notiunii de integrald definita.
Fie, astfel, f:[0,40)—(0,1], f(x)=e™". Aria portiunii din plan
cuprinsa intre dreptele x=0, x=u, y=0 si graficul functiei f este datda de
u
relatia Je‘xdx=1—e_”. Rezulta, in mod natural, aria cuprinsa intre dreptele
0
x=0, y=0 si graficul functiei f, de forma:

u

lim e_xdleim(l—e_”)zl.

U—>° U—>oo
0
Dacd f:[L+e)—(0,1], f (x)=l, atunci aria cuprinsd intre dreptele
x

u
: .. 1 5
x=0, x=u, y=0 si graficul functiei f va fi I—dxz Inu . In acest caz, nu se
X
1
mai poate da un sens natural notiunii de arie a portiunii plane cuprinsd intre
dreptele x =0, y =0 si graficul lui f, deoarece

u

X 1 X
Iim | —dx=lim lnu =+oo.
u—>ool X U—>o0

Astfel de probleme conduc la studiul existentei unor limite de forma
u a u

lim | f(x)dx, lim | f(x)dx, lim | f(x)dx.
U—>o0 U—>—o0 u—)oo_u
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Definitia 6.1.1. Fie f :[a,+oo)—>D integrabild pe orice interval
u

compact [a,u]c[a,+e) si fie F(u)zj.f(x)dx. Functia f este integrabila pe
a

[a,+e<), dacd existd lim F(u) finita.
U—>oo

U—>o0

+o0
Notatie. lim F(u)= J.f(x)dx.

Observatia 6.1.2. Daca functia f este integrabild pe [a,+oo), spunem ca
oo
integrala j f(x)dx este convergenti. In caz contrar, integrala este divergenti.

a

Observatia 6.1.3. In mod asemanitor se definesc integralele

a

[ £(x)dx=tim [ £(x)ax

si

ff(x)dx= lim _[f(x)dx+ lim Jf(x)dx.

U—>—oo U—>o0

Definitia 6.1.4. Fie f :[a,b) —[] integrabild pe orice interval compact
la,u] c[a,b) sifie F(u)= jf(x)dx. Functia f este integrabilii pe [a,b), dacd

existd liDn}7 F(u) si este finita.
b—0
Notatie. lim F(u)= | f(x)dx.

ull b
a

Observatia 6.1.5. Daca f este integrabila pe [a,b), spunem ca integrala
b—0
I f(x)dx este convergenta. In caz contrar, ea este divergenti.

a
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Observatia 6.1.6. In mod aseminitor se definesc integralele
b b be

b-0
[ fx)ar=tim [f(x)ax si [ f(x)ax=lim [ f(x)dx.
a+0 u a+0 a+e

Observatie. Integralele

a+0

oo a o b—0 b
[r@a [ r(x)ds [ rode [ fode | 7(x)d
se numesc integrale improprii.

Exemplu:

1 .
Fie f:[0,1] >0, f(x)= J—x pentru x&[0,1);

0, pentru x =1.

1 u

: 1 )
I‘)‘f(x)dx—}llmrr}o\/de—1141D1112(1—\/1—u)

Rezultd ca functia f este integrabild pe [0,1) , dar nu este integrabila pe

2.

[0,1], deoarece este nemirginita pe [0,1].
Definitia 6.1.7. Fie f :[a,b)%D (b finit sau infinit), integrabild pe
u
orice interval compact [a,u]c[a,b) si fie F(u)zjf(x)dx. Functia f este
a

integrabili pe [a,b), daca exista lim F(u) si este finitd.
ull b

b
Notatie. limF(u)zj.f(x)dx.

ull b
a

Teorema 6.1.8. Fie f :[a,b)%D (b finit sau infinit), integrabila pe

orice interval compact [a,u]c[a,b). Daca a<c<b, atunci integralele

b b
If(x)dx si J.f(x)dx au aceeasi natura.
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Teorema 6.1.9. Fie f, g:[a,b) —[] (b finit sau infinit), integrabile pe

b b
orice interval compact [a,u]c[a,b). Daca integralele If(x)dx si Ig(x)dx

b
sunt convergente, atunci si integrala I(oc- f (x)+B-g(x))dx, o, Bell este

a
convergenta.

Criteriul lui Cauchy-Bolzano

Fie F:[a,b)—[ (b finit sau infinit). lim F(u) existd si este finitd dacad
ul b

si numai dacd pentru (V) e>0, (3) by(e)e (a,b), astfel incat pentru orice

u', u” cu by(e)<u’<u”<b sdavem ‘F(u') —F(u”)‘ <Ee.

Criteriul lui Cauchy
Fie f :[a,b)—)D (b finit sau infinit), integrabila pe orice interval
b
compact [a,u]c[a,b). Integrala I f(x)dx este convergentd daca si numai daca

pentru (V) €>0, (3) by(e)e (a,b), astfel incat pentru orice u’, u” cu

u

J

u

aa
f(x)dx|<e.

by(e)<u’<u”<b sd avem

Definitia 6.1.10. Fie f :[a,b) —[] (b finit sau infinit), integrabila pe

b
orice interval compact [a,u]c[a,b). Integrala j f(x)dx se numeste absolut
a

b
convergentd, daca ﬂ f (x)‘dx este convergenta.

a

Teorema 6.1.11. Fie f :[a,b)%D (b finit sau infinit), integrabild pe
b

orice interval compact [a,u]c|[a,b). Dacad integrala j f(x)dx este absolut

a
convergenta, atunci ea este convergenta.

Definitia 6.1.12. O integrala improprie se numeste semiconvergentd,
daca ea este convergenta, dar nu este absolut convergenta.
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Definitia 6.1.13. i) Fie f:[J —[ continua. Integrala improprie
+oo
I /(x)dx se numeste convergentd in sensul valorii principale Cauchy, daca si

—o0

+a +oo def +a
numai dacd existd lim | f(x)dxel si jf(x)dxz lim | f(x)dx
a—»>c° a—>oo
ii) Fie [:[a,c)u(c,b]>0, unde a<c<b
b

continud. Integrala improprie j f(x)dx se numeste convergenti in sensul

a
valorii principale Cauchy, daca si numai daca exista

i) [ 1030 [ sty

sl avem

J 2 —ig%[ff jacs [ 1t ]

a ctu

6.2 Integrale improprii din functil pozitive

Teorema 6.2.1 (Criteriul de comparatie I). Fie f,g :[a,b) — [ (b finit
sau infinit), integrabile pe orice interval compact [a,u]c[a,b).

Daca se verifica:

i) 0<f(x)<g(x), (V) xelab);

i) I g(x)dx este convergenta,

a

b
atunci J f(x)dx este convergenta.

a

Corolar 6.2.2. Fie f,g:[a,b)—0 (b finit sau infinit), integrabile pe
orice interval compact [a,u] C [a,b).

Daca se verifica:

i) OSf(x)Sg(x), (V) xe[a,b);

210



b
ii) I f(x)dx este divergent,

b
atunci I g(x)dx este divergenta.

a

Teorema 6.2.3 (Criteriul de comparatie II). Fie f,g: [a,b) — [ (b finit
sau infinit), integrabile pe orice interval compact [a,u]c [a,b).

Daca se verifica:
i) f(x) >0, g(x) >0, (V) X€E [a,b);
f(x)

i) Im——+=4>0, A#oo,
xU bg(X

b b
atunci integralele f S (x)dx si f g(x)dx au aceeasi natura.
a a

Observatia 6.2.4. Un rol important In utilizarea criteriilor de comparatie |

b o
st I1 1l au integralele [, =I dx — st [, =I%, a>0.
2 (b=x) 2
Natura integralei /:
b u 1—o [*
A b—
Pentru oo 21, [} = Lzlim =—1im(L) =
.(b__x)“ ul b (b__x)“ ul b 1—ao
a a a
(b_a)l—O(
_ 1—, pentru o <1;
+oo, pentru o >1.
¢ dy p 3

= lim dr =—limIn(b—x)
b—x ul bd b—x ull b

a

Pentru =1, [, =

a

Rezulta ca I; este convergenta pentru o <1 si divergentd pentru o> 1.
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Natura integralei /,:

o u
o

de .. dx I .. _alt
Pentru a1, I, = | —= lim | —= lim x'™% =

Jx U—ood y 1—0Lu—>c><> a
a a

al—oc

, pentru o >1;

=11-a

oo, pentru o <1.

\
u

Pentru oc=1, Izzv[g:lim — = lim (Inu—1Ina) =-e-.
X  u—ed X u—oo
a a

Rezulta ca integrala /, este convergenta pentru o >1 si divergenta pentru
a<l.

Teorema 6.2.5. Fie f :[a,+oo) — [ ,, a>0, integrabild pe orice interval

compact [a,u]c[a,+ec). Dacd lim x* - f(x)= 4, atunci:
X—>o0

i) dacid o0>1 si 0< A<oo, integrala I f(x)dx este convergenta;

a

ii) dacd <1si 0< A<, integrala J‘ f(x)dx este divergenta.

a

Exemplu:
T Inx Inx
Fie / =I dx. Se considera functia f'(x)= si se calculeaza
1\/1+x3 Vi+x®
o
lim x® - f(x) = lim x Inx =0 pentru un OC=§—8>1, deci integrala
x>0 X=e 373 \/1 2
x5+
x

este convergenta.

Teorema 6.2.6. Fie f : [a,b) — [ |, integrabila pe orice interval compact
|a,u] c|a,b). Daca lirrll)(b—x)a - f(x) =4, atunci:
byl
b
i) dacd a<1si 0< A<, integrala J f(x)dx este convergenta;

a
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b
ii) dacd a0>1si 0< A<, integrala J f(x)dx este divergenta.

a

Exemplu:

1
Fie [ :JA& Functia f(x) =— _ este nemirginitiin x=1.
0 V1—x? 1-x?

lim(1-x)*- £ (x) = lim(1-x)* - —=

1 1
. = , pentru o=—<I1, deci
x0 1 X1 ‘/1_x2 \/5 P 2

integrala este convergenta.

Criteriul lui Dirichlet

Fie f,g:[a,+e)—0 . Daci:

i) functia feste continud si admite o primitiva F marginitd pe [a,+e);
ii) functia g are derivata continua pe [a,+e0);

iii) functia g este monoton descrescatoare pe [a,+co);

iv) lim g(x)=0,

X—>o0

atunci J‘ /(x)-g(x)dx este convergenta.
a

Exemple:

sin x g e s
1) Integrala j ——dx, o>0 este convergentd, deoarece verifica
X
0

cerintele Criteriului lui Dirichlet, pentru f(x)=sinx si g(x)=—.
X

2) Integralele lui Fresnel jsin x*dx, jcos x%dx sunt convergente.
0 0

() 1 ()

Demonstratie. Jsin x*dx= Isin x*dx + Jsin xdx.
0 0 1
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1
Integrala j sinx’dx este pe un interval compact. Pentru studiul
0

convergentei integralei improprii Jsinxzdx, se face schimbarea de variabila
1

u

. . . : . smt smt
x*=t si avem jsm x%dx = lim | sinx?dx = lim I I
| U—>o0 4 U—>o0

(o]

: sint o o : e :
integrala J. ——d¢ verifica cerintele Critertului lui Dirichlet, deci este

Vi

convergenta.

Similar se demonstreaza convergenta integralei j cosx’dx .
0

6.4 Integrale improprii $i serii numerice

Fie f: [a,b) — [ (b finit sau infinit), integrabila pe orice interval
compact [a,u]c [a,b) si fie a=by <b <...<b, <...<b un sir cu proprietatea ca

limb, =b.
n—oo
oo +1
Se defineste seria numerica J S (x)dx
n=0 p
b
Teorema 6.4.1. Daca integrala J f(x)dx este convergentd, atunci si seria
a
oo Dnp1
numerica x)dx este convergenta si are loc egalitatea:
:0 b
b oo Duti
[rx)a=3" ] r(x)ar
a n=0 b,
Observatii:
1) Pentru f :[a,b)%D ., atunci este adevdratd §i reciproca teoremei
6.4.1.
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2) Dacd f:[a,b) >0 nu pastreazd semn constant pe [a,b), atunci
reciproca teoremei 6.4.1 nu se verifica intotdeauna.

Exemplu:
2(k+1)m
(k+1)m . <
Seria Z j sinxdx = —Z:cosx‘2 =0, deci este convergenta.
k=0 2kn
o u
In acelasi timp, integrala j sinxdx = lim |sinxdx= lim (1—cosu), care
U—»o0 U—o0
0
nu exista.

Criteriul integral al lui Cauchy

Fie functia f :[1,+oo)%D ., descrescatoare. Seria numerica Z f(n)

n=1

este convergentd, daca si numai daca j /(x)dx este convergenta.
1

Exemplu

T
Seria E — arec aceeasl natura cu 1ntegrala —adx .
I’l
n=l1

6.5.1] Sa se studieze convergenta si, in caz afirmativ, sd se calculeze
urmatoarele integrale improprii:

a) ]fe_xxdx, A>0;b) ]ix-e_xzdx;c) ]'OI_;LZ,
0 o ¥

(e o] (e o] 2

d)J‘arctgx J‘ xzdx;f)J‘ xzdx;
0

1+ x? 1+x 1+x

wsm(lj
2) jsmxdx h) jx cos x2dx; ; 1) J. dx;
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1+
e

) I Inx dx, a.>0; k) Je_ax-cos(Bx)dx, o>0;
1 0

oo

) Ie_“x-sinxdx, a>0;m) J‘ al 7 dx;
1+ x
0 —00
0
& 1/2 &
n) j - ; 0) J—l -
_1 l_x 0 X-In x
Indicatie de rezolvare.
. ¢ o . I e 1 . .
a) /=1lim|e “dx=1lim——-¢ =—, deci integrala
u%ooo U—>o00 0 A
convergenta;
1
b) —;
) 2
T
0 =
) 2
2
T
d) —;
) 8
. ¢ o1 2\ ..
e) [=1lim >dx = 11m—-1n(1+x ) =oo, deci integrala
u—)oo01+x U—o0 2 0
divergenta,

f) divergenta;
g) divergentd;
h) divergenta;

u sin(lj uery |
i) /=Ilim Y dx=-lim (—j -sin(—jdxz
u_)ool X u—)ool X X

2
! (1j

= lim cos| —
U—>o00 X

u

=1-cosl;

1
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¢ Inx ¢ ¢ (x_a )l

i) I=lim [—cdv=lim [x"™ Inxdv= lim Inxdr=
U—>ood x to U—>o0 U—>o0 (—O()
1 1 1
—al¥ u _qg
= lim | = —jx ldx = lim {—l(%—lj—%(%—lﬂz
u—oo| —Q\ 1—0(, X u—ool O\ Y o~ \u
RN
o o
(04
k) ;
o’ +B?
) /=Ilim |e* sinxdx= lim _ax'(—cosx)’dxz
U—>00 u—)oo

= lim -COSX
U—>oc0

u
+I cosxdez
0
u
u —ax
. —a-je -cosxdx |=
0

= lim (l—e_"”-cosu—a~e_‘”‘~sinu—a2 -I);
U—>o0
1

l+a

=lim| —-e “-cosx
U—>o0

rezulta astfel ca [ =

5

u

u u 2
m) / = lim al dleirnl-J'(x)dleiml-arctgx2

4 4 =0;
u—eod 14 x u—oeo 2 1+x u—o0 2 —u
- —u
0
: dx T
n) /= lim j = lim arcsmx‘ = hm( arcsmu)——
ull —1u /l—x ull —1 ull -1 2
0) [:L_
In2

6.5.2| Sa se studieze convergenta integralelor:

100

”hm"”f Tz ”IF )IJ_+2J_+\/—
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e)j dxb ,a<b;i)j; lnxzdx;g) Jln(sinx)dx;

h) Ixal-e_xdx,l)J- dx, a>0
I+x
0
Indicatie de rezolvare.
a) se considerda [ :[0,4) [ ; f(x)= 1 ! 75 se calculeazd
+x
o

lim x*- f(x)= lim =1 pentru oo=4>1, deci conform teoremei 6.2.5
X—>o0 x—oo | + x4

integrala este convergenta;
b) convergenta;

¢) se considerd functia f:[0,1) >0, f(x)= y si se calculeaza

lim(1-x)" £ (x)=lim(1-x)"-
X1 X 1 %/(l—xz)-(1+x2)
integrala este convergentd, conform teoremei 6.2.6;

d) se considerd functia f:(0,100] >0, f

_ 1 entru O(—l<1 deci
¥ P 35

sl se

1
S T

- | .. g
calculeaza lim x* - f(x)=1 pentru o= 5 <1, deci integrala este convergenta;
x0 0
e) convergenta;

f) convergenta;

g) se considera functia f :( ;} — [, f(x)=In(sinx) sise calculeaza

lim x% - £ (x) = lim x* - In(sinx) = lim( -t

ja -(sinx)” - In(sinx) =

X0 X 0 X1 0\ sinx
= lim (sinx)“ . ln(sinx) = ljmm =0,
o *10(sinx) “
pentru o<1, deci integrala este convergenta;
)]3 1 e % dy = j xdx+j e dx=1+ 1,
0 I
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pentru integrala /;, aceasta este improprie pentru a <1, se considera functia

f:(01]-0, f(x)= e™  si se  calculeaza liDrr(l)x“ f(x)=

a0l 7% < too, pentru a+ 0. —120; deci 1>0.>1—a, de unde obtinem

=lim x
xJ 0

ca integrala /; este convergenta pentru a >0; pentru integrala /, se considera
functia f:[l,e0) >0, f(x)=x""-e™ si se calculeaza lim x*- f(x)=0
X—>00

pentru a+ o —1>0, deci pentru o >1 si obtinem astfel convergenta integralei

a-1
. . o . X .
i) se considera functia f:[l4ee) >0, f(x)=1 ,a>0 si se
+ X
a—1 o+a—1
calculeaza lim x*- = lim <+oo pentru a+a—1<1, deci pentru

X—yo0 I+x x> 1+x
<o <2 —a. Obtinem astfel convergenta integralei pentru a <1 si divergenta ei
pentru a >1.

6.5.3| Fie f, g:[a,+oo)%D ., astfel 1incat limLx):L, unde
=g (x)
0<L<oco,
i) Sa se arate ca exista ce [a,+c><>) , astfel incat:
1 3
E-L-g(x)ﬁf(x) SE-L'g(x), (V) x€[e,+e).

ii) Dacd f si g sunt integrabile pe orice interval compact [a,\], (A=a)

sd se arate cd integrala j f(x)dx este convergenta dacd si numai daca j g(x)dx

a a

este convergenta si I f(x)dx este divergenta dacd si numai daca j g(x)dx este

a a
divergenta.

Indicatie de rezolvare.

i) FieV =[£,3—L} Deoarece lim S (x) =L, existd ¢y € (a,+o0), astfel
2°2 x—e0 g(x)
incat &x;e V, (V) xe[cy,+e), de unde rezulta:
g(x
1

—-L-g(x)Sf(x)S%-L-g(x), (V) xe[c,+e), unde c=¢y .
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ii) Din inegalitatea de la punctul 1) rezultd ca cele doud integrale
improprii au aceeasi natura.

6.5.4] Sa se studieze convergenta urmatoarelor integrale:

0[5

/ 2
d)I x?+x e)j xx—jl_x 1

Indicatie de rezolvare:
a) se utilizeaza rezultatul de la exercitiul anterior, considerand

)J' x+4 J‘ x+2x

\/ 2x° —4x—

5 o
f(x)= 7x si g(x)= 15 ; avem ca lim /(%) =1, deci integralele _[f(x)dx
x' =3 x—00 g (x)

(o) (e} (e o]

: : 3 : dx y
si I g(x)dx au aceeasi naturd; cum integrala I g(x)dx= I—S este convergenta,
x

2 2 2
. : . oxldx
rezulta si convergenta integralei j —;
x' =3
2
b) convergenta;
¢) convergenta;
C . x-1 . 1
d) se considera functiile f'(x)=-—3 si g(x)=—; pentru acestea avem
X" +x X
. X ) . _ . T dx
lim M =1, deci integralele au aceeasi naturd; cum integrala J g(x)dx= I—
x—e g (x) X
2 2
. 3 . . C(x—1)dx
este divergenta, rezulta si divergenta integralei Iz—;
X" +x
2

e) convergenta.

6.5.5 Fie f, g:[a,+e)—[ continue si astfel incat lim f(x)=o si

X—>o0
jf
lim g(x)=P,unde =0 #p. Atunci lim &——
X—>o00 x—>ooj
g
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Indicatie de rezolvare:

Fie O<8S%-min{‘oc,B}. Atunci (EI) a<b, <o, astfel incat pentru
(V) xe[b,0) sa avem a—g<f(x)<oc+g. Daci o >0, rezultd ca
f(x)>%, (V)x=b,. Fie ue (b,,).
b u b
Avem F(u)= [ f(x)d+ [ £ (x)dx= [ £ (x)dx+ T (u=b,) > .
a b a 2 e

Dacid o< 0, atunci f(x)<%<0, (V) x2b,. Fie ue (bg,).

Avem F(u)<ff(x)dx+%-(u—bg) S

U—>oo
a

In ambele cazuri rezulti ci J- f(x)dx este nemarginita.

a

In mod similar se demonstreaza ca si j g(x)dx este nemarginita.

a
X

Cum functiile f si g sunt continue, functiile F(x)= j f(¢)de si

a
X

G(x)= [ g(t)dr verifica F'(x)=f(x) si G'(x)=g(%).

P F()_ f(x)_a
Avem llm ——== lim = lim —%+=—.
TS G() e Gx) e g(x) B

Sa se arate ca daca functia f: [a,+o<>) — oo este uniform continua

si dacd integrala I f(x)dx este convergentd, atunci lim f(x)=0.
X—>00
a

Indicatie de rezolvare.
Se demonstreaza prin reducere la absurd. Presupunem ca (3) g, >0,

astfel incat pentru (V) M >0, (3) x,, > M , astfel incat ‘f(xM )‘ >¢€,.
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Pentru M =n, nell, obtinem un sir (x,)

si |f (%)

termeni, sau f'(x, ) <—¢,, pentru o infinitate de termeni.

astfel incat lim x, =+oo

M
nel] N—S00

>gy, (V) nel. Rezultd cad f(x,)>¢g,, pentru o infinitate de

Presupunem cd f(x,)>¢,. Functia f este uniform continud, prin

ipotezd. Atunci, pentru &, >0 de mai sus, existd §(g,)>0, astfel incat pentru

orice x’,x"€[a,+e), cu ‘x’—x"‘<8(80), sd avem ‘f(x')—f(x”) <%0.

Fie x'=x, si xe(x,—8(g),x,+38(gy)). Pentru acestea avem
‘f(xn)—f(x)‘<%0. Rezultd ca f(x)>f(xn)—%0>%0, (V) nell, si orice
xe(x,—8(g). x, +8(g))-

X, +8(€O) X, +8(80)
Prin urmare, J. S (x)dx> %0- J. dx=g,-9(g,), inegalitate care
Xy —6(50 ) Xy —8(80)

contrazice ipoteza de convergenta a integralei j S (x)dx.

a

6.5.7 Fie f :[a,+<>o)%D integrabila pe orice interval compact din

x—>e0

[a,+e<). Daca existd lim f(x) si este finitd §i dacd integrala ﬂ f (x)‘dx este
a

convergenta, atunci si integrala j f 2 (x)dx este convergenta.

a

Indicatie de rezolvare.

2
Fie lim f(x)=L. Avem cd lim /(%) = lim ‘f(x)‘=‘L‘ si, conform

X—yo0 X—o0 ‘f(x)‘ X—>o0
teoremei 6.2.3 (criteriul de comparatie II), integralele ﬂ f (x)‘dx si J. 7 (x)dx
a a
au aceeasi natura.

Fie f, g:[a,+oo) —[] integrabile pe orice interval compact din

[a,+e<). Dacd existd si sunt finite limitele lim f(x) si lim g(x) si daca
X—>o0 X—>oo
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integralele ﬂ f (x)‘dx si ﬂg(x)‘dx sunt convergente, atunci si integrala

a a

(o)

j f(x)-g(x)dx este convergenta.

a
Indicatie de rezolvare.

Din aplicatia precedentd rezultd ca integralele j 7 (x)dx si I g”(x)dx

a
sunt convergente.

In acelasi timp,

f(x)-g(x)‘sé(fz(x)+g2(x)), de unde rezultd ca

integrala I f(x)-g(x)dx este absolut convergenta.

Sa se arate cd din convergenta integralei j f(x)dx nu rezulta ca

lim f(x)=0. i

X—>00

Indicatie de rezolvare.

oo

. 2 - . . . -
Integrala jsmx dx este convergentd, dar lim sin x> nu exist.
X—>00
0

1 1

Sd se arate ca integralele J.[l}dx s I

L 0x+[x]

sunt divergente.

Indicatie de rezolvare.
1

Pentru Hﬂdx avem osl—ls{l}, (V) xe (0,1] si j(i—ljdx:oo,

X X )
deci integrala este divergenta si, utilizand consecinta criteriului I de comparatie,
1
. : (1
rezulta si divergenta integralei J.[—}dx.

X
0
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1
Similar, se demonstreaza si divergenta integralei j

1—cosnx

6.5.11] Sa se calculeze integrala L, j —dx, nell .

I—cosx

Indicatie de rezolvare.

s x+[x]

*

dx =

2 2(1—-cosx)

(I—cosnx)+cosnx-(1—cosx)

dx=1,

l—cosx

O G

Ln—l + Ln+1

Obtinem astfel ca =L,, (V) nel "

(L,) .. suntin progresie aritmetica.

224
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T
In acelasi timp, L, = Idxzn si L =J‘ dx

l—cosx

=0

Rezulti ¢i L, =nm, (V) nell”

0

Indicatie de rezolvare.

*

Fie functia f(x) =min{x2,i2}, xell ..
x

x*, pentru xe (0,1];
f(x)=

—, pentru xe (L,400).

_1+Ln+1_‘7|52—cos(n 1)x—cos(n+1)x dx ]51 COS /X - COS X
0 0

1—cosx

T
+Icosnxdx=Ln.
0

deci termenii sirului

,deci Li—Ly=m

6.5.12] Sa se calculeze integrala j min{x2 ,Lz}dx.
X

oo 1 oo
Rezulta jmin{xz,i}dx =jx2dx+ji2dx=%+1=§.
X

2
0 X
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(o]

dx

6.5.13| Sa se calculeze integrala j

1 2o [x] 3 [x]" +[x]
Indicatie de rezolvare.
Fie functia f'(x)= 1 , (V) xel}.

2[x]+3[x]" +[x]
Pentru n<x<n+1,avem [x]=n, iar

n+l n+l

dx 1
;[f(x)dx= ;[ 2n+3n2+n3=n(”+1)(”+2).

f(x)dx= lim f —hmz f(x
J

1
=1 =—.
1mz k+1 k+2) 4

6.5.14| Sa se calculeze integrala / = j dr :
o (x+1) [ -1
Indicatie de rezolvare.
1 oo

0(x+1)\/1—x2 (x+1)\/x —1'

Se demonstreazd convergenta ambelor integrale, de unde rezulta si
convergenta integralei /.

. . s 1 :
Pentru integrala /; se face schimbarea de variabilda x=—, deci
Y

Mz[—%}dy siobtinem [, =1,,deci [ =2-1,.

T(x+1) (@ -1)" " ar

x+1

(e o]

P P [ [ )= 2] R d (1),

2
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Se considera m=-3/2, n=1, p=-1/2¢ [ .

+1 +1 . .. x+1)-2
D 1/2el ,dar p+ P en s1 se face substitutia taz.
n n x+1
2
Rezulta x=1 5 si, in urma efectudrii calculelor, obtinem 7, =1, deci
—1

I1=2.

6.5.15 Fie functia f:[] — [ integrabila pe [0,b], (V) b>0.

Atunci:
“+oo

i) dacid f este functie impard, avem j S (x)dx=0;

—00

oo oo
ii) dacd f este functie pard, avem If(x)dx=2~ jf(x)dx.

o 0
Indicatie de rezolvare.

a—>oo

i) Tf(x)dx=nme(x)dHTf(x)de:

:C}i_r)ri{_]).f(—x)dx+j.f(x)de:Jg{jf(—x)dx+jf(x)dxj=0,

tinand cont ca f(—x)=—f(x);
ii) in mod similar cu punctul 1).

6.5.16] Sa se calculeze:

+oo +oo
a) jsinxdx;b) jarctgxdx.

Indicatie de rezolvare.
oo

a) Functia sin( - ) este o functie impard, deci j sinxdx=0;

—00

b) 0.
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6.5.17| Sa se arate ca:

. n/2 m/2 (2}’[—1)!! T
i) Izn:js1n xdx = Jcos xdx = I n+1= 20! 'E;
) ( u ) ( n)!
/2 /2 oo d
ii) 1,,,,= I sin®*! xdx = J. cosz’”lxdx:j un+3/2 =
0 0 0(1+u2)
_ (@mr 1
C(2n=1)1! (2n+1)°
iii) lim /,, = hm 12n+1 0;
n—>o0
"
iv) lim (2n)! 1 (formula lui Wallis).
n—o| (2n—1)!! 2+l
Indicatie de rezolvare.
/2 /2 /2
i) Iznzjs1n xdx = Jcos (2 jdx Jcos xdx; In integrala

0
/2

jcosznxdx se face schimbarea de variabila tgx=wu, de unde rezultd
0

1 1 ) 1 )
cosZ x = > cos x=—— si  dx= 3 du, astfel obtinem
u”+1 (u2+1)" u”+1
F du
]2n:

5 n+1 ,
o(u -+1)
/2 m/2 /2
] _ . 2n dx_ . 21’1—1 : dx_ : 2n—1 ,dx_
o= SIn X = Sin X-Sinx =— Sin x-(cosx) =
0

=—sin®" ' x-cosx

/2 T/2

. +(2n—1)- jsin2”_2x-cos2xdx=
0

T/2

=(2n-1) | sin® x(1=sin” x)dv=(2n=1)- Iy, , =(21=1)- Iy,
0
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2n-1 _(2n-1n

T
obtinem astfel [, =—-1 ~———.], st cum [, =—, rezulta ca
! 2n 2, - 2= (2n)” 0% 075

(2n-1)!l

(2n)1 2

ii) se demonstreaza similar cu punctul 1);

2n =

b

T <
iii) deoarece 0< /,,,, <1,, <——, rezultd

24/2n+1
n—>c0 n—>c0

(2n+1) £< (Zn)!! <(2n 1)” T

(2n+2)1 27 (2n+1)1° (2n)N

2+l m_ { (2n)! T<E
( )n

2n+2 2 2n+1 | (2n-1)11| ~ 2’

rezulta

iv) din inegalitatile

1ar prin trecere la limitd obtinem formula lui Wallis.

6.5.18| Sa se determine aria regiunii plane care se afla in primul cadran,
este marginitd de axa ox si:

a) axa oy si curba de ecuatie y(x2 + 4) =8;

b) dreapta x =3 si curba de ecuatie yx2 =1+4y.

Indicatie de rezolvare.

X
—-arctg—

M A= -ﬂf ‘dx J‘x +4 2 2

b) A=1-1n5.
4

6.5.19| Sa se calculeze intensitatea integrala a curentului g = j ydt st

intensitatea integrala a patratului curentului § = _[ y2 dr pentru:
0
i) procesul neperiodic simplu y = y, e M k>0;

—kt

ii) procesul simplu oscilant y =y,-e¢ " -sinwt, k>0.

228



Indicatie de rezolvare:

(e}

u
— . _ 1 ) a
i) g=y0-je ktdt=y0- Iim |e k’dt:yo.(__j, lim e kt”:&;
0 U—eo k) u—oe 0 k
< 2
similar, obtinem S =y - I o2k dt:,;/_z;
0
2 2
i) g=—0 2 5= 20O

o +k*’ _4k((02—+k2)'

]f . x2dx

6.5.20| Sa se calculeze 5
x —2x“cos2a+1

, £ km 1 apoi sd se

—00

deduca valorile integralelor:

[e]

2 o 2 o4 2
o (X x“dx L x“dx
) I 4+1,H) J.x4—x2+1’m) '[X4

X +xP+1

Indicatie de rezolvare.

x° Ax+ B Cx+D
4 2 ) T ’
x —2x“cos200+1 x“—2xcoso+1 x“+2xcosa+1
de unde obtinem B=D=0, 4= ! , C=— 1 .
4cosa 4cosq

Astfel:
2

X 1 xdx xdx
J. 4 2 dr = ' _[ 2 _I 2 '
xT=2x“cos2a+1 4cosa x“—2xcoso+1 x“+2xcoso+1

X . 2, . : :
In acelasi timp x> —2xcoso+1= (x—cosa)” + sin” o si cu schimbarea
de variabila x =cosa +¢sin o, obtinem:

=ctga- (arctgx_.c—osaj +lln(x2 —2xcosol+ 1) :
sino 2

J' xdx
x? —2xcoso+1

Similar obtinem:

J xdx =—ctga-(arctgm—0wj+lln(x2+2xcosoc+1).

x2 +2xcoso+1 S1n O

Deci, j

—o0

x2dx . n
x*—2x%cos200+1 2sino

229



LECTIA 2
INTEGRALE CU PARAMETRI

1.1integrale cu parametri pe intervale compacte

Fie functia f:[a,b]x[c,d] =1 integrabila in raport cu x pe [a,b] pentru
orice parametru z€ [c,d ].
b

Integrala J (¢ I f(x,t)dx este functie de parametrul e [c,d] si se

a
numeste integrald cu parametru.

Teorema 7.1.1. Dacd functia f:[a,b|X[c,d]—[] este continud pe
b

domeniul de definitie, atunci integrala J (¢ I S (x,¢)dx este o functie continud

a

e [c,d].

Teorema 7.1.2. Dacd functia f:[a,b|x[c,d]|—[] este continud pe
domeniul de definitie si functiile u,v: [c,d ] — [a,b] sunt continue pe domeniul
V(1)
lor de definitie, atunci integrala J(¢)= J‘ f(x,t)dx este o functie continua pe
u(t)
[c,d].

Teorema 7.1.3. Daca functiile f, %:[a,b]x[c,d | >0 sunt continue pe

domeniul de definitie, atunci integrala J(¢ j f(x,¢)dx este o functie

derivabild in raport cu parametrul 7€ [c,d] si se Verlﬁca.

b

‘(11‘; djf =j%(xtdx

a
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Teorema 7.1.4. Daci functiile f, E:[a,b]x[c,d | =0 sunt continue pe

domeniul de definitie si functiile u,v:[c,d ] %[a,b] sunt derivabile pe [c,d ],
V(1)
atunci integrala J (¢ j f(x,t)dx este o functie derivabild in raport cu

u(t)

parametrul z€ [c,d] si se verifica:

t

J(1)= I 3{ (eat) e +v/ (1) (1) t) =0 (1) f (u(0).0).
u(t)

Teorema 7.1.5. Fie functia f:[a,b|x[c,d]|—0[ continua pe

b[d [ b
domeniul de definitie. Atunci j[jf(x,t)dt]dx = I[Jf(x,t)dx] dt

alc cpLa

1.2 Integrale improprii cu parametri
Fie functia f:[a,b)x[c,d]—>[ (b finit sau infinit), astfel incat integrala
b

=jf(x,t)dx este convergentd pentru (V) 7€ [¢,d].

a

Definitia 7.2.1. i) Integrala J(t)= J. S (x,t)dx, unde

[a, )x[c d|—10, converge uniform in raport cu € |c,d], dacd pentru
) €>0, (3) by(e)e (a,b), astfel incat pentru (V) ue(by(e),b), si avem

€, (V) te [c,d].

f
(v

[ rxnnae-a(r)<

a

ii) Integrala  J(¢)= J. f(x,¢)dx,  unde

f:[a,b)x[c,d]eﬂ converge uniform in raport cu 7€ [c,d], dacd pentru
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(V) >0, (3) by(e)e (a,b), astfel incat pentru (V) x’, x"€ (bo(z—:),b), sd avem

”

)jf(xat)dx <g, (V) te[c,d].

’
X

Exemplu:
In continuare, este dat un exemplu de integrala convergenta, dar care nu
converge uniform.

(o]

Fie integrala J (1) =It-e_Xtdx. Aceasta converge pentru orice 7€ [0,1],
0
dar nu converge uniform in raport cu 7€ [0,1].

Pentru =0 avem J(0)=0.

Pentru 7€ (0,1] se face schimbarea de variabild xt=y §i obtinem

u tu

J(1)=tim [¢-e™ de=lim [edy=1.

u—)°°0 U—>o0

u
Inegalitatea If(x,t)dx—J(t) <g, (V) re[0,1] din definitia
0
u
convergentei uniforme devine It e dx—1|<e, de unde rezultd ¢ ™ <g, deci
0

lnl

u>—=L, 0<e<l. Prin urmare, inegalitatea care di convergenta uniforma are
4

Ing .. : 9 : .
loc pentru u > b, (&,t) =———, deci integrala consideratd nu converge uniform in
t

raport cu parametrul e [0,1].

Observatie. Fie a=by <b <...<b; <...<b un sir crescator cu lim b, =b.
k—oo

Cu ajutorul sirului considerat putem construi seria de functii:

by by oo by 41
[ ret)ydes [ F(xn)des.a=Yu (1), unde w(r)= [ f(x1)dr.
by by k=0 by,
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b
Teorema  7.2.2. Daca integrala  J(¢)= j f(xt)dx, unde

a
f :[a,b)x[c,d]%D este uniform convergentd in raport cu t€ [c,d], atunci

oo by41
seria de functii Zuk(t), u (1) = I f(x,¢)dx este uniform convergentd pe
k=0 by
bk+1
[c,d] si are loc egalitatea If (x,¢)dx = Z I S (x,t)dx
k=0 by

Teorema 7.2.3. Fie functia f:[a,b)x[c,d]—[) continua. Daci integrala
b

J(t)= j f(x,t)dx este uniform convergentd in raport cu r€[c,d], atunci
a

functia J () este continud pe intervalul [c,d].

Teorema 7.2.4. Fie functia f: [a,b)x[c,d ] —[J continua. Daca:
i) g—{ existd si este continua pe [a,b)x[c,d ];
b

ii) integrala J(¢)= j S (x,¢)dx este convergents;

a
b

oo d : .
iii) integrala Ial(x,t)dx este uniform convergenta in raport cu 7€ [¢,d],
4
a

atunci functia J este derivabili pe [c,d] si are loc egalitatea:

J'(t)= gj; (x,¢)dx, iar J':[c,d] =[] este o functie continua pe domeniul sdu

de deﬁm‘ge.

Teorema 7.2.5. Fie f:[a,b)x[c,d] = cu proprietatile:

i) f este continug;
b

ii) integrala j f (x,¢)dx este uniform convergenta in raport cu parametrul

a

telc,d].
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Atunci:

b[d
a) integrala J.[J‘ f (x,t)dt]dx este convergenta;

a

b) j)‘[]{f(x,t)dt}dx = j{[j‘f(x,t)dx]dt.

cpLa

Cc

Teorema 7.2.6. Fie functia f : [a,b)x[c,d )= cu proprietatile:

i) f este continug;
b

ii) integrala J. f(x,¢)dx este uniform convergenta in raport cu parametrul
a

tele,v], (V) veled);

d

iii) integrala j f(x,2)d¢ este uniform convergenta in raport cu parametrul

c

x€laul], (V) uelub);

cpLa a

c

b T b[d
iv) integrala j[ ‘ S (x,¢)|dx |dt sau j[ j ‘ 1 (1) dt}dx este convergent.

dt]dxzdr‘f(x,t)dx}dt.

b[d
Atunci J.[ ‘f(x,t)

apc C

Teorema 7.2.7 (Criteriul lui Weierstrass). Fie f:[a,b)x[c,d]—>0 .
Daca:

i) If(x,t)dx existd pentru (V) ue|a,b) si (V) te|c,d];

ii) existd o functie g:[a,b)—>0,, astfel incat ‘ F(x,1)
(V) xe [a,b), (V) te [c,d];
b
iii) integrala J. g(x)dx este convergenta,

<g(x),

a
b

atunci integrala j S (x,t)dx este uniform convergenta in raport cu 7€ [c,d].

a
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Teorema 7.2.8 (Criteriul lui Abel). Fie functiile f,g:[a,b)Xx[c,d]—>0
cu proprietdtile:
i) f este continua;

ii) g(-,7):[a,b) > este monotona pentru orice € [c,d|;

iii) exista M >0, astfel incat

u

jf(x,r)dx

a

<M, (V) uelab), (V) te[c,d];

iv) existd lim g(x,7)=0 si este uniforma in raport cu 7€ [c,d|.
xd b

b
Atunci integrala j S (x,t)-g(x,¢)dx este uniform convergenta in raport

a

cu parametrul z€ [¢,d].

Teorema 7.2.9 (Criteriul lui Leibniz)

Fie functiile f, g:[a,b)X[c,d]—[) cu proprietatile:

i) f este continug;

ii) g(-,¢):[a,b)—>[] este monotona pentru orice 7€ [c,d];

b
iii) integrala J. f(x,¢)dx este uniform convergenta in raport cu parametrul

a

telc,d];
iv) existd M >0, astfel incat ‘g(x,t)‘SM, (V) xela,b), (V) te|c,d].

b
Atunci integrala j S (x,t)-g(x,¢)dx este uniform convergenta in raport

a

cu parametrul 7€ [c,d].

Observatie. Criteriile lui Abel si Leibniz se pot extinde prin inlocuirea
intervalului [¢,d ] cu o multime arbitrard 4 <[] .
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13 Integrale Euleriene

1) Integrala lui Euler de speta a doua

Aceasta este definitd pentru p >0, prin I'(p)= J.xp e dx.
0
Pentru a studia convergenta integralei I'( p), se considerd descompunerea

1 oo

de forma I'( p) =pr_1 -e_)‘d)c+_[)c’9_1 e " dx.
0 1
|
Pentru pr ~1.¢7¥ dx, se considera
0

lim x® - x? 1. e™ = lim x*™P 1.
x1 0 xJ 0

<+oo,pentru I >a21-p,

1
deci pentru p > 0. Rezultd convergenta integralei pr e dx.
0

[}

n

. - : : : x
Pentru integrala J.xp '.e™dx, se va tine seama de inegalitatea e* > —
n!
1

_x n! T n!
sau ¢ * <—, deunde rezulti ca x’ et <———.
5" xn+1—p

Pentru n > p, folosind primul criteriu de comparatie avem:

(o) (o)

o-!ixp‘l.e_xdx<jx I n+11—pdx

X
1 1

este convergenta pentru n > p, rezultd si convergenta integralei j xP e dx.
1

Am obtinut astfel convergenta integralei I'(p).
Integrand prin parti,

]ixp_l -e_xdx=%-]o(xp),-e_xdx=
0 0

(e o]

Ir
p

T(p+1),

l pr e dx=
0 p 0
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obtinem proprietatea I'(p +1)=p-T'( p).
Aceasta conduce la

F(p+n)=(p+n—1)-(p+n—2)~...-(p+1)-p~r(p).
Pentru p=1, avem F(l)zje_xdle, de unde rezulta ca I'(n+1)=n!.
0

2) Integrala lui Euler de prima speta
1

Aceasta este definitd prin B( p,q)= jxp_l (1- x)q_1 dx, p, ¢>0.
0
Pentru p>1, ¢>1, functia f(x)=x"" (1 —x)q_1 este continud pe
compactul [0,1], deci integrala are sens.

Pentru p <1 sau g <1, se studiaza convergenta integralei B(p,q).

v . ((1-x)"" v
Daca p<1, integrala j = dx este convergentd pentru 1—p<1,
X
0
deci pentru p >0.
1 xp_l
Daca ¢ <1, integrala .[—l—qu este convergentd pentru 1—g<1,

o (1-x)
deci pentru g >0.

Am obtinut astfel convergenta integralei B(p,q).

Observatii:
1) B(p.q)=B(q.p). (V) p, ¢>0.
2) intre cele doud integrale ale lui Euler se verifici relatia

B(p,q)=%, () p. 4>0.
3) F(p)-r(l—p)zsinnpn, (V) pe(0,1).
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Exemple:
1) Fie integrala [ = j e dx, p>0. Facind schimbarea de variabila

L

1
=y, rezultd dx=—-y? dy, de unde rezulta:

p
1
1y
- J = dy—l 1{1)
p p

o 1
2) Pentru pzé avem F( j j 2.¢ " dx. Facand schimbarea de
0

oo

variabild x = ¢’ , obtinem F( j 2- _[ - dr.

Rezulta J. dr = l l) )
7 2 2

272

1), F@'FGL(FGD?

In acelasi timp, B(
2 1 1
Astfel, (F(%D = jx_l/z (1- x)_l/2 dx = J.L) Pentru calculul

integralei se face schimbarea de variabila x=sin’z, deci

[
0 1/)c(l—)c)

dx =2sint-costdt.

2 ) )
Rezults c J‘ sint - costdt — 7 si deci F(%)=\/E

\/X 1 X) j \/sm t-cos’t

. —x? T cs e .
Am obtinut je Y dx= - numitd integrala Euler-Poisson.
0
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14 Aplicatii

7.4.1] Sa se calculeze integralele:

/2

a) J(a)= I ln(ocz—sinzx)dx, o>1;
0
/2
b) J(o.B)= j ln(ocz-sinzx+[32-coszx)dx.
0

Indicatie de rezolvare:
a) fie functia

f:[O,g}x(lﬁoo) -1, f(x,oc)=1n(0c2 —sinzx) continud

... of 20 . U
si existi ——(x,0)=———5— continud pentru o >1; rezultd ca existd
oo o° —sin“ x

/2 afj /2
J' (o) = j =—(x,0)dx =20 j >— si se face schimbarea de variabila

f oo o —sin®x
tgx =t, x = arctgt, dx=—2;0b‘ginem

1+¢
J'(Oc)—2oc]f dr -2 -arctgﬁ S
Ooc2+t2(oc2—1) Jo? -1 o | Jo2 -1

sirezulta ca J (oc) =T- ln(oc +yo? — 1) + C, unde C este constanta de integrare;

m/2

C:J(a)_“'ln(OH\/ﬁ): J. 1n(a2—sin2x)dx—n-ln(oc+\/ﬁ):

/2
= J lnocz-[l—sm xjdx—n In oc+\/(x —1):
0

/2 /2
—2. jlnocdx+ jl (1 sin xj _n.m(aﬂ/az_l):

=7t-1noc—n-ln(oc+ o —1,
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/2 .2 -2
deoarece J ln(l—Sln xjdxzo, rezulta din ln(l—i)sln[l—smszSInl;

2 2
0 o (04 o

obtinem C=7t-1noc—7c-ln(oc+\/0c2 —1) s1 deci
J((X):n'ln(a—i-\/(xz—1)+Tc-1n0c—n-ln(oc+\/oc2—1):n-1n(x;

b) fie functia f(x,oc,B)=1n(0c2 -sin? x +B? - cos? x) continud pe

domeniul sau de definitie.

of B 20.-sin” x . of B 2B-cos” x
a_(x’(x’B)_ 7 . 2 ) > S1 a—(X,OC,B)— 5 . 2 5 5
o o -sin” x+ - cos” x B o -sin” x+ - cos” x
sunt continue. Rezultd ca exista
/2 /2 :
o "t of dx—n 20.-sin” x dx
ol G Ll [P e v opweptl
) , O -sin x+pB°-cos”x

pentru calculul careia se face schimbarea de variabila tgx=¢. Obtinem astfel

o/ m . : .0  m
—= . Similar obtinem cd — = :
oo o+ o+

Astfel avem J(o,B)=n-In(o+P)+@(P). Derivand ultima relatie

obtinutd in raport cu variabila B, rezulta o +(p'([3)=L, deci

B o+P o+f
¢®'(B)=0, iar @(B)=C. Pentru determinarea constantei C se considerd
J(L1)=n-In2+C=0,deunde C=—7-In2.

Rezulta astfel J(o,f)=n-In(a+B)—m-In2.

7.4.2| Din calculul integralei

n/2

dx
F(a,b)= ,a#0, b#0,
( ) ~([ a’-cos’x+b°-sin’ x

/2

dx

sa se deduca valoarea integralei G(a,b)= 5
0 (a2 .cos? x +b? - sin’ x)
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Indicatie de rezolvare:

1 SNORA
7 7 5, care este continua in raport

Fie functia f'(x,a,b)= 7
a”-cos"x+b"-sin”x

cu ansamblul variabilelor.

of —2a-cos” x . of —2b-sin® x :
8_ = 5 §1 8_19 = 5 continue.
a (az-coszx+b2-sin2x) (a2-0052x+b2-sin2x)
/2
9 : " —2a-cos” x :
Rezultd existenta pentru > = dx si
a

2
0 (a2 .cos” x +b? -sin? x)

oF i —2b-sin® x
% ol
0 (az-cos2x+b2-sin2x)
Se observa ca 1 a—F(a,b) +i-a—F(a,b) =-G(a,b), deci
2a da 2b 0b
1 oF 1 oF
G(a,b) == 2 (a,b) ~ —- 2 (a,b
(a.) a aa(a ) 2b ab(“ )
/2 dx
Se calculeazd F(a,b)= I 5 5 5——— facand schimbarea de
, @ -cos x+b”-sin“x
variabila tgx =1 §i obtinem F(a,b)= .
2ab
< T 1 1
Rezultd G(a,b)=—"| —+—|.
dab \ 42 p?

7.4.3| Fie functiile E,F:(0,1) — [ , definite prin

/2 m/2

E(t)= j\/l—tz-sinzxdxsiF(t)z I dr .
Sa se demonstreze ca:
E(t)-F
i) E’(t):M si F’(z):%-{itg—F(t)}, (V) re(0,1);
11—t
ii) sa se arate ca E verifica ecuatia:
E"(t)+%-E'(t)+ L E(1)=0, (V) te (0,1);
1—1
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t
iii) sa se demonstreze ca Is -F(s)ds=E(t)- (1 —t2) -F(t) si
0

1
3

[(1+22)- E()=(1-2)- F(1) |, (¥) re (0.1).

js-E(s)ds—

Indicatie de rezolvare.

_ /2 .,2
i) E J‘ t-sin®xdx . t)=J t-sin” xdx

3/2°
J1-2sin?x 0 (l—tzsinzx)

in acelasi timp,

0 t- —{"sIn" x

similar se demonstreaza ca F’(t) —% {L)—F(t)}, (V) te(0,1);
1 l‘

i 50~ | [0 0]+ [0 F 0] -

t

obtinem astfel:

iii) se considera functiile ¢(¢)=E() - (1 - t2) -F (1) si
q!(t)=%-[(1+t2)-E(t)—(l—tz)-F(t)}, (V) e (0,1);

¢ ()=E'(0)+20-F(1)=(1-7)- F/(1)=1-F (1)
si y'(¢)=t-E(¢), pentru (V) € (0,1).
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In acelasi timp, l[iné(p(t)zo si luirr(l)\u(t)zo.
1 t

Rezulta c& ¢(r) = [s- F (s)ds si w(r)=[s-E(s)ds.

7.4.4] Pentru nell se defineste functia J, :lJ — U prin

1

n e

Jn(x):m-:[(l—tz) 2. cos(x)dr.

Sa se arate ca J,, (x)=J,(x)—2-J,(x), (V) n>1, (V) xel .

Indicatie de rezolvare:

n— 1

Jr(x Lll)” j(l—tz)n_z -cos(tx)ds —

( ):n(2n—

n 1

1
. 2\ L
n(2n—1)! :[(1 ! ) t-sin(tx)ds,
de unde rezulta ca J’;(x):ﬁ'Jn(x)—JnH(x)_
X

In acelasi timp avem:

TE(2n—1)” X
n—1 1 _é
= (2x o j(2n—1) t-(l—tz) 2 .sin(#x)dt =
t(2n —
xn—l 1 3
2\
:m-jt-(l—t ) 2 -sin(#x)dr .
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Obtinem astfel ca:

J) (x) _(n=Dx jt(l—tz)n_z sin(£x)dt +

" n(2n —3)!!

n(2xnn_—l3 . jtz( —tz)n_2-cos(tx)dt=
=) niX)_n(zx:a!!’[(l_tz‘1)(1‘f2)n2'C°S(fX)df=
(=) 2 [ et -
“n-) 2B (0= ()4 ()
Adunand relatiile J;, ( )=%-Jn(x)—Jn+1(x) si

() ==y () (5). abtinem 20, ()= Iy s ()~ (5,

deci J,, (%)=, (x)=2-J,(x), (V) n>1, (V) xel .

7.4.5| Fie functia  ¢:[0,a] >0 continudi  pe

[0,a]

si

A=[0,a]x{0}x{0}. Sa se demonstreze ca functia u:[1°\ 4 — [ , definita prin:

a

u(x,y,z)= (p(t)dt
( i ) '([\/(x—t)2+y2+22

verifica ecuatia lui Laplace
’u d'u u

+—=0.
ox*  ? 927

Indicatie de rezolvare:
1

Fie functia v:0°\A—0, v(x,y,z)= 5
(x—t) +y2+z
-3/2
avem ?z—(x—t)-[(x—t)2+y2+zz} si
ps
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0%y B -3/2

ol

-5/2

—[(x—l)2+y2+zzJ +3-(x—t)2-[(x—t)2+y2+zz}

Similar obtinem:

2 - 1372 -5/2
gy—‘;z— (x—z‘)zﬂ—y2+z2 +3-y2-[(x—t)2+y2+22} ,
2 - 1372 -5/2
%:_ (x—t)2+yz+z2 +3-22-[(x—t)2+y2+22}
Obtinem astfel:

% *u *u |
+ + = t)-0dr=0.
x> ay2 0z }[@( )

7.4.6) In studiul vibratiilor neliniare, se urmdreste inlocuirea pe un

interval [—a,a] a unei functii neliniare y = f(x), cu o functie liniara y, = oy - x.

i) Sa se afle valoarea m, a frecventei proprii pentru vibratia liniara,
astfel incat abaterea medie patraticd ponderata:
a
2 2\ T
](0)0)= J‘[x(f(x)—x-(x)o)} dx
—a
sd fie minima.
ii) Sa se aplice rezultatul de la punctul anterior pentru functia

f(x)=%-(x—%].

: .. . 2
iii) Pentru , gasit la punctul ii) sa se dezvolte perioada T (a)= n

 (a)
in serie de puteri ale lui a si sd se precizeze valorile lui a pentru care este
valabila dezvoltarea.

Indicatie de rezolvare:

i) fie wf =1, deci I(t)= Ixz -(f(x)—tx)zdx; astfel,
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este echivalent cu

2a° y
2
. g Sa
i) )y=,[=[1-——;
) & \/; 42
iii) avem T(a):2n-\/z-;, care pentru ‘a‘«/ﬂ admite
g 5q° S

|
42

rezultd 1= [ % £ (x)dr, deci } S [ r(x)ar;
2a

—a

dezvoltarea 1n serie de puteri de forma:
-1\ "
T(a)zzn.\/z. 1+ ZM(i) a2
g = (2n)!! 42

7.4.7] Sa se arate cd daca integrala j f(x)dx este absolut convergentd,
0

(o)

atunci lim | /'(x)-sin(nx)dx=0.

n—eo

Indicatie de rezolvare.

Integrala J f(x)-sin(nx)dx este uniform convergenta. Fie € >0 arbitrar.
0

Atunci existd b(g)e (0,+00), astfel incat J f(x)-sin(nx)dx|<e, (V) nel .
b(e)
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n—oo

(e)
< lim j S (x)-sin(nx)dx +8}—8,
0

de unde rezultd ca lim | f(x)-sin(nx)dx =0.

n—soo

7.4.8] Sa se demonstreze ca daca j f(x)dx este convergentd, atunci
0

oo oo

integralele F(y)= jf(x) e dx si Fy(y)= Jf(x) e dx, unde y >0 sunt
0 0
uniform convergente.

Indicatie de rezolvare.

oo

Pentru Iﬂ(y)zjf(x)'e_yxdx se foloseste faptul ca jf(x)dx este
0 0
uniform convergenta in raport cu parametrul y >0, iar functia g(x,y)=e"

este descrescatoare In raport cu x pentru orice y=0 si ‘g(x, y)‘Sl,
(‘v’) X, VE [0,+oo).

Din Criteriul lui Leibniz rezultd convergenta uniformd a integralei
Fi(v)=[F(x)-edr.
0

Similar se demonstreaza convergenta uniforma pentru

(e o]

Fy(y)=[/(x)-¢ dr.

0
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7.4.9| Sa se studieze convergenta uniformd a urmatoarelor integrale
improprii cu parametri:

a) F(t )=T2ﬂ te 0 \{0};

x+t

0

b) F(t I -sin(&x)dx, tel ;
0
P cos(x)dx

C) F(f)= J‘W, tED 5
msin(ocx)

d) F(a):j dx, a>0;

X

0

(o)

e) F(t) :je""2 dx, >0,
0

Indicatie de rezolvare.
a) fie € >0 arbitrar si x’, x”, astfel incat 0<x’<x”; avem

T | % I e =x) 1
J. = |= arctg arctg -arctg ————- S —;
x4 Il | H 1 Pax-x X
pentru un b(e)e (0,+e) si x’, x"€ (b(s),+oo), avem x'>b(e), deci i,<ﬁ
X €
. Codr |1 o o
si astfel J‘ﬁ <—<——=¢ §i am gasit astfel un b(e)=—, deci integrala
x| x b(e) €

este uniform convergenta in raport cu parametrul ¢e [ \{0};

=‘e_x‘sin(tx)‘Se_x, (V) xe[0,+e), (V) tell;

se considerd functia g:[0,+e)—0 ., g(x)=¢""; din convergenta integralei

improprii J. e " dx sidin )I< g(x), (V) x,¢, rezulta convergenta uniforma

a integralei j e *-sin(#x)dx;
0
¢) uniform convergenta;
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sin (o

d) fie integrala /(o,f) j Px. )dx o, >0 si fie functia

X

_gx_sin(ox)

S (x0up)=

continud in raport cu ansamblul variabilelor, iar
X

integrala Ie_Bx M
x

0

J

dx, o, B>0 este convergenti; Fy e P -cos(ow) este
o

S 9 [ . -
continud si integrala Iidxzje P -cos(owr)dx este uniform convergentd in
raport cu parametrul o >0, deoarece ‘e_Bx'cos(ocx)‘Se_Bx, iar integrala

Ie_ﬁx dx este convergenta pentru orice 3>0.
0

Astfel, exista a—I=J‘e_ﬁx-cos(owc)dx= 2B 5. Integrand in raport cu
dJo o+

o, obtinem /(a,B)= arctg% +C,unde C=0, deci I(a,B)= arctg%.

In acelasi timp, integrala /(o,B) este uniform convergentd in raport cu

o sm( ) . . o T
>0 si lim/(a, dx=F(a), dect F(o)= lim arctg—=—;
1201 o0« [t ) () e

e) se demonstreazd cd integrala nu este uniform convergentd, prin
reducere la absurd; dacd ar fi uniform convergenta, pentru orice €>0, exista
b(e) >0, astfel incat pentru (V)x’,x" € (b(e),+c>o) , sd avem:

”

X

je"xzdx <g, (V) 1>0.

’

X

Fie 8:%,[ dr si fie x,=max{Lb(e)}. Se considerda x'=x, si
1

x"=xy+A, A>0.
X0+7\, (XO+7\.)\/;

Rezulta j e_’x2 dx=%- j e’ ’ dy, unde s-a facut schimbarea de
t

X0 X0 \/;

variabild y = Xt
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1+l

1 XO+7\, X0
2 2
. _t — .
Pentru tzx—2 obtinem _[ e dx=x,- J. e’ dy, iar pentru x,>1
0 X0 1
1+l 1+l
XO+7\. X0 X0
2 2 2
avem J e dr=x,- I e dy> I e’ dy, pentru (V)A>0, ceea ce
X0 1
. .1
contrazice alegerea lui € = 5 I
1

7.4.10| Sa se calculeze urmatoarele integrale cu parametri:

o 2.2\ 2.2
2 ](a,B):Jln(l+a X )41n(1+[3 X )dx;
7 X
/2
b) I(u,v)= I ln(uz-sin2x+v2-coszx)dx, u, v>0;

oo a? b?
c) I(a,b)zj(e P ¥ )dx a, b>0;
0
(u2+x
d)Iuv=I de, u#0, v#0.
) x? 12

Indicatie de rezolvare:

2) %.{QB(OHB)JFM.I 06+BJFB3 n OCEB}

I/l+V

b) 7-In

¢) ﬁ(b—a);

1=

d) n-In ‘u‘ (‘u‘ﬂv‘) .
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7.4.11]  Fie functia f:(0,+0) =1 cu proprietétile:
a) f este continud pe (0,+c0);

b) lim f(x)=m

x1 0

¢) lim f(x)=M

x—>o0

i) Sa se calculeze integrala F(a,b) If ax) f(bx)dx;

i) Sa se arate ca F (a b) este uniform convergentd pentru
(V) a, be[c,d], pentru (V) [c,d] = (0,+c0).

Indicatie de rezolvare:

i) fie functia (p(x,a,b):f(ax)_f(bx)

, unde a,be[c,d]; pentru
x

(V) A, ne (0,40), cu A<y, are sens integrala

Crlax)-f(bx) . tf(ax) . Rr(ex) . T s

{ ( )x ( )dx=j (x )dx—j (x )dxz;‘[,%dy_;'i%dyz
M)f ubf kb
e o e

- (£(§)-/(n)) [ 2,

unde Ee[Aa,Ab], ne [Ua,ub]; obtinem astfel

b b
F(ab) _;}i%ff ax)— f( x)dxz(m—M)-ln{;};
e A

ii) pentru 0 <A <UL <+eo, avem

uf(ax)_f(bx)dx—F(a,b) _

| @-r ) (|- n-p0) (2]

unde &e [Aa,Ab], ne [ua,ub].
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Fie €>0 arbitrar. Deoarece lim f(x)=m s§i lim f(x)=M, rezultd cd
x 0 X—oo

existd 0 <A’ <’ <+, astfel incat pentru orice e (0,A") si orice Ne (W', +eo)
avem ‘f(&)—m‘<8(8) si ‘M —f(n)‘<8(8).

Tf(ax)_f(bx)dx—F(a,b)

X
A

gasit un d(g)= Lb
2In (j
a

convergenta.

Obtinem astfel

<28(e)- ln(éj =¢, deci am

a

, pentru orice €>0. Rezultd ca F(a,b) este uniform

7.4.12|  Fie functia f:(0,4+e0) =0 cu proprietatile:

a) f este continud pe (0,+c0);

b) Ide, A >0 este convergenta.
X
A

mf(ax)—f(bx)dx.

i) Sa se calculeze integrala F’ (a,b) = I
X
0

ii) S& se arate cd F(a,b) este uniform convergentd pentru
(V) a, be[c,d], pentru (V) [¢,d] < (0,+e).

Indicatie de rezolvare:
i) Ca la exercitiul anterior, fie (V) A, pe (0,+e), cu A<p.
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Aa
Ab b b
Jf(yy)dy Mjf(yy)dy—f(é) ln(aj uJf(yy)d ’
Aa Ua Ua
unde &e [Aa,Ab].
Obtinem ca
wf(ax)—f(bx) f ax f( ) b
:£ - _ifé dx:f(0+)-1n(5j.

ii) Se demonstreaza ca la exercitiul anterior.

7.4.13| Fie functia f:(0,+)—[] cu proprietatile:

a) [ este integrabild pe orice compact [a,b] < (0,+c°);

b) lim f(x)=M;

/()
c) j dx, A <+eo este convergenta.
X

J‘f ax) f(bx)

i) Sise calculeze integrala F(a,b) dx.

ii) S& se arate cid F(a,b) este uniform convergentd pentru
(V) a, be[c,d], pentru (V) [c,d]c(0,+e).

Indicatie de rezolvare.
i) Urmand demonstratiile de la exercitille precedente, obtinem

Fa,b)=-M - 1n(éj.
n)—M‘-ln(Sj,

a

S (ax)-

ii) |F(a,b)-

> — T

unde ne [ap,u] si 0<A<p < 4oo.

253



Fie €>0 arbitrar. Tindnd seama de convergenta integralei
A
jf (x)
0

X

dx, A<+oo, rezultd ca existd 0 <A’ <’ <+oo, astfel incit pentru orice

) =S Bx) 4 ) e

X

Ae (0,1") siorice pe (W, +e0) sd avem |F(a,b) -

> —y

7.4.14] Sa se calculeze integralele:

oo

e sin(ax) —sin (bx)

a) dx, a, b>0;

v X
0

oo

- arctg (ax) —arctg (bx)

b) dx, a, b>0;
v X

0

0 _ax? —bx?

F C —C

o [E——°  dx, a b>0.
~0 X

Indicatie de rezolvare:
a) fie functia f:(0,40)—0, f(x)=sinx, continud, iar integrala

(e}

sin x 5 A P
j dx este convergentd pentru A4 > 0; aplicand rezultatul exercitiului 7.4.12,

X
A

(o]

sin (ax)—sin(bx)

obtinem ca j dx=0;
0

b) fie functia f:(0,4e) -0, f(x)=arctgx, care este integrabila pe

X

xX—>00

A
orice compact [a,b]c(0,+e); lim f(x):g si integrala Ide este
X
0

convergenta pentru orice A <eo; aplicand rezultatul exercitiului 7.4.13, obtinem

o J‘arctg(ax) —arctg (bx) i =—E-ln(bj;

X

a
1 b

0
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7.4.15| Fie functia

PR (001, F(a,b)=j[x2 +1+g(x)(i)fa2 —g(x)-b”

unde g:[1, — [, este continud i marginita, iar b<a.

a) Sa se studieze posibilitatea derivdrii partiale a functiei F' In raport cu
variabilele a si b.

b) Sa se arate cd F(a,b) :—g-a—F—é-a—F.
2 da 2 db
Indicatie de rezolvare.
1

a) Fie functia f(x,a,b)=

[x2+1+g(x)]a2—b2 -g(x)'

Rezulta ca

x,a,b)= 1 < !
4 ) az(x2+1)+(a2—b2)-g(x) az(x2+1)

(e o]

si integrala J. este convergentd, deci F(a,b) are sens.

0 az()c2 +1)

2‘a‘(x2+l+g(x)) S2‘a‘(x2+l+g(x))S
{[xz +1+g(x)] a’-b* -g(x)}2 [az(x2 +1)J2
2a(x2+1)+2M % 21 M 1 -
a4(x2+1) a (x "‘1) a4(x2+1)

unde se tine seama de faptul cd functia g este marginita, deci existd M astfel

incat g(x)<M, (V) xel .. Cum integralele T— si
O(x2+1) o(x2+1)

I
da

<

2 sunt

— 8

. . [of : <
convergente, rezultd ca a—dx este uniform convergenta.
a
0

. . .- 0 :
Similar, se demonstreaza ca integrala J. a—];dx este uniform convergenta.
0

Rezulta cd functia F se poate deriva partial in raport cu a si cu b.
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7.4.16] Fie functia f :[O,+oo) — [ cu proprietatile:

i) f este continud si marginitd pe [0,+e);

. T f(x ;
ii) integrala Imdx este convergenta.
X

Atunci J‘&dx:jF(y)dy, unde F(y)=jf(x)-e_yxdx.
0 0 0

Indicatie de rezolvare.

Se considera functia G y)=jf(x) e " dx. Integrala JM-e_yxdx
x x
0 0

este uniform convergentd in raport cu parametrul ye [O,+oo), deoarece se
verificd cerintele din Criteriul lui Leibniz, pentru g(x,y)=e¢ ", care este

monotond pentru orice ye[0,+e) si ‘e_yx <1, (V) x, ye[0,+). Rezultd ca

functia G(y '[f e dx este continud §i G'(y)=-F(y) este, de

asemenea, contlnua.
Obtinem astfel ca pentru orice 0 <o <3 < +oo

B -
fF(y)dy = —G(y)\i =G(a)-G(B) :If(x

o

)~e_mdx—of@'e_ﬁxdx.
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Cum lim f(x)-e_“xdxzjﬂdx, iar llmjf e P dy=0,
X X

o—0 B—oo

obtinem ci jde = JF(y)dy
x

7.4.17) Utilizand exercitiul anterior, sd se deduca valorile integralelor:

(e ] . b

a)[=j812x ‘b) [ = j dt, a, b>0.
0

Indicatie de rezolvare:
a) fie functia f(x)=sinx; conform exercitiului anterior, rezultd ca

oo

J‘smx ]f (v)dy,unde F(y)=
Iz]i(]fsinx-e_yx J =
0\ 0
b) len(éj.
a

7.4.18 Sa se calculeze urmatoarele integrale Euler:

sinx-e " dx sirezultd ca

S sy 3

(o]

l\)l?—l

O

a) xz”-e_‘”‘2 dx, a>0;b) J.xm-e_xn dx, m, nell ;
1
¢) [x?-In" xdx, nel ; d) IVx—xzdx;
¢) [xyx* (1-x)dr: nj
0

a
g) x*Na* —x*dx, a>0; h

1+x

,nell, m>0;

N’
o'—‘»—a
S
[
I

1 - b-1
i) [~ U= 4 a, 550, p>-1.
(x+p)
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Indicatie de rezolvare:

o . . 1
a) se face substitutia ax? =t, de unde rezultd ca dx=———~dr, 1iar
2Ja -t

. A S SRRV 1.
integrala devine I—2an+l/2-‘([e -t dt—WT n+§ ;

L

o : 1 : .
b) se face substitutia x"=¢, deci dx=—-1t" dt; integrala devine

n
) m+1
LR
I=1-J‘e_t-t” dt:l-l“(mﬂj;
noy n n
¢) se face substitutia x=e”’, deci dr=-e’df si obtinem
]:(_1) ' n+1;
1 33
24— [ 4172 V2, _pl2 2|
d) [Vx—x’dv=[x"-(1 )de(z,zj
0 0
3) (3 1 Y
r=| 2| r=+1| |=T|=
) rG) GG
r(3) 2! 2 8
Sm
e —;
) 27
f) se face substitutia x” =—— si obtinem
Lp(2 )L 2 (L)1) 1)
4 4°4) 4 4 4) 4 4 4
I L '
4 sin — 4
4
Ta
g) 16

h) se face substitutia x” = si obtinem

—1 1

1
I= tm - (1=t)n dl-l-B(i,l—lj;
m

ot—.»—t

1
m
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B(a,b) |

1
x( +p) si se gaseste [ =
X+p pb(p+1)

i) se face substitutia ¢ =
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TEST DE AUTOEVALUARE

Sa se calculeze urmatoarele integrale cu parametri:

L p a

a) ](a,b)zjxlr:xx dx, a, b>0;

T arctg(ow) _
—(1+x2) dx, 0>0;

b) 7(c)=

0

0 I(a’B):]oarctg(ocx)-arctg(ﬁx)dx, 0 B>0.

2

X
0
Sa se deduca egalitatile:
2) _[ 2tdx __ & 10

TN

1
warctg——arctg—
b) I xdx=§-lnt,t>0;
0
=1
c) J‘%(Xt)-e_xdx=%-ln(l+t2).
0

E| Sa se calculeze urmatoarele integrale Euler:




TEMA DE CONTROL

Fie f:[-1,1] >0, f(x)=arcsinx si
arcsin x
V1-x?

a) Sa se dezvolte in serie de puteri ale lui x functia f si sd se precizeze
multimea pe care are loc dezvoltarea.

g:(-L1)>0, g(x)=

arcsin x
b) Sa se studieze natura integralei / = f \/7 dx si apoi sa se calculeze

valoarea sa.
¢) Utilizand rezultatele obtinute, sd se deduca sumele seriilor numerice

22_125122

n=l n= ln

Sa se dezvolte in serie de puteri ale lui x functia g:[J —[] , definita

X

: e — 5 : : g ..
prin g(x)zj dr. Sa se determine multimea de convergentd a seriei
t
0

1 l‘ oo (e o]
1 1
obtinute si sd se arate ca g1 = [ J
) o Z:;‘n(n+1)-...-(n+k)

E| a) Fie functia f :[J 2 50, definita prin

2xy
Flry)= m, pentru (x,y)#(0,0);

0, pentru (x,y)=(0,0).
Sa se studieze continuitatea, existenta derivatelor partiale si
diferentiabilitatea functiei f in (0,0).
/2 p p n
b) Sa se calculeze [, = J {f(sing,coszﬂ dt, pentru n=2k,

0
n=2k+1.
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¢) Sa se arate cd sirul de functii g,:[] =0 definite prin

1 : g : o
gn(x)zg- f (x2 ,n) este uniform convergent pe [l cétre o functie continud

g:0 = sisdse calculeze g(x)=lim g, (x).
n—>o00

M Se considera functia F:[-1,1]x[~1,]]—0 continua in raport cu
ansamblul variabilelor, cu proprietatea ca exista o, B, ke[l *, astfel incat
o F(u,v)+B-F(vu)=k, (V) u, ve[-11].

/2
a) Si se calculeze I = J. F(sinx,cosx)dx.

0

b) Si se determine o, B, kel ) pentru  cazul  particular

2
u”-+2uv+2 T :
F(u,vy)=————=,unde u,v:| 0,= | > [-11], u(x)=sinx, v(x)=cosx.
5+4uv 2
Utilizand rezultatele obtinute anterior, sa se calculeze valoarea integralei
n/2 . 2 .

g J‘ sin” x +sin2x+2

5+ 2sin2x

oo

|§| (i) Sa se calculeze I
0

41

(e o]

ey o . N dx 5
(ii) Sa se determine Ae[] astfel incat integrala Iz— sa fie
)X —x A

convergenta;
1

(iii) Fic 7, , = j - In" xdx, unde k, nel, (I, =1).
0

< 9 n
a) Sa se arate ca [ , :_k+1 Ay, n21.

b) Sa se arate, folosind integrarea termen cu termen a seriilor de

1 oo
functii ca j ©dr=Yy (-1)" kik .
0 k=1
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|§| a) Sa se gaseascda multimea din [] pe care converge seria

oo

n
Z:(—l)n_1 -2 i 54 se cerceteze convergenta uniforma pe [0,1].

n=1 n
b) Si se calculeze S(x Z — pentru x in multimea de
n=1
convergenta.
-1 oo -1
-7 (-1)"

¢) Folosind Z—z = 7 sa se calculeze 5
a1 N (n + 1)
d) Sd& se demonstreze convergenta si sd se calculeze integrala
1
I= Ilnx -In(1+x)dx folosind dezvoltarea in serie de puteri a functiei In(1+ x)

0
in jurul lui zero.

(e} (o)

Fie integralele y(¢)= I thz
0 x(1+x )

te [O,+oo). Sa se verifice aplicabilitatea teoremei de derivabilitate in raport cu

dx si Z(t)=J‘(f:)_S;2€)dx unde

parametrul ¢.

OL
Sé se calculeze integrala (o Ie [
0

@ Din calculul integralei F (¢ je -cos(tx)dx, sd se obtind
0

2
valoarea integralei / =Ie_x -cos(mx)dx.

0
¢ cos _
Stiind ca j (aj) dr=". 7 , sa se calculeze
I+x
0
°fo sin
0 (l +x?
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S& se gaseasca o relatie intre integralele I,

=]fin si
o VI+x

1
dx e Ca A . VRN : <
1, =I , stabilind mai intai conditia pe care trebuie sd o indeplineasca
n
o VI—x

nell , astfel ca /| s1 [, sd fie convergente.

1
Sa se calculeze [/ =Jln(l"(x))dx, unde T'(x) este functia lui

0
Euler.
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MODULUL 6

INTEGRALA CURBILINIE

5.1 BREVIAR TEORETIC

Definitia 5.1
(i) Fie |1 =[ab] interval compact. O functic continud d:l =07 se

numeste drum.
(ii) Se numeste imaginea drumului multimea

|(d)={d(t).te[ab]} ={(f(t).g(t).h(t)).te[ab]}.
(iii) Daca d(a)=d(b), atunci drumul se numeste inchis.
(iv) Fie d: 1 - 0°, d(t)=(f(t),g(t),h(t)).
Drumul d se numeste rectificabil daca si numai daca functiile f, g, h sunt
cu variatie marginitd pe [a,b].

Lungimea drumului d, daca f, g, h au derivata integrabila pe [a, b], este

b
data de relatia (d)= [ \/f"(t)+ g (t)+h? (t) dt.
a

(v) Doua drumuri d:[a,b] =17 si §:[0,B] —[> se numesc echivalente
dacd existdi o functie ®:[a,b]—[o,B], astfel incat o(a)=a; o(b)=p
siVte [a,b], d(t)=(5cm)(t).

Relatia astfel definita este o relatie de echivalenta.

(vi) Se numeste curbad o clasa de drumuri echivalente. Se numeste curba
inchisd o curba ce contine un drum inchis, se numeste curba rectificabild o curba
ce contine un drum rectificabil, se numeste lungimea curbei lungimea comuna a

drumurilor care alcdtuiesc curba si se numeste imaginea curbei imaginea
drumurilor care apartin curbei.

Definitia 5.2. Fie C o curba rectificabila in spatiu:

x=f(t)
C:[ab]>0° C={y=g(t) te[ab]
z=h(t)

sifie F:Dcl® 0. (D un domeniu ce contine imaginea curbei C)
Fie /(t) lungimea curbei C. Dac integrala Stieltjes.

(PR (1 (0).0(0).0(0)ar(t)

a
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exista, atunci ea se noteaza j F (X, Y, Z) d?/ si se numeste integrala curbilinie de

C
primul tip a functiei F de-a lungul curbei C.

Observatia 5.3
(i) Daca functiile f, g, h sunt de clasa Cl([a, b]) si daca F este continua

pe D, atunci:

jF(x,y,z)dE:J.b

F(F(t),g(t),h(t))y £ (t)+ g (t) + 2 () dt.

a

(ii) Considerand un fir material de grosime neglijabild care este imaginea
unei curbe C §i dacd L= (X,Y,z) este densitatea in punctul (X,Y,Zz), atunci

masa M si coordonatele centrului de greutate X5, Vg, Z; sunt date de formulele:

1
M —lu(x,y,Z)dé, XG —Mixu(x,y,Z)df,

1 1

Yo =W£yu(x, y,2)dl, Z =M£zu(x, y,z)dr,

evident daca integralele de mai sus exista.
Definitia 5.4
(i) Fie C :{( f (t),g(t),h(t)),te [a,b]} o curbi in spatiu; D un domeniu

in spatiul euclidian [ 3 care contine imaginea curbei C; P,Q,R: D —[] 3,
Daca integralele Stieltjes

"P(f (1), 9(t).h(t))df (1)

Ja

Lol (1).9(t).h(t))dg (1)
"R(1 (1).9(1).h(1))dn(1).

Ja

existd atunci suma lor se noteaza

jP(X»yaZ)dX+Q(X,y,Z)dy+ R(xY,z)dz
C

si se numeste integrala curbilinie de tipul al doilea.
Daca functiile P,Q, R sunt continue si curba C rectificabila, atunci

integrala curbilinie de tipul al doilea exista.
(ii) Din punct de vedere mecanic integrala

266



IP(X, y,z)dx+Q(x,y,z)dy+ R(x,y,z)dz

reprezintd lucrul mecanic al fortei vectoriale

F(%Y,2)=P(xY,2)i +Q(x,Y¥,2) ] +R(x Yy,2)k
al carei punct de aplicatie descrie curba C.

Proprietatile 5.5

(i) Daca P;Q;R:D c[J 3 50 sunt functii continue pe D si daca functiile
f,g,h: [a, b] — (] sunt functii de clasa c! ([a, b]) , atunci integrala curbilinie de
tipul al doilea exista si

IP(X, Y, z)dx+Q(x,y,z)dy+ R(x,y,z)dz=
c

=Ib[P( £(t),9(t),h(1) /(1) +Q( f (t),(t),h(1))- g'(t)+R(f (t),g(t),h(t))-h(t) |dt.

a

(ii) Fie C o curba in spatiu, D un domeniu care include imaginea lui C si
F)I’Q19R17 P27Q29R2 D -0 . 7\11}\126 0.

Atunci, daca exista integralele

jR(x,y,z)dx+Q, (x,¥,2)dy+ R (x,y,z)dz, i =12,
C

are loc egalitatea

jzz:kiH(x, Y, z)dx+ ZzlxiQ, (X, z)dy+22:xi3 (xy,2)dz=
i=1 i=1

ci=l
2
Z IP X, ¥,z)dx+Q (X y,z)dy+ R (xy,z)dz
i=l C

(ii) Fie C;,C, doua curbe juxtapozabile s1 C=C, UC,.
Fie P,Q,R:D —1[1, unde D este un domeniu ce contine imaginea curbei
C. Atunci, daca integralele exista, are loc egalitatea:

j P(x y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz=
c=c,UG,

:Zj X,¥,2)dx+Q(X,y,z)dy+ R(x,y,z)dz
i=l¢
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Definitia 5.6
(i) Fie P,Q,R:D c[J 350 functii continue. Daca exista F:D —[]
diferentiabila pe D astfel incat
dF (x,y,z)=P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+ R(x,y,z)dz, V(x,y,z)e D,
atunci spunem ca expresia
P(x y,z)dx+Q(x,y,z)dy+ R(x,y,z)dz

este o diferentiala totald pe D.
(ii) Spunem ca integrala curbilinie nu depinde de drum daca pentru orice
curbe C,; si C, avand acelasi punct initial si acelasi punct final

j P(x Y,z)dx+Q(x,y,z)dy+ R(x,y,z)dz=
G

= J. P(xY,z)dx+Q(x Yy, z)dy+ R(x,y,z)dz=
G
(%.Y2.2)
not j P(x y,z)dx+Q(x,y,z)dy+ R(x,y,z)dz,
(%:¥1.21)
unde (X,Y;,%) si (%,Y,,2) sunt extremitatile initiald si finald ale curbei
C,i=12.

Proprietatile 5.7
(i) Fie P,Q,R: D c[J 350 functii continue.
Conditia necesara si suficienta pentru ca integrala

jP(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+ R(x,Y,z)dz
C

sd nu depinda de drum este ca expresia
P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+ R(x,y,z)dz

sd fie o diferentiald totald pe D.

268



In aceste conditii o functie F cu proprietatea
dF =P(x,y,z)dx+Q(X,y,z)dy+ R(x,y, z)dz

este data de relatia
(X.,2)

Y
F(X,Y,Z) j (%, y,z)dx+Q(x,y,z)dy+ R(x,y,z)dz,
X0 Yo

%)

unde (X),Yy,Z) este un punct fixat in D, iar (X,Y,Z) este un punct oarecare

in D.
(i) Integrala unei diferentiale exacte pe o curba inchisa este nula.
(iii) Fie P,Q,R:D —[] functii continue ce admit derivate partiale dupa

orice directie. Atunci
P(xYy,z)dx+Q(x,y,z)dy+ R(x,y, z)dz

este o diferentiala exactd daca si numai daca pentru orice (X,y,z)e D au loc

egalitdtile P _ a—Q B_QZB_R sl B_RZB_P
dy ox 0z oy oX 0z
5.2 PROBLEME REZOLVATE
Sa se arate ca urmatoarele drumuri au aceeasi imagine. Sunt drumuri

echivalente cu aceeasi orientare?
f:[0,2r] >0 2, f(t)=(acost,bsint);
g:[0,2n] =02, g(t)=(acost,~bsint).

Rezolvare. Daca notam cu X=acost si y=Dbsint, prin eliminarea lui t,
rezultd imaginea drumului f ca fiind elipsa
2 2
X
-+ y_2 —-1=0.
a b
Analog, daca notam cu X=acost, y=-Dbsint, rezulta ca Img este

aceeasi elipsd. Prima parametrizare parcurge elipsa in sens trigonometric direct,
iar a doua, in sens invers. Rezulta ca f si g nu sunt echivalente cu aceeasi
orientare.

Sa se arate ca urmatoarele drumuri sunt echivalente cu aceeasi
orientare:

f:[0,2r] > 07, f(t)=(acost,asint,b);

g:[0,2n] >0 3, g(t)=(acos2t,asin2t,b).
Rezolvare. Daca notam cu
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X=acost, y=asint, z=b sau x=acos2t, y=asin2t, z=b,

obtinem ca imaginea in [] Salui fsi g este cercul cu centrul pe axa Oz de raza
a situat in planul z=Db. Observam ca aplicatia

t
0:[0.27] - [0.7], 9(t)=
este bijectiva, continud, strict crescatoare, iar

f(t)=(go9)(t), te[0,27].

Rezulta ca f si g sunt echivalente cu aceeasi orientare.

Fie y:[0,1] >0 2

(tcosl,tj, te (0,1];

(0,0), t=0.

Sa se arate ca 'y nu este rectificabil.

T
tcos—, te (0,1 t, te (0,1];
Rezolvare. Fie X(t)= cos ot’ e (0.1] si y(t):{ e ( ]

0,t=0

Fie A=|0< ! < ! <...<l<l<1 .
2n—-1 2n-2 3 2
Avem

S 2\/[X |+1 i +|:y |+1 y(t ):IZ =

(2n-2)* (2n-1)
Rezulta ca y nu este rectificabil.
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E Sa se calculeze lungimea cicloidei

X=1-sint;
y:{ te[0,2x].
y=1-cost,

Rezolvare.

()= [as=[ "X O +[y() Fat=

21 21
= .[0 V2 —2costdt = 2.[0 sin%dt =8.

Sa se calculeze lungimea cardioidei
X=R(2cost —cos2t);
v: . . te[0,2n], R>0.
y=R(2sint —sin2t),

Rezolvare.

2
0(v) :IO " JR(=2sint+2c0s2t)’ + R (2cost — 2cos2t)” dt =16R.

|E| Sa se calculeze lungimea curbel a carei imagine este

= (2 +(2) 1]

Rezolvare. I' este imaginea curbei cu reprezentarea parametrica

X=acos’ t;
v: te[0,2n]
y =bsin’t,

4(a2 +ab+b2)

a+b

2
((y)= .[0 " 382 cos? tsint + 30 sin tcost dt =

Sa se calculeze lungimea curbel a carei imagine este
T'={(xy,2)|x=tcost, y=tsint, z=t, te[0,1]}.

Rezolvare.
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/() =I;\/[%(t)]2 [y +[Z(t)] dt=
V3 lnH_\/g

1 \/ .2 ) 2
= t—tsint) + t+tcost) +1dt= + )
Io (cost —tsint)” +(sin cost) 5 75

Sa se calculeze integrala curbilinie de primul tip j xXyds, unde
Y

— 2.
y;{x—“’s Y tefo,n].
y =cost,

Rezolvare.

jxyds=j0ncos3tsint 4cos’t+1dt=0.
Y

@ Sa se calculeze

jxds,
Y

unde imaginea lui 7 este Fz{(x, y) ‘ X +|y|= 1}.
Rezolvare. I'=T, UT, UT'; UT, cu parametrizarile

=16 o
: e [0.1];
il y=t,

y=1-t,
X=t;

te|-1,01;

wi S telo
X=t;

te 0,1

iy, telo
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jxds=jxds+jxds+jxds+jxds=
i N Y2 V3 T4

- I;(l—t)«/(—l)z +12dt+ jol-tJ(-nZ F(=1Y dt+
+'[_01t«/12 +(=1)" dt +j;t 1 +12 dt = 0.

10| Sa se calculeze

{(xz—yz)ds,

unde 7y are ca imagine multimea
1“:{(x,y,z)‘x2 +y?=a’, x+y+ 2:0}.
Rezolvare. y are parametrizarea

X=acost;
v:4 y=asint; te[0,2n]
z=-a(sint +cost),

‘[(xz—yz)ds=

21
— .[o (a2 cos’t —a’ sinzt)\/a2 sin’t+a’cos’t +a’ (cost - sint)2 dt=0.

11| Sa se calculeze integrala curbilinie de al doilea tip:

J xydx+dy,
Y
unde
X=9cost;
v: . te [0,2m].
y =9sint,
Rezolvare.

27

. 3
t )
Sl +9sint én =0.

2
fxydx+ dy= J.o [81005tsint(—9sint) +9cost]dt =-729
v 0
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12| Sa se calculeze:

I =_[(y2 +2xz)dx+ 2y(x+ z)dy+(x2 + yz)dz,

Y
unde

X=acost;
y::y=bsint; te[0,2x].
Z=Ct,

Rezolvare.

2
| = .[0 n[(b2 sin’t + 2act cost)(—asint) +

+2bsint(acost +ct)- (bcos'[)+(a2 cos’t+b’ sinzt)-c]dt =

=2na’c.

13| Sa se calculeze:

(2.-1)
I =j( X(1+x)dx—y(1+y)dy,

-1,1)

verificAndu-se cd nu depinde de drumul care uneste punctele (—1,1) si (2,-1).
Rezolvare. Fie P(Xx,y)=x(1+x) si Q(x,y)=-y(1+Y).
Avem 3—'3 :%—Q. Rezulta cd integrala nu depinde de drumul care uneste
y ox
punctele (—11) si (2,—1). Fie v drumul care uneste cele doud puncte:
Xx=3t-1;
Y te[0,1].
y=-2t+1,
Atunci:

1 31
| :j0[9t(3t—1)+2(—2t+1)(—2t+2)]dt:Z.

14| Sa se determine functia U :[J 2 0, daca

du =(2x2 +2xy — yz)dx+(x2 —2xy — yz)dy.
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Rezolvare. Fie (%,,Y,)e 0’

U (x, y)=f>:(2t2 +2ty, — y§)dt+fyy(x2 —2xt—t?)dt =
0

y y
y  t?

— X_
Yo 2

t3

3

2
+_
7 Yo
X0

X
+x°t
X

=2— —yst

3

Yo Yo
:%(x2 +4xy + y2)+C,

unde C este o constanta reala.

Sa se calculeze lucrul mecanic efectuat de forta

F(XY,2)=(2X+y+2Z X+2y+2Z X+Yy+22)

15

cand punctul ei de aplicatie descrie arcul
AB ={(x, Y, z)‘ X =acost, y=asint, z=ht, te [O,n]}.
Rezolvare. Lucrul mecanic L este
L = J (2x+ y+ z)dx+(X+2y+ z)dy + (x+ z+22z)dz=
KB
= '[On[(2acost +asint +bt)-(—asint) + (acost + 2asint + bt)(acost) +

+(acost +asint +2bt)-b |dt = br(br - 2a).

Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii:

=In(1+t*);
x=ln(l+t); te[o,1].
y =2arctgt —t +1,

16 Iye_xdﬁ, daca Cz{
C

Rezolvare.
_ 1 —1n(1+t2) ( ot jz ( o) )2
e *dl=| (2arctet—t+1)e : + —1| dt=
iy jo( 8 ) \/ 1+t 1+t
2
1 i Tt In2
—J'O(Zarctgt—t+1)-t2+1-ldt—(zj +Z_7

275



276

X=acost;
y =Dbsint,

te [0,4n], a,b>0.

17] []xylde, daca c:{
C

Rezolvare.

/2
ﬂxy\ d/ = 2J: absin'[czos'[\/a2 sint +b? cos?t dt —
C

T
— 2J. /Zabsintcost\/az sin’t +b? cos>t dt +
T

3n
+ 2'[ 2 absin'[cost\/a2 sin’t +b? cos’t dt —
T

2n
-2z absintcost\/a2 sin®+b* cos”t dt.
2

Facand substitutia sin® t =u, va rezulta ca

| 8ab(a2+ab+b2)
ﬂxy\ = 3(a+b)
C

x=R(t—sint);

te[0,2n], R>0.

18 j ydl, daca C=
z y=R(1-cost),

Rezolvare.

2
jydf=jonR(l—cost)\/R2(1—cost)2 + RPsin’t dt =
C

2
=J.OTER2(1—cost)\/2—2cost dt =

2 2 2
= sz/z'[ n(l—cost)3/2dt=4R2j nsin3£dt=32R )
0 0 2 3

X=acost;

19 I(x+ y)d/, daca Cz{

te[o,ﬂ, ab>0.
C

y = bsint,



Rezolvare.

T

(x+y)dl= J.O2(acost - bsin'[)\/a2 sin?+b? cos?dt =

O —

= acost\/ b2 sm t+b2dt+J. bsmt\/ az)cosztdtz

J.l \/(a —bz)u +b% du+ b\/ u +a’ du=

0
2 .2
barccosE+alnb+ b” -2 J

a a

a’ +b? ab
= +
2 p-al

t .

b

X=
20 xyd/, daca C: te[—l,l].
i {y: Vl_tza

Rezolvare.

jxydf:j_ol—tm- 1+
C

+J;t\/1—t2 |

=J‘_01—tdt +j;tdt -1,

X=acost;
21 J(x+ y+2z)d/, daca C:qy=asint; te[o,ﬂ, a,b>0.
C Z=Dht,

Rezolvare.

T

,[(X+ y+2z)d/ =I()Z((:lcost+asint+b'[)-\/a2 sin’t +a’cos’t+b* dt =
C

T 2
=va’ +b’ _[Oz(aCOSt +asint +bt)dt =va® + b’ (2a+b%}
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X=etcost;
22 J(X2+y2)lnzd€, daca C: yzetsint; te[O,l].
C

z=¢',

l(xz + yz)ln zd/ =Ioleztt-et\/§dt :\/§I;te3t dt :\/§2e;+1

d¢ = \/ezt (cost —sint)2 +et (sint+ cos'[)2 ret dt=el/3dt.

23| Sa se calculeze masa firului material care este imaginea drumului

xX=t;
C: 2 te[0,1] siare densitatea liniara p(X,y)=1+ X.
Y=—,
2
Rezolvare.

1
M =£(1+x)df=j0(1+t)- 1+t2 dt=

=j;mdt+I;t 1+t2dt:%1n(l+\/§)+7\/§6_2-

24 | Sa se calculeze masa firului material care este imaginea drumului
X =4t°;

C:ly=+15t% te [-1,1] si are densitatea liniara p(X, Y, z) =‘§‘
z="2t3,

Rezolvare.

M =j 240 :j_ll‘ﬂ-\/(zoﬁ)z +(4-\/Et3)2 +(6t2)2 dt =

2
T3 8 6 4 13 8 6 4
:Ilt ‘-\/400t +240t° + 36t dt=2jot J400t® +240t° + 36t dt =

:4j1t5\/100t4 +60t2 +9dt :4j1t5(1ot2 +3)dt —542=7.
0 0
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25| Sa se calculeze IX yzzzdﬁ unde C este curba simpld inchisa,

C
rectificabild in spatiu care are ca imagine cercul situat la intersectia sferei

x> + y2 +7Z°=1cu planul X+ y=0 si care are ambele capete in A(0,0,1).

Rezolvare. O parametrizare a curbei C poate fi

2
X=——c0s6;
yz—ﬁcose; Oe E,S—n
2 2 2
Z=sinb,

si in acest caz

szyzzzdﬁ I —cos*0sin?0d0 = j cos 49— cos G)dG —,
C

unde:

d/ = \/%sinz 0 +%sin2 0+cos’0-d0=do.

Sa se calculeze integralele:

X= t;
26 jyzdx—xzdy, daca C:{ C?St te [O,g}.
y =sint.

Rezolvare.

Iyde— X2y = Iog(sinzt(—sint) - cosztcost)dt =
C

T

=—Iz(sin3t+cos3t)dt:—i.

0 3
=In(1+1%);

27 IyeXdX+XeXdy, daca C:1 n(+ )’ te[-1,1].
y=t-2arctgt,
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Rezolvare.

iyexdx+ Xexdyzj‘_ll{(t —2arctgt)-1+ln(1+t2)(1+t2)(1— 1+2t2 ﬂdt =

=I_ll[t—2arctgt+(1+t2)ln(1+t2)—2ln(1+t2)}dt =

92-30n—12In2
5 .

X =t

y=v1-t,

te[0,1].

28 Iydx+ xydy, daca C:{
C

Rezolvare.

Jydx+ xydyz_[; J1-1% 2t +t2 - A1-t? _—2t2 dt =
C

I e S P
__[0£2t 1—t Sftz]dt_zd

2 2\ v (W22 s~ x=+t;
29 i(x +y )dx (X y )dy, daca C.{y i te[0,1].
Rezolvare.

I(xz + yz)clx—(x2 - yz)dy:
c | )

=J'01{(t+1—t)-ﬁ+(t—l+t)-ﬁ}dtzfo(ziﬁ - 2\/:thdt=§.

30| Sa se calculeze integrala

ydx — xdy
Lo +4y? +4y’

unde C este curba simpla, inchisa si orientatd pozitiv care are drept imagine in
2 2

y

plan elipsa XT + o =1 si ambele extremitati in punctul (2,0).
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Rezolvare. O parametrizare a curbei C poate fi

X=2co0s6;
; _ 0e[0,2n].
y=23sin0,
,[ ydx—xdy
L9 +4y’ +4y
_J‘Zn 3sin@-(—2sin6) 2cos0(3cos0) _
0 | 36cos’0+36sin’0+12sin®  36+12sin@

2 _ 2 _
Y R T L .
0 36+12sin0 0 6+2sin0 22

31| Sa se calculeze integrala j Xzde+ y2dy, unde C este curba simpla

C
inchisd, orientatd pozitiv, care are drept imagine semicercul

x> +y*> =4, (y=Xx) reunit cu diametrul care il determina si ambele extremitati
in origine.
Rezolvare. Curba C poate fi considerata ca o juxtapunere de drumuri.

Fig. 5.1
C=0AU ABUBO

OA:{X_ te[0.2] AB:{X c08 ee[“ 5“}

y=2sin0 474
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j X2 ydx+ y2dy =
c
Sn

= v 2 +t2)dt+ [ 4 | —16cos? 0sin20+8sin?OcosO |dO +
jo ( ) IZ [ ]

+I_Oﬁ (£ +12)dt=—2m.

32| Sai se calculeze integrala I(a+ y)dx+(a+ x)dy, unde C este curba
C
simpla care are drept imagine semicercul x> + y2 —2ax=0 (y=0) reunit cu

semicercul x> + y2 +2ax=0 (y=20) si extremitatea initiald in punctul
(2a,0) a>0.
Rezolvare. Curba C poate fi considerata ca o reuniune C=C; UC,

X=a+acosH
C = . 0e [0,7]
y=asin0
X=-a+acos0
C, = _ 0e [0,7]
y=asin0
y
G, G
—a ‘ a va X

Fig. 5.2

j(a+ y)dx+(a+x)dy= jon[a(l +5in6)(—asin0)+(2a+acos6)(acos6) |do+

+J.:[a(1 +5in0)(—asin6) + acosHacos 6] do=

e j n(sin6+ sin’ 6)de +2a2jn

(cose +cos? G)de =—4a’.
0 0
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33| Sa se calculeze integrala

I y2dx+ Z2dy + x*dz,
c

daca C este curba lui Viviani obtinuta prin intersectia suprafetelor
X +y +Z2=a’ §i ¥ +y*—ax=0,a>0,z>0.

Rezolvare. O parametrizare a curbei C se obtine folosind coordonatele
cilindrice X=pcos0, y=psin0, z=z. Parametrizarea cilindrului impune
p2 —apcos0=0=p=acos0.

Curba fiind pe sferd vom obtine

a’cos® 0+a’ cos? Osin? 0+ 2> = a’ ,
de unde rezulta z=asin0.

In aceste conditii:

T

j y2dx + Z2dy + x*dz= a3I2 (cos5 0+ sin® 0cos20 +
C

3 do=-=

—sin’ 20 J 3ra’
2

Sa se calculeze urmatoarele integrale verificind independenta lor de
drum:

(2’0) 2 X X
34 I(o,z) y“ e dx+2ye”dy.

Rezolvare.
P(xy)=y’e"
Q(x y)=2ye".
oP dQ . : . -
Deoarece — =—, rezultda ca Pdx+ Qdy este o diferentiala exacta.

dy oXx

Consideram drumul cu parametrizarea

{th; te[0,2]

y=2-t,

si integrala devine

J'Oz(z_t)zet—z(2—t)etdt=I02(t2—Zt)etdt=—4,
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2,6,3
35 I(( )ydx+ dy—ﬁdz

1,3,1) 72
Rezolvare.
. Yy X Xy
F P XY,Z)=—; XVY,Z :—’R XVY,Z)=——
ie P(xy.2)=": Q(x¥,2)=": R(x ¥.2) -

P 1 _9Q 9Q_ x _dR OR__y 0P

dy z x 9z 2 9y ox 2 oz
Rezultd deci ca Pdx+ Qdy + Rdz este o diferentiala totala exacta.

Fie F:0° >0 o functie astfel incat:

dF =P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+ R(x,y,z)dz

oF vy Xy
- = F s Yo =—+ s
oX z:> (xyz) Z g(yz)
9F _X §—§+a—g:>a—g—0:>F(x,y,z)=ﬁ+h(z)
Yy z zZ z 9dy oy z
oF _ xy —-xy_ Xy ., , Xy
gz—? ?:—?'i‘h(Z):h(Z)ZOSF(X,y,Z):7+C.

In aceste conditii:

(2,6,3) y X Xy - i )
j(—1,3,1) ZdX+Zdy szZ—F(2,6,3) F(-1,3,1)=4+3=7.

36| Si se determine o functie F:01° — [ astfel incat dF = o daca

0=Yy(y+2z)dx+2x(y+z)dy+2xydz.
Rezolvare. Fie

P(xY,2)=y(y+22), Q(X,¥,2)=2x(y+z), R(x,y,z)=2xy
a—P:2y+2z:a—Q, a—Q:2x R IR_ 2y:a—P
oy oX 0z 8y oX 0z
P,Q,R:[1° =01 declasi Cl(D 3).
Rezulta cd expresia Pdx+ Qdy + Rdz este diferentiala totala exacta:

oF

§=y2+2yz:>F(X,y,Z)=Xy2+2XyZ+g(y»Z)
E _oy+2e 2y+e=2y+2e+ DB
dy ady oy



F(%,Y,2z)=xy* +2xyz+h(2)
oF , /
Ezzxy; 2xy=2xy+h(z)= h(z)
Deci, functia F:0° — [ cautata va fi F(XY,2)=xy* +2xyz+C.

0.

37| Fie curba T' de ecuatie |X|+|y|=1, xe[-L1], si functiile
P,Q:[ 2 50

(x+ y)2;
—(x2+y2).

P(xy)
Q(xy)

(i) Sa se arate cd integrala deX+ Qdy depinde de drum, unde yc[ 2

Y
este o curba arbitrara rectificabila.

+dy
X+1y]

(iii) Este adevarata afirmatia: Pentru orice curba yc[] 2 simpla inchisa si

(ii) Sa se arate ca j ‘ =0 si sd se explice rezultatul. Generalizati.

rectificabila exista functia fye CI(D 2.0 ) constantd pe curba ycll 2 astfel
incat:
Ide+Qdy=I f,(dx+dy).
Y Y
Justificati rdspunsul.
(iv) Sa se arate ca j gdx+ gdy = I gdx+gdy=0, Vge CI(D 20 ),
AB CD
unde AB si CD sunt reprezentate in figura.
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(v) Sa se determine functia f e C! (D 2.0 ) astfel ca:
Ide+Qdy=j f-dx+ f -dy;
r r

(iv) Folosind formula lui Green sa se calculeze integrala

I:Jde+Qdy.
r

Explicati rezultatul obtinut.
Rezolvare.

(i) Integrala _[ Pdx+ Qdy este independenta de drum daca si numai daca

Y
oP _dQ 2 _ 12 4).
a—y—&,V(x,y)e Dci?, 9D =y, P,QeC'(0%0);

9P _ _ox=9Q
ay—2(x+y);fr: 2X= ot

(ii) Cum pe I" avem ‘X‘+M=1:>J.ﬁ=jdx+dy=0.

r r

Nu se poate folosi formula lui Green pentru integrala din partea stanga,

: 1
deoarece functia W nu este de clasa C' pe Dc?, oD=T.
X +Y

Generalizare. Pentru orice curbi I'c[? simpla inchisa si rectificabila
datid de ecuatia f(x,y)=C=

If(x,y)(dx+dy)=0.

r

(iii) Daca prin absurd ar exista o functic f e CI(D 20 ) constantd pe 'y

astfel ca:

[ Pax+Qdy = [ f (dx+dy),
v Y

atunci din (ii)) = j Pdx+Qdy =0, Vycll 2, simpla inchisd si rectificabila
Y
= I Pdx+ Qdy ar fi independenta de drum. Contradictie cu (1).
Y
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— [x=1-u; __ (x=-l1+u;
(iv) ABz{y_u * ue[0,1] si CDz{);_ J * ue [0,1].

Din teorema de reducere a integralei curbilinii la o integrald Riemann
deducem:

ig(dx+ dy) =Eg(1—u,u)(—1+1)du =0;

1 VgeCl(Dz,D).
'[ g(dx+dy):jog(—1+u,—u)(1—1)du:0,
CD

(v) Conditiile sunt echivalente cu:
[(P—f)dx+(Q-f)dy=0;
r =
f(u—1+u)=1 Yue[0,1]

0 0 of of

—(P-f)=—(Q-f ——+—=4X+2

ay( ) 8X(Q ) & 4 oX oy Y = (5.1)
f(u—1+u)=1, V xe[0,1] f(u,—1+u)=1, uel0,1]

dx dy  df {X+y=Cl;

11 = 2 2
-1 1 4x+2y 2x" -y 4+ f=C,,

solutia problemei Cauchy (5.1) fiind:
(x+y)’ +6(x+Y) +5—4(2x2 —-y* + f (X, y))z
(vi) Din formula lui Green deducem:

| = I Pdx+ Qdy = ”(a—Q —a—Sdedy: —”(4x+ 2y)dxdy,
D

unde

Dz{(x,y)e 0 2‘ \x\+\y\£1}

| =— I (4x+2y)dxdy - ” (4x+2y)dxdy =
BCD BDA

= _LO Lljx(4x+ 2y) dy} dx— J.O U::(4x+ 2y) dy} dx=0.
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5.3 TEMA DE CONTROL

1. Si se arate ci drumul y:[0,1] — [ * este rectificabil

(tz sin%,tzj, te (0,1];

(0,0), t=0.

Y(t)=

Rispuns. \/ [X'(t)]2 + [y'(t)]2 este marginita.
2. Sa se calculeze lungimea drumului a carui imagine este

{(x,y)‘y2 =2px, xe[0,a], y>0, p>0}.

\/ﬁ+«/2a+ p
\/B :

3. Sa se gaseasca o parametrizare a lemniscatei

a(2a+ p)
2

Raspuns. + Epln

2
(x2+y2) =xy, x>0, y>0.
Raspuns. X=+/sinBco0s0 -cos0O, y=+/sinBcos0 -sinO, B¢ [O,g]

4. Sa se afle lungimea elipsei de semiaxe a,b, a>b.

2 2 2 32
Raspuns. ZaR{l—e— P35 e 135 6—..1,unde

2 22t T 22t
b2

2

e =1-—|.

Sa se calculeze integralele curbilinii de primul tip:

3
X=acos {;
te [O,g}.

S. jyds, unde v:
" y= asin’t,

32a?

Raspuns.
P 40



X=2t;
6. I\/yds, unde v:Jy=t te[0,1].

2=2¢,
3
Raspuns. 673 -2+ 31n3 +§\/§ :

7. j(x3+y3)ds, unde
v
Imy={(x,y,z)‘x2+y2+22=a2, X=y>0, 220}.

—2\?{5 at.

2 )
Rispuns. X= y=7a-smt, z=a-cost, te[0,7];

8. Sa se calculeze masa firului material cu densitatea
p(X, y,z)=(x2 + yz)lnz
si care are forma arcului de curba:
x=e¢' cost;
AB: y=et sint; te [O,l].
z=c¢',

1+2a°

33

Rispuns. Masa= j p(x,y,z)ds=
AB

Sa se calculeze integralele curbilinii de al doilea tip:

9. I Xty ~dx+ X~y ~dy
X2+ y? X2+ y?

X=acost;
{ te[0,2m].

v :
y = asint,

Raspuns. —-27.
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10. J dx+ ! dy, unde 7y este conturul patratului cu varfurile
XY Xy

A(1,0); B(0,1); C(~1,0); D(0,~1).

Raspuns. 0.

11. I(xz + yz)dx+ xydy , unde
v
Imy:{(x, y)‘ X2 —2x+y*=0, y=0, xe [0,1]}.

Raspuns. % .

Sa se arate ca urmatoarele integrale sunt independente de drum si sa se
calculeze:

(L1) 2
12. 2xydx+ x“dy.

Jiog ey
Raspuns. 1.

(6,8)
13. J‘ ) XdX + xdx+ ydy
X2 + y
Raspuns. 9.

pe un drum care nu trece prin punctul (0,0).

14. Sa se determine functia U daca

dU =" Y[ (1+x+y)dx+(1-x—y)dy]|.

Rispuns. ¢* Y (x+y)+C.

15. Sa se calculeze

(2,3,2)
_[(1 ) yzdx + xzdy + xydz,

observand ca integrala este independenta de drum.
Raspuns. Daca notdm cu

P(xY,2)=yz, Q(X,Y,2)=xz, Q=(X,Y,Z) =Xy,
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atunci

P _9Q 9Q 9R OR 0P

dy ox 9z 9y ox o0z

Sa se calculeze integralele curbilinii:

xX=t;

16. [xyzds, daci C= y=22t%; tefo.1].
C

1612

Raspuns. .
P 143

_ L4t
X=e"; 1
17. fxydz, dacd c={ te{O,Ean]
C 9

y= o2t
: 23\17° - 255
Raspuns. 120 .

x=a(cost +tsint);

18. [xyds, daca C:{ te[-m,x], a>0.
C

y=a(sint—tcost),
Raspuns. 0.

X=(1+cost t;
19. J.\/x2+y2d£, daca c:{ (1+cost)cos te [-mx].
C

y=(1+cost)sint,

32
Raspuns. 3

20. j (x+y)dl, daca C este curba inchisd rectificabild care are ca
C
imagine patratul A,(0,0), A,(1,—1), A;(2,0), A,(L1) si ambele capete in
origine.
Raspuns. 3 + 22,

291



21. Sa se calculeze masa firului material care este imaginea drumului

x=§t8;
8

C: yzétg; te[0,1]

si care are densitatea liniard p(X,y,z) =42y .
60+11In11

Raspuns.
P 100

22. Sa se calculeze integrala

JIvlar,
C

2
daca C este arcul lemniscatei (X2 + y2) =a’ (X2 — y2 )

Raspuns. 2a’ (2 - \/5)

23. Sa se calculeze integrala

[,
Cc

daca C este un contur convex limitat de curbele x> + y2 =a’, x= y si X=0.

Rispuns. Z(ea— 1) + g ae?.

24. Sa se calculeze integrala j zd? daca C este elicea conica

C
X=tcost, y=tsint, z=t, te [O,a].

1 LI
Rispuns. 3 (2+a)2 —22|.

292



25. Sa se determine masa firului material care este imaginea drumului

X=at;

C=y= gt% te[0,1],a>0

z=2p,
3

2y

si a carei densitate liniard este p(X,y,z)=,/—.
a

Raspuns. a (3\/§—l)+éln3+2\/5 :
8 2 3

26. Sa se calculeze | xdy daca

0O —

Raspuns. 1+ lng.

27. Sa se calculeze integrala j (arcsin y)dx + X3dy daca

X =—t;
C: te|-11].
{y:  telo

Raspuns. %E -2.

28. Sa se calculeze integrala

X=e;

dex+xydy+xyzdz, daci C:qy=e; te0,1].
c

z=4/2t,
2—e

Raspuns. —+ :
2 2e
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29. Sa se calculeze integrala

X=acost
Iz\/az—xzdx+xzdy+(x2+y2)dz, daci C={y=asint
C z=bt

te [o,ﬁ}, ab>0.
2

2
Rispuns. aTb(n -1).

30. Sa se calculeze integrala J. \/y2 — X+2(dx+dy), unde C este curba
C

simpla inchisa orientatd pozitiv care are ambele extremitati in punctul A, (0,1)

si drept imagine parabola y? =x+1 in cadranele II si III si parabola
2y* =—x+2 in cadranele I si IV.

Raspuns. —3.

dx+dy
)
inchisa si orientatd pozitiv care are drept imagine dreptunghiul A;A,A3A A,
unde A, (-1L-1), A,(2,-1); A;(2,1); Ay, =(-11).
Raspuns. —1.

31. Sa se calculeze integrala J.

, unde C este curba simpla,
Cmax(\x

b

32. Sa se calculeze integrala
J‘\/y2 + Z2dX+V 22+ XPdy ++ X% + yidz,
C

unde C este curba simpla care are drept imagine segmentul din spatiu AB cu
A(-1,—1,-1) si B(2,2,2) si capatul in punctul A.

15v2
>

Raspuns.

33. Sa se calculeze integrala

Iydx+ zdy + xdz,
C

unde C este curba simplad inchisd care are drept imagine triunghiul din spatiu
AA,A5A, cu varfurile A;(1,0,0); A,(0,1,0); A;(0,0,1).
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3
Raspuns. ——.
P 2

34. Sa se calculeze integrala

(3.0)
.[ (;,—2j 1 +yxy dx+ 1 +Xxy dy

pe o curba a cdrel imagine nu intersecteaza hiperbola xy =—1.
Raspuns. In3.

35. Stabilind ca expresia ®(XY,z)= ( y? —3x )dx+ 2xydy este o
diferentiala totald sa se gaseascd o functie F :[] 3 51, astfel incat dF = .

Rispuns. F (X, y)=-x +xy>+C.

36. Stabilind 1n prealabil ca expresia

m=(z+xy+ 2y 2jdx+x[l— ! }dy+z_xydz,x>0,z>0

X2 X4y z X*+y° z

este o diferentiala totald sa se gaseasca o functie F:[J 3 0, astfel incat
dF = o.
Rispuns. F(x,y,z)=Inxz- arctgz e
zZ z

295



MODULUL 7

INTEGRALA DUBLA

6.1 BREVIAR TEORETIC

Fie D o multime compactd din [J 2 astfel incat Dc[a,b]x[c,d].

Frontiera domeniului D este o curba inchisa alcatuitda dintr-o reuniune finita de
imagini de curbe netede. Sa consideram diviziunile:

d=(a=x)<x <...<X,=b),
d=(Cc=y,<y <...<Yp=d)
ale intervalului [a,b], respectiv [C,d]. Paralelele la axa Oy prin punctele
diviziunii & si paralelele la axa Ox prin punctele diviziunii & impart
dreptunghiul [a,b]x[c,d] in nxm dreptunghiuri de forma
1 =[xi_1,xi]><[yi_1,yj], 1<i<n, 1<j<m.
Sa notdm cu A multimea dreptunghiurilor continute in D sau care au
puncte comune cu D.
Definitia 6.1. Vom numi diviziune a domeniului D multimea
dreptunghiurilor §,,9,,...,6, din A si vom nota

A=(8,.8;.....8, ).

ordinea de numerotare a dreptunghiurilor fiind arbitrard. Norma diviziunii A
este egald cu
3}

Sa consideram diviziunile &si & ale intervalului [a, b] si, respectiv,

HAHzmax{xi =X, Yj - yj_l‘lsi <n 1<) < m} =max{H8

9

[c,d] mai fine decat §; adica & > 3, &’ > 8. Acestor diviziuni le corespunde o

diviziune A" a domeniului D care este mai find decat A si ‘A' < HA

31<[al. [51 <[]

, deoarece

Fie f:Dc0? =0 o functie marginita. Notim cu
m, =inf{ f (x,y)‘(x,y)e Sk}, 1<k<p,
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My =sup{ f (X, y)|(x.y)e &}, I<sk<p

si definim
p p
S ( f)=ka -ariad,, SA(f)=ZMk -aria &,
k=1 k=1

suma Darboux inferioard, respectiv suma Darboux superioard asociata functiei
f si diviziunii A.

Sumele Darboux s, (f) si Sy (f) aproximeaza prin lips, respectiv prin
adaos volumul corpului marginit de suprafata z= f(x,y), (x,y)e D, planul

XOy si cilindrul cu generatoarele paralele cu axa Oz si a carui curba directoare in
planul XOy este frontiera lui D. Pentru f pozitiva suprafata este situata deasupra
planului XOy si are ca proiectie pe acest plan pe D.

Fie (&, ,My)€d, I<k<p, un sistem de puncte intermediare asociat

diviziunii A a domeniului D. Numarul real

p
GA( f 7E.Dk9nk) = Z f (E_;k,nk) : ariaSk
k=1

se numeste suma Riemann asociatd functiei f, diviziunii A si sistemului de
puncte intermediare (&, 1, )€ &, 1<k< p.

Propozitia 6.2
1. Dacd A’ este o diviziune mai fina decit A, atunci

Sa(f)<sy(F)<Sy(F)<Si(f).
2. Pentru orice diviziuni A si A" ale lui D avem:
sy(F)<Sy(f).

3. Pentru orice suma Riemann 6, ( f,&,M, ), avem
SA(f)SGA(fa&.ukank)SSA(f)'

Definitia 6.3. Spunem ca functia f este integrabild Riemann pe D daca
existd | €[] cu proprietatea cd oricare ar fi €>0 existd §, >0, astfel incat

pentru orice diviziune A a lui cu HAH < d_ si pentru orice alegere a punctelor

intermediare (&, )€ &, 1<Kk < p, rezultd ca

‘GA(f,ik,nk)—l‘<e.
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Numarul | cu aceasta proprietate se noteaza:

I :fff(x,y)dxdy

si se numeste integrala dubla a lui f pe D. Domeniul D se numeste domeniul de
integrare, iar dXdy se numeste elementul de arie.

Teorema 6.4 (Criteriul lui Darboux)
Functia marginita f :D c[J 2 50 este integrabild Riemann pe D daca si
numai daca oricare ar fi € >0 existd §_ > 0, astfel incat pentru orice diviziune A

alui D cu |A| <8, sdavem:
Sy (f)—sy(f)<e.

Din definitia integralei duble rezulta urmatoarele proprietati (presupunem
ca integralele existd):
a) aria domeniului D este

ariaD = H dxdy;
D

b) liniaritatea integralei duble este data de formulele:

H[ fi (% y)+ f5(x, y)]dxdy=ﬂ fi (%, y)dxdy+“ f, (%, y)dxdy,
ﬂaf (% Y)dXdY=OcH f(x y)dxdy, aell;

¢) dacd D este impartit in doud subdomenii D, s1 D, printr-o curba, atunci

” f(x, y)dxdy:” f(x, y)dxdy+” f(x,y)dxdy;

Dy D,
d) daca f este pozitiva pe D, adica
f(xy)20, (V)(xy)eD,

atunci ” f(x,z)dxdz=0;
D

e) daca f este integrabila pe D, atunci ‘f‘ este integrabila pe D si are loc

inegalitatea:

” f (x,y)dxdy

< mf (%, y)|dxdy.
D D
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Teorema 6.5 Orice functie continud f:Dc0? -0 este integrabila

Riemann pe D.
Multimea functiilor integrabile pe D este mai bogatd decat multimea
functiilor continue, dupd cum va rezulta din urmatoarea teorema.

Definitia 6.6. O multime Ac[] % se numeste multime neglijabild daca
pentru orice £€>0 existd un sir de dreptunghiuri deschise (I,) ., <[ 2 astfel

incat:

Propozitia 6.7

a) Orice multime cel mult numarabild Az{(xn,yn)‘ne i *} este
neglijabila.

b) Daca Ac B si B este neglijabila, atunci A este neglijabila.

¢) Orice reuniune numadrabila de multimi neglijabile este o multime
neglijabila.

Fie f:Dcl? —0 . Notam:

A = {( X,y)€ D‘ (X, y) este punct de discontinuitate pentru f} .

Definitia 6.8. Functia f:Dcl > 5[0 se numeste continui aproape
peste tot (prescurtat a.p.t.) dacd A; este o multime neglijabila.

Teorema 6.9 (Criteriul de integrabilitate al lui Lebesgue)
O functie f:Dcll 2 5[ este integrabila Riemann dacd si numai dacd
este marginitd si continud aproape peste tot.

Teorema 6.10. Fie f:D =[a,b]x[c,d]|cl 2 0 o functie marginita si

integrabild pe D, astfel incét pentru orice Xe [a,b] exista integrala

'[Cdf(x,y)dyzzF(x).

Atunci functia F :[a,b] — [ este integrabild pe [a,b] si are loc formula

ﬁ f(x y)dxdyzj:(jcd f (x,y)ddex.
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In mod analog, avem si formula

I ox)ana - ([t oxax]ay.

De obicel, se noteaza:

j:('fcd f(x y)dyjdx = J‘bdx(
Al

b d
Ia f(x y)dxjdyz L dy[
In acest fel,

” f(x y)dxdyzj:deCd f(x y)dyjzj.cd dyU: f(x y)dxj.

Definitia 6.11. D c[J % se numeste domeniul simplu in raport cu axa Oy
daca

D:{(x,y)e 0 Z‘as x<b, @) (X)< yS@z(X)}»

unde functiile @;,9, :[a,b] =, ¢, <,, sunt continue.

D <[ ? se numeste domeniul simplu 1n raport cu axa OX daca
:{(x,y)e i Z‘CS y<d, v (y)< xS\pz(y)},
unde functiile v, v, :[c,d] =0, y; <w,, sunt continue.

Teorema 6.12. Fie D cJ? un domeniu simplu in raport cu axa Oy si
f:D—0 o functie marginita si integrabild, astfel incit pentru orice Xxe [a,b]
existd integrala

()
F(x)zj(;iz(x) f(xy)dy.

Atunci functia F :[a,b] — [ este integrabila si are loc formula

” (X, y)dxdy = I U (x,y dyjdx

Analog se scrie formula de calcul in cazul domeniilor simple in raport cu
axa OX. Intr-adevar, daca

D:{(x,y)eD Z‘CS y<d, wl(y)SxS\pz(y)}
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este un domeniu simplu in raport cu axa OX, atunci are loc formula

H f(xy)dxdy= Ld Uwz((x))() f(xy) dxjdy.

L4

Pentru calculul integralelor duble pe domenii mai complicate, impartim
aceste domenii cu ajutorul unor segmente paralele cu axele de coordonate, in
subdomenii care sunt simple in raport cu axa OX sau Oy, apoi folosim formulele
anterioare si proprietatea de aditivitate a integralei duble.

Fie D’c0? un domeniu compact, raportat la sistemul de referinta
cartezian UOV, avand frontiera I, care este urma unei curbe inchise netede. Sa
consideram transformarea regulata

. .{x=(p(u,v);

y=w(uv),

D(¢.v)
D(u,v)

o,ye C'(D)); #0 pe D, cl?,
unde D, este o multime deschisa ce contine compactul D’ [J % Atunci cand
(u,v) parcurge pe D', (X,y) prin transformarea regulata T parcurge compactul

Dcl? raportat la sistemul de referinti cartezian xOy. In acest caz spunem ci

domeniul DcO? este imaginea domeniului D’c0? prin transformarea
regulatd T §i se scric D=T(D’), iar frontiera I' a domeniului este imaginea

frontierei I” prin transformarea regulata T, adica I'=T(I"). Daca
¢, ye C*(D,), are loc formula schimbirii de variabila in integrala dubla.

Teorema 6.13 (Formula schimbarii de variabila in integrala dubla)
Fie f :Dc0? -0 o functie continui pe D. Atunci

” f (X, y)dxdyzﬂ f(o(u,v),y(u,v)) Dlo.v) dudv.

D(u,v)

Sa consideram trecerea de la coordonatele carteziene (X,y) la

coordonatele polare (p,0) prin transformarea regulata.

X= 0
T:{ pcos

. pe[0,R], 6<[0,2n],
y=psing’ PE 1Rl 6<[0.27]

unde

D(p.6)

In acest caz, formula de schimbare de variabila in integrala dubli devine

[ f(xy)dxdy=[[ f (pcos6,psin)pdpde, D=T (D).
D D’
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De asemenea, se foloseste transformarea regulata care permite trecerea de
la coordonatele carteziene (X,Y) la coordonatele polare generalizate (p,0):

pe|0,1], 8€[0,27],

.

T X=apcosb;

y =bpsin®,
D(x,y)
D(p.6)

integrala dubla devine

jjf(x,y)dxdy:abﬂf(apcose,bpsine)pdpde, D=T(D).
D D’

unde =abp#0. In acest caz, formula de schimbare de variabild in

Principalele aplicatii ale integralelor duble sunt:

a) Fie Dcl? > un domeniu compact a carui frontiera este urma unei
curbe inchise netede (sau netedd pe portiuni). Aria domeniului D este datd de
formula

ariaD = ” dxdy .
D

b) Fie functia f:Dcl] 2 5[] continud si pozitivd. Notam cu I'¢
subgraficul lui f,

T :{(x,y,z)e 0 3‘(x,y)e D,0<z< f (x,y)}.

Volumul lui I'; este
volumT; = ﬂ f (X, y)dxdy
D

¢) Sa consideram o placda materiald pland neomogena, de grosime
neglijabild, care are forma dati de domeniul compact DcO?. Daca
p:Dcll 2 50 . este densitatea pldcii materiale si p este presupusa continua,
atunci masa M a placii este

M =”p(x,y)dxdy.

Coordonatele (Xg,Yg) ale centrului de greutate al plicii sunt de
formulele:

o =1 [ o(xy)axay: v = [ yp(x y)dy.
D D
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Daca p =const. (placa este omogena), atunci

arii D JDJ xdxdy; yg = ﬁg ydxdy .

d) Fie o placa materiala plana neomogena de grosime neglijabila, care are

forma data de domeniul compact D 1] 2 i p:Dcl] 2 5[ . densitatea placii

materiale. Momentul de inertie fata de originea axelor de coordonate este dat de
formula

o :J‘J‘(x2 + y2)p(x, y)dxdy.

Momentele de inertie 1, si |4, ale placii fata de axele de coordonate Ox

si Oy au expresiile:

lox = [[ Yp(x y)dxdy; 16, = [[x*p(x y)dxdy
D D

sise observaca lo=1lgx+ 1oy
6.2 PROBLEME REZOLVATE

Si se arate ca functia f:[0,1]x[2,3] =0, f(xy)=x>+y’ este
integrabila.

Rezolvare. Functia f este continud pe domeniul de definitie, deci
integrabila.

Functia f :[-1,1]x[-1,1]—1,

, daca (X,y)#(0,0
f(xy)= X2+ y? (x¥)#(0.0)

1, dacd (x,y)=(0,0)
este integrabila?
Rezolvare. Observam ca functia f este marginita, deoarece ‘f (X, y)‘ <1,
(V)x, ye [-1,1]. Pe de alta parte, f are un singur punct de discontinuitate,

(0,0). Conform criteriului lui Lebesgue f este integrabila.
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Si se calculeze ariile urmitoarelor domenii din [ 2
. D= {xy‘x <y<4- x}

Rezolvare.

aria(D)=J‘\/;(J.jz_x2 dy)dx=f@(4—x2 —xz)dx=¥.
3
2 2);
]
—arla jl‘ J‘ dy |[dx= ja‘[ E Xijzdx=3n8a2.
oL 0

Sa se calculeze urmatoarele integrale duble:

1(1

|=ery2 dy)dx.
0\ x

Rezolvare. Se observa ca:

{(xy)osxsix<y<t}={(xy)0<y<L0<x<y}.

y‘yzd d—1 Vay=1[1-1
Jev ax y—iye y=21-]

0

w\t\J
[VSER N
W N

@ o (e

Rezolvare.

1
Atunci: I=I
0

IE I=J Xydxdy, unde D este domeniul marginit de axa OX si

semicercul superior (X— 2)2 +y?=1.

Rezolvare. D :{(x, y)‘l <X<3,0<y< \/1—(x—2)2},
J1-(x-2)° 3 I-(x2) 3

I:j I xydy dx:J.xy— dx:lj.x(4x—x2—3)dx:
1 0 1 2 y=0 21

W |
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Cu ajutorul unor schimbari de variabild adecvate, sa se calculeze
integralele duble

. H dxdy unde

D={(x,y)‘x2+ y?<a’, x>0, y=0,a> O}.

Rezolvare. Vom trece la coordonate polare:
: T
X=pcosO, y=psin®, pe[0,a], O¢ [O,E} .

Rezulta ca integrala este egala cu
2
a Tc(l —e® )

af n 5 a 5 —p?
[Jier sofoo=gfer oz 3]

0 0 0

(o)

o T —(x2+y2) . . . . )
j j € dx |dy; sa se deduca valoarea integralei je dx.
0
Rezolvare. Folosind problema precedentd avem

e,

0\o0 x+y<a

x=0,y=0
2
Tc(l —e @ )

. T
=lm—=—.
a—soo 4 4

Pe de alta parte,

Rezulta ca
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@ Sa se calculeze integrala dubla improprie

y2

=)

Xy

I=”e & v dxdy,
D

2y
unde D este exteriorul elipsei — + 1=0.

a2 o
Rezolvare. Facem schimbarea de variabile
X=apcos0, y=bpsin6, J=abp,

observand cd 0¢€ [0,2x], iar pe [1,00). Rezulta:

o ntab
| =ab| d6|e™® pdp=—"-.
! !e pdp=""

10| Sa se calculeze integrala dubla

| = U x*dxdy,
D

unde D este domeniul definit prin intersectia parabolelor:
y =px, y’=qx, X’ =ay, X’ =by (0<p<g, O<a<b).

Rezolvare. Vom face schimbarea de variabila y2 =ux; x> =Vy, unde
ue[p.q],iar ve[a,b]. Prin aceastd schimbare de variabild patrulaterul

curbiliniu delimitat de parabolele din enunt se transforma intr-un patrulater
determinat de intersectia dreptelor:

u=p,u=Qqsi v=a, v=>b; Jz—g.

Deci,
I =1Tudujzv2dv= (b3 —a3)(q2 _ p2)
3 A A 18

11| Sa se afle volumul corpului marginit de planul xOy, cilindrul
X + y2 =1 siplanul X+ y+z=3.

306



Rezolvare.
Vol=”(3—x—y)dxdy, unde D este proiectia pe planul XxOy a
D

intersectiei dintre planul z=3-X-Yy si cilindrul X% + y2 =1, adica
D ={(x, y)| x> +y’ < 1} . Atunci:

1

1 1 )
2
V01=Ipdpjon(3—pcose—psin6)d6= 6nIpdp = 671:% =3r.
0 0 0

12 | Sa se determine coordonatele centrului de greutate pentru un sector

: : T
circular curaza Rsi o= rE

Rezolvare. Sa notdm cu D domeniul din enunt. Avem

R T R
l, =”dxdy=jpdpjo4de=%,
D 0

n R 3
|, = ” xdxdy =.[04 COS Gdejpzdp = —
D 0

l; = ” ydxdy =IOZ sin Gdej‘zpzdp =
D 0

Rezulta coordonatele centrului de greutate:

I, 4RJ2 .

3

|3_4R(2—J§)

yG:I 3

13 | Sa se calculeze momentul de inertie fatd de axa Oy al placii plane
materiale delimitatd de y* =1—x, Xx=0, avand densitatea p(X,y)=Xy.

Rezolvare.
loy = ” xyx>dxdy = Jl‘x3de1J?X ydy = j@dx= €L
D 0 0 0
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14| Sa se calculeze momentul de inertie fatd de originea axelor al placii

plane materiale omogene de densitate constanta p,, delimitata de X + y2 =R,
Rezolvare. Fie D ={(X, y)‘x2 +y* < Rz}.

R
4

ly =ﬂ(x2 + yz)dxdszdeszpdpzzn-%
D 0 0

0

15| Fie functia f:Dc0? >0, f(X,y)z[X2+y2},unde
D:{(X,y)eDZ‘X2+y2<4}.

Dacd t1e D (D) este o diviziune de forma t1={d,,d,,d,,d;} cu
dy ={(x,y)e D‘ks X2+ y? < k+1}, k=0,3,

a) sa se calculeze sumele Darboux superioard si inferioara
corespunzatoare fiecarei diviziunii T si functiei f;

b) sd se precizeze daca f este Darboux integrabila pe D si in caz
afirmativ sa se calculeze ” f.

D
Rezolvare. Notam cu:

M =max{ f(x, y)‘(x, y)e dk}; m, =min{ f(x, y)‘(x, y)e dk}, k=0,3,

si constatim c¢d M, =m,, Vk=0,3. Prin urmare, S(f,t)=s(f,1) si f este
Darboux integrabila pe D. Mai mult:

3
S(f.t)=) My -ariad, =0-7-1+1-1-1+2-7-1+3-7-1=6m.
k=0

)

><V

> NCH
o
(S

d

o

[y

7
N

Fig. 6.1
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In concluzie, f este Darboux integrabil pe D si j f=6m.
D

16 | Fie functia f:Dcl? >0, f(x,y):{\xMy

} , unde

D ={(x, y)e D ?|x,ye [—2,2]},

iar acoladele desemneaza functia parte fractionara.
Daca 1€ D (D) este o diviziune de forma t={d,,d,,...,d,}, unde:

dk:{(x,y)e D kg\x\+\y\<k+1}, k=0,1
d, ={(x,y)e D|2<[X+|y| <3, x<0, y>0}

d4={(x,y)e DI2<|q+|y|<3,x>0,y>0

d6={(x,y)eD2$\x\+\y\<3,y<0,x>0}
dgz{(x,y)eD2£\x\+\y\<3,x<0,y<0}
d3={(x,y)eD3£\x\+\y\<4,x<0,y>0}
d5={(x,y)eD3S\x\+\y\<4,x>0,y>0}
d7={(x,y)e D|3<|x+|y|<4, x>0, y<0}
d9:{(x,y)eD3S\x\+M<4, X <0, y<0}.

Sa se calculeze sumele Darboux superioara si inferioard corespunzatoare
diviziunii T si functiei f.
Sa se precizeze daca f este Darboux integrabila pe D si in caz afirmativ

sa se calculeze U f.
D

Rezolvare. Fie

M =max{ f(x, y)‘(x, y)e dk}; m, =min{ f(x, y)‘(x,y)e dk}, k=0,9,

si constatim c¢a M, =m,, Vk=0,9. Prin urmare, S(f,t)=s(f,1) si f este
Darboux integrabild pe D. Mai mult:
9
S(f,‘c)zZMkariadkzO-ariado +1-ariad, +2-(ariad, +ariad, +ariad, +ariadg ) +
k=0
+3-(ariad, +ariad5+ariad7+ariad9):16+2-4%+3-4%:24
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si

ijf=24.
Ty

/
2
l

dg
do

Fig. 6.2

17| Fie functia f:[O.l]ZAD, f(xy)=xy si

| )
d,=<0,—,—,...,
" { 2’n

si P,=(d,,d,)eD ([0,1]2).

Sa se calculeze sumele Darboux superioare si inferioare corespunzatoare
diviziunii P .

S| x
>
|
[a—

Si se stabileascd dacd f este Darboux integrabild pe [0,1]° si si se

calculeze ” f.
[0.1]°
Rezolvare.

Fie d;; =<(X,y)e|0,1 2 ESX<
1 n

Atunci:

i J_-lgy<i}, Li=in,
n n n

m =min{f (X, y)|(x, y)e dij} (I_IZ]#

Mij =maX{f (X, y)|(X, y)E dlj}:%
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Prin urmare:

n* S n 4n®
I (i-1)(j-1) (n-1)?
s(f.P,)=— = ,
(1:P4) nzlzz;jzz; n’ 4n?
. |
deoarece aria dij =—-.
n
- C(n+1?
f=infS(f,P,)=1 =—
Cum [(;“I‘;z in S(f.P,) im 2
si
_(n=1)7 1
f= f.P.)=1 =—
H Sunps( Pn) e an*> 4
[0.1
deducem ca f este Darboux integrabila pe [0,1]2 si J. fzi.

[0.1]?

18] Fie f:[0,1]" >C

f(xy)=1 (xy)e Q@ n[o.1]’
’ x+y-1, (xy)e[0,1]-Q°

Sa se arate ca Fﬂ si ” f=0.
(0.1 [0.1]

Rezolvare. Consider o diviziune
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M; =max{f (x,y)‘(x,y)e dij}ziﬁ+%,
m; =min{ f (x,y)|(x,y)e dij}zi%+%— .

Prin urmare:

”(i—l j—1 j 1
3 (=IEE B
i=1 j=1 "= n n n
1ar
[ f=infS(f.P,)=lim2 " =1,
n n n

0.7
[+ =supS(f,Pn)=1im_—1=0.

v n n n
[0.1]"

In concluzie, f nu este Darboux integrabild pe [0,1]2 .

19| Sasecarateca f :[0,2]2 — [

xy, (xy)e [O,l]2

x—Y, (xYy)e[0,1]x(1,2]
X+Y, (xYy)e(L2]x[0,1]
X +y?, (xy)e(1,2]

f(xy)=

este Darboux integrabili pe [0,1]2 si sd se calculeze ” f.
[0.2]
Rezolvare. Notam prin:

D(f) ={(X, y)e [0,2]2‘ f este discontinud in punctul (X, y)} Este clar ca

multimea punctelor de discontinuitate a functiei este D(f) = ABUCD, unde

Ns:{(x,y)e[o,z]2 Xe [0,2],y=1} si C_Dz{(x,y)e[o,z]z‘x:l, ye [0,2]}.
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5 D
X—Yy x2+y2
Al B
Xy X+y
0 1 2 x
C
Fig. 6.3

Prin criteriul de integrabilitate Lebesgue f este Darboux integrabila pe
[0,2]2 dacd §i numai daca este marginitd si D(f) este o multime neglijabild

Lebesgue. Fie

Ak:(xkajk), kell™ si xkzz_:, neD*,OSkSn; Y =1;

€ €
Dy :[Xkaxk+l]><|:yk_§a Yk +§}, k=0,n-1, €>0.

Constatam ca:

e
aritaD, = - —_—= aritaD, =— 6.1
k= (X1 = %) 1 kzo K 2 (6.1)
1ar
L n-1
ABc | JDy. (6.2)
k=0

Din (6 1) si (6.2) deducem ca AB este neglijabild Lebesgue. Similar se
aratd ca si CD este neglijabild Lebesgue. In concluzie, D(f)= ABUCD este
neglijabild Lebesgue si cum este marginitd, f este Darboux integrabild pe

[0,2].
” f= H (x- ydxdy+ ” (x—y)dxdy +
01

” x+y)dxdy+ ” (x+y)dxdy =

[1.2]X]1,2] [1.2]x0.1]
1,1
4 312
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20] Fie functia: f:[-1,1]" >0
0, (x,y)=(0,0);
Fxy)=1— Y (xy)e[-11]={(0,0)}.
(x2 + yz)

Sa se arate ca f nu este integrabila Riemann pe [—1,1]2, dar exista

integralele iterate:

l =J‘_11U11 f(x y)dxjdy, l, =J‘_IIU‘_11 f(x y)dy)dx

si sunt egale.
Rezolvare. Vom ariita ¢  nu este mirginita pe [~1,1]".
Fie >0, y,=0X,, nell si 3limX,=0. Atunct:
n

|
— =00,

lim (X, Y ) = lim——— - — =
n Xn

" (1+oc2)
Cum f nu este marginita pe [—1,1]2 — f nu este Riemann integrabila pe

[-L1]°.

)—2+1 +1

dx=0.

1, :Ij1(Ij1 f(x, y)dxjdy:_[_ll g(x2 +y°

-2+1

Similar 1, =0.

21| Fie functia f :[0,1]2 — 0

x> — y? 2
2 (X,Y)G[O,I] , Xy #0;
f(x,y): (X +y)

0, (xy)e[01], xy=0.

< < : U 2 . :
Sa se arate cd f nu este integrabild Riemann pe [0,1]", integralele iterate
exista, dar sunt diferite.
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<« SN 2
Rezolvare. Vom arata ca f nu este marginita pe [0,1] .

Fie aell, |o|<1, y,=0X, si limX,=0. Atunct:
n
2
hmf(xn yn)—hml—oc2 12—+c>o.
" (1+0c ) %n

e 2 . . "
Cum f nu este marginita pe [0,1] = f nu este Riemann integrabila pe

Similar I, =—

22| Sa se arate ca multimea:

E:{(x,y)emz‘yzzsz, x2+y238p2}, p>0,

este masurabila Jordan si sa se calculeze aria sa.

Rezolvare. Cum JE este o curbd cu tangentd continud pe portiuni
deducem ca este neglijabila Jordan = E este masurabild Jordan. Existd mai
multe modalitati de a calcula aria multimii E.

(i) Folosind aditivitatea de domeniu si teorema Fubini:

2p+/2px 22p[ y8p* %

aria E =2 ” dxdy =2 f jdy dx+ j j dy |dx=
(OAC) 2p

32 zp 1 x 2V2p
=21 J2p - —— + —| arcsin + X4/8 2_x? =
[ P 3/2}0 2[ 242p P .

2
_ap T
3 4
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A(2p.2p)

C(242p.0)

O X

X2+y2:8p2

V2 =2px B(2p,-2p)

Fig. 6.4

(ii) Folosind faptul ca domeniul E este simplu in raport cu axa Oy:

2p | V8 p2—x

aria E = j I dx |[dy = J( 2 2 4+/8p? —x jdy £+E.
S N 2p 3 4
2p

23| Folosind o schimbare de variabila adecvata sa se arate ca:

”f[ }( ]dxdy_—[zf(u)dur,

Dz{(x,y)e 0 2‘axs y? <bx, ay < x* sby}, 0<a<b,

unde

iar f:[a,b] > este Riemann integrabild pe [a,b].

Spre deosebire de integrala Riemann a functiilor de variabild reala, unde
schimbarea de variabild avea drept scop ,,simplificarea” functiei integrant in
integrala dubla (tripld), schimbarea de variabild are doua scopuri.

e simplificarea domeniului de integrare;

e simplificarea functiei integrant.

In general nu pot fi atinse ambele scopuri simultan si de aceea se prefera,
de reguld, numai simplificarea domeniului de integrare.

Cea mai convenabild schimbare de variabild este cea care transforma
domeniul D intr-un dreptunghi.
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Fig. 6.5

Metoda propusa este de a determina acele curbe de coordonate ale
domeniului D.

Aceste curbe, de reguld, se aleg din aceeasi familie de curbe cu frontiera
domeniului D.

In cazul de fata: T:D — [a, b]2

2 _
T: y =t (familii de parabole); u,ve [a,b].
X2 =vy

ou dv du ov
ox’ ay ay X

Jacobianul transformarii (EI contmuej este:

D(xy) 1 1 _ 1.,
D(uv) D(uY) auav_ou v 3

D(x,y) oX dy ady oX

deci T este transformare regulata
D(x.y)

el e KR
:%I:(ij(u)f(v)du)dv:%[j:f(u)du}z.

dudv =
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24| (i) Sa se arate ca transformarea

u=x-—
T:{ yza (X)y)EE|2
V=Yy—X

aplica domeniul D = {(X, y)e [ ?, x* < y<x; pe domeniul

[ G

A:{(U,V)ED2‘OSUSZ,OSVS%—U}.

(ii) Sa se arate ca:

Ljdudv:%z;t_g

Explicati de ce nu este aplicabild teorema de schimbare de variabila.
Rezolvare.

1
dxdy=—.
y 16

D(u,v)
D(xY)

yA vA
4 V4
As

A x 0 Ao Vi
Fig. 6.6

(i) Este clar ca:

(X’VI)IGI}D-I,_Xzy - {(U,V)e A‘ u= O}a

(x,y)IenllD-,I;(2=y ={(uv)e Alv=0},

ImT = {(u,v)e A‘ u +V=l},
(x,y)eD,x=% 4

V(xy)e D:>(u,v)=(x— Y, y—xz)e A.

(i) j j dudv = aria A = 312
A
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Jdu ov du ov

oy 2

dx dy=”\1—2x\dxdy=
D

s oX dy dy oX
:.1(sz\l—zx\dyjdx:j(x—xz)\l—zx\dx:
0 0

1/2 1

- I (x—xz)(1—2x)dx+ I (x—xz)(zx—l)dx=i.

16
0 1/2

Teorema de schimbare de variabild nu este aplicabild, deoarece
transformarea T nu este biunivoca.
Intr-adevar, daca prin absurd T ar fi biunivoca

E,i—oc =T oc,i—oc = l,l—oc , Voe O,i :
4’ 4 16 2°2 16

Contradictie!

25| Fie functia f :D —0; Dz{(x,y)‘xz+y2£n2}

X+Yy;, —T< X<, sinx< y<yn? —x%;
X—y; —T<X<m, ATt — x> < y<sinx

Sa se arate ca f este integrabila Riemann pe D si sa se calculeze j j f.
D

f(xy)=

Rezolvare. Cum functia f este discontinua pe multimea
D(f )::{(x,y)‘—ns X<, y:sinx},

care este neglijabila Jordan (fiind cu tangenta continua) rezulta ca f este
Riemann integrabild pe D (fiind marginita pe domeniul D).

”f = J’[Ll:x‘x (x+ y)dyjdx+]5( _Sj;?(x—y)dyjdxz
= [ _x(\/nz —x* —sin x)+l(n2 — x* —sin? x)_ dx +
J 2

_T[ -
TE B 1 ] 47_:3
+ X(sinX+\/7T,2—XZ)—E(sinzx—n2+Xz) dx=—-T.
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|
a
|
<y

Fig. 6.7

26| Sa se calculeze integrala

| = ” X dxdy.

vz

(0,1 (1+ X2 +y )

Rezolvare. Functia integrant este continui pe [0,1]2. Daci din punct de

vedere al teoremei Fubini domeniul de integrare fiind simplu in raport cu ambele
axe, succesiunea de integrare este indiferentd, din punct de vedere al calculului
succesiunea integralelor iterate nu este indiferenta. De pilda, in cazul de fatd nu
este indicat a considera urmatoarea succesiune:

1/ 1

IZIJ < )% .

0 o(1+x2+y2

deoarece pentru calculul integralei interioare este necesara schimbarea de
variabild a+b-y®=t9 de la integrala binoma. O relaxare a calculelor este data
de urmatoarea succesiune:

1 1

Xdx
3 dy= dy=
£j1+x +y)é J‘[\/2“/ \/1+yj
i y+yl1+ Yy l_ 1+\/_

2
y+y2+ Y|, 13
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27| Sa se calculeze integrala

” yd)i:?;x l<a<b,

si apoi sd se deduca valoarea integralei cu parametrii

J= J‘l b— cosx
a— cosx

Rezolvare. Functia integrant este continua pe domeniul de integrare. Mai
mult, deoarece domeniul este simplu In raport cu ambele axe, putem folosi
teorema lui Fubini in doua moduri diferite:

o[ bm
I:J‘J‘y cOS X -

J.\/ ) a+\/a2—1.
Pe de alta parte,
I=]Ej dx= J‘l b- cosx dx=J
(4 y—cosX a—cos X '

Am determinat astfel valoarea integralei J ca fiind:

I J’l b- cosX b++b? -1

dx=mln

28| Sa se calculeze integrala

H 1+dxdy ” , O<axl,
ofy %[0,a] y-cos

si apoi sa se deduca valoarea integralei cu parametru

%

- I 1n(1+a'cosx)dx

cos X

Rezolvare. Functia integrant este continua pe domeniul de integrare. Mai
mult, deoarece domeniul este simplu In raport cu ambele axe, putem folosi
teorema lui Fubini in doua moduri diferite:
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a

al /2
=I J.L dy=J. 2 arctg 1_—ydy.
oL % 1+ Yy-cosX ) 1-y? l+y

Folosind schimbarea de variablia y= cos(2 . u) obtinem:
o 2
| =———-(arccosa)".
g8 2

Pe de alta parte,

=?U} dy dez?ln(l+a-cosx)dx=‘].

COoS X

Am determinat astfel valoarea integralei J ca fiind

1 (1+a-cosx) |
J= j n( cos dX=n———-(arccos a)z.
cOS X g8 2

Observam ca in integralal J functia integrant poate fi prelungita prin
continuitate. Intr-adevar:
. In(1+a-cosx
lim ( ) =a
A COS X

29| Sa se calculeze valoarea integralei

JJ

x> +y*<1

X+
2 yy? XY

NG

dxdy.

. X+ e . .
Rezolvare. Ecuatia X2 + y2 ——y=0 reprezintd ecuatia cercului cu

V2
centrul in punctul P(i £j sl raza % Fie D, discul corespunzator si

D, =D -D,, unde Dz{(x,y)eﬂz‘x2+y2$1}.

. X+ . . .
Functia f (X, y)=x2+y2——y este negativi pe domeniul D, si

2

pozitiva in restul planului. Folosind aditivitatea de domeniu deducem:

I =_U‘f(x,y)‘dxdy+”‘f(x,y)‘dxdy=—”f(x,y)dxdy+” f (% y)dxdy.

Dy D, Dy D,
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A y
Pe
3 o ? I x
Fig. 6.8
Insa
U (X, y)dxdy = ” (X, y)dxdy — ” (X, y)dxdy
si astfel ; ?
ﬂf X, y) dxdy — 2ﬂ (%, y)dxdy. (6.3)
D D,

Pentru calculul primei integrale facem schimbarea in coordonate polare:
X=rcos0, r>0;
y=rsin@, 6¢€[0,2n).

Folosind teorema de schimbare de variabila si teorema Fubini obtinem:

H xydxdy— H {r — cose+sm6)}rdrd9:§. (6.4)

Pentru a doua 1ntegra1a din (6.3) facem schimbarea in coordonate polare
translatate:

X=Trcos +T, r>0;

J2  0€[0,2m).
y= rSine+T,

Folosind teorema de schimbare de variabila si teorema lui Fubini obtinem

[[fey)ady="[f (r ——jrdrde——% (6.5)

(O }x[o 2m)
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Inlocuind (6.4) si (6.5) in (6.3) deducem valoarea integralei | = ?—Z

30| Sa se calculeze integrala
”(x2 + yz)dxdy,
D

unde D este paralelogramul cu laturile y=x; y=x+a y=asi y=3a (a>0).

Rezolvare.

YA y=X+a

7

3a

<y

a 2a 3a

Fig. 6.9

[0 -7 osay = T (7)o o (7)o

D a

0
+J‘j:dxj‘ja(xz N yz)dyZJ‘OMx3 +3x;a+ 3xa’ i

2apx’a+3xa’ +a’ 3a9x’a—4x° +27a°
+I dx+J2 3
a

dx=14a".

a

31| Sa se calculeze integrala

([0, D—{(xy)y=-2. 2057 <3]
D

Rezolvare.
y+y’ =2y +y-2=0cy=1si y=-2.

Dar y>0= y=1 solutie acceptabild y= x> = x=+1.
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Fig. 6.10

Deci A(-1,1) si B(1,1)

2

ﬂydxdy [ (jmydy)dﬂj XI yay dx+

\/2—x2
V2 py2-x2 1 p 4 7
+L U - ydyjdx=zj‘(x +x? —2 —G.
Folosind aditivitatea de domeniu se putea calcula astfel:
2 2-x2 7
”ydxdy J. U Eydy]dx— :[5 J; ydy dx:—E.
- X

Sa se schimbe ordinea de integrare in urmatoarele integrale iterate:

32 .2[ ( CTX f(x y)dy]dx.

_ T\ —cosX
2

Rezolvare.
Domeniul D este determinat de inegalitatile

D:{(X,y)‘—COSXS yScosX,—gS xsg}.
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In aceste conditii:

I I f (X, y)dxdydy = ]l{naijOSY f(xy) dx} dy + j[ arC]?Sy f(x y)dyJ dx.

D —1\ arccos y—n 0\ —arccos y

33

2—X

Ilz[jm f(x y)dy]dx.

Rezolvare. Domeniul de integrare este determinat de inegalitatile:

Dz{(x,y)‘yzz—x, y2+(x—1)231}.

R L arfioy?
In aceste conditii ” f(x,y)dxdy= j U; Tt (%, y)dx |dy.
-y
D 0
y A
1 _____
|
|
|
| 2
@) I X
Fig. 6.12



1/ 2x 2 14y2x=x?
34 _[Uf(x,y)dy]dx+f j f(x y)dy |dx.
0\ 0 1 1—\/2x—x2
Rezolvare.
yA
2. _____

H
|
[
|
]
T
I
|
f
I
[ | 7
1

Fig. 6.13
Domeniul de integrare este determinat de reuniunea domeniilor
D, :{(x, y)‘ xe[0,1],0<y< 2x} si
D, ={(x, y)|xe [L.2], (x=1)" +(y-1)* Sl}.
In aceste conditii:

2| 123y
ﬂ f(x,y)dxdyz_[ f f(xy)dx (dy.

D=D,UD, y
2
35| Sa se calculeze integrala
1 arcsin\/y
I j xy dx |dy.
. sInX
0\ arcsiny

Rezolvare.

Deoarece functia nu admite o primitiva exprimabild cu ajutorul unei

sin X
combinatii finite de functii elementare, integrala se va calcula prin schimbarea
ordinii de integrare
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D= {(X, Y)‘ Xe [O,g} sin? X < y <sin X},

2 sin X

E
” Xy dxdyzj‘ ,X y7 dx=
0

sin® X

%
=
X

T
= j‘z(sin X —sin’ X)dXz l[l _Z} =l.
7 2 2 9] 9

yA
1. ____________ I_
y = sin X |
i
. 2
y =sin” X i
.
O n X
2
Fig. 6.14

36| Sa se calculeze integrala

I J yexzdx dy.

—1| —y?

Rezolvare.

2
Deoarece functia € nu admite o primitivdi exprimabild prin functii
elementare, vom calcula integrala schimband ordinea de integrare. Integrala

2
considerata se transforma in H ye* dxdy, unde domeniul D este definit de
D

inegalitatile D ={(X, y)‘ xe [-1,0] si —v-x’ <y< —\/—_X} Domeniul fiind

simplu in raport cu ambele axe, vom obtine egalitatea:
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0
I DyeX2 dxdy= X L

o
<V

37| Sa se calculeze integrala

J.J.D\/x2 + y?dxdy,

Dz{(x,y)‘axs x> +y*<2ax,y=0,a> 0}.

unde

Rezolvare.

Utilizand transformarea in coordonate polare

X=pcosO, pe[0,00);
y=psin6, 0e [-n,7],

domeniul D devine

- {(P,e)‘ O [0,%}, pe[acosh,2acos 6]} :

Jacobianul transformarii fiind egal cu p rezulta ca:

[+ y2axay= ”p pdpde = [ Ua et 2dp)de:

cos0

T

T 30 3 n
=J‘28acos9 a’ cos ed@ 7J‘
0 0

3 cos dG——j

(l—sm G)COSOdO ——4
3Jo 9
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yA

oo+

Fig. 6.16

38| Sa se calculeze integrala HD arctgzdxdy, unde
X

D:{(x,y)‘x2+y221, X2 +y* <9, yz%, y< x\/g}

Rezolvare. Utilizand transformarea in coordonate polare

X=pcosh, pe[0,);
y=psin®, 6€[0,27),

domeniul D devine

A ={(p,e)\ pe[1,3],0¢ Eﬂ}

yA

(o)

\/

Fig. 6.17
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In aceste conditii:

J.IS.. arctg % dxdy =

Q| 3

3 10
[Iarctg i p-dp]d9=
1 cos0

0-

Il
olat—w|a

39 | Determinati coordonatele centrului de greutate al unei placi

omogene limitatd de curba y=sin X si dreapta OA [O =(0,0) si A= (g,ljj

Rezolvare.
Ay
L A
0 . !
2
Fig. 6.18
Coordonatele centrului de greutate se calculeaza cu formulele:
pxeooay ] y-pay
- ” pdxdy Yo T ” pdxdy
D D
I esinx x 2
_[2 |2l sinx—% —
J.J.Ddxdy jo UZX ddex IO (smx nxjdx
Y
s
T i
=—cos X2 _Lyep =1—E=4_—n.
0w | 4 4
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e O S

T

B g sin X B g sinx 2x*), m o m_®m
[, yaxdy=| (jzx ydyjdx_'[ot 5 _?jdx_g_ﬁ_ﬂ'

T

Rezultd deci
_2-w A _12-7
V  4-n 3(4-m)’
T /( T

Y624 4" o(4-n)

bucli a lemniscatei situati in exteriorul discului p=a, ae[ .

Rezolvare.
yA
A
O X
a a2
Fig. 6.19

Calculam coordonatele punctului de intersectie

a’ =2a200529:>00529=%:>6=g.
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40 | Fie lemniscata p2 =2a’ cos20. Si se calculeze aria portiunii dintr-o



Aria ceruta se va calcula cu formula

T

A= “ dxdy = 2] U o pjde j (22 cos20-2%)d0 =

r
sin20|6
2

=2a’

_azTC_az 3 TCazzaz
. 6 2 6

Sa se calculeze integrala

x> + y?dxdy, unde D={ax<x*+y><2ax;0<y<x a>0\.
ﬂ y - }

Rezolvare.
A
y X=y
\
AN
N\
N\
\
\
—~ \
N \
N\
| \ >
@) é a Ja X
2
Fig. 6.20
Trecand la coordonate polare
X=pcoso;
{ Pe e [0,0); 6<[0,27),
y =psin6,

vom obtine relatiile

x> +y? >ax < p>acos6
x> + y2 <2ax & p<lacosh; ye [O,X] & 0e [O,g}

si integrala va deveni

g 2acos0 n 1
.[0 (J p- pdpjde j 3(88 cos® 6 —a’ cos G)dG

acos0
3 T 3
=7i 4cos’ 0dO = 35V2a :
3 36

0
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42 | Sa se calculeze aria domeniului

D={(x,y)‘x2+y2 <ax, x> +y* <ay, a>0}.
Rezolvare. Trecand la coordonatele polare

{szcose;

0,00,6 i D
y=psing, PE10): bel-mn

vom obtine relatiile p <acos6, p<asinf.

yA

Fig. 6.21

. . a
Punctul de intersectie A va avea coordonatele X=y=—.

In aceste conditii aria domeniului D va fi datd de formula

A(D)= [[_dxdy= I}Ujgmepdpjdﬁ ; Lg ( Ioacosepdpjde -

4
=IZazsin29de+I§azcoszﬁde_az(n 1) a’(n-2)
2 8

0 LI 24 2
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43| Sa se calculeze ” dxdy, daca
5 #5 Xy
a’ b’
22
Xy
D=<(XYy)l<—=+<4;,ab>0
{( <+ }
Rezolvare.
A y
2b
b
o N X
—2a&‘/a 2a—
—b
—2b
Fig. 6.22

Trecand la coordonate polare generalizate

{X APpeost; pe[L,2]; 8e[0,2n]

y =bpsin6,

(Jacobianul transformarii este abp ), integrala devine:

=

—abpdpd6 = ab(2n)- (43j(5—p2)2/32=37;ab(%—1).
1

35 p

2
2,2
44 | Sa se calculeze ”D \/ a’ —(X 2+y J dxdy, daca D este interiorul
X

cercului x> +y? —2ax=0, a>0.

Rezolvare. Trecand la coordonate polare

X=pcoso;
y=psin0,

={(p,e)\ pe [0,2acos8], 6< [_gﬂ}

€[0,00); 0 [-m,T),

domeniul D devine
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Fig. 6.23
X4y’ | p Y

2 2

a”— dxdy = a — -pdpdO =
J.J.D [ 2X J Y g (2c0s9) Pep
T
2(
._E

2

T
o 1 -1 3/2
=12 — |(4a? cos*6—p?
-220059( 3 j( P )

2acos® ] > > >
4 —p pdp |dO=
.[0 20086\/ acos"0—-pp pj 0

2acos0

do=

0

T . 3
:JAZTE#ga} COS3 ed6:4ij‘2n0082 de: Za T[:.
- 6¢cosO 3 E 3

6.3 TEMA DE CONTROL

1. Functia f :[O,I]X[O,l]%D ,

X2y
f(xy)=1x'+y*

0, daca (x,y)=(0,0)

daca (x,y)#(0,0)

este integrabila?
Raspuns. Integrabila (are un singur punct de discontinuitate).

2.Sasearateca f:[-1,1]x[-L1]—>0,

— 2 daca (xy)#(0,0)
f(x)y): (x2+y2)
0, daca (x,y)=(0,0)
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nu este integrabila.

Raspuns. Nu este marginita.

3. Sa se calculeze ariile domeniilor plane:

Raspuns. mab.

4. D:{(x,y)‘1£x2+yzs9, X< ys3x}.

Raspuns. 4—371: .

Sa se calculeze urmatoarele integrale duble:

5. HXsin(xy)dXdy, unde D =[0,1]x[0,x].
D
Raspuns. 1.
2
6. H—zdxdy, unde
D y
D= {(x y)‘xe [1,2],
9
Ra . —.
dspuns. -
7. H(xz +y? —4x—4y+10)dxdy, unde
D

Dz{(x,y)‘x2 +4y? —2x—16y+13£0}.

Raspuns. ”Tn

8. J.Jlxll— x> — y?dxdy, unde D ={(x, y)|x* +y* < x}.
D

Raspuns. E(E — %J .
312 3
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XY
o. [ 5~ ydxdy, unde
D
1 Xy
D:{(X,y)‘zsgﬁ‘ggl,XZO,a,b>O}.

- T
Raspuns.

10. Sa se calculeze integrala dubla
I =J.J.(x2 + yz)dxdy,
D
unde D domeniul delimitat de dreptele

Raspuns. 14a*.

11. Sa se calculeze volumul corpului marginit de suprafetele:

z=0, x> +y* =1, X+ y+z=3.

Raspuns. 31.

12. Sa se calculeze volumul corpului marginit de suprafetele:
z=xy*, X* +y*=R?, y=0, x=0,
aflat in primul cadran.
R’
Raspuns. —.
15

13. Sa se calculeze masa unei placi plane de grosime neglijabild daca

2
densitatea p(X,y)= X"+, iar Dz{(x,y)‘lsx?+ yzs4}.

Raspuns. 75775 .
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14. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al unei placi plane
de grosime neglijabila cu densitatea p(X,y)=y si care are forma datd de

domeniul
D={(x,y)‘x+y£2,y2x2}.
Raspuns ) Y, _235
pums: % =750 Yo T

15. Sa se afle momentul de inertie in raport cu axa OX a triunghiului
delimitat de dreptele Xx=2,y=2,X+y—-2=0.
Raspuns. 4.

16. Dacd u:[a,b | -0, siv:[a,b,] >0, suntintegrabile, atunci:
i f:[a,b]x[a.b]—>0 f(xy)=u(x)+v(y) este Darboux
integrabila pe D si
b,

J[1==a)[ urto-a)f v:

25)

i) g=[a.b]|x[a.b,]>0, g(xy)=u(x)v(y) este Darboux

integrabild pe D si
by b,
o= u}(12v)

17. (i) Fie f :[0,1]x[0,1] >0

1, xe [0,1]N(0 =0 )U{0} sau ye (U —0)N[0,1];
fxy)= 1—1, x,ye[0,1]N0, X:B, p,aell”, (p,q)=1.
q q
Sa se arate ca f este Darboux integrabila pe [0,1]2 :
(i) Daca £™:[01] >0, f¥(y)=f(xy), Vxe[0,1], ye[0,1] s
se arate ca f(x) nu este integrabila pe [0,1], vV xel N [0,1].

18. Fie multimea

4

G:{(X,y)e [0,1]2 N0 2‘ x=%, yz%, mn',nell, n#0si (mn)=1=(nT,n)
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si functia g: [0,1]2 — [

o(x y)z{l’ (xy)eG;
, 0, (x,y)e[0,1]’ -G.

(i) Sa se arate ca g nu este integrabila Darboux pe [0,1]2 :

(ii) Daca ye [0,1]N10, y:%; mnel, n#0, (mn)=1,
1ar

L, x=—=, (k,n)=Lk<n;

S| x

gy(x)=

0, Xe [O,l]—{x:E

n

(k,n):l,kSn},

1
sd se arate ca g, este integrabila pe [0,1] si j g, =0.
0

19.Fie f:D -1, Dz{(x,y)eD2‘x2+y2S2y,y+x2£2}

f X,Y)= L .
(%) 1+ X% + y?
) 2
1.5
sin(u)+1
1
2—u2
0.5 \ /
0 o
-1 —0.5 0 0.5 1
~1 cos(u),u 1
Fig. 6.24
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Sa se arate ca f este integrabild pe D si ” f=1 —gln3.
D

20. Fie f:[0,1]° O
1, daci (X, y)e((D ﬂ[O,l])x{O,%DU(((D ~0 )ﬂ[o,l])xB,lD;
0, daca (X, y)e((D 0[0,1])><B,1DU(((D -0 )ﬂ[O,l])x[O,%D.

f(xy)=

< < : x 2 e
Sd se demonstreze cd f nu este integrabild Riemann pe [0,1]", existd
1

1 1(1

J.[ f(x, y)dy]dx, dar nu exista IU f(x, y)dx}dy.

0\ 0 0\ 0
21. Sa se arate ca multimea

E:{(x,y)e 0 2‘(x2 +y2)2 Saz(x2 —yz)}, a=0

are arie si sa se determine aria sa.

\cos(2-u)-sin(u) 0 Q O

0.354, 0.3

— 0.354,_0-5
~1 —0.5 0 0.5 1
= L \/ cos(2-u)-cos(u) oL
Fig. 6.25

Rispuns. aria E =a’.
22. Sa se arate ca transformarea

T:{u:x+y’ (x,y)el?
V=Xxy
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aplica domeniul D = {(X, y)ell 2‘ Xy>1, X+y<4,y> O} pe domeniul

2
A:{(u,v)euz‘zsug, 13vsu7}.

Sa se arate ca:

5D(%Y)

si sd se explice de ce nu este aplicabila teorema de schimbare de variabila.
Raspuns. T nu este biunivoca.

23. Sa se calculeze, trecand la coordonate polare generalizate, integrala
dubla:

l :H\xy\dxdy,
D
unde:
2 2N 2 2

_ oA X Y | XY :
D=1(xy)ell ‘[aﬁbz} Saz . , X>0¢; a,bell .

212

Raspuns. ab

24. Fie functia continua f :[1,2] - si domeniul
_ 2/ X2\ 2 Y 2,2
D=<(xy)el ‘ESX +y° <X, ESX +y <y

Folosind o schimbare de variabile adecvata sa se arate ca transformarea
este regulata si ca:

ﬂ (% +y?) (Xzfyzjf[XZi/yZJdXdy:Uff(x)dsz'
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/

0.8 \
1 0.6 [

—-sin(u)

2

— \ ]

0.4

1
—-sin(u)
4

i-sin(u)+i 0.2 / / \
4 4
e

1. 1
—-sin(u)+—

- \_ /
/

—0.4
-1

2 —0.4 —0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1 1 11 11 1 s
— —-cos(u)+—,—-cos(u)+—,—-cos(u),—-cos(u)
2 2 2 4 4 4 2

Fig. 6.27
25. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate, momentele statice

si momentele de inertie ale placii omogene

Dz{(x,y)eD 2‘x2+y2Sa2, X2+ y? > ax, yzo}, a>0.
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2
1
2 sin(u)
. 0
sin(u) !
- \
— 2
-2 —1 0 1 2

)
— 2 2-cos(u), cos(u)+1 2,
Fig. 6.27
Raspuns.
_a g 15 .
TG Ty
14 11
Jo=— J,=—ma’;
¢ og Y128
T 3 |
=—a; Jy=——a;
> 12 Y04
=T 3
16

26. Fie functia f:D —[; D ={(x, y)|x* +y* < (3%)2}

X+Y; =3 <X<3T/, cosx<y< (3%)2—X2;

X—V; —3%£x£3%, ,/(3%)2—%' < Yy <COSX.

Sa se arate ca f este integrabila Riemann pe D si sa se calculeze j j f.
D

f(xy)=
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s-sin(u)
cos(u) 0

—4 =2 0 2 4
-5 s-cos(u),u ]
Fig. 6.28

Raspuns. %-n-(3n2 —1).

Sa se calculeze urmatoarele integrale:

” y)dxdy daca
D={(x,y)‘ X+ (y-1) <1, y< 2, xzo}.

1
Raspuns. —.
P 15

! arcsin\/y X
28. J J‘ ——dx |dy.
) arcsiny  S1n X

2

- . . : T
Raspuns. Se va schimba ordinea de integrare, | = s l.

” arcsin——— VX y dxdy daca

Dz{(x, y)|* <X +y? s(zn)z}.

Raspuns. T Zn—ﬁ :
6 2
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J.J.Di—jdxdy daca
D ={(x, y)‘l <X +y*< ZX}.

33

Raspuns. m1———.
P 2

” arccos ——— iy dxdy daca

D= {(xy)‘x +y? 21 x> T X+ Yy<~/2, x— y<\/_}

7'52

Raspuns. l1n 2——
2 32

”D\xy\ dxdy daca

a b2 2

2 2V 2 2
D= (x,y)eDz‘[X—+y—] SX——?)/— x>0¢, abel’
a

a’b’

Raspuns.

33. '[OR(

Raspuns. Z[(1+ Rz)ln(1+ Rz) Rz]

j@

) 1n(1+x2+y2)dy]dx,dace‘1 R>0.

34. Sa se calculeze aria domeniului plan limitat de curba

(3 + yz)2 =2ax’.

5
Raspuns. gnaz :

35. Sa se calculeze aria figurii limitate de curbele

XAy =2x x>+ Yy =4x y=X§i y=0.



Raspuns. Se trece la coordonate polare, A= 3(% + lj :

2

X

36. Sa se calculeze integrala J.jsey dxdy, dacd S este un triunghi
curbiliniu marginit de parabola y2 =X sidreptele Xx=0, y=1.

1
Raspuns. —.
P 2

37. Sa se calculeze integrala

IID,/I—:—j—;/—jdxdy,

dacd domeniul D este limitat de elipsa,
22

X Yy _ i
¥+—2—1, a,beD +-

Réspuns. %nab :

38. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al unui sector
circular omogen de raza a si unghi la varf 2.

2
s
1
y(w 0
-1
-5 -
0.5 1 1.5 2
x(u) s
Fig. 6.29
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_ 2asino

Raspuns. % 3a
yG = 0.

>

39. S& se calculeze coordonatele centrului de greutate al unei placi
omogene limitatd de curbele x* =ay, X+ y=2a, a>0.

40. Sa se calculeze aria domeniului plan limitat de curbele

xy=a’; X+ yzga, a>0.

Raspuns. %5 —2In2.
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MODULUL 8

INTEGRALA TRIPLA

7.1 BREVIAR TEORETIC

Fie V' o multime compactd din [1°, astfel incit ¥ c[a,b]x[c,d]x[e,g].
Frontiera domeniului V' este o reuniune de suprafete netede. Sa consideram
diviziunile
d=(a=xy<x <..<x,=b),
S=(c=yy<n<...<y,=d),
5

(x=zO<zl<...<tp=g)

ale intervalelor [a,b], [c,d], [e,g]. Planele paralele cu planele zOz, zOx, xOy

duse prin  punctele diviziunilor  §, §, 5 impart  paralelipipedul
[a,b]x[c,d]*[e,g] in nxmX p paralelipipede de forma:

L =D X[ yo0y; (X226, 1 1Si<n, 1< j<m, 1<k < p.

Sa notdam cu A multimea paralelipipedelor continute in V" sau care au
puncte comune cu V.

Definitia 7.1. Vom numi diviziune a domeniului V' multimea
paralelipipedelor §,,0,,...,0, din A si o vom nota:

A:(61,82,.. 6 ), r=nxXmxp,

.0,
ordinea de numerotare fiind arbitrard. Norma diviziunii A este egala cu
)

9 b

A= 1<i<n 12}22. ISkSp{xi — N YT Y02k _Zk—l} =max{”8

=ty

3}

S& considerdm diviziunile §,98,8 ale intervalelor [a,b]x[c,d]|x[e,g],

care sunt mai fine decat 6,0, >0, D . Acestor diviziuni le corespunde o
, deoarece

diviziune A" a domeniului ¥ care este mai fina decat A si HA'H < HA

3 5|<[5]. [§

<8

9 9

I3l
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Fie /:Dc0? >0 o functie marginitd. Notam cu
my = inf{f(x,y,z)‘(x,y,z)e Sk}, 1<k<r,

M, =sup{f(x,y,z)‘(x,y,z)e Sk}, 1<k<r,

si cu v, volumul paralelipipedului §;, 1<k <r. Definim

SA(f)szk Vs SA(f)ZZMk "V
k=1 k=1

suma Darboux inferioara, respectiv suma Darboux superioara asociatd functiei f
si diviziunii A.

Sumele Darboux s, (/) si Sx(f) aproximeaza prin lipsa, respectiv prin
adaos, masa unui corp neomogen de densitate variabila f(x,y,z)20 si de

volum V.
Fie (&;,My.C; )€ O, 1<k <r, un sistem de puncte intermediare asociat

diviziunii A a domeniului V. Numarul real

o (/86N> Ck) :Zf(akankat.’k)'nk
k=1

se numeste suma Riemann asociatd functiei f, diviziunii A si sistemului de
puncte intermediare (&;,M;,C; )€ ), 1<k <r.

Propozitia 7.2
1. Dacd A’ este o diviziune mai fina decat A, atunci:

2. Pentru orice diviziuni A si A" ale lui V avem:
SA(f)SSA,(f)'

3. Pentru orice suma Riemann 6, ( f,&;,M;,; ) avem
SA (f)SGA(f:&k:nk:Ck)SSA(f)'

Definitia 7.3. Spunem ca functia f este integrabild Riemann pe V [l 3
daca existda /€ R cu proprictatea ca oricare ar fi € >0 exista >0 astfel incat
pentru orice diviziune A a lui V cu HAH < d, si pentru orice alegere a punctelor

intermediare (&;,M;,{; )€ &, 1<k <r,rezulta ca:

‘GA(fsE.»k»nkaCk)_I‘<8.
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Numarul / cu aceasta proprietate se noteaza:
I = Jﬁf(x,y,z)dxdydz
4
si se numeste integrala tripld (sau integrala de volum) a lui f pe V. Domeniul V

se numeste domeniul de integrare, iar dxdydz se numeste elementul de volum.

Teorema 7.4 (Criteriul lui Darboux)

Functia marginitdi f:Dc0> —0 este integrabild Riemann pe V < D
dacd si numai dacd oricare ar fi €>0 exista o, >0 astfel incat pentru orice
diviziune A alui V' cu ||A| <8, sd avem

Sa(f)—sa(f)<e.

Teorema 7.5. Orice functie continud f:V [ 350 este integrabila
pe V.

Din definitia integralei triple rezultd urmatoarele proprietati (presupunem
ca integralele exista):

a) volumul domeniului V este

volump = j j j dxdydz ;
14

b) liniaritatea integralei triple este datd de formulele:

A Grez) ez s = [ ez e+ ] f ez,

j j of (x,y) drdydz =ocm £ (x,y)dvdydz, aell,

¢) daca V este impartit in doud subdomenii V] si V, printr-o suprafata,
atunci:

J[[ (e asavaz = [ (v, ) avavaz + [[[ (v, ) dvapa:

d) f(x,y,2z)20, V(x,y)e D implica

j”f(x,y,z)dxdydz >0;
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e) are loc inegalitatea

Iﬂf(x’y)dxdydz < ”ﬂf(xay,z)\dxdydz.

Calculul integralei triple se reduce la calculul succesiv a trei integrale
simple.

Teorema 7.6. Fie f:V =[a,b]x[c,d]x[e,g]c’ =0 o functie
marginita §i integrabila pe V, astfel incat pentru orice (x,y)€ [a,b]x[c,d] exista

integrala:
g

If(x,y,z)dz:zF(x,y).

Atunci functia F :[a,b]Xx[c,d]| —[ este integrabild pe [a,b]x[c,d]—[

si are loc formula

117 (x3.2) ez :”[Tf(xayaz)dXdedy,

unde am notat D :=|a,b]|x[c,d].

Definitia 7.7. V c[J 3 se numeste domeniu simplu 1n raport cu axa Oz
daca

Vz{(x,y,z)e 0 3‘(x,y)e D, ¢(x,y) SzS\p(x,y)},

unde functiile @,y : D ] 2 0 sunt continue.
Teorema 7.8. Fie ¥/ c[]°® un domeniu simplu in raport cu axa Oy si
f V' =0 o functie marginita si integrabild astfel incat pentru orice (x,y)e D

existd integrala
y(x.)

j f(x,y,z)dz :=F(x,y).
o(x.y)

Atunci functia F': D —1[] este integrabild pe D si are loc formula
(x,
(

[IFEE | “’j

D\ o(x,y

)
f(x,3,z)dz |dxdy.
)
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Daca domeniul D <12 este simplu 1n raport cu axa Oy,

D:{(x,y)e [ 2‘a$x$b, u(x)SxSV(x)},

iar ¥ <0 ? un domeniu simplu in raport cu axa Oz,
Vv :{(x,y,z)e 0 3‘(x,y)e D,¢(x,y)<z< W(x,y)} ,

atunci avem urmatoarea formula de calcul pentru integrala tripla:

b v(x)  y(xy)
[[[f ey 2)asyaz=[ae]] [ | rinnoe.
d a  Du(x) ¢(x.y)

Pentru calculul integralelor triple pe domenii mai complicate, impartim
aceste domenii cu ajutorul unor paralele cu planele de coordonate, in
subdomenii care sunt simple In raport cu una din axe, apoi folosim formulele
anterioare si proprietatea de aditivitate a integralei triple.

Fie ¥'cO® un domeniu compact, raportat la sistemul de referinta
cartezian Ouvw, avand frontiera S’, care este o suprafatd inchisd netedd. Sa
considerdm transformarea regulata

x=f(u,v,w);

T:iy=g(u,v,w); f,g.heC'(V}); Dlf.8.h)

#0 pe Vei?,
D(u,v,w

z=h(u,v,w),

unde 7] este o multime deschisa ce contine compactul V' [l 3. Atunci cand
(u,v,w) parcurge pe V', (x,y,z) prin transformarea regulatdi 7 parcurge

compactul ¥ < * raportat la sistemul de referinti cartezian Oxzy. In acest caz,

spunem cd domeniul ¥ c[’ este imaginea domeniului V'O’ prin
transformarea regulatd T si se scrie V' =T(V”), iar frontiera S a domeniului ¥

este imaginea frontierei S prin transformarea regulata 7, adica S=T7(S"). in
aceste conditii are loc formula schimbarii de variabila in integrala tripla.

Teorema 7.9. (Formula schimbarii de variabila in integrala tripla)
Fie F:V c0® =0 o functie continua pe V. Atunci:

D(f.,g.h)

dudvdw .
D(u,v,w)

mF(x’y’Z)dXdydy:mF(f(uaVaW),g(u,v,w),h(u,v,w))
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Sa consideram trecerea de la coordonatele carteziene x,y,z la
coordonatele sferice p,0,¢ prin

x =psinOcosQ;
T:<y=psinOsin@; pe[O,R],Ge[O,n],(pe[O,27t],
z=pcos0;

unde
D(x,y,z)
D(p,6,0)

In acest caz formula de schimbare de variabild in integrala tripla devine:

[[[ 7 (. .2)drdvdy =

=p?sin®.

= jIIF (psin®cos@,psinBsin@,pcosh) p2 sin0dpdodeo.
v

Mai general, se poate considera transformarea regulata
x=apsinBcosQ;
T:{y=bpsinBsing; pe[0,1],0€[0,x], 0e[0,27],
z=pcoso;
unde
D (x, v, Z)
D(p.9.8)
care permite trecerea de la coordonatele carteziene x,y,z la coordonatele sferice

generalizate p,0,0.

De asemenea, se utilizeaza trecerea de la coordonate carteziene la
coordonate cilindrice prin transformarea regulata

= abcp? sin 0,

X =pcose;
T:{y=psing; pe[0,R],06€[0,2n], pe[0,4],
z=z;
unde
D(x.y,7) _
D(p.g.z)
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In acest caz, formula de schimbare de variabila in integrala tripld devine:

IIJF(x,y,z)dxdde = J'J'J'F(pcoscp,psin(p,z)pdpd(pdz _
4 b

Cele mai importante aplicatii ale integralelor triple sunt:

a) Fie ¥ 0> un domeniu compact a cdrui frontierd este urma unei
suprafete inchise netede (sau neteda pe portiuni). Volumul domeniului 7 este dat
de formula

volum(V) = ” dxdydz.

b) Sa consideram un corp material neomogen ce ocupa in spatiu domeniul
compact V' I 3 si presupunem cunoscuta densitatea in fiecare punct a corpului
material data de functia continud p:V ] 350 .. Masa corpului material este

M :J‘J‘J‘p(x,y,z)dxdydz,

iar coordonatele centrului de greutate (xg, v,z ) sunt date de formulele:

XG =$.;J‘xp(x,y,z)dxdydz;
1 e

YG =ﬁanyp(x,y,Z)dxdde;
1

Zg —Hjljzp(x,y,z)dxdydz.

¢) Momentele de inertie fatd de axele de coordonate ale unui corp
material, de densitate p care ocupd domeniul V, sunt date de egalitatile:

Iy, = “.(xz +22)p(x,y,z)dxdydz;
v

Iy, = :n(x2+22)p(x,y,z)dxdydz;

Iy, = .(x2+zz)p(x,y,z)dxdydz.
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Momentele de inertie fata de planele de coordonate ale aceluiasi corp sunt

= jjjzzp(x,y,z)dxdydz ;
=myzp(x,y,2)dxdydz;

= jjszp(x,y,z)dxdydz ,

iar momentul de inertie fatd de originea axelor de coordonate este

I =j”(x2 + 37 +22)p(x,y,z)dxdydz.
v

d) Fie un corp material neomogen care ocupa in spatiu domeniul compact
Vel?s presupunem cunoscutd densitatea in fiecare punct al corpului material
datd de functia continuda p:V ] s presupunem cunoscuta densitatea n
fiecare punct al corpului material data de functia continui p:V c0° —[ N

Potentialul newtonian al corpului in punctul P(a,b,c) este dat de formula

Ul(a,bc) mp i; dxdydz |

unde 7 (x,y,z)= \/(x — a)2 +(y- b)2 +(z- 0)2 este distanta dintre punctul
curent M(x,y,z)€ V si punctul P(a,b,c).
Corpul material neomogen atrage punctul material P(a,b,c) de masd m

cu o fortd F (indreptati spre corpul material) ale cirei proiectii pe axele de
coordonate sunt:

epP XxX—a

F=K-m- ||| 5——=p(x,y,z)dxdydz,
Waes

F,=K-m- ...J;bp(x,y,z)dxdydz,
Wty
p z—c

F.=K-m- —p(x,y,z)dxdydz,

- 3 (x,y,z)

unde K este constanta atractiei universale.
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7.2 PROBLEME REZOLVATE

1 | Sa se calculeze volumul corpului marginit de x>0, y=0, z=0

ZSl—yZ, x+y<l1.
Rezolvare. Volumul unui corp este dat de expresia

Volz” dxdydz,
V

unde
V={(x.3,2)|x€[0,1],0< y<1-x,0<z<1- )7,

domeniu simplu in raport cu axa Oz (in spatiu) si axa Oy (in plan). Rezulta:

1-x 1 3

Vol = [dx [ dy ! dZ=j).dx'([(1—y2)dy:.([ 1_x_y?

1 3
=J‘[1—x—Mde=1—l—i:i,
3 2 12 12

Sa se calculeze volumul corpului €2 marginit de suprafetele
—-1<x<2, z=4—y2, Z=y2+2.

dx =

y=0

Rezolvare.
2
Volzﬂ dxdydzzﬁdydzjdxzsﬂdydzz
Q D -1 D
1 4-y? 1
=3jdy j dz=3 (2—2y2)dy=6(2—%)=8.
-1 y2+2 -1 3

Sa se calculeze volumul corpului sferic
V ={(x,y,z)‘x2 +y?P 422 < R} :

Rezolvare. Coordonatele sferice p,0,¢ sunt legate de coordonatele
carteziene prin relatiile

x=psinBcos@, y=psinOsin®, z=pcosH

cu
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0<p<R, 0€[0,n], pe[0,2n] si J =p*sin® (Jacobianul).
Asadar:

.”I drdydz = Td(P]Ede_]sz sinBdp = 27T]Esin edeTPde _ 471;R3 |
v L 0 0

E Sa se calculeze volumul elipsoidului

2

2 2
X y Z
V:{(X,y,Z)‘?‘l‘b—z'i‘—le}.

o

Rezolvare. Aplicam coordonatele sferice generalizate

x=apsinBcos@®, y=>hpsinOsin®, z=cpcosO

cu
0<p<l, 6¢€[0,n], pe[0,27].
Jacobianul transformarii este J = abcp? sin®.
2 W 1 4m
— — : 24 "0
VOl_mcixdydz_jd<pjsmedejabcp dp=—abe.
4 0 0 0
Dacd a =b=c =R, se obtine volumul corpului sferic.
Sa se calculeze volumul cilindrului
V :{(x,y,z)‘x2 +y2 <R?0<:z< h} .
Rezolvare. Trecand la coordonate cilindrice
x=pcosH, y=psinG, z=zs1 J=p,
obtinem:

2n R h 2
Vol =mdxdydz =j dejpdpjdz =2nR7h = R2h.
V 0 0 0

3
IE Sa se calculeze volumul marginit de suprafata 2= (x2 + y2) si de

planele z=0siz=a>,a>0.
Rezolvare. Trecand la coordonate cilindrice

358



x=pcosO, y=psinb, z=2z, J=p, observam ca

p6=22 cum ZZO:>Z=p3, deci pe[O,a].

Avem
21 a 3
Vol = jdefpdpfdz 2njp dp= 27t5a
0 0 0

Sa se calculeze urmatoarele integrale triple:

I = ”I xyzdxdydz,
4

unde V este delimitat de suprafetele x=0, y=0, z=0, x+ y+z=1.
Rezolvare. Domeniul

V={(x.9,z)0<x<1, 0<x<l, 0Sy<l-x, 0<z<l-x-y}

este un domeniu simplu in raport cu axa Oz. Rezulta:

2 4 4 8 2 3 3 -
0 y=0
(x+x3)(1—x) 42 2 (1—x)3(x2—x) 4
_ N (1-x) X (1-x) _ :x(l—x)
4 8 2 3 24
Deci
1 4 1
szx(l_x) =ijx1 4 +6x% —4x> +x )dxz
24 24
0 0
x=1
1 £_4x3+6x4_4x5£ 1
24(2 3 4 56) 720
8] 2dzdydz , und lipsoidul X+ 2= + %
I=1||x"yz , unde V este elipsoidul — + —+—<1.
Ilritea poidul =+ 5+
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Rezolvare. Facem schimbarea de wvariabile x=apsinOcosq,

y =bpsin@sin@, z=cpcosO cu pe [0,1],0¢€[0,7], pe[0,27], J = abcp®sin®.
2n T 1
[=a’b’’ j sinz(pcos2 (pd(pjsin% cos? Gdejpgdp =
0 0 0
3,3 3271: T
=2 b9 ¢ j sinz(pcos2 (pd(pJ.sinSGcos2 0d0 =
0 0

2n 21
:M_[sinZ(])(:os2 odp= a’b’c’ jsinZZ(de:
945 ) )
_ 4a’°b’c? ¢ sinde \[** na’h’c?
T 945 (§_ 32 ) 0 945

@ Sa se determine coordonatele centrului de greutate al corpului cuprins
intre paraboloidul z=1- x* - y2 siplanul z=0.

Rezolvare. Calculam volumul si momentele statice fatd de planele de
coordonate

1—x2—y?

V:j!jdxdydzzgdxdy [ |-

0

:g(1_x2 —yz)dxdyzlltdej;p(l—pz)dp =

:g, unde Dz{(x,y)‘x2 +y° SI}CD 2,

1 2 .2

SyOZ :J“J.XdXdde ZHXdXdy _x'[_y dz ZIIX(I —x? —yz)dxdy =
D 0 D

%
:iOFCOSGdeipz(l—pz)dp=%2fcosede=%sme20”:(),
1-x2—)?
Sszzjjjdedde=I.°ydxdy I dZ:_”y(l—xZ—yz)dxdy:
1 o o e )
zgp (1-p )dpb sinede=E£s1n9d9=E(_cose) "o
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22
Sxoy=mzdxdydz=”dxdy1 fyzdz=
V D
j (1-x7 - dxdy_—jdej pdp—g.

Rezulta coordonatele centrului de greutate:

SOZ Sx z SxO
sz ')I}/ =O, sz—I/O =O, ZG= Vy 5

sfere cu centrul in origine si de densitate constanta p .
Rezolvare.

Lo: = pom x?dvdydz , unde
V
V:{(x’yjz)‘xz +y2 +22 <[] 2}.

Folosind coordonatele sferice

x=psinBcos@, y=psinBsin@, z=pcosH, j=pzsin9
se obtine

Lo, ifcos (pd(pJ‘sm 6d9jp4d 4TR5.

11| Se da suprafata () definitd prin relatia implicita

2
(\/x2+y2 —a) +7? =R2; a,Rel] 1

Sa se determine:
(i) aria suprafetei;
(i) volumul corpului marginit de suprafata (c);

(iii) sa se calculeze fluxul cAmpului v =7 prin suprafata (o);

(iv) considerand reprezentarea parametrica a suprafetei (o)

x=(a+ Rcosu)cosv, ue|0,2n],
6:9y=(a+ Rcosu)sinv, ve|[0,27w|,

z=Rsinu,

10 | Sa se calculeze momentul de inertie fatd de planul (yOz) al unui
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sd se calculeze circulatia cAmpului W=7 + j + Yk de-a lungul curbei T" situate

N

pe suprafata ¢ pentru care u =v.

Rezolvare.
(i) Aria suprafetei torului (o) este:

A =”d(5=J‘J‘\/A2 + B’ +C2dudv=H||7L: x 7| dudv,
A

o A
unde
A:{(u,v)e 02 |(u,v)e [O,Zn]z}
si
FL:=a—x7+a—y]_'+a—ZE=—Rsinucosv-T—Rsinusinv-]_'+Rcosu-l?;
ou  du ou
7:ﬁ7+a—]7+%l€=—(a+Rcosu)sinv-7+(a+Rcosu)cosv~7.

Yoy ov dv

Rezulta |77 x 7= R(a+ Rcosu)=
2T P27
A=J-O Io R(a+Rcosu)dvdu=47t2aR.

(ii) Pentru calculul volumului folosim schimbarea de variabila
x=(a+pRcosu)cosv, ue[0,2x|;
T:<y=(a+pRcosu)sinv, ve|0,2x];
z=Rpsinu, pe[0,1].
Jacobianul transformarii este:

D(x,y,z)

=(a+pR R* %0
D(p.a.v) (a+pRcosu)p

|J|=\
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si
’ 2
7(Q)=4"={(p.u,v)e[0,1]x[0,2n] |
Rezulta:

ﬁzj.gj;jdxdydz =j£ij2(a+pRcosu)dpdudv=

1 p27 o270
:.[0.[0 '[O pRz(a+pRcosu)dvdudp:2n2R2a.
(iii) Fluxul campului v prin suprafata o este:

®(v,0)=[[v-7do=

=ﬁ[(a+Rcosu)cosv'7+(a+Rcosu)sinv-]_'+Rsinu -l;]x
(¢}

x(cosucosv-7+cosusinv-]_'+sinu-l;)dcz

= J‘J‘[(a + Rcosu)cosu + Rsin® u](a + Rcosu ) Rdudv = 6n°R’a.
A

Se putea folosi si formula integrala Gauss-Ostrogradski

®(v,0)= [[[3dvdydz =39 =67°R’a.
Q

(iv) Circulatia campului w pe curba I este:

C(w,I) =er-d7=jrdx+dy+§dz =

2
- J‘O "[_Rsin2u + Rcos2u +(a+ Reosu)cosu |du=2m(a+R).

12| Fie functia: f:Dc0® -0, f(x,y,z)z[x2+y2+zz],unde

Dz{(x,y,z)e [ 3‘x2 +y2 +2° <2}.
Daca 6e D (D) este o diviziune de forma 6={d,,d,} cu
d, ={(x,y,z)e D‘kﬁxz +y2 + 22 <k+1}, k=0_,1,

sd se calculeze sumele Darboux superioare si inferioare corespunzatoare
diviziunii ¢ si functiei f.
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Sa se precizeze dacd f este Darboux integrabilda pe D si in caz afirmativ

sa se calculeze J.” f.
D

Rezolvare. Notam cu

M, =max{f(x,y)‘(x,y)e dk} si

my =min{f(x,y)‘(x,y)e dk}, k=0,1,

si constatam ca M, =my, k=0,1.
Prin urmare

S(f,0)=s(f,0).

<V

Fig. 7.2

Mai mult

1 4n(1P-0°
S(f,G)=MOmésd0+M1mésdl=047;1+1 ( )=4—“.

In concluzie, f este Darboux integrabild pe D si

-

13| Sa se arate ci functia 1 : [0,2]3 —0

xX+y+z, (x,y,z)e [0,1]2 X[O,2]

F(7,7) = xvz, (x,,2)e[0,1]x(1,2]x[0,2]
> Xy + yz + zx, (x’yaz)e(1,2]><[0,1]><[0,2]

P+ +2% (xy,2)e (1,2]x(1,2]x[0,2]
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este integrabild pe [0,2]3 si sd se calculeze ”f f.
[0,2]
Rezolvare. Constatim ca functia [ este marginitd pe [0,2]3 si ca

punctele sale de discontinuitate sunt continute Intr-o reuniune finita de
dreptunghiuri paralele cu planele de coordonate. In consecinta, f este

integrabild pe [0,2]3 s

M7= s o o [

[0.2]
+Ilz(j;(foz(xy +yz + Zx)dx)dyjdx + J.lzulzuoz(xz +y* + Zz)dzjdy)dx = 73—7

14| Fie functia f:[O,l]3 —0

2
J.o xyzdzj dyJ dx +

l, dacaxell —Qsauyell —Qsauzell —Q;

f(x’y’Z)z l_la daCé X,y,ZE Q sl x:£9 unde p’qED 2 (p’q)zl.
q q

(i) Sase arate ca f este integrabila pe [0,1]3 si sa se calculeze j j I f.
[0.1]

(ii) Pentru orice xe ([ — Q) N[0,1] definim functia partiald

ﬁ(x)(yaz)=f(x,y,2), fl(x) [0,1] =0 .

Sa se arate ca fl(x) este integrabild pe [0,1]2 si sa calculeze “ fl(x) .
(0.1

(iii) Pentru orice xe QN[0,1] cu x=£;p,qu, (p,q)=1, definim
q

2

functia partiald fz(x) (y,z) = f(x,y,z), fz(x) :[0,1] — [l . Sa se arate ca fz(x) nu

este integrabild pe [0,1]2 :

Rezolvare.
(i) Se demonstreazd ca multimea punctelor de discontinuitate a functiei f
este

D(f)=(@nlo.1])x[o.1]".
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Cum Qr\[O,l]:{l—l‘neD*} si pentru orice nell” dreptunghiul
n

{1 — l} X [0,1]2 este de masura Jordan nula rezultd ca multimea D( /') este
nJnen®

de masura Lebesgue nuld; prin urmare, f* este integrabild pe [0,1]3.

N " 3 g :
Cum in orice paralelipiped A c[0,1]" se gisesc puncte care au abscisa
irationald rezulta ca

VoeD ([o.1])

S(f,0)=5(£.0)= D (Ma(f)=my(f))mas(a)= D mas(a)=1= [[[ £ =1.
Aec Aec 3
[0.1]
(i) Daca xe (U —Q)m[O,l]:fl(x)(y,z):l, Y (y,z)e [0,1]2; asadar,
fl(x) este integrabild pe [0,1]2, iar ” fl(x) =1.
[0.1]”
(iii) Pentru xe QN [0,1] cu x=L: pgel si (p,q)=1 se obtine ca
q
functia £ :[0,1] -1,
1, daca yell —Q sau yell —Q;

(x) =
f27(3:2) 1_1, daca y,ze Q.
q

Prin urmare, multimea punctelor de discontinuitate a functiei fz(x) este:
p(AY)=[01F, v xe0nlo.1].

Cum multimea D( fz(x)) nu este de masurd Lebesgue nuld deducem ca
fz(x) nu este integrabila pe [0,1]2.
Observatie. In concluzie, desi f este integrabild pe [0,1]3 nu toate

functiile partiale sunt integrabile pe [0,1]2 :
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15| Fie functia f:[—l,l]3 —[

0, daca (x,y,z)=(0,0,0);

Fr2)={ 9% g (xoz)e LI -{(0,0,0))
( 2,2 2)
X +y +z

Sa se arate cd f nu este integrabila Riemann pe [—1,1]3, dar exista
integralele iterate si ele sunt egale.

Rezolvare. Se verificd usor cd f nu este marginitd pe [—1,1]3. Intr-adevar

pentru sirul (x,,v,.z,) cu y,=0x,,z,=x,, nell, ael”, iar limx, =0
n

obtinem

: .1 %
hmf(xn,yn,zn)thm—zioo, oecll”.
n

(2 +o )2 " X
In concluzie, f nu este integrabild Riemann pe [—1,1]3 :

Integralele iterate existd si deoarece functiile partiale sunt impare pe
[-1,1], deducem ci ele sunt egale cu zero.

16] Fie functia £:[0,1] -0

2 2

Zx;yz, (x,y,2)€ [0,1]3 —{(0,0,0)};
f(x,y,z)= (x2+y2)

0, (x,y,z)e (0,0,0).

Si se arate cd f nu este integrabili Riemann pe [0,1]3, dar existi
integralele iterate si

j;U;U;f(X,y,z)dxjdyjdz * j;U;U;f(x,y,z)dyjdx]dz_

e 3
Rezolvare. Consideram sirul (x,,y,,z,)c0° cu
y, =0x,, 2z, =X,, n€l], oel],iar limx, =0.
n
Atunci

lim (X, Y, 2y, ) = ——— lim— = Foo.

Deducem ci f nu este integrabild pe [0,1]3.
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Integralele iterate exista si

0o o= [ [ o=
Lt foce= [ [ ad)e=5

17| Sa se calculeze folosind teorema lui Fubini, integrala

1= ”j xyzdxdydz,
4

unde
A
S
V=1(x,yz)el 0—22—2+b—2, z<¢,x20,y20¢, a,b,cell .
Rezolvarea. Constatam ca integrantul este o functie continud pe V' (vezi
figura), deci integrabilad pe V.

N

@)

AN

o S
<y

Fig. 7.3

Putem folosi teorema lui Fubini cel putin in patru moduri.
M1. Integrand mai intai in raport cu z, apoi cu y si in final cu x gasim ca:
2 52
D, = (x,y)el

X )
—+—=<1,x20,y=20
a’>  b? }
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b,|1-

x2
¢ 2

I= I I xyzdz |dydx = j Ja j xyzdz |dy |dx =
0

2 y2 x2 y2
2 A2t a
b a” b

7
J‘ : {1_é_z_j}dy dxzj‘bzcjx(az _x2)2dx: a2b202.
oL 0 4

b,|1-

2
) 8a 48

M2. Calculul se simplifica dacd se integreaza in altd ordine. Domeniul V
se proiecteaza pe planul zOy sub forma de triunghi marginit de dreptele

y=0,z=c,y=éz.
c

Notdm cu D, = {(x,y)e 02

0<y<—z,z2 O} si obtinem

2 2
e [
2 b2 c c2 b2

1=ﬂ j xyzdx dydzzj.z[ I xyzdx |dy |dz =

b
cle 202 2 €2 2 2;2 2
a [ z= vy b a” s ab’c
= —| —= == |yzdy |dz = z dz = )
[EER T

M3. Daca sectiondm domeniul D cu un plan paralel cu zOy , cuprins intre
planele x =0 si x=a, obtinem o sectiune (care are aria)

2 2 2
2ezzze |54 0 y<h I-S 1
a- b a

D, =4(y,z)el
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Prin urmare:

b, [1-=
I=T[”xyzdydz]dx=jﬂ jbz j xyzdz |dy |dx =
0\ D, 0 0 2 yz
c a—z+b—2
) b 1—; czxy 2 yz a2b2c2
=£ ! ; (1—a—2—b—2jdy dv="———.

M4. Daca sectionam domeniul D cu un plan paralele cu xOy cuprins intre
planele z=0 si z=c, obtinem o sectiune (care are aria)

2 2 2
D, —{(x,y)e 02 Z—zzx—2+y—2, x>0, yZO}, zZE€E (O,c).
c a b
Prin urmare:
b 2y
| Ve a’b’c?
I = j (”xyzdydx} _([ ! }[ xyzdx |dy |dz = 23

O alta modalitate de a calcula integrala este teorema de schimbare de
variabila.

MS. Pentru calculul integralei se mai poate folosi si schimbarea de
variabilad (coordonate cilindrice)

x=apcosH, Oe {O,g}

T:|y=>bpsin®, pe (0,u]
z=cu, ue (0,1]

D (x, V, Z) . oo
cum d————~==abcp >0 deducem ca transformarea 7 este regulata si

D(p,0,u)
u(me 2.2 2 3, sin20 a’b’c?
I= mxyzdxdydz Oj_ Oj_ [ ac a6 |dp |du="—"_
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18| Sa se calculeze volumul marginit de urmatoarea suprafata:

2
2 2 2
C: x_2+y_2+z_2 =ﬂ3z, a,b,c,hell i
a b c h

Rezolvare. Este convenabil sa folosim coordonatele sferice generalizate
cu ajutorul formulelor:

x=apsinBcos®, e (0,m/2)
T=|y=>bpsinBsing, 0¢e(0,m/2)

z=cpcosh, pe (O,Z—Zisinzecosesinhp}
1ar
D(x,y,Z) 2
————~==abcp”sin0>0, V(p,0,0)e T(Q),
D(p.0.0) (P.¢.0)e T()

deci transformarea este regulata si

LU L a—bcsinzecosesinﬂp

=[] dxdydzzzj 2j : | abep’sinfdp |d6 |de =
D 0—-1\ 0- 0-

T[T T

202 4,4 4 2 4,4 4 4,4 4
=I ja be sin7900s39sin32(pd6 d(pzja be sin32(pd(p= ab 09.

o\ 0 ) 1440h

2 2
G:(f_,_lj +Z_2=£+Z; x>0,y>0,2z>0,a,b,c,h,kel] .
¢ h k

Rezolvare. Vom folost urmatoarea transformare de coordonate sferice
generalizate:

x=apsin®Ocos® @, O¢ (0,%), >0
. G . G n
T:|y=>bpsin~ Bsin” @, Qe [0,5]

a . b . :
—sin® Bcos® @+ %smc 0sin® @

z=cpcos®0, pe| 0, ; 5 ;
sin 06(00369+sin6 9) +cos“° 0O
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a . b . :
—sin® Bcos® @ + %smc 0sin® @

sinotdm P, = 3 .
sin’® G(COSG 0+sin® 9) +c0s’° 0

In cazul acest, jacobianul transformirii se calculeazi dupid formula
J=J,J,J5,unde J|, J, st J; sunt determinantii functionali ai transformarilor
regulate

x=ak’
T:yy=m°"; &nGel)
z=c(°
& =rsinBcos®
T, :yn=rsinOsin@, @e [0,2n], O¢ [O,Tc], r>0
[C=rcosb
1
rng
1;:16=0 , 0,pell, p>0.
¢=¢
Prin urmare:
1
J= D(x.z) = (abc O (L )(r2 sin 9)[l : pG_IJ =
D(p,0,9) o

= abco?p?sin®® 1 0cos® ! @sin® ! @cos® ! 6,

Volumul corpului va fi:

T[T
2| 2( Pmax
= j j ddydz = j j j abec?p?sin2° Bcos® @sin® ! geos® 0dp |d6 |do=
D olo\ o
nfr a b ’
212 0 —sin® Ocos® @+—sin® Bsin® @
= j j D 5in2 9cos® @sin® ! gcos® ! | A k 5 do |do
o o 3 sinzce(cos(’(p+sin°(p) +c0s”°0

Vom considera 6 =2 (pentru a simplifica calculele).
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Deducem:
b 3

m2 2o gcosch+—sinz(p

]:j ITSiDSGCOS(pSin(pCOSO h

0] 0

.2
sin“0 | do |[do=
sin*0+cos* 0 ®

n/2 .11 n/2
_ abe .[ sin_6-cosH -do {I(gcosz({wésinz(PjCOS(PSin(Pd(P]:
3 0 (sin46+cos49) 0 h g

abe (T 1)193/13 +a’k’> + a’bhk>+ab’h’k

3 64 8 833

20| Fie Q < un domeniu. Potentialul Newtonian al domeniului Q in
punctul M(x, y,z) este prin definitie

a(ro.2) = [[TPE D, = [P deanac

unde p=p(&m,{) este densitatea punctual distribuitd a corpului ce ocupa

domeniul Q, iar r este distanta de la un punct arbitrar N(§n,{)e Q la
punctul M:

r=dist(MN)=/(x=&)> +(y—n)* +(z—C)* .

Forta Newtoniand de atractie cu care punctul M de masa m este atras de
corpul ce ocupa domeniul Q este:

Fg=k.m.[8§znaf’ﬂ7+a§;z]=k.m.z[jij§_gd_jz-jypﬁ;_jdug ;

dy

unde k£ =6,67-10""" m’kg™"-s™ este constanta de atractie universala.

Sa se determine:

(i) potentialul Newtonian al unui cilindru omogen in centrului bazei sale;

(ii) forta de atractie Newtoniana dintre centrul bazei unui cilindru omogen
si cilindru;

(iii) potentialul Newtonian al unei sfere omogene in punctul arbitrar M;

(iv) forta de atractie Newtoniand cu care un punct oarecare M de masa m
este atras de o sferd omogena.
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Rezolvare.
(i) Folosim teorema lui Fubini s1 o schimbare de coordonate polare:

Pa(0.0.0) - ][ ad

9
Jx2+ % + 22

unde
Q:{(x,y,z)em3‘x2+stR2,osZSh},R,hemi, (7.1)
A . A z
* M(0,0,a)
—
|
////—____\\\\ Y

\O\
<V

X

Fig. 7.4

Obtinem:

PQ(O,o,o)=p[h[ ” dxdy sz=27tpj0h(\/R2+zz—z)dz=

2 2 2
2y <R \/x +y +z

2 2
=pm!221nh+“§2 th +pnh(\/R2 i —h).

(ii) Pentru forta de atractie avem numai o singurd componentd nenula.
Procedam ca mai sus, cu Q dat de (7.1):

. J‘J‘J‘mdxdydz_xjjq[f\/%}dxdyz
S e e——

2yl <R? \/x +y +h

(iii) Putem alege sistemul de coordonate astfel ca Me Oz. Astfel,
M=M(0,0,a), ae0" si
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P(0,0.0) mJ b

*+y*+(z-a)
unde:

Qz{(x,y,z)eD3‘x2+y2+z2 SRz}, Rel’,

o], ettt

2 2
x+y<R22\/x Ty +( -

R
=2Ttpj R(\/R2 —2az+a’ —‘Z—a‘)dZZ (7.2)
:2np[L((R+a)3 —‘R—af)—J.R ‘Z—a‘dz}.
3a -R
Pentru
a2R:>IR ‘Z—a‘d2=2aR (7.3)
-R ’
iar pentru 0<a<R=
R a R
J‘_R‘z—a‘dzzj‘_R(z—a)dz+Ia (a-z)dz=a” +R*. (7.4)
Din (7.1), (7.2) si (7.3) deducem ca potentialul in M al sferei omogen
este:
3
4—;[-R—p, azR

P(M)=

aici a este interpretat ca dist(M,0).

Observatie. Constatam ca potentialul in M situat in exteriorul sferei este
aceleasi pentru toate punctele egal departate de centrul sferei, ca si cum toata
masa sferei ar fi concentrata in centrul ei.

Al doilea rezultat obtinut (cazul 0<a<R) conduce la urmatoarea
concluzie. Daca se considerd o sferd omogend cu raza interioard R, sl raza

exterioard R,, potentialul sferei in punctul M situat in cavitatea sa (0<a<R))
se reprezintd sub forma diferentei de potential:

Po(M)=Py (M)-Py, (M) =(2an —%nasz —[2an —%naz)p =
=2m(R; - R} )p
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si nu depinde de a = dist(M,0).

In concluzie, potentialul sferei cu cavitate simetrica intr-un punct M situat
in cavitatea sa are valoarea constantd (nu depinde de pozitia punctului M din
cavitatea sferei).

(iv) Procedand similar ca la punctul (iii), se obtine cd numai o singura
componenta a fortei de atractie este nenula, si anume:

Py =k [ ~4) —y drdydz,
Q [x +y +(

unde Q este domeniul de la punctul (ii1).
Folosind teorema lui Fubini si transformarea in coordonate polare
obtinem:

 mp- [ 4 dxdy |dz =
F TP I_ e +yJ;J;e2_Z (xzﬂ-y2+(z—a)2)3/2 ’

(7.5)
:kmp'J‘RLZ_a B z—a sz
R ‘Z_a‘ VR? —2az+a
Cum:
R 7_— R —2R,daca a=R
J._R‘Z ? 4z = ) sgn(z—a)dz= ~ aczi ¢ (7.6)
z—a‘ R 2a, daca a<R

si, cu ajutorul schimbarii de variabila ¢ = \/ R?> —2az+a* , a doua integrala are
valoarea:

3
R 2R——2R daca a > R;
j dz = (1.7)
‘R\/R2—2a2+a2 —ia daci a<R
37 '

Din (7.5), (7.6) si (7.7) gasim ca
—4—nR3kmpL, daca a=>R;
3 a

—%nakmp, daca a<R.

Cum F, =F, =0 fortade atractie va fi indreptata inspre centrul sferei.
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Observatie. Un punct M care se géseste in afara sferei (a > R) este atras
cu aceeasi forta de atractie ca oricare alt punct egal departat de centrul sferei, ca

. o . 4r 3 o A .
si cum toatd masa sferei ?R p ar fi concentrata in centrul sferei.

Pe de altd parte, forta de atractie exercitatd de o sfera de raza R asupra
unui punct M aflat in interiorul ei este aceeasi pentru toate punctele egal
departate de centrul sferei si nu depinde de dimensiunea R a sferei. Altfel spus,
stratul sferei exterior nu exercitd nici o influentd asupra unui punct interior.

21| Sa se calculeze momentele de inertie J, si J, ale corpului Q

marginit de suprafata tirbuson din figura si a carui reprezentare parametrica este:

x=acosucosv, ue[0,2n];

6=0Q:Jy=asinucosv, ve [—g,g}, a,bell’;

z=asinv+bu,

Fig. 7.5

Rezolvare.
Momentul de inertie J, are expresia

JZ=I£j(x2+y2)dxdydz.

Folosind transformarea de coordonate

-

X =pPCOSUCOSV, UE [0,27t]
T =3 y=psinucosv, ve {—E E}
y 9 272

\z:psinv+bu, pe [O,a]

al carui Jacobian este:
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D(x,y,z)
D(p,u,v)

Folosind teorema de schimbare de variabile se obtine

n/2( pal 2w a’ 4 8m ;5
J, = du |dp |dv=2m- 2. 2 ;5.
2 Lc/zuo( , Pleos’y ”j pj R AT

In mod similar:

J. =m(y2+zz)dxdydz=

J= :pzcosv>0, V(u,v,p) [0 ZR]X(—E Ej (O a)

/2 ((paf 2
~[" I ( npzcosv(p2sinzucos2v+p2sin2v+2pbusinv+b2u2)dujdpjdv=
Jrn/2{ o\ Jo

/2 [ pa _ _ 8T
=], .[o (np4 cos” v+ 2p4chosvs1n2 v+ 4nsz3 cosvsinv+ %pzb2 cosv] dp]dv =
=T

n/2 (g 21 X ) 81’
= T—cos’ v+2=a° cosvsin® v+ a*n’bsinvcosv +—a>b* cosv |dv =
J—1/2 5 5 9
8 s 161 3.,
=—mna +——ab".
15 9

22 | Sa se calculeze integrala J‘”\/xz + y2 dxdydz, domeniul V fiind

limitat de suprafetele x>+ y2 =z% z=1.

Iﬂ Vi dedyde = pf{ U A dZ)dxdy_
) Jyflm( W)dxdy.
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> >
X
Fig. 7.6

x=pcos6, pe[0,0);

Trecand la coordonate polare { domeniul

y=psin®, 0¢[0,2a),
D :{(x,y)‘x2 +y° < 1} devine A ={(p,9)‘pe (0,1], 6€ [0,275)} si deoarece
Jacobianul transformarii este p # 0 obtinem ca:

” Jx2 + 52 (1—«/x2 157 )dxdyzjoznj;pz(l—p)dpdﬁzg.
2 2

x“+y-<l1

23| Sa se calculeze

jz[j[z(ﬁ +y2)+3az—5a2dedydz,

daca
D::{(x,y,z)e 0 3‘)62 +y*—az<0x* +y* +22 - 2a SO}-

Rezolvare. Paraboloidul de rotatie x* + y2 —az=0 s1 sfera
x* +y* + 22 =24 se intersecteaza dupd cercul z=a;x’> + y* =a*. Ecuatiile

proiectiei cercului de sectiune pe planul xOy sunt z=0 si x° +y2 =a’.

379



Deci:
“I[ x2 + yz) +3az —SaZ}dxdde =

” {j N 2[2(x2+y2)+3az—5a2}dz}dzdy:

x+y<a

” (2(x*+57) 2)(\/2a2—x2_y2_x22y2]+

x+y<a

2
2 2
Xty
2 a

dxdy =

:J.ZRJ‘ (2p —5a p)(\ﬂaz —p2 +ﬁj+3a—p{2a2 —p2 —%}dpde—@asﬂ:
2 a 60

0 a

Fig. 7.7

24| Sa se calculeze valoarea integralei

ijquzr (1-x-y-z) dxdydz, p,q.r,s>0,

unde Dz{(x,y,z)eD 3‘x+y+z—1£0, x,y,zZO}.

Rezolvare. Functia integrant este continua si domeniul este simplu in
raport cu Oz.
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C(0,0,1)

0 (0,1,0)

Fig. 7.8

Folosind teorema lui Fubini deducem
J‘J‘J‘xl’y Z"(1-x—y—z) dxdydz = J‘J‘ U.__yxpyz (1-x-y-z) dzjdzdy.
AOB

Facand in aceastd integrald schimbarea de variabilda z=(1—-x-y)u,
integrala devine:

1= [ Ul . y)r+s+1ur(1_u)sdu]dxdy:

AOB
11-x
B(r+1,s+1) Ijxpyq (I-x— )Hﬁldxdy.

Cu schimbarea de variabild y =(1—x)v integrala devine

IZB(’”+1:S+1)IOIJ‘OIXP (1_x)q+r+s+2 vq(l_v)r+s+l dvdx =
:B(r+1,s+1)B(q+1,r+s+2)B(p+1,q+r+s+3):
B F(r+1)F(S+1)F(q+1)F(p+1)

- I(p+g+r+s+4) '

25| Si se afle volumul corpului Q limitat de suprafetele x* + y* =az si
Z=2a—\/x2 +y2 (a>0).

Rezolvare.  Paraboloidul de rotatie z=

2, 2
X"+ .
4 si  conul

a

z=2a- \/xz + y2 se intersecteazd dupa cercul z=a x* + y2 =q* a carui

proiectie in planul xOy este z =0, X%+ y2 =a’.
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y
Fig. 7.9
In aceste conditii volumul corpului Q va fi
da|x2 412
” [ e |dry=
x? +y <a® a
2, 2
= ” £2a— x4+ y? _X fa jdxdy:
X2 +y <a? “

zjz"j {Zap 0 —ﬁ}dpde_ﬁ?

26 | Sa se stabileascd in ce raport este impartit volumul sferei

x>+ y2 + 2% =4az de suprafata x>+ y2 +az =4a’.
2 . <
Rezolvare. Sfera x*+)>+(z-2a) =4a® se intersecteazi cu
paraboloidul de rotatie x* + y2 +az =44* dupa cercul de ecuatie

z=a, x2+y2=3a2.
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Fig. 7.10

Volumul interior paraboloidului si sferei se proiecteaza in planul xOy pe

domeniul D = {(x, y)‘x2 + y2 <3q? } . Acest volum ¥} se va calcula cu integrala

x2 +y2

4a—
'g Iza_mdz dxdy=

. 2., .2

= “‘261—)C Ty +\/4a2—x2—y2dxdy.

’ a
D

Considerand in aceasta integrala transformarea in coordonate polare
x=pcosO, p>0,
y=psin®, 0€[0,27),

va rezulta

21 parf3 3
|4 :jo njo 2ap—3+p\/4a2 —p*dpdo= 376a .
a

4n8a> _ 32ma’
3

Cum volumul sferei este V = rezulta ca volumul interior

27ra’
—

sferei s1 exterior paraboloidului va fi egal cu V, =

Raportul celor doua volume va fi deci
h _37
v, 27
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27| Sa se calculeze volumul corpului € limitat de suprafetele

x° +y2 +z% =2az si x° +y2 <z,

Rezolvare. Sfera  x”+y° +(z- a)2 =q¢®>  intersecteazd  conul
22 =x*+ y2 dupd curba z=a, X%+ y2 =q”? care se proiecteazd in planul xOy
in curba z=0, x> + y* =a”. In aceste conditii volumul corpului limitat de cele
doua suprafete va fi

= [ffase=[f Ua_ - }dxdy_

x +y <a
27 ZTEa 3 1 3 A4
j I (p —ap+p a’ -p )dpde J. ——7+§a de—T
Az
y'

Fig. 7.11

28 | Sa se calculeze volumul corpului cuprins intre suprafetele

z=4-y* z=y"+2si x=—1,x=2.

Rezolvare. Corpul cuprins intre cilindrii z=4— y2 sl z= y2 +2 se
proiecteaza in planul yOz in domeniul ABCD.

In aceste conditii volumul corpului va fi

V= mcixdydz jU [y+2d2}ddex—
:Ifl(j_l(2—2y2)dyjdx=(4—§J3=8.
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<y

Fig. 7.12

29| Determinati centrul de greutate al unui corp avand forma unei

semisfere z>0 si x> + y2 + 2% <a® stiind ca densitatea intr-un punct oarecare

al solidului este proportionald cu distanta de la acest punct la centrul sferei.
Rezolvare. Coordonatele centrului de greutate se calculeaza cu ajutorul
formulelor:

JH y(x, V, Z) xdxdydz

6T j j j v(x,7,2)dvdydz

jjjy(x,y,z)ydxdydz

Y6 = ij(x,y,z)dxdydz

my(x, v,z) zdxdydz

6T my(x,y,z)dxdydz ’

unde Y(x,y,z) este densitatea corpului Q in punctul (x,y,z).
Trecand la coordonate sferice, vom obtine relatiile
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n/22®a

M=Iijk-«/x2+y2+zz dxdydz = ! Hk-p-pzsinedpdcpde=

00
4 /2 4
=ka—~27£~(—cos6)TE _ fma
4 0 2
Mx=Ijjx-k-\/x2+y2+zzdxdyd2=
Q
n{22na
—k jjpsmecow-p3sinedpdcpde=o
000
My=JAJ”y-k-\/x2+y2+zzdxdydz=

Q
T/227

=kj jjpsinesimp-p3sinedpd<pde=o
0 00
n/22m

M., =Ijjz-k-\/x2+y2+zzdxdyd2=kj jipcosep%inesinedpd(pde:
Q 0 00

5 /2 5
=ka_2n(_cos29 =ka n.
5 4 0 5

: : : 2
Obtinem deci x5 =0, yg =0 51 zg :?a.

30| Calculati integrala

jozr[ Jj%“ijzyz 3o+ yz)dZ}ddex,

determinand domeniul de integrare.
Rezolvare. Domeniul de integrare 2 este determinat de intersectia

cilindrului x* + y* =2rx cu semisfera x> + y* + 2> =472 (2> 0).
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Fig. 7.13

Trecand la coordonate cilindrice
(x=pcosO, p=0,

nT

sinf, 6e|——,—
ly=p B

z=z, zell,

integrala devine

” 3 x’ +y dxdydz— ”<2 ( x? +y 04r2_xz_y2dzdxdyj=
x> +12<2x

J«Zr cose3pz \/mpdpdej _

T
=22
J0

31| Sa se calculeze integrala

0 5

2rcos0
j 30342 —pzdpjdezrs (%+ﬁnj.

L
Q

2 2 2

dacd Q este domeniul compact marginit de elipsoidul X E <o,

a’> b*

Rezolvare. Trecand la coordonate sferice generalizate
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x=apsinBcos®, pe[0,1],
y=bpsin@sing, 06¢[0,7],
z=cpcosb, o€ [0,27],

Jacobianul transformarii este J = abcp2 sin© si integrala devine

J = abe jon joznj;\/l 2 - p?sin8dpded® = abe j: Iozn%sin 0dpdo = %zabc.

z

—C

Fig. 7.14

7.3 TEMA DE CONTROL

Si se calculeze volumele domeniilor din [ °:

1. Vz{(x,y,z)‘x2 +y2 <a®,0<z<x? +y2}.

- na’
Raspuns. —

2. Vz{(x,y,z)‘x2 +y2 422 <5, 57 + )7 342}.

Raspuns. 2—;(5\/3 — 4).

3. Sa se afle volumul unui cilindru eliptic drept a carui axa coincide cu
2

2
A T4 . o . . e z
axa Ox, Tndltimea fiind egala cu 2a, iar ecuatia bazei fiind ;;—2 +—-1=0.
c
Réaspuns. 2nabc .
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4. Sa se afle volumul corpului situat in primul octant si delimitat de
suprafetele:
x> +y*=R* z=0,z=1, y=xsi y=x\/§.
R2
Raspuns. e
24

Sa se calculeze:

5. j j j 45x2ydxdydz, unde

V={(x,y,z)‘x20,y20, z20, 4x+2y+z$8}.

Raspuns. 128.

6. J.”. 1+ixf);dj_z ,n=>2, nell ,unde

Vz{(x,y,z)‘sz,yEO, 220, x+y+z£1}.

é—ln2, daca n=2;
2
< 1 5 <
Raspuns. E(ln2 - gj, dacd n=3;

2" —n?+n-2

(n—-1)(n-2)(n-3)2"

, daca n>4.

szdxdzdy, unde domeniul V¥ este marginit de sferele

X+ +22 =R x2+y2+(z—R) =R%.

R4

Raspuns.

8. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate a jumatatii
superioare a unui elipsoid omogen de semiaxe a,b,c.
3c

Raspuns. x5 =0; y5 =0; ZG—§
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9. Sa se calculeze potentialul newtonian in punctul P(a,b,c) al unui corp
omogen de densitate constanta p,, care ocupa in spatiu domeniul

Vz{(x,y,z)‘xz—kyz+z2 SRZ, a’+b* +c? >R2}.

4TRp,

Wt +b2+c%

10. Sa se calculeze

Raspuns.

1l ) v
3
Raspuns. . D

11. Sa se calculeze ”J(xz + y2 )dxdydz daca domeniul
Q

Q:{(x,y,z)‘zzo, 72 < x? +yz+z2 SRZ}, r,Rell i ;r<R.
< 4 55
Raspuns. ER(R -7 )
12. Si se calculeze volumul corpului mérginit de sfera x* + y* + z° = R?
si paraboloidul x* + y? = R(R-2z),z20, R>0.
Raspuns. i7tR3 :
12
13. Sa se calculeze volumul corpului marginit de suprafetele urmatoare:

Py =L Py i =16 22 = xP 4y
x=0;y=0;z=0 (x20,y20,z20).

21(2-+2)

Raspuns. ———— .
P 4
P
14. Sa se calculeze J.”. — +=5+— |dxdydz daca domeniul € este
a- b ¢
Q
2 2 2
limitat de suprafata x_2 + y—2 + 2—2 =1.
a- b° ¢
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Raspuns. %nabc :

15. Sa se calculeze volumul corpului € limitat de suprafetele

az=x2+y2, z=\/x2+y2 (a>0).

- na’
Raspuns. I

16. Sa se calculeze volumul corpului € limitat de suprafetele

azzaz—xz—yz,Z=a—x—y,x=0,y=0,z=0, a>0.

3

a
Ra .—(2+3m).
aspuns 24( m)

17. Sa se calculeze volumul cilindrului x* + y* =2ax cuprins intre planul

xOy si suprafata x* + y* =2az.

Raspuns. %chﬁ :

18. Sa se calculeze volumul corpului limitat de sfera x* + y2 +z° =4 si

suprafata X%+ y2 =3z (interiorul acestei suprafete).

Raspuns. 19?“ .

19. Din portiunea bilei x*+ y*+z><c aflati in primul octant
(x20; y20;z20) se decupeazd un corp OABC limitat de planele de

coordonatesideplanul£+%—1=O (a<c; b<c) a,b,e>0.
a

Determinati masa acestui corp daca in fiecare punct densitatea sa este
egalacu z.

< ab( 2 2 2
Raspuns. Z(6c —a”—b )

20. Fie functia f:Dcl’—0, f(x,p.2)=]|x+[y+|z

D=[-11].
(i) Daca 6e D (D) este o diviziune de forma o ={dh}k

], unde

=0.1
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d; ={(x,y,z)e D‘ kﬁ‘x‘+‘y‘+‘z‘<k+1}, k=0,1,
sd se calculeze sumele Darboux superioara si inferioard corespunzatoare
diviziunii ¢ si functiei f.
(ii) Sa se precizeze daca f este Darboux integrabild pe D si in caz
afirmativ sa se calculeze j” f.
D
20
Raspuns. ” fz?.
D

\<V

%2
A

X

Fig. 7.15

Indicatie. S(f,z)=M masd, + M, misd, =(23 —ijzﬁzs(f,c).

21. Sa se arate ca functia f: [0,1]3 — [
l, daca (x,y,z)€ 0’ m[O,l]3 si Z=£, unde p,gell si(p,q)=1
f(xy,2)=14 q

0, 1n caz contrar
este Darboux integrabild pe [0,1]3 si J:U f=0.

(0.1’

22. Fie functia f:[~1,1]° —[
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Xy -+ vz+zx 3
2y 2y 2 (x.y.2)e[-11] ={(0,0,0)};
f(x,z)= (x +yi 4z )
0, (x,,2)=(0,0,0).

Sa se arate ca f nu este Riemann integrabild pe [—1,1]3, dar integralele
iterate exista si sunt egale.

23. Sa se determine valoarea integralei /= j j j z2dxdydz, unde Q este
Q

partea comunad a douad sfere de ecuatii:
S XX +y?+ 22 <R%

S,: x*+y*+z*<2Rz,R>0.

A

Fig. 7.16

Raspuns. / =£T€R5.
480

24. Si se arate cu functia f:[~L1]> >0
f(x,y,z)=sgnx+sgny+sgnz

este integrabild pe [—1,1]3 si sd se calculeze ”I f.

[-L1]

Raspuns. ”f f=4.

[-L1f

393



25. Folosind coordonatele sferice sd se determine volumul corpului
marginit de suprafata:

2

2 2 2

C: )C—2+y—2+z—2 =£, a,b,cell, h>0.
a- b° ¢ h

T a’bc
3h

26. Folosind coordonatele sferice generalizate sa se calculeze volumul
corpului marginit de suprafata

Raspuns.

2
G:(£+X+£j =£,x>0,y>0,z>0, a,b,c,EGD:
a b c l

abc*

-

Raspuns.

27. Sa se afle momentele de inertie ale torului
x=(a+rcos0)coso, Oe [0,27];

T:iy=(a+rcosB)sing, e [0,2n]; a>R>0.

z=rsino, re[O,R],
2 p2
Jo=J, =T (4a% +3R);

Raspuns.
TEZ 2 2 2

J =—_R a(4a +5R )
4

z

\

28. (i) Sa se determine potentialul Newtonian al unui con omogen in
varful sau.
(i) Sa se determine forta de atractie Newtoniand cu care un punct
situat in varful unui con omogen este atras de con (vezi figura).
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X
OA=/, OA=R,00 =h
Fig. 7.17

Py (0,0,0)=mh(¢—h)p;

Raspuns. 21th
FvQ (0,0,0) ZTP(E —h)

z

29. Determinati coordonatele centrului de greutate si momentele de inertie

ale piramidei formata de planele x=0, y=0, z=0; 2
a
=4 b _c
G 4»JG 46Ty
3 3 3
Rspuns. { ./, =92 y:M, _clab.
60 60 60
_abc 2 2 2
JO—E( +b +c )

V4
+==1; a,b,ce’,.
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MODULUL 9

INTEGRALA DE SUPRAFATA

8.1 BREVIAR TEORETIC

Definitia 8.1. Se numeste panza parametrizatd netedd orice aplicatie

s:Dc0? 07 declasa C' pe multimea deschisa D.
In felul acesta oricarui punct (u,v)e D ii corespunde un punct s(u,v) din

113 avand coordonatele

x=f(u,v)
y=g(u,v), (u,v)eD.
z=h(u,v)

Aceste relatii se numesc ecuatiile parametrice ale panzei s sau
reprezentarea parametricd a panzei s. Panza s se numeste simpld dacad s este
injectivd. Multimea S:=s(D) se numeste urma panzei s. De multe ori notdm

suprafata cu S.

Definitia 8.2. O panza netedd s: D c[J 2503,
s(u,v) =(f(u,v),g(u,v),h(u,v))

se numeste nesingulara daca in fiecare punct (u,v)€ D, matricea jacobiand a

lui s
of dg Jh
du du Ou
of dg Ooh
v v o

are rangul maxim, adica are rangul doi.
In spatiu alegem reperul ortogonal Oxyz de versori i, j, k. Atunci punctul

curent (f(u,v),g(u,v),h(u,v)) al urmei lui s are vectorul de pozitie » dat de
relatia
r(u,v)=f(u,v)i+g(u,v)j+h(uv)k.
Sa consideram vectorii
of dg oh —

7, (u,v) =a—u(u,v)7+a—u(u,v)7+a—u(u,v)k,

396



_ o, - dg, = oh, .-
rv(u,v)za—C(u,v)z # % (1) ]+ S )

Fie (uy,vy)€ D. Planul care trece prin punctul P(xy,y,,z,), unde
xo = f(ug>vg), o =& (ug>vy), zo =h(ugy,vy), paralel cu vectorii 7, (uy,vy) si

7, (uy,vy) se numeste planul tangent la s in punctul (u,,v,). Acest plan are

ecuatia
X = Xp Y=o Z—2
0 %) oh
a_i(”():"o) a_i(“m"o) a_u(uoﬂ’o) =0.
0 %) oh
g(“oﬂ’o) a_i(”m"o) g(”o»"o)

Versorul-normald la suprafata s in punctul (u,v,) este

7, (10, v0) X7, (149,vp)

n(uo,v0)= E(”oﬂo)xa(”m"o) ’
unde

ik

|

“V 1ou du du

I %k o

dv dv v

Daca notam cu

_Dleh) ,DOus) |, D(fg)
D(u,v) D(u,v) D(u,v)

observam ca

ﬁ,(uo,vo)xﬁ(uo,vo)u=\/Az +B* +(C?

si versorul-normalei la suprafata s in punctul (u,,v, ) are expresia
AT + Bj +Ck
VA + B2+ C?

n=

unde am renuntat la specificarea punctului (i, v ).

Daca notam cu
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2 2 2
(2] (33
Ju Jdu Jou
P A g0 hIh
Judv Judv Juoadv

2 2 2
2]
dv dv dv

A>+B>+C*=EG-F?>0.

atunci avem identitatea

Doui panze parametrizate netede s:Dc1? —0° si s:D cl? =07

(D s1t D; deschisi) se numesc echivalente si se noteazd s[ls;, daca existd o
functie bijectivi ¢: D — D, e C' (D), ¢~ e C' (D), astfel incat jacobianul lui
¢ sa fie strict pozitiv in fiecare punct al deschisului D si s; c @ =s. Functia ¢ se
numeste schimbare de parametri.

Daca s[] s, atunci urmele celor doud panze parametrizate netede coincid.
Relatia ,,~”
netede.

este o relatie de echivalentd in multimea panzelor parametrizate

Definitia 8.3. Se numeste suprafatd parametrizata netedda o clasa de
echivalentd de panze parametrizate netede.

Sa consideram suprafata s:D; c[J 2 507 neteda, definita pe multimea
deschisd D,, avand reprezentarea parametrica

x=f(u,v)
S yzg(u,v), (u,v)eDl.
Zzh(u,v)

Daca Dc D, este un domeniu compact din [] 2, atunci multimea
s(D)=S reprezinta o portiune din suprafata netedd datd. Presupunem ca
suprafata s este simpla si nesingulara.

Definitia 8.4. Se numeste aria portiunii de suprafata S c[J 3 numirul real
pozitiv:

aria S =J.J.Hru ><rdeudv= U\/Az +B* + C*dudv = J.J.\/EG—deudv.
D D D

398



Forma diferentiald

do =7, 7 |dudv =\ 4% + B? + C* dudv = EG — F*dudv

se numeste elementul de arie al suprafetei S.
Integrala dubla

”\/Az + B% + C*dudy

este independenta de reprezentarea parametricd a suprafetei S.
Daca suprafata S este data explicit de ecuatia

sz(x,y), ()c,y)eDCD2

atunci
ariaS=H\/1+p2 + g% dxdy,
D
unde
) )
p= &y i-
ox’ dy
Fie D 0 ? o multime compacti si suprafata netedd, simpla, nesingulara
xX= f(u,v)
S y=g(u,v), (u,v)e D,
z=h (u,v)

unde f,g,he C'(D). Si considerim functia F:Scl >0 si o diviziune

6=(S1,S2,... s

, p> a suprafetei S. Definim suma

V4
Ga(Faakankac.;k ZF E_;k:nk:gk ariask:
k=1

unde (&;,M;,C; )€ s, 1<k < p. Deoarece

& = f (s vi)
N, =g(ug,v ), 1<k<p,
Ck:h(”k:"k)

rezulta ca

p
S5 (F.85Me-Cr) ZF I (ugs i) (”kavk)’h(”k>vk))'ariask-
k=1
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Diviziunii 0 a suprafetei S 1i corespunde o diviziune A a domeniului D,
iar portiunilor de suprafata sy,s,,...,s,, le corespund subdomeniile §;,9,,...,8,.

Asadar, (u;,v )€, 1<k < p.

Definitia 8.5. Dacd pentru orice sir de diviziuni (§,) _. ale suprafetei S

n=1

cu proprietatea ca HSn H — 0, sirul sumelor (65 ) ,, areo aceeasl limita finita,
n/nz

atunci sirului (05’1) se numeste integrala de suprafatd de primul tip pe

n>1

suprafata S si se noteaza

”F(x,y,z)dc.

Teorema 8.6. In conditiile de mai sus, daci F:S c[J 3 0 este continua
atunci:

HF(x,y,z)dG= HF(f(u,v),g(u,v),h(u,v))x/Az + B2+ C?dudv.

Daca suprafata S este data de

z=f(x,p), (x,y)eDch,

atunci
HF(x,y,z)dG =ﬂF(x,y,f(x,y))\/l+p2 +q2 dxdy,
S S
unde
s
P 17%

Propozitia 8.7.
a) Daca F si G sunt functii continue pe un deschis care contine S si o, 3
sunt constante reale, atunci:

”(ocF +BG)do = oc”FdGJrBHGdG.
S S S
b) Daca S este juxtapunerea a doua portiuni disjuncte S;, S, de suprafata,
”Fds = HFd(H ”chs.
S S S,
¢) Aria unei portiuni de suprafata S este

aria$ = ” do.
S

atunci:
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Fie Dcll? o multime compacta si suprafata neteda simpla, nesingulara

x=f(u,v)
s:yy=g(u,v), (u,v)eD,
z=h(u,v)

unde f,g,he C'(D). Fie M(x,,z) un punct al lui S=s(D). Putem considera
in punctul M doi versori-normala la S:

— AT +Bj+Ck  _  Ai+Bj+Ck
1~ s - D
JA2 + B2 +C2 JA2 + B2+ 2

n, =

avand sensuri opuse.
Suprafata S se numeste orientabild daca in fiecare punct din S este definit
un versor-normald si aplicatia

(x,y,2) > 7 (x,,2)
este continud. Suprafata orientabila S impreuna cu unul din cei doi versori-

normald se numeste suprafata orientala.
O suprafata S'in [J 3 se numeste inchisa daca existd o aplicatie bijectiva

(p:{(x,y,z)eD 3‘xz+y2+z2 =1} - S,

astfel incat ¢ si (p_1 sa fie continue (adicd sfera unitate si suprafata S sunt
homeomorfe).

Fie Scl® o suprafata orientabild. Daca § este inchisd, atunci in fiecare
punct din S este definit versorul-normald. Notdm cu 7, versorul normalei

exterioare (care iese din domeniul marginit de S) si cu n; versorul normalei
interioare (7; =-7,). In primul caz, perechea {S,7,} se numeste fata exterioard
s1 se noteaza cu S, iar perechea {S,r_zi} se numeste fata interioard si se noteaza
cu ;.

Dacd S este neinchisd, proiectabild pe planul xOy, atunci vom numi fata
exterioara a suprafetei S in raport cu planul Oxy perechea {S,7.}, notatd S,
unde 7, este versorul-normalad care face un unghi ascutit cu axa Oz. Fata
interioard a suprafetei S va fi {S ,ﬁi} , hotata S;, cealaltd fatd a lui S, adicd fata
pentru care versorul-normala face un unghi obtuz cu axa Oz.

Fie C conturul suprafetei S si I proiectia lui C pe planul Oxy. Pe C se pot
considera douad sensuri de parcurs. Sensul asociat suprafetei exterioare este acela
care corespunde sensului direct (pozitiv) pe conturul I'. Fetei interioare 1 se
asociaza sensul invers (negativ). In acest mod se defineste un sens de parcurs pe
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conturul oricarei parti din suprafata S. Totodatd am indus o orientare si pe
domeniul D din planul Ouv.

Daca (cosa,cosf,cosY) sunt cosinusii directori ai versorului-normala n
la suprafata S atunci

A B
CosOL = , cosP= ,
JA2+ B2 +C2 JA2+ B2 +C2
cosy = ¢
JA2+ B2+ C2

Fie R=R(x,y,s):S =0 o functie definitd pe suprafata orientata S.

Definitia 8.8. Fie F:V c[ S50 o functie vectoriala continua pe
domeniul ¥, domeniu care contine suprafata S,

F(x,y,z)=P(x,y,2)i +Q(x,y,2z) j + R(x,y,2)k .

Integrala de suprafata de al doilea tip a functiei vectoriale F' pe suprafata
S. sau fluxul campului vectorial F' prin suprafata S, sau fluxul campului

vectorial F prin suprafata S, , cu notatia:

HP(x,y,z)dydz+Q(x,y,z)dzdx+R(x,y,z)dxdy
S

(S

sau
s, (F)=[[F-ndo
Se

se defineste prin egalitatea

”dedz + Qdzdx + Rdxdy =J.J.(Pcosoc +QcosP+ Rcosy)do.
3 s

€

In mod asemanator se defineste

”dedz+ Odzdx + Rdxdy =—”(Pcosoc+ QcosPB+ Rcosy)do.
S, s

1

Utilizand regula de calcul a integralei de suprafata de primul tip, rezulta

”dedz + Qdzdx + Rdxdy :H(Pcosoc +QcosP+ Rcosy)do =
s

Se
_ PA+ QOB+ RC
I

do = || (PA+ QB+ RC)dudv
JA2+ B2+ C2 J;;[
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Am obtinut regula de calcul a integralei de suprafata de al doilea tip

”dedz + Qdzdx + Rdxdy :H(PA + OB+ RC)dudv,
S

unde e
P=P(f(uv).g(uv).h(u.v)),
0=0(f (u,v),g(u,v),h(u,v)),
R=R(f(u,v),g(u,v),h(u,v)),

iar A=A(u,v), B=B(u,v), C=C(u,v).
Daca folosim scrierea vectoriala, rezultatele anterioare devin:

”dedz+dedx+Rdxdy HF fido = ”F E Xerc—
F, us'y _
” Hl” ;:H J;S[(F, u,rv)dudv

unde produsul mixt este

P O R

(F.7, 7):ai %
VS Ou Qu ou
o g

dv dv v

In cazul in care suprafata neteda este de ecuatie z= f(x,y), (x,y)€ D.
Atunci versorul-normala 7., corespunzator fetei exterioare S, , este

_ pi-gi+k
n, = ,
Jpr+gt+1

1ar versorul-normald 7;, corespunzator fetei interioare S;, este n, =—n,.

Sa consideram o placd materialdi neomogena curba, de grosime
neglijabila, care are forma data de urma S a suprafetei s din spatiu. Presupune
cunoscuta in fiecare punct al placii materiale data de functia continua p(x,y,z).

In acest caz, pentru placa materiald se pot calcula:

a) masa M a placii:
M = ”p(x,y,z)d(i
S
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b) coordonatele centrului de greutate G al placii:

Xg = ﬁvﬁxp(x,y,z)dc,

S
VG =ﬁﬂyp(x,y,2)d0,
S

Zg = éﬂzp(x,y,z)dc;
S

¢) momentele de inertie ale placii materiale in raport cu axele de
coordonate:

Io, =..(s)(y2 +22)p(x,y,z)d0,

)= ....(S)(xz + zz)p(x,y,z)dc,

Io, ="(S)(x2 +y2)p(x,y,z)d0;

d) momentele de inertie ale placii materiale in raport cu planele de
coordonate:

Lo, = /] (S)zzp(x,y,z)d(s,

i o
IyOZ —“(S)x p(x,y,z)dG,

i .
1.0, —H(S)y p(x,y,z)dc,

e) momentele de inertie ale placii materiale in raport cu originea:
Io :J‘J‘(x2 +y° +zz)p(x,y,z)d6.
(S)
8.2 PROBLEME REZOLVATE

Sa se stabileasca daca paraboloidul eliptic

2 2
X *
Z:—2+y—2, a,be [
a- b

este o suprafata orientabila.
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Rezolvare. Observam ca ﬁz(—% —a—Z 1J=(—2—§,—z—;},lj si
a

4x° 4 —_ —
7] = \/—+bi+1 #0 pentru orice (x,y)e[] . Deoarece 7 =7(x,y) este o
functie continua nenula pe [J 2, suprafata este orientabila.

Sa se stabileascd daca hiperboloidul cu doud panze

2 2 2
S: 5+ -5 41=0, a,b,cel)”
a- b” ¢
este o suprafata orientabila.
2x 2y 2z

Rezolvare. ﬁ—( Ty Czj (0,0,0) pentru orice (x,y,z)€S.

Normala 7 este o functie continua, deci S este orientabila.

Si se calculeze aria suprafetei x=+/y”+z> situatd in interiorul

cilindrului x* + y* =a?,

Rezolvare. Din simetria figurii fata de planul xOy, Aria$§ =2 j j do, unde
s

a>0.

S este suprafata care are reprezentarea parametrica

=\/x2 —y2 , (x,y)e Dz{(x,y)‘x2 +y2 Saz}.
Observam ca
0z 0z X2+ )2 x
do 1+ dxdy = dxdy = ———=dxd
\/ (ax) LayJ 2_y2 Y /xz_yz

cosO cosO

E
Aria S =2gﬁdxdy =ik mdejpdpujm m

2n azn

Ipdp \/Earcsm(\/_mn()) +$arcsm(\/_sm6) =$.

3

E Sa se calculeze aria decupatd de cilindrul x* + y2 —ay=0,a>0,

in emisfera superioara x* + y* + 22 =a”.
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Rezolvare. Ecuatia emisferei superioare este z = \/ a’ —x* - y2 si

2 2
_ X v _ a
dG—\/l+ T 5+ T 5 dxdy = — 2dxdy.
a—-x -y a-—-x-y a —x"—y

Aria =ﬁ adxdy ,
- [ a* —x% =)
unde D este proiectia pe planul xOy a suprafetei decupata de cilindru in
suprafata emisferei

\a 2 dx

Aria = a]l‘dyj‘_
0

Y-y
Jay—y* [ 22 _y?
. x=yay-y*

: x
=aj arcsin— dx =
[2 2
0 @Y e Jay-y?
a
:2ajarcsin 4 dy=a*(n-2).
, a+y

Sa se calculeze integrala de suprafata
I=J‘J‘\/XZ+y2dG,
S

unde S este suprafata laterald a conului
2 2 2

x z
_+y_——:0; 0<z<b,a>0.
2 2 b

Rezolvare. Observam cd

z=é\/x2 +y2,

a

2 2 2 2
do=I+2 X PV gvay =Lt dndy
a"x"+y- a " x"+y a

I:MJ‘J‘,,xz_l_yzdxdy’
a
D
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unde D este proiectia pe planul xOpy a suprafetet S, adica

D={(x,y)‘x2 +y° Saz}.

[ 2,52 ; 2 [ 2 ;2
_ aa+b J‘OZTEdej'Opzdp=27ta a +b .

3

|E| Sa se calculeze
do,

B 1
I_J;j\/x2+y2+4zz

unde S este emisfera superioara X%+ y2 +z2=d*, 220, a#0.

Rezolvare. O reprezentare parametrica a lui § este x=asinBcosQ,

y=asinBsinp, z=acosH, cu B¢ [O,g}, Qe [O,2n]. Avem
2 2 2
SORCRO
00 00 00

2 2 2
G= B_x + a_y + % —a’sin’ 0
GL0) Jo B[0)

_ox 8x+8y By+az oz

00 0¢ 09 d¢p 00 8(p

5

deci do =a”sin0dOdo

2n
‘([ a 1+ 3a*cos* 0

- _\2/261 ln(\/gcos6+\/1+3cosze)

d(cos®)

a’sin® 40 = 274

1+3cos’ 0

O'—;N‘?—‘
N\:—‘I o'_..\)\g

naln(2+\/§).

S

Sa se calculeze integrala de suprafata
]=”xdydz+ydzdx+zdxdy,

unde S este fata exterioard a sferei
>+ +z2=R* R>0.
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Rezolvare. Versorul normald 7 al fetei exterioare a sferei este
po(X 2z
R R R
2 2 2 2
1=£[f—+1—+5—dczﬂfidozRﬂHo:Ruwmzzmm?
s R R R s R S

Sa se calculeze

I=”M®@+w®&+ww&,
S

unde S este fata exterioard a suprafetei
Sz{(x,y,z) x? +y2 + 72 =a2,22\/x2 +y2,a>0}.

Rezolvare. O parametrizare a suprafetei S este

x=asinBcos@; y=asin®sin@; z=acosH, Oe [0,%}, ¢e [0,27].
Deducem

A=a’ cosq)sin2 0, B= a’ sin(psin2 0, C= a’sinBcos 0,

\/AZ +B2+C? =a%sinbd.
Atunci n are coordonatele

(cos@sin®,sin @sinH,cosH).
Rezulta:

T
= 2
I= jo4 dejo na4 (0052 @sin@sin® 0 +sin” @sin® Ocos O + cos pcos” Hsin? e)d(p =—.

@ Sa se afle coordonatele centrului de greutate a emisferei superioare
x2+y2+z2 =R%*, R>0.
Rezolvare. Ecuatia emisferei superioare S este

z:\/Rz—xz—yz, D:{(x,y)‘x2+y2Ssz.

Observam ca

do=—— R2 de%nus=”ﬁc=mm2
JR? —x* -y ;
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1 27

Sx=ijc1cs=Rij\/R2 _;_yz dxdy:RIpz(Rz—pz)zdp. -(‘)‘cosﬁdG:O

1 21

Syzj;jydczRg\/Rz _Zz_yz dxdy:RIpz(Rz—pz)_zdp- jsinedezo

5. [t [[ i

dxdy =

R
\/ R —x% =32
R 2n
:Rﬂdxdy:ijzdp- jd9=RR3.
D 0 0
Coordonatele centrului de greutate sunt

S, S S,

10| Si se calculeze fluxul cAmpului vectorial F prin fata exterioard
a suprafetei semisferei S unde

F(x,y.2)=(x.7,2)

S={(x,y,z)‘x2+y2+zz:Rz,ZZO}, R>0.

Rezolvare. Avem

ZZ\/RZ —x’ —y2, (x,y)e Dz{(x,y)‘x2 +y2 SRz},
2
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11| Sa se calculeze aria suprafetei z=4x* + y2 situatd in interiorul

cilindrului x* + y? =2x.

Rezolvare.

%

Aria suprafetei considerate va fi

Fig. 8.1

seffe 1o (2

unde D = {(x, y)‘x +)y° < 2x} si este proiectia lui S in planul xOy .

S=QJ1+x2fy2+ 2y dxdy = x/—”dxdy—

X+y

T 2cosO —
— 2 — 2 2 —
ﬁj_gjo pdp x/EJ'_T;Zcos 0d6 = 1tv/2.

12| S& se calculeze aria suprafetei sferei X+ y2 +2z° =4* situatd

in exteriorul cilindrului x> + y2 =zxax (Viviani).

Rezolvare. Cei doi cilindri decupeaza in sfera patru ferestre de arie egala.
Pentru a afla aria suprafetei sferei situata in exteriorul cilindrilor vom calcula
aria situatd in interiorul celor patru
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ferestre:

efoom I (r

x2 +y <ax

H \/ P22 —y2+a2—jc}2—y2 dxdy.

x° +y <ax

Fig. 8.2

Trecand la coordonatele polare, integrala devine:

T sacosd a2 z . > 5
4 =22 /az_pz pdpd0 =22 a(a - asin6)do =ra’ ~2a’.

Aria din suprafata sferei aflatd in interiorul cilindrului este prin urmare
4ma’ —8a”.

Aria totald a sferei este S =4ma’. Deci, aria suprafetei din sfera aflatd in
afara ferestrelor Viviani va fi

A=4nd® - (47ta2 — 842 ) =842,

13| Calculati aria portiunii din planul 6x+3y+2z=12 continutd in

planul octant.
Rezolvare. Aria suprafetei ABC va fi

A= H do = ”' \/1+(—3 (——j dxdy = ” \/7dxdy—— jdxdy 14,

ABC OAB OAB OAB
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B -
0 4y
A
2
X
2P
14| Sa se calculeze aria suprafetei z= by + <~ situata in interiorul
a
cilindrului — +y—2 , a,b,ce]’,
a’ b
2P
Rezolvare. Suprafata decupata din paraboloidul z =2— +-— de cilindrul
a
2 2 2 2
- g—z <c? se proiecteazd in planul xOy 1in elipsa x_2 + g—z <c¢*. Atunci,
a
deoarece p = z_21 q= % y , aria se calculeaza cu
X a dy
A= ”dc— ﬂ ‘/1+—+—dxdy
pr xOy
o , X =acpcoso;
Trecand in planul xOy la coordonate polare generalizate ,
v =acpsin6.

Jacobianul transformarii va fi egal cu abc? p si deci integrala va deveni

A= j; jozn\h +*p2abc*pdbdp= 2n3ab {(\/1 +? )3 - 1} .

15| Si se calculeze ”(x + y+z)do daci S este suprafata
s

x2+yz+22=a2 cuz=0.

Rezolvare. Consideram parametrizarea suprafetei S data de
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x=asinOcos@, y=asinBsin@, z=acosH, Be {0,%} oe [0,2x].

Atunci:
D cos0sin sinOcos
A= (y’Z): 4 ] ¢« ? zazsiHZOCOS(p
D(8,9) | —asin® 0
D —asin© 0
B= (2%) _| ~em = g% sin? Osin @

D(8,9) |acosBcos® —asinBsin@

Co )=acosec?S(p _a_SineSin(Pzazsinzecose
D(8,9) |acosBsin@ asinBcos@

si

\/A2 +B*+(C? = \/a4 sin® @+ a* sin? Bcos® O = a’sin 6.
In aceste conditii:

T

T
“.(x+y+z)d(5=J.O2 Ion(acosecos¢+asin(—)sin(p+acos(-))-a2 sin 0dpd6 =
s

2
= 2a3njon/ sin®cos0dO = a’r.

16 | Sa se calculeze integrala
jj(y—z)dydz+(z—x)dzdx+ (x—y)dxdy,
S

daca S este fata exterioard a conului A +yi=z (0<z<h).

Rezolvare. Deoarece suprafata S este exprimatd explicit prin relatia
J Y

z=4x* + y2 , deducem i1mediat ca %zL; ez___ Y si deci
ox /x2+y2 dy /x2+y2
normala la suprafata va fi data de formula
X - y - 7
i+ j—k
— \/x2+y2 \/x2+y2 1 X S
fle = 2 2 - =k

+
x2+y2 x2+y2

i+ Y
\/ X y +1 \/5 \/x2+y2 \/X2+y2
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”(J’—Z)dde+(z—x)dzdx+(x—y)dxdy =

S
J{Oy [( x? +y )—Xziyz +(\/x2 +y2 —x)—\/xziiy2 —x+y]dxdy=

” (2y —2x)dxdy.

2+ y2 <1
Trecand la coordonate polare

{x =pcosb;

0,1]; 6€ (0,2
y =psin, pe(,], e[,n),

integrala devine

2z el . dod 2n d
.[0 IOZp(51n9—COSG)p P G—IO (sin6—cos6)d6=0.

17| Sa se calculeze integrala

j 1 ddz + L dzdy + L dvdy
X y z
daca S este fata exterioara a elipsoidului

2 2 2
x_2+y_ 2—2—1 abceD
b

Rezolvare. Pentru suprafata S consideram parametrizarea

o

X =asin0cosQ,

o 0e[0,7];
y =bsinOsinQ, [0,21]
e [0,2m].
z=ccos0, ¢
Atunci
e D(y,z) _ bcos?sin(p bsinOcos @ — besinBcos
D(8,9) | —csin® 0
D(z,x) —csin® 0 o
B= = ) . |=acsin” Bsin @
D(6,p) |acosBcos@ —asinBsing
Co D(x,y) _ acosec?sq) —a .sinGSin(p — ubsinBeosh
D(6,9) |bcosBsing bsinBcos@
si
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dydz + L dzdx + dxdy A48 18 dpdo=
U ; LI5S

5 .2 .2 . .
:J'R'J' m bcs%n GCOS(ijacs?n 9§1n¢+abs1n9cos9 dodo =
asin@cos @ bsinOsin @ ccos0

b2 c? +a’c? +a’b? ¢nf pom
— e jo (.[0 sin Gd(pj =

b2c? +a’c? + a’b?

abc

=47

18 | Sa se calculeze masa panzei parabolice z = %(xz + yz) (0<z<1l)a

carei densitate variaza dupa legea p=z.
Rezolvare. Masa panzei parabolice se calculeaza dupa formula

M = ”pdc— H x+y \/1+x2+y2dxdy.

x+y <2

A

Fig. 8.4

Trecand la coordonate polare in planul xOy, integrala devine:

jznj —p3mdpd9——[l+6f]

19| Sa se calculeze aria globului terestru (presupunem ca globul
pamantesc este o sferd cu raza R=6400km) cuprinsd intre meridianele

@=30", ¢=60°" si paralelele 6=45" si 6=60".

415



Rezolvare.

<y

Fig. 8.5

Aria cautata se calculeaza cu formula A4 =”d6. Trecand la coordonate
S

polare x=RsinOcos@, y=RsinOsin@, z=RcosO, deoarece Jacobianul
transformarii este R”sin® integrala devine
n/3( /3 — 2
j ( stinGd(p)dG:Rz-E-ﬁ I_R T (V2-1);
n/4\Jn/6 6 2 12

A=4,6-10° km?.

20| Sa se calculeze suprafata totalda a corpului limitat de sfera

x> +y* + 2> =3a* si de paraboloidul x* + y* =2az (a>0).

Rezolvare.

Sy
e
75Dk

<y
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Fig. 8.6

Cele doud suprafete se intersecteazd dupd curba z=a, X%+ y2 =24"
S=5US,,unde

4= o= /Hz_}z_jdxdy:
S, D

:éfozn‘[:ﬁ\/az +p? pdpdd = 2ma” (3\/5—1)
(e — x? v’ _
4, _-S;[dc_-g\/HSaz—xz— A v L

y

21 pav2
Osz.O Z%pdpdezmazﬁ(\/g—l).

Suprafata totala va fi deci 4, + 4, = 4ma’ (1 +/3 ) .

21| Sa se afle aria portiunii de suprafatd, exprimata sub forma explicita,
sectionata:
(i) de cilindrul x* +y*=R*, R>0 (x,y>0) din paraboloidul hiperbolic

Z=Xy;
. .1- X2 y2 2 . . T
(ii) de cilindrul —+ b—2 =c”,¢c>0, din paraboloidul eliptic
a
2y
z=—+—; a,b>0;
2a 2b

2
(iii) de cilindrul (x2+22) =2a’xz, a >0, din paraboloidul hiperbolic
Xz =ay.

Rezolvare.
(i) Cum suprafata este exprimatd sub formd explicitd este comod sa

folosim formule:
== ] o 2 +[ 2] s
f o, ox dy

unde D este proiectia suprafetei S pe planul xOy .

In acest caz D,, ={(x,y)e 02 |x? + y? SRZ} si
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A4 = ”\/1+x2 +y2dxdy.
DXJ’
Trecand la coordonate polare, gasim:

jm(j 1+r drjde—g{(r+R2)3/2—1]

(ii) Procedand similar ca la punctul (i), deducem:

4, =Ljdo=g\/1+(%j2 +[§—;j2dxdy,
+g—§3c2}.
e (3 oo

Folosind coordonatele polare generalizate obtinem:
2n( ¢R 3/2
Azjon('[ \/1+r2-a-b-rdr)d9=§n-a-b{(l+cz) —1]

0
(iii) Schimband rolul lui y cu z si procedand similar ca la punctele
precedente; obtinem:

Azj;jdc:bf){\/HG—ij (Zj drdz = ”\/H( T+szdxdz,

unde:

unde:

ny ={(x,y)e 02

Prin urmare,

D, = {(x,z)e 0
Folosim coordonatele polare.

T:{x rc.os 0<r<a+sin20, B¢ {O,g}

y=rsino,

2
2 (x2 +zz) SZazxz}.

lar imaginea domeniului D, prin transformarea 7 este:

T(sz)z{(r,e) 0<r<asin26, Be [oﬂ}
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Prin urmare,
n/2( pavsin20 ]
=[]

n
a2+ rdr]de =§a2j2 (1+5in20)"'% ~1do.
Efectuand si schimbarea de variabild 6 = % + A, obtinem

0
Azgaz(g—zj.
3 3 2

22| Sa se afle aria portiunii de suprafata, exprimata sub forma implicita,
sectionata:
(i) de cilindrul x*+)y*=Rx, R>0, din sfera x*+y°+z>=R?,
(suprafata Viviani);
(ii) de cilindrul x4+ y2 = Rz, R >0, din conul y2 +272= xz;

0 a

(iii) de conul z* = ax? + by?, a,b>0 din sfera:
362+)/2 +2z°=2Rz, R>0.
Rezolvare.
(i) Metoda recomandata in astfel de cazuri este de a obtine o reprezentare
parametrica a suprafetei pentru care calculam aria.
Vom folosi coordonatele sferice:
x=rcosOsin®, r=R,

T<y=rsinBsing, ¢e[0,7],

Z=rcos, 0e[0,2x].

Fig. 8.7

Cu ajutorul matricei derivatelor
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M Rcos@cos® Rcos@sin® —Rsin@
—Rsin@sin® Rsin@cosO 0

se determina coeficientii formei Gauss ai sferei

E=R* F=0,G=R*sin’¢

A= “do - ” VEG — F2dodd = ﬂ R%sin pdedd,
S D(pe D(Pe

si

unde pentru Dy vom face urmatoarele consideratii.

Vom studia numai portiunea din suprafata situata in primul cadran. Pentru
punctele de pe curba Viviani curba de intersectie dintre sfera si cilindru) vom
avea

sin@=cos0 si cum OSGS% iar OS(psg:Mp+9=g.

0<o<Z_9,0e {O,E}},
2 2

/2-6
j: sin(pd(pjde —4R? G _ 1) .

In consecinta:

1ar
A=4r?{""
0

Obs. Aria partii de emisfera care ramane dupa decuparea suprafetei

Viviani este 4R?, fapt ce aratd cd valoarea ei nu se exprima prin intermediul
numerelor irationale.

(ii) O altda metodd folosita este cea in care se expliciteazd ecuatia
suprafetei. In acest caz vom calcula numai partea superioari (z>0) a suprafetei.

z=4x? + )7

si
2V (azY dxd
A=2£Id6=2££ 1+(£j +(—;j dxdy=8\/§2[£ ;_;,
unde

Dx

y={(xsy)eﬂz

Folosind teorema lui Fubini se obtine:
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R [p2 2
= R?—
a=82[ | [ T X 4y |dy=2nR%.
0 y x2 _ y2
(iii) Folosim coordonatele sferice

Xx=RcosOsin@

0
T:<y=Rsin0OsingQ, 9¢[0.n]
0 [0,2n]
z=Rcos@+R
si A= j J do= ” VEG - F*dodo = I I R*sin@dedd, unde domeniul Dy este
S Do D

00
domeniul plan marginit de curba

ctgzgz acos”0+bsin® 0, Oe [0,27].

<y

Fig. 8.8

Prin urmare:

A:L?{

n 2 do 4TER2
= 2R D) .2 = :
-n (a+1)cos“0+(b+1)sin" O \/(a+1)(b+1)

Zalrctg\/acos2 +bsin” 0 ) .
Io R7sinpde |d6 =

23| Sa se calculeze aria suprafetelor exprimata sub forma parametrica:
(i) torul eliptic:
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x=(r+ Rcos@)cosH,

, ¢e[0,2x],
=(r+ Rcos®)sin®, O<r<R.
y=(r+Reose) 0c[0,2n],
z=Rsing,
Fig. 8.9
(ii) suprafata lui Dini:
X =cosusinv, ue0,2n],
y=sinusinv, [n n}
ve|—,—|.
6 3

v
z=cosv+lntg5+u,

Fig. 8.10

(111) suprafata ,,opt™:
x=cosusin2v  ue[0,2n],

y=sinusin2v, T 31
, VE
z=sinv



Rezolvare.

(@)
4= [do= [[ |5 x7,|dodo,
S Dyo
unde
Do ={(9.6)e1? ‘((p,@)e [0,2n°}
s
7o =—Rsin@cosB -7 — Rsin@sin®- j + Rcos@- k;
{79 =—(r+Rcos®)sin®-i +(r+Rcos@)cosh- j.
Deducem
HFG XF(pH=R-(r+R-coscp),
de unde

2n( p2W
_ a2
A—IO (Io R(I”+RCOS(p)d(pjd9—4TC rR.

(ii) Matricea derivatelor

—sinu-sinv  coSu -Sinvy 1
_[cosu-cosv sinu - cosv cosv-ctgv]’
de unde
E=1+sin’v, G=ctg2v si FF=cosv-ctgv,
1ar

EG—F =2co0s’v

4= [[ao= [[VEG—Fauds= [ {7 "VBeossan Jau=mi2(45 1),

/6
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unde

D,,=<(u,v)ell *lue(0,2n],ve [E,E} .
6 3
(iii) Matricea derivatelor este:

[—sinu-sin2v cosu - Sin2v 0 J
= 9

2cosu-cos2v  2sinu-cos2v  cosv
de unde:
E=sin22v, G =4cos?2v+cos?v si =0,
1ar
EG - F?* =sin® 2v(4cos2 2v + cos> v)

2

A= ﬂdG = ” VEG — Fdudv = Jozn[JA?|sin 2v| \/4c0s2 2v +cos’ v dv}du =
S Dy

—n i1n(17+8J§)+M =16057.
256 32

24 | (i) Sa se determine momentul de inertie al suprafetei paraboloidului

conic x* + y2 =2az, 0<z<a,inraport cu axa Oz.

(ii) Pentru aceeasi suprafatd determinati coordonatele centrului de
greutate.
Rezolvare.
(i) Cum suprafata este datd printr-o ecuatie explicita deduc

1. =jsj(x2 +y2)do=b[£(x2 +y2)\/1+[§—i]2 +(g—;]2dxdy,

D,, ={(x,y)eD 2‘OS)C2 +y2 S2a2}.

unde

L1

Fig. 8.12
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Folosim transformarea in coordonate polare si apoi teorema lui Fubini,

deducem:
:_f“(jmp a® +p dp]de— (1+6J—)

(ii) Datorita simetriei fatd de axa Oy deducem x; = y5 =0

5.=[] s ﬂ 21 ?) J”@i) [g;} dedy =

=L-JZ=?—;‘(1+6\/§)a3

2a

Cum aria suprafetei paraboloidului este §= Hdc = 2?75(%/5 - l)a2

deducem ca

z

S 130

S 554043
Zg=——=—T—a

25| Daca proiectiile vitezei unui fluid in punctul (x,y,z) la momentul ¢

sunt functiile u,v,w:[] 3% .+ — [, atunci debitul de fluid care curge prin
suprafata S este

Q:H(ucosoc+vcos[3+ weosy)do =
s

=”udy/\dz+vd2/\dx+wdx/\dy.

Sa se calculeze debitul de fluid care curge prin fata superioard a jumatatii
superioare a elipsoidului

2 2

X y Z
—2+—2 —2—1 abc>0
a-~ b° a

cunoscand ca viteza fluidului este:

Rezolvare.
Consideram reprezentarea parametrica a suprafetei

X =asin@cosO,
. ? . ¢e [O,E} A =besin® @cos,
S'=<y=>bsin@sino, 2] =

_ .2 .
z=ccoso, 0c[0,27] B =acsin” @sin®.
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Prin urmare:

0= [[[(9:0)- 4(0.0)+ (¢.6)-2(0.6)- B(0.0) |dodo =

_ K“(

/2
= J: (a3bc : %tsin5 0+ abc*msin® Qcos (pjd(p =

2
jo n(a3bc sin’ (pcos4 0+ abc? sin’ (psin2 Bcos (p)dejd(p =

= 6—na3bc +Eabc2 = labc(24a2 + 150).
4 60

26| Daca proiectiile diferentei de presiune, pe axele de coordonate, in

punctul (x,y,z) la momentul ¢, sunt functiile p,, Py,p. iU Sx[ , =, atunci

rezultanta presiunilor pe suprafata S este.

F =”ﬁ-ﬁd0 =”(pxcosoc+py cosP+ p, cosy)dc5=
S S
=ijxdyAdZ+pdeAdx+pZdXAdy.
S

Sa se calculeze forta rezultanta pe fata exterioard a sferei:
(x—a)2 +(y—b)2 +(z—02)=R2, R>0; a,b,cell,

cunoscand ca diferenta de presiune este:

]_7=x2 -lT+y2 -]_'+Z2 k.
Rezolvare.
Expresia ce ramane de calculat este:

szszdyAdZ+y2dZ/\dx+zde/\dy.
S

Datoritd simetriei relatiilor vom calcula numai integrala

A =”zzdx Ady.
S

Trecdnd in coordonate sferice:
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x=Rcos@sin®@+a, ¢el0,2n],
S:<y=Rsin@sin0+b, 6¢e[0,7],
z=RcosO+c,

deducem:
1= [[ 2(0,6)- C(.0)dpdo =

2
= J:(jo E(Rcose + a)2 R?sin6cos Gd(pjde =

= 2nR2j0n(Rcose+ a)2 sinBcos0do = 8?nR3a.

In concluzie:

F=%R3(a+b+c).

27| Daca intensitatea campului termic este Q =[] 3x[] + —U 3 atunci

fluxul termic prin suprafata S este:

<I>=”Q-ﬁd6=J‘J‘(Qxcosoc+Qy cosB+0, cosy)d6=
S S
ZHQ®A&+%&AM+@MA®.
S

Sa se calculeze fluxul termic prin suprafata conicd exterioara
X+ y2 =2z, 0<z <1, cunoscand ca intensitatea campului termic este:
O=x-i+y-j+z-k.
Rezolvare.

Cum normala la fata exterioara a conului este

x-1+y-j+k

B \/1+x2+y2

deducem ca:

() =ﬁ(x-cosoc+ycos[3+zcosy)dc5:

S
= “ [xz +y2 B X ;yz}dxdy=%”.(x2 +y2)dxdy,
Dy, Dy,

unde
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D,, ={(x,y)eD 2‘0Sx2 +y2 S2}.

Trecand in coordonate polare, deducem:

® = %J.Oznuoﬁpzdpjde —1.

[]

L1

Fig. 8.13

28 | Daci intensitatea cAmpului magnetic este B:[1° x[ , —[1°, atunci

fluxul magnetic prin suprafata S este:

D= ”E ndo =”<Bx cos0,+ B, cosp+ B, cosy)dcz
S S
= [ B.dy ndz+B,dz Adr+ B.dx ndy.
s

Sa se calculeze fluxul magnetic prin suprafata exterioard a sferei
2, .2, .2_p2 A1 s : A : :
x“+y +z"=R", R>0, cunoscand ca intensitatea campului magnetic este:

B=x-i +y-j+z-l;.
Rezolvare.
Folosim coordonatele sferice

x=Rcos@sin0,
S:qy=Rsingsin®, (6,0)€ Dy, ={(9,(p)|ee [0,7t],p€ [0,271:]}
z=Rcos9,

si atunci fluxul magnetic prin suprafata S este:

= [[[x(0.6)- 4(0.6)+ y(¢.6)- B(¢.6)+(¢.)-C(¢.6) b,

Cum
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A(¢,8)=R*cos@sin® 0
B(¢,0)=R*sin@sin® 0
C(9,8)=R*singcosd

deducem

<p=j](R3am2¢gn3e+R3gn2¢mn3e+R3gneamzeymﬂe=

Dyg

3 2n( e B 3
=R Io UO smedejd(p—mtR :

Fig. 8.14

29 | Daci intensitatea cAmpului electric este E:[1° x[] + —0 3 atunci

fluxul campului electric prin suprafata S este:

(I)=”E-ﬁd6 =”(Ex coso+ E, cosP+E, cosy)d6=
S S
=H@@A@+g@Aw+@@A®.
S

Sa se calculeze fluxul electric prin fata exterioara a jumatatii superioare a

elipsoidului:
2 .2
LA
a” b

cunoscand ca intensitatea campului electric este:

2
z *
=1 a,b,cell ",

+ —
c

E=yz-j.
Rezolvare. Avem de calculat integrala

CI)=”yzd2/\dx.
S
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Folosind coordonatele sferice generalizate

x=acos0sin,
S:1y=>bsinBsing, (6,0)€ Dy, = {(6 (p)‘ee [0,7t], € [0, 275]}
Z=ccosQ

deducem:

/= Hy(e,(p)-z(e,(p)-B(G,(P)ded(P:

= j bcsinBsin @cos @ - acsin Gsinz(pd(pdez

Dy

= abc? .[0

2
EUO sin” Osin (pcosq)d(pj T b,

30| Fie Qcl® un domeniu si S=0Q. Potentialul newtonian al
suprafetei S in punctul M(x, y,z) (numit si potentialul stratului simplu) este prin

(x,y,z J‘J‘pdc

unde p=p(&,m,q) este densitatea punctual distribuitd pe suprafata S, iar r este

definitie

distanta de la un punct arbitrar N(§,n,G)€ S la punctul M:

r=dist(M,N)=(x—&)2 +(y-n)* +(z - )"

Forta newtoniand de atractie cu care punctul M de masa m este atras de
X Jj 0z

suprafata S este:
:k-m-Z[”gg ido j ]

unde k=6,67-10"""m? kg™ -s72 este constanta de atractie universala.

Sa se determine:
(i) potentialul suprafetei conice omogene in varful conului, suprafata

conica fiind
=%/x2+y2, 0<z<h, R>0.
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(ii) forta newtoniana de atractie cu care centrul bazei conului este atras de
suprafata conicd omogena.

Rezolvare.
(i) distanta de la un punct arbitrar Ne § la varful O al conului este

r=\/x2+y2+22.

AZ
C
- |
N
0 v
X
Fig. 8.15
Prin urmare, potentialul newtonian al suprafetei conice in varful sau O
este
\/ (azj [82)2
1+ 5 5
X
PS(O’O’O)Z”\/#““’” o dudy,
sNX Ty ny\/x2+y2+2(x +y2)
unde:

Efectuand calcule algebrice simple, se obtine:

R( p2m
P (0,0,0)= p-jo UO dedr: 2MpR .

(i) Din motive de simetrie F, = F), =0, iar
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unde:
D,, ={(x,y)e O 2‘x2 +y? SRz}.

Folosind coordonatele polare si teorema lui Fubini se obtine:

R _
Fs, (o,o,h)z-znkmp%\/hz +R? | r(r=R)

0 , 7372
{rz +(hr—h] }
R

Fs, (0,0,h) = —2nkmepj r(r =) —dr.
" (077 - 2R+ R71)

si notand cu ¢ =V A? + R? , deducem:

Integrala se scrie ca suma a trei integrale:

R(h*=R?) cx 2 - RI?
_I 2 T ( 7 ).[o - 7 dr -
G5 2Rh2 +R2h2) ¢ (7% = 2RW’r + R*?)
2R4h2 rodr 1, (R {+R) W —R
A IO 2.2 2 o202 A\ =) Rue (R=h)-
(7% —2RW’r + R*1?)
2
_K_2(R+h)

Reunind toate rezultatele se obtine:

2wkmhR | R (+R 2npmk(R+h)
0? P T /

FSZ (0,0,h) -
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8.3 TEMA DE CONTROL

1. Suprafata

z =\/x2 +y2}—{0,0,0}

S = {(x,y,z)

este orientabila?
Raspuns. Da.

2. Sa se calculeze aria suprafetei

S={(x,y,z)xy+z=0, x> +12<0, x*+ )7 Saz}.
. 21T 2 3/2
Raspuns. ?{(1 +a ) — 1].

3. Sa se calculeze integrala de suprafata

jj\/az —x* —y2 do,
S
Z=\/a2—x2—y2,a>0}.

Raspuns. na’.

unde S ={(x,y,z)

4. Sa se calculeze integrala de suprafata

zdo
IR

+x2 47

unde S = {(x,y,z)

R
Z—Z(x +y ),nggh}
Rispuns. mh°.

5. Sa se calculeze

xZ yZ Z2 .
jj —4+—4+—4d0, Cl,b,CED +5

22 2
unde S = (x,y,z)—2+y—+——1=0 .
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4.1 a®-b*+b>-c?+ct-at

Raspuns.
a-b-c

6. Sa se calculeze
j j x2dydz + y2dxdz + z2dxdy ,
S

2

2 2
. o . X z *
unde S este fata exterioard a conului —+ y—z -—=0, a,b,cell ., 0<z<D.
a c
) 2p2
Raspuns.

7. Sa se calculeze
”xdydz + ydrdz + zdxdy,
S

unde S este fata exterioara a cilindrului
*
x2+y2 =a2, —h<z<h,ahel .

Rispuns. 3na’h.

8. Sad se calculeze masa placii de grosime neglijabila si de densitate
p(x,,z)=vx* +4 avand forma dati de

S ={(x,y,z)‘x2 —4z=0, x? +y2 —2x$0} .
Raspuns. %

9. Sa se afle momentele de inertie, in raport cu axele de coordonate pentru
placa de densitate p(x,y,z)=y +z, avand forma data de

S={(x,y.z)| z=1-2x-»,x20,y>0,z>0}.

G 36

Raspuns. [, =15 lo, =1o, = 20

10. Sa se calculeze fluxul cdmpului vectorial F(x,y,z)=(yz,zx,xy) prin
fata exterioara a suprafetei care delimiteaza domeniul

{(x,y,Z)

%

2 2 2
X z
—2+ +—2S1,xSy, a,b,c>0}.
a C
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Raspuns. 0.

11. Sa se calculeze J. J. Jx? +y*do dacd S este suprafata exterioara a
S

conului
2 2 2
x_+y_2_z_2:o (0<z<b, a,b>0).
a a~ b
2 [ 2, 52
Raspuns. 2na’Na” +b

12. Si se calculeze ﬂ(xy + yz+zx)dc dacd S este portiunea suprafetei

S
conului z =+/x* + y* decupati de suprafata x> +y*=2ax, a>0.
64+/2
Raspuns. 1\5/— a’.

13. S& se calculeze coordonatele centrului de greutate al suprafetei

omogene Z=\/a2—x2—y2,x20;y20;x+y$a, a>0.

a

22

Raspuns. xg =yg =

14. Sa se calculeze j j ‘xyz‘dc dacd S este partea suprafetei z=x>+ y2

S
situatd sub planul z=1.
; 12515 -1
Raspuns. ———
420

15. Sa se calculeze integrala j j xyzdo daca S este portiunea din planul

S
X+ y+ z=1 aflata in planul octant.

Raspuns. N3 :
120
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16. Sa se calculeze integrala “ zzdxdy dacd § este suprafata exterioara a

S
2 2 2

o D S
elipsoidului —+—+—=1, a,b,c>0.
at b P

Raspuns. 0.
17. Sa se calculeze integrala ﬁ yzzdxdy+xzdydz+x2 ydxdz daca S
S

suprafata din primul octant constituitd din z =x? + y2; x* +y* =1 si planele de
coordonate.

Raspuns. g

18. Sa se calculeze ”xzdxdy+xydydz+ yzdxdz daca S este suprafata
S

exterioara a piramidei limitata de planele x=0;y=0;z=0 si x+ y+z=1.

Raspuns. %
19. Sa se calculeze Iszdydz+ yzdxdz+22dxdy dacd S este suprafata
S

exterioara a sferei

(x—a)2+(y—b)2+(z—c)2 =R2, a,b,c,R>0.

Rispuns. 8?Tc(a +b+c)R’.

20. Sa se calculeze ”xdydz+ ydxdz + zdxdy daca S este suprafata
S

exterioard a sferei x* + y2 +z2=d% a>0.

Raspuns. 4ma’ .

21. Determinati aria suprafetei unui corp format prin intersectia celor doi
cilindri
x2+y2 =a?, yz+z2 =a*, a>0.

Raspuns. 164>,

22. Determinati aria hiperboloidului cu o panzd care are urmatoarea
reprezentare parametrica
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x=chvcosu, {n }
] ue|—,2m|;
y=chvsinu, 2
z=shv ve [—2,2].

Fig. 8.16

Indicatie. Coeficientii primei forme diferentiale a suprafetei sunt

A=cosuch? v, B= sinuch? v, C=—=shvchv

T/ 2\ ¥-2

on (2
Ariazj“(j chv- 1+25h2vdvjdu:
=37"[sh2-\/ch22+sh22—ﬁ-ln(\/ch2z+sh22—ﬁ-shzﬂzw,msmz.
23. Sa se calculeze momentul de inertie al suprafetei conului

hz(x2 +y2)=a222 in raport cu axa Oz, pentru 0<z<h, ac .

3
Raspuns. /, =%\/a2 +h?

e
=

2 - 1 n__
14
o 1 2
-1
Dj
1
2

Fig. 8.17
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24. Sa se calculeze aria suprafetei lui Mobius care are reprezentarea

parametrica:
x(u,v)= (r +§- cos(%D -cos(u),

(e ol 1T
z(u,v) =v-sin(%),

25. Sa se determine debitul fluidului ce are viteza

szz-f—y2-7+zz-1?

prin suprafata domeniului

x2+y2+22S3R2,0S2S\/x2+y2—R2,OSx2+y2SRz,R>O}

in directia normalei exterioare la suprafata.

Indicatie. Domeniul € este partea superioard a intersectiei dintre o sfera
si un hiperboloid cu o panza.

Prin urmare, suprafata este marginitd superior de segmentul sferic

x> +y*+2z2=3R?, lateral de suprafata hiperboloidului cu o péanzi

Qz{(x,y,z)e 03

x* + y* —z% = R? i inferior discului

x2+yZSR2;
z=0.
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Fig. 8.19

Datorita simetriei

0= ”V-ﬁdc = ﬂ(xz cosoL— y* cosP + z* cosy)dc = sz cosydo .
0Q 0Q 0Q

Segmentul sferic se proiecteaza in planul Oxy in discul x>+ y2 <2R?,
portiunea de hiperboloid se proiecteaza in planul Oxyin inelul

R2Sx2+y2S2R2,

iar partea inferioara a suprafetei dQ este discul x>+ y2 < R*. Pentru segmentul

sferic cosy<0, pentru hiperboloid cosy<0, iar pentru partea inferioard a
suprafetei dQ avem z=0.
De aceea

0= ”zz cosydo = ” (3R2 —x* - yz)dxdy —
0Q x2+y?<2R?
7
— H (x2+y2—R2)dxdy=—7tR4.
2
R?<x? +y2 <2R?
26. Determinati fluxul termic prin suprafata cilindrului
x2+y2 =R2, x20,y20,0<z<h, R>0
in directia normalei exterioare, cunoscand intensitatea campului termic

O=2x1-y-].
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Raspuns. ¢ =

4

Fig. 8.20

27. Sa se calculeze fluxul magnetic prin suprafata domeniului
\/x2+y2 SZS\/2R2—xz—y2,OSx2+y2 S2R2}, R>0

in directia normalei exterioare cunoscand intensitatea campului magnetic

Qz{(x,y,z)e 03

B=2x*T+3y* - j+z* k.
Raspuns. q)=TcR4.

28. Sa se calculeze fluxul electric prin suprafata paraboloidului

h : e o~ g
z =—2( 2 yz) sectionat cu cilindrul x* +y2 =R?, h>0,R>0, in directia
R
pozitiva a axei Oz, cunoscand intensitatea campului electric

E=x"i +y2-7+z'l;.
Raspuns. 0=0.

29. Sa se determine:
(i) forta de atractie newtoniand cu care un punct arbitrar este atras de un
strat sferic omogen (p = const.);

(ii) potentialul unui strat sferic omogen intr-un punct arbitrar ales.

Indicatie. Sfera este x* + y2 +z2=R* R>0, iar punctul M se poate
alege pe axa Oz.

Raspuns.

() £ (0.0.)=1 4nR%
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41tRp, a<R;

(i) P(0,0,a)= 2
0021 4nR 2 p a0,
a

30. Daca S este o suprafatd inchisd cu plan tangent continuu pe portiuni,
avand reprezentarea parametrica

x=x(u,v),
S{y=y(u,v), (u,v)eAcD?,
z=z(u,v),

sd se arate volumul domeniului 2 marginit de suprafata S este
x(u,v)  y(uv)  z(u,v)

VZ%J‘J‘ x, (u,v) v, (u,v) z,(u,v)|dudv.
AX(u,v) vy (u,v)  z)(u,v)

Aplicatie. Sa se calculeze volumul urmatoarelor suprafete inchise:
(i) astroida:

x = cos’ ucos v, e [0 o
9

e

y= sin® ucos’ v, oL }
2

z=sin’v 2

(ii) suprafata Steiner Roman:

: 2
X =sinucosucos” v,
y=sinusinvcosv;  u,ve|[0,m]

Z=C0oSuSIinvcosv,
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(iii) suprafata ,,cross-cap”:

X =sInusinycosv,

{y=sin2ucos’v,

(z=cos2u cos’ v,

ue|0,xl;
T T
ve | ——,—~
22

4
Raspuns. (i) v=—;
p () 33
.. 1
i) v=—;
(ii) p
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