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m Integracién mediante programas de computador o tablas

Aunque toda persona que utilice el cdlculo debe estar familiarizada con las técnicas bésicas de
integracién, de la misma forma que cualquiera que use la aritmética debe estar familiarizado con
las técnicas de multiplicacion y division, la tecnologia evoluciona rapidamente y, en muchos ca-
sos, evita la necesidad de calcular integrales largas y complicadas mediante dichas técnicas. De
hecho, hoy en dfa existen varios programas de computador que pueden manejar expresiones ma-
temdticas simbélicas (en vez de numéricas), y que pueden realizar, con poca o ninguna interven-
cién por nuestra parte, los diversos pasos y calculos de limites que se requieren para obtener y
simplificar tanto derivadas como integrales. Se puede ahorrar mucho esfuerzo y tiempo haciendo
que el computador calcule una integral complicada como

1+ x+ ¥
f(ﬁ — )(E - 18)

en vez de hacerla a mano utilizando descomposicién en fracciones simples. Incluso sin la ayuda
del computador, se pueden utilizar tablas de integrales estidndar como las que aparecen al final
de este libro como ayuda en el cdlculo de integrales complicadas. No obstante, el uso de compu-
tadores o de tablas puede requerir que realicemos algunas simplificaciones previas a mano, y por
supuesto puede requerir que seamos capaces de interpretar las respuestas que se obtienen, Pre-
sentaremos a continuacién algunos ejemplos.

dx

Uso de Maple para integracion

Los programas matematicos de computador son capaces de calcular simb6licamente integrales
tanto indefinidas como definidas, y también proporcionar aproximaciones numéricas de aquellas
integrales definidas que tengan valores numéricos. Los ejemplos que siguen muestran cémo utili-
zar Maple para calcular integrales.

T
Empezaremos calculando J.Z‘f,xl + 4 dxy J 2F 1+ 4" g
0
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Utilizaremos el comando de Maple «int», especificando la funcién y la variable de integra-
cion:
> int (2 x*sqrt (1+4'x), %) ;
eH @) T (B2 aresenh (el @)
2In(2) 21n(2)
Si no nos gusta el seno hiperbdlico inverso, se puede transformar en un logaritmo:

> convert (%, 1n) ;

gwin @) m? 2ln(2) + In {E{xln @ 4 W?}

21n (2)

El simbolo «%» se refiere al resultado del calculo previo. Nétese como Maple prefiere utilizar £ en vez
de 2%

Para la integral definida, se especifica el intervalo de valores de la variable de integracién utilizando
dos puntos entre los extremos, como sigue:

> int (2 x*sqrt(1+4x), x=0..Pi) ;
-2+ /) + 2 /T +#F+ @+ /1+49
21n(2)

Si se desea una aproximacién decimal a esta respuesta exacta, se puede pedir a Maple que eva-
lje el dltimo resultado como un niimero en punto flotante:

> evalf(%) ;
56.955 421 55

Observacion Maple proporciona por defecto una precisién de 10 digitos significativos para
sus nimeros en punto flotante a menos que se solicite una precisién diferente declarando otro
valor de la variable «Digits»:

> Digits := 20; evalf(Pi) ;
3.141 592 653 589 793 238 5
Supongamos que le pedimos a Maple que calcule una integral que no podemas resolver:

> int(exp(-x"2) ,x) ;

1
E \/J_'C erf (X}
Maple expresa la respuesta en términos de la fumciém de exvor definida como

erf(x}=ij‘xe'gdt

ﬁ 0
> Int(exp(—x'2), x=-infinity..infinity) = int(exp(-%2), x=-inf

r e Ndr=/n

Notese el uso del comando inerte de Maple «Int» en el miembro izquierdo para presentar en
pantalla simplemente el integrando sin realizar ningin tipo de evaluacién. El comando activo
«int» realiza la evaluacién.

Pero obsérvese que:
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Los programas de matemética por computador se pueden utilizar para integrar simbélica-
mente muchas funciones, pero se pueden recibir algunas sorpresas cuando se utilizan, y es posi-
ble que haya que realizar parte del trabajo para obtener una respuesta 1itil en el contexto del pro-
blema sobre el que se esta trabajando. Estos programas, y algunas de las calculadoras cientificas
més sofisticadas, son capaces de evaluar numéricamente integrales definidas con cualquier grado
de precisién deseada, aun cuando no se puedan obtener primitivas simbélicamente. En las Sec-
ciones 6.6-6.8 presentaremos técnicas de integracién numérica, pero debe notarse aqui que se
puede utilizar siempre el comando de Maple evalf (Int()) para obtener valores numéricos:

> evalf(Int(sin(cos(x}) ,x=0..1)} ;

738642998 0

Uso de tablas de integrales

Las tablas de integrales, como las que aparecen al final de este libro, pueden servir de ayuda en
el calculo de algunas integrales. Ademas de dar los valores de las integrales elementales més co-
munes que es conveniente recordar al estudiar calculo, proporcionan también integrales mucho
méas complicadas, especialmente aquellas que representan tipos estandar que surgen a menudo en
las aplicaciones. Es conveniente familiarizarse con los tipos principales en los que se clasifican
las integrales, Utilizar las tablas muchas veces requiere modificar la integral haciendo cambios
simples hasta que se llega a la forma de una de las integrales de la tabla.

14_5
ICZETEED utilice 1a tabla para calcular 7= Jﬂ d

Solucion [Esta integral no se parece a ninguna de las tablas, pero hay muchas integrales en dichas tablas

en las que aparece ,/& — ¥*. Podemos empezar por expresar la integral de esta forma con el cambio
£ = y, de forma que 2¢dt = du. Entonces,

1
15 [
2) /324
Esto no es todavia lo que queremos; hay que quitar el 2 que multiplica i bajo la ratz cuadrada. Una forma
de hacer esto es mediante el cambio de variable ,/2u = x, de forma que du= aﬁ’/ﬁ:

1 ¥
I= J dx
4 f2) 32
Ahora el denominador tiene la forma /& — & con a= /3. Observando la parte de la tabla (al final del
libro) donde aparecen integrales con ,/a° — ¥, encontramos la tercera, que dice que

¥ X & X
J.—ﬂdr=—§,saz—f+gsen E+C
Entonces,
1
7( g Xz+ SEH l\;g)"'cl

_gx/_i \3[ _IJ\E;JFCI
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Muchas integrales de la tabla son férmulas de reduccién (la integral aparece en ambos miembros
de la ecuacion). Se pueden usar en forma iterativa para simplificar integrales, como se hizo en
los ejemplos y ejercicios de la Seccién 6. 1.

1
i
chw—Lm&

Solucién La cuarta integral en la tabla de Miscelanea de Integrales Algebraicas dice que si n#1,
entonces

dy B 1 X ; 3 dx
| @A " 2201 ({afif)"“”ﬂ_ )J(a*if)”")

utilizando a =1y los signos +, tenemos que

[ dx 1 X 2 . dx

JoUF A" 2m—1) ({1+f)”“ g ) LW)
1 2n—3 (' dx

2n—1)  2m—1) L I+ B!

Por tanto,

1 301 4
I=_+_-|.—X

Ejercicios 6.4

. dx 6 ‘\I(X2+4)3d}f

1. Utilice Maple u otro programa de matematicas Q 3

por computador para comprobar algunas de las V-2 .
Integrales realizadas en los ejercicios de las Secciones . 2 - a4
5.6 y 6.1-6.3, asf como algunas de las integrales queno ¢ | 8 | ——
haya podido resolver. JEJSIE+5 JESBE=h

2. Utilice Maple u otro programa de matematicas g - -
por computador para calcular la integral que aparec 8 | ¥ (ny*dx 10. | Ye'dx
en el parrafo de apertura de esta secci6n, ’ v

3 Utilice Maple u otro programa de mateméticas O 44 i ) [Jex—X
por computador para volver a calcular la integral == ) * 8 i e i
del Ejemplo 1. )

4. Utllice Maple u otro programa de matemati O 1| % a [ %

ce Maple u otro programa eméticas — ——

por computador para volver a calcular la integral = J (JAx— A J (Jax— Xy

del Ejemplo 2.
15. Utilice Maple u otro programa de matematicas Q

Utilice las tablas de integrales como ayuda para calcular las por computador para calcular las integrales de los
integrales de los Ejercicios 5-14. Ejercicios 5-14.
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m Integrales impropias
Hasta este momento hemos considerado integrales definidas de la forma

b
I= J. f(x) dx
donde el integrando f es continuo en el intervalo cerrado y finito [a, b]. Como esa funcién esta
necesariamente acotada, la integral I es necesariamente un nimero finito. Si f es positiva, la in-
tegral corresponde al 4rea de una regiém acotada del plano, una regién contenida dentro de al-
giin disco de radio finito centrado en el origen. Este tipo de integrales se denominan integrales
propias. Ahora vamos a generalizar el concepto de integral definida para permitir dos posibilida-
des excluidas en la situacién descrita anteriormente:

(i) Podemos tener a= — oo 0 b= oo 0 ambas cosas,
(if) f puede ser no acotada cuando xtiende a a, a b 0 a ambos.

Las integrales que cumplen (i) se denominan imtegrales imypwopias de tipo I. Las integrales que
cumplen (ii) se denominan iniegrales impropias de tipo IL Ambos tipos de integrales impro-
pias corresponden (para f positiva) al 4rea de una regién del plano que «se extiende hasta el
infinito» en alguna direccién y, por tanto, es no acotada. Como veremos, estas integrales pueden
tener valores finitos o no tenerlos. Las ideas necesarias se presentan mejor con algunos ejemplos.

Integrales impropias de tipo |

Calcule el 4rea de la regién A que est4 por debajo de la curva y = 1/, por encima del eje
xy aladerecha de larecta x = 1 (véase la Figura 6.8(a)).

Solucion Calcularemos el 4rea mediante la integral

B dy
A=J.l ?

que es una integral impropia de tipo I, ya que su intervalo de integracién es infinito. No es inmediatamente
obvio que el 4rea sea finita. La region tiene una cola infinitamente larga a lo largo del eje x. pero el valor
de la funcién en la cola se hace infinitamente pequefio a medida que x tiende a co. Para calcular esta inte-
gral impropia, la interpretaremos como un limite de integrales propias en intervalos [1, ] cuando £ — oo
(véase la Figura 6.8(b)).

“ dy £ dy 1
A=J;?=£&L?'£ﬂ(fﬂf

1
ﬁﬂ(‘§+0-1

Figura 6.8

=
(a) A=JI  dx

_ 1
®) A= lim | dx

Koo
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Como en el limite existe (es finito), se dice que la integral impropia converge, La regién tiene un 4rea finita
de A =1 unidades al cuadrado.

Calcule el 4rea de la regién por debajo de y = 1/x, por encima de y = 0y a la derecha de
recta x= | (véase la Figura 6.9).

—. Figura 6.9 FEl érea sombreada en claro
! X s infinita,

Solucién El 4rea se expresa mediante la integral impropia
= dx © dy
A= — = lim J — = lim Inx

X R—on

R

= lim hkE= o

1 Koo

Se dice que esta integral impropia diverge a infinifo. Obsérvese que la region tiene una forma similar a la
regién bajo y= 1/¥, considerada en el ejemplo anterior, pero estd ligeramente por encima de ésta para
todas los valores de x > 1. Evidentemente, esto marca una gran diferencia, ya que en este ejemplo la regién
tiene drea infinifa, -

DEFINICION 1 Integrales impropias de tipo I

Si f es una funcién continua en el intervalo [a, oo), se define la integral impropia de f en
el intervalo [a, o0) como el limite de las integrales propias:

J.m (¥ dv= lim J'E f(x) dx

El R=on E]

De forma similar, si f es continua en el intervalo (—co, b], definimos

b b
J. f(x) dx= lim j f(x) dx

- o R—s=om |p

En cualquier caso, si el 1imite existe (es un nimero finito), se dice que la integral impropia
omverge. Si el limite no existe se dice que la integral impropia diverge Si el limite es oo
(0 — o) se dice que la integral impropia diverge a infimito (0 que diverge a menos infi-
mito).

La integral {*_ f(x) dxes, para f continua en la recta real, impropia de tipo I en ambos extre-
mos. La dividimos en dos integrales:

J‘w f(Hdx= j‘ﬂ f(x}drﬁ—J'm f(x) dx

- 00 - 00 [i]
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La integral de la izquierda converge si y sélo si ambas integrales de la derecha convergen.

2 1
Ejemplo 3 [CTENY

Solucién Por la simetria (par) del integrando (véase la Figura 6.10), tenemos que

© A de | [° _dx
o1+ 2 J_ 1+ oy 1+ 4

)

< [
- f=on u1+A’2

=2 lim tan'R=2 (E)= .
= oy 2

el uso de la simetria en este caso requiere alguna justificacién, En el momento en que la utilizamos ya sabia-

mos si cada una de las dos integrales resultantes era finita o infinita, Sin embargo, como ambas son positivas,

incluso si son infinitas, su suma seguira siendo el doble de una de ellas. Si una hubiera sido positiva y la otra

negativa, no podrfamos haber justificado que se cancelaran mutuamente sin demostrar previamente que su va-

lor es finito (oo + 0o = oo, pero oo — oo no esta definido), En cualquier caso, la integral dada converge a 7,

Figura 6.10

i

cosxdx= lim sen
0 K=o

Ejemplo 4 J msxdx=gjm
0 = 0

Este limite no existe (y no es ni oo ni — o), de forma que lo Gnico que podemos decir es que la integral
dada diverge (véase la Figura 6.11). Cuando K aumenta, la integral suma y resta alternativamente las 4reas
de las colinas y los valles, pero no tiende a ningiin limite {inico,

V= COSX

AN A . /N
NNV

Integrales impropias de tipo Il
DEFINICION 2 Integrales impropias de tipo II

Si f es continua en el intervalo (a, b), y posiblemente no acotada cerca de a, se define la
integral impropia

Figura 6.11 No tfodas las integrales impropias
divergentes divergen hacia oo 0 — 0. n

b b
J’ f(x) dx = ]im+J- f(x) dx
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De forma similar, si f es continua en el intervalo [a, b), y posiblemente no acotada cerca
de b, se define

b c
J flyy dx= ]ir? j f(%) dx
Estas integrales impropias pueden converger, divergir, divergir a infinito o divergir a me-
nos infinito.

Calcule el area de la region .S que esta por debajo de y= 1;’\/}, por encima del eje x y
enfre x=0yx= 1

Solucién El 4rea A se expresa como

v A
A= | —=dx
L7

que es una integral impropia de tipo II, ya que el integrando no est4 acotado a medida que nos acercamos a
x=0, La regién S tiene una «cola» que tiende a infinito a lo largo del eje y, una asintota vertical del inte-
grando, como se muestra en la Figura 6,12, Como hicimos en el caso de integrales impropias de tipo I,
expresaremos estas integrales como limites de integrales propias:

1

A= lim x YVdy= lim 2x/?

=0+ c =04+

= lim (2-2/9 =2

c=0+4

[

La integral converge, y S tiene un 4rea finita de 2 unidades al cuadrado.

s I +  Figura 6.12 FEl é4rea sombreada es finita,

Aunque las integrales impropias de tipo I se reconocen siempre facilmente debido a los limites
de integracién infinitos, a veces no es tan sencillo reconocer las integrales impropias de tipo II.
Hay que estar atentos por si existen singularidades de los integrandos y especialmente puntos
donde haya asintotas verticales. Puede ser necesario descomponer una integral impropia en va-
rias integrales impropias si la integral original es impropia en los dos extremos del intervalo de
integracién, o en puntos del interior del intervalo de integracién. Por ejemplo,

Jl ]n|x1dx=J‘U ]n|x|air+rf2m|x1dr+r In|x] dx

-1./1—x -1./1—x 0 ./1—x 2.1 —x

Todas las integrales del miembro derecho son impropias con una singularidad en uno de los ex-
tremos del intervalo de integraci6n.




CAPITULO 6.

(ST TGN Calcule las siguientes integrales o demuestre que divergen:

ll 2 1 1
— d, — dx, In x d,
@) Lx (b) Lm Yy (© L i

Solucién
= | "1
(a) J —dr= lim —dyr= lim (Inl —Ilnc) = oo.
o X c=0+ | . X =0+
Esta integral diverge a infinito,
2 1 e 1
(b)J dy= | ————dx Seap=x—1
0./2x— X Jo /1 — (x— 1)
du = dx
=1 l
= duy
J -1 /1 —f
S |
=2 du simetria)
.I.ﬂJl—u2 for
% 1
=2 lim J dy
1= J o T —dF

=2 lim sen"uL=2 lim sen lc=n

c=1—

c=1—

Técnicas de integracion

407

Esta integral converge a n. Obsérvese cdmo se puede realizar un cambio de variable incluso antes de
expresar una integral impropia como limite de integrales propias.

=0+

1 1
{c) j Inxdx= lim J Inxdyx
] c

= lim (¥xInx— %

o=0+

1

i

=lim (0—1—-c¢lne+4g

o=+

Inc
=—14+0— lim —
o=0+ 1fC

l lfe
e L —(1/&)

—1— lim (-9 = -1

c=0+

La integral converge al valor —1,

(Véase el Ejemplo 2(a) de la Seccién 6.1
donde se calcula la integral indefinida),

i
<]
(por la Regla de L'Hipital)

+0=-1

El siguiente teorema resume el comportamiento de las integrales impropias de los tipos [ y II

para el caso de potencias de x.
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TEOREMA €)) Integrales p
510 < a < oo, entonces
b ar .
= converge a si p>
(a) Il x Pdx Bl
diverge a oo si p<g1
g al_‘P 1
b | xPd converge a - si p<
J 0O
diverge a oo si pz1

DEMOSTRACION Sdlo demostraremos el apartado (b). La demostracion del apartado
(a) es similar y se deja como ejercicio. Ademas, el caso de p= 1 del apartado (b} es simi-
lar al Ejemplo 6(a) visto anteriormente, por lo que sélo es necesario considerar los casos
p<lyp>1 Sip<1, tenemos entonces que

J. x Pdr= lim j x Pdx

o] c—+0+ c
' X-P+1 a
= lim
c=0+ —P+ 1|,

o A e S e

c]_l.‘.ﬁ‘l 1-p =1*p

yaque 1 — p>0, Si p> 1, entonces

J. x Pdyx= lim f x Pdx

0 =0+ &
X-P+1 a
c=0+ —p +1 &
=p=1 _ ,—(p—1)
c a
= lim = a0
=0+ p "_].

e

Las integrales del Teorema 2 se denominan imtegrales p Es muy ttil saber cudndo convergen o
divergen, cuando hay que decidir si una determinada integral impropia converge o no, y no es
posible calcular la correspondiente primitiva (véase la presentacién posterior sobre convergen-
cia). Notese que | x~dx no converge para ningin valor de p.

Observacion Si f es continua en el intervalo [a, b], de forma que | b f(x) dx es una integral
propia definida, entonces al tratar la integral como impropia se obtiene el mismo valor:

b b c
lim j flx) dx = J flx) dx= ]_llg] J f(x) dx
Cc—=a+ c a c=b= a

Esto justifica la definicién de integral definida de una funcién continua por tramos, que se pre-
sent6 en la Seccion 5.4, Para integrar una funcién definida en forma de funciones continuas dis-
tintas en intervalos distintos, simplemente se suman las integrales de las funciones constituyentes
en sus intervalos respectivos. Cualquiera de esas integrales puede ser propia o impropia. Todas
las que sean impropias deberdn converger, o en caso contrario la integral completa divergira.



CAPITULO 6. Técnicas de integracion 409

. 2 Jx s 0<x<1
SELTILI A Calcule L f2) d; slendo fm‘{x_1 st 1<x<2

Solucién La Figura 6,13 muestra la grafica de £, Tenemas que
Jqf{zfld.t' -l. J.(x—l]dx

G 1
[ e 1)

La primera integral del miembro derecho es impropia pero convergente (véase el Ejemplo 5 anterior), y la
segunda integral es propia.

(2, 1)

Figura 6.13

¥

Estimacioén de la convergencia y la divergencia

Cuando una integral impropia no se puede calcular utilizando el Teorema Fundamental del Calcu-
lo, debido a que no es posible obtener una primitiva, todavia es posible determinar si la integral
converge comparandola con integrales mas simples. El siguiente teorema es fundamental para
ver como.

TEOREMA €)) Un tearema para comparacion de integrales

Sea — oo < a< b < oo, y supongamos que las funciones f y g son continuas en el interva-
lo (a b) y cumplen que 0 < f(x) < g(x). Si j g(x) dx converge, entonces también converge

2 oy o e
j f(,ﬂdxéj 2(x) dx

a

De forma equivalente, si % £(x) dx diverge a oo, también lo hace {5 g(x) dx

DEMOSTRACION Como los dos integrandos son no negativos, sélo existen dos posibi-
lidades para cada integral: puede converger a un niimero no negativo o divergir a co. Como
f(x) < g(x) en el intervalo (a, b), aplicando el Teorema 3(e) de la Seccién 5.4, se deduce
que si @ < r< s < b, entonces

J’S (0 dx < j gln) dx

El teorema se demuestra ahora facilmente tomando limites cuando r— a+ y s— b—.

]
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(S TGN Demuestre que J e~ * dx converge, y calcule una cota superior de su valor de conver-

0
gencia,

Solucion No sabemos integrar e, pero sf sabemos integrar e~ * Podriamos pensar en utilizar la ine-
cuacion e~ < e~ pero sélo es valida para x > 1 (véase la Figura 6,14). Por tanto, dividiremos la integral
en dos partes,

En el intervalo [0, 1], tenemos que 0 < e~* < 1, por lo que

1 1

O{J. e‘*‘a‘xéJ' de=1
0 0

En el intervalo [1, o0) tenemos que ¥ = x, porloque —¥ < —xy 0 < e * < e™* Entonces,

o0 i o0 ., E—x.’i:’

0< e drg e “dy= lim —

1 1 RBasw —1

1
1 1 1
-EE“;(;‘?)-;

Por tanto, J e~ * dx converge a un valor no mayor que 1+ (1/e).

Figura 6.14 Comparaciénde ey e~ *.

No hay que olvidar que la integral anterior es, de hecho, igual a § /=, aunque no podemos de-
mostrarlo por ahora (véase la Seccién 14.4),

Para valores grandes y pequefios de x, muchos integrandos se comportan aproximadamente
como potencias de x. En ese caso, se pueden comparar con integrales p.

“ dx

Determine si L mcmwerge.

Solucién La integral es impropia de los dos tipas, por lo que escribimos
R - = g
.L .fx+f_Iu.fx+f+J: Jx+xe

En el intervalo (0, 1], tenemos que /x+ X > \/}, por lo que

=4+ 5

1
d
Lh<| —==2 {por el Tearema 2)
1 Jﬂ J;' POT
En el intervalo [1, o0), tenemos que \/x+ X > JF por lo que
L < J x ¥ d¢=2  (por el Teorema 2)
1

Por consigulente, la integral dada converge, y su valor es menor que 4.
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Ejercicios 6.5

En los Ejercicios 1-22, calcule las integrales dadas o En los Ejercicios 30-41, indique si las integrales dadas

demuestre que divergen.

convergen o divergen, y justifique sus respuestas.

mon 1 oo 1 oo A’E (oo dy
1 2 dx 30. ——dx 31
Jz (X—l)s 3(2‘!'-'_1:'2"fE Jo £+1 .ul+ﬁ
= il —1 df . Moo
—2x xdy
3 ue dx 4 BT 2. xxzf—l 33 e *dx
.1[ d*' % a dr N § N °
- ml
N I 6| 72 u | = s <
-1—1 ~': Jo ﬁ+f Joix+1
* ]_ i ]. T il ]
Jo(l—23 Jox /1 —x m.u L m,u 2
r2 dt' * a0 ot [t
9. % 18 | xe “dx . | — & 30 . cscxdy
4 0 ( Sen’ﬂ J 0 .ﬂl_msﬂ J — w2
11 1 dt, 12 a0 X i d’X e dr
i e 722 - a | o
Jo /X1 —3) Jo Je \/Elnx Jo xe*
1z [ = i [ mesa !
Jo (1 + 2577 ofin pGAr +42. Sablendo que [ e ¥ dr= 5 ﬁ calcule
1 [ s e | 2 T "
g 0T ], xinx (a) J e ¥de y (b) J Ke *dx
0 0
17. ¢ & 18 v . +43. Si f es continua en el intervalo [a, b], demuestre que
J1x/Inx Je x(In3 b b
oo X "0 e lim f{x]-:ix=-|. f(x) dx
19. ﬁf_ﬂ' 20 ﬁdx car Je o
J-wlt Joolt Sugerencia, Una funcién continua en un intervalo
LA = cerrado y finito estd acotada; existe una constante
21. e dx 22 ¢ dx pasitiva K tal que | f(3) | < K para todo x

23, Calcule el 4rea por debajo de y= 0, por encima de

¥ =Inxyaladerecha de larecta x= 0,

24 Calcule el 4rea por debajo de y= e™* por encima de

y=¢€ *yaladerecha de larecta x= 0.

25. Calcule el 4rea de la regién que esta por encima de la
recta y =0, a la derecha de la recta x= 1 y bajo la

4

curva y=

la derecha del eje y.

27. Demuestre el Teorema 2(a) calculando directamente las
integrales que aparecen,

2x+1 x+2

28. Calcule el 4rea de lare
de la graficade y= x~

gon

lana que esta por debajo
% por encima del eje xy a

28 Calcule ', (xsgny)/(x+ 2) dr. Recuerde que

sgnx = x/|x|.

29, Calcule [§ ¥sgn(x— 1) dx

perteneciente al intervalo [a, b]. Utilice ese hecho,

junto con los apartadas (d) y (f) del Teorema 3 de la
Seccién 5.4, para demostrar que

b b
lim (J f{xjdz—-I. mac.ez)=o

De forma similar, demuestre que

[

b
lim f&)dx=J £(x) dx

c—+b—

+44 (La femcién ganmmma) La funcién gamma I'(x) se
define mediante la integral impropia

Ty = J F=la=dt
0

(T es la letra griega gamma mayiscula).

(a) Demuestre que la integral converge para x> 0.

(b) Utilice infegracién por partes para demostrar que
I'(x + 1) = xT'(x) para x > 0.
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{c) Demuestre que I'(n+ 1) = nl paran=20, 1, 2, ... calculadoras cientificas (en particular, las
PR U | calculadoras HP), para obtener nl, utilizan
@ Sall:-iendo qe | b ¢ ldx = ﬁ CRIeStre U realmente la funcldpn gamma, en vez del factorial
rQ) =/ryTQ =3/ para enteros. Podemos probar s nuestra calculadora
En vista del apartado (c), I'(x+ 1) se representa a hace esto introduciendo 0.5!. Si se obtiene un
menudo por x|, vista como una extensién a valores mensaje de error, entonces es que nuestra
reales de la funcién factorial. Algunas calculadora no utiliza la funcién gamma,

m La Regla del Trapecio y la Regla del Punto Medio

En la mayoria de las aplicaciones de integraci6n, dentro y fuera del campo de las matematicas,
aparece la integral definida

b
I= j f(x) dx
Gracias al Teorema Fundamental del Célculo, se pueden calcular esas integrales definidas obte-
niendo primero una primitiva de f. Por eso hemos empleado un tiempo considerable en presentar
diversas técnicas de integracién. Sin embargo, hay dos obstaculos que pueden impedir el cdlculo
de una primitiva de £

(i) El calculo de una primitiva expresada por medio de funciones familiares puede ser imposi-
ble, o al menos muy dificil.

(i) A veces no se dispone de una férmula de f(x) en funcién de x. Por ejemplo, f(x} puede ser
una funcién desconocida cuyos valores en diversos puntos del intervalo [a, b] se han deter-
minado mediante medidas experimentales,

En las dos secciones que siguen vamos a considerar el problema de aproximar el valor de
una integral definida I conociendo sélo valores de f(x) en un nimero finito de puntos de interva-
lo [a b]. La obtenci6n de esta aproximacién se denomina imtegracién mamérica Se pueden uti-
lizar para ello sumas superiores e inferiores (o, de hecho, cualquier suma de Riemann), pero en
general, esto requiere realizar muchos célculos para obtener la misma precisién que los métodos
que se van a presentar, Desarrollaremos tres métodos para la evaluacién numérica de integrales:
la Regla del Trapecio, la Regla del Punto Medio y la Regla de Simpson (véase la Seccién 6.7).
Los tres métodos se pueden realizar de forma muy simple utilizando un pequefio computador o
calculadora cientifica, La amplia disponibilidad actual de esos dispositivos hace que la integra-
cién numérica sea una herramienta importante para el estudiante de matematicas. Algunas calcu-
ladoras avanzadas incorporan rutinas de integracién numérica.

Todas las técnicas que vamos a considerar requieren calcular los valores de f(x) en un con-
junto de puntos equiespaciados del intervalo [a, b]. El «coste» computacional requerido para de-
terminar el valor aproximado de una integral Jserd aproximadamente proporcional al nimero de
valores de la funcién que haya que calcular. Es decir, cuantas menos veces haya que evaluar la
funcién para calcular la integral deseada con un cierto grado de precisién, mejor sera la técnica.
El tiempo es oro, incluso en el mundo de los computadores.

La Regla del Trapecio

Supongamos que f(x) es continua en el intervalo [a, b] y subdividamos el intervalo [a, b] en n
subintervalos de la misma longitud & = (b — a)/n utilizando n+ 1 puntos.

x=a x=a+h x=a+2h ., x,ma+nh=05b
Supongamos que el valor de f(x) en cada uno de los puntos es conocido:
Yo=1fl), n=fx), p=fx, .. =)
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La Regla del Trapecio aproxima [% f(x) dx utilizando segmentos de rectas entre los puntos
(-1 Y- Y (; y), (1 <j< n), para fc:-rmar una aproximacién a la grafica de £, como se
muestra en la Figura 6.15, y suma las 4reas de los n trapecios resultantes, Un trapede es un
poligono de cuatro lados parecido a un rectdngulo pero con uno de sus lados inclinado. En nues-
tra presentacién, supondremos que f es positiva de forma que podamos hablar de «areas» sin
problemas, pero las férmulas resultantes se pueden aplicar a cualquier funcién continua £,

V=1

¥y2

»

h h A Figura 6.15 Hl drea por debajo

Jr

a=Xxp

—N

de y = f(x) se aproxima mediante

Xj X2 In—l x,=b la suma de las dreas de n rapecios.

Los vértices del primer trapecio son (x, 0), (%, ¥o), (x1, %) y (x1, 0). Los dos lados paralelos
son verticales y sus longitudes son y; y y;. La distancia perpendicular entre dichos lados es
h=x,— x,. El é&rea de ese trapecio es /1 veces el promedio de las longitudes de los lados paralelos:

Jot h
z 2

Esto se puede ver geométricamente considerando que el trapecio es una unién sin solapamiento

de un rectangulo y un tridngulo; véase la Figura 6.16. Utilizaremos el trapecio para aproximar la
integral de f en el primer subintervalo [xp, xi]:

X
j ) dx~ RN 2}'1

A

unidades al cuadrado

y = f(x)

YO
X1

b

A0

5 Figura 6.16 El rea del trapecio es yyi+ 3 (3o — y1) A =3 hiyo + y).

La integral de f en cualquier otro subintervalo se puede aproximar de la misma forma:

5 P+
J fdxem B2 (1<j<n
-1
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Se deduce entonces que la integral original /se puede aproximar mediante la suma de esas éreas

de trapecios:
b
+ -+ + el
j. f(X}dXﬁ_h(}!ﬂzylwfryl 2ﬁ+~y22}"3+”l+yn 12 yn)

a

1 1
=ﬁ(§}’b thtthT T Yo +§}fn)

DEFINICION 3 La Regla del Trapecio

La aproximacién | b f(x) dx mediante la Regla del Trapecio con n subintervalos, que de-
nominaremos 7T,, es

1 1
??;=f1(§}'n + W+ +}"3+*"+an-1+§}’5)

[lustraremos ahora la Regla del Trapecio utilizdndola para aproximar una integral cuyo valor ya
es conocido:

1
I=| —dvr=I2=0693 147 18...

1 X

Este valor, y los de todas las aproximaciones que se veran en esta seccién, se han calculado utili-
zando una calculadora cientifica. Utilizaremos la misma integral para ilustrar otros métodos de
aproximaci6n de integrales definidas que veremos posteriormente,

m Calcule las aproximaciones mediante la Regla del Trapecio T}, Tz y Ty ala integral

1
I=r—dx
l‘r

Solucion Para n= 4 tenemos que A= (2 — 1)/4 = 1/4; para n= 8 tenemos que /1 = 1/8 y para n= 18
tenemos que # = 1/16, Por tanto,

11 4 2 4 171
I":E E!:1)+g+§+?+5(E)]=0.59702381...
j’é=l_E(1)+§+E+£+E+£+E+E+E(&)]
812 9 5 11 3 13 7 15 2Z\2Z
[ § 8 8 8
=§ 4E+§+H+ﬁ+ﬁ]=0.69412185...
1 8 16 16 168 16 16 16 18
ﬂfﬁ[”*ﬁ*ﬁ*ﬁﬁ*ﬁ*ﬁ*ﬁ*ﬁ]

= (.693 391 20 ...

Nétese cémo los valores de la funcién utilizados para calcular T; se reutilizan en el célculo de Tg, y de
forma similar los valores calculados en T; s reutilizan en T Cuando se necesitan varias aproximaciones,
es muy (til doblar el niimero de subintervalas en cada nuevo célculo, de forma que se puedan reutilizar las
valores de f calculados previamente. -

Todas las aproximaciones mediante la Regla del Trapecio a I= [} (1/x) dx son mayores que el
verdadero valor de I Esto es porque la grafica de y = 1/x es convexa en el intervalo [1, 2] y, por
tanto, las partes superiores de los trapecios de la aproximaci6én estan por encima de la curva
(véase la Figura 6.17).
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Figura 6.17 Si la curva es convexa, las dreas de los trapecios son mayores
X que las dreas por debajo de la curva,

Se pueden calcular los errores exactos en las tres aproximaciones ya que sabemos que
I=In2 = 0.69314718... (definiremos siempre el error de aproximacién como el valor verdadero
menos el valor aproximado).

I—T,=0.693 147 18... — 0.697 023 81... = —0.003 876 63...
I—T3=0.693 147 18.., — 0.694 121 85... = —0.000 974 67...
I— Tig=0.693 147 18... — 0.694 391 20... = —0.000 244 02...

Obsérvese que el tamafio del error disminuye aproximadamente a la cuarta parte de su valor an-
terior cada vez que n se dobla. Posteriormente demostraremos que esto es lo que cabe esperar
para funciones «bien comportadas» como 1/x.

El Ejemplo 1 es algo artificial, en el sentido de que conocemos el valor real de la integral,
por lo que realmente no necesitamos la aproximacién. En las aplicaciones précticas de la integra-
cién numeérica no conoceremos el valor real. Una cosa que podemos hacer es calcular varias
aproximaciones para valores de n crecientes hasta que las dos aproximaciones mas recientes se
diferencien menos que una tolerancia de error preestablecida. Por ejemplo, podriamos decir que
In2 = 0.69... a partir de una comparacién de 7, y 7;, y una posterior comparacién de Tig y Ty
sugiere que el tercer decimal es probablemente 3: Ja 0.693... Aunque en general esta forma de
proceder no se puede justificar formalmente, se utiliza frecuentemente en la practica.

La Regla del Punto Medio

Una aproximacién algo mas simple j'ﬁ f(x) dx, basada en la particién del intervalo [a, b] en n
subintervalos iguales, forma una suma de Riemann de las 4reas de rectangulos cuyas alturas se
toman en los puntos medios de los n subintervalos (véase la Figura 6.18).
DEFINICION 4 La Regla del Punio Medio
Si h= (b~ a)/n, sea m;=a+ (j— hpara 1 <j<n La aproximacién a la integral
§4 £(x) dr mediante la Regla del Punto Medio, que se expresara como M, es

M,= W f(m) + f(my) + --- + f(m,)) = h Eﬂ: f(m)

J=1

m Mediante 1a Regla del Punto Medio, calcule las aproximaciones My y M a la integral
1
I= J . dx, y compare los errores reales con las obtenidos aplicando la Regla del Trapecio presentada an-
1
terlormente,
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y
v = f(x)
A
2
|
a
v | |
| |
= | | |
AN
|
[ | |
_..-—1/ /| : | : |
e | : ! : : : Figura 6.18 La aproximacion M,
| | : . : . | | a la integral [2 £(x) dx mediante
! j . : ! ! : : la Regla del Punto Medio es la suma
F | ' i : I | | de Riemann basada en las alturas
I I : | | | | | de la grafica de la funcién f
: 1 ' ' ' : : en los puntos medios de los
my s na my, X

subintervalos de la particién,

Solucién Para calcular M,, el intervalo [1, 2] se divide en cuatro subintervalos iguales:

B2 B e

Los puntos medios de estos intervalos son 9/8, 11/8, 13/8 y 15/8, respectivamente. Los puntos medios de
los intervalos para Mg se obtienen de forma similar. Las aproximaciones mediante la Regla del Punto Me-
dio son

M—l 8+8+8+8 = 0,691 219 89
1 4]e 11 13 15 :

%_1 1B+16+16+16+16+16+16+16 T —
8|17 19 21 23 25 27 20 31|

Los errores de esas aproximaciones son
I— M, = 0693 147 18.., — 0.891 219 89,., = 0,001 927 29..,
I— Mg = 0,693 147 18... — 0.892 660 55... = 0.000 486 83...

Estas errores son de signo contrario y aproximadamente de la mitad de tamafio que los errores correspon-
dientes de la Regla del Trapecio /— T, e ] — T La Figura 6.19 sugiere la razén de esto. El 4rea rectangu-
lar hf(m) es igual al 4rea del trapecio formado por la recta tangente a y = f(x) en (m;, f(m)). La regién
sombreada por encima de la curva es la parte del error de la Regla del Trapecio debida al j-ésimo subinter-
valo, El drea sombreada por debajo de la curva es el error correspondiente a la Regla del Punto Medio,

Figura 6.19 El error de la Regla del Punto Medio, correspondiente al area sombreada
en oscuro, tiene signo opuesto y aproximadamente la mitad del tamafio

hj2 del error de la Regla del Trapecio, correspondiente al drea sombreada

il

i 4 en claro,
|
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Un problema de la Regla del Punto Medio es que no podemos reutilizar los valores de f calcula-
dos para M, cuando calculamos M,,, Sin embargo, para calcular T,,se pueden utilizar los valo-
res de datos calculados para T, y M, Concretamente,

Ln=73 (T, + M)

Una buena estrategia para estos métodos, en la obtenci6n del valor de una integral 7 con un gra-
do de precisién deseado, es calcular sucesivamente:

I+ L, +
n ZM]; Mzﬂ! T:15= Zn ZMRH!

hasta que dos términos consecutivos se parezcan suficientemente. Si s6lo se desea una unica
aproximacion rapida, M, es una opcién mejor que T,

T, M, Bh,= Mo

Estimaciones del error

El teorema que sigue proporciona una cota del error en las aproximaciones mediante las Reglas
del Trapecio y del Punto Medio en funcién de la segunda derivada del integrando.

TEOREMA () Estimaciones del errar en ks Reglas del Trapecio y del Punio Meiio

Si f es una funcién con segunda derivada continua en el intervalo [a b] y cumple que
| £'(x)] < K en dicho intervalo, entonces

b K(b - Kb - a°
j“"“*‘“ e
& Kb - b- a*
jﬂf’&_""‘c’{“ (24E}E=KI241¥&}

siendo h = (b — a)/n. Nétese que estas cotas de error decrecen cuando n crece en funcién
del cuadrado de la longitud de los subintervalos.

DEMOSTRACION S6lo demostraremos la estimacién del error de la Regla del Trapecio
(la demostracién para el caso de la Regla del Punto Medio es mas sencilla, y el método se
sugiere en el Ejercicio 14 posterior). La recta que aproxima a y= f(x) en el primer subin-
tervalo [x, x])=[a a+ h pasa por los puntos (%, y) y (x1, y1). Su ecuacién es
y=A+ Blx — x), siendo

g=t" o _N" )
Xl_'xﬂ _h

A=y ¥y

Sea la funcién g(x) la distancia vertical entre la grafica de f y esta recta:
g =) — A - Blx - x)

Como la integral de A+ Blx — xp) en el intervalo [x;, x;] es el 4rea del primer trapecio,
que es h(y + 31)/2 (véase la Figura 6.20), la integral de g(x) en el intervalo [x, x] es el
error en la aproximacion de | w f(x) dx mediante el area del trapecio:

r AR dx— p R TA r 20 dx
A

- 2
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y= f(x)

¥ = A+ B(x —xp)
¥o '

Figura 6.20

X0 X xi

g es dos veces diferenciable, y g'(x) = '(x). Ademas, glxy) = glx,)

= 0. Dos integraciones

por partes (véase el Ejrcicio 36 de la Seccién 6.1) permiten demostrar que

Xy

J (X—A%}(n—»\’}f"(x}dr:J (= x) (g — 28" (x) dx
X

= -2 J.n 2lx) dx

Aplicando la desigualdad del tridngulo para integrales definidas (Teorema 3(f) de la Sec-

cién 5.4),

R

Se puede aplicar una estimacién similar en cada subintervalo [x;_,

to,

a

yaque nh=b— a

b
j fHde—T,

j W de— P TH }’1| H (= ) — 2| £ | e

%EJ‘ (- + (g + x)x — x) dr
K K
=E(X1ﬁ-¥n}3=ﬁfis
x] (1 <j< n). Por tan-
- f(r f(x}dx~hx'7'l+xf)
J=1 | 2
i i Yi-1+ Y
< () de — h2=L 2
{_,a‘z:l ,L;l ("'} 2
LY
et 12
—

Tustraremos esta estimacién del error para las aproximaciones de los Ejemplos 1 y 2 anteriores,

1
IGEETEE] Obtenga cotas de los errores de T, Ty, Tig, M, y My para I= r ~ dx

1 X

Solucién Si f(x) = 1/x, entonces f(0) = —1/¥ y () =2/x. En el intervalo [1, 2] tenemos que
|£"(x)| < 2, por lo que podemoas tomar K = 2 en la estimacién. Entonces,

- T <

|F— My <

22— 1) 12—0{1104
12 4] 7

2(2 = 1)
(1) = 0.005 2...
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22 — 1) [1)?
— = =, =0,
=Tl <= (8) 0.002 6
I a2 12—00013
|- M| < P g) =0
22— 1) /12
—pa et ) wg
1~ Tl €= (16) 0.000 65

Los errores reales calculadas anteriormente son considerablemente menores que estas cotas, porque | (%) |
es mas pequefio de K = 2 en la mayor parte del intervalo [1, 2]. -

Observacion Las cotas de error generalmente no son tan sencillas de obtener como en el
Ejemplo 3. En particular, si no se conoce una férmula exacta de f(x) (como suele suceder si los
valores de f se obtienen de medidas experimentales), entonces no hay forma de calcular £’(x),
por lo que no se puede determinar K. E] Teorema 4 es de importancia mas tedrica que practica.
Demuestra que, dada una funcién f «bien comportada», el error de la Regla del Punto Medio es
aproximadamente 1a mitad que el error de la Regla del Trapecio y que tanto el error de la Regla
del Trapecio como el de 1a Regla del Punto Medio decreceran como 1/ cuando n crece. Utili-
zando la notacién O,

/5 T

Por supuesto, los errores reales no son iguales a las cotas del error, por lo que no disminuiran
exactamente a la cuarta parte cuando se dobla n.

I=Tn+0(l) e I=M,,+O(l) cuando n— oo

Ejercicios 6.6

En los Ejercicios 1-4, calcule las aproximaciones Ty, M,

¥
T3, Mz y Tis de las integrales dadas (utilice una calculadora 8
dentifica o una hoja de calculo). Calcule también el valor y = fx)
exacto de cada integral, y determine por tanto el error 7 /
exacto de cada aproximacién. Compare estos errores 6 /
exactos con las cotas del tamafio del error que proporciona \
el Teorema 4. 3 \
2 4 L
Li=| (1+Hdr |E= 3
Jo
2
2 /=] e "dx |
3.I=senxdx 1 2 3 4 5 6 7 8 9 x
J Figura 6.21
w1
4 I= A 6 Obtenga la mejor aproximacién que pueda mediante la
o1+2 I5= Regla del Punto Medio a la integral { 7(x) dx a partir

3 La Figura 6.21 muestra la gréfica de una funcién f en

de los datos de la Figura 6,21,

el intervalo [1, 9]. Utilizando los valores de la grafica, 7. El mapa de una regién se dibuja en la rejilla que
calcule las estimaciones T, y Tj de la integral muestra la Figura 6,22, donde una unidad en direccién
{1 () dx mediante la Regla del Trapecio. vertical u horizontal representa una distancia de 10 km,
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Utilice la Regla del Trapecio para obtener dos
estimaciones del 4rea de la region.

10. Calcule las aproximaciones Mg y Tyq para =
f§ e ¥ dx. Obtenga un valor de la integral con |58
tantos decimales como crea que estdn justificados.

P _"“\\ 11. Repita el Ejercicio 10 para [F* %dx =

// (suponga que el integrando es 1 en x = 0).

12 Calcule el error real en la aproximacién [§ ¥ dx= T, y

utilicelo para demostrar que la constante 12 en la

estimacion del Teorema 4 no se puede mejorar, Es
\ decir, demuestre que el valor absoluto del error real es

oW o Lh o wd Go

/ tan grande como el permitido por esa estimacién,

13. Repita el Ejercicio 12 para M.

*14 Demuestre la estimacién del error de la Regla del

1

Punto Medio en el Teorema 4 de la siguiente forma:
six; — %y =hy m es el punto medio de [x, x1],
Figura 6.22 utilice la estimacion del error mediante la
aproximacién por la tangente (Teorema 4 de la

2 3 4 5 6 7 8 g x

& Calcule una estimaciéon mediante la Regla del Punto Seccidn 3.5) para demostrar que
Medio de la regién del Ejercicio 7.

8 Calcule Ty, M, Tz, Mgy Ty para [§° £() dx, dada la
funcién f cuyos valores se presentan en la Tabla 1.

6.7

K
| £ — flm) — £ (m)(x — m)| < 5 (= m)*

Tabla 1. Utilice exslta inecuacién para demostrar que

X f(x) X e J f(x) dx — flm,) b
0.0 1.4142 0.1 14124 = "
0.2 1.4071 0.3 1.3983 - s s =
ff iam 03 e L () — £m) — £ (my)(x — m) dx
06 1.3510 0.7 1.3285
08 13026 09 12734 o g

1.0 1.2411 1.1 1.2057 24

}i }é;ﬁ }g iégig Complete la demostracién de la misma forma que la
18 09853 ' : de la estimaci6n de la Regla del Trapecio en el

La Regla de Simpson

Teorema 4,

La aproximacién mediante la Regla del Trapecio a la integral [% f(x) dx surge de aproximar la
grafica de la funcién f mediante segmentos de rectas entre parejas de puntos adyacentes de la
gréfica. Intuitivamente, podemos pensar que el resultado de la aproximacién serd mejor si apro-
ximamos la gréfica mediante curvas mas generales. Como las rectas son las gréficas de las fun-
ciones lineales, la siguiente generalizacién en la que podemos pensar es utilizar la clase de las
funciones cuadraticas, es decir, aproximarnos a la grafica mediante segmentos de parabolas, Fsta
es la idea bésica de la Regla de Simpson.

Supongamos que tenemos tres puntos del plano, cada uno de ellos perteneciente a una de tres
rectas equiespaciadas horizontalmente, por ejemplo, A unidades. Si escogemos la recta central
como eje y, entonces las coordenadas de los tres puntos podrian ser, por ejemplo, (— 4 y,),
(0, »9 y (A, yg), como se muestra en la Figura 6.23.

Las constantes A, By C se escogen de forma que la parébola y= A + Bx + C¥* pase por
esos puntos. Sustituyendo las coordenadas de los tres puntos en la ecuacién de la pardbola resulta
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y=A+ Bx+Cx?

Figura 6.23 Ajuste de una grafica cuadrética a tres puntos equiespaciados

h X horizontalmente,

o= A+ Bh+ Chf

Tenemos ahora que

A B e AP 2
j (A+Bx+Cf}dx=(Ax+§x2+§x3) =2A}:+§C'ff

—h

—h

1
= ﬁ(z}"u"'g 7 2J’M"'}’fa})

h
=3 (e + 4yp+ yo

Por tanto, el 4rea de la regién plana limitada por el arco de pardbola, el intervalo de longitud 24
en el eje x, y las rectas verticales izquierda y derecha es igual a (A/3) veces la suma de las altu-
ras de la regién en sus extremos izquierdo y derecho mas cuatro veces su altura en el centro (es-
to es independiente de la posicién del eje j).

Supongamos ahora que tenemos los mismos datos sobre f que los que son necesarios para
aplicar la Regla del Trapecio, es decir, que conocemos los valores y;= f(x) 0 < j<nenn+ 1
puntos equiespaciados

Xx=a x=a+h x=a+2h .., x,=a+nh=0b

siendo h= (b — a)/n Podemos aproximar la grafica de f utilizando parefas de subintervalos
[%; 1, x], mediante segmentos parabdlicos, y utilizar las integrales de los correspondientes seg-
mentos cuadraticos para aproximar la integral de f en esos subintervalos. Como necesitamos uti-
lizar dos intervalos a la vez, hay que suponer que n es par. Utilizando la integral del segmento
parabélico calculada anteriormente, tenemos que

o B

fWdx=x< (o + 4y + )
o AQ 3
x )
fde~z e+ 4ys+ 5

o AP

™Xp

h
.ﬁ:X} dXﬁg (Yn-z + 4.}":1—1 +}"n]

o Ap-2

Sumando las n/2 aproximaciones, se obtiene la aproximacion a la integral j b f(x) dx mediante la
Regla de Simpson.
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DEFINICION 5 La Regla de Simpson

La aproximacién a la integral % f(x) dr mediante la Regla de Simpsom basada en una
subdivisién del intervalo [a b] en un nimero par n de subintervalos de la misma longitud
h= (b — a)/nse denomina S, y es:

b
j. X dx= S,

a

h
=3 Gotdn+2pt+dn+t2u+ - +2y, +t4y, 1+ y)

h
= g (Z Ye'extremos™ + 4 Z y"i.mpares” ge Z_y"pares”)

Notese que la aproximacién S, mediante la Regla de Simpson no requiere més datos que la apro-
ximacién mediante la Regla del Trapecio T, pero requiere el calculo de los valores de f(x) en
n+ 1 puntos equiespaciados. Sin embargo, la Regla de Simpson trata los datos de forma dife-
rente, ponderando los valores sucesivos con 1/3, 2/3 o 4/3, Como veremos, esto puede producir
aproximaciones mucho mejores al valor de la integral de f.

m Calcule las aproximaciones S, 5 y Sy ala integral /= r — dy, y compérelas con el va-
lor real /=In2 =0.693 147 18..., y con los valores de T, Tz y T4, obtenidos en el Ejemplo 1 de la Seccion 6.6.
Solucién Se calcula

S, : 1+ 4 . + 2 : + 4 - —I—1 0.693 253 97

1712 5 3 7|
1 1 8 B8 8 8

53'&[”5”(5*?@*%)

. 2 4+2+4 0.693 154 53
5 3 7/ "

G 16+1'B 16 16 16 16 16 16
17 19 21 23 25 27 29 31

+2 8+4+8+2+8+4+8 = 0.693 147 85
§ 5 e S 1B T C | &

Los errores son

I— 85 = 0893 147 18.., — 0.693 253 97... = —0,000 106 79
I— 5% =0693 147 18... — 0,693 154 53.., = —0.000 007 35
I— 55 =0893 147 18,,, — 0.893 147 85... = —0.000 000 47

Estos errores evidentemente son menores que los correspondientes errores para las Reglas del Trapecio y
del Punto Medio. -
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Observacion 1a Regla de Simpson S,, hace uso de los mismos 2n + 1 valores de datos que
usan conjuntamente T, y M, No es dificil verificar que

T, +2M, 2L, + M, AR, T
n 3 ' o 3 Y 'Sﬂ_ 3

La Figura 6.19 y el Teorema 4 de la Seccion 6.6 sugieren por qué la primera de esas férmulas
tendrfa que producir una aproximacién particularmente buena a I

La obtencién de una estimacién del error en la Regla de Simpson es més dificil que en la
Regla del Trapecio. El teorema que sigue plantea dicha estimacién del error, pero no lo demos-
traremos. Se puede buscar una demostracién en los textos de anélisis numérico.

TEOREMA () Estimacin de emor en Ia Regla de Simpson

Si f es una funcién cuya cuarta derivada es continua en el intervalo [a, D], y que cumple
| f¥(x)| € K en dicho intervalo, entonces

¢ K(b - K(b - a°
L it s (1303}E= (130;:}
siendo h= (b — a)/n.
—

Obsérvese que, cuando n crece, el error disminuye como la cuarta potencia de A y, por tanto,
como 1/rf. Utilizando 1a notacién O, tenemos que
b
1
J f(x}dx=5,,+0(;) cuando n— oo

Esto da cuenta del hecho de que S, es una aproximacién mucho mejor que T, siempre que / sea
pequefio y | f(x)| no sea excesivamente grande comparado con |f'(x)|. Nétese también que
para cualquier n (par), S, da el valor exacto de la integral de cualquier funcién ciibica
f() = A+ Bx+ C¥¢ + D%, f(x) =0, idénticamente para £ por lo que podemos tomar
K =0 en la estimacién del error.

m Obtenga cotas para los valares absolutos de los errores en las aproximaciones del Ejemplo 1.
Solucion Si f(x) = 1/x, entonces
2

1 B 24
fW=-5 f@=5 MFO=-5 M=7

Claramente, |F*(x)| < 24 en el intervalo [1, 2], de forma que en la estimacién del Teorema 5 podemos
hacer K = 24, Tenemos que

24(2 — 1) /1\*
I-S,|<——= (=} ~0.000 52083
242 — 1) 1V}
== = =1 a=0.
|I— S| ~ (8) 0.000 032 55
Fp g2 1 Y 0.000 002 03
| 1o < 180 T e

Observe de nuevo que los errores reales estén perfectamente dentro de esos 1imites,
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Una funcién f satisface |f*(®]|<7 en el intervalo [1, 3], y toma los valores
£(1.0) = 0.1860, f(1.5) =0.9411, f(2.0) = 1.1550, f(2.5) = 1.4511 y f(3.0) = 1.2144, Calcule la mejor
aproximacién posible basada en la Regla de Simpson a la integral /= [} (%) dx basada en esos datos, Ob-
tenga una cota del tamafio del error, y especifique el minimo intervalo que pueda asegurar que contiene el
valor de 1.

Solucién Tomamos n= 4, de forma que & = (3 — 1)/4 = 0.5, y obtenemos

;=r £(x) dx
1

05
~ 5 == (0.1860 + 4(0.9411 + 1.4511) + 2(1,1550) + 1.2144)

= 2.2132
Como | f*(x) | < 7 en el intervalo [1, 3], tenemos que
73— 1)

-5, < (0.5)* < 0.0049

Por tanto, f debe cumplir
22132 — 00049 < f< 2.2132 + 0.0049 o 22083 << 22181

H
Ejercicios 6.7
En las Ejercicios 1-4, mediante la Regla de Simpson, & Verifique que S, = o+ 2M, = 2Ten + M"_ siendo T,
calcule las aproximaciones S, y Ss a las integrales dadas, 3 3
Compare sus resultados con las correspondientes y M, las correspondientes aproximaciones de las
aproximaciones basadas en la Regla del Trapecio obtenidas Reglas del Trapecio y del Punto Medio. Deduzca que
en los Ejercicios 1-4 de la Secci6n 6.8.
2 S = 4En — jrJ"J'
L= | 1+Dd [ ! 3
": 8 Calcule S, S3y Sy para la integral [3° AN dx =
2 i=| o B de la funcién f cuyos valores estdn tabulados =
Jo R en el Ejercicio 9 de la Secci6n 6.6.
3 /= il sen xdy 10. Calcule, mediante la Regla de Simpson, las —
Jo = aproximaciones S y Sy ala integral [§ e *dr. 22
T dy Obtenga el valor de la integral con el mimero de
47/=| — [& decimales que encuentre justificado tras comparar las
Joihs . dos aproximaciones.
& Calcule, mediante la Regla de Simpson, la AL Caleyle 6l error real 8nla a Y
proximacién [ ¥ dx = 5
aproximacién S a la integral del Ejercicio 5 de la y utilicelo para demostrar que la constante 180 de la
Seccidn 8.8 estimacién del Teorema 5 no se puede mejorar,

6. Calcule la mejor aproximacién que pueda mediante la
(1;'.:%1: siij;:pg%n al area de la regi6n del Ejercicio 7 aproximacion cuadrética, no restlta raro que
o proporcione un valor exacto en el caso de la integral

7. Utilice el Teorema 5 para obtener cotas de los o de A+ Bx + C¥, Resulta més raro que también sea
errores de las aproximaciones realizadas en los == exacta para una funcién ctibica. Verifique por
Ejercicios 2 y 3 anteriores. caleulo directo que fg ¥ dv = 5,

+12 Como la Regla de Simpson se basa en una
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m Otros aspectos de la integracion aproximada

Los métodos numéricos descritos en las Secciones 6.6 y 6.7 son adecuados para calcular valores
aproximados de integrales de la forma

b
I=I flx) dx

a

siendo [a, b] un intervalo finito y el integrando f una funcién «bien comportada» en el intervalo
[a, b]. En particular, [ debe ser una integral propia. Existen muchos otros métodos para tratar
este tipo de integrales, algunos de los cuales mencionaremos més adelante en esta seccién, Sin
embargo, vamos a considerar en primer lugar qué se puede hacer si la funcién f no es «bien
comportada» en el intervalo [a, b]. Con esto queremos decir que, o bien la integral es impropia,
o bien f no tiene las suficientes derivadas continuas en el intervalo [a, b] para justificar los mé-
todos numéricos que deseamos utilizar.
Las ideas de esta seccion se presentan mejor utilizando ejemplos concretos.

1
IETEN (Como se puede calcular muméricamente la integral /= J Jxeran
0

Solucion Aunque / es una integral propia, cuyo integrando f(x) = ﬁ ¢ cumple que (%) — 0 cuando
x— 0+, los métodos numéricos no se comportan bien en este caso porque las derivadas de f no estan aco-
tadas cerca de 0. Este problema se puede remediar facilmente; basta con hacer el cambio de variable x = £
y escribir /en la forma

1
I=2J £ e dt
(1]

cuyo integrando g{ = £ ¢ tiene derivadas acotadas cerca de 0. Esta tltima integral se puede aproximar
eficientemente mediante los métodos de las Secciones 6.6 y 6.7. -

Aproximacion de integrales impropias

' cosx
m Indique cémo calcular numéricamente /= | —— dx

0 Jx
Solucion La integral es impropia pero convergente, porque en el intervalo [0, 1],

COS X

1 L dy
war Ry o

0=

cos X
Sin embargo, como lim,_,g4+ —~ = o0, no podemos aplicar directamente ninguna de las técnicas desarro-
X

lladas en las Secciones 6.6 y 8.7 (y, es infinito). El cambio x = # elimina esta dificultad:

1 !2 1
1=J ﬂzmhz_l. cos £ di
o & 0

La tltima integral no es impropia y es bien comportada. Se pueden aplicar las técnicas numéricas que co-
nocemos para calcularla, -
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0 d
m Indique cémo calcular por métodos numéricos la integral /= _—
ta 4 = L J2+ X+ 4

Solucién En este caso la integral es impropia de tipo I. El intervalo de integracién es infinito, Aunque
no hay singularidad en x = 0, resulta de utilidad dividir la integral en dos partes:

d dx = dy
I= +
L./z+f+4“ J; J2+F+

I, es propia. En £ se hace el cambio de variable x = 1/&

E_J. dt _J'l dt
0 ,’2+%+% 0. /2 +F+1

Este integral también es propia, Si se desea, se pueden volver a combinar /; y £ en una sola integral antes
de aplicar los métodos numéricos:

=5 +5

' 1 1
I= + dx
Ju(J2+f+f \/zx‘+f+1) =

El Ejemplo 3 sugiere que cuando una integral se toma en un intervalo infinito, se puede hacer un
cambio de variable para transformar la integral a un intervalo finito.

Uso de la formula de Taylor

La Férmula de Taylor (véase la Seccién 4.8) puede ser algunas veces de utilidad en el calculo de
integrales. Veamos un ejemplo.

SEIGTI Ll Utilice la Férmula de Taylor de (x) = ¥, obtenida en la Seccién 4.8, para calcular la in-
tegral [ €" dx con un error menor que 104,

Solucién En el Ejemplo 4 de la Secci6n 4.8 demoastramos que
¥ P 2
flx = e”—1+x+l+ + - +ﬂ—!+E,,(x)
slendo
e
(n+ 1)l
para algin X entre 0 y x S1 0 < x< 1, entonces 0 éXgl,porloquee’(geﬂ,,S.Portanto,

+1

EX =

3 +1
IEn(ﬂls(ﬂH]!x"

Sustituyamos ahora x por ¥ en la formula de & e Jntegtemos desde 0 hasta 1:

J.e"r_ix' J(1+f+ v r)dx+J ) d

'1+§+5xm+" En+ﬂl J ) dx
Se desea que el error sea menor de 10~*, por lo que estimaremos el término de resto:
1

E(x) dx| <
]

3 3
(m+1) - —4
(n+1)!_[nf ErnenT s
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suponiendo que (2n+ 3)(n+ 1)l > 30 000, Como 13 x 6] = 9360 y 15 x 7| = 75600, se necesita que
n= 86, Por tanto,

1 i 1 i, 1 i 1 i I
Ex 2l T7Tx3 9x4] 11 x50 13 x 8l

1
1
J.ef‘&dxm1+—+
U 3

= 1,462 684

con error menor que 10,

Integracion de Romberg

Utilizando la Férmula de Taylor, es posible verificar que para una funcién f con derivadas con-
tinuas hasta de orden 2m + 2 en el intervalo [a, b], el error E,= I — T, en la aproximacién de la
Regla del Trapecio T, a la integral 1= [% f() dx cumple

o i B Sy oof-L
En_f E]_IIQ+II4+HE+.“+HZIH+O( m+2)

donde la constante C; depende de la derivada de orden 2jde f. Es posible utilizar esta férmula
para obtener aproximaciones de orden superior a la integral [ a partir de las aproximaciones de
la Regla del Trapecio. Esta técnica se conoce por el nombre de imtegraciém de Romberg o
exirapolacién de Richardson

Para empezar, supongamos que hemos calculado aproximaciones mediante la Regla del Tra-
pecio para valores de nque son potencias de 2: n= 1, 2, 4, 8, ... De acuerdo con esto, definamos

Tg:iréh Portanto, Tg:Tll T?=T2= Tg:rl:"'

Utilizando la férmula para T, = I — Ej presentada anteriormente, podemaos escribir

G & G 1
T’E:f—?}:—‘i—ﬁ—”.—d-—m*i'(j(m) (CUaDdO_k—rCO}
De forma similar, sustituyendo & por & + 1, se obtiene
Cl Cz Cm ]-
Ti=I-gmi— e~ e+ O(W)

Si multiplicamos la férmula de T3, , por 4 y restamos la férmula de 7%, los términos donde apa-
rece C; se anulan, El primer término de la derecha sera 4/ — = 31 y por tanto podemos dividir
por 3 y definir T}, como el resultado. Entonces, cuando k — oo, tenemaos

1 _4T2+1 - TE_ c‘é C% Gm ( 1 )
4

Tii=— g~ gt O\ o

Los C; son nuevas constantes, A menos que estas constantes sean mucho mayores que las ante-
riores, T, ; debe ser una mejor aproximacién de Ique T%, ;, ya que hemos eliminado el término
de error de menor orden (y, por tanto, el mayor), C,/4**!, De hecho, el Ejercicio 8 de la Seccién
6.7 demuestra que Ty, = Sy, en la aproximacién de la Regla de Simpson basada en 25! sub-
intervalos.

Podemos continuar el proceso de eliminar términos de error que hemos comenzado. Susti-
tuyendo k + 1 por k + 2 en la expresi6én de T}, , se obtiene

; Ca 1
Tilr+2 == 42(%-1; - 43{%-1) A 4G+ 1) T 0(4{m+1)&+1))
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Para eliminar C} se puede multiplicar la segunda férmula por 16, restar la primera férmula y di-
vidir por 15. Denominando el resultado 7%, tenemos, cuando & — oo,

T2 _]BTllr+2_T11i’+l_ Cg &5 ( 1 )
k+2 -

15 —gE T gt O g

Podemos seguir procediendo de esta forma, eliminando un término de error tras otro. En general,
para j<my k= 0:

. MBI - B Gl Cha 1
B 01 =f‘4u"-’7:m""‘4—m+o(m)

La notacién O se refiere a k— oo para j fijo. Todo esto parece muy complicado, pero no es difi-
cil de realizar en la practica, especialmente con la ayuda de una hoja de célculo. Sea &;= T
denominada aproximacién de Romberg a I Se calculan los valores del esquema siguiente en
orden de izquierda a derecha y de arriba abajo en cada columna:
Esquema para calcular aproximaciones de Roamberg
h=f=k — T?TT: — TETE — T
i=S=F ;=5 T3

:
! |
=5 i

El proceso se detiene cuando 7'y £ se diferencian menos que un error aceptable, y £ se de-
nomina la aproximacién de Romberg a la integral {5 £(x) dx.

La fila superior del esquemna estd compuesta por las aproximaciones de la Regla del Trapecio
T, I, Ty, T, ... Los elementos de las filas siguientes se calculan mediante las férmulas:

Féarmulas para calcular Ias aproximaciones de Romberg

T8 — Tt 470 — 79 472 — 79
g Y 0 E 1 w3 2
Tl_ 3 T; 3 T3 3
_lﬁTé—T{ _16T§—T},
Tg_T TE_T"'
64T — T2
T3 = 63
. ATt Tl
En general, si 1 €j < k entonces T, = L. 1*1

Cada nuevo elemento se puede calcular a partir de los elementos que estdn encima y a la iz-
quierda de aquél.
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2
IEEEEER Calcule las aproximaciones de Romberg Ry, Ry, Ry, Ry y By ala integral [= J i dx,
1

Solucién Realizaremos todos los céleulos con ocho cifras decimales, Como tenemos que calcular Ry, ne-
cesitamos obtener todos los elementos de las cinco primeras columnas del esquema. En primer lugar calcu-
laremos las dos primeras aproximaciones mediante la Regla del Trapecio:

11
B Tl T,=E+E=0.75000000

111 2 1M1
T?-?;-E[E{n+§+E(E)]-u.?0833333

Las restantes aproximaciones mediante la Regla de Trapecio requeridas se calcularon en el Ejemplo 1 de la
Seccién 6.6, por lo que sélo las recordaremos a continuacion:

70 = T, = 0.697 023 81
0= T, = 0694 121 85
79 = T = 0.693 391 20
Calcularemas ahora las columnas hacia abajo y de izquierda a derecha, Para la segunda columna:

170 - 13
R=S5S=T=—"1"9-0804444 44
la tercera columna:
AT? - 1)
S=T1 =%=0.6932539?
18673 — Ti
R= ?§=—215 L = 0,693 174 60
la cuarta columna:
4703 —
Sp=Ti= 33 % = 0,693 154 53
18T, — T3
7E = % = 0,693 147 90
6475 — T:
R=T8=—"_"%_069314748
83
y la quinta columna:
ATS — 19
Se=Th =%=0.693 147 85
87— 71
7% =%=0.393 147 19
BATE — TE
75 =———2=0693 147 18
83
2565 — T8
R = Tﬁ=#=a693 147 18

Como T3 y R, coinciden hasta el octavo decimal que estamos calculando, podemos decir que

2
dx
I=J ; = ]I]2 HD.BQB 147 18...
1
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Las diversas aproximaciones calculadas anteriormente sugieren que para cualquier valor dado de
n= 2% la aproximacién de Romberg R, deberia producir el mejor valor posible para la integral
basédndose en los n + 1 valores de datos ¥, ¥, ..., ¥, Esto s6lo es clerto si las derivadas 1 (x)
no crecen demasiado répido cuando n aumenta.

Otros métodos

Como hemos descrito, los métodos del Trapecio, del Punto Medio, de Simpson y de Romberg se
basan en utilizar subdivisiones iguales del intervalo [a, b]. Existen otros métodos que no requie-
ren esta restriccién, En particular, las aproximaciomes gamssiamas seleccionan los puntos de
evaluacién y sus ponderaciones de forma 6ptima, de manera que proporcionan los resultados
més precisos para funciones «bien comportadas». Véanse los Ejercicios 11-13 posteriores., Para
aprender més sobre este método se pueden consultar los textos de analisis numérico.

Finalmente, hay que indicar que incluso cuando se aplica uno de los métodos de las Seccio-
nes 6.6 y 6.7, puede ser de utilidad dividir la integral en dos 0 més integrales en intervalos mas
pequefios, y utilizar diferentes longitudes h de subintervalos en cada una de las diferentes inte-
grales. Por ejemplo, se pueden evaluar mas puntos del integrando en aquellos intervalos donde
su grafica cambie de direccién errdticamente y menos puntos en aquellos intervalos donde la
grafica tenga un comportamiento mejor.

Ejercicios 6.8

Exprese las integrales de los Ejercicios 1-6 de forma que se

1
10. Recuerde que [ e ¥ dy = = /. Combine este =5

puedan aplicar adecuadamente métodos numéricos para ES

aproximar su valor.
1 dx G

ol R B e =™
3 5 ) dx 4 [
_—lm _1f+\/;?+1
< w2 gy . o g
Jo Jenx Jo L1

7. Caleule T, T, Ty y Tig para la integral [ \/}dx
y obtenga los errores reales en estas aproximaciones.
¢Disminuyen los errares como 1/ cuando n aece?

¢ Por qué?
8 Transforme la integral /= [ e * drutilizando =2

el cambio x = 1/ty calcule las aproximaciones ~ 5&
mediante la Regla de Simpson S;, S y S para la

integral resultante (cuyo integrando tiene como limite 0
cuando ¢ — 0+). Obtenga el valor de [ con la precisién

que piense que estd justificada. ;Convergen las
aproximaciones tan répido como podria esperarse?
¢;Podria pensar en una razon para que no lo hagan?

9. Calcule 7= [§ e * dx por el método de la —
Férmula de Taylor del Ejemplo 4, con una cota 58
de error de 107",

hecho con el resultado del Ejercicio 9 para calcular
I= J e~ dx con una precisién de tres decimales.
1

11. (Apreximacién ganssiana) Calcule las constantes A y

u, con yentre 0 y 1, tales que

1
.[-: fde=Af(—u +Af)

se cumpla para todo polinomio ciibico
f(x) = ax® + b¥* + cx+ d Para una funcién general
f(x) definida en el intervalo [—1, 1], la aproximacién

1
J fRde~m Af(—0) + AW
-1

se denomina aproximacicdn gaussiana,

12. Utilice el método del Ejercicio 11 para aproximar
las integrales de (a) ¥, (b) cosxy (c) €% enel
intervalo [—1, 1] y calcule el error de cada
aproximacion.

1% (Otra gassiana) Calcule las constantes
A, By uentre 0 y 1 tales que

1
J fx)dx= Af(—u) + Bf(0) + Af(u)
—1

se cumpla para todo polinomio de quinto grado
fW=a’+bd+ e +d+ex+f
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14 Utilice la aproximacién gaussiana = +17. I_.a aproximacién de Romberg R, a la integral
1 e j' (%) dx requiere cinco valores de f, yp = f(d),
J f(Hdv= Af(—1) + Bf(0) + Af(d) n=~Ffla+h, ..y =f(x+ 4h) = (b, slendo
-1 h = (b— a)/4. Escriba la férmula de &, en funcién de
donde A, By u se determinan como en el Ejercicio 13. esos cinco valores.
para obtener aproximaciones a las integrales de (a) ¥, 38 Explique por qué el cambio de variable x= 1/¢no es
(b) cosxy (c) € en el intervalo [—1, 1] y calcule el ® cany
error de cada aproximacién, adecuado para transformar la integral 15 2 dy
15. Calcule las suficientes aproximaciones de = en una forma en la que se puedan aplicar métodos
Romberg Ry, Ry, B, ... de la integral = numéricos, Intente desarrollar un método mediante el
1 cual esta integral se pueda aproximar con cualquier
J. e ¥ dx grado deseado de exactitud.
0
para confiar razonablemente en que se ha obtenido la  +18 Si f(x) = — para x#0y f({0) = 1, demuestre que
icteﬂ e-::sorrectamente con una precisitn de seis cifras '(x) tiene el limite finito cuando x— 0. Par tanto, '
' estd acotada en intervalos finitos [0, ] y las
16. Utilice los valores de f(x) dados en la tabla que [ aproximaciones mediante la Regla del Trapecio T, a
acompana al Ejercicio 9 de la Seccién 6,6 para |88 L 5enx
calcular las aproximaciones de Romberg B, B, y B, a la integral 3 B dx convergen con la adecuada
la integral i rapidez cuando n arece, Las derivadas de orden
' (9) di superior también estdn acotadas (la Férmula de Taylor
es Util para demostrar esto), por lo que la Regla de

Simpson y otras aproximaciones de orden superior

de ese ejercicio. también se pueden utilizar de forma efectiva.

Repaso del capitulo

Ideas clave . aCMrmmhaﬁcaﬂegaﬁh
mmnérica
¢ ;Qué significan los signientes términos y frases?
< Integracién por partes Resumen de las técnicas
¢ Férmula de reduccién de integracion

© Sustitucion inversa Algunas veces los estudiantes tienen dificultades para
< Funcién racional decidir qué método hay que utilizar para calcular una

integral dada. Muchas veces no existe un tnico método que
2 Metnchuds desrompostin en: Rasclones Soiples sea suficiente para obtener la solucién completa, pero al

< Programa de matematicas por computador wsar un determinado método se puede llegar a una integral

o Tntegral impropia de tipo I diferente, y posiblemente méds simple, que se puede tratar a
su vez con otros métodos. Presentamos a continuaci6n
< Integral impropia de tipo II

algunos consejos:
< Integral p
1. Primero, y siempre, hay que estar atentos a los cambios

< Regla del Trapecio
¢ Regla del Punto Medio
< Regla de Simpson

. wmaﬁmm“ddmyh

. ;Cuﬂmdﬁﬁndnddmde
comparacién de integrales impropias?

que pueden simplificar la integral. Aun cuando dichos
cambios no resuelvan la integral completa, pueden
llevarnos a otras integrales a las que se puede aplicar
otro método,

2. Sien la integral aparece una expresién cuadrética
A¥ + Bx+ Ccon A# 0y B# 0, debe completarse el
cuadrado, Un cambio simple reduce a continuacién la
expresién cuadritica a una suma o diferencia de
cuadrados.
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3. Las integrales de productos de funciones trigonométricas
algunas veces se pueden calcular o simplificar mediante
el uso de las identidades trigonométricas adecuadas,
tales como:

sen®x+ cos®x=1

sec?x=1+ tan’x
esclx=1+cot’x
Sen xcos x = 3 sen2x
sen”x= 1 (1 — cos 2x)
cos’ x= 1 (1 + cos 2x)

4, Las integrales en las que aparece (a° — ¥’)'/% se pueden
transformar utilizando x = asen@. Las integrales en las
que aparecen (& + ¥)'? 0 1/(& + %) se pueden
transformar utilizando x = atanf. Las integrales en las
que aparece (¥* — a?)'/% se pueden transformar
utilizando x = asec o x= acosh 6.

5. Utilice integracién por partes para funciones con la
forma de productos de polinomios y funciones
trascendentes, y para funciones trigonométricas inversas
y logaritmos. Esté atento para descubrir formas de
utilizar la integraci6n por partes para obtener férmulas
que transformen integrales complicadas en funcién de
integrales més simples.

6. Utilice descomposicién en fracciones simples para
integrar funciones racionales cuyos denominadores se
puedan descomponer en productas de factores reales
lineales y cuadréticos, Divida primero los polinomios, si
es necesario, para reducir la fraccién a una cuyo
numerador sea de grado inferior al del denominador,

7. Hay una tabla de integrales al final de este libro, Si no
puede resolver una integral directamente, intente utilizar
los métodos anteriores para transformarla en una de las
integrales de la tabla,

8. Si no se puede encontrar ninguna forma de calcular una
integral definida de la que se requiere un valor
numérico, considere ufilizar un computador o una
calculadora, y aplicar uno de los métodos numéricos
presentados en las Secciones 6.6-6.8.

Ejercicios de repaso sobre técnicas
de integracion

He aqui una oportunidad de adquirir mas préctica en el
cilculo de integrales. A diferencia de los ejercicios de las
Secciones 5.6 y 6,1-6.3, en los que se utiliza sélo la técnica
presentada en la secci6n, estos ejercicios estan ordenados
adeatoriamente de forma que hay que averiguar que técnicas
utilizar,

1 xdx xdx
"l 2x + 5x+ 2 (x—1)3
1/3
L} J.sensxcossxdx 4 %dx
X

" " 2dy
A —1
o
A 1 dx
" ¥ dx
(5x* — 2)%3
dx
i, (4 + x)°
18 | 251 + 4%dx
3
15 sen7x
cos’ x
17. | e *sen(2x) dx
19, | cos(31nx) dx
‘xIn(1 + %)
. 1+ ¥ o
¥
23 dx
J2— ¥
=1 "~ Fdx
J @dx+ 1o
27. | sen® (4x) dx
m [ =
J2a+é
- " sen’ xcos X
J 2 —senx
5 dx
21— ¥
o
35 dx
1— 44
- " ox+1 4
A [x
JE+1
22— 3
30, dx
J P —ox
41. | sen’ xcos® xdx
- i xdx
JabA2r—T1

JB B2

(¥ + x— 2)sen3xdx

X cos () dx

dyx

JZ+2x—15

(senx + cosx)? dx

Cos X

J 1 +sen’x

¥ dx

2% + 4x — 3
¥ + 5x
dx

Jad + x

sen® xcos® x dy

tan® xsec xdx

Xxsen de

dx

J ¥ —22+x

X3 dx

F+1
dx

X (Inx)?dx

e dx

o

e dy

10;!+2

dx

x4+ 2

¥dx
¥—1
2x—3
4—3x+ ¥




45 | ¥sen ! (2x) dx 46 ‘ﬁdx
o K X
47. | cos*xsen' xdy 48 x—Xdy
m' L
Y 50 | xtan—' Zae
J+9/x . 3
by f dx
el ey el 7
™~ 21 Ll
g ks g [l
1 X .
Eizdts [ oy — 2
il R
57, ‘M dx 58 7 d
.i 3+A’2 X _COSXX
~ -1 -
sen” (x/2) i
m.u (4_){2],’,20‘,2 60 utam (mx) dx
+ 1) dx
a, [Et0eE o [ M
JJ/E+Bx+10 J
a3, e 64 ot d
| F+ 2" J2F—3%
a [ % o | ¥
J LA J 2B £ A A VE
i "1+ x P i [ xdx
'_1+\/}X Jad + 44 +5
xdx ) dx
el Ll = e
A. | Atan lxdy 72 | e¥sec (" dy
= [ dx 8 " dx
J 4senx— 3cosx J 22—
g [ dx - i xdx
J tanx + senx J U3 —4x— 44
7E ﬁdx 78 1+ e*dx
J1+x J
. A 30 j e d
UAS—B *X COsSXdx

Otros ejercicios de repaso

1. Calcule /= | xée'cos xdxy J= | xe"senx dx
diferenciando e*({ax + b) cos x + (cx + d)senx) y
examinando los coeflcientes,
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2. ;Para qué nimeros reales res vélida la siguiente
férmula de reduccién (obtenida utilizando integracién

por partes)?
J X¥e *de= rJ X le*dx
0 0

Calcule las integrales de los Ejercicios 3-6 o demuestre
que divergen.

w2 o0 1
3 .I.u cscxdy 4 J: X_l_zsair
1 1
dy
5 xInxdx 6 _—
.I.n\[ J—ix.;l—f

7. Demuestre que la integral 7= |3 (1/(,/x€) dx
converge y que su valor satisface /< (2e + 1)/e.

8 Midiendo las 4reas encerradas por los contornos
de un mapa topografico, un geélogo determina las 22
4reas de seccion cruzada A (m?) de una colina de 80 m
de altura en varias alturas £ (m). Los resultados se

presentan en la Tabla 2.

Tabla 2.
h 0 10 20 30 40 50 60
A 10200 9200 8000 7100 4500 2400 100

Si se utiliza la Regla del Trapecio para estimar el
volumen de la colina (que es V= [§° A(H) dh), ;cual
serd el valor de la estimacién con una precisién de
1000 m*?

8. ;Cudl sera la estimacion del gedlogo del volumen
de la colina del Ejercicio 8 si se utiliza la Regla
de Simpson en vez de la Regla del Trapecio?

10. Calcule las aproximaciones mediante la Regla =
del Trapecio y la Regla del Punto Medio, T, y M,, 158
a la integral I = [§ /2 + sen(nx) dx Calcule sus
resultados con una precisién de 5 cifras decimales.
Calcule a continuaci6n el valor de [/ con tantas cifras
decimales como piense que estén justificadas por estas
aproximaciones,

11. Utilice los resultados del Ejercicio 10 para calcular
la aproximacién mediante la Regla del Trapecio T; 158
y la aproximacién mediante la Regla de Simpson S; a
la integral /de ese ejercicio, Obtenga el valor de /con
tantas cifras decimales como piense que estén
justificadas por estas aproximaciones,

12. Desarrolle un método para calcular numéricamente
I'= |3 £/ + X'+ 1) dx, y utilicelo para 55
calcular /con una precisién de 3 cifras decimales,
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13. Se desea aproximar la integral I = [§ f(x) dx de una
funcién desconocida f(x) y se miden los siguientes
valores de f:

Tabla &
X 0 1 2 3 4
flx) 0730 1.001 1332 1729 2.198

() ¢Qué son las aproximaciones T, y .S ala integral /
que se calculan utilizando estos datos?

(b) Se decide entonces tomar mds medidas para
calcular T3 y S;. Se obtiene T = 5.5095. ;Qué
valor se obtendrfa para S?

(c) Suponga que existen razones tedricas para pensar que
f(x) es un polinomio de grado 3. ;Son sus calculos
coherentes con esta teorfa? jPor qué o por qué no?

Problemas avanzados

+L (a) Algunas personas creen que n = 22/7. Demuestre
que esto no es asi probando que
X—4(1 — ‘t)“d 2z
iR g

(b) Si I'= [p x'(1 — 2" dx, demuestre que

(c) Calcule Iy determine un intervalo explicito de
pequeno tamano que contenga a .

2 (a) Obteng} una férmula de reduccién para la integral
)" dx.
(b) Demuestre que si 1 es un entero positivo, entonces

1 . N 21’..'1'{1]']
Jo 0=

(o) Uﬂ]ice‘? fdrmula de reducci6n para calcular
=)

3 (@) Demuestre que x‘ + ¥ + 1 se puede descomponer
en un pmducto de dos factores reales cuadraticos, y
calculej {x‘+x2+ 1) dx. Sugerencia:
A+¥+1= ( +1)2 — ¥,

(b) Utilice el mismo método para calcular
[ O&+ 1)/(4 + 1) d.

4 Seafmn=juf“ﬂnx
(@) Demuestre que I, , = (—1)" [ xe~ ™+ V*dy
v
n (m+ 1]n+l"

(b) Demuestre que I,
+& Sea [, = _[5 X"e ¥ dx,

(a) Demuestre que 0 < 1, ~=:
que lim,_, . I, =0

yaparﬂrdeaqui

7.

=8

(b) Demuestre que 1, n_l——paran:z-lef 1—%.
1.2 1
(c) Verifique por induccién que Iﬂ=ﬂl( == )
Ej—q] j!
(c) que

(d) Deduzca a partir de los apartados (a) y (c
i |
— e'
= = I

Si K es muy grande, /cudl de las aproximaciones Ty,
(Regla del Trapecio), M,qq (Regla del Punto Medio) y
Sioo (Regla de Simpson) estard mas cerca del
verdadero valor de j'ﬂ e **dy? ; Cuél estars més lejos?
Justifique sus respuestas. (Cuidado: No es tan facil
cOmo parece).

La Regla de Simpson produce el valor exacto de la
integral definida en el caso de una funcién f cibica,
Suponga que desea obtener una regla de integracién
numérica que proporcione el valor exacto para un
polinomio de grado 5. Podrfa aproximar la integral en el
subintervalo [m— A m+ A con algo de la forma

Eh(aﬂm—ﬂ) ot b!(m—g) + f(m) +br(m+§)+

+ af(m+ b))

para algunas constantes &, by c.

(a) Determine los valores de a, by c para que esto
funcione, (Sugerencia: Tome m = ( para
simplificar los calculos).

(b) Utilice este método para aproximar la integral
fo e *dx utilizando en primer lugar uno y después
dos de sus intervalos (y, por tanto, evaluando el
integrando en nueve puntos).

La convergencia de integrales impropias puede ser un
asunto méas delicado cuando el integrando cambia de
signo, Presentamos aquf un método que se puede
utilizar para demostrar la convergencia en algunos
casos en los que el teorema de comparacién falla,

(a) Suponga que f(x) es diferenciable en [1, w), f(x)
es continua en dicho intervalo, (¥ <0y
lim £(x) = 0. Demuestre que |{° £ (x)cos (x) dx

X=+00

converge, Sygerencia: jQué es [{* |£/(x) | dx?

(b) Partiendo de las mismas hipétesis, demuestre que
¥ f(x)sen xdx converge. Sugerencia: Integre por
partes y utilice (a).

(c) Demuestre que | ﬁxd&’ converge pero

j“’ dx diverge. Sugerencia.

1-— 2
[senx| = —D;S( X). Notese que (b)

funcionaria también sustituyendo sen x por cos (24).

sen xX=



