Capitolul 2
SPATII METRICE

2.1 Definitia spatiilor metrice

Definitia 1. O aplicatie d : X x X — R se numeste distantd (sau
metricd) pe multimea nevidd X, dacd satisface urméatoarele axiome:
D, d(z,y) =0z —y,
D, (V) z,y € X = d(z,y) = d(y,z), (simetria)
D; (V) z,y,z€ X = d(x,y) <d(x,z) +d(z,y), (inegalitatea
triunghiular3)
Perechea (X, d) se numegte spatiu metric. Elementele lui X le vom
numi puncte.

D
Consecinta 1. 02 d(z,z) < d(z,y) +d(y,2) 2 d(z,y) +d(z,y) =

2d (z,y) =
Consecinta 2. Daci (X, d) este spatiu metric gi Y C X, atunci Y xY C
X x X i restrictia d, alui d la Y X Y este o metricd pe Y (numitd metrica

indusi de metrica din X), in raport cu care perechea (Y, d,) devine spatiu
metric (numit subspatiu metric al lui (X, d)).

Exemplul 1. Fie d : R x R — R definitd prin (V) z,y € R —d (x,y) =
| © —y |. Din proprietétile modulului rezultd c& d satisface Dy, Dy, Dy si
deci perechea (R,d) este spatiu metric.

Exemplul 2. Fie d : R"xR"— R definitd prin (V) ¥,y € R", 7 =
(3717 aj27 R x”)? :’-7 = (y17 y27 R yn)7

d(z,9) = \/Zl(""i — )"

Prin calcule elementare, se verifica usor ca d satisface Dy si Dy. D3 rezulta

din inegalitatea lui Minkowski pentru p = 2, deci d este o metricd pe R",
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24 CAPITOLUL 2. SPATII METRICE

numitd metrica euclidiana.

Pentru n = 2 avem 7,y € R? 7 = (2',2?), ¥ = (y',9?) si d(Z,7) =
V@t =)+ (22 - ),

Observatia 1. Dacd X este o multime nevida, atunci dy : X x X — R
1, pentru z # y

0, pentru x =y
X. Rezulta cd multimea metricelor Dy, pe X, este nevida.

definitd prin (V) z,y € X —dy (z,y) = este o metricd pe

Consideram relatia binard 8= {G,Dx}, unde
G :{(dl,d2> /dl,dg GD)(, (3) a,ﬁ c (O, OO) a.l.
adl ($7y) S d2 ($7y) S ﬁdl ($7y)7 (v) T,y € X}
Teorema 1. Relatia binard = {G,Dx} este o relatie de echivalentd
(echivalenta algebrica a metricelor).

Demonstratie. Verificim axiomele relatiei de echivalenta.

E,. (V)d € Dx = 3d(z,y) < d(z,y) < 2d(z,y), (o« = 3,8 = 2), pentru
(V)x, y € X. Rezultd cid (d,d) € G.

E,. (V) (di,d2) € G = (3) a,8 € (0,00), al. adi(z,y) < dy(z,y) <
Bdy(x,y), (V) z,y € X. Rezultd cd %dg(x,y) < di(z,y) < 2da(z,y), (V) z,y €
X si deci (do,d;) € G.

Eg. (V) (dl,dg), (dg,dg) ceG= (El) 041,61,052,52 S (O, OO), a.i.

aldl (.T,y) < d2 ('xay) < 61d1 ('xay)v an? (l’,y) < d3 (l’,y) < 62d2 <x7y)a
(V) z,y € X, ceea ce implica

O41042d1 (:an) S &2(12 ($7y) S d3 (x,y) S 62d2 (:an) S 6162(11 (l’,y), (\V/)
x,y € X ¢ deci (dy,d3) € G.

2.1.1 Probleme
Problema 1. Si se arate cd aplicatia d,, : R” x R" — R definitd prin
4 (@.7) = max {| 2 =y | /i =T 7},
unde 7 = (2%, 22, ..., 2"), ¥ = (y', 9>, ...,y"), este o metricd pe R".

Indicatie. Se verificad ugor primele doua axiome ale distantei. Axioma
D3 rezulta din

|2t =y |<|2' =2 |+ | 2" =y |[<max {| ¥ —2F | /k =T n}+
max {| £ — o | /K =T}, (0T

Problema 2. Si se arate cd aplicatia ds : R” x R” — R definitad prin

n . .
ds (Z,7) = 231 |2t =yt |, (V)T = (2422, ..., 2") 4 = (y', 92, ...,y") € R?
Z:
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este o metrica pe R".

Problema 3. Si se arate cd metricele d, d,,, d;, unde d este metrica
euclidiand, sunt metrici echivalente.

Indicatii. d,, (7,7) = max{| #' —yi | /i = T,n} "2 zi —yio | . Avem

AE5) =X (@ =) < VaTan g0 P = Vi, (7.7).

o (&.9) =] 2 =y |= [ =P <[5 (a1 -y = d (@),

de unde rezulta

Din .
dm (Z,7) =] 2’ =y < ; |2 —y' |=ds (7, 7),
ds (Z,7) = Zl | 2" =y |[<n |2’ -y |=nd, (Z,7),
obtinem
dy (Z,7) < ds (Z,7) < ndy, (Z,9) = dp, ~ ds.
d~dpy,sid, ~ds=d~ ds.
Avem

ds (2,9) < d(2,9) < Vnd, (7,7) .

Problema 4. Si se arate ca aplicatiile ds, dy : R” X R™ — R definite prin
1
w@n = (£ 10 -y P) @) = 3 de

(V) = (z 22, ..., 2"), ¥ = (y', %%, ..., y"), sunt metrici pe R".

Indicatii. Primele doud axiome ale metricii se verificd imediat. Utilizand
inegalitatea lui Minkowski se arata ca ds verifica inegalitatea triunghiulara.

Pentru a verifica inegalitatea triunghiularé pentru dy se aratd mai intai
cd functia f: R\ {-1} = R, f(x) = {7 este strict crescitoare.

Considerand z; =| a —c |[<| a—b | + | b — ¢ |= x9, rezultd cd f (x1) <
f (z2) , de unde obtinem

la—c] la—b|+|b—c| la—b] + [b—¢]
1+|la—c| — 14]a—b|+|b—c| — 1+4|a—b| 1+]b—¢|"
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Efectuand calculele rezulta ca d, satisface inegalitatea triunghiulara.
Problema 5. Fie A o multime nevida si
MA) =A{f/f:A— R, f mirginitd pe A}.
S& se arate cd aplicatia d : M (A) x M (A) — R definitd prin
d(f,g) =sup{| f(z) —g(z)| /v € A}
este o metricd pe M (A) (metrica uniforms).
Indicatie. | f () = h () [<| f(2) = g(2) [+ ]g(x) —h(z)[<
sup{| f () — g (2) | /2 € A} +sup{] 9( )—h(z)/zeAl}.
Problema 6. Fie f, g, h € M(I), I = [0,4], f(z) = z, g(z) =
2z + 1, h(z) = 2% S& se calculeze d (f, h), (f, g), d(g,h) si si se verifice
inegalitatea triunghiulara, d fiind metrica uniforma.
Indicatie. d(f,h) = sup{| x —2%| /x € [0,4]}. Din graficul functiei
u(z) =| v —2? | rezultd cad d (f, h) = 12.
Problema 7. Fie f, g, € M (R), unde f (x) =sinz, g (x) = cosz. S& se
calculeze d (f, g), d fiind metrica uniform4.

Problema 8. Fie f : R — [~1,1], definit# prin

%Iw\’ pentru z € R
f(x)= 1, pentru x = oo
—1, pentru z = —oo

(numitd functia limitativa sau functia lui Baire) si d : EXE—L R,
d(z,y) =| f(x) — f(y) | . S& se arate cd d este o metricd pe R si si se
calculeze d (1, 00) .

Indicatie. Se arata ca f este bijectiva si ca d satisface axiomele distantei.

2.2 Topologia spatiilor metrice

In spatiu metric (X, d) consideram multimile:
S (zo,7) ={2/v € X,d(x,x0) =1},
B(xo,r) ={{z/x € X,d(z,20) <71},
B(zg,r) ={2z/r € X,d(x,10) <7},
unde 2 € X sir € (0,00).

Definitia 1. S (zg,7) se numegte suprafata sferei de centru xy si de
razd 1, B(xg,r) se numegte sfera deschisd de centru zg si de razd r, iar
B (z9,7) se numeste sfera inchisa de centru zg i de raza r.
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Observatia 1. B (xg,7) = B (z0,7) US (20,7) .

Exemplul 1. In spatiul metric (R,d), cu d metrica euclidiand, avem:
S (zo,7) ={z/z € R, d(z,20) =| x — 20 |=7} ={20 —Ty20 + 7},
B (zg,7) ={z,/r € R d(x,x0) =| x — 20 |< 1} = (20 — 1,20 + 7),

B (zo,r) ={z/x € R,d(z,x)
(

Exemplul 2. In spatiul metric (R?, d), cu d metrica euclidiang (d (%, Z)

= \/(Il o x(ll)Q + (£C2 - .T(2))2, T = (xlij)’ fO = (Ié,ﬂ?%)), aveml:
S (@o, 1) = {f/f e R%d(Z,7) = \/(xl — 2l + (22— a2’ = r} ,
Banr) = {7/7 e R, d(z.a0) = fla! —al) + (02 = <1}

B (%y,7) = {f/f e R?,d (7, %) = \/(xl - xtl))Q + (22 — x%)z < r} .

Definitia 2. Se numeste vecinatate a punctului z din spatiul metric
(X, d), orice submultime V CX care include o sferd deschisa cu centrul in z.

B =z —xo <71} =[r0—T 70+ 7]}

Multimea vecinatatilor lui x o vom nota cu V, si o vom numi sistemul
vecinatatilor lui x;
V., ={V,/VvcX, (3 B(x,r)CV}.
Teorema 1. (Proprietitile vecinidtitilor). In orice spatiu metric
(X, d) urmitoarele afirmatii sunt adevarate:
Vi. M) VeV, =ze,
V.. (\V/) Vi,Vo eV, = ViNVy eV,
Vi. Dacald CX iV eV, al VCU, atuncild €V,,
Vo M VeV, @WeV,al Ve, (V)yeW.

Demonstratie. V1.V €V, = (3) B(z,r) C V. Deoarecez € B (z,1) =
x e .

Vo Vi,Vo € V, = (3) Bl(x,r) si B(z,r) ai B(x,r;) C Vi si
B(z,r2) C Va. Rezultd cd B(x,r) N B(z,m2) C Vi N Vy. Pentru r =
min {ry, ro} obtinem B (x,r) C B (z,m1)NB(x,79) C Vi1NVy sideci ViNV, €
V.

V. VeV, = @3) Bz,r)CVCU=UEV,.

V., FieW={y /yeV,(3) r, € (0,00) ai B(y,r,) CV}.DeoareceV €
V, rezultd cd (3) B (z,r) C V si deci © € W. Rezultd cd W # (). Obtinem c&
MyeW,3) r,e(0,00)ai B(y,ry) CVsideciV e,

Definitia 3. O submultime D C (X, d) se numeste deschisa, daci

a). D=0 sau b). DeV,, (V)zeD.

O submultime B C (X, d) se numegte inchisa, daci CxB = X — B este

multime deschisa.
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Notdm cu D x (sau cu ®, dacd nu existd pericol de confuzie) multimea tu-
turor submultimilor deschise ale lui X; ©x = {D,/D C X, D = deschisi}.
Deasemenea, notdm cu Bx (sau cu B, dacd nu existd pericol de confuzie)
multimea tuturor submultimilor inchise ale lui X; 8 x ={D,/D C X, D =in-
chisd}.

Teorema 2. In orice spatiu metric (X,d) urmatoarele afirmatii sunt
adevarate:
1) Orice sferd deschisd este multime deschisa.
2) Orice sferd inchisd este multime inchisa.
3) Orice reuniune de multimi deschise din X este multime deschiss.
4) Orice intersectie finitd de multimi deschise din X este multime deschisi.
5) Orice intersectie de multimi inchise din X este multime inchisa.
6) Orice reuniune finitd de multimi inchise din X este multime inchisa.

Demonstratie. 1) Fie B(z,r) C X = (V) y € B(x,r), (3) B(y,m)
cur; =r—d(z,y) al B(y,r) C B(x,r). Intr-adevar (V) z € B(y,r1) =
d(y,z) <ri=d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) =r—r+d({y,z) <r—ri+r =
r=d(x,z) <r=z¢eB(x,r)= B(y,r) CB(x,r). Vezi (Fig.1).

Fig. 1 Fig 2

2) Fie B(x,r) C X. Si ardtdm ci CxB(z,7) este deschisi. (V) y €
CxB(z,r) fie B(y,r1) cury =d(v,y) —r. Rezulta c& (V) z € B(y,r1) avem
d(y,z) <y, deci d(z,2) 2 d(z,y) —d(z,y) > d(z,2) —r = d(z,y) -
d(z,y) +r, =r. Rezultd ci 2 ¢ B(z,r) si deci 2 € CxB (x,r). Am obtinut
incluziunea B (y,71) C CxB (x,r), deci CxB (x,r) este multime deschisi si
deci B (x,7) este multime inchisi. (Vezi Fig.2.).

3) Fie I o familie arbitrard de indici si {D,/a €I, D, € Dx}. Si

ardtdm cd D = |J D, € Dx.
ael
MzeD=(F)ayelal z€ D, €Dx =

(3) B(z,r) C Dy = B(z,7) C D= D € Dx.
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4) Apartenenta i € {1,2,...,n} o vom nota prin i = 1,n. Fie {D; /i =
1,n,D; €®Dx}siD= () D;. Saardtdm cd D = (| D; € Dx.
i=1 i=1
VMyzreD=zeD;, (V)i=1n,= 3) B(z,r;) CD;, (V)i=1,
Considerand r = min {r;,/i = 1,n} ontinem
B (z,r) C Bz, T’Z), V)i=1,n,= B(z,r) C D;, (V)i=1,n

:>B(xr)CﬂD D=DecDy.

5) Fie I o familie arbltrara de indici si {B, /o €I, B, € Bx}. Avem
CxBa € Dx, (V) a € I. S8 arétdm cd B = (| By € Bx. Avem CxB =

ael

X(ﬂBa) — JCxB. 2 cyBeDy = BeBy.
ael ael

6) Fie {Bi/z' =1,n B, € %X} Rezultd c& (V) i = 1,n, CxB; € Dx.
S& ardtam cd B = U B; € Bx. Avem CxB = Cx (Lnj Bz-) = (n]CXBi i;
i=1 i=1

=1
(leg €ceDx=>Be QSX

Observatia 2. Dacdi D € ©®x = Cx(CxD) =D € Dx = CxD € By.

Definitia 4. Se numeste topologie pe o multime M, o familie T de parti
ale lui M (adicd o submultime TCP),) care satisface axiomele:

T.,. M,0 € Z.
Ts5. Orice reuniune de multimi din ¥ este o multime din %.
T3. Orice intersectie finitd de multimi din ¥ este o multime din ¥.

Perechea (M, ¥) , unde T este o topologie pe M, se numeste spatiu topo-
logic; orice multime din ¥ se numeste multime deschisa. O submultime
B C M se numeste inchisa daca Cy B € ¥.

Exemplul 3. In R se introduce o topologie T astfel: R, ) € T si

De¥< (V)xe D=
x # +oo, () e€(0,00) ald. (x—e,x+e)CD
xr=—00, (3) a € Ral [-co,a) C D
xr=+00, () a € Rad. (a,+00] C D

Teorema 3. Daci (M;,T;), i = 1, n, sunt spatii topologice atunci, (M, T)
este spatiu topologic, unde M = My X My X ... X M, §i T =Ty X Ty X ... X T,,.

Demonstratie. T;) Presupunem ci %;, i = 1,n, satisfac T, Ty si Ts.
Rezultd cid M;,0 € T,, i = 1,n, deci M = M; x My x ... x M, € ¥ si
D=0x0x..x0e%.
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T,) Oricare ar fi D, € T, a € I, existd D!, € T;, i = 1,n, astfel incat
D, = D! x D? x ... x D". Deoarece |J D}, € %;, (V) i = 1,n, rezultd ca
aecl

UDQ:(UD;)x(UDi)x...x(UDQ)E@.

ael aecl ael aecl ' _
T3) Oricare ar fi D, € T, o € {1,2,...,p}, existd D!, € T;, i = 1, n, astfel
P

incat D, = D! x D? x ... x D". Deoarece (| D!, € %;, (V) i = 1, n, rezultad
1

e () Do = (él D;) . <61 Dg> ‘% <61 Dg> €%

a=1

Topologia ¥ introdusa in Teorema 3 se numeste topologia produs.

Exemplul 4. In R" se poate considera topologia produs ¥ x T x ... x ¥

de k ori

unde ¥ este topologia din Exemplul 1.
Teorema 4. Orice spatiu metric (X, d) este spatiu topologic, cu topologia
T = Dy, (numitd topologia indusd de metrica d).

Demonstratie. Din Teorema 2, rezulta cd T = 2 x satisface Ty si Ts
din Definitia 4. Axioma T este evident satisficutd.

Teorema 5. Fie d; si dy doud metrici algebric echivalente in X. O
multime A C X este deschisd in raport cu metrica d;, daca si numai daca ea
este deschisa in raport cu metrica ds.

Demonstratie. Necesitatea. Deoarece d; si dy sunt metrici alge-
bric echivalente, rezultd c& (3) o, 5 € (0,00) ad. ady (z,y) < dy(z,y) <
ﬁdl (%,y), (V) T,y € X.

Fie A C X deschisa in raport cu metrica d;. Rezultd cd (V) z € A, (3
B(z,r1) ={y/ye X, di(x,y) <ri}. Obtinem ci dy (x,y) < fd; (z,y) <
Bri " r i deci B(z,r) = {y/ye X, dy(z,y) <r} C B(x,r;) C A.
Rezultd cd A este deschisa si in raport cu ds.

Suficienta. Se repetd rationamentul precedent schimbéand rolurile lui dy
§1 dg.

Observatia 4. Topologiile induse de doud metrici algebric echivalente
coincid.

Observatia 5. Fie relatia binard R; = {G1,Dx}, unde G; ={(d1,ds) /
di,ds € Dx,d; si dy induc aceeasi topologie pe X}. PR este o relatie de
echivalentd in multimea metricelor Dy, numitd echivalenta topologica a
metricelor. Dacid R ={G,Dyx} este relatia de echivalenta algebrica a
metricelor, atunci Observatia 4 spune cd avem G C (4. Incluziunea
inversa nu are loc intotdeauna.
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Teorema 6. Daci M, este o submultime a spatiului topologic (M, ¥T)
1%, =4{U,/(3) UeZT, U, =UnNM,}, atunci perechea (M,,%,) este un
spatiu topologic (numit subspatiu topologic al lui (M, ¥)).

Demonstratie. Ardtdm ca T, satisface axiomele din Definitia 4.
T,. Deoarece ) € T si M, N =0, rezultd cd 0 € %,.
Ts. Fie Uy; € Ty, 1 € [ 51 U, = |JU,i. Rezultd cd (3) U; € T astfel

iel
incat U,; = U; N M,. Deoarece U = |JU; avem U, = |J U, = J(U; N
iel icl el

MO):(U Ui) NM,=UnNM, €%,
i€l
Ts.Fie Uy, € %o, 1 € {1,2,...,n} si U, = [ Uyi. Rezultd c& (3) U; € X
i=1

astfel incat U,; = U; N M,. Deoarece U = (| U; avem U, = (| U,; = ((U; N

=1 1=1 =1

Mo)z(ﬂ UZ-> NM,=UNDM,€%,.
i=1

2.2.1 Probleme

Problema 1. Si se arate c& R este subspatiu topologic al lui R si R*
este subspatiu topologic al lui R".

Problema 2. Si se arate cd dacd (Y, d,) este subspatiu metric al lui
(X,d) si T,, respectiv ¥ sunt topologiile induse de metricele d, si respectiv
d, atunci (Y, %,) este un subspatiu topologic al lui (X, ).

Indicatie. Se aratd mai intai cd (V) a € Y,
B(a,r)={x/r € X,d(z,a) < r} satisface
B(a,r)NY ={y/yeY,d, (y,a) <r}=D8,(a,r).

Problema 3. Si se arate cd o dreaptd (0) din plan nu este deschisa in
raport cu metrica euclidiand. Este ea inchisd 7

Indicatii. Se aratd usor ca (V) P € 4, nu existd un disc cu centrul in P
continut in J, deci  nu este deschisa.

Fie Q € Cp20=R?\0 si a=3d (Q,0) , unde d (Q, §)=inf {d (Q, P) /P € 4} .
Rezultd cd B(Q,a) N = @, adicd B (Q, ) C Cr2d, (V) Q € Cred, deci Cr2d
este deschisa si deci 0 este inchisa.
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Fig.l.

32
(&)

Problema 4. Si se reprezinte grafic S (6, 1), Sm (6, 1>, S (

raport cu metricele d, d,,, d, din R2.

Indicatii. S (6, 1) - {a_:’/a_:’ — (1,y) 2+ 1 = 1} .

S (0.1) = &/ = (e,9) max{| & |, y [} = 1},

mac{[ |yl =12 { 220 P €
S.(0.1) = {2/ = (@) o | +]y =1},
r+y=1,2>0,y >0,
elrlvi=ts s ST S0z
r—y=12>0,y <O0.
y Y o)

(0.1)
dhY x x
!y -1,0) o (1,0) (-1,0) a (1,0)
(O«'_I) [/O)_j)

5,(0.4)

50,1) 5, (0:1)

2.3 Submultimi remarcabile intr-un spatiu
metric

Fie (X, d) un spatiu metric gsi A C X.
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Definitia 1. Un punct z € X se numeste punct interior al multimii
A dacd exista o vecindtate a sa inclusd in A. Multimea punctelor interioare

o

multimii A se noteaza cu A si se numeste interiorul multimii A.
A={z/2€ X,(3) VeV, al. V CA}.

Definitia 2. Un punct x € R se numeste punct interior la stanga,
respectiv la dreapta al multimii A C R dacd (3)e € (0,00) astfel incat
(x —e,2] C A, respectiv [z,z + &) C A.

Multimile:

As={z/x€R, (Fee(0,00) al. (zv—e,2] C A},

Ag={z/2€R,(Fe € (0,00) al. [x,x+¢) C A},
se numesc interiorul la stanga si respectiv la dreapta ale lui A.

Observatia 1. Daci A C Rgi x € ;1, atunci (3) V € V,, ad. V CA.
Deoarece V € V,, rezultd cd (J)e € (0,00) ad. (z —e,x+¢) C V CA.

Obtinem ca (x - € o] C Asi [x x + £) < A, dem T € AS, respectiv x € Ad

Rezulta ca A C AS, respectlv A C Ad si A A N Ad Incluziunile inverse nu
au loc intotdeauna. Intr-adevir, daci A = [a, b], atunci

A= (a,b, Ag=lab), A=(a,b)=A N A,

Definitia 3. Un punct = € X se numeste punct aderent al multimii A
dacd orice vecinétate a sa intersecteaza multimea A. Multimea punctelor ade-
rente multimii A se noteazi cu A si se numeste aderenta(sau inchiderea)
multimii A.

A={z/2c X,\¥) VEV,, VNA#D}.

Definitia 4. Un punct x € X se numesgte punct de acumulare al
multimii A daci orice vecindtate a sa intersecteazd multimea A in puncte
diferite de x. Multimea punctelor de acumulare ale multimii A se noteaza cu
A’ si se numeste multimea derivata a multimii A.

={z/ze X, (V) VeV, VNA\ {z} # 0}.
Definitia 5. Un punct x € R se numeste punct de acumulare la
stanga, respectiv la dreapta, al multimii A C R daca
(V) € € (0,00) avem (z — &,2) NA # 0, respectiv (z,x + ) NA # ().

Multimea punctelor de acumulare la stanga (dreapta) a multimii A C R se
noteazd cu A, (respectiv A)) si se numeste multimea derivata la stanga
(dreapta). Avem:

Al ={x/xeR,(V)e € (0,00) avem (z —¢e,x)NA # 0},
={z,/2 R, (V)e € (0,00) avem (z,z+¢e)NA # (0}
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Observatia 2. Daci A C R iz € A, (respectiv z € A.), atunci
V)V € V,, () e € (0,00) astfel incat (z — e,z +¢) C V.

Deoarece (x —e,x) NA # (), respectiv (z,z + ) NA # (), rezultd ca
VNAN {2z} # 0, deci A, C A’ respectiv A!, C A'.

Incluziunile inverse, in general, nu au loc. Intr-adevir, dacd A = (a, b]
atunci a € A" gi (V) V € V,, VNA\[a,0) = 0, deci a ¢ A..

Definitia 6. Un punct x € X se numegte punct frontiera al multimii

A dacd x € ANCx A. Multimea punctelor frontiers ale multimii A se noteaza

cu F'r.A si se numeste frontiera mulfimii A.
Fr.A=ANCxA.

Definitia 7. Un punct z € A se numeste punct izolat al multimii A
dac& xr nu este punct de acumulare al multimii A. Multimea punctelor izolate
ale multimii A se noteaza cu [z.A.

1z.A=A\A.
Definitia 8. Multimea A se numeste discreta dacid A = 2. A.

Definitia 9. Multimea A se numeste marginita daca este inclusa intr-o
sferd (inchisd sau deschisd).

Observatia 3. Notiunile introduse in Definitiile 1,3,4,6,7,8 pot fi date
intr-un spatiu topologic arbitrar.

Observatia 4. Din Definitiile 1-7 rezulta:
1°°ACA, 22.ACA 3 ACA 4. 12ACA 5. AcCA.
In plus, daci A C R, atunci au loc si
6°. A, C AL, T°. Ay C Al
Teorema 1. Dacd x € A, atunci (V) V € V, multimea VNA contine o
infinitate de puncte.

Demonstratie. Prin reducere la absurd, presupunem ca existd V € V,
a.i. VNA si contind un numdr finit de puncte diferite de x; VNA\ {z} =
{z1,x9,...,2,}. Deoarece V € V, rezultd ca (3) B (z,r9) C V. Luand r =
min{ro,d (z,x1) ,d (x,x2),...,d (x,x,)}, rezultd cd B (z,r) C B(x,rg) si in
plus z1, 2, ...,x, ¢ B(x,r). Obtinem cd AN B(x,r)\ {z} = 0 ceea ce
contrazice Definitia 4 a punctului de acumulare. Rezulta cd VNA contine
o infinitate de puncte.

Observatia 5. Multimile discrete nu au puncte de acumulare.

Teorema 2. O submultime A dintr-un spatiu metric (X, d) este deschisa
dacd gi numai daca coincide cu interiorul ei;

AcDy o A=A
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Demonstratie. Necesitatea. A € Dx = (V)z € A, () V =B (z,r) C
A=z € 104 = AC ;1 Incluziunea inversa rezultd din 1°, Observatia 4 si
deci A = /Ol

Suficienta. A=A = VMzxeA=uzxe A= (AHVeV,alVCA= A€
Dx.

Teorema 3. O submultime A dintr-un spatiu metric (X, d) este inchisa
dacd si numai dacd coincide cu aderenta ei; A € Bx & A= A.

Demonstratie. Necesitatea. A € Bx = CxA € Dx. Prin reducere
la absurd, presupunem c& A ¢ A. Rezultd c& existd z astfel incat

reA reA reA
si = si = si =
r¢ A r €CxA (AVeV,ai VCCxA
r€A reA
= si = si ceea ce este absurd si deci A C A.
VNA =1 r¢ A

Incluziunea inverss rezult¥ din 3°, Observatia 4 si deci A = A.

SllﬁCieIlta. A=A = C)(A = CXZ = (V) T € C)(A = C)(Z = X\A =
r¢ A= () VeV, al VNA =0 (z nu satisface Definitia 3 a punctului
aderent) =V CCxA=CxAeDx = Cx(CXA) = A€ By.

Teorema 4. Daca é este o submultime dintr-un spatiu metric (X, d),
atunci are loc AU A’ = A.

Demonstratie. Din Observatia 4 avem A C Asi A C A. Rezults ci
AU A" C A. Incluziunea inversi, A C AU A’, rezultd din

reA re A
(V)2 e A= sau = sau =
r € A\A V)V eV, =VNA=VnNA\{z} #0
reA
= sau =zeAUA.
re A

Din dubla incluziune, AUA’ C Agi AC AUA', rezulty AUA = A.

Teorema 5. O submulfime A dintr-un spatiu metric (X, d) este inchisd
dac# si numai dacd A’ C A.

Demonstratie. Ac By o A=A=AUA < A C A
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Definitia 10. Un spatiu topologic (M, ) se numeste spatiu Hausdorff
daca
V) zyeM,x#y, VeV, siWeV,al VW =40.

Teorema 6. Orice spatiu metric este spatiu Hausdorff.

Demonstratie. Fie spatiul metric (X,d) si z,y € X cu z # y. Rezultd
cd d(xz,y) > 0 i deci r = @ € (0,00). Obtinem ci V = B (z,r) € V,,
W = B(y,r) €V, si in plus dacd, prin reducere la absurd, presupunem ci
(3 z € B(x,r)NB(y,r), atunci z € B(z,r) i 2 € B(y,r). Rezultd ci
d(z,z) <rsid(y,z) <r. Avem 3r = d(z,y) < d(z,2) +d(y,z) <r+r =
2r, ceea ce este absurd si deci B (xz,7) N B (y,r) = 0.

2.3.1 Probleme

Problema 1. Fie (X, d) un spatiu metric si A, B C X. S8 se arate ca:

a) A=A, b)AC B= AC B,
) ANB=ANB, d)AUBC AUB.

o
o

Solutie. a) Deoarece A €D sA=A=AeD= A=A
b) (V)xejchcB:(El)B(x,r)CAcB:xef?:/olcf?.

¢) V)ze ANBCANB= (3)B(z,r) CANDB =

B(x,r) C A ze A
si = si =
B(z,r) C B reB
(1) reANB=ANBC ANB.
. . reA (A B(z,m) CA
(V)x € ANB = i = si = () B(z,r) C
recB (3)B(z,m) C B

AN B (unde r = min {ry,r})=z € AND =

2) ANBcANB.
Din (1) si (2) rezultd c).
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0 . reA (I B(x,r1) C A
d) (V)re AUB = sau :>{ sau
e B (3) B (z,m) C B
(H)B(ZE,Tl)CAUB o o o o
= sau =rcAUB=AUBC AUB.
(3)B(z,m3) CAUB

Problema 2. Fie (X, d) un spatiu metric si A, B C X. S& se arate ci:

a) ACB=ACB, b
c) ANBCAnB, d

Caz particular: A = {0}U(1,2)U[4,9], B[1,5]U{6,10} in R cu metrica

euclidiana.

Solutie. d) Ardtim ci CxA € Dx. Vo € CxA =2 ¢ A= IV eV,
astfel incat VN A = () = IB (z,r) C V astfel 1ncat (1) B(z,r)NA=0.
Prin reducere la absurd, presupunem ci B (z,7) € CxA = B (z,7r) N A #
0= Jy € B(x,r) §1y€A:>EIV1—%(xr)EVy§1y€Z:>V1ﬂA—
0 = B (x,r) N A= ceea ce contrazice (1). Rezultd ci B (z,7) C CxA deci

CxA € Dx. Obtinem cd A € By deci A=A (vezi Teorema 3).
Problema 3. Fie (X, d) un spatiu metric si A, B C X. S& se arate ci:

a) Fr.A=7A=IzAU (A'\ﬁx) . b)FrA=FrA,

c) Fr.(Fr.A) = Fr.ANFr.A, d) Fr.(AUB) C Fr.AUFr.B.

Caz particular: X = R (cu metrica euclidiand), A = (Q N [0, 1]) U [3,4],
B =[2,3].
r€A
Solutie. a) (V)z € Fr.A=ANCxA= { si =
zeCxA

reA reA
si si =
{(V)VevxéVﬂCXA#@ {(V)Vevxivgfl
reA
§io =

ré¢ A
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(1) xEZ\LﬁﬂACZ\Z

(V)z € ANA = s1 o= s =
v A (VVeV, =V ZA

reA rEA
si = si =
MVeV,=VNCxA#0 x €CxA

(2) xEZﬂ@g—A:FT.A:>Z\2CFr.A.
Din (1) si (2) rezultd Fr.A = Z\;l
[2AU (A/\}i) = (@A) U (A/\}i) _NA = FrA.
b) (V)z € Fr.A, 3)B(z,r) ai B(x,r)NFr.A#0=xz¢c A
Dacd B (z,r) NCxA =0 = B(x,r) C A= B(z,r)NFr.A={ (absurd),

deci B(x,r)NCxA # ) = 2 € CxA. Obtinem ci 2 € ANCxA = Fr.A, deci
Fr.A C Fr.A. Din proprietatile aderentei rezulta ca are loc si incluziunea

inversd, deci F'r.A = Fr.A.

c) Din a) si b) avem F'r. (F'r.A) = Fr.A\F/7“71 = FT.A\m.
d) Rezultd din definitii. _
Cazul particular: Fr.A =[0,1]U{3,4}, A=A =10,1]U[3,4], CxA =

[—00,3] U[4,00), [2.A =0, A= (3,4), Fr.B = {2,3}.
Problema 4. Fie (X, d) un spatiu metric si A, B C X. S& se arate ci:

a) ACB=A'CB, b)(AnB)cCcA NP,
c) (AuB) =AuB, d)(A) cA,
e) A€ By.

Indicatii. a) (V)z € A = V)V eV, VNnA\{z} #0.Din A C B =
0 £vnAN\A{z} cVvnB\{z} = VnB\{z} #0=2xe B = A CHB.

d) Prin reducere la absurd, presupunem ci (4') ¢ A', deci () z € (A"’
siz¢g A\.Dinx ¢ A =

(1) AV eV, ai VNA\ {z} = 0.

Deoarece V € V, = (3) B(z,r) CV ey

(2) B(x,7) N AN Az} = 0.

v e (A = Bxr)nAN{z} #0siz ¢ Bx,r)N A\ {2} = )y €
B(z,r) N AN Az}, (y#£z)=>yeWnNA, unde W = B(z,r)\ {z}, =

(3) yeWsgiye A.

—



2.3. SUBMULTIMI REMARCABILE INTR-UN SPATIU METRIC 39

W = B(x,r)\{z} € Dx, decarece (V)z € W = B(z,\) C W cu

A= min{d(z,2),r —d(z,2)}. Dny €¢ Wi W € Dx = W € ), @
ye A=WnA\{y}#0=

(4)  (B(z,r)\Az}) N (ANA{y}) # 0.

(B (z,7) \A{z}) N (ANAy}) € Bz, r) N ANA{z} =0 =

(5)  (B(z,r)\Az}) N (AN{y}) = 0.

(4) si (5) conduc la o absurditate, deci (A")" C A’

e) Rezultd dind) sidin C € Bx & C' C C. Sevalua C = A'.

Problema 5. Fie spatiul metric (R, d) unde d este metrica euclidiani si
R = RU{—00, +oo}. O submultime V CR se numeste vecinitate a lui +oo
(respectiv -00) dacd existd un interval (a,4+o00] C V, (respectiv [-00,a) C V).
Definim multimile deschise din R, ca fiind acele submultimi ale lui R care
sunt vecindtati pentru fiecare punct al lor. Sa se arate ca multimile deschise
din R formeazi o topologie.





