
Capitolul 2

SPAŢII METRICE

2.1 Defini̧tia spa̧tiilor metrice

Defini̧tia 1. O aplica̧tie d : X × X → R se numeşte distaņtă (sau
metrică) pe muļtimea nevidă X, dacă satisface următoarele axiome:
D1 d (x, y) = 0⇔ x = y,
D2 (∀) x, y ∈ X ⇒ d (x, y) = d (y, x), (simetria)
D3 (∀) x, y, z ∈ X ⇒ d (x, y) ≤ d (x, z) + d (z, y) , (inegalitatea

triunghiulară)
Perechea (X, d) se numeşte spa̧tiu metric. Elementele lui X le vom

numi puncte.

Conseciņta 1. 0D1= d (x, x)
D3≤ d (x, y) + d (y, x)

D2= d (x, y) + d (x, y) =
2d (x, y)⇒

d (x, y) ≥ 0, (∀) x, y ∈ X.

Conseciņta 2. Dacă (X, d) este spa̧tiu metric şi Y ⊂ X, atunci Y ×Y ⊂
X ×X şi restriçtia do a lui d la Y ×Y este o metrică pe Y (numitămetrica
indusă de metrica din X), în raport cu care perechea (Y, do) devine spa̧tiu
metric (numit subspa̧tiu metric al lui (X, d)).

Exemplul 1. Fie d : R× R→ R definită prin (∀) x, y ∈ R→d (x, y) =
| x − y |. Din proprietă̧tile modulului rezultă că d satisface D1, D2, D3 şi
deci perechea (R,d) este spa̧tiu metric.

Exemplul 2. Fie d : Rn×Rn→ R definită prin (∀) x, y ∈ Rn, x =
(x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn),

d (x, y) =

r
nP
i=1

(xi − yi)2.

Prin calcule elementare, se verifică uşor că d satisfaceD1 şiD2.D3 rezultă
din inegalitatea lui Minkowski pentru p = 2, deci d este o metrică pe Rn,
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24 CAPITOLUL 2. SPAŢII METRICE

numită metrica euclidiană.
Pentru n = 2 avem x, y ∈ R2, x = (x1, x2), y = (y1, y2) şi d (x, y) =q
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2.

Observa̧tia 1. Dacă X este o muļtime nevidă, atunci d0 : X ×X → R

definită prin (∀) x, y ∈ X→d0 (x, y) =

½
1, pentru x 6= y
0, pentru x = y

este o metrică pe

X. Rezultă că muļtimea metricelor DX , pe X, este nevidă.

Considerăm rela̧tia binară R= {G,DX}, unde
G ={(d1, d2)Ád1, d2 ∈DX , (∃) α, β ∈ (0,∞) a.î.

αd1 (x, y) ≤ d2 (x, y) ≤ βd1 (x, y), (∀) x, y ∈ X}.
Teorema 1. Rela̧tia binară R= {G,DX} este o rela̧tie de echivaleņtă

(echivaleņta algebrică a metricelor).

Demonstra̧tie. Verificăm axiomele rela̧tiei de echivaleņtă.
E1. (∀) d ∈ DX ⇒ 1

2
d(x, y) ≤ d(x, y) ≤ 2d(x, y), (α = 1

2
, β = 2), pentru

(∀)x, y ∈ X. Rezultă că (d, d) ∈ G.
E2. (∀) (d1, d2) ∈ G ⇒ (∃) α, β ∈ (0,∞), a.î. αd1 (x, y) ≤ d2 (x, y) ≤

βd1(x, y), (∀)x, y ∈ X. Rezultă că 1
β
d2(x, y) ≤ d1(x, y) ≤ 1

α
d2(x, y), (∀)x, y ∈

X şi deci (d2, d1) ∈ G.
E3. (∀) (d1, d2), (d2, d3) ∈ G⇒ (∃) α1, β1, α2, β2 ∈ (0,∞), a.î.
α1d1 (x, y) ≤ d2 (x, y) ≤ β1d1 (x, y), α2d2 (x, y) ≤ d3 (x, y) ≤ β2d2 (x, y),

(∀) x, y ∈ X, ceea ce implică
α1α2d1 (x,y) ≤ α2d2 (x,y) ≤ d3 (x,y) ≤ β2d2 (x,y) ≤ β1β2d1 (x,y), (∀)

x, y ∈ X şi deci (d1, d3) ∈ G.

2.1.1 Probleme

Problema 1. Să se arate că aplica̧tia dm : Rn × Rn → R definită prin

dm (x, y) = max
©| xi − yi | Ái = 1, n

ª
,

unde x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn), este o metrică pe Rn.

Indica̧tie. Se verifică uşor primele două axiome ale distaņtei. Axioma
D3 rezultă din

| xi − yi |≤| xi − zi | + | zi − yi |≤ max©| xk − zk | Ák = 1, n
ª
+

max
©| zk − yk | Ák = 1, n

ª
, (∀) 1, n.

Problema 2. Să se arate că aplica̧tia ds : Rn × Rn → R definită prin

ds (x, y) =
nP
i=1

| xi − yi |, (∀)x = (x1, x2, ..., xn) , y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn
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este o metrică pe Rn.

Problema 3. Să se arate că metricele d, dm, ds, unde d este metrica
euclidiană, sunt metrici echivalente.

Indica̧tii. dm (x, y) = max{| xi− yi | Ái = 1, n} notaţie= | xi0 − yi0 | . Avem

d (x, y) =

r
nP
i=1

(xi − yi)2 ≤pn | xi0 − yi0 |2 = √ndm (x, y) ,

dm (x, y) =| xi0 − yi0 |=p(xi0 − yi0)2 ≤
r

nP
i=1

(xi − yi)2 = d (x, y) ,

de unde rezultă

dm (x, y) ≤ d (x, y) ≤ √ndm (x, y)⇒ d ∼ dm.

Din

dm (x, y) =| xi0 − yi0 |≤
nP
i=1

| xi − yi |= ds (x, y) ,

ds (x, y) =
nP
i=1

| xi − yi |≤ n | xi0 − yi0 |= ndm (x, y) ,

ob̧tinem

dm (x, y) ≤ ds (x, y) ≤ ndm (x, y)⇒ dm ∼ ds.

d ∼ dm şi dm ∼ ds ⇒ d ∼ ds.

Avem
1
n
ds (x, y) ≤ d (x, y) ≤ √nds (x, y) .

Problema 4. Să se arate că aplica̧tiile d3, d4 : Rn×Rn → R definite prin

d3 (x, y) =

µ
nP
i=1

| xi − yi |p
¶ 1

p

, d4 (x, y) =
nP
i=1

1
2i

|xi−yi|
1+|xi−yi| ,

(∀) x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn), sunt metrici pe Rn.

Indica̧tii. Primele două axiome ale metricii se verifică imediat. Utilizând
inegalitatea lui Minkowski se arată că d3 verifică inegalitatea triunghiulară.
Pentru a verifica inegalitatea triunghiulară pentru d4 se arată mai întâi

că funçtia f : R\ {−1}→ R, f (x) = x
1+x

este strict crescătoare.
Considerând x1 =| a − c |≤| a − b | + | b − c |= x2, rezultă că f (x1) ≤

f (x2) , de unde ob̧tinem

|a−c|
1+|a−c| ≤ |a−b|+|b−c|

1+|a−b|+|b−c| ≤ |a−b|
1+|a−b| +

|b−c|
1+|b−c| .
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Efectuând calculele rezultă că d4 satisface inegalitatea triunghiulară.

Problema 5. Fie A o muļtime nevidă şi

M (A) = {fÁf : A→ R, f mărginită pe A} .
Să se arate că aplica̧tia d :M (A)×M (A)→ R definită prin

d (f, g) = sup {| f (x)− g (x) | Áx ∈ A}
este o metrică peM (A) (metrica uniformă).

Indica̧tie. | f (x)− h (x) |≤| f (x)− g (x) | + | g (x)− h (x) |≤
sup{| f (x)− g (x) | Áx ∈ A}+ sup {| g (x)− h (x)Áx ∈ A |} .
Problema 6. Fie f, g, h ∈ M (I) , I = [0, 4] , f (x) = x, g (x) =

2x + 1, h (x) = x2. Să se calculeze d (f, h) , d (f, g) , d (g, h) şi să se verifice
inegalitatea triunghiulară, d fiind metrica uniformă.

Indica̧tie. d (f, h) = sup {| x− x2 | Áx ∈ [0, 4]} . Din graficul funçtiei
u (x) =| x− x2 | rezultă că d (f, h) = 12.
Problema 7. Fie f, g,∈M (R) , unde f (x) = sinx, g (x) = cosx. Să se

calculeze d (f, g) , d fiind metrica uniformă.

Problema 8. Fie f : R→ [−1, 1] , definită prin

f (x) =


x

1+|x| , pentru x ∈ R
1, pentru x =∞
−1, pentru x = −∞

(numită funçtia limitativă sau funçtia lui Baire) şi d : R×R→ R,
d (x, y) =| f (x) − f (y) | . Să se arate că d este o metrică pe R şi să se
calculeze d (1,∞) .
Indica̧tie. Se arată că f este bijectivă şi că d satisface axiomele distanţei.

2.2 Topologia spa̧tiilor metrice

In spa̧tiu metric (X, d) considerăm muļtimile:
S (x0, r) = {xÁx ∈ X, d (x, x0) = r} ,
B (x0, r) = {xÁx ∈ X, d (x, x0) < r} ,
B (x0, r) = {xÁx ∈ X, d (x, x0) ≤ r} ,

unde x0 ∈ X şi r ∈ (0,∞).
Defini̧tia 1. S (x0, r) se numeşte suprafa̧ta sferei de centru x0 şi de

rază r, B (x0, r) se numeşte sfera deschisă de centru x0 şi de rază r, iar
B (x0, r) se numeşte sfera închisă de centru x0 şi de rază r.
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Observa̧tia 1. B (x0, r) = B (x0, r) ∪ S (x0, r) .
Exemplul 1. In spa̧tiul metric (R, d) , cu d metrica euclidiană, avem:
S (x0, r) = {xÁx ∈ R, d (x, x0) =| x− x0 |= r} = {x0 − r, x0 + r} ,
B (x0, r) = {xÁx ∈ R, d (x, x0) =| x− x0 |< r} = (x0 − r, x0 + r),
B (x0, r) = {xÁx ∈ R, d (x, x0) =| x− x0 |≤ r} = [x0 − r, x0 + r]}.

Exemplul 2. In spa̧tiul metric (R2, d), cu d metrica euclidiană (d (x, x0)
=
q
(x1 − x10)

2
+ (x2 − x20)

2
, x = (x1, x2) , x0 = (x

1
0, x

2
0)), avem:

S (x0, r) =
½
xÁx ∈ R2, d (x, x0) =

q
(x1 − x10)

2
+ (x2 − x20)

2
= r

¾
,

B (x0, r) =
½
xÁx ∈ R2, d (x, x0) =

q
(x1 − x10)

2
+ (x2 − x20)

2
< r

¾
,

B (x0, r) =
½
xÁx ∈ R2, d (x, x0) =

q
(x1 − x10)

2
+ (x2 − x20)

2 ≤ r

¾
.

Defini̧tia 2. Se numeşte vecinătate a punctului x din spa̧tiul metric
(X, d), orice submuļtime V ⊂X care include o sferă deschisă cu centrul în x.

Muļtimea vecinătă̧tilor lui x o vom nota cu Vx şi o vom numi sistemul
vecinătă̧tilor lui x;

Vx = {VÁV ⊂ X, (∃) B (x, r) ⊂ V} .
Teorema 1. (Proprietă̧tile vecinătă̧tilor). In orice spa̧tiu metric

(X, d) următoarele afirma̧tii sunt adevărate:
V1. (∀) V ∈ Vx ⇒ x ∈ V,
V2. (∀) V1,V2 ∈ Vx ⇒ V1 ∩ V2 ∈ Vx,
V3. Dacă U ⊂X şi V ∈ Vx a.î. V ⊂ U , atunci U ∈Vx,
V4. (∀) V ∈ Vx, (∃) W ∈ Vx a.î. V ∈ Vy, (∀) y ∈W.

Demonstra̧tie. V1. V ∈ Vx ⇒ (∃) B (x, r) ⊂ V. Deoarece x ∈ B (x, r)⇒
x ∈ V.
V2. V1,V2 ∈ Vx ⇒ (∃) B (x, r1) şi B (x, r2) a.î. B (x, r1) ⊂ V1 şi

B (x, r2) ⊂ V2. Rezultă că B (x, r1) ∩ B (x, r2) ⊂ V1 ∩ V2. Pentru r =
min {r1, r2} ob̧tinem B (x, r) ⊂ B (x, r1)∩B (x, r2) ⊂ V1∩V2 şi deci V1∩V2 ∈
Vx.
V3. V ∈ Vx ⇒ (∃) B (x, r) ⊂ V ⊂ U ⇒ U ∈Vx.
V4. FieW = {yÁy ∈ V, (∃) ry ∈ (0,∞) a.î. B (y, ry) ⊂ V} .Deoarece V ∈

Vx rezultă că (∃) B (x, r) ⊂ V şi deci x ∈W. Rezultă căW 6= ∅. Ob̧tinem că
(∀) y ∈W, (∃) ry ∈ (0,∞) a.î. B (y, ry) ⊂ V şi deci V ∈ Vy.
Defini̧tia 3. O submuļtime D ⊂ (X, d) se numeşte deschisă, dacă

a). D = ∅ sau b). D ∈ Vx, (∀) x ∈ D.
O submuļtime B ⊂ (X, d) se numeşte închisă, dacă CXB = X −B este

muļtime deschisă.
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Notăm cuDX (sau cuD, dacă nu există pericol de confuzie) muļtimea tu-
turor submuļtimilor deschise ale lui X; DX = {DÁD ⊂ X, D = deschisă} .
Deasemenea, notăm cu BX (sau cu B, dacă nu există pericol de confuzie)
muļtimea tuturor submuļtimilor închise ale luiX;BX ={DÁD ⊂ X, D =în-
chisă}.

Teorema 2. In orice spa̧tiu metric (X, d) următoarele afirma̧tii sunt
adevărate:
1) Orice sferă deschisă este muļtime deschisă.
2) Orice sferă închisă este muļtime închisă.
3) Orice reuniune de muļtimi deschise din X este muļtime deschisă.
4) Orice interseçtie finită de muļtimi deschise dinX este muļtime deschisă.
5) Orice interseçtie de muļtimi închise din X este muļtime închisă.
6) Orice reuniune finită de muļtimi închise din X este muļtime închisă.

Demonstra̧tie. 1) Fie B (x, r) ⊂ X ⇒ (∀) y ∈ B (x, r), (∃) B (y, r1)
cu r1 = r − d (x, y) a.î. B (y, r1) ⊂ B (x, r). Intr-adevăr (∀) z ∈ B (y, r1) ⇒
d (y, z) < r1 ⇒ d (x, z) ≤ d (x, y) + d (y, z) = r− r1 + d (y, z) < r− r1+ r1 =
r ⇒ d (x, z) < r ⇒ z ∈ B (x, r)⇒ B (y, r1) ⊂ B (x, r). Vezi (Fig.1 ).

2) Fie B (x, r) ⊂ X. Să arătăm că CX
_

B (x, r) este deschisă. (∀) y ∈
CXB (x, r) fie B (y, r1) cu r1 = d (x, y)− r. Rezultă că (∀) z ∈ B (y, r1) avem
d (y, z) < r1, deci d (x, z) ≥ d (x, y) − d (z, y) > d (x, z) − r1 = d (x, y) −
d (x, y) + r1 = r. Rezultă că z /∈ B (x, r) şi deci z ∈ CXB (x, r). Am ob̧tinut
incluziunea B (y, r1) ⊂ CXB (x, r), deci CXB (x, r) este muļtime deschisă şi
deci B (x, r) este muļtime închisă. (Vezi Fig.2.).
3) Fie I o familie arbitrară de indici şi {DαÁα ∈ I, Dα ∈ DX} . Să

arătăm că D =
S
α∈I

Dα ∈ DX .

(∀) x ∈ D⇒ (∃) α0 ∈ I a.î. x ∈ Dα0 ∈ DX ⇒
(∃) B (x, r) ⊂ Dα0 ⇒ B (x, r) ⊂ D⇒ D ∈ DX .
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4) Aparteneņta i ∈ {1, 2, ..., n} o vom nota prin i = 1, n. Fie {DiÁi =

1, n, Di ∈ DX} şi D =
nT
i=1

Di. Să arătăm că D =
nT
i=1

Di ∈ DX .

(∀) x ∈ D⇒ x ∈ Di, (∀) i = 1, n,⇒ (∃) B (x, ri) ⊂ Di, (∀) i = 1, n.
Considerând r = min

©
riÁi = 1, n

ª
oņtinem

B (x, r) ⊆ B (x, ri) , (∀) i = 1, n,⇒ B (x, r) ⊂ Di, (∀) i = 1, n,
⇒ B (x, r) ⊂

nT
i=1

Di = D⇒ D ∈ DX .

5) Fie I o familie arbitrară de indici şi {BαÁα ∈ I, Bα ∈ BX} . Avem
CXBα ∈ DX , (∀) α ∈ I. Să arătăm că B =

T
α∈I

Bα ∈ BX . Avem CXB =

CX
µT
α∈I

Bα

¶
=
S
α∈I
CXBα

3)⇒ CXB ∈ DX ⇒ B ∈ BX .

6) Fie
©
BiÁi = 1, n,Bi ∈ BX

ª
. Rezultă că (∀) i = 1, n, CXBi ∈ DX .

Să arătăm că B =
nS
i=1

Bi ∈ BX . Avem CXB = CX
µ

nS
i=1

Bi

¶
=

nT
i=1

CXBi
3)⇒

CXB ∈ DX ⇒ B ∈ BX .

Observa̧tia 2. Dacă D ∈ DX ⇒ CX(CXD) = D ∈ DX ⇒ CXD ∈ BX .

Defini̧tia 4. Se numeşte topologie pe o muļtimeM , o familie T de păŗti
ale lui M (adică o submuļtime T⊂PM) care satisface axiomele:

T1. M, ∅ ∈ T.
T2. Orice reuniune de muļtimi din T este o muļtime din T.
T3. Orice interseçtie finită de muļtimi din T este o muļtime din T.

Perechea (M,T) , unde T este o topologie peM, se numeşte spa̧tiu topo-
logic; orice muļtime din T se numeşte muļtime deschisă. O submuļtime
B ⊂M se numeşte închisă dacă CMB ∈ T.
Exemplul 3. În R̄ se introduce o topologie T astfel: R̄, ∅ ∈ T şi

D ∈ T⇔ (∀)x ∈ D⇒ x 6= ±∞, (∃) ε ∈ (0,∞) a.î. (x− ε, x+ ε) ⊂ D
x = −∞, (∃) a ∈ R a.î. [-∞, a) ⊂ D
x = +∞, (∃) a ∈ R a.î. (a,+∞] ⊂ D

Teorema 3. Dacă (Mi,Ti), i = 1, n, sunt spa̧tii topologice atunci, (M,T)
este spa̧tiu topologic, undeM =M1×M2× ...×Mn şi T = T1×T2× ...×Tn.
Demonstra̧tie. T1) Presupunem că Ti, i = 1, n, satisfac T1,T2 şi T3.

Rezultă că Mi, ∅ ∈ Ti, i = 1, n, deci M = M1 × M2 × ... × Mn ∈ T şi
∅ = ∅× ∅× ...× ∅ ∈ T.
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T2) Oricare ar fi Dα ∈ T, α ∈ I, există Di
α ∈ Ti, i = 1, n, astfel încât

Dα = D1
α × D2

α × ... × Dn
α. Deoarece

S
α∈I

Di
α ∈ Ti, (∀) i = 1, n, rezultă căS

α∈I
Dα =

µS
α∈I

D1
α

¶
×
µS
α∈I

D2
α

¶
× ...×

µS
α∈I

Dn
α

¶
∈ T.

T3) Oricare ar fi Dα ∈ T, α ∈ {1, 2, ..., p}, există Di
α ∈ Ti, i = 1, n, astfel

încât Dα = D1
α ×D2

α × ...×Dn
α. Deoarece

pT
α=1

Di
α ∈ Ti, (∀) i = 1, n, rezultă

că
pT

α=1

Dα =

µ
pT

α=1

D1
α

¶
×
µ

pT
α=1

D2
α

¶
× ...×

µ
pT

α=1

Dn
α

¶
∈ T.

Topologia T introdusă în Teorema 3 se numeşte topologia produs.

Exemplul 4. În Rk
se poate considera topologia produs T× T× ...× T| {z }

de k ori

unde T este topologia din Exemplul 1.

Teorema 4. Orice spa̧tiu metric (X, d) este spa̧tiu topologic, cu topologia
T = DX , (numită topologia indusă de metrica d).

Demonstra̧tie. Din Teorema 2, rezultă că T = DX satisface T2 şi T3
din Defini̧tia 4. Axioma T1 este evident satisfăcută.

Teorema 5. Fie d1 şi d2 două metrici algebric echivalente în X. O
muļtime A ⊂ X este deschisă în raport cu metrica d1, dacă şi numai dacă ea
este deschisă în raport cu metrica d2.

Demonstra̧tie. Necesitatea. Deoarece d1 şi d2 sunt metrici alge-
bric echivalente, rezultă că (∃) α, β ∈ (0,∞) a.î. αd1 (x, y) ≤ d2 (x, y) ≤
βd1 (x, y), (∀) x, y ∈ X.
Fie A ⊂ X deschisă în raport cu metrica d1. Rezultă că (∀) x ∈ A, (∃)

B (x, r1) = {yÁy ∈ X, d1 (x, y) < r1}. Ob̧tinem că d2 (x, y) ≤ βd1 (x, y) <

βr1
notat
= r şi deci B (x, r) = {yÁy ∈ X, d2 (x, y) < r} ⊂ B (x, r1) ⊂ A.

Rezultă că A este deschisă şi în raport cu d2.

Suficieņta. Se repetă ra̧tionamentul precedent schimbând rolurile lui d1
şi d2.

Observa̧tia 4. Topologiile induse de două metrici algebric echivalente
coincid.

Observa̧tia 5. Fie rela̧tia binară R1 = {G1,DX}, unde G1 ={(d1, d2)Á
d1, d2 ∈ DX , d1 şi d2 induc aceeaşi topologie pe X}. R1 este o rela̧tie de
echivaleņtă în muļtimea metricelor DX , numită echivaleņta topologică a
metricelor. Dacă R = {G,DX} este rela̧tia de echivaleņta algebrică a
metricelor, atunci Observa̧tia 4 spune că avem G ⊂ G1. Incluziunea
inversă nu are loc întotdeauna.
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Teorema 6. Dacă Mo este o submuļtime a spa̧tiului topologic (M,T)
şi To = {UoÁ (∃) U ∈ T, Uo = U ∩Mo} , atunci perechea (Mo,To) este un
spa̧tiu topologic (numit subspa̧tiu topologic al lui (M,T)).

Demonstra̧tie. Arătăm că To satisface axiomele din Defini̧tia 4.
T1. Deoarece ∅ ∈ T şi Mo ∩ ∅ = ∅, rezultă că ∅ ∈ To.
T2. Fie Uoi ∈ To, i ∈ I şi Uo =

S
i∈I

Uoi. Rezultă că (∃) Ui ∈ T astfel
încât Uoi = Ui ∩ Mo. Deoarece U =

S
i∈I

Ui avem Uo =
S
i∈I

Uoi =
S
i∈I
(Ui ∩

Mo)=
µS
i∈I

Ui

¶
∩Mo = U ∩Mo ∈ To.

T3.Fie Uoi ∈ To, i ∈ {1, 2, ..., n} şi Uo =
nT
i=1

Uoi. Rezultă că (∃) Ui ∈ T

astfel încât Uoi = Ui ∩Mo. Deoarece U =
nT
i=1

Ui avem Uo =
nT
i=1

Uoi =
nT
i=1

(Ui ∩

Mo)=
µ

nT
i=1

Ui

¶
∩Mo = U ∩Mo ∈ To.

2.2.1 Probleme

Problema 1. Să se arate că R este subspa̧tiu topologic al lui R şi Rk

este subspa̧tiu topologic al lui Rk
.

Problema 2. Să se arate că dacă (Y, do) este subspa̧tiu metric al lui
(X, d) şi To, respectiv T sunt topologiile induse de metricele d◦ şi respectiv
d, atunci (Y,To) este un subspa̧tiu topologic al lui (X,T).

Indica̧tie. Se arată mai întâi că (∀) a ∈ Y ,

B (a, r) = {xÁx ∈ X, d (x, a) < r} satisface
B (a, r) ∩ Y = {yÁy ∈ Y, do (y, a) < r} = Bo (a, r) .

Problema 3. Să se arate că o dreaptă (δ) din plan nu este deschisă în
raport cu metrica euclidiană. Este ea închisă ?

Indica̧tii. Se arată uşor că (∀)P ∈ δ, nu există un disc cu centrul în P
coņtinut în δ, deci δ nu este deschisă.
FieQ ∈ CR2δ=R2\δ şi α=1

2
d (Q, δ) , unde d (Q, δ)=inf {d (Q,P )ÁP ∈ δ} .

Rezultă că B (Q,α) ∩ δ = Φ, adică B (Q,α) ⊂ CR2δ, (∀)Q ∈ CR2δ, deci CR2δ
este deschisă şi deci δ este închisă.
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Problema 4. Să se reprezinte grafic S
³
0, 1
´
, Sm

³
0, 1
´
, Ss

³
0, 1
´
în

raport cu metricele d, dm, ds din R2.

Indica̧tii. S
³
0, 1
´
=
n
xÁx = (x, y) ,

p
x2 + y2 = 1

o
.

Sm
³
0, 1
´
= {xÁx = (x, y) ,max {| x |, | y |} = 1} ,

max {| x |, | y |} = 1⇒
½

x = ±1, pentru y ∈ [−1, 1] ,
y = ±1, pentru x ∈ [−1, 1] .

Ss
³
0, 1
´
= {xÁx = (x, y) , | x | + | y |= 1} ,

| x | + | y |= 1⇒


x+ y = 1, x ≥ 0, y ≥ 0,
−x+ y = 1, x ≤ 0, y ≥ 0,
−x− y = 1, x ≤ 0, y ≤ 0,
x− y = 1, x ≥ 0, y ≤ 0.

2.3 Submuļtimi remarcabile într-un spa̧tiu
metric

Fie (X, d) un spa̧tiu metric şi A ⊂ X.
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Defini̧tia 1. Un punct x ∈ X se numeşte punct interior al muļtimii
A dacă există o vecinătate a sa inclusă în A. Muļtimea punctelor interioare

muļtimii A se notează cu
◦
A şi se numeşte interiorul muļtimii A.

◦
A = {xÁx ∈ X, (∃) V ∈ Vx, a.î. V ⊂A} .

Defini̧tia 2. Un punct x ∈ R se numeşte punct interior la stânga,
respectiv la dreapta al muļtimii A ⊂ R dacă (∃) ε ∈ (0,∞) astfel încât
(x− ε, x] ⊂ A, respectiv [x, x+ ε) ⊂ A.
Muļtimile:

◦
As = {xÁx ∈ R, (∃) ε ∈ (0,∞) a.î. (x− ε, x] ⊂ A} ,
◦
Ad = {xÁx ∈ R, (∃) ε ∈ (0,∞) a.î. [x, x+ ε) ⊂ A} ,

se numesc interiorul la stânga şi respectiv la dreapta ale lui A.

Observa̧tia 1. Dacă A ⊂ R şi x ∈
◦
A, atunci (∃) V ∈ Vx, a.î. V ⊂A.

Deoarece V ∈ Vx, rezultă că (∃) ε ∈ (0,∞) a.î. (x − ε, x + ε) ⊂ V ⊂A.
Ob̧tinem că (x− ε, x] ⊂ A şi [x, x + ε) ⊂ A, deci x ∈

◦
As, respectiv x ∈

◦
Ad.

Rezultă că
◦
A ⊂

◦
As, respectiv

◦
A ⊂

◦
Ad şi

◦
A=

◦
As ∩

◦
Ad. Incluziunile inverse nu

au loc întotdeauna. Într-adevăr, dacă A = [a, b], atunci
◦
As = (a, b],

◦
Ad = [a, b),

◦
A = (a, b) =

◦
As ∩

◦
Ad.

Defini̧tia 3. Un punct x ∈ X se numeşte punct aderent al muļtimii A
dacă orice vecinătate a sa intersectează muļtimea A.Muļtimea punctelor ade-
rente muļtimii A se notează cu A şi se numeşte adereņta(sau închiderea)
muļtimii A.

A = {xÁx ∈ X, (∀) V ∈ Vx, V∩A 6= ∅} .
Defini̧tia 4. Un punct x ∈ X se numeşte punct de acumulare al

muļtimii A dacă orice vecinătate a sa intersectează muļtimea A în puncte
diferite de x. Muļtimea punctelor de acumulare ale muļtimii A se notează cu
A0 şi se numeşte muļtimea derivată a muļtimii A.

A0 = {xÁx ∈ X, (∀) V ∈ Vx, V∩AÂ {x} 6= ∅} .
Defini̧tia 5. Un punct x ∈ R se numeşte punct de acumulare la

stânga, respectiv la dreapta, al muļtimii A ⊂ R dacă
(∀) ε ∈ (0,∞) avem (x− ε, x)∩A 6= ∅, respectiv (x, x+ ε)∩A 6= ∅.

Muļtimea punctelor de acumulare la stânga (dreapta) a muļtimiiA ⊂ R se
notează cu A0s, (respectiv A

0
d) şi se numeşte muļtimea derivată la stânga

(dreapta). Avem:

A0s = {xÁx ∈ R, (∀) ε ∈ (0,∞) avem (x− ε, x)∩A 6= ∅} ,
A0d = {xÁx ∈ R, (∀) ε ∈ (0,∞) avem (x, x+ ε)∩A 6= ∅} .
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Observa̧tia 2. Dacă A ⊂ R şi x ∈ A0s (respectiv x ∈ A0s), atunci
(∀)V ∈ Vx, (∃) ε ∈ (0,∞) astfel încât (x− ε, x+ ε) ⊂ V.
Deoarece (x− ε, x)∩A 6= ∅, respectiv (x, x+ ε)∩A 6= ∅, rezultă că

V∩AÂ {x} 6= ∅, deci A0s ⊂ A0, respectiv A0d ⊂ A0.
Incluziunile inverse, în general, nu au loc. Într-adevăr, dacă A = (a, b]

atunci a ∈ A0 şi (∀) V ∈ Va, V∩AÂ[a,∞) = ∅, deci a /∈ A0s.

Defini̧tia 6. Un punct x ∈ X se numeşte punct frontieră al muļtimii
A dacă x ∈ A∩CXA. Muļtimea punctelor frontieră ale muļtimii A se notează
cu Fr.A şi se numeşte frontiera muļtimii A.

Fr.A = A ∩ CXA.
Defini̧tia 7. Un punct x ∈ A se numeşte punct izolat al muļtimii A

dacă x nu este punct de acumulare al muļtimii A.Muļtimea punctelor izolate
ale muļtimii A se notează cu Iz.A.

Iz.A = AÂA0.

Defini̧tia 8. Muļtimea A se numeşte discretă dacă A = Iz.A.

Defini̧tia 9. Muļtimea A se numeştemărginită dacă este inclusă într-o
sferă (închisă sau deschisă).

Observa̧tia 3. No̧tiunile introduse înDefini̧tiile 1,3,4,6,7,8 pot fi date
într-un spa̧tiu topologic arbitrar.

Observa̧tia 4. Din Defini̧tiile 1-7 rezultă:

1◦.
◦
A ⊂ A, 2◦. A0 ⊂ A, 3◦. A ⊂ A, 4◦. Iz.A ⊂ A, 5◦.

◦
A ⊂ A0.

În plus, dacă A ⊂ R, atunci au loc şi
6◦.

◦
As ⊂ A0s, 7◦.

◦
Ad ⊂ A0d.

Teorema 1. Dacă x ∈ A0, atunci (∀) V ∈ Vx muļtimea V∩A coņtine o
infinitate de puncte.

Demonstra̧tie. Prin reducere la absurd, presupunem că există V ∈ Vx

a.î. V∩A să coņtină un număr finit de puncte diferite de x; V∩AÂ {x} =
{x1, x2, ..., xn}. Deoarece V ∈ Vx rezultă că (∃) B (x, r0) ⊂ V. Luând r =
min{r0, d (x, x1) , d (x, x2) , ..., d (x, xn)}, rezultă că B (x, r) ⊆ B (x, r0) şi în
plus x1, x2, ..., xn /∈ B (x, r). Ob̧tinem că A ∩ B (x, r)Â {x} = ∅ ceea ce
contrazice Defini̧tia 4 a punctului de acumulare. Rezultă că V∩A coņtine
o infinitate de puncte.

Observa̧tia 5. Muļtimile discrete nu au puncte de acumulare.

Teorema 2. O submuļtime A dintr-un spa̧tiu metric (X, d) este deschisă
dacă şi numai dacă coincide cu interiorul ei;

A ∈ DX ⇔ A =
◦
A.
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Demonstra̧tie. Necesitatea. A ∈ DX ⇒ (∀) x ∈ A, (∃) V = B (x, r) ⊂
A ⇒ x ∈

◦
A ⇒ A ⊂

◦
A. Incluziunea inversă rezultă din 1◦, Observa̧tia 4 şi

deci A =
◦
A.

Suficieņta. A=
◦
A⇒ (∀)x ∈ A⇒ x ∈

◦
A⇒ (∃)V ∈ Vx a.î.V ⊂A⇒ A ∈

DX .

Teorema 3. O submuļtime A dintr-un spa̧tiu metric (X, d) este închisă
dacă şi numai dacă coincide cu adereņta ei; A ∈ BX ⇔ A = A.

Demonstra̧tie. Necesitatea. A ∈ BX ⇒ CXA ∈ DX . Prin reducere
la absurd, presupunem că

_

A * A. Rezultă că există x astfel încât x ∈ A
şi

x /∈ A
⇒
 x ∈ A

şi
x ∈ CXA

⇒
 x ∈ A

şi
(∃)V ∈ Vx a.î. V ⊂ CXA

⇒

⇒
 x ∈ A

şi
V∩A = ∅

⇒
 x ∈ A

şi
x /∈ A

ceea ce este absurd şi deci A ⊆ A.

Incluziunea inversă rezultă din 3◦, Observa̧tia 4 şi deci A = A.

Suficieņta. A = A ⇒ CXA = CXA ⇒ (∀) x ∈ CXA = CXA = XÂA ⇒
x /∈ A ⇒ (∃) V ∈ Vx a.î. V∩A = ∅ (x nu satisface Defini̧tia 3 a punctului
aderent) ⇒ V ⊂ CXA⇒ CXA ∈ DX ⇒ CX(CXA) = A ∈ BX .

Teorema 4. Dacă A este o submuļtime dintr-un spa̧tiu metric (X, d),
atunci are loc A ∪A0 = A.

Demonstra̧tie. Din Observa̧tia 4 avem A ⊂ A şi A0 ⊂ A. Rezultă că
A ∪A0 ⊂ A. Incluziunea inversă, A ⊂ A ∪A0, rezultă din

(∀)x ∈ A⇒


x ∈ A
sau

x ∈ A\A
⇒
 x ∈ A

sau
(∀)V ∈ Vx ⇒ V∩A = V∩AÂ {x} 6= ∅

⇒

⇒
 x ∈ A

sau
x ∈ A0

⇒ x ∈ A ∪A0.

Din dubla incluziune, A ∪A0 ⊂ A şi A ⊂ A ∪A0, rezultă A ∪A0 = A.

Teorema 5. O submuļtime A dintr-un spa̧tiu metric (X, d) este închisă
dacă şi numai dacă A0 ⊂ A.

Demonstra̧tie. A ∈ BX ⇔ A = A = A ∪A0 ⇔ A0 ⊂ A.
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Defini̧tia 10. Un spa̧tiu topologic (M,T) se numeşte spa̧tiu Hausdorff
dacă

(∀) x, y ∈M , x 6= y, (∃) V ∈ Vx şi W ∈ Vy a.î. V ∩W = ∅.
Teorema 6. Orice spa̧tiu metric este spa̧tiu Hausdorff.

Demonstra̧tie. Fie spa̧tiul metric (X, d) şi x, y ∈ X cu x 6= y. Rezultă
că d (x, y) > 0 şi deci r = d(x,y)

3
∈ (0,∞). Ob̧tinem că V = B (x, r)∈ Vx,

W = B (y, r)∈ Vy şi în plus dacă, prin reducere la absurd, presupunem că
(∃) z ∈ B (x, r) ∩ B (y, r) , atunci z ∈ B (x, r) şi z ∈ B (y, r) . Rezultă că
d (x, z) < r şi d (y, z) < r. Avem 3r = d (x, y) ≤ d (x, z) + d (y, z) < r + r =
2r, ceea ce este absurd şi deci B (x, r) ∩ B (y, r) = ∅.

2.3.1 Probleme

Problema 1. Fie (X, d) un spa̧tiu metric şi A,B ⊂ X. Să se arate că:

a)
◦
◦
A =

◦
A, b) A ⊂ B ⇒

◦
A ⊂

◦
B,

c)
◦

\A ∩B =
◦
A ∩

◦
B, d)

◦
A ∪

◦
B ⊂

o

\A ∪B.

Solu̧tie. a) Deoarece A ∈ D⇔A =
◦
A⇒

◦
A ∈ D⇒

◦
◦
A =

◦
A.

b) (∀)x ∈
◦
A ⊂ A ⊂ B ⇒ (∃)B (x, r) ⊂ A ⊂ B ⇒ x ∈

◦
B ⇒

◦
A ⊂

◦
B.

c) (∀)x ∈
◦

\A ∩B ⊂ A ∩B ⇒ (∃)B (x, r) ⊂ A ∩B ⇒ B (x, r) ⊂ A
şi

B (x, r) ⊂ B
⇒


x ∈

◦
A

şi

x ∈
◦
B

⇒

(1) x ∈
◦
A ∩

◦
B ⇒

◦
\A ∩B ⊂

◦
A ∩

◦
B.

(∀)x ∈
◦
A ∩

◦
B ⇒


x ∈

◦
A

şi

x ∈
◦
B

⇒
 (∃)B (x, r1) ⊂ A

şi
(∃)B (x, r2) ⊂ B

⇒ (∃)B (x, r) ⊂

A ∩B (unde r = min {r1, r2})⇒ x ∈
◦

\A ∩B ⇒
(2)

◦
A ∩

◦
B ⊂

◦
\A ∩B.

Din (1) şi (2) rezultă c).
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d) (∀)x ∈
◦
A ∪

◦
B ⇒


x ∈

◦
A

sau

x ∈
◦
B

⇒
 (∃)B (x, r1) ⊂ A

sau
(∃)B (x, r2) ⊂ B

⇒
 (∃)B (x, r1) ⊂ A ∪B

sau
(∃)B (x, r2) ⊂ A ∪B

⇒ x ∈
o

\A ∪B ⇒
◦
A ∪

◦
B ⊂

o

\A ∪B.

Problema 2. Fie (X, d) un spa̧tiu metric şi A,B ⊂ X. Să se arate că:

a) A ⊂ B ⇒ A ⊂ B, b) A ∪B = A ∪B,
c) A ∩B ⊂ A ∩B, d) A = A.

Caz particular: A = {0}∪ (1, 2)∪ [4, 9] , B [1, 5]∪ {6, 10} în R cu metrica
euclidiană.

Solu̧tie. d) Arătăm că CXA ∈ DX . ∀x ∈ CXA ⇒ x /∈ A ⇒ ∃V ∈ Vx

astfel încât V ∩ A = ∅ ⇒ ∃B (x, r) ⊂ V astfel încât (1) B (x, r) ∩ A = ∅.
Prin reducere la absurd, presupunem că B (x, r) * CXA ⇒ B (x, r) ∩ A 6=
∅ ⇒ ∃y ∈ B (x, r) şi y ∈ A ⇒ ∃V1 = B (x, r) ∈ Vy şi y ∈ A ⇒ V1 ∩ A =
∅ ⇒ B (x, r)∩A = ∅ ceea ce contrazice (1). Rezultă că B (x, r) ⊂ CXA deci
CXA ∈ DX . Ob̧tinem că A ∈ BX deci A = A (vezi Teorema 3).

Problema 3. Fie (X, d) un spa̧tiu metric şi A,B ⊂ X. Să se arate că:

a) Fr.A = AÂ
◦
A = Iz.A ∪

µ
A0Â

◦
A

¶
, b) Fr.A = Fr.A,

c) Fr. (Fr.A) = Fr.AÂ
o

[Fr.A, d) Fr.(A ∪B) ⊂ Fr.A ∪ Fr.B.

Caz particular: X = R (cu metrica euclidiană), A = (Q ∩ [0, 1]) ∪ [3, 4],
B = [2, 3] .

Solu̧tie. a) (∀)x ∈ Fr.A = A ∩ CXA⇒
 x ∈ A
şi
x ∈ CXA

⇒

 x ∈ A
şi
(∀)V ∈ Vx ⇒ V ∩ CXA 6= ∅

⇒
 x ∈ A
şi
(∀)V ∈ Vx ⇒ V "A

⇒
x ∈ A
şi

x /∈
◦
A

⇒
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(1) x ∈ AÂ
◦
A⇒ Fr.A ⊂ AÂ

◦
A.

(∀)x ∈ AÂ
o

A⇒


x ∈ A
şi

x /∈
◦
A

⇒
 x ∈ A
şi
(∀)V ∈ Vx ⇒ V "A

⇒
 x ∈ A
şi
(∀)V ∈ Vx ⇒ V ∩ CXA 6= ∅

⇒
 x ∈ A
şi
x ∈ CXA

⇒

(2) x ∈ A ∩ CXA = Fr.A⇒ AÂ
◦
A ⊂ Fr.A.

Din (1) şi (2) rezultă Fr.A = AÂ
◦
A.

Iz.A ∪
µ
A0Â

◦
A

¶
=
¡
AÂA0

¢ ∪µA0Â ◦
A

¶
= AÂ

◦
A = Fr.A.

b) (∀)x ∈ Fr.A, (∃)B (x, r) a.î B (x, r) ∩ Fr.A 6= ∅ ⇒ x ∈ A.
Dacă B (x, r)∩ CXA = ∅ ⇒ B (x, r) ⊂ A⇒ B (x, r)∩ Fr.A = ∅ (absurd),

deci B (x, r) ∩ CXA 6= ∅ ⇒ x ∈ CXA. Ob̧tinem că x ∈ A ∩ CXA = Fr.A, deci
Fr.A ⊂ Fr.A. Din proprietă̧tile adereņtei rezultă că are loc şi incluziunea
inversă, deci Fr.A = Fr.A.

c) Din a) şi b) avem Fr. (Fr.A) = Fr.AÂ
o

[Fr.A = Fr.AÂ
o

[Fr.A.
d) Rezultă din defini̧tii.
Cazul particular: Fr.A = [0, 1] ∪ {3, 4} , A = A0 = [0, 1] ∪ [3, 4], CXA =

[−∞, 3] ∪ [4,∞), Iz.A = ∅,
◦
A = (3, 4), Fr.B = {2, 3} .

Problema 4. Fie (X, d) un spa̧tiu metric şi A,B ⊂ X. Să se arate că:

a) A ⊂ B ⇒ A0 ⊂ B0, b) (A ∩B)0 ⊂ A0 ∩B0,
c) (A ∪B)0 = A0 ∪B0, d) (A0)0 ⊂ A0,
e) A0 ∈ BX .

Indica̧tii. a) (∀)x ∈ A0 ⇒ (∀)V ∈ Vx,V∩AÂ {x} 6= ∅. Din A ⊂ B ⇒
∅ 6= V∩AÂ {x} ⊂ V∩BÂ {x}⇒ V∩BÂ {x} 6= ∅ ⇒ x ∈ B0 ⇒ A0 ⊂ B0.
d) Prin reducere la absurd, presupunem că (A0)0 * A0, deci (∃)x ∈ (A0)0

şi x /∈ A0. Din x /∈ A0 ⇒
(1) (∃)V ∈ Vx a.î. V∩AÂ {x} = ∅.
Deoarece V ∈ Vx ⇒ (∃)B (x, r) ⊂ V (1)⇒
(2) B (x, r) ∩AÂ {x} = ∅.
x ∈ (A0)0 ⇒ B (x, r) ∩ A0Â {x} 6= ∅ şi x /∈ B (x, r) ∩ A0Â {x} ⇒ (∃) y ∈

B (x, r) ∩A0Â {x} , (y 6= x)⇒ y ∈W ∩A0, unde W = B (x, r)Â {x}, ⇒
(3) y ∈W şi y ∈ A0.
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W = B (x, r)Â {x} ∈ DX , deoarece (∀) z ∈ W ⇒ B (z, λ) ⊂ W cu

λ= min {d (x, z) , r − d (x, z)} . Din y ∈ W şi W ∈ DX ⇒ W ∈ Vy (3)⇒
y ∈ A0 ⇒W ∩AÂ {y} 6= ∅ ⇒
(4) (B (x, r)Â {x}) ∩ (AÂ {y}) 6= ∅.
(B (x, r)Â {x}) ∩ (AÂ {y}) ⊂ B (x, r) ∩AÂ {x} = ∅ ⇒
(5) (B (x, r)Â {x}) ∩ (AÂ {y}) = ∅.
(4) şi (5) conduc la o absurditate, deci (A0)0 ⊂ A0.
e) Rezultă din d) şi din C ∈ BX ⇔ C 0 ⊂ C. Se va lua C = A0.

Problema 5. Fie spa̧tiul metric (R, d) unde d este metrica euclidiană şi
R = R∪ {−∞,+∞}. O submuļtime V ⊂R se numeşte vecinătate a lui +∞
(respectiv -∞) dacă există un interval (a,+∞] ⊂ V, (respectiv [-∞, a) ⊂ V).
Definim muļtimile deschise din R, ca fiind acele submuļtimi ale lui R care
sunt vecinătă̧ti pentru fiecare punct al lor. Să se arate că muļtimile deschise
din R formează o topologie.




