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Avant-propos

Cet ouvrage s’adresse aux éléves de deuxiéme année MP de classes préparatoires
scientifiques. Il leur propose de mettre en pratique les notions abordées en cours de
mathématiques par le biais d’exercices. Chacun est assorti d’une correction
détaillée, dans laquelle I’accent est mis sur la méthode qui méne a la solution.

Le livre est divisé en douze chapitres, consacrés chacun a une partie du program-
me. Au sein d’un méme chapitre, les exercices, classés par ordre croissant de diffi-
culté, ont été choisis de fagon a passer en revue les notions a connaitre, mais aussi
a présenter les techniques susceptibles d’étre utilisées.

En ce qui concerne les corrections, nous avons choisi de séparer clairement la
réflexion préliminaire, comprenant analyse du probléme et tatonnements, de la
rédaction finale, rigoureuse et précise. Cette derniére étape est signalée, dans le

texte, par la présence d’un liseré gris sur la gauche et d’un 2@ . Insistons sur le

fait que nous ne prétendons nullement présenter I’unique cheminement permettant
d’aboutir a la solution d’un exercice donné, ni la seule rédaction acceptable. Dans
les deux cas, bien des possibilités existent !

Par ailleurs, lorsque nous avons souhaité mettre en lumiére un point important nous

I’avons rédigé sur un fond grisé et indiqué par un @ . De méme, la présence d’un

piége dont il faut se méfier est signalée par un @ .

Pour bien utiliser cet ouvrage:

@ Cet encadré vous indique un point important

@ Cet encadré met en avant un piége a éviter

2@ Le stylo-plume vous signale 'étape de la rédaction finale.







© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Algebre générale

Exercice 1.1 : Résolution d’'un systéme

Déterminer les triplets (x,y,z) de C3, solutions du systéme :

X+y—+1z2 = 1

xX2+y2+22 = 9
(S) + Yy +

1 1 1

+i4+S = 1

Xy z

Ce sujet est un oral sur le programme de premiére année.

Le caractere symétrique par rapport aux inconnues doit vous faire penser aux rela-
tions entre les coefficients et les racines d’un polyndme.

Posons 01 = X 4+ Yy 42, 02 = Xy 4+ Yz 4 zX et 03 = XYZ.

2@ Le triplet (x,y,z) € C3 vérifie le systéme (S) si, et seulement si :

2 i =1 or = 1
o1 —20; = 9 oy = —4
o
-2 =1 o3 = —4
03

X, Y et z sont les racines complexes du polyndme :
P=X3—01 X240, X —03=X3—X?—4X +4

=X -DX-2)(X+2).
Les triplets solutions sont donc :

1,2,-2),(1,-2,2) ,(2,1,-2) ,(2,-2,1) ,(—2,1,2) ,(—2,2,1).

Exercice 1.2 : Configuration géométrique

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que les images des racines
complexes de I’équation :

24+ pz+q=0 )

soient les sommets d’un triangle rectangle isocele.



Chapitre 1 - Algebre générale

Ce sujet est un oral sur le programme de premiere année.

Remarquons d’abord que si p =g = 0, le triangle serait réduit & un point. C’est
donc un cas a éliminer.

%

Soit 21, 23, Z3 les racines de l'équation (1). Ces notations peuvent étre choi-
sies de sorte que le triangle soit rectangle en Mj et qu'on passe de M> a

T
M3 par la rotation de centre M; et d’angle 7
La condition géométrique se traduit donc par légalité :

23— 21 =1(z2 — 71) (A)

Par ailleurs, les relations entre coefficients et racines d'un polynéme per-
mettent d'écrire :

214+2,+23 = 0 (B)
212y + 2223+ 12371 = P (C)
212373 = —( (D)

Les égalités (A) et (B) permettent de calculer z; et z3 en fonction de z; :

-1+ 3i
— )
Iy +13 = —71 73 = —-1-3i 2
2
En reportant dans (C), on obtient :
2 S 2 3 2

2
it 22 = - p.
soi 3P

2
En reportant dans (D), on obtient : Zf = _Eq'

Pour que les deux résultats obtenus pour Zf et Zf soient compatibles, il est

2 \3 2
nécessaire que (§ p) = <— §q> , Cest-a-dire que p et q vérifie la

condition :
50p% — 2792 = 0.
Réciproquement, si p et g vérifient cette condition, on choisit d'abord z; tel

2
que Z% = gp, ce qui est possible de deux fagons correspondant a des

nombres opposés.
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Chapitre 1 - Algébre générale

ore . 3\2 2 2
La condition obtenue entraine alors que (21) =\ - Eq .
Parmi les deux possibilités de choisir z1, il y en a toujours une qui vérifie

2
Z‘;’ = —gq et on retrouve alors les conditions du probléme.

Exercice 1.3 : Utilisation d’'une base non canonique de R[X]

Soit P € Ry[X] telque:Vvx e [0,n] |P(X)|<1.
Démontrer que : |P(=1)] <21 —1et |P(n +1)| < 2" —1.

Ce sujet est un oral sur le programme de premiére année.

La solution la plus simple consiste a introduire une base de R,[X] formée de poly-
némes de Lagrange.

2 e Considérons la base de R,[X] formée par les polyndmes de Lagrange
ﬂ (Lk)o<k<n associés aux entiers k de 0 a n, clest-a-dire:
n -
X—]
Lk = (— )
lj:! k—]
i £k

La décomposition d'un polynéme P dans cette base s'écrit :

P= Z P(k)L.
k=0

n
e Avec 'hypothése faite sur P, on a donc: |P(—1)| < Z [Lx(—1)| avec
k=0

b =11(55)
2
(n+ ! 1
K+1 Kl x (=) — k!

.k n+1
=D <k+1)

L/n+1
Donc: |P(=1)| < Z( ):2”“—1.
= \k+1

= (D" x
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® De la méme maniére :

L/n4+1—j
Lx(n+1) 1_[ (k71>
j=0 -
i #k
(n+ 1! 1
X
n+1—-k  k!x (=1)"kn —k)!

— (Y

n/n+1
Donc:|P(n—|—1)|<Z< + ):2”“—1.

k=0 K

Exercice 1.4 : Dés pipés et polynomes

Peut-on piper deux dés pour que les sommes S obtenues en les lancant simulta-
nément (2 < S < 12) soient équiprobables ?

Utiliser des polynémes.

Ce sujet est un oral sur le programme de premiere année.

¥

La variable aléatoire X égale au résultat du premier dé prend pour valeurs
les entiers de 1 & 6 avec des probabilités px = P(X = k).

La variable aléatoire X égale au résultat du deuxiéme dé prend pour valeurs
les entiers de 1 & 6 avec des probabilités qx = P(Y =Kk).

La somme S = X 4+ Y prend pour valeurs les entiers de 2 a 12 avec des pro-
babilités

6
P(S=k =) pith-i.
=i

Si l'on suppose que la distribution de S est équiprobable, ces probabilités

1
sont toutes égales a —-
gates a7

Considérons, dans cette hypothése, le produit de polyndmes :

X1 _1

(i 1 i 1 1i ko 1
DkX_>X< QkX_>:— X= — x ——
k=1 k=1 1k=2 11 X-1

Le polynéme Q = X! — 1 a 1 comme unique racine réelle. Le polynéme du
second membre n'a donc pas de racine réelle.

Le premier membre est le produit de deux polynémes de degré 5 et un poly-
nome de degré 5 a au moins une racine réelle.
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On aboutit donc a une contradiction, et on conclut qu‘il est impossible de
piper les deux dés pour que S soit répartie uniformément.

Exercice 1.5 : Retrouver la fraction rationnelle

s A . .
Réduire sous la forme B la fraction rationnelle :
= aﬁ . C2km
> ol ax=-expi—).
oo X~ o n

Ce sujet est un oral sur le programme de premiere année.

. Ar A . . -
Rappelez-vous que, si o est un pdle simple de F = B la partie polaire associée est

avec a = A(a)
X —« © B/(w)

Les nombres complexes ay étant les racines n-iémes de lunité, on a :

%

n—-1
B:H(x—ak)zx“—l.
k=0

Comme chaque ak est un pole simple de la fraction rationnelle, on a :

az _ A (o)
KT B ()

dot :
A(ow) = a@B'(ak) =aénaf ™ =nag car of =1.
Les ay constituent n racines distinctes du polynéme A — nX, dont le degré

est < n puisqu’il n'y a pas de partie entiére. Par conséquent A—nX = 0.
On a donc :

S

-1 2
oy nXx

X —ax Xn—1

k=0

Exercice 1.6 : Groupe engendré par deux éléments

100 0 01
SoitA=<0 0 1)etB=<1 0 O)
010 010
Quel est le groupe engendré par A et B ?
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Il s’agit d’éléments de M3(R). La loi n’est pas précisée. Mais pour I’addition le grou-
pe engendré serait I’ensemble des matrices pA+qgB avec pe Z et q € Z. Il n’y
aurait donc aucun probléme : c’est le produit de matrices qu’il faut considérer. Le
groupe dans lequel on se place est celui des matrices carrées inversibles d’ordre 3.

Le groupe engendré par A et B est le plus petit (au sens de I’inclusion) sous-groupe
contenant les deux matrices. Il est constitué par tous les produits possibles avec A,
B et leurs inverses.

Remarquons que A et B sont bien inversibles puisque det A= —1 etdet B = 1.

2& Le groupe G cherché contient A et B. Il contient aussi :
A% = |3, ce qui signifie que A~ = A,

010
B2=10 0 1], B®= I3, ce qui signifie que B~! = B?,
1 00
0 01 010
AB=|0 1 0], BA=|1 0 0] =AB?
1 00 0 01

Dans les séquences de produits qui constituent G, A=t est remplacé par A,
B! par B2, BA par AB2.

Les éléments de G sont donc du type APB% avec p € {0,1} et q € {0,1,2}.
On a donc :

G = {l3,B,B? A,AB,AB?}.

Remarque

A et B sont des matrices associées a des permutations des vecteurs de la base cano-
nique (e1,ez,e3) : A est associee a la transposition 7, 3, B au cycle (1,2,3).

Ces deux permutations engendrent S3, donc G est I’ensemble des 6 matrices de
permutation de la base (e1,e;,€3).

Exercice 1.7 : Radical d’un idéal

Soit A un anneau commutatif et | un idéal de A. On appelle radical de I, et on
note +/1, I’ensemble des x € A pour lesquels il existe n € N tel que x" € 1.

1. Démontrer que /1 est un idéal de A.
2. Démontrer que v /1 = /1.

3. Si | et J sont deux idéaux de A, démontrer que :

VINI=VINJI et JT+I>VI+VI.

4. Dans Z, trouver /3648Z.
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Rappelez vous la définition d’un idéal | d’un anneau commutatif A :
— pour I’addition, c’est un sous-groupe ;
— pour la multiplication, pour tous x € I et a € A, alors xa € 1.

Vous pouvez aussi remarquer que | ¢ /1 (avec n = 1) ce qui assure que +/1 n’est
pas vide.

2 1. ® Pour montrer que +/1 est un sous-groupe pour laddition, considérons
& deux éléments quelconques X et y de +/1, et montrons que X —y € /1.
Il existe alors des entiers m et n tels que x" € 1 et y™ € I.

Dans l'anneau commutatif A, nous pouvons utiliser la formule du binéme :

(x — y)™m — rinf(_l)n-i-m—k (n + m) Xkyn+m—k
k=0

k

Nous allons prouver que cette somme appartient a | en prouvant que tous les termes
sont dans | car | est stable pour I’addition.

Il faut faire attention a ne pas introduire une puissance négative car x et y ne sont
pas supposés inversibles.

Pour 0 < k < n, on a: xKyntm=—k — ymxkyn=Ky e | car y™ e I.

Pour n<k<n4+m, on a: xKymtm—k — xnxk-nyntm=ky c | car
x" e l.

Comme | est un sous-groupe pour l'addition, la somme de termes qui appar-
tiennent tous a | appartient aussi a I.

On a donc (x — y)"™™ € |, ce qui démontre que x —y € /1.

%

e Soit X € 4/1 et a e A;alors (xa)" = x"a" car 'anneau est commutatif.
Comme X" € 1, on a (xa)" € | ce qui signifie que xa € /1.

e /I est donc un idéal de A.

2. ® D'une facon générale, si | et J sont deux idéaux de A tels que I C J,

alors /I C +/J. En effet, si x € +/1, il existe un entier n tel que x" € I,
donc x" e Jsil C J.

Comme | C +/1, on en déduit donc que /1 C V1.

e Réciproguement, soit x € v/+/I. Il existe alors un entier p tel que
xP € /1. Dans ce cas, il existe aussi un entier n tel que (xP)" € 1. On a

donc x"P € 1, soit x € I.
e Avec deux inclusions, nous venons de démontrer que : v'/1 = +/1.

3. e De INJcCl et INJCJ, on déduit que /1 NI C I et
VINT c /I, dot VTNIT c VTNV
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e Soit X € /1 N/J. Il existe donc deux entiers m et n tels que X™ € | et
x" e J.

D’aprés la définition d’un idéal, on en déduit que x™x" appartient a | et a J.
On aalors x™M e 1 N J.

X est donc un élément de +/1 N J, ce qui démontre : /1 N/J C /1N J.
e Des deux inclusions précédentes, on conclut: +/1 Nv/J =+/1N7J.
eOnl Cl+4+Jetd C I+ J carles sous-groupes additifs | et J contien-
nent 0.

Par conséquent: /1 C /T+J et VI C/T+1J,

puis VI ++/J C /T + J puisque /T + J est un idéal, donc stable pour
l'addition.

4, Dans 7Z, /36487 est constitué par les x € Z tels qu'il existe une puis-
sance X" qui soit multiple de 3648.

La décomposition de 3648 en facteurs premiers est : 3648 = 2% x 3 x 19.
Pour qu'une puissance de X soit divisible par ces facteurs, il faut, et il suf-
fit que X soit divisible par 2 x 3 x 19 = 114.

On a donc : +/3648Z = 1147Z.

Exercice 1.8 : Anneau Z[+/2]

1. Soit P = Z U {~/2}. Montrer que le sous-anneau de R engendré par P est :

10

A ={m+nv2:(m,n) e 7.

2. Soit U I’ensemble des eéléments inversibles de A. Vérifier que U est un sous-

groupe.

3. On pose N(m +n+/2) = |m? — 2n?|. Pour a et b éléments de A, calculer

N (ab).

Montrer que z € U si, et seulement si, N(z) = 1.
4. Montrer que U = {+(1++v2)"; n € Z}.

¥

1. Le sous-anneau de R engendré par P est le plus petit (au sens de lin-
clusion) anneau contenant Z et +/2. Il contient donc toutes les sommes, et
leurs opposées, que l'on peut obtenir & partir de 1 et de +/2, C'est-a-dire

tous les réels du type m +n+/2 avecm € Z et n € Z.
Ces réels forment un ensemble A. Il reste a vérifier que c’est un sous-anneau
de R.

Soit a =M1 +Niv/2 et b =my 4 ny+/2 avec my,n1,my,ny € Z.
a—b:(ml—m2)+(n1—nz)\/§e Acarmi—nieZetmy—nyeZ
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ab = (mim; + 2n1n2) + +/2(n1m +mny) € A
carmimy + 2n1Ny € Z et NyMy + mMqNy € Z.

Ces deux stabilités montrent que A est un sous-annneau, qui est donc le
sous-anneau engendré par P.

2. Soit a et b des éléments inversibles de A. Ils admettent des inverses res-
pectifs a~1 et b~ qui appartiennent & U.

On a alors a~! inversible et ab inversible, dinverse b~la=! car
abb~la—l=1.

U est donc un groupe pour la multiplication de Z.

3. Cette question a pour objectif de caractériser les éléments de U.

%

eSoita=mi+nN1v/2€ A eth=my+nyv/2 e A.
On a ab = (MM + 2n1n2) + +/2(N1M2 + M1Nn,), ce qui entraine :

N (ab) = [(mimz + 2n1n2)2 — 2(n1my + mM1ny)?|

— Im2m2 212 2m?2 212
= [mim5 +4nin5 — 2nTm;5 — 2mins|

Ce calcul n’a pas beaucoup d’intérét si on s’arréte la. Soyons optimiste : calculons
N (a)N (b) en espérant découvrir quelque chose.

¥

N(@)N(b) = [(m% — 2n%)(m3 — 2n3)|

= |m?m3 + 4n3nZ — 2n?m3 — 2m?n3| = N(ab).
e Supposons que z € U. Il existe donc 2’ € U tel que zz’' = 1.
D'aprés ce qu'on vient d’obtenir, on en déduit que N(zZ)N () = N(1) = 1.
Comme N(z) et N(z') appartiennent & N*, on conclut que N(z) = 1.
e Supposons que Z =M +N+/2 € A avec N(z) = 1.
Remarquons d'abord que : (m + nv2)(m — nv/2) = m? — 2n2.
Si N(z)=|m?2—2n2|=1, z est inversible, son inverse étant soit
m — n+/2, soit —m + n+/2.
Z appartient donc bien a U.
4.0 Siz=x1++/2)"avecneZ, ona N@2) = [N(1+ﬁ)]n =1;
Z appartient donc a U.
e Réciproquement, soit z =X+ y«/ﬁ €U, ce qui est équivalent a
Ix2 — 2y2| = 1. Les éléments +x+y+/2 sont aussi inversibles, et on va
suppposer X >0 ety > 0.

La suite de terme général (1 + «/ﬁ)” est strictement croissante et tend vers
l'infini. Il existe donc un unique n € N* tel que :

1+V2)" <x+yvV2 < 1+ V2"

11
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soit :
2
CXEW2 s
(1+/2)n
(14 +/2)" est un élément inversible de A. On peut donc poser :
X 2
i =x'+yV2avecX €Z ety €Z,
(1++/2)n

etona: N(X' +yYV2) =1=|x2=2y? = X +y V2| x X —y~2].
On a nécessairement X’ = 0.

Supposons y' =+ 0 ; X et y sont alors de méme signe, sinon on aurait :

1 <X +Y V2= X+ yV2| < X' —y'+/2| qui entraine [x'%2 — 2y?| > 1.
Par suite X" et Y’ sont positifs et X' 4+ y'+/2 > 1+ +/2. On aboutit & une
contradiction.

Onadoncy =0 etx =1 eton obtient: z=x + yv/2 = (1 +/2)"
Les autres cas possibles sur z donnent :

—A+V2", oux —yv2=+1+/2)"".

Z est donc toujours de la forme annoncée.

Exercice 1.9 : Une congruence

Pour n entier naturel écrit en base dix, on désigne par f (n) la somme des chiffres

12

de n.

Calculer f o f o f(N) avec N = 20112012

10 est congru a 1 modulo 9, et il en est de méme de toutes ses puissances. Il s’agit
donc d’un calcul dans Z /97, suivi d’une majoration pour obtenir un résultat unique.

W

Si l'écriture de n en base dix est : N = @ ... a1ag, cela signifie que :
n=ap+a; x 10+ -+ a, x 10

Si lon se place dans Z/97Z, on peut écrire 'égalité des classes :

M—m+ax10+ -+ x10 —aoFar - Fax= f(n)

puisque 10 = 1.

Nous allons déterminer N dans Z/97.

Tout d'abord : 2011 =2+1+1=4.

Ecrivons maintenant les puissances successives de 4 jusqu’a l'obtention
de 1.
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@2=2=16=7
@3 =@ xd=Tx8=Tx4=28=1.
Ecrivons l'égalité de division euclidienne de U'exposant de N par la premiére
puissance de 4 qui donne 1 :
2012 =3 x 670+ 2.

On a donc :

572012 —3x670+2 3,670
=)

N = 2011 = 2 = =T,

Si N est congru a 7 modulo 9, il en est de méme de f(N), de f o f(N) et
defofof(N).
Ces nombres sont donc du type 7 + 9Kk avec k € N.

Nous allons les localiser de sorte qu'il ne reste qu’une seule valeur de k pour
fofof(N).

En majorant grossiérement, on a : 20112012 < 100002500 — 1010000,

N a donc moins de 10000 chiffres, et on a : f(N) < 9 x 10000.

Le nombre inférieur a 90000 dont la somme des chiffres est la plus grande
est 89999 ; par conséquent : f o f(N) < 44.

Le nombre inférieur a 44 dont la somme des chiffres est la plus grande est
39 ; par conséquent : f o f o f(N) < 12.

Un seul du type 7 4+ 9k avec k € N vérifie cette majoration. On a donc :

fofof(N)=7

Remarque

Avec Maple, on obtient pour N = 20112912 : f (N) = 29 950.
Onendéduit: fo f(N)=25¢etenfinfofo f(N)=7.

Exercice 1.10 : Calculs dans Z/nZ

1. Résoudre dans Z/5Z I’équation : 3x +2 = —1.
2. Résoudre :
5 +2y =1 (mod 6)

2X +4y =2 (mod 6)
3. Résoudre :

5X +2y =3 (mod 6)
2x+4y =1 (modb)

Dans un anneau, si vous voulez diviser par un élément, il s’agit en fait de multiplier
par son inverse, s’il existe.

13
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Dans Z/nZ, un élément p est inversible si, et seulement si, n et p sont premiers
entre eux.

1. La rédaction de I’énoncé conduit a chercher x comme élément de Z/57Z.

¥

Comme 5 est un nombre premier, Z /57 est un corps, donc tout élément non
nul est inversible.

Diviser par 3, c'est multiplier par son inverse qui est égal & 2 puisque
3x2=1.

L'équation est donc équivalente a :
X+4=-2=3,doti:x=3-4=-1=4,

2. 1l s’agit de calculs dans Z /67 qui n’est pas un corps puisque 6 n’est pas premier.
Il faudra donc distinguer les éléments inversibles et les autres.
La rédaction de I’énoncé conduit a chercher x comme élément de Z.

%

Dans Z/67Z, la premiére équation peut s'écrire : 5X +2y = 1.
5 est inversible puisque 5 est premier avec 6, et son inverse est 5 puisque
5x5=1.
Cette équation est donc équivalente 3 : X +4y =5,
soit X = -4y +5 =2y +5.
Reportons cette valeur de X dans la deuxiéme équation :
22y +5) +4y =2.
Aprés simplifications, il reste :
2y =4,
Dans 7Z/67Z, 2 n'est pas inversible. Pour déterminer ¥, il faut donc essayer
les 6 valeurs de Z/6Z. On obtient ainsi deux possibilités ¥ = 2 et ¥ = 5.

Avec X = 2y + 5 on détermine X.
Le systéme proposé a donc deux solutions dans Z/67Z :

=3 et y=2;X=3¢et y=5,

|

ce qui s'écrit dans 7Z :

{x=3+6k avec ke Z {x=3+6k avec k e Z
o
y=2+4+6k" avec k' € Z y =546k’ avec k' € Z

3. Les deux conditions conduisent a des calculs simultanés dans des anneaux diffé-

rents.

Il est préférable de chercher les entiers x et y plutot que leurs classes.

14



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

¥

Chapitre 1 - Algébre générale

Dans Z/6Z, la premiére équation peut s'écrire: 5X +2y = 3.

En multipliant par 5, cette équation devient : X +4y =3, soit
X =2V + 3, ouencore : X =2y + 3+ 6k aveck € Z.

Reportons cette expression dans la seconde équation :

3y +2k =0 (mod5), puis y =k (mod5) en effectuant des calculs dans
7./57.

On obtient donc (en reportant la valeur de y dans Uexpression qui donne X) :

X = 3+ 8k + 10k’
{ oKt avec keZ et kKeZ

y =k 4 5K’

Exercice 1.11 : Lemme chinois et application

1. Soit p et g des entiers premiers entre eux. Soit a et b des entiers. Montrer qu’il
existe un entier x tel que :

{x:a (p)
x=b (q)

2. Soit p et g deux entiers. Montrer I’équivalence :

le groupe produit Z/pZ x Z/qZ est cyclique <= p Aq = 1.

1. L’hypothése « premiers entre eux » doit vous faire penser au théoreme de Bézout.

¥

g

Comme p et g sont premiers entre eux, d'aprés le théoréme de Bézout il
existe des entiers U et v tels que pu +quv = 1.

En terme de congruences, cette égalité entraine que : pu=1 (q) et
qu=1 (p).

D'autre part, ona: pu=0 (p) et qu=0 ().

Donc, en posant X = bpu + aquv, on a bien :

x=a (p) etx=Db (@),

c'est-a-dire que X est une solution du probléme posé.

L’appelation « lemme chinois » vient du fait que les chinois de la Haute Antiquité
utilisaient ce résultat en astronomie. Etant donnés deux astres dont les durées de
révolution et les positions sont connues, le temps qu’ils mettront a retrouver la
méme position s’obtient en utilisant ce lemme.

2. Pour démontrer une équivalence, on démontre deux implications. Et dans une
deuxiéme question, il est fréquent que le résultat de la premiéere question soit utile.

15
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2@ e Soit p et g premiers entre eux. Considérons un élément (a,b) de
Z7/pZ x Z/qZ.

D'aprés la question 1. il existe X € Z telque x =a (p) et x =b (q).

Lélément X(1,1) de Z/pZ x Z/qZ est donc égal a (a,b), ce qui démontre

que (1,1) engendre Z/pZ x Z/QZ, qui est donc cyclique.

Pour démontrer I’autre implication, il est préférable de démontrer sa contraposée ;
c’est-a-dire que, si p et g ne sont pas premiers entre eux, alors Z/pZ x 7Z./qQ7Z, n’est
pas cyclique.

2@ Supposons que p et ¢ ne sont pas premiers entre eux. Notons d > 1 leur
pgcd et m leur ppecm. Puisque |pg| = md, on a alors m < pq.

Pour tout couple (X,Yy) de Z/pZ x Z/q7Z,

on a m(x,y) = (mx,my) = (0,0) puisque p divise mx et q divise my.

Le sous-groupe engendré par (X,Y) a un cardinal inférieur ou égal m. Comme

m < pq, il ne peut pas étre égal a Z/pZ x Z/qZ, qui n'est donc pas

cyclique.

Exercice 1.12 : Nombres de Fermat

1. Montrer que si 22 + 1 est premier, alors a est une puissance de 2.

2. Pour tout entier n, on note F, = 22" + 1. Montrer que, si m et n sont distincts,
alors Fy et Fp, sont premiers entre eux.

Il s’agit de démontrer une implication. Si elle vous résiste, pensez a la contraposeée.

2& 1. Nous allons démontrer la contraposée, c’'est-a-dire que, si @ n'est pas une
puissance de 2, alors 22 + 1 n’est pas premier.

Si a n'est pas une puissance de 2, on peut écrire a = p2K avec p impair et

p>1.

Pour montrer qu’il existe un diviseur non trivial de 22 + 1 (autre que 1 et lui-
méme), on va utiliser une congruence. Mais commencons par une congruence rela-
tive & 22 avant d’arriver a 22.

De 22 =—1 (mod 22 +1), on déduit 2P'=(~1)P=—1 (mod 2% +1),

2@ soit :

224 1=0 (mod 22 + 1)
ce qui assure que 22 + 1 n’est pas premier.

Remarque

Fermat (1601-1665) était persuadé que la réciproque était vraie, ce qui aurait four-
ni des nombres premiers a volonté.

16
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Mais Euler (1707-1783) a donné le premier contre-exemple : 23241 =4294 967 297
est divisible par 641.
Les nombres Fy = 22 + 1 sont appelés nombres de Fermat. Actuellement, on sait
que Fo, F1, Fo, F3, F4 sont premiers, et que Fs,. .., Fsz ne sont pas premiers. On ne
sait pas pour n = 33.

2. Supposons m > n. On a:

¥

Zm—n

Fon=2%)?" " +1=(-1)?" 41 = 2 (modulo Fy).

Donc si d divise Fy et Fy, alors d divise 2.
F, étant impair on en déduit d = 1, c'est-a-dire que F, et Fp, sont premiers
entre eux.
Remarque
Chaque F, ayant un diviseur premier, on en déduit qu’il y a une infinité de nombres
premiers, et méme de la forme 4k + 1 car, si p premier divise Fy, alors :
p—1 n_1\ p—
-1z = (22" modp
=1 modp en utilisant le théoréme de Fermat

Par suite : p = 4k + 1.

Exercice 1.13 : Une propriété du groupe symétrique

Démontrer que le centre du groupe symétrique S, est réduit a {Id} pour n > 3.

Le centre d’un groupe G est I’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous
les éléments de G. Il est facile de démontrer que c’est un sous-groupe de G.

z Supposons qu'il existe une permutation o différente de l'identité apparte-
¢ nant au centre de Sy. Il existe alors a # b tels que o(a) = b.

Introduisons la transposition 73 . On a alors : 0 o 73 p(b) = o(a) = b.
Comme o commute avec tout élément de Sp, on aussi : T4 p 0 (D) = b d'ou
o(b) = a.

Introduisons le cycle Ca b, ce qui est possible sin >3.0na:
goCapc(@ =o) =aetcCapcoo(@ =capcb) =c.

On obtient une contradiction, ce qui démontre le résultat annoncé.

Exercice 1.14 : Systéme de générateurs du groupe orthogonal

1. Soit a et b deux vecteurs distincts de E de méme norme. Montrer qu’il existe
une unique réflexion s de E telle que s(a) = b et s(b) = a.

17
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2. Supposons qu’il existe des éléments de O(E) qui ne soient pas la composée
de réflexions.

Considérons un tel élément f de O(E) tel que dim[Ker(f — Id)]soit le plus
grand possible.

2. a) Démontrer qu’il existe a e [Ker(f — 1d)]* tel que f (a) # a.

b) Aboutir a une contradiction.

Ainsi, tout élément de O(E) peut s’écrire comme la composée de réflexions ;
autrement dit, les réflexions engendrent le groupe O (E).

O(E) est le groupe des endomorphismes orthogonaux de E, c’est-a-dire les endo-
morphismes qui conservent le produit scalaire, et la norme.
Vous avez déja étudié en premiére année les cas n = 2 et n = 3. A cette occasion,

Vous avez vu que le groupe orthogonal du plan est engendré par les réflexions. C’est
cette propriété qu’on va généraliser.

%

1. Supposons que S existe.

Alorss(a — b)=s(a) —s(b)=b —a= —(a —b) donc a — beKer(s+Id).
Or s est une réflexion donc Ker(s 4 Id) est une droite et son orthogonal est
Ker(s — Id) qui est de dimension n — 1.

Ainsi, s est nécessairement la réflexion par rapport a Uhyperplan (a — b)=*.
Ceci montre déja que si S existe, elle est unique, et nous fournit en plus un
candidat.

Comme a = b, ona a —b = 0. Lorthogonal du vecteur a — b est donc un
hyperplan H.

Soit s la réflexion par rapport a H. Alors s(a —b) = —(a —b) donc
s@)—s()=b—a.

Par ailleurs,

<a—ba+b>=<a,a>—-—<ba>+<ab>—-—<bb>
=<aa>—<bb>

car < a,b >=<b,a > (le produit scalaire est symétrique).

Comme a et b sont de méme norme, <a,a >=<b,b > donc a—Db et
a+b sont orthogonaux ; ainsi, a+be H et s(a+b)=a+b, soit
s@)+sh)=a+b.

On en déduit s(a) = b et s(b) = a.

2. a) Il est avant tout nécessaire que f ne soit pas lidentité pour qu'il puis-
se exister a tel que f(a) = a. C'est clair car f ne peut pas, par hypothése,
s'écrire comme composée de réflexions. Or l'identité peut s'écrire Sos ol S
est une réflexion quelconque.

D'une maniére générale, si F est un sous-espace vectoriel de E,
F N FL = {0}. On sait méme que, si E est de dimension finie, F et F*
sont supplémentaires dans E. En particulier, les éléments non nuls de
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[Ker(f —1d)]* n‘appartiennent pas & Ker(f —Id) et vérifient donc
f(x) # x. Il suffit donc de montrer que [Ker(f — Id)]*+ = {0}.

Si [Ker(f —Id)]* ={0} alors Ker(f —1ld)=E et donc f =Id.
Cependant, lidentité peut bien s‘écrire comme composée de réflexions :
Id=so0s pour nimporte quelle réflexion s. Ainsi, f = Id donc
[Ker(f — 1d)]*+ # {0}.

Soit @ un élément non nul de [Ker(f — Id)]* ; alors f (a) + a.

b) Notons b = f(a). Alors a # b par définition de a, et a et b ont méme
norme car b = f(a) et f est orthogonal. Ainsi, il existe une réflexion s de
E telle que s(@) =b et s(b) =a.

On a donc (so f)(@) = a.

Six e Ker(f —1d),ona < x,a>=0donc <Xx,b >=< f(X),f(@a)=0;
par suite < X,a —b >=0 et donc s(X) =X et so f(X) = X.

Ainsi, Ker(s o f — Id) est un sous-espace vectoriel de E qui contient stric-
tement Ker(f — Id).

s o f est donc un élément de O(E) qui peut s’écrire comme composée de
réflexions: So f =S;o0---05.

Commesos=1d, ilvientf =soSj;o---05, et ceci est une écriture de
f comme composée de réflexions, ce qui contredit I'hypothése.
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Algebre linéaire

Exercice 2.1 : Eléments propres d'un endomorphisme d'un espace de
polynomes

Soit K =R ou C. Pour P € K[X] on pose :
®(P) = (2X +1)P — (X2 —1)P".

1. Montrer que @ est un endomorphisme de K[X].

2. Soit P est un vecteur propre de ®. Montrer que P’ = 0 et en déduire le degré
de P.

3. Déterminer les éléments propres de .

1. Ce genre de question, extrémement courante au début d'un exercice d'algébre
linéaire, ne présente en général aucune difficulté : il s'agit simplement de vérifier
que @ est linéaire a partir de la définition méme de la linéarité.

2@ Soient (A1) € K? et (P,Q) € K[X]?. Alors :

PAP+uQ) =X +1DAP+pQ) — (X2 =1DAP+ Q).

D'une part, 2X + DHYAAP + Q) = A2X + )P + u(2X + 1)Q.
D'autre part,
(X*=DAP+uQ) =X =1HAP'+1Q)
=AX2—DP + (X2 -1Q.
Ainsi,
PAP+uQ) =XARX+DP+u2X+1)Q — A (X2 =1)P’
+1 (X2 =1)Q)
=AQ(P)+ p®(Q)
donc @ est linéaire.
2. La définition d'un vecteur propre P de ® est: P =+ 0 et il existe A € K tel que
O(P)=M\P.
Cette derniere relation s'écrit

@X+ 1P — (X2=1P' =\P

21
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soit encore

2X +1- )P = (X>=1)P".

Pour montrer que P’ = 0, on peut raisonner par l'absurde en supposant P’ = 0.

2@ Soit P un vecteur propre de ®. Par définition, P # 0 et il existe A € K tel
que ®(P) = A\ P.

Si P’ = 0 la relation ®(P) = A P seréduitda (2X +1 — A)P =0 et donc

P =0, ce qui est exclu. Ainsi, P’ &£ 0.

Lorsque I'on doit effectuer des considérations de degré et de coefficient dominant
sur des polyndmes il faut traiter a part le cas du polyndme nul car son degré n'est
pas un entier et il n'a pas de coefficient dominant.

De plus, ici, P’ intervient dans les calculs. C'est pour cela qu'il faudrait également
traiter séparément le cas P’ = 0. Le début de la question montre que ce cas parti-
culier n'est pas réalise.

n
Soit n = deg(P) € N et notons P = Zak XX avec a, =+ 0.

W k=0

Comme P’ = 0, P n'est pas constant, doncn > 1 et P’ = Z (k + Dyayy1 XX
k=0

Le degré de 22X +1 — M) P est n + 1 et son coefficient dominant est 2 a;.
De méme, (X2 — 1)P’ est de degré n + 1 et son coefficient dominant est
na,. Vu que ces deux polyndmes sont égaux et que a, =* 0, onan =2.
Ainsi :

si P € Ker(® — Ald) et P = Oalorsdeg(P) = 2.

3. Puisque I'on sait que les vecteurs propres de @ sont de degré 2, on peut les écrire
aX? +bX +c¢ (avec a # 0) et injecter ceci dans la formule définissant ® : on
obtiendra ainsi un systéme d'équations Vérifié par (a,b,c). Il ne restera plus qu'a
résoudre ce systéme pour trouver les vecteurs propres. Comme A interviendra, on
sera éventuellement amené a distinguer divers cas selon la valeur de ce paramétre.

%

Soit A une valeur propre de ® et P un vecteur propre associé. Alors P est
de degré 2 ; notons P = aX? 4+ bX + ¢ avec a = 0. On a alors

2X +1— AP =2aX3+ 2b+ (1 — Ma)X?
+2c+ @A -Mb)X + (1 - Nc

et

(X2 —1P' = (X2 —1)(@aX+b)y=2ax3+bX?>—-2aX —b.
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Ainsi, la relation
X +1-XMP =(X?>=1)P’
s'écrit
2aX3+2b+ @ —-Na)X?>+2c+ 1 —Mb)X + (1 — N
=2ax*+bXx?2—-2aX-b

soit, aprés simplification et regroupement des termes dans le membre de
gauche :

b+@A-NaX°+R2Cc+a)+ 1L —-NMNb)X+b+ (@1 —-Nc=0.

Un polyndme est nul si, et seulement si, tous ses coefficients sont nuls. On
déduit donc de 'égalité précédente le systéme

d1-XNa+b = 0
(S) T 1—-XMb+2@a+c) = 0
@A-XMNc+b =0

La présence du facteur (1 — \) dans ces équations suggére d'étudier séparément le
cas A = 1. En effet, dans ce cas, les équations se simplifient considérablement.
Dans le cas A # 1, nous pourrons au besoin diviser par 1 — A\ pour extraire a, b et
c de ces équations.

2@ e Supposons A =1 : le systéme se réduitab=0etCc= —a ; on a donc
P =a(X?—1). Ainsi, Ker(® — Id) c K(X%2 —1).

A ce stade, nous avons simplement montré I'inclusion. Pour déterminer s'il y a éga-
lité, remarquons que K(X? — 1) est de dimension 1. De deux choses l'une : soit
Ker(®d — Id) = K(X? — 1), auquel cas 1 est bien valeur propre de ® et K(X? — 1)
et le sous-espace propre associé, soit Ker(® — Id) = {0} et 1 n'est pas valeur propre
de ®. Il ny a donc plus qua chercher si X2 —1eKer(®—Id), i.e.
®(X? —1) = X2 — 1. Cette question est facile puisqu'il suffit de vérifier une rela-
tion en remplagant P par X? — 1 dans la formule définissant ®. Ce calcul est simple
et montre qu'on a bien ®(X? — 1) = X2 — 1.

Par ailleurs :

¥

D(X?—1) =@RX+DX?>=-1) —(X?=1@2X)
=X?-1

Ainsi, X2 —1 € Ker(® — Id) donc K(X? —1) c Ker(® — Id).

En résumé, Ker(® — Id) = K(X%2 —1) qui est de dimension 1 : 1 est
valeur propre de @ et le sous-espace propre associé est la droite vectorielle
K(X2 —1).

23
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Il reste a traiter le cas A\ +# 1.

2& e Supposons A # 1 : les premiére et troisiéme équations donnent
l-XNa=@A-XMNcetdonca=c,carl—X=#£0.

La deuxiéme équation devient alors (1 — A\)b = —4a d'ol, comme

b=—@1—-Ma: (1l—X\>2?a=4a.Comme a =0, il vient (1 — \)? =4,

soit 1 — \ € {—2,2} et enfin A € {—1,3}.

Nous avons donc, pour l'instant, restreint le nombre de cas a étudier : si A est une
valeur propre de ® et A = 1, alors A ne peut valoir que —1 ou 3.

Il reste & voir si ces scalaires sont bien des valeurs propres de @ et, le cas échéant,
déterminer le sous-espace propre associé. Ce sera aisé car le systéme (S) se simpli-
fie considérablement lorsque I'on assigne a A une valeur particuliére.

e Si A= —1 : la premiére équation donne b = —2a. Par ailleurs, on sait

2@ que ¢ = a donc P = a(X — 1)2. Ainsi, Ker(® + Id) ¢ K(X — 1)

Comme précédemment nous avons montré une inclusion : il reste a vérifier I'inclu-
sion réciproque.

Réciproquement, on a

%

O((X =12 =2X+DX-12—(X2=1(@2(X —1)
= —(X —1)?

donc (X — 1)% € Ker(® + 1d). Ainsi, Ker(® + Id) = K(X — 1)? ; —1 est
donc valeur propre de ® et le sous-espace propre associé est K(X — 1)2.

Il ne reste plus qu'a traiter le cas A = 3 de maniére tout a fait analogue : remplacer
A par 3 dans (S), en déduire les valeurs possibles de a, b et ¢, en déduire une inclu-
sion entre Ker(® — 31d) et un certain sous-espace vectoriel de K[X] et, si ce sous-
espace n'est pas réduit a {0}, se poser la question de I'inclusion réciproque.

2 e Si A\ =3 : la premiére équation donne b = 2a. Par ailleurs, on sait que
@ c=adonc P =a(X +1)2.
Réciproquement, on a

O((X+1DD) =CX+DX+1D2—(X2-1D@2(X+1)
=3 (X +1)?

donc (X + 1) € Ker(® — 31d). Ainsi, Ker(® —31d) = K(X +1)?; 3
est donc valeur propre de ® et le sous-espace propre associé est K(X + 1)2.
En conlusion, les valeurs propres de ® sont —1, 1 et 3. De plus :
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Ker(® +1d) = K(X?2-1)
Ker(® —1d) = K(X —1)2
Ker(® —31d) = K(X +1)2

Exercice 2.2 : Eléments propres d'un endomorphisme d'un espace de

fonctions

Soit E I'espace vectoriel des applications continues de R, dans R. Pour f € E
on définit une application T¢ : R, — R par T¢(0) = f(0) et

X
Vx e R, Ti(x) = %/ f (t) dt.
0

1. Montrer que, pour tout f € E,T¢ € E.
2.S0it T : E — E, f > Tt Montrer que T est linéaire.
3. Déterminer les éléments propres de T.
1. Soit f € E. La fonction Ty est définie séparément sur R* et en 0. Nous allons

donc vérifier séparément la continuité de Ty sur R et en 0. Vu la définition de T¢
il est assez naturel de faire apparaitre une primitive de f.

ZQ Soit F la primitive de f sur R, nulle en 0. Alors, pour X >0,

1
Ts(X) = ;F(X), donc Tt est continue sur RY (et méme en fait de classe

¢! puisque F lest).

F(x)—F(©
Par ailleurs F(0) = 0 donc, pour x > 0, Tf(X) = % Ainsi, Tt
tend vers F'(0) = f (0) quand X tend vers O, donc T¢ est également conti-

nue en 0.
Ainsi, T est continue sur Ry donc Tf € E.

2. Nous devons vérifier I'égalité T(A f +pg) = AT (f) + xT(g) pour tous f et
g e E et X et ueK. Autrement dit il faut vérifier, pour tout x € Ry, I'égalité
T f4ug(X) = ATs(X) + p Tg(x) . Comme les fonctions de la forme Ty sont définies
separément sur R et en 0, nous allons distinguer a nouveau ces deux cas.

2& Soient (f,g) € E? et (\, ;) € R2. Alors :
® pour X > 0,

1 X
Tatapg®) =;f0 M) + gt dt

1 /X 1 /X
:)\;/o f(t)dt+u;/0 g(t) dt
—ATHOO) + T

25
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e pour X =0,
T)\f-i-ug(o) = ()\ f +Mg)(0)
— A F(0) + 1 g(0)
= AT¢(0) + p Tg(0)
Ainsi :

VX € Ry, Thfyug(X) = ATe(X) + p Tg(X)

ie. Tatapug=ATe +uTg, soit TAF+p@) =AT(H)+uT@: T
est donc linéaire.

3. La difficulté de la question est que I'on ne connait pas a priori les valeurs propres
de T. Nous allons donc chercher simultanément les valeurs propres et les sous-
espaces propres associes.

¥

Soient \ e R et f € Ker(f — Ald). On a donc T = A\ f.

1 X
Alors f (0) = X f(0) et, pour tout réel x > 0, " / f)ydt=Xf(x).
0

Encore une fois, il y a deux conditions vérifiées par f. La seconde est une équation
intégrale : une relation entre f (x) et une intégrale de f avec une borne dépendant de
x. Dériver cette équation par rapport a x permet de se ramener a une équation dif-
férentielle vérifiée par f et donc de trouver la forme de la fonction f.

2@ En notant F la primitive de f nulle en O on a donc, pour tout réel X > 0 :

Fx) = Ax f(x)
et donc
vx € RLF'(x) = Ax f/(x) + X f(x).
Comme F’ = f il vient enfin :
¥x e REAX F'0O+ (A =1 f(x) =0.

Ceci est une équation différentielle vérifiée par f... si A n'est pas nul ! En effet, pour
nous ramener au cas d'une équation différentielle de la forme y’ + a(x)y = 0, dont
on connait les solutions, il faut diviser par A x. La division par x ne pose pas de pro-
bléme puisque I'équation est donnée pour x > 0. Il reste a distinguer le cas A = 0.

25 e Supposons A = 0. Alors la relation précédente se réduit a :

vx e RY, f(x) =0.
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Par ailleurs, f(0) = X f(0) d'od f(0) = 0. La fonction f est donc identi-
quement nulle.
Ainsi, Ker(T) = {0}, ce qui montre que O n'est pas valeur propre de T.

Nous pouvons ensuite rapidement résoudre I'équation différentielle dans le cas
A= 0.

¥

e Supposons A = 0. Alors f vérifie :
1\ 1
vx € R*, f/(x 1—-—)=fx)=0.
€ RS, ()+( A)X (X)

Ainsi, il existe un réel K tel que :

1
vx e RY, f(x) = kxX L,

Maintenant que I'on connait la forme de f sur R%. nous pouvons étudier le probleme
en 0. f est continue sur R donc converge en O ; cependant, pour certaines valeurs

1
de )\, l'expression xx 1 peut diverger quand x tend vers 0 : il faut donc distinguer
a nouveau des cas selon le comportement en 0 de cette fonction de x.

On sait que ce comportement dépend du signe de I'exposant de X, ce qui nous donne
trois cas a étudier. En soit, I'étude de chaque cas est simple puisqu'il s'agit de pro-
blémes de limites de fonctions usuelles.

. 1 . T
& 1l faut étre prudent pour passer du signe de X~ 1 a une inégalité sur X : en effet,

A peut trés bien étre négatif et, dans ce cas, la multiplication par A change le sens
de l'inégalité.

Plus précisément :
1
osiX—l<0et)\>0alorsl—>\<0donc)\>1;

.1 .
*si - 1l<OetA<Oalorsl— X > 0donc A\ < 1. Cependant, on a déja supposé
A < 0 donc cette nouvelle inégalité n'apporte pas de contrainte supplémentaire.

o1 L. .

Ainsi : si 3 1 < Oalors A\ <0ouA\ > 1. Réciproquement,si A < 0ou X > 1, 0on
e, 1

verifie aisément que 3 1<0.

De méme :

.1
-S|X—1>0et)\>0alors 1—X>0donc A <1. Comme on a supposé ici

A>0onadoncenfait0O < A\ <1;

.1 .
-S|X—1>Oet>\<0alorsl—)\<Odonc)\>1.CeC|estabsurde:onnepeut

avoir a la fois A < O et A > 1.
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1
Ainsi : si X 1> 0 alors 0 < A < 1. Réciproquement, si 0 < A < 1, on Vérifie

1
facilement que - 1>0.

1
Enfin, il ne faut pas oublier de traiter le cas 3 1 =0, i.e. simplement A = 1.

¥

Exercice 2.3 : Etude d'un endomorphisme d'un espace d'endomor-

1 1
0S1'X—1<0,i.e.>\<00u)\>1:alor5X/\ ltendvers—i—ooquandx

tend vers OF. Comme f est continue en 0, sa limite en O est finie, ce qui
impose kK = 0 et donc f = 0. Ainsi, Ker(T — Ald) = {0}, ce qui montre
que A n'est pas valeur propre de T.

1
e Si X~ 1=0,i.e. A\ =1:alors f(X) =k pour tout réel k > 0 et, f &tant

continue en 0, il vient f(0) =Kk : la fonction f est donc constante égale a
k. Nous avons donc Ker(T — Id) C R.

Réciproquement, il est clair que toute fonction constante c vérfie To =cC;
ainsi, Ker(T —Id) = R. 1 est donc bien valeur propre de T et le sous-
espace propre associé est R, l'espace des fonctions constantes.

1 1_
o Si 3 1>0,i.e.0< X <1:alorsxA ! tend vers 0 quand X tend vers
0", donc f(0) = 0.

Pour alléger les notations, posons fy(X) = X%fl si Xx >0 et f,(0) =0.
Nous avons montré : si A est une valeur propre de T telle que 0 < A < 1 et
f un vecteur propre de T, alors il existe un réel k tel que f =k f,.
Autrement dit, Ker(f — Ald) C R f,.

Réciproquement, Tr, = Afy ; on a donc Ker(f —Ald) =R f,. Comme
fn # 0, A est bien valeur propre de T.

En résumé, étant donné un réel A :

1) siA<0oul>1, A nest pas valeur propre de T ;

i) 1 est valeur propre de T et le sous-espace propre associé est R, l'espace
des fonctions constantes ;

iii) si0 < A < 1, X est valeur propre de T et le sous-espace propre associé
est Rf,.

phismes

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle. Pour f € £(E) on

définit :

®; : L(E) > L(E),g—~ f oqQ.
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1. Veérifier que, pour tout f € L(E), ®¢ € L(L(E)).

2. Soit f € £L(E). Montrer que, pour tout P € K[X], P(®¢) = Pp(t).
3. En déduire que @+ est diagonalisable si, et seulement si, f I'est.

4. Soit A € K. Décrire Ker(®¢ — Aldgg)) a l'aide de Ker(f — Aldg).

1. La notation ne doit pas effrayer : ®¢ est par définition une application de £(E)
dans lui-méme. Dire que ®; € L(L(E)) n'est donc rien d'autre que dire que ®; est
linéaire, i.e. que l'on a ®;(Ag+ puh) =AP;(g) + pPs(h) pour tous g et
heL(E) et \ et u scalaires ; cette derniére relation peut enfin s'écrire
foAg+puh)=Xfog+ pufoh. Finalement, comme dans presque toutes les
guestions demandant de vérifier qu'une application est linéaire, il suffit simplement
de le vérifier a partir de la définition.

2@ Soit f € L(E). Pour tous (g,h) € L(E)? et (\,;) € K? on a

fohg+puh)y=Afog+pufoh
car f est linéaire. Ainsi :

Qr(Ag+puh) = fo(Ag+puh)
Afog+pufoh
= A®:(9) + pPr(h)

et ®@¢ est donc linéaire.

n
2.Si P = Zakxk on a, par définition d'un polynéme d'endomorphismes,
k=0

n
P(®r) =) ax®f.
k=0

Par ailleurs, pour tout g € L(E),

n n
®p(1)(@) = P(f)og= (Zakfk) og=> afkogq.
k=0 k=0

Pour démontrer que P(®f) = Pp(ry, il suffit donc de démontrer que
<I>']$(g) = fko g pour tout g € £(E), i.e. ¥ = dr. Autrement dit, il suffit de

démontrer le résultat dans le cas particulier des monémes XX, ce qui est moins lourd
a écrire et se rédigera aisément par récurrence.
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Pour n € N posons Hy : « ®}f = P ».

¥

e Hg est vraie : en effet, <I>? = ldE) et f0 = Idg, par définition de la

puissance 0 d'un endomorphisme d'un espace vectoriel.
Par ailleurs, pour tout ge L(E), P4.(9) =Ildeog=g donc

®ge = Id.(E). On a donc bien QD? = Oyo.
® Soit n € N tel que Hy est vraie. On a donc ®% = ®¢n ie. :
Vg € L(E),®7(9) = f"og.
On a alors successivement, pour tout g € L(E) :
o) = ()
= ®¢(f"og)
= fo(f"ogQ)
= fn+1 og
Dni1(9)
Ainsi, CIDrf'+1 = D¢ni1, i.e. Hppq est vraie.

® En conlusion, H, est vraie pour tout n € N.

Traitons maintenant le cas général tel que nous I'avons fait en préambule :

Soit P =Y aXK e K[X].Ona

Y =

n

n
P(0r) =) ax®f
k=0
soit, pour tout g € L(E) :
n
P@)@ = Y adf@©)
k=0
= ) a®u(Q)
k=0
n
Y (@ fog)
k=0
n
(Zak fk) og
k=0

P(f)og
Dp(1)(9).

Ceci étant vrai pour tout g € £(E) nous avons donc démontré :

VP € K[X],P(®1) = p(1).
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3. Nous avons un lien simple entre polynémes et diagonalisation : un endomor-
phisme d'une espace vectoriel de dimension finie est diagonalisable si, et seulement
si, il posséde un polynéme annulateur scindé a racines simples.

La question précédente nous fournit justement des renseignements sur les polynémes
en f et ®y. Plus précisement, I'égalité P (D) = dp(t) entraine que P (P¢) = 0 si, et
seulement si, ®p ) = 0. C'est ce que nous allons Vvérifier dans un premier temps.

%

Il est clair que, si P(f) =0, alors ®p(fy = 0 et donc P(P¢) = 0.
Réciproquement, si ®pfy =0 alors P(f) og =0 pour tout endomor-
phisme g de E, en particulier pour g = Idg, ce qui donne P(f) =0.
Ainsi, f et ®¢ ont les mémes polynémes annulateurs.

En particulier, @ posséde un annulateur scindé a racines simples si, et seu-
lement si, f posséde un annulateur scindé a racines simples, donc ®(f) est
diagonalisable si, et seulement si, f est diagonalisable.

4. Le fait que g € Ker(®¢ — Ald.g)) signifie ®¢(g) = Mg, soit f og=Ag et
enfin (f — Ald) o g = 0. Ceci est équivalent a l'inclusion Im(g) c Ker(f — Ald).

¥

Soit g € L(E). Alors g e Ker(®s — AldgE)) si, et seulement si,
fog=Ag.

Cette derniére relation est équivalente a (f — Ald) og =0, elle-méme
équivalente a Im(g) C Ker(f — Ald). Ainsi :

Ker(®; — Ald) = {g € L(E) : Im(g) C Ker(f — Ald)}.

Exercice 2.4 : Diagonalisation

1 ..o .. 1
° 0

Soientunentiern >3etA=| = = e Mh(R).

: 0 .
1 1

Déterminer les éléments propres de A. Est-elle diagonalisable ? Que vaut son
déterminant ?

Nous allons d'abord déterminer les valeurs propres en cherchant les réels A pour
lesquels le systtme AX = A X(X € My 1(R)) possede au moins une solution

X = 0.

¥

Soit f l'endomorphisme de R" canoniquement associé a A et A € R une

valeur propre de A. Un élément X = (X1,...,X,) de R" est un vecteur

propre associé a f si, et seulement si, X # 0 et f(X) = AX. En notant
X1

X =| : | la matrice de X dans la base canonique, ces conditions sont
Xn

équivalentes 3 X £ 0 et AX = A X.
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L'égalité AX = X\ X est équivalente au systéme :

X1+---+X = AXs
X1 4+ X2 = AX
) X1 + Xk = Xk
X1 + Xn = AXp

En particulier, pour k € {2,...,n} : Xy = (A — 1) xk. Ainsi, il est naturel de distin-
guer le cas A = 1.

e Supposons A\ = 1. Alors les équations 2 a n donnent

%

Vk € {2,...,n},x¢ = X1

A—1

ce qui montre en particulier que X2 = - -+ = X;.
La premiére équation, compte tenu de ces égalités, se réduit alors a

X1+ (n—1)Xo = AXq.

Par ailleurs, nous avons vu que X = o1 X1 d'ol enfin :

M —1x1 =\ —1)%x;.

Peut-on diviser par x; afin de déterminer les valeurs possibles de A ? Si x; est nul,

alors pour k > 2: xx =

1
1 X1 = 0. On a donc X =0, ce qui contredit I'nypo-
these faite sur X.

Si X1 était nul, X serait nul, ce qui est exclu. Ainsi :

¥

n—1)=MN-1)7°

d'otl l'on tire les valeurs possibles de A : si A est une valeur propre de A dis-

tinctedelalors A=1++vn—-1ouX=1—- +/n—-1.

Remarquons que ces deux valeurs propres potentielles sont distinctes.

Il faut désormais déterminer si ce sont bien des valeurs propres de A et, si oui, déter-
miner le sous-espace propre associeé.

Ce ne sera pas bien difficile car I'essentiel des calculs a déja été effectué précédem-
ment : il suffit de remplacer A par lI'une des deux valeurs possibles trouvées ci-
dessus.
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2& Soient \y =1+ /N —1et E; = Ker(f — A1 1d).
Si X = (X1,...,Xn) € E1 alors, d'aprés les calculs précédents, on a
1 1

Yk e {2,...,n},xk: X1 =

A—1 Jn—1
Autrement dit, X = x1(+/n —1,1,...,1) donc E1 C R(vn—1,1,...,1).

X1.

Nous avons démontré une inclusion, il reste a regarder si l'inclusion réciprogue est
vraie.

z Réciproquement, le vecteur (+/n — 1,1,...,1) appartient a E; car on véri-
¢ fie aisément que ce n-uplet est bien solution du systéme (S) pour A = Ap.
En conclusion : 1 4+ +/n — 1 est valeur propre de A et le sous-espace propre

associé est la droite R(x/n —1,1,...,1).

Lecasde 1 — 4/n — 1 se traite identiquement.

Soit vy =1— /n—1et E; =Ker(f — X\ 1d).
z@ Si X = (X1,...,Xn) € E2 alors, d'aprés les calculs précédents, on a

. 1
A—1 T Uno1

Vk € {2,...,n}, Xk = X1.

Autrement dit, X=X1(—+/n —1,1,...,1) donc Eo CR(—+/n —-1,1,...,1).
Réciproquement, le vecteur (—+/Nn —1,1,...,1) appartient a E» car on
vérifie aisément que ce n-uplet est bien solution du systéme (S) pour
A= Ao

En conclusion : 1 — /n — 1 est valeur propre de A et le sous-espace propre
associé est la droite R(—+/n —1,1,....,1).

Il reste a étudier le cas A = 1. Dans ce cas, le systeme (S) se simplifie considéra-
blement.

2@ e Supposons A = 1 : le systéme (S) se réduit a deux équations :

X1+---+X%Xn = 0
X1 =0

la premiére se simplifiant méme en X2 + - - - + Xp = 0. Ainsi, en notant
Ez ={(X1,...,Xp) : X1 =0 et Xo+---4+ X, =0}
on a Ker(f —Id) = Es.

Nous n'avons pas encore tout a fait démontré que 1 est valeur propre de f : il pour-
rait en effet se faire que Ej soit réduit a {0}. Dans les calculs précédents, les sous-
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espaces E1 et E; ont été trouvés directement comme engendrés par un vecteur non
nul, donc ils n'étaient pas réduits a {0}.

Ici, E3 est donné par un systéme d'égquations et nous devons donc vérifier que ces
équations possedent une solution non nulle.

D'une part, une solution de (S) vérifie nécessairement x; = 0.

D'autre part, comme n > 3 I'équation X, + --- + X, = 0 contient au moins deux
termes ; il suffit d'en prendre un égal a 1, un autre égal a —1 et tous les autres nuls
pour en avoir une solution non nulle. Nous aurons ainsi bien utilisé le fait que
n>3.

Soit le vecteur X = (0,1,-1,0,...,0) (si n > 3) ou x =(0,1,—-1) (si
2@ n = 3). Alors x € E3 car les coordonnées de x vérifient bien x; =0 et
X2+ -+ Xp = 0. De plus, X = 0. Ainsi, E3 n'est pas réduit a {0}. Ceci
montre que 1 est valeur propre de A et que le sous-espace propre associé
est Es.

En conclusion, A posséde trois valeurs propres: 1 ++/n—1,1— /n—-1
et 1. Les sous-espaces propres associés sont respectivement Eq, E> et Es.

A est diagonalisable si, et seulement si, la somme des dimensions de ses sous-
espaces propres est n.

Il est clair que dim(E;) = dim(E,) = 1. Reste a calculer dim(E3), la difficulté
étant que E3 est donné par un systeme d'équations.

Pour déterminer cette dimension, on peut chercher une base de E3. Cependant, on
peut aussi calculer cette dimension par le théoréme du rang. En effet, il est souvent
assez simple de déterminer le rang d'une matrice par des opérations élémentaires sur
les lignes et les colonnes. Parfois, le rang est méme évident sans qu'il n'y ait a faire
ces opérations ; c'est le cas quand beaucoup de colonnes sont colinéaires voire
égales.

Déterminons la dimension de E3:

2& dim(E3) = dim(Ker(f — Ald)) =n —rg(f — Ald) =n —rg(A— 1)
La matrice
01 . 1
1 0 - 0
A — In == .
: 0
10 --- 0

est de rang 2 donc dim(E3) =n — 2.

Connaitre le dimension de Ej3 facilite la recherche d'une base de cet espace : en
@ effet, il suffirait désormais de trouver une famille libre de n — 2 vecteurs de E3
pour en avoir une base. Sans I'information sur la dimension, nous ne saurions pas
quelle doit étre la taille d'une base et de plus, pour montrer qu‘une famille est une
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base sans connaitre la dimension de I'espace, il faut démontrer qu'elle est libre et
génératrice, alors qu'en connaissant la dimension on peut se contenter d'un argu-
ment de cardinal (une famille libre de cardinal la dimension de I'espace en est une
base). Cependant, cette question n'est ici pas posée.

La somme des dimensions des sous-espaces propres de A est n donc A est

2@ diagonalisable.

A est donc semblable a la matrice

A1 0
A2
1

0 1
et en particulier a méme déterminant, a savoir

MAo=0A4++/n—-1DA-+/n-1)=2-—n.

X1 = Xp = 0 ; ainsi, E3 = {0} est 1 n'est pas valeur propre de A.

En revanche, comme /n—1=1, \1 =2 et A\» = 0 sont valeurs propres dis-
tinctes de sous-espaces propres associés respectifs R(—1,1) et R(1,1) et A est
encore diagonalisable.

@ Si n =2, les équations vérifiées par les éléments (x1,X2) € E3 se résument a

Exercice 2.5 : Réduction

b a
Soient un entiern > 2 et A = € My(R) avec a +# 0.
a b
1. Déterminer un polyndme annulateur de A.
2. A est-elle diagonalisable ? Déterminer ses valeurs propres et les dimensions de
SEes Sous-espaces propres.
3. Calculer det(A).

Remarquons que le cas a = 0 ne présenterait aucune difficulté puisqu'alors A serait
égaleab .

1. Nous savons d'apres le théoréme de Cayley-Hamilton que le polyndme caracte-
ristique de A en est un polyndme annulateur. Cependant, il n'est pas du tout aisé a
calculer !

Pour déterminer un polynéme annulateur simple d'une matrice A, on peut essayer
de calculer les premiéres puissances de A et chercher une relation entre elles.

35
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L'idéal est de pouvoir écrire A= X1, + B avec X scalaire. En effet, on a alors
Al, B =B M, eton peut donc utiliser la formule du bindbme de Newton pour cal-
culer les puissances de A en fonction de celles de B. Ceci est intéressant quand les
puissances de B sont simples & calculer, ce qui est le cas, entre autres :

i) des matrices nilpotentes ;

ii) des matrices diagonales, parfois des matrices triangulaires ;
iii) des matrices dont tous les coefficients sont égaux ;

iv) des matrices « diagonales par blocs » avec de « petits » blocs.

Ici, nous pouvons faire apparaitre la matrice J dont tous les coefficients sont égaux
a 1 : plus précisément, tous les coefficients de a J sont égaux a a donc les coeffi-
cientsde aJ + (b — a) I, sont égaux a a en dehors de la diagonale et b sur la dia-
gonale,ie.aJ +(b—a)l, = A.

Par ailleurs, comme annoncé, les puissances de J sont faciles a calculer car tous les
coefficients de J2 sont égaux an, i.e. J2=nJ.

Ainsi, lorsque nous calculerons A?, il apparaitra un terme en J2 que nous pourrons

exprimer en fonction de J, ce qui permettra de faire réapparaitre A a I'aide de la rela-
tion A=aJ + (b —a) I, et d'obtenir ainsi une relation entre A et A2,

2@ Soit J la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1. Alors
A=aJl+ (b—a)l,. Par ailleurs, J2 =n J.
Comme J et |, commutent on a

A2=a%)’+b-a3l,+2ab—a)l
soit, comme J2=nJ,
A?=(na’+2ab—a)d+b-—a)ll,.

1 b
Comme a=#0,0nalJ= a A— (a - 1) Ih. En remplacant J par cette

expression dans ['égalité ci-dessus on obtient
A? = (na’+2a(b—a)) (gA —~ (g —~ 1) |n> +(b-a)?l,
soit, aprés simplification :
A’ —(ma+20b—-a)A+mab-—a+b-2a)?l,=0.
Ainsi, le polynéme

P=X?>—(na+2(Mb-a)X+mab-—a)+(b-—a)?

est un polyndome annulateur de A.
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2. La question est de savoir si A posséde un polyndéme annulateur scindé a racines
simples. Commengons donc par étudier les racines de P, ce qui est facile puisque P
est de degré 2 : si le discriminant est strictement positif alors P possede deux
racines réelles distinctes et est donc scindé a racines simples.

z& Le discriminant de P est
(ha+2(Mb—-2a)’—4mnab-—a)+(b-a)?=n%a%>>0

donc P posséde deux racines réelles distinctes.
P est un polynéme annulateur scindé a racines simples de A donc A est dia-
gonalisable.

Par ailleurs, les valeurs propres de A sont racines de tout polyndme annulateur de
A, en particulier de P. A partir du discriminant de P calculé plus haut on obtient
aisément ses racines.

2 Les racines de P sont (na+2(b—a)+na)/2, i.e. b—a et
ﬁ b+(m-1a.

Autrement dit, P=(X —-(b-a) (X —-(b+(—-1)a))

Comme P (A) =0, les valeurs propres de A sont toutes racines de P donc
appartiennent a {b —a,b+ (n —1)a}.

A priori, il pourrait se faire que I'un de ces réels ne soit pas valeur propre de A.
Cependant, nous savons gque A est diagonalisable et a donc au moins une valeur
propre. De plus, une matrice diagonalisable qui n'a qu'une seule valeur propre A est
en fait égale a \ I, ce qui n'est pas le cas de A. A possede donc plusieurs valeurs
propres, ce qui assure que b —a et b + (n — 1) a sont bien valeurs propres de A.
Cependant, il est ici demandé de calculer les dimensions des sous-espaces propres
associés. 1l va donc falloir effectuer quelques calculs. Une fagon simple d'aborder
une telle question est de plutdt calculer des rangs.

Soit f l'endomorphisme de R" canoniquement associé a A. Comme
2@ A—(b—a)l,=alJ on a, daprés le théoréme du rang :

dimKer(f —(b—a)ld)) =n—rg(f —(b—a)ld) =

n—rg(A—(b-—-a)l,)=n-rg@ld).

Toutes les colonnes de a J sont colinéaires donc rg(a J) < 1. Par ailleurs,
comme a = 0, aJ n'est pas nulle donc son rang n'est pas nul non plus.
Ainsi, rg(@aJ) = 1 donc dim(Ker(f — (b —a)ld)) =n—1.

Sachant que A est diagonalisable, le calcul de la dimension de l'autre sous-espace
propre est rapide.



Chapitre 2 - Algebre linéaire

2@ A étant diagonalisable, la somme des dimensions de ses sous-espaces
propres est n ; la dimension du sous-espace propre associéab+(n—1)a
est donc 1.

Le fait de savoir qu'une matrice est diagonalisable (par exemple lorsqu'on a
@ constaté qu'elle avait un polyndme annulateur scindé a racines simples) permet
d'abréger le calcul de la dimension des sous-espaces propres : la derniére dimen-
sion est imposée par le fait que la somme de toutes ces dimensions est égale a n.

Cependant, si lI'on ne sait pas que la matrice est diagonalisable, il faut calculer
« a la main » toutes ces dimensions et voir si leur somme est égale a n pour conclure
quant a la diagonalisabilité.

3. Nous connaissons les valeurs propres et les dimensions des sous-espaces propres
associés, donc nous connaissons une matrice diagonale semblable a A sans avoir
besoin de calculer des matrices de passage !

%

D'aprés les questions précédentes, A est semblable a

b—a 0

b—a
0 b+(h-1a

En particulier, ces deux matrices ont méme déterminant. On en déduit
det(A) = (b—a)" Lt b+ (n—1)a).

Remarquons qu'il n'était pas évident de calculer ce déterminant directement. De
plus, on peut vérifier facilement que la trace de cette matrice est bien égale a celle
de A, a savoir nb. C'est normal, car deux matrices semblables ont méme trace, mais
c'est aussi un moyen simple de vérifier que I'on n'a pas commis d'erreur grossiére :
si nous avions trouvé une autre valeur pour la trace on aurait pu affirmer qu'il y avait
une erreur.

Exercice 2.6 : Réduction d'une matrice d'ordre 3

38

Diagonaliser la matrice

6 2 0
A= 2 3 0
-10 -5 2

La matrice étant d'ordre 3 le calcul du polynéme caractéristique peut &tre un moyen
rapide de trouver les valeurs propres. Qui plus est, la présence des zéros de la der-
niére colonne simplifie grandement le calcul et la factorisation de ce polynéme.
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Pour A e K on a

A—6 -2 0
det| —2 X—=3 0

10 5 A—2
= (A=6)A=3)-4H(A-2)
= AN —9\+14H(\—-2)

A =22\ =T7).

det(\ I — A)

Les valeurs propres de A sont donc 2 et 7.

Pour vérifier que A est diagonalisable nous allons calculer les dimensions des sous-
espaces propres de f, I'endomorphisme de K2 canoniquement associé a A, pour véri-
fier que leur somme est 3. Pour cela, on peut calculer les rangs de A — 213 et
A — 7 13 et conclure par le théoréme du rang.

W

!

Déterminons la dimension du sous-espace propre associé a 2 :

4 2 0
A-2l3= 2 1 0
-10 -5 0

Cette matrice est clairement de rang 1 car ses colonnes sont colinéaires et
elle n'est pas nulle. La dimension de Ker(f — 21d) est donc 2.

Par ailleurs, la dimension de Ker(f — 71d) est au moins 1 (par définition
d'une valeur propre) et la somme des dimensions de tous les sous-espaces
propres est inférieure ou égale a l'ordre de la matrice, ici 3. La dimension de
Ker(f — 71d) ne peut donc étre que 1.

La somme des dimensions des sous-espaces propres de f est 3 donc A est
bien diagonalisable.

Il faut bien voir qu'il y a deux arguments différents :

i) la somme des dimensions des sous-espaces propres ne peut dépasser 3, ce qui
impose dim(Ker(f —71d)) <1;

ii) on constate alors que la somme de ces dimensions est en fait égale a 3, ce qui
prouve la diagonalisabilité de A.

Attention a ne pas mélanger les arguments : affirmer que la somme des dimensions
des sous-espaces propres est 3 est équivalent a la diagonalisabilité. Si on commence
le raisonnement par cette affirmation, on part du résultat et on ne démontre donc
rien du tout !

Nous pouvons désormais déterminer des bases des sous-espaces propres.
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%

Soit (x,y,2) € K® tel que (x,y,z) € Ker(f — 21d). Il vient, d'aprés l'ex-
pression de A — 2 I3, le systéme :

4x + 2y = 0
2x 4+ y =0
—-10x — 5y = 0

qui se réduit en fait a une seule équation car elles sont toutes trois propor-
tionnelles :

2Xx+y=0.

Nous savons que Ker(f — 21d) est de dimension 2 : il suffit donc de trou-
ver deux vecteurs non colinéaires de cet espace pour en avoir une base.

Commencons par en chercher un avec le plus de coordonnées nulles. Il est clair que
I'équation précédente admet pour solution tout triplet de la forme (0,0,z). En notant
(e1,e2,e3) la base canonique de K® on a donc ez € Ker(f — 21d).

Il reste a trouver un autre vecteur de ce noyau non colinéaire a es. Pour cela, on doit
prendre x ou y non nul. Le plus simple est de prendre x =1 et il vient alors
y = —2. Nous avons encore le choix pour z: autant prendre z =0, i.e.
x,y,2) = (1,-2,0) = e; — 2e5.

%

On vérifie aisément que, si (e1,e2,63) désigne la base canonique de K3, les
vecteurs e3 et e; — 2€; sont propres pour f et associés a la valeur propre 2.
Comme ils ne sont pas colinéaires et que dim(Ker(f — 21d) = 2, ils for-
ment une base de ce sous-espace propre de f.

Enfin, le sous-espace propre associé & 7 est de dimension 1 : il suffit donc de trou-
ver un vecteur non nul de cet espace et il en constituera automatiquement une base.

¥

-1 2 0
A—Tl3 = 2 -4 0
-10 -5 -5
donc, si f(x,y,2) =0, on a
—X 4+ 2y =0
2x  — 4y =0

—-10x — 5y — 5z =0

Les deux premiéres équations sont proportionnelles a ['équation X — 2y = 0.
La derniére, divisée par —5, est équivalentea2x + Yy 4+z = 0. On a donc le
systéme équivalent plus simple :

X — 2y =0
2x + y + z =0
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N'oublions pas que nous cherchons seulement une solution non nulle (toutes les
autres lui étant proportionnelle vu que dim(Ker(f — 7Id)) = 1). Cherchons en une
avec un maximum de 0. Si x = 0 la premiére équation impose y = 0 et la deuxiéme
donne enfin z = 0, ce qui ne convient pas puisque nous recherchons une solution
non nulle.

Prenons donc x non nul, disons x = 2, la premiére équation donnant alors y =1
(on pourrait prendre x = 1 mais cela ferait ensuite intervenir des fractions, autant
I'éviter 1). La derniére se réduit alors a z = —5.

Nous avons ainsi une solution non nulle du systéeme: (x,y,2) = (2,1,-5).
Autrement dit, le vecteur 2e; + e, — 5e3 appartient a Ker(f — 71d).

On vérifie aisément que 2€; + e, — 5e3 € Ker(f — 71d). Comme ce sous-

2@ espace propre de f est de dimension 1, ce vecteur propre en est une base.
Posons
ur = €3
U = €1 — 26
uz = 2e; + e — bej

Alors, d'aprés ce qui précéde, (Ug,Up,U3) est une base de K3 constituée de
vecteurs propres de f.

Il reste a déterminer les matrices de passage.

La matrice de passage de (e1,e2,63) a (U1,U2,U3) est

¥

01 2
P=|0 -2 1
1 0 -5

Pour calculer P71, exprimons les vecteurs €j en fonction des vecteurs uj.
La premiére relation donne e3 = uUj soit, en remplacant dans la troisiéme :

{(A) Uup = e — 2¢
(B) 5u1 + uz = 2e1 + e

En combinant ces relations il vient

(A)+2(B) 10u; 4+ wuz + 2uz = 5e
(B)—2(A) 5u; — 2u + uz = be

soit enfin :

eg = 2u; + 1/5u; + 2/5us

es u, -— 2/5U2 + 1/5u3 -
€3 ug
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On a donc:
W
2 1 1
Pl=11/5 —2/5 0
2/5 1/5 0

Il n'y a aucun calcul & faire pour déterminer P~XAP. En effet, ce n'est autre que la
matrice de f dans la base (ug,u;,us).

Comme f(uy) =2uq, f(up) =2u;, et f(uz) = 7u3 nous obtenons, sans

2& calcul supplémentaire :

2 00
PlAP=[0 2 0
00 7

tique pour en déterminer une base, surtout en petite dimension, comme on vient
de le voir : si la dimension est 1 il suffit de trouver un vecteur non nul, si elle est 2
il suffit de trouver deux vecteurs non colinéaires.

Par ailleurs la dimension d'un sous-espace propre peut se calculer aisément a I'ai-
de du théoréme du rang via le calcul du rang d'une matrice.

Enfin, ne pas oublier que parfois la dimension du dernier sous-espace propre peut
se déduire des dimensions des autres sous-espaces propres, comme nous I'avons
VU ici pour le sous-espace propre associé a 7.

@ Connaitre a priori la dimension d'un sous-espace vectoriel est extrémement pra-

Exercice 2.7 : Trigonalisation

42

Soit la matrice :

-3 -2 0
A= 6 3 1] eMR).
4 0 3

On note f I'endomorphisme de R3 canoniquement associé a A.
1. Calculer les puissances de A — I3.

2. Pour k € {1,2,3} on pose Ex = Ker((f — Id)%).

2.a. Démontrer que dim(Ey) = k.

2.b. En déduire une base (uj,uz,u3) de Ej telle que (uy) est une base de E; et
(uq,uy) est une base de E.

3. Déterminer une matrice B triangulaire supérieure et semblable a A ainsi que
les matrices de passage correspondantes.
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1. Cette question est un simple calcul de produits matriciels.

%

On a successivement :

-4 -2 0
A-lz=|6 2 1
4 0 2
4 4 =2
(A—13)?’=| -8 -8 4
-8 -8 4

(A—13)° =0.

Au vu de cette derniére relation on a donc

(A—13)"=0 pour n>3.

2.a. D'une maniére générale, si g et h sont deux endomorphismes d'un espace vec-
toriel, on a toujours Ker(h) C Ker(goh) : en effet, si h(x) =0, alors
(g oh)(x) = g(h(x)) =g(0) =0.

¥

On a les inclusions :

Ker(f — Id) c Ker((f — I1d)?) c Ker((f — 1d)%) = R3.

Le théoréme du rang permet de faire le lien entre la dimension de Ker((f — 1d)¥)
et rg((f — 1)) = rg((A — 13)").

Pour calculer le rang, on dispose d'une méthode générale consistant a effectuer des
opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes (car ces opérations ne chan-
gent pas le rang). Cependant, on peut aussi parfois identifier le rang immédiate-
ment: c'est ici le cas de (A — 13)2, qui est nulle donc de rang nul, et (A — 13)?, dont
toutes les colonnes sont colinéaires.

%

e Comme (A—13)*=0, (f —1d)> =0 et donc Ker((f —1d)%) = R3.
Ainsi, dim(E3) = 3.

e Les colonnes de la matrice (A — I3)%2 sont colinéaires; ainsi,
rg((A —13)%) < 1.

Par ailleurs (A — 13)2 = 0 donc rg((A — 13)?) = 0.

Ainsi, rg((f —1d)®>) =1 donc, d'aprés le théoréme du rang,
dim(Ker((f — 1d)?)) = 2.

® la matrice A — I3 n'est pas nulle et posséde deux colonnes non coli-

néaires : son rang est donc au moins 2.
Si son rang était 3, elle serait inversible et donc toutes ses puissance éga-

lement, en particulier (A — 13)3, qui est nulle. Ainsi, A — I3 n'est pas inver-
sible, donc son rang est 2. On en déduit dim(Ker(f — Id)) = 1.
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Nous aurions aussi pu remarquer, pour cette derniere matrice, que la premiere
colonne est une combinaison linéaire des deux autres (le double de leur somme).

2.b. Il est aisé de construire des bases de ce type. En effet, une base de E; est une
famille libre de E, donc peut étre complétée en une base de E, etc.

Nous connaissons les dimensions des espaces E, ce qui simplifie la détermination
de bases. En effet :

» E; est de dimension 1, donc toute famille libre a un élément en est une base.
Autrement dit, on peut prendre pour u; n‘importe quel élément non nul de Ej.

* E, est de dimension 2. La famille (uy,u,) étant de cardinal 2 = dim(E5) il suffit
qu'elle soit libre pour étre une base de E;. Autrement dit, si uy est n'importe quel
vecteur de E> non colinéaire a uqg, (ug,uy) est une base de Es.

« Enfin, E3 = R® est de dimension 3. Sachant que (ug,u,) est libre, il suffit donc
de prendre pour uz n'importe quel vecteur n'appartenant pas a Vect(uy,uz), i.e. a Ea,
pour que (Ug,uUs,us) soit également libre, et donc une base de R® puisqu'elle a
3 = dim(R®) vecteurs.

On voit en particulier qu'il y a beaucoup (en fait, une infinité) de choix possibles
pour une telle base. Nous essaierons donc de faire en sorte que les vecteurs uy choi-
sis soient « les plus simples possibles ». En pratique, ceci signifie qu'on essaiera de
faire en sorte que leurs coordonnées dans la base canonique soient de petits entiers.
Ceci permettra d'avoir des matrices de passage simples.

Commencons donc par chercher un élément non nul de E; = Ker(f — Id). Si
(x,y,2) € Eq alors

X 0
A=l |y |=|o0
z 0
ce qui se traduit par le systéeme :
—4x — 2y =0
6x + 2y + z =0
4 x + 2z = 0

La premiere équation donne y = —2x et la troisieme z = —2x. Ainsi,
(x,y,2) = x(1,—2,—2). Réciproguement, (1,—2,—2) est bien solution de ce sys-
téeme donc le vecteur u; = (1,—2,—2) est un élément non nul de E;.

Alternativement, les  égalités (f —1d)3 = (f —1d) o (f — Id)? et
Ker((f — 1d)3) = {0} entrainent Im((f — 1d)?) c Ker(f — Id). Il suffit donc de
trouver un élément non nul de Im((f — Id)?). Ceci est facile puisque les vecteurs

colonnes de la matrice (A — 13)2 engendrent Im((f — 1d)?) ; comme ces colonnes sont
1

colinéairesa | —2 |, on retrouve le fait que (1,—2,—2) est élément de Ker(f — 1d).
-2
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2@ On vérifie facilement que u; = e; — 2e; — 2e3 est un vecteur non nul de
E1, qui est de dimension 1. La famille (u1) est donc une base de Ej.

Cherchons a compléter (u1) en une base de Ker((f — 1d)?). Pour cela, il suffit de
trouver un vecteur u, € Ker((f — 1d)2) non colinéaire & u;.

Siup =xe1+yey +zes, larelation (f — 1d)%(u2) = 0donne2x +2y —z =0.
On peut chercher u, convenant avec un maximum de coordonnées nulles pour faci-
liter les calculs ultérieurs.

Si deux des coordonnées sont nulles, la relation 2x + 2y —z = 0 montre que la
troisieme est nulle et donc u, également, ce qui est exclu.

Six =0, alors on peut prendre y = 1 et z = 2. On obtient ainsi bien un vecteur qui
n'est pas colinéaire a u.

2 Le vecteur e; 4+ 2e3 n'est pas colinéaire a U; et est bien élément de E»
& donc (Ug,U) est une famille libre de E,. Comme dim(E) = 2, c'est bien
une base de E; telle que up est une base de Ej.

On aurait aussi bien pu choisiry =0 puisx =1letz=2,0uz=0puisx = 1 et
y = —1, ou méme des coordonnées toutes non nulles, commex =y = letz = 4.

Enfin, on peut prendre pour uz n'importe quel vecteur qui n'est pas élément de Ej,
i.e.U3=Xxe;+yey+zegavec2x + 2y — z # 0. Encore une fois, une infinité de
choix se présentent mais il y en a de plus simples que d'autres : prendre deux coor-
données nulles et la troisieme égale a 1. N'importe lequel des trois vecteurs ey, e; et
e3 est un choix convenable pour us. Nous allons cependant choisir us = ez afin que
la matrice de passage soit triangulaire : vu qu'il faudra effectuer un calcul de chan-
gement de base, donc en particulier inverser cette matrice de passage, autant la choi-
sir de sorte que les calculs soient les plus simples possibles !

Le vecteur Uz = e3 n'appartient pas a E» ; la famille (ug,Us,u3) est donc
une famille libre de E3, qui est de dimension 3, et en est donc une base.

En résumé, nous avons :

Uy = e — 26 — 2e3
U, = e + 2e;3
us = €3

Ceci donne la matrice de passage demandée.

¥

La matrice de passage de (e1,6e2,63) a (Ug,U2,U3) est
1 00
P=]-2 10
-2 21
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Il s'agit désormais d'inverser le systéme précédent pour exprimer les e; en fonction
des uj. Ceci est facile car la matrice est triangulaire.

La définition de (u1,Up,us3) donnée précédemment permet d'obtenir aisé-

20 ment :

e = U + 2u; — 2us
€ = U, — 2us
€3 = us

La matrice de passage de (U1,U2,U3) a (e1,e2,e3) est donc:

1 0 0
P1=-|l2 1 o0
2 -2 1

Enfin, en notant B la matrice de f dans la base (uj,up,u3), on a
P~1AP = B. On en déduit :

1 -2 0
B=|0 1 1
0 0 1

46

Exercice 2.8 : Réduction d'une matrice a paramétres

Pour quelles valeurs des scalaires a, b, ¢ et d la matrice

1 a b
A=]0 2 ¢
0 0d

est-elle diagonalisable ?

Cette matrice est triangulaire : ses valeurs propres sont donc simplement ses coef-
ficients diagonaux.

Partant des valeurs propres, il suffit de déterminer la dimension des sous-espaces
propres associés pour déterminer si la matrice est ou non diagonalisable : une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'une matrice n x n soit diagonalisable est que
la somme des dimensions des sous-espaces propres soit n. Un tel calcul de dimen-
sion de noyau peut se ramener a un calcul, plus simple, de rang via le théoréme du
méme nom.

Il y a visiblement trois cas a distinguer selonqued =1,d =2 oud ¢ {1,2}. En
effet, dans ce dernier cas, la matrice a trois valeurs propres distinctes. D'une maniere
générale, si une matrice n x n possede n valeurs propres distinctes, elle est diago-
nalisable.
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La matrice A étant triangulaire ses valeurs propres sont ses coefficients dia-
gonaux : 1, 2 et d.

Supposons d ¢ {1,2}. A est alors une matrice 3 x 3 possédant 3 valeurs
propres distinctes donc A est diagonalisable.

Danslescasd = 1etd =2, lesrangs de A — I3 et A — 2 I3 se calculent sans peine.

¥

Supposons d = 2. Les valeurs propres de A sont 1 et 2.

D'une part,
0 awb
A—-Il3=10 1 c
0 01

Cette matrice est de rang au moins 2, car les deuxiéme et troisiéme colonnes
ne sont pas colinéaires, mais aussi de rang strictement inférieur a 3 car elle
n'est pas inversible (sa premiére colonne est nulle). Ainsi, rg(A — I3) =2

donc, en notant f l'endomorphisme de K3 canoniquement associé a A:
dim(Ker(f —1d)) =1.
D'autre part,

-1 a b
A—-2Il3= 0 0 ¢
0 0O

Si ¢ =0, cette matrice est de rang 1. Sinon, elle est de rang 2. La dimen-
sion de Ker(f —21d) estdonc2sic=0et1sic=0.

En particulier, la somme des dimensions des sous-espaces propres est 3 si,
et seulement si, ¢ = 0. Ainsi : sid =2 et ¢ =0, A est diagonalisable. Si
d =2 et c = 0, A n'est pas diagonalisable.

Traitons enfin le dernier cas.

%

Supposons d = 1. Les valeurs propres de A sont 1 et 2.

D'une part,
0 awb
A—-Il3=10 1 c
0 0O

Cette matrice est de rang 1 ou 2 selon que ac = b ou non. Ker(f — Id)
est donc de dimension 1 (si ac = b) ou 2 (si ac = b).
D'autre part,

-1 a b
A-2Il3= 0 0 c
0 0 -1
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Cette matrice est de rang 2 donc dim(Ker(f — 21d)) = 1.

En particulier, la somme des dimensions des sous-espaces propres est 3 si,
et seulement si, ac = b.

Ainsi:sid =1et ac =D, A est diagonalisable. Sid =1 et ac £ Db, A
n'est pas diagonalisable.

La condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité peut se résumer ainsi :
d¢{1,2}ou(c,d) =(0,2)ou (b,d) = (ac,l).

438

Exercice 2.9 : Diagonalisation simultanée

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

1. Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de E. Montrer que les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

i) il existe une base B de E telle que Matsz(u) et Matgz(v) sont diagonales ;
iiJuov=wvou.

2. Soit A un sous-ensemble non vide de £(E) dont tous les éléments sont diago-
nalisables. On suppose que, pour tout (f,g) € A%, f o g =g o f. Montrer qu'il
existe une base B de E telle que, pour tout f € A, Matz(f) est diagonale.

On pourra raisonner par récurrence sur n en distinguant le cas ou tous les élé-
ments de A sont des homothéties.

1. Rappelons une propriété fondamentale des sous-espaces propres : si deux endo-
morphismes d'un espace vectoriel commutent, tout sous-espace propre de I'un est
stable par l'autre.

Zﬁ i) = i) : notons (e1,...,en) les vecteurs de B. Il existe des scalaires

Aly- -5 An et pug,. ..y tels que, pour tout i:u(ej) = Aj ej et v(ej) = y; €.

En particulier, u(v(ej)) = Aj p; @i et v(u(ej)) = i A€ ; Uov et vou
coincident sur la base B et sont donc égaux.

Alternativement, on aurait pu considérer U (resp. V) la matrice de u (resp. v) dans
B et constater que, ces deux matrices étant diagonales,ona UV =V U.

L'autre implication est plus difficile. Nous savons que E posséde une base de vec-
teurs propres pour u et aussi une base de vecteurs propres pour v. Le but de la ques-
tion est de démontrer qu'il existe une base constituée de vecteurs propres pour u et
v simultanément. Le probléme est qu'une base de vecteurs propres pour l'un n'a a
priori aucune raison d'étre une base de vecteurs propres pour l'autre.

Cependant, si u est une homothétie, tout se simplifie : toute base de E est une base
de vecteurs propres pour u donc n'importe quelle base de vecteurs propres pour v
est aussi une base de vecteurs propres pour u.

Dans le cas général, u n'est pas forcément une homothétie mais u induit une homo-
thétie sur chacun de ses sous-espaces propres. Si F est un sous-espace propre de u
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et que F est stable par v alors I'endomorphisme vg de F induit par v est diagonali-
sable (car v l'est) et I'endomorphisme ug induit par u est une homothétie (par défi-
nition d'un sous-espace propre). On peut donc trouver une base de F constituée de
vecteurs propres de vg et qui seront automatiquement vecteurs propres de ur. 1l fau-
dra ensuite « remonter » a I'espace E et aux endomorphismes u et v ; pour cela, on
pourra utiliser le fait que E est la somme directe des sous-espaces propres de u.

Il faut donc savoir si les sous-espaces propres de u sont bien stables par v.
Justement, il est supposé que u et v commutent, donc tout noyau d'un polynéme de
I'un est stable par l'autre : en particulier, tout sous-espace propre de u est stable
par v.

%, i) = i) :

U et v commutant, tout noyau ou image d'un polyndome de l'un est stable
par lautre ; en particulier, tout sous-espace propre de l'un est stable par
l'autre.

De plus, tout endomorphisme induit sur un sous-espace stable par un endo-
morphisme diagonalisable est diagonalisable. Notons Ag,...,Ar les valeurs
propres distinctes de u et Ex = Ker(u — A¢ Id) les sous-espaces propres
associés.

Pour chaque K, Ek est stable par v car U et v commutent et Ey est le noyau
d'un polyndme en U. v induit donc un endomorphisme vy de Eg. v étant dia-
gonalisable, vy l'est également : il existe une base By de Ex constituée de
vecteurs propres de vg (et donc de v).

Par ailleurs, Ex est un sous-espace propre de U : tous ses éléments sont donc
vecteurs propres de U. En particulier, les vecteurs de la base By sont propres
pour U. Ainsi, Bk est une base de Ex dont tous les éléments sont vecteurs
propres de U et de v.

Soit B la famille de vecteurs obtenue en concaténant Bi,...,5B;. Comme
chaque famille By est une base de E et que E est la somme directe des Eg,
B est une base de E. Dans cette base, les matrices de U et de v sont dia-
gonales.

2. Si tous les éléments de A sont des homothéties, il n'y a rien a faire : la matrice
d'une homothétie dans n'importe quelle base est diagonale et donc n'importe quelle
base de E convient.

Dans le cas contraire, I'un des éléments de A n'est pas une homothétie : nous pou-
vons nous ramener a des espaces de dimension plus faible (pour pouvoir raisonner
par récurrence sur la dimension) en considérant ses sous-espaces propres. En effet,
un endomorphisme diagonalisable qui n'est pas une homothétie possede plusieurs
sous-espaces propres, qui sont donc tous de dimensions strictement inférieures a
celle de E.

2& Pour n € N* posons Hp : « Si E est un espace vectoriel de dimension n, A

un sous-ensemble non vide de £L(E) dont les éléments sont diagonalisables
et commutent deux a deux, alors il existe une base B de E telle que, pour
tout f € A, Matg(f) est diagonale ».
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® H; est vraie car toute matrice 1 x 1 est diagonale.

e Hérédité : supposons H, et considérons un espace vectoriel E de dimen-
sion n 4+ 1 et A une partie non vide de £L(E) dont les éléments sont diago-
nalisables et commutent.

Si tous les éléments de A sont des homothéties, n'importe quelle base de E
convient.

Sinon, soit un élément f de A qui n'est pas une homothétie. f est diagona-
lisable par hypothése et, en notant E1,...,E; ses sous-espaces propres, on

r
adonc E = GB Ek.
k=1

Par ailleurs, f n'est pas une homothétie donc f a plusieurs valeurs propres.
Ainsi, r > 2. 0nadoncdim(Ey) +---+dim(E;) =n+1,avecr > 2 et
dim(Ex) > 1, ce qui impose dim(Ey) < n.

Pour tout élément g de A, Ey est stable par g, car f et g commutent.
L'endomorphisme gx de Ey induit par g est diagonalisable, car g l'est. Enfin,
pour tous g eth € A, gkohyx =hgogk cargoh =hog.

Ainsi, par hypothése de récurrence (Hp avec p = dim(Ex) < n), il existe
une base By de Ei telle que, pour tout g € A, Matp, (gk) est diagonale ;
autrement dit, Bk est une base de Ey dont tous les éléments sont vecteurs
propres de tou; les élements de A.

Comme E = @ E la famille B obtenue en concaténant By,...,B; est une
k=1

base de E.

Enfin, pour tout k € {1,...,r}, les vecteurs de By sont vecteurs propres de

tous les éléments de A ; ainsi, les vecteurs de B sont vecteurs propres de

tous les éléments de A, ce qui montre que la matrice de n'importe quel élé-

ment de A dans B est diagonale.

Exercice 2.10 : Réduction des matrices de trace nulle

1. Soit E un K-espace vectoriel (K =R ou C) de dimension finien > 1 et f un
endomorphisme de E. On suppose que, pour tout X € E, f (x) € Kx. Démontrer
que f est une homothétie, i.e. qu'il existe un scalaire A tel que f = A 1d.

2. Soit M € M, (K) une matrice non nulle de trace nulle. Montrer qu'il existe
P € GL,(K) telle que la premiére colonne de P~IMP soit nulle, sauf le
deuxiéme coefficient qui vaut 1.

3. Montrer que toute matrice de M, (KK) de trace nulle est semblable & une matrice
dont tous les coefficients diagonaux sont nuls. On pourra raisonner par récur-
rence sur n.

50

1. Ce résultat n'a a priori rien d'évident. L'hypothése est que, pour tout élément x
de E, il existe un scalaire A4 tel que f (x) = Ax x. La conclusion est qu'il existe un
scalaire A tel que, pour tout élément x de E, f (x) = Ax. Ces deux énoncés diffe-
rent par l'ordre des quantificateurs : dans le premier cas, le scalaire dépend de x,
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alors qu'il n'en dépend pas dans le second ! Autrement dit, il s'agit de montrer que
les scalaires Ax sont en fait tous égaux.

Tous les éléments non nuls de E sont vecteurs propres de f ; en particulier,
2@ toute base de E est une base de vecteurs propres de f (et donc f est diago-

nalisable).

Soit (e1,...,en) une base de E. Il existe des scalaires A1,...,A, tels que,

pour tout ke {l,...,n}, f(ex) = Akex. Il suffit de montrer que

A==\

Sin=1,iln'yarien a faire.

Sinon, pour K et | distincts : f (ex + €)) = Ak ek + A 1. Mais il existe aussi
un scalaire 4 tel que f(ex +e€) = u(ex +€1) (1 = Ae+e avec les nota-
tions de L'énoncé). Ainsi :

A€k +Ae = puex+e).
Comme (€1,...,en) est une base de E on a
Ak == A

Ainsi, Ay = - = A\,

2. Soit f I'endomorphisme de K" canoniquement associé a M. Supposons que P
existe et soit B la base de K" telle que P est la matrice de passage de la base cano-
nique a B : alors P~1M P est la matrice de f dans la base 5 et le fait que la premiére
0
1

colonne de cette matrice soit | 0 | signifie que I'image par f du premier vecteur de

0
B est le deuxiéme vecteur de B. Ainsi, il s'agit de démontrer l'existence d'une base
(e1,...,en) de E telle que f (e1) = ey.
Il suffit pour cela de disposer d'un vecteur x tel que (x, f(x)) est libre : en complé-

tant n'importe comment cette famille en une base de E nous aurons une base qui
convient.

Nous devons envisager le cas ou toutes les familles (x, f (x)) sont liées puis-
gu'alors I'argument précédent ne tient pas. C'est précisément ici qu'intervient le
résultat de la premiere question : il faut distinguer deux cas selon que f est une
homothétie ou non.

2@ e Si l'endomorphisme canoniquement associé f est une homothétie : M est

de la forme A I, et sa trace est An. Ainsi, A = 0 et donc M = 0, ce qui est
exclu. Ce cas est donc impossible.

51



Chapitre 2 - Algebre linéaire

52

¥

e Si f n'est pas une homothétie : il existe X € E tel que f(x) ¢ KX. Si
ax+bf(x)=0 alors b=0 (car sinon f(x) = —(a/b)x € Kx) d'ou
ax=0. x=# 0 (car sinon f(x) =0 € Kx ={0}) donc a=0. Ainsi,
(X, f(x)) est libre.
D'aprés le théoréme de la base incompléte, il existe une base
B = (e1,...,en) de E telle que e; = x et e20= f(x).

1

Alors la premiére colonne de Matg(f) est | O | car f(e1) = ez.

0
En notant P la matrice de passage de la base canonique a B, la matrice pré-
cédente n'est autre que P"1MP, qui posséde donc la propriété désirée.

3. Conformément a l'indication, commencons une démonstration par récurrence.

%

Pour n € N* posons Hp : « Toute matrice de M, (KK) de trace nulle est sem-
blable & une matrice dont tous les coefficients diagonaux sont nuls ».

e H; est clairement vraie puiqu'une matrice 1 x 1 de trace nulle est nulle.

e Hérédité : Soit M € My 1(K) de trace nulle.

Si M =0, M est semblable a elle-méme dont les coefficients diagonaux
sont nuls.

Si M= 0 il existe, d'aprés la deuxiéme question, une matrice
P € GLn11(K) telle que

PIMP =

avec L € M1 n(K) et N € My(K).

Nous n'avons a ce stade fait que reprendre les résultats précédents.

Il reste a voir comment utiliser I'nypothése de récurrence : ou y a-t-il une matrice
d'ordre strictement inférieur a n + 1 et de trace nulle ? Clairement, la matrice N
convient. Nous allons utiliser I'hypothése de récurrence pour réduire N et des pro-
duits matriciels par blocs permettront de réduire M comme demandé.

¥

On remarque que tr(N) =tr(P"IMP) = tr(M) = 0. Ainsi, par hypothése
de récurrence, il existe une matrice Q € GL,(K) telle que tous les coeffi-
cients diagonaux de QXN Q sont nuls.
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1 0 1 0
Soit R = (O Q) € Mp+1(K). R est inversible d'inverse (0 Q_l).

Par ailleurs,

(PR)"*M(PR) = R™!

Ainsi, (PR)"IM(PR) est une matrice semblable & M dont tous les coeffi-
cients diagonaux sont nuls. La propriété est donc démontrée par récurrence.

Dans la derniére égalité, nous n'avons pas pris la peine d'expliciter tous les blocs de
la matrice : en effet, seuls les blocs diagonaux nous intéressaient ici.

Exercice 2.11 : Formes linéaires et base antéduale

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n. Soient p € N* et
©1,- - - »pp des formes linéaires sur E. On considére l'application T : E — KP

définie par T (X) = (p1(X);- . . ,¢p(X)).

1. Montrer que T est linéaire.

2. On suppose que T n'est pas surjective. Montrer que (1, ..,¢p) est liee. On
pourra pour cela montrer qu'il existe un hyperplan de KP contenant Im(T).

3. On suppose que T est surjective. Montrer que (¢4,. . .,»,) est libre.

4. Montrer que T est bijective si, et seulement si, (¢4,. . .,»,) est une base de E*.

5. Montrer que, si (¢1,...,%,) est une base de E*, il existe une base (e1,...,en)
de E telle que

V(i J) € (1,....n}%,0i(8) = dij.

((e1,...,en) est appelée base antéduale de (v4,...,pn))
1. La vérification de la linéarité est souvent une question de routine.

Soient (X,y) € E2 et (\u) € K2. On a successivement :

TAX+py) = (@rAX+py),....opAX +py)
= Ap1(X) + p 1Y), A@p(X) + ppp(y))

car les oy sont linéaires. On a alors :

TAX+py) = Al@r(X),...0p(X)) + 1 (@1(X),. . - ,0p(X))

= ATX)+pT(y).
Ainsi, T est linéaire.
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2. Si T n'est pas surjective son image est un sous-espace vectoriel de KP de dimen-
sion strictement inférieure a p. Pour construire un hyperplan, c'est-a-dire un sous-
espace vectoriel de KP de dimension p — 1, qui la contienne, on peut utiliser le
théoréme de la base incompléte : en complétant une base de Im(T) en une base
de E, il suffit d'enlever le dernier vecteur de la base pour obtenir une famille qui
engendre un sous-espace vectoriel de dimension p — 1. Il reste bien sdr, pour étre
rigoureux, a distinguer le cas T = 0 car alors Im(T) = {0} n'a pas de base...

Supposons que T n'est pas surjective.
®Si T =0 alors Im(T) = {0} et n'importe quel hyperplan de KP contient

¥

Im(T).

e SiT =0, Im(T) =+ {0}. Soit r =dim(Im(T)) et (us,...,Ur) une base
de Im(T).

(Ug,...,Ur) est en particulier une famille libre de KP. Comme r < p ce
n'est pas une base de KP mais elle peut étre complétée en une base de KP :
il existe des vecteurs Ur4q,...,Up de KP tels que (ug,... ,Up) est une base
de KP.

On ne peut dire simplement « (uy,...,ur) est une famille libre de KP donc il
existe des vecteurs Uy 1,. .. ,up de KP tels que (uy,...,up) est une base de KP ».
En effet, si r = p, de tels vecteurs n'existent pas car (us,...,Ur) serait déja une
base de KP. Il y a donc encore une fois un cas particulier a distinguer.

2 Soit H = Vect(uy,...,Up_1). La famille (ug,...,up_1) engendre H par
@ définition et est libre car c'est une sous-famille d'une base de KP. Ainsi,

(Ug,...,Up—1) est une base de H qui est donc de dimension p —1 : H est
un hyperplan de KP.
Par ailleurs, comme T n'est pas surjective, r < p ; ainsi, Ug,...,U, sont des

éléments de H et on a donc Vect(u,...,ur) C H, soit Im(T) C H.

Dans ce dernier argument, nous avons bien utilisé le fait que r < p : si r et p était
égaux, le vecteur up serait élément de Im(T) mais pas de H. L'image de T ne
serait alors pas contenue dans H.

Nous pouvons maintenant introduire une équation de I'hyperplan H.

H étant un hyperplan de KP il existe des scalaires a,. .. ,ap, non tous nuls,

Z& tels que

H :{(X]_,...,Xp) EKp: a1X1+"'+apo:O}.
En particulier, comme IM(T) C H :

Vx € E,ar (X)) +---+ap cpp(x) =0
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soit
arprt+--+app, =0

donc, comme les scalaires ax ne sont pas tous nuls, (¢1,. .. ,gop) est liée.

3. Pour montrer que la famille (... .,pp) est libre il suffit d'introduire une com-
binaison linéaire nulle et de montrer que tous les coefficients sont nuls.

Partant de la relation a; 1 + - -- +ap ¢, = 0 on voit que, pour en tirer a; = 0, il
suffit de disposer d'un vecteur x € E tel que ¢ (X) = 1 mais ¢, (x) = 0 pourk > 2.
Un tel vecteur x doit donc vérifier T (x) = (1,0,...,0). L'hypothése de surjectivité
de T nous assure l'existence de ce vecteur. Il suffit de faire de méme pour chacun
des coefficients ay.

Supposons T surjective et considérons une combinaison linéaire nulle :

%

app;+---+app, =0 avec (ar,....ap) € KP.

Soit (€1,...,6p) la base canonique de KP. T étant surjective, il existe des
élements X1,...,Xp de E tels que, pour tout k, T (Xx) = €.

En particulier, pour toutk € {1,...,p} : a1 p1(Xk) + -+ - +ap pp(Xk) = 0.
Comme ¢ (Xk) =1 et (X)) =0 si | # k il vient donc, pour tout k,
ax =0.

Ainsi, (¢1,....pp) est libre.

4. Cette question est a moitié traitée : nous avons précédemment étudié la surjecti-
vité de T et ici nous devons étudier sa bijectivité. Par ailleurs, nous avons étudié la
liberté de la famille (o1,....¢p) et il est ici question de savoir quand elle est une
base. Il faut donc, a priori, étudier l'injectivité de T et le caractére générateur de
(P15 Pp) - Cependant, en dimension finie, on dispose de la notion de dimension
qui permet de simplifier ce genre de démonstration. En effet, une famille libre d'un
espace vectoriel de dimension finie F en est une base si, et seulement si, son cardi-
nal est dim(F). De maniére analogue, une application linéaire surjective
T:F — G (avec F et G de dimension finie) est bijective si, et seulement si,
dim(F) = dim(G).

Nous allons donc pouvoir traiter cette question uniquement par des considérations
de dimension, i.e. presque sans aucun calcul.

Supposons que T est bijective. Alors T est en particulier surjective donc,
2& d'aprés ce qui précéde, (¢1,...,pp) est libre.

Par ailleurs, T étant un isomorphisme, dim(E) = dim(KP), i.e. p =n.
Enfin, dim(E*) = dim(E) = n. Ainsi, (1,...,pp) est une famille libre de
E* ayant n = dim(E*) vecteurs : c'est donc une base de E*.
Réciproquement, supposons que (¢q,...,©p) est une base de E*. Alors elle
est en particulier libre donc T est surjective.
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2@ Enfin, (¢1,...,pp) est de cardinal dim(E*) = dim(E) =n donc p =n.

T est donc une application linéaire surjective de E dans KP et
dim(E) = dim(KP) donc T est en fait un isomorphisme.

5. On peut commencer par utiliser le résultat précédent : T est un isomorphisme.

2 Ici, p =n et, d'aprés la question précédente, T est un isomorphisme car
4 (¢1,- - -,pp) est une base de K".

Nous avons donc une base de E naturelle : I'image de la base canonique de K" par

~1 qui est un isomorphisme. En effet, rappelons que I'image d'une base par un iso-
morphisme est une base. Nous vérifierons ensuite que cette base possede la pro-
priété souhaitée.

2 Notons (Uk)i<k<n la base canonique de K". Par définition,
& ux = (0,...,0,1,0,...,0) avec 1 en position k.
T étant bijective il existe, pour chaque entier k € {1,...,n}, un unique vec-

teur ey € E tel que T (ex) = Uk.

Autrement dit, la famille (e1,...,en) de E est limage de la famille
(ug,...,up) de K" par T-L 0or T71 est un isomorphisme (car T lest),
(Ug,...,Up) est une base de K" et l'image d'une base par un isomorphisme
est une base donc (e1,...,en) est une base de E.

Il reste a vérifier la propriété demandee sur les ¢; (€;j).

Par définition de T on a, pour j € {1,...,n} on a

¥

T (&) = (¢1(€)).....on(€))).

Par ailleurs, par définition de la famille (e1,....en), ona T (€j) = Uj. Or les
coordonnées de Uj sont toutes nulles sauf la j-éme qui vaut 1. Ainsi :

i) =0 si T#] e 1 si i=]
ce qui enfin peut s'écrire, a l'aide du symbole de Kronecker :

v(@,j) e{1,... ,n}z,goi(ej) = dij.

56

Exercice 2.12 : Formes linéaires et hyperplans

Soit E un espace vectoriel et ¢q,...,p, des formes linaires sur E. Soit ¢ une
forme linéaire sur E. On souhaite démontrer que les deux propriétés suivantes
son} équivalentes :

i) (1) Ker(e) € Ker(y) ;
k=1
ii) ¢ est combinaison linéaire des .
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1. Démontrer ii) = i).

2. Démontrer i) = ii) dans le cas ou la famille (i4,. .. ,p,) est libre. On pourra
utiliser les résultats de I'exercice précédent sur la base antéduale et raisonner par
contraposition.

3. Démontrer i) = ii) dans le cas général en se ramenant au cas traité précé-
demment.

1. Cette implication est plus simple que la réciproque pour deux raisons classiques.

Tout d'abord, pour montrer une inclusion A C B, le raisonnement est souvent du
type : soit « X € A, ..., donc x € B ». Nous avons un point de départ qui consiste
a partir d'un élément quelconque de A et nous devons veérifier qu'il est bien élément
de B.

Ensuite, I'nypothése nous permet d'affirmer I'existence de scalaires A1,..., A tels
r

que ¢ = Z)\k ¢k Nous pouvons les introduire dés le début du raisonnement et
k=1

nous en servir pour Vérifier I'inclusion demandée.

Pour la réciproque, nous devons montrer I'existence des scalaires Ak, tache a priori

plus difficile. D'une maniere générale, il est toujours plus ardu de démontrer I'exis-

tence d'un objet (ce que demande i) = ii)) que de vérifier une propriété (ce que

demande ii) = i)).

2 Supposons ii) et considérons des scalaires A1,...,Ar tels que
¢ =A@+ -+ Mo
r

Soit X € Ker(gy). Alors p1(X) = --- = ¢, (X) =0 donc
k=1
X)) =Ae1(X)+ -+ Ar e (X) =0
soit X € Ker(y).

r
Ainsi, () Ker(gy) C Ker(y).
k=1

2. Pour raisonner par contraposition nous allons supposer que ¢ n'est pas combi-
r

naison linéaire des ¢, et en déduire que ﬂ Ker(py) n'est pas inclus dans Ker(yp),

k=1
r

i.e. qu'il existe un vecteur x qui appartient a ﬂ Ker(y,) mais pas a Ker(y).
k=1

Autrement dit, p(X) = --- = ¢, (X) = 0 mais p(x) # 0.

Pour utiliser la notion de base antéduale il nous faut une base de E*. C'est

« presque » le cas dans les hypothéses puisqu'on a une famille libre : nous pouvons

donc utiliser le théoreme de la base incompléete pour la compléter en une base

de E*.
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Cependant il faut quand méme penser a utiliser I'nypothése sur ¢. Comme
(¢1,---,¢,) est libre et que ¢ n'est pas combinaison linéaire de cette famille,
(¢1,---»¢r ) est également libre : nous allons plutdt compléter cette famille-ci en
une base de E* car elle a I'avantage de faire intervenir toutes les formes linéaires de
I'énonce.

Supposons que ¢ n'est pas combinaison linéaire de la famille (v1,...,¢r).

2@ Comme cette famille est libre, la famille obtenue en lui ajoutant un vecteur

qui n'en est pas combinaison linéaire l'est aussi : ainsi, (¢q,...,¢r,p) est
libre. En posant ¢, .1 = ¢, on peut compléter cette famille en une base

(©1,---,p,) de E*.
Soit (e1,...,6n) sa base antéduale, i.e. la base de E telle que ¢;j(€j) = dij.

r
Alors, en particulier, €11 € ﬂKer(gok) mais er+1 ¢ Ker(yp), ce qui
k=1

.
montre que ﬂ Ker(yy) n'est pas inclus dans Ker(yp).
k=1

Par contraposition : si Ker(py) C Ker(p) alors ¢ est combinaison

r
k=1
linéaire de la famille (¢q,...,%p)-

3. On peut se ramener au cas précédent en considérant une sous-famille libre de

(@150 5r) -

Plus précisement, si la famille (¢4,...,p,) n'est pas nulle, elle engendre un sous-
espace vectoriel de E* qui n'est pas réduit a O et on peut donc en extraire une base
de ce sous-espace. En revanche, si tous les ¢, sont nuls, I'espace engendré est réduit
a 0 mais ce cas particulier peut étre étudié simplement a part.

2@ e Si \ect(yq,...,o) ={0} alors @ =---=¢, =0. En particulier,
r
Ker(py) = -+ = Ker(p,) = E et [ Ker(p) = E.
k=1
On a donc

.
[\ Ker(gy) C Ker(p) < E C Ker(p) < Ker(p) = E < ¢ =0.
k=1

Ainsi, si i) est vérifiée, on a ¢ = 0 qui est bien combinaison linéaire de la
famille (¢1,...,%r).

e Supposons Vect(yq,. .., # {0}.
Soit (¢j,,...,pi) une base de Vect(yy,...,p) extraite de la famille

(O15e v s0p).
Alors chaque ¢y (pour 1 < k <r) est combinaison linéaire de la famille
(Piy>- i) -
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Nous devons montrer que ¢ est combinaison linéaire de la famille (p4,...,p,).
Pour cela, il suffit de montrer qu'elle est combinaison linéaire de la sous-famille
(¢iys- - -»pi,). Comme cette derniere famille est libre, nous pourrons utiliser le
résultat précédent. Cependant, pour cela, nous avons besoin de I'inclusion

Ker(g;,) N--- N Ker(p;,) C Ker(p).

r
Il faut donc comparer Ker(pi,) N--- N Ker(p;,) et ﬂ Ker(py), car c'est sur cette
k=1
derniére inclusion que porte I'hypothése.

Une inclusion est claire : si on ajoute des ensembles dans une intersection, on ne

r S
peut que réduire sa taille. Autrement dit, ﬂ Ker(py) C ﬂ Ker(e;, ). Cependant,
k=1 k=1

.

cette inclusion est inexploitable car I'nypothese est ﬂ Ker(yy) C Ker(p) : il faut
k=1

donc démontrer I'inclusion inverse.

2@ Montrons que

[ Ker(gi,) € [ Ker(gy).
k=1 k=1

S
Considérons un vecteur X € ﬂ Ker(y;, ). Pour ke{l,. ..,r}, ¢ est
k=1
combinaison linéaire des ;.. Or ¢, (X) =0 pour 1 <1 <'s. On en déduit
r
V(X)) =0 pourl <k <r, iexe m Ker(yy) -
k=1

Nous pouvons désormais conclure comme annoncé.

Nous avons donc

¥

S r
[ Ker(gi,) € [ Ker(gy) C Ker(p).

k=1 k=1
La famille (pj,,...,p5,) étant libre, la question précédente permet d'affir-
mer que o est combinaison linéaire de (yj,,...,¥;,) . A fortiori, ¢ est com-
binaison linéaire de (¢1,...,%r).
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Exercice 2.13 : Théoréme de Cayley-Hamilton

60

Le but de cet exercice est de démontrer le théoreme de Cayley-Hamilton. Veillez
donc a ne pas l'utiliser pour répondre aux questions !

1. Lemme : soient un entier n > 2 et (ap,...,an—1) € K". Déterminer le poly-
ndme caractéristique de la matrice

0 ap
o
A(@o,...,an-1) = | o : :
O (
0O ... 0 1 a1

2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n et f un endomor-
phisme de E dont on notera P le polynéme caractéristique. On fixe un élément
non nul x de E.

2.a. Démontrer qu'il existe un plus petit entier naturel p tel que la famille
(X, f(x),..., fP(x)) est liée ; vérifier que p +# 0.

2.b. Soit F = Vect(x, f (x),..., fP~1(x)). Démontrer que F est stable par f et
que la famille B = (x, f (x),..., fP~1(x)) en est une base.

2.c. On note g lI'endomorphisme de F induit par f. Quelle est la matrice de g
dans B ?

3. Soit Q le polyndme caractéristique de g. Démontrer que Q(g)(x) = 0.
4. Montrer que Q divise P puis que P(f)(x) = 0. Conclure.

1. Commencons par traiter les petites valeurs de n pour voir si un schéma simple se
dégage, ce qui permettrait une démonstration par récurrence.

0 ag
A(ap,a1) = 1 a

et P son polyndme caractéristique. Alors, pour tout scalaire X :

*Sin =2 soient :

1 x—a

P(x) = det(_X

):x(x—al)—aozxz—alx—ao.

Ainsi, P = X2 —a; X — ag.
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* Sin =3 soient :
00 ap
A(@p,a1,82) =1 0 a
01 a

et P son polyndme caractéristique. Alors, pour tout scalaire X :

X 0 —ag
PX)=det| -1 x —ag
0 -1 x—a

En développant selon la premiére colonne il vient
X —a 0 —a
P(x) = x det L) o det 0
-1 x—ap -1 x—ap

P(X) =x(x(x —az) —ai) —ao

soit

etenfin P(x) = x3 —ay;x2 —a; x —ag. Ainsi, P = X3 —ay X2 —a; X — ay.

Dans le cas général de I'énoncé, il est raisonnable de supposer que le polynéme
caractéristique de A(ayp,. .. ,an_1) est X" —a,_1 X"t — ... —ay X —ag.

2 Pour tout entiern > 2 posons Hy, : « Pour tout (ap,. . . ,an_1) € K", le polynome
@ caractéristique de A(@g, . .. ,an_1) est X" —a,_1 X1 — ... —a; X —ag»

e H, est vraie.

e Soit un entier n>2 tel que H, est vraie. Considérons
(ag,...,an) € K"t et soit P le polyndme caractéristique de A(ag,...,an).
Ainsi, pour tout x € K :

X ... ... 0 —ag
-1 - —a
P(x)=det(X Iny1 — A(ap,....an))=det| g :

: X :
0 ... 0 -1 x—ay

En supprimant la premiere ligne et la premiere colonne de x In+1 — A(ag,. .. ,an)
on obtient la matrice x I, — A(ag,...,an).

En supprimant la premiére ligne et la derniére colonne de x In;,1 — A(ag,...,a,) on
obtient une matrice triangulaire supérieure.

Ainsi, en développant le déterminant donnant P (x) par rapport a la premiére ligne,
on obtiendra deux déterminants d'ordre n aisés a calculer : le premier est donné par
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I'hypothese de récurrence et le second est un déterminant triangulaire et donc sim-
plement le produit des termes diagonaux.

Attention aux signes : d'une maniére générale, quand on développe un déterminant
par rapport a une ligne ou une colonne, le déterminant extrait obtenu en supprimant
la ligne i et la colonne j est affecté du coefficient (—1)'™J ; ici, dans le cas de la pre-
miére ligne et de la derniére colonne, i = 1 et j = n + 1, d'ou la présence du coef-
ficient (—1)"*2,

Zp En développant le déterminant selon la premiére ligne on obtient

P(x) = x det(xl, — A@y,...,an)) + (—=1)"T?(—ap) det(T)

ol T est la matrice obtenue en supprimant la premiére ligne et la derniére
colonne de X I+1 — A(ap,...,an-1).

e D'une part, det(x Iy — A(@g,...,an)) =X"—apx" 1 — .. —apyx —ay
par hypothése de récurrence.

e D'autre part, T est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux tous
égaux a —1, donc det(T) = (—=1)".

Ainsi, P(X) =x(X"—apx" 1 —...—ayx —a;) —ag = x""t —a, x"
—-.-—ajX —apg. Cette relation étant vraie pour tout x €K,
P=X"!_a, X" —... —a; X —ag. Autrement dit, Hy,1 est vraie.

n+1

2.a. Pour démontrer qu'il existe un plus petit entier naturel possédant une propriété,
il suffit de démontrer que I'ensemble des entiers naturels possédant cette propriété
n'est pas vide : il possede alors un plus petit élément car toute partie non vide de N
posséde un minimum.

Dans le cas qui nous intéresse, il s'agit donc de démontrer qu'il existe au moins un
entier naturel k tel que la famille (x, f (x),..., fX(x)) est liée. Comme E est de
dimension finie n, toute famille de cardinal n + 1 est liee, il suffit donc de prendre
k=n.

Soit X l'ensemble des entiers naturels k tels que la famille
2@ (X, f(X),..., fK(X)) est lice. Comme E est de dimension finie n, toute

famille de cardinal n + 1 est liée, en particulier (x, f(x),..., f"(x)) est
liée. Ainsi, n € X, donc X # @.

X est un sous-ensemble non vide de N donc posséde un plus petit élément
p. Ainsi, p est le plus petit entier naturel tel que (X, f(X),..., fP(x)) est
liée.

Supposons p = 0 ; la famille est alors réduite a (x). Cependant, x # O,
donc la famille (x) est libre ; ainsi, p = 0.

Notons dés a présent que la définition de p entraine que les familles
(x, f(x),..., fK(x)), avec k < p, sont libres (et en particulier sik = p — 1, ce qui
servira par la suite).



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Chapitre 2 - Algébre linéaire

2.b. La définition de la famille B est bien cohérente car p € N* : si p était nul,
f P~1(x) n'aurait pas de sens en général ! C'est pour cela qu'il était demandé de véri-
fier p £ 0.

Comme F est, par définition, engendré par les vecteurs f(x) avec 0 <k < p — 1,
il suffit de démontrer que f (fX(x)) € F pour tout ces entiers k.

2 Pour 0<k<p—2, on a f(fkx) = fk*1(x) e F car alors
Yl kti1<p-1.

Il reste & montrer que f (fP~1(x)), i.e. fP(x), est élément de F, i.e. est combinai-
son linéaire des fX(x) avec0 <k < p — 1.

Nous avons une propriété assez voisine de celle-ci : la famille (x, f (x),..., fP(x))
étant liée, il existe une combinaison linéaire nulle a coefficients non tous nuls de
cette famille. 1l ne reste plus qu'a en déduire I'expression de f P(x) comme combi-
naison linéaire des autres f¥(x).

Par définition de p il existe Ag,...,Ap € K, non tous nuls, tels que

%

p
Z/\k fX(x) = 0. Ainsi :
k=0

p—1
Ap FPO0 =) = FR0).

k=0
Il reste a diviser par Ap... Pour peu que ce scalaire ne soit pas nul !

p—1
z@ Supposons Ap = 0 ; alors Z)\k fX(x) = 0.

k=0
La famille (x, f(x),..., fP~1(x)) étant libre (par définition de p) on a
donc \g =...=Ap_1 =0.
Ainsi, A\x = 0 pour tout k € {0,...,p}, ce qui est contraire a 'hypothése
faite précédemment sur ces scalaires.
Ainsi, A\p # 0. On a donc :

p SR k
f (x):Z—)\—f (x) € F.
k=0 p

En conséquence, f (fP~1(x)) € F : F est donc stable par f.

Enfin, par définition, B est une famille génératrice de F. De plus, nous
avons vu que cette famille est libre car p — 1 < p. Cest donc une base
de F.

2.c. Pour plus de clarté notons, pour 0 <k < p — 1, ex = fK(x).
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g étant induit par f on a, par définition, g(y) = f(y) pour tout élément y de F. En
particulier, g(ex) = f(f¥x)) = f**1(x). Si k+1< p—1, ce dernier vecteur
n'est autre que ex1. Le cas de g(ep—1) devra étre traité separément.

%

SI0O<k<p—2,k+1<p—1etonadoncg(ex) = ekt1-
Pourk = p—1, onag(ep—1) = fP(x). Nous avons vu précédemment que

fP(X) est combinaison linédaire de B; il existe donc des scalaires

p—1 p—1
ao,...,ap_1 tels que fP(x) = Zak fKx) = Zakek.
k=0 k=0

La matrice de g dans la base B est donc :

O ... ... 0 ap
1 . : ai
Matz(@)=|¢g .. .. : : |=A(@o,....ap-1).
Do .00
0O ... 0 1 dp-1

3. Vu la forme de la matrice de g dans 3, le lemme de la premiére question s'ap-
pligue. Le résultat en découle immédiatement.

¥

D'aprés le lemme, Q = XP —ap_4 XP-1_  —a X —ap.
p—1
On a donc Q(g) = gP — Zak g“ et enfin :
k=0
p—1
Q@) =gP(x) — Y axg*(x).
k=0
Par définition des scalaires ax on a :
p—1
fP(x) = Zak £X(x)
k=0
soit, vu que g(y) = f(y) pourtouty € F:

p—-1
9P () = ) axg(x)
k=0

ce qui donne enfin

Q@ (x) =0.
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Nous pouvons remarquer que l'on a en fait Q(g) = 0. En effet, comme Q(g) est un
polynéme en g, Q(g) et g commutent. On a donc

Q@) (@* (X)) = g*(Q(e)(x)) = g¥(0) =0

pour tout entier naturel k. Par ailleurs, g étant induit par f, gk(x) = fX(x). Ainsi,
Q(g) est nul sur tous les vecteurs de B et donc sur F. Nous avons donc démontré
le théoreme de Cayley-Hamilton pour g, i.e. dans le cas particulier des endomor-
phismes dont la matrice dans une certaine base est de la forme du lemme.

4. Le calcul du polyndme caractéristique peut se faire a partir de la matrice de I'en-
domorphisme dans n'importe quelle base. Pour trouver une relation entre P et Q, on
peut donc d'abord chercher une relation entre les matrices de g et f dans des bases
de F et E bien choisies.

Afin d'exploiter le fait que F est stable par f et que g est I'endomorphisme de F
induit par f, on peut considérer la matrice de f dans une base de E obtenue en com-
plétant une base de F. En effet, dans une telle base, la matrice de f est constitué de
quatre blocs et le bloc en deuxiéme ligne et premiére colonne est nul. Ceci permet
de calculer les déterminants, et donc les polyndmes caractéristiques, simplement.

Comme toujours, quand on veut compléter une base d'un espace vectoriel de
dimension finie, il faut traiter a part un cas particulier. En effet, si F est égal a E,
B est elle-méme une base de E et il n'y a rien a compléter : dans ce cas, on a sim-
plement g = f et donc Q = P. De facon analogue, avant d'introduire une base

d'un espace vectoriel, on doit toujours vérifier qu'il n'est pas réduit a 0.

z e Supposons p =n : alors F = E et donc, comme g(y) = f(y) pour tout
% y e F,onag= fetenfin Q =P, donc Q divise P.

® Supposons p < N.
Complétons B en une base C de E. Alors la matrice de f dans la base C est

de la forme
(A B)
0 C

avec A = MatB(g) € Mp(K), B e Mp’n_p(K) et C € Mn_p(K).
Pour tout A € K on a donc :

(A B) (Mp—A —B )
)\In_ -
0 C 0  Alp_p-C

donc P(A\) = Q(\) det(A In—p —C) = Q(A) R(N), avec R le polynéme
caractéristique de C.
Ceci étant vrai pour tout scalaire A on a l'égalité

P=0R
donc Q divise P.
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Le produit des polyndmes se traduit par la composition des endomorphismes. Ceci
permet de faire le lien entre P(f) et Q(f), et donc Q(Q).

La relation P = QR donne P(f) = Q(f) o R(f) = R(f) o Q(f).

¥ Ainsi : P(£)(x) = Q(HH(R(H)(x)) = R(FH(Q(F)(x)).

Comme ¢ est induit par f on a, pour tout élément y de F,

Q(@(Y) = Q(f)(y) ; en particulier, Q(f)(x) = Q(g)(x) =0.

Il vient enfin :

P()(x) = R(H)(Q(H)(x)) = R(f)(0) =0.

Le but de I'exercice est de démontrer que P(f) = 0, i.e. que I'égalité ci-dessus est
vérifiée pour tous les vecteurs x de E. Ceci est presque le cas : nous l'avons vérifié
pour un vecteur non nul quelconque, il reste & voir que c'est encore vrai pour X = 0,
ce qui est clair par linéarité.

Z@ Nous avons donc démontré que, pour tout élément non nul X de E,

P(f)(X) =0. Par ailleurs, P(f) est linéaire, donc P(f)(0) = 0. Ainsi,
P(f)(x) =0 pour tout élément X de E. Ceci montre que P(f) =0, i.e.
que P, le polynéme caractéristique de f, est un polynéme annulateur de f :
c'est le théoréme de Cayley-Hamilton.

Exercice 2.14 : Décomposition de Dunford

66

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle p et f un endomor-
phisme de E. On note P le polyn6me caractéristique de f et on suppose qu'il est
scindé: P = (X — A" - .- (X — A)™ avec r € N*, A\q,..., )\ les racines dis-
tinctes de P de multiplicités respectives ny,...,n;.

Pour k € {1,...,r} on pose Ex = Ker((f — X Id)™). Ce sont les sous-espaces
caractéristiques de f.

r
1. Démontrer que E = @ E.
k=1
2. Montrer que, pour tout k € {1,...,r}, Ex = {0} et est stable par f.
Pour k € {1,...,r} on note fx I'endomorphisme de E induit par f et Py son poly-
ndme caractéristique.

3.a. Montrer que, pour toutk € {1,...,r}, Pc = (X — X\ )dimEo
r
3.b. Montrer que P = 1_[ Py.
k=1
3.c. En déduire que, pour toutk € {1,...,r}, dim(Eyx) = ng.

4. Démontrer qu'il existe deux endomorphismes d et n de E, avec d diagonali-
sable et n nilpotent, telsque f =d +netdon =nod.
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5. Application numérique : soit f I'endomorphisme de R® défini par
f(x,y,2) = (—2z,x + 3z,y). Déterminer les matrices de d et n dans la base
canonique.

1. Le membre de droite est une somme directe de noyaux de polynémes en f. On
peut donc tenter d'utiliser le théoréme de décomposition des noyaux : si Py,...,Pr
sont des polyndmes deux deux premiers entre eux alors

Ker(Py... Pr(f)) = @) Ker(Pu()).
k=1

Ici, il faudra prendre Py = (X — X\)"«. Comme le seul facteur irréductible de Py est
X — Xk, un polyndme est premier avec Py si, et seulement si, il n'est pas divisible
par X — )\, i.e. ne posséde pas \x comme racine.

2@ Sii j, les polynomes (X — A)™ et (X — Aj)" sont premiers entre eux
car ils n'ont aucun facteur irréductible en commun.
On a donc, d'apres le théoréme de décomposition des noyaux :

Ker(P(f)) = @ Ker((f — A 1d)™).
k=1

Par ailleurs :

e par définition, Ker((f — \¢ 1d)™) = Ey ;

e d'aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, P(f) =0 et donc
Ker(P(f)) =E.

Ainsi :

E= é} Ex.
k=1

2. On sait que, pour tout k € {1,...,r}, Ker(f — A Id) = {0} car X est racine
de P, le polynéme caractéristique de f, et est donc valeur propre de f.

Pour passer du noyau de f — A\ Id a celui de (f — A 1d)™, souvenons-nous que
I'on a toujours l'inclusion Ker(g) c Ker(gP) pour g € £(E) et p € N* : en effet, si
x € Ker(g), on a g(x) =0 donc gP(x) = gP~1(g(x)) = gP~1(0) = 0. Ainsi, Ex
contient le sous-espace propre de f associé a Ax qui n'est pas réduit a {0} donc Ex
lui-méme n'est pas réduit a {0}.

Soit k € {1,...,r}. Comme ng > 1, Ker(f — X\ Id) C Ker((f — A\ 1d)™)

z& = Ey.

Par ailleurs, A\ est racine du polynéme caractéristique de f donc est une
valeur propre de f : ainsi, Ker(f — A\ I1d) # {0}, donc Ex # {0}.
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Pour la stabilité, il n'y a rien a faire : on sait que, pour tout polyndme Q, Ker(Q(f))
et Im(Q(f)) sont stables par f.

2@ Enfin, Ex est le noyau d'un polynéme de f donc est stable par f.

3.a. fy est simple & étudier : il vérifie (fx — A Idg, )™ = 0 donc (X — A\ )™ en est
un annulateur. Ce polynéme étant scindé, fy est trigonalisable.

Il existe donc une base Bx de Ex dans laquelle la matrice
My = Matg, (fx) € Mdimce,)(K) est triangulaire supérieure. Les coefficients diago-
naux de cette matrice sont les valeurs propres de fy et sont donc racines de tous les
polynémes qui annulent fy, en particulier de (X — \¢)" ; ainsi, tous les coefficients
diagonaux de Mg sont égaux a Ax. Le calcul du déterminant donnant Py (\) pour
A € K est alors immédiat.

A priori, (X — M) n'est qu'un polynéme annulateur de fi : a ce stade de I'exer-
@ cice il n'y a pas de raison pour que ce soit le polyndme caractéristique de f.

2@ (fk — M Idg, )™ = 0 donc le polyndme (X — A\ )" est un annulateur de

fi. On en déduit :

i) toute valeur propre de fy est racine de (X — A¢)™, donc la seule valeur
propre éventuelle de fy est A ;

i) (X — A)"™ est scindé, donc fy est trigonalisable.

Ainsi, il existe une base Bx de Ex telle que la matrice
My = Matg, (fx) € Mgimg,)(K) est triangulaire supérieure. Les coeffi-
cients diagonaux de cette matrice sont donc les valeurs propres de fi ; ils

sont donc tous égaux a Ak.
Ainsi, pour tout A € K, la matrice A lgimg,) — Mk est triangulaire supé-

rieure, tous ses coefficients diagonaux étant égaux a A — A\ ; son détermi-
nant est donc (A — A\ )9MED i, :

Pe= (X — A ME,

3.b. Chacun des sous-espaces Ey est stable par f et on connait le polyndme caracté-
ristique de chacun des endomorphismes induits.

Une bonne stratégie est de concaténer des bases de chacun des Ey pour obtenir une
base de E dans laquelle la matrice de f sera « diagonale par blocs ». Les calculs de
déterminants, et en particulier de polynémes caractéristiques, en seront grandement
simplifiés.
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Comme E = Ex, la famille B obtenue en concaténant les bases
k=1
Bi,...,Br de Eq,...,E; est une base de E.
Alors
My 0
MatB(f) =
0 M,

donc, pour A e K :

A ldimey) — M1 0
Ay — Matg(f) =
0 A Idim(Er) - |\/Ir

En considérant les déterminants il vient

P=P;.-.-P.

3.c. Nous avons ici deux expressions de P comme produit de polyndmes de degré
1 : d'une part,

P = (X =)™ (X =A™

par définition méme des nk. D'autre part, nous venons de voir que

P="P P

avec P = (X — A 4imEo,

Pour pouvoir « identifier » les exposants, nous pouvons utiliser l'unicité de la
décomposition en facteurs irréductibles.

%

On a donc
P = (X _ Al)dim(El) . (X _ )\r)dim(Er).

Par ailleurs, par définition, la factorisation de P en produit de facteurs irré-
ductibles est

P=X=A)" - (X=2)",

La décomposition en facteurs irréductibles étant unique a l'ordre des facteurs
prés, l'exposant de chaque polynéme irréductible X — ¢ est le méme dans
chacune de ces deux écritures, i.e. :

vk € {1,...,r},dim(Ex) = ng.
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4. Nous avons vu que la décomposition de E comme somme directe des sous-
espaces Ex permettait de simplifier I'étude de f. L'idée est de commencer par mon-
trer qu'une propriété est vérifiée par les fy pour ensuite remonter a f. Par exemple,
pour montrer la propriété ici demandée pour f, nous pouvons essayer de la vérifier
a partir de la matrice de fx dans B.

¥

Nous avons, d'aprés ce qui précéde, (fx — Mg Id)"™ = 0, donc fx — Ak Id est
nilpotent. fx est donc la somme de I'homothétie \¢ Id et de 'endomorphisme
nilpotent fy — Mg Id de E.

Matriciellement, en reprenant la base By de Eg dans laquelle la matrice de
fx est My, nous avons vu que

Ak ?
Mk =
0 Ak

et donc Mg = A I, + Ng ot N est triangulaire supérieure a coefficients dia-
gonaux nuls, donc nilpotente. Plus précisément, Ny = Matg, (fx — A¢ 1dg,)
et donc NE" =0.

La matrice M de f dans la base B est diagonale par blocs :

M, 0

0 M,
que l'on peut écrire sous forme d'une somme :

A In, 0 N1 0
M = - + - =D+N.
0 Ar In, 0 Ny

Notons que D est diagonale. N est nilpotente car elle est diagonale par blocs avec
des blocs diagonaux eux-mémes nilpotents. Il restera ensuite a veérifier que D et N
commutent.

¥

® N est nilpotente. En effet :
Ny 0\ Nj 0
0 Nr 0 N/

On sait que Nl?k =0; onadonc N||< = 0 pour tout entier | > ng. En parti-
culier, avec | = max(ny,...,ny), Nli = 0 pour tout k. Ainsi, N'=0, ce
qui montre que N est nilpotente.
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e D et N commutent : en effectuant les produits par blocs,

Aln, 0 Ny 0
DN =
0 Min /) \ 0 N,
A1Nq 0
\ 0 Ar N
N; 0 Atln, 0
0 Nr 0 )\rlnr
= ND

Enfin, nous pouvons revenir aux endomorphismes.

W

Soit d l'endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est D et n celui
dont la matrice dans cette base est N.

Alors f = d 4 n, d est diagonalisable car sa matrice dans la base B est dia-
gonale, n est nilpotentetd on =nod.

5. La méthode est expliquée dans les questions précédentes : nous allons commen-
cer par déterminer les sous-espaces caractéristiques de f.

¥

La matrice de f dans la base canonique de R est

0 0 -2
A=|10 3
01 O

Son polyndme caractéristique P vérifie alors :

VA e R,P(\) =det(Al, — A)
et un calcul simple donne

VAeR,P()\) =\ -3\ +2.

Pour trouver les racines de ce polyndme, cherchons des racines évidentes. On
voit rapidement que P (1) = 0, ce qui permet une premiére factorisation :
PO) =\ —1)(\+\—2). Les racines du facteur de degré 2 sont 1 et
—2 d'oti la factorisation de P :

P=(X—1%X+2).
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Cherchons maintenant des bases des sous-espaces caractéristiques. Nous savons
d'aprés ce qui précede gu'en les concaténant nous obtiendrons une matrice « diago-
nale par blocs » qui nous permettra de trouver D et N.

Notons E; = Ker((f —1d)?) et E, = Ker(f + 2ld) les sous-espaces
2@ caractéristiques de f.

D'une part,
1 -2 4
(A=—13)?=| -2 4 -8
1 -2 4

Un vecteur (X,Y,2) € R3 appartient donc au noyau de (f — 1d)2 si, et seu-
lement si :

X—2y+4z=0.

Nous savons, d'aprés les questions précédentes, que le noyau de (f — Id)? est de
dimension 2. Nous retrouvons ce fait grace a I'équation précédente qui est I'équa-
tion d'un hyperplan. Pour trouver une base de Ker((f — 1d)?) il suffit donc d'en
trouver deux éléments non colinéaires. Nous les chercherons sous la forme la plus
simple, par exemple en essayant de voir s'il y en a un pour lequel z = 0.

Siz=0,ilvientx =2yetonpeutprendrex =2 ety =1.
Pour en trouver un autre, essayons x = 0 : il vient alors y = 2z et on peut prendre

z =1 ety = 2. Ceci nous fournit deux éléments non colinéaires de Ker((f — 1d)?)
et donc une base.

Posons u; = (2,1,0) et up = (0,2,1). On vérifie aisément que Ui et u»
2@ sont deux éléments de Ker((f — 1d)?). De plus, ils ne sont pas colinéaires
donc (uUg,Up) est Llibre. Enfin, d'aprés les questions précédentes,
Ker((f —1d)?) est de dimension 2 donc (ui,uz) est une base de
Ker((f — 1d)?).

Passons a l'autre sous-espace caractéristique. Nous savons qu'il est de dimension 1
et il suffit donc d'en trouver un élément non nul pour avoir une base.

D'autre part :

%

2 0 =2
A4+2I3=|1 2 3
01 2

Les éléments (X,y,z) de Ker(f 4 21d) vérifient donc

ly = -

—-27°
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En particulier, on voit que (1,—2,1) € Ker(f + 2I1d). Comme ce noyau est
de dimension 1, d'aprés les questions précédentes, la famille réduite au vec-
teur uz = (1,—2,1) en est une base.

Nous allons maintenant déterminer, comme nous l'avons fait précédemment dans le
cas général, la matrice de f dans la base B = (u1,u»,us). Nous savons que nous
aurons une matrice diagonale par blocs, le premier bloc étant d'ordre 2. Pour cela,
on peut calculer les matrices de passage.

La matrice de passage de la base canonique de R a (uy,Up,U3) est

W

2 0 1

P=11 2 -2

01 1

Son inverse est
4 1 -2
pi_if_1 2 s
9

1 -2 4

Pour le calcul de P~1, on peut procéder par un systéme ou simplement utiliser la
comatrice, ce qui est faisable pour des matrices de petite taille.

La matrice de f dans (ug,U2,u3) est donc

%

0 -1 0
PlaP=|1 2 0
0 0 -2

Nous devons maintenant écrire cette matrice comme somme d'une matrice diago-
nale et d'une matrice nilpotente. Cependant, nous ne cherchons pas ces matrices au
hasard : nous savons que la matrice diagonale doit étre, d'aprés les questions précé-
dentes, diag(1,1,—2).

Nous avons donc, avec les notations précédentes :

%

1 0 O
D=101 O

ot 0 0 -2

-1 -1 0
N=| 1 1 0
0 0 O
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Ce sont les matrices de d et n respectivement dans la base (ui,u,,us). Il reste a
effectuer un changement de base pour obtenir leurs matrices dans la base canonique,

ce qui est ici demandé.

Toujours avec les notations précédentes, les matrices de d et n dans la base

2@ canonique de R sont respectivement
2 2 -4
41
PDP™ = 3 2 -1 8
ot -1 2 -1
-2 -2 -2
41
PNP™* = 3 1 1 1
1 1 1

D'aprés ce qui précéde, ces matrices commutent. On peut aisément le vérifier a la
main pour s'assurer qu'il n'y a pas eu d'erreur dans les calculs. On peut également

vérifier que leur somme est bien égale a A.
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Exercice 3.1 : Noyaux, images et adjoint

Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme de E. Démontrer les égalités
suivantes :

1. Ker(f*) = Im(f)L.

2. Im(f*) = Ker(f)*L.

3. Ker(f*o f) = Ker(f).
4. Im(f*o f) = Ker(f)L.
5. Ker(f o f*) =Im(f)*.
6. Im(f o f*) = Im(f).

Indication : démontrer « a la main » les premiéere et troisiéme propriétés et en
déduire les autres sans calcul.

1. Afin de passer de f* a f, il suffit de faire apparaitre des produits scalaires et d'uti-
liser la définition de l'adjoint : (f*(x)|y) = (x| f(y)).

Si x € Ker(f*), on a f*(x) = 0. Ceci peut se traduire avec un produit scalaire en
écrivant que f*(x) est orthogonal & tous les vecteurs de E.

2& Soit X € E. On a les équivalences successives :
x e Ker(f*) <«— f*x)=0
< VyeE (f*xX)|y)=0
— VyeE,{X|f(y))=0
< Vzelm(f),(x]z)=0
— Xxelm(f)*

Ainsi, Ker(f*) = Im(f)=L.

2. Comme suggéré par l'indication, nous allons déduire cette seconde égalité de la
premiere.

L'idée est d'échanger les roles de f et f*. Pour cela, il suffit d'appliquer le résultat
précédenta f* :eneffet, f** = f, ce qui échangera effectivement les rdles des deux
applications. Ceci sera encore valable pour passer de f*o faf o f* dans les ques-
tions suivantes.
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2& Le résultat précédent appliqué a f* donne

Ker(f**) = Im(f*)*
soit, vu que f** = f:
Ker(f) = Im(f*)*.

E étant de dimension finie, on a F++ = F pour tout sous-espace vectoriel F de E.
En particulier, si F- = G, alors G+ = F.

E étant de dimension finie, on en déduit :

¥

Im(f*) = Ker(f)*.

3. L'une des inclusions est claire.

Soit x € Ker(f). f(X) =0 donc (f*o f)(x) = f*(f(x)) = f*(0) =0.
z@ Ainsi, Ker(f) c Ker(f*o f).

Pour l'autre inclusion, il faut partir de f*(f(x)) = 0 et en déduire f (x) = 0. Nous
allons utiliser un produit scalaire pour « passer f* de l'autre coté ».

2 Soit x € Ker(f*o f) : f*(f (X)) = 0 donc, a fortiori, (f*(f(x))|x) =0.
@ Ainsi, (f(X)|f(x)) =0, donc f(x) =0, soit x € Ker(f).

En conclusion, Ker(f* o f) = Ker(f).

Cette propriété possede également une traduction matricielle. Si on note A la
@ matrice de f dans une base orthonormée B de E, la matrice de f* dans B est 'A et

I'inclusion Ker(f* o f) c Ker(f) se traduit ainsi : si X est une matrice colonne

telle que 'AAX = 0, alors AX = 0.

Cette propriété se démontre alors en calculant uniquement avec les matrices :

comme 'AAX =0, on a également XX'AAX =0, soit {(AX)AX =0 et enfin

AX =0 (car l'application (U,V) —'UV est un produit scalaire sur Mn.1(R)).

4. Ici encore, contentons-nous de suivre I'indication. Nous allons ici remplacer f par
f* o f dans la premiére question pour faire apparaitre le noyau demandé.
Rappelons que, d'une maniére générale, (go f)* = f* o g*. En particulier, avec
g= f*ilvient (f*o f)* = f*o f* = f*o f.

En remplacant f par f*o f dans le résultat de la premiére question on

2@ obtient

Ker((f*o f)*) =Im(f*o f)*
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soit
Ker(f*o f) =Im(f*o f)t.
Or
Ker(f*o f) = Ker(f)
d'ol enfin

Im(f*o f) = Ker(f)*.

Nous aurions également obtenu le résultat en remplacant f par f* o f dans le résul-
tat de la deuxieme question.

5. 1l s'agit ici de remplacer f par f* dans le résultat de la troisiéme question.

Du résultat de la troisiéme question on tire, en l'appliquant a f*:
Ker(f o f*) = Ker(f*) = Im(f)*.

%

6. Idem a partir de la quatriéme question.

2@ En appliquant le résultat de la quatrieme question a f* il vient

Im(f o £%) = Ker(f*)* = Im(f).

Exercice 3.2 : Exemple de matrice définie positive

Soit A € Mh(R)(n > 2) telle que ajj = 1si i # jet a; > 1. Montrer que A est
définie positive. Montrer que c'est encore vrai si I'un des coefficients diagonaux
vaut 1.

Nous allons utiliser la définition d'une matrice définie positive ; en écrivant 'X AX
pour une matrice colonne quelconque X nous essaierons de mettre en évidence des
sommes de carrés afin d'avoir la positivité.

Pour cela, on peut développer I'expression entiere en fonction des coefficients de X
et A puis factoriser (a I'aide notamment d'identités remarquables), ou bien essayer de
calculer astucieusement le produit pour obtenir directement une forme factorisée.

Etant donné que la quantité 'X AX serait immédiate a calculer si A était diagonale,
on peut chercher a écrire A = D + B avec D diagonale et B telle que 'XBX est
facile a calculer. Ceci peut se faire aisément vu la forme particuliére de A.

Avant d'affirmer qu'une matrice est (définie) positive, pensez a vérifier qu'elle est
bien symétrique... ou au moins pensez a le dire si c'est clair, comme ici !
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%

¢

Remarquons que A est bien symétrique.

Soit X e Mp1(R). En écrivant A=D+B, ol
D =diag(a;; — 1,...,ann — 1) et B est la matrice dont tous les coeffi-
cients valent 1, il vient

XAX = XDX + XBX.

n
D'une part, XDX = Z (@i — 1) Xiz.
i=1
D'autre part, tous les coefficients de la matrice colonne B X sont égaux a

n n 2
> X, doit 'XBX = (in> :
i=1 i=1
En conséquence,

n n 2
XAX =) (@i — D xZ+ <in> .
i=1

i=1

Comme ajj > 1 pour tout i, cette quantité est bien positive, ce qui
démontre A € S (R).

Le développement intégral de !X AX donne I'expression
n

Zaii Xi2 +2 ZXiX]‘.

i=1 i<j
On peut alors effectivement reconnaitre une identité remarquable, a savoir

n 2 n
(R0) =L +2 Tng
i=1 i=1 i<j

qui conduit au méme résultat.

Il reste a traiter le cas d'égalité "X AX = 0. La démarche est classique : nous avons
montré X AX > 0 en affirmant qu'une somme de réels positifs est positive, il reste
a utiliser le fait gqu'une telle somme est nulle si, et seulement si, tous ses termes sont

nuls.

¥

Enfin, supposons "X AX = 0. Comme une somme de nombres réels positifs
n'est nulle que si tous les termes sont nuls il vient

n 2
@u-Dxf=--=@n—Dx;= (in) =0.
i=1

Comme ajj —1 > 0 pour tout i, on en déduit X; =--- =X, =0, soit
X = 0. Ainsi, A € STT(R).
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Dans le cas ot l'un des coefficients diagonaux est égal a 1, le raisonnement

précédent montre que Xj =0 pour j = ig (avec i tel que aj,, = 1).
n 2

Cependant, on a aussi <in) =0 etdonc Xy +---+ X, =0. Si tous
i=1

les Xj sont nuls pour i = ig, on a donc également Xj, = 0. Ainsi, A est

encore dans ce cas définie positive.

Si plusieurs coefficients diagonaux sont égaux a 1, la matrice A a plusieurs
colonnes égales et n'est donc pas inversible, a fortiori elle n'est pas définie posi-
tive.

Exercice 3.3 : Construction de matrices positives

Soient A € M, (R) et B = AA. Montrer que B est symétrique positive. Montrer
gue B est définie positive si, et seulement si, A est inversible.

Il ne faut pas oublier de commencer par vérifier que B est bien symétrique...
Ensuite, nous envisagerons les produits 'X B X, avec X matrice colonne, et vérifie-
rons qu'ils sont bien positifs.

B est bien symétrique : en effet,

B = {tAA) = Al'A = AA =B.

¥

Considérons désormais une matrice colonne X € My 1(R). Alors:
XBX = X'AAX = YAX)AX >0

car l'application (U,V) —'UV est un produit scalaire sur My 1(R). Ceci
montre que B est positive.

Pour démontrer I'équivalence, traitons séparément chaque implication. Le sens
direct est facile.

z@ Si B est définie positive, elle est inversible. Or det(B) = det(*A)det(A)

= det(A)? donc det(A) = 0 et A est inversible.

Pour montrer le sens réciproque, nous devons montrer que 'XBX =0 entraine
X =0.

Supposons A inversible. Si X est une matrice colonne telle que 'XBX =0

W alors (AX)AX — 0.

L'application (U,V) —tUV étant un produit scalaire sur M, 1(R), on en
déduit AX = 0.
A étant inversible il vient enfin X = 0. Ceci montre que B est définie positive.
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Exercice 3.4 : Endormorphisme normal

Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme de E.

1. Démontrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
i)f*of =1fof*

i) vx € E,[I 0Ol = [T

i) VO, y) € EZ(FOOL T () = (F* 001 F*(y))

Un tel endomorphisme est dit normal.

(on pourra effectuer une démonstration cyclique : i) = i) = iii) = i))

2. On suppose que f est normal. Montrer que I'orthogonal de tout sous-espace
vectoriel de E stable par f est également stable par f (indication : raisonner matri-
ciellement).

1. Suivons l'indication et démontrons successivement les trois implications.

Pour la premiere, nous allons plutdt considérer les produits scalaires afin d'utiliser
la définition de I'adjoint. En effet, || f (x)||> = (f (X)| f (x)), ce qui permet d'écrire
[1FOO)12 = (F*(f(x))|x) ouencore || f*(x)||2 = (x| f (f*(x))). Nous aurons ainsi
fait apparaitre les composées f* o f et f o f* qui sont par hypotheses égales.

2 i) = ii) : on suppose f o f* = f*o f.
¢ Soit X € E. Alors :

HEEOI? = (FeOlIfx))
(x| F*(f(x)))

= (x| f(f*x)))
(F*O01 (X))
()12

Comme les normes sont positives, ceci montre que || f (X)|| = || f*(X)]].

Pour démontrer ii) = iii), nous allons utiliser une méthode de « polarisation », i.e.
exprimer un produit scalaire a l'aide de la norme associée. Il y a plusieurs relations
de ce type, notamment 4 (ulv) = ||u + v||> — |Ju — v||? et 2 (u|v) = ||u + v]||?
—([lul|? + [[v]|?). Le choix de la relation utilisée est indifférent.

2& ii) = iii) : soit (X,y) € E2. On a successivement, en utilisant la relation
4(ufv) = [lu+ vl —[ju = vl]?:

4EOIFQ)) = 1T+ TP —11fx) — FYI
T+ 2 =11 fx =yl
X + W12 =1 F5x — y)|?

00 + F*WIZ = 11 F*(x) = F*(y)I?
4 (P01 F2(y).
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Pour démontrer la derniére implication iii) = i), il s'agit de faire apparaitre f o f*
et f*o f a partir de I'expression de iii) qui fait intervenir f et f* séparément. La
bonne fagon de faire est d'utiliser la définition de l'adjoint: (f(X)|f(y)) =
(F*(f(x))|y) (et nous pouvons également effectuer une manipulation analogue sur
I'autre membre afin de faire apparaitre f (f*(x)).

¥

!

iii) = 1) : pour tout (X,y) € Eona
(FOOIT(y)) = (F2 0l F5(y))
soit, par définition de l'adjoint,
(F2CFonly) = (F(F70)ly)
soit encore, en regroupant les termes a gauche :
(F7(f ) — F(F*x)ly) = 0.

Ainsi, étant donné x € E, le vecteur f*(f(x)) — f(f*(x)) est orthogonal
a tous les vecteurs de E et est donc nul. Autrement dit,

Vx € E, f*(f(x)) = f(f*(x))

ce qui signifie f*o f = f o f*, i.e. f est normal.

Notons que les endomorphismes orthogonaux et les endomorphismes symétriques
sont clairement normaux puisque, dans le premier cas, f* = f~1 et, dans le
second, f* = f. Le résultat de la deuxiéme question est d'ailleurs bien connu pour
ces endomorphismes.

2. Conformément a l'indication, nous allons considérer les matrices de f et f* dans
une base orthonormée B de E.

Dans le contexte des espaces euclidiens, seules les bases orthonormées sont réel-
lement intéressantes. En effet, la matrice de f* est la transposée de la matrice de
f si on considére les matrices dans une base orthonormée — c'est faux en général !
De méme, la matrice d'un endomorphisme orthogonal dans une base non ortho-
normée n'est pas orthogonale, etc.

Il s'agit cependant de choisir une base orthonormée intéressante... Le but de la ques-

tion est de montrer que, si F est un sous-espace vectoriel de E stable par f, alors F+

I'est également. La stabilité se traduit matriciellement par des blocs nuls si I'on choi-

sit judicieusement les bases. Plus précisément, en considérant une base de E dont

les premiers vecteurs forment une base de F, les p premiéres colonnes (avec
p = dim(F)) auront des coefficients nuls au-dela de la p® ligne.
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De méme, pour conclure quant a la stabilité de F+, il est intéressant d'avoir une base
de FL.

Ainsi, nous allons simplement choisir comme base orthonormée de E la concaté-
nation d'une base orthonormée de F et d'une base orthonormée de F+.

Bien sdr, encore faut-il que ces deux bases existent, i.e. que ces espaces ne soient
pas réduits a {0}, autrement dit que F ne soit égal ni a {0} ni a E. Ces deux cas par-
ticuliers simples doivent donc étre traités séparément au début.

Le résultat est évident si F = {0} (car alors FX = E) et si F = E (car
W\ alors FE = (0)).

Supposons désormais F = {0} et F = E (et donc F+ = {0}).

Soit B une base orthonormée de E obtenue en concaténant une base ortho-
normée de F et une base orthonormée de FL. La matrice de f dans B est

de la forme
A B
Matg(f) = < )

0 C

car F est stable par f. De plus, F* est stable par f si, et seulement si,
B =0.
B étant orthonormée :

* t tA 0
Matg(f*) = Matg(f)=<tB tC>

Enfin, par hypothése, les deux matrices suivantes sont égales :

A'A + B'B BIC
CB cic

Mats(f o f*) = (

'AA 'AB )

Mats(70 1) = (tBA ‘BB + ICC

Nous voyons apparaitre un schéma classique pour montrer qu‘'une matrice est nulle.
En effet, pour tout matrice réelle D, I'égalité tr('DD) = 0 entraine D = 0. Il s'agit
donc d'exploiter les blocs faisant intervenir B et 'B, i.e. le premier ou le dernier. Le
premier nous donne 'AA = A'A + B'B. L'expression telle quelle ne se simplifie pas
car 'AA et A'A n'ont a priori pas de raison d'étre égales mais, en appliquant la trace,
tout se simplifie.

Nous obtiendrions le méme résultat avec la relation C!C = ‘BB + ICC.

2@ En particulier, 'AA = A'A + B'B. Comme tr(!AA) = tr(A'A) il vient
tr(B'B) = 0 et enfin B = 0. Ainsi, F* est stable par f.
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Exercice 3.5 : Une inégalité sur le déterminant d'une matrice

symétrique
Soit S € ST (R).

tr(S)\"
1. Démontrer que det(S) < (%) .
On note a;j les coefficients de S.

2. Montrer que, pour tout i € {1,...,n}, ajj > 0.
Soit D la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont

—1/2 —1/2
a;;’",....anm’ .

3. Exprimer det(DSD) a l'aide de S et des ajj. Que vaut tr(DSD)?
4. En déduire det(S) < a1 ---ann.

1. Le déterminant et la trace se calculent simplement quand on a affaire a une
matrice diagonale. S étant symétrique réelle, elle est semblable a une matrice dia-
gonale et, de plus, deux matrices semblables ont méme déterminant et méme trace.
Ainsi, on peut commencer par regarder la situation dans le cas ou S est diagonale.

Si S =diag(\1,...,An) l'inégalité demandée se réduit a :

1 n n
Ao An < (— Z&)
nNia

ou encore, comme les Ay sont positifs :
1 n
VA<D M
N =

On reconnait l'inégalité entre moyenne géométrique et moyenne arithmétique qui
est un avatar de la convexité de la fonction exponentielle.

Dans le cas général, il existe une matrice orthogonale P telle que P 'SP est diago-
nale ; c'est a cette derniere matrice que nous allons appliquer le résultat précédent.

S étant symétrique réelle, il existe une matrice orthogonale P et une

¥

matrice diagonale D telles que P~1SP = D. Les coefficiens diagonaux de
D sont les valeurs propres de S. Comme S est définie positive, ces coeffi-
cients sont strictement positifs. Autrement dit, il existe
(M. .., n) € RE)" tel que D =diag(Ag,. .., An).

On a alors det(S)=det(D)=MX;---\y et tr(S)=tr(D) =
AL+ -+ An.

La fonction exponentielle étant convexe sur R on a:
1
n

1
V(@y,...,a)) € Rexp (ﬁ @ +---+ an)> < (@ - ),
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En particulier, avec ax = In(A\x) (ce qui a bien un sens car les A sont stric-
tement positifs) :

exp (% (In(A) +---+ |n()\n))> < % A1+ 4+ ).

Or
exp (% (nA)+---+ In()\n))) =W=m
d'ot
VAL < %()\1+"‘+)\n)
soit

vdet(S) < @

2. Nous savons, d'une maniére générale, que si I'on note (E1,...,E,) les matrices
colonnes élémentaires (i.e. Ej a tous ses coefficients nuls sauf celui de la i-éme
ligne qui est 1) on a ajj = 'E;SE;. Dans le cas particulier ol j = i, on a alors une
expression de la forme !X SX et on voit que I'on va pouvoir utiliser le fait que S est
définie positive.

2& Pour i € {1,...,n} soit Ej € My 1(R) dont tous les coefficients sont nuls
sauf celui de la ligne i qui vaut 1. Alors on a aj; = E;SE;.

Par ailleurs, S est définie positive: pour toute matrice colonne

X € My 1(R) non nulle on a XSX > 0. En particulier, pour X = Ej, il

vient ajj > 0.

3. Pour ce qui est du déterminant, la situation est simple: det(DSD) =
det(D)2det(S) et det(D) est le produit des coefficients diagonaux de D, ce qui s'ex-
prime en fonction des a;;.

@ La propriété ajj > 0 démontrée dans la question précédente était nécessaire a la
définition de D, qui fait intervenir des racines carréees et des inverses.

) On a det(DS D% = deth)Zdet(S). Par ailleurs, D étant diagonale, il vient
¢ det(D) = a;;/*-- - an’°. Ainsi :

det(DSD) = # det(S).
a1 - - ann

Nous ne disposons pas d'une formule aussi simple pour calculer la trace d'un pro-
duit. Cependant, la multiplication d'une matrice par une matrice diagonale a un effet
simple qui se traduit simplement par une opération sur les lignes ou les colonnes ;
nous pouvons donc en particulier calculer simplement les coefficients diagonaux de
DSD, les seuls qui nous intéressent pour déterminer sa trace.
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Si M est une matrice carrée, DM est obtenue en multipliant, pour chaque i, la i-éme
ligne de S par le i-eme coefficient diagonal de D. De méme, M D est obtenue en
multipliant, pour chaque i, la i-eme colonne de S par le i-eme coefficient diagonal
de D.

¥

Soit i € {1,...,n}. La i-éme ligne de DS est la i-éme ligne de S multipliée
/2

par le i-éme coefficient diagonal de D, i.e. par aﬁl

i-eme coefficient diagonal de DS est aili/z.

De méme, la i-éme colonne de DSD est celle de DS multipliée par le
i-éme coefficient diagonal de D ; le i-éme coefficient diagonal de DSD est

; en particulier, le

donc 1.
La trace de DSD étant la somme de ses coefficients diagonaux il vient
tr(DSD) =n.

4. Le temps est visiblement venu d'utiliser I'inégalité de la premiére question, la
troisiéme question suggérant d'utiliser cette inégalité avec DSD a la place de S. En
effet, si on replace S par DSD dans la premiére inégalité, on retrouvera det(S) et
les aj; dans le membre de gauche, le membre de droite se réduisant a 1.

Il ne s'agit pas de simplement remplacer S par DSD dans I'inégalité... Encore
faut-il vérifier que DSD est symétrique définie positive !

Comme souvent, il s'agit d'une Vérification de routine de la définition, I'idée étant
de se ramener au fait que S elle-méme est symétrique définie positive.

Vérifions que DSD est une matrice symétrique réelle définie positive.
z@ i) DSD est a coefficients réels car D et S le sont.

ii) DSD est symétrique : en effet, (DSD) = 'D'S'D = DSD car S est
symétrique et D également (car D est diagonale).
iii) DSD est positive : soit X une matrice colonne.

X'DSDX
{DX)S(DX)
Y sy

tX (DSD)X

ol Y est la colonne DX. S étant positive, Y DY > 0i.e. 'X(DSD)X >0
DSD est donc positive.

iv) DSD est définie positive: soit X une matrice colonne telle que
X(DSD)X =0.AvecY = DX ona'YSY = 0 (calcul ci-dessus). S étant
définie positive, ceci entraine Y =0, i.e. DX = 0. Enfin, D est inversible
car elle est diagonale a coefficient diagonaux non nuls, donc DX =0
entraine X = 0. En résumé : si XX (DSD)X = 0 alors X = 0, ce qui montre
que DSD est définie positive.
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On peut donc appliquer le résultat de la premiére question a DSD.

Ainsi, l'inégalité de la premiére question appliquée a DSD donne:

¥

det(DSD) < (@) .

Comme tr(DSD) = n le membre de droite est égal a 1 et linégalité se
réduit donc a

1
—det(S) < 1.
a1 - -ann

Comme tous les a;j sont strictements positifs ont peut multiplier les deux
membres de linégalité par ai1 - - -ann sans en modifier le sens et il vient
finalement :

det(S) < ag---ann.

86

Exercice 3.6 : Racine carrée d'une matrice positive

Soit S une matrice réelle symétrique positive d'ordre n.

1. Démontrer qu'il existe une matrice réelle symétrique positive T telle que
T2=S5.

2. Démontrer que cette matrice T est unique. On pourra comparer les sous-
espaces propres des endomorphismes de R" canoniquement associésa S eta T.

1. Le résultat est clair si S est diagonale : ses coefficients diagonaux sont alors ses
valeurs propres, qui sont positives car S est positive, et il suffit de prendre pour T
la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les racines carrées de ceux
de S (c'est ici qu'intervient la positivité). La matrice T ainsi obtenue vérifie bien
T2 = S et est également symétrique (car diagonale) et positive (car, étant diagonale,
ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux et ils sont ici par définition posi-
tifs).

Il reste a adapter ceci au cas général en utilisant le théoreme de réduction des
matrices symétriques.

2& S étant symétrique réelle, il existe une matrice diagonale D et une matrice
orthogonale P telles que P~1SP = D.

De plus, les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres de S donc
sont positifs.

Soit E la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les racines
carrées de ceux de D. On a, en posant T = PEP 1 :

T2=PE?P'=PDP!=S5.
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Nous avons démontré I'existence d'une matrice T dont le carré est S, mais encore
faut-il vérifier que T est symétrique positive !

Vérifions que T est symétrique positive.

2@ i) T est symétrique: 'T = YPEP~Y) = P~1'E'P. Or P est orthogonale
donc 'P=P71 et E est symétrique car diagonale; ainsi
T =PEP!1=T.

i) T est positive : T est semblable a la matrice diagonale E ; les valeurs
propres de T sont donc les coefficients diagonaux de E. Comme ils sont tous
positifs, T est bien positive.

Ainsi, T est une matrice symétrique positive telle que T2 = S.

Nous avons utilisé un peu plus que la diagonalisabilité de S : nous avons utilisé le
fait que I'on pouvait choisir des matrices de passage orthogonales. Cette propriété
est cruciale pour montrer que T est bien symétrique.

D'une maniere générale, quand on cherche a utiliser la diagonalisabilité d'une
matrice symeétrique réelle, il est bon de ne pas oublier que les matrices de passage
peuvent étre choisies orthogonales.

2. Si T est une matrice symétrique positive de carré S, S et T commutent car
ST = T3 = TS. Ennotant s (resp. t) I'endomorphisme de R" canoniquement asso-
ciéa S (resp. T) on a donc s ot =t os. Ainsi, tout sous-espace propre de s est
stable par t et réciproquement. Ceci permet de ramener le probléme a chaque sous-
espace propre de s car un endomorphisme induit par un endomorphisme diagonali-
sable est également diagonalisable.

Soit T € S (R) telle que T2 =S. En notant s (resp. t) l'endomorphisme

2@ de R" canoniquement associé & S (resp. T)onasot =t3=tos et donc
Sot=tos.
Notons A1,...,Ar les valeurs propres distinctes de S et Eq,...,E, les sous-

espaces propres associés.

On a dong, pour tout i, t(Ej) C Ej. Notons tj l'endomorphisme de E; induit
par t. t étant diagonalisable, tj l'est également. De plus, toute valeur propre
de tj est une valeur propre de t ; elles sont donc toutes positives.

Soit Bj une base de E; telle que la matrice de tj dans la base B; est diago-
nale :

Matg, (ti) = diag(pq,- - - » im(g;)) € Mdim(g) (R).

En notant S; l'endomorphisme de E; induit par S, on a tout simplement
Si = Ajldg, car Ej est le sous-espace propre de S associé a la valeur
propre \j.

Par ailleurs, comme t? =s, ti2 = sj et donc Maty, (t)? = Ai lgim(E) -
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Comme Maty, (t))? = diag(u3,. . . . pgi, ) il vient

Vk € {1,....dim(Ep)}.ud = i

Ceci donne a priori une ou deux valeurs possibles pour chaque y, (seulement O si
Ai =0, £V si A\ > 0).

Cependant, les py sont des valeurs propres de tj, donc de t, et sont donc positives
par hypothése. Ainsi, il y a une seule valeur possible pour chaque gz : i = Vi .

t étant positif, toutes ses valeurs propres sont positives. Les scalaires py

ZQ sont des valeurs propres de tj, donc de t. Ainsi:

vk € (L,....dim(ED}, = VA
soit
Vie{l,....rht = Vi ldg,.

t est donc l'endomorphisme de E vérifiant t(X) = +/Aj X pour tout vecteur
X € Ej et pour tout i. t est donc unique.

Exercice 3.7 : Décomposition polaire

88

Soit A € GLy(R).
1. Montrer que 'AA € ST (R).

2. A l'aide de la notion de racine carrée d'une matrice symétrique (voir exercice
précédent), montrer qu'il existe un unique couple (£2,S) € Op(R) x ST (R) tel
que A = @ S. Ce couple est la décomposition polaire de A.

1. 1l s'agit d'une vérification de routine a partir de la définition.

2& i) 'AA est symétrique : [(AA) = 'AUA = TAA.
i) 'AA  est positive: soit X une matrice colonne. Alors
X(AA)X = (AX)AX.
ai
En notant AX = | : | € Mpa(R) il vient YAX)AX =a? +--- +a2.
an
Ainsi :

X (AA)X > 0.

iii) "AA est définie positive: soit X une matrice colonne telle que
X (*AA)X = 0. Alors, avec les notation précédentes, a? +--- +aZ = 0.
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Une somme de réels positifs est nulle seulement si tous les termes sont nuls,
i.e. a1 =---=ap =0, soit AX =0. A étant inversible on en déduit
X =0.

2. Considérons la question & I'envers : si Q et S conviennent on a'AA = 'S'QQS.
Or 'S =S car S est symétrique et 'Q = Q=1 car Q est orthogonale. On a donc
'AA = S2. Ainsi, S ne peut étre que la racine carrée symétrique positive de 'AA.
Par ailleurs, si S> = AA alors det(S)? = det(A)? qui n'est pas nul ; S est donc en
fait définie positive.

Nous allons commencer par définir S ainsi. Ensuite, il n'y aura pas de choix pour
€ :ondoit avoir A = Q2 S. Comme S est inversible, ceci impose 2 = AS1,

Nous poserons donc les définitions de S et Q ainsi et vérifierons ensuite qu'elles
conviennent bien. Il ne faudra pas oublier de démontrer que €2 est bien orthogonale.

%

'AA étant symétrique positive il existe une unique matrice symétrique posi-
tive S telle que S% = 'AA.

De plus, det(S)? = det(A)? % 0 donc S est inversible. Ainsi, S et en fait
définie positive.

De plus, S étant inversible, on peut poser Q = AS™?1.

On aalors A= QS et S e STT(R).

Vérifions que Q est orthogonale: on a, étant donné que 'S=S et
'AA = S2:

QQ="5"1AAs1=5"1s251 = |,.
Ainsi, 2 € Op(R).

L'unicité est en partie prouvée plus haut : si S convient alors S ne peut étre que
I'unique matrice symétrique positive dont le carré est 'tAA. Pour le rédiger, on peut
considérer un autre couple convenant et montrer les égalités.

W

Soit (21,51) € On(R) x STT(R) tel que A = €1S;.
D'une part, 'AA = Sf ;onadonc S = S car S est l'unique matrice symé-

trique positive de carré 'AA.
On aalors 1S = QS. S étant inversible, il vient 21 = . Ainsi, le couple
(£2,S) est unique.

Exercice 3.8 : Congruence simultanée et inégalités sur

les déterminants

Soient A € ST (R) et B € Sp(R).
1. Montrer qu'il existe P € GL,(R) telle que 'PAP = I,.

2. En déduire qu'il existe Q € GL,(R) et D € M, (R), avec D diagonale, telles
que 'QAQ = I, et'QBQ = D.

89



Chapitre 3 - Algebre bilinéaire

920

2 1
3. Application numérique : déterminer Q et D pour A=( ) et

12
12

B= :
<21>

1. A étant symétrique définie positive, elle est la matrice dans la base canonique de
R" d'un produit scalaire .

Supposons avoir trouvé une matrice P convenant. Si (ug,...,uy) est la base de R"
constituée des vecteurs colonnes de P, la relation 'PAP = I, entraine
'uj Auj = di j. En particulier, ceci signifie que (us,. .. ,un) est orthonormée pour ¢.
Ceci montre comment construire la matrice P.

2& Soient C la base canonique de R", B une base de R" orthonormée pour le
produit scalaire associé a A et P la matrice de passage de C a B. Alors
PeGLy(R) et'PAP = I,.

C est orthonormée pour le produit scalaire canonique et B est orthonormée pour le
produit scalaire associé a A. 1l n'y a donc aucune raison pour que P soit orthogo-
nale car c'est une matrice de passage entre deux bases qui ne sont pas orthonor-
mées pour le méme produit scalaire !

2. La matrice B étant symétrique réelle il existe une matrice orthogonale C telle que
C~1BC, qui est égale a 'CBC car C~! = C, soit diagonale. Cependant, il n'y a
aucune raison que 'C AC soit égale a I,.. 1l s'agit plutot de faire intervenir la matrice
P puisqu'on a déja la relation 'P AP = I,,. Bien s(r, P étant définie uniquement a
partir de A, il n'y a aucune raison que 'P B P soit diagonale. Cependant, cette matrice
est symétrique. En diagonalisant cette matrice plutdt que simplement B on aura une
relation entre B et une matrice diagonale faisant intervenir P.

La matrice 'PBP est symétrique réelle: en effet, ('PBP)=
2@ 'PBUP = 'PBP car 'B = B. En particulier, 'PBP est orthogonalement

semblable a une matrice diagonale.
Soient D une matrice diagonale et 2 une matrice orthogonale telles que

Q'PBP)Q = D.

Comme K est orthogonale, 27! = 'Q donc 'QIPBPQ = D.

Posons Q = PQ. Q est inversible comme produit de deux matrices inver-
sibles et 'Q =P Q) = 'Q'P. Ainsi: '\QBQ = D.

Enfin: '\QAQ = QIPAPQ = 'QQ = I, car 'PAP = I,,.
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Notons que Q n'a aucune raison d'étre orthogonale car P ne I'est pas forcément,
comme nous l'avons remarqué plus haut.

et le fait que, dans ce cas, on peut choisir les matrices de passage orthogonales.

C'est parce que 2 est orthogonale que I'on a pu remplacer 2~ par 'Q et obtenir
ainsi le résultat souhaité.

@ Comme souvent nous avons utilisé la diagonalisabilité d'une matrice symétrique

3. Pour trouver une matrice P convenant, il suffit de disposer d'une base de R?
orthonormée pour le produit scalaire associé a A. Pour cela, on dispose d'un algo-
rithme: le procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt. S'il peut parfois étre
laborieux avec des calculs faisant intervenir des racines carrées, il est en revanche
trés simple a utiliser en petite dimension.

2 Soit (e1,e2) la base canonique de R? et (uq,U2) la base orthonormée de R2
& pour le produit scalaire associé a A obtenue en appliquant a (e1,e2) le pro-

cédé de Gram-Schmidt. On pourra prendre pour P la matrice de passage de
(e1,€2) a (Ug,Uz).

1 1
On trouve U; = E e; et Uy =+/2/3(— Eel +e7).

On peut donc prendre

= (0" )= w6 )

0 V2/v3) s\ 0 2

Alors :

t (172 3,2
por= (4 )

Nous devons désormais chercher une matrice orthogonale 2 telle que
Q1('PBP)Q soit diagonale. Autrement dit, nous devons diagonaliser 'PBP.

Nous pouvons simplifier le raisonnement en remarquant que 'P BP est une matrice
de réflexion. Cependant, un calcul direct se fait sans probléme vu la taille de la
matrice.

2@ Notons f l'endomorphisme de R? canoniquement associé a 'PBP. Le poly-

néme caractéristique de f est X2 — 1 et ses valeurs propres sont donc —1
et 1.
L'équation f(x,y) = (X,y) fournit deux équations proportionnelles qui se

réduisent a X/2 + +/3y/2 = X, soit X = +/3y. Ainsi,

Ker(f — Id) = {y(~/3,1) : y € R} = Vect((+/3,1)).



Chapitre 3 - Algebre bilinéaire

92

De méme, l'équation f(X,y) = —(X,y) se réduit a x/2 ++/3y/2 = —x,
soit v/3X = —Y. Ainsi,

Ker(f + 1d) = {x(1,—v/3) : x € R} = Vect((1,—/3)).

La famille ((\/5,1),(1,—\/5)) est donc une base de R? consitutée de vec-
teurs propres de f. Elle est orthogonale pour le produit scalaire canonique.
En divisant chaque vecteur par sa norme, qui est 2, on obtient une base
(v1,v2) de vecteurs propres pour f orthonormée pour le produit scalaire
canonique.

Notons €2 la matrice de passage de la base canonique a (v1,v2). Alors €2 est
orthogonale. Plus précisément :

<«/§/2 1/2>
1/2  —/3/2

et

1 0
tsz(tPBP)sz:( )
0 -1

Enfin, en posant

1
Q=Pa= (i _‘{%) € GL,(R)

on a
t t 1 0
QAQ =1, e D='"QBQ= .
0 -1
On remarque que les coefficients diagonaux de D ne sont pas les valeurs propres de
B. En effet, il ne s'agit pas d'une formule de changement de base : c'est 'Q, et non

Q—l, qui intervient dans la relation précédente, et ces deux matrices sont différentes
car Q n'est pas orthogonale
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Espaces vectoriels
normeés

Exercice 4.1 : Réunion et intersection de boules

Dans un espace vectoriel normé E, on désigne par B, (a) et B/ (a) les boules, res-
pectivement ouvertes et fermées, de centre a et de rayon r.

o
1. Déterminer () Bn1 (a). Qu'en déduit-on ?
n=1 f

o
2. Déterminer |_J B/ n_(a). Qu'en déduit-on ?
ne1 n+1

On observe gue les rayons tendent vers 1 quand n tend vers l'infini.

L'objectif est d'aboutir & des mises en garde sur des intersections et des réunions
infinies.

2@ 1. Comme lim it =1,0na:

nN—o00 n

= n+1
MBoz@ ={xcE:ivn>1 Ix—aj<""}
n=1 f

={xeE;Ix—al <1}
= Bj(@).
Une intersection infinie d'ouverts n'est donc pas toujours un ouvert.

. n+1
2. Comme lim *
n—-oco N

=1,o0na:

o0
n
Bh @ ={xeE ;dn>1|x—-a|| < ——
nU=1 @ = Ix—all < —~}

={xeE;|x—al <1}
= Bi(a).

Une réunion infinie de fermés n'est donc pas toujours un fermé.
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Exercice 4.2 : Boule unité

a) Montrer que N définie sur R? par :

N[(x,y)] = max[|x],lyl,|x — yI]
est une norme.
b) Dessiner la boule de centre O et de rayon 1.

Pour la détermination de la boule unité, vous savez que le maximum de trois valeurs est
inférieur ou égal a 1, si, et seulement si, chacune des trois valeurs vérifie cette condition.

%

a) N est une norme

e N est bien une application de R? dans R...
s N[(Xx.)]=0«= x| =1yl =Ix —y| =0<= (x,y) = (0,0).
o N[AC,Y)] = max[|AX],IAY[IAX — Y)I]
= [Almax [[x],ly[.Ix — y|] = [AIN[(x.y)]-
o X 4+ x| <X+ [X'| < N[(x, )] + N[(x",y)]
Iy + Y1 <yl +1YT< N[ Y]+ N[X.y)]
X+ X —y—=yI<X=y[+ X =y <N[X]+N[X.y)]
done N[(X,y) + (X,y)] < N[(x,y)] + N[(x",y"].

b) Boule unité
La boule de centre O et de rayon 1 est 'ensemble des (X,y) tels que :

1

-1 0 1

-1

Exercice 4.3 : Comparaison de normes

Soit E I'espace vectoriel réel Cl([O,l],R) et N I'application de E dans R, défi-

1
nie par : N(f):\/f2(0)+f f/2(t)dt .
0

1. Montrer que N est une norme.
2. Comparer N et ||.||co-
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1. La démonstration des axiomes d'une norme a de quoi vous décourager. Mais si
vous pensez a introduire un produit scalaire dont N est la norme euclidienne, tout
devient facile.

2@ 1. Considérons la forme définie sur E x E par:

1
o(f.9) = f(0)9(0)+/0 f/(t)g/(t)dt.

Elle est bilinéaire, symétrique, positive et définie car :
o(f, f) = f2(0)-|—/1 f2t)dt =0= f(0)=0 et f'=0
0 car f/ continue
— f =0.
@ est donc un produit scalaire sur E, et N est la norme euclidienne qui lui

est associée.

2. Comme E est de dimension infinie, on ne sait pas a priori si les deux normes sont
équivalentes. En général, la réponse est alors non.

Plus précisément, nous allons démontrer que, parmi les deux nombres « et G de la
définition de normes équivalentes, I'un existe et lI'autre non.

2@ epPourf e Eetxe[0,1],0na: f(x) = f(O)—l—f f/(t)dt.
0

On en déduit :

X 1
|f(x>|<|f(o)|+/0 |f’(t)|o|t<|f<0)|+/0 £ (t)]dt.

1 2
f2(x) <2 |:f2(0) + (f |f’(t)|dt> }
0

car, pour tous réels a et b, on a: (a+b)2 < 2@? +b?).
D'autre part, linégalité de Schwarz donne :

1 1 1
(/ 1x|f’(t)|dt> g/ 12dtx/ f/2(t)dt.
0 0 0

On a donc, pour tout x € [0,1], |f(X)| < ~/2N(f), ce qui permet de
conclure :

puis :

2

I flloo < V2N ().
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N(f
® Pour démontrer que {# fe E} n'est pas majoré, il faut imaginer une
o0

suite (f) de fonctions de E dont le quotient des normes tende vers l'infini.
Considérons les fonctions f, (avec n € N*) définies sur [0,1] par f,(t) = t".

n
On a bien f, € E ; et le calcul donne : || fulloo =1 et N(f) = ——-
v2n -1

N(fn) n
|| fn”oo B \/2n -1

Les normes N et ||.]loo ne sont pas équivalentes.

L'ensemble des quotients n'est donc pas majoré.

Exercice 4.4 : Normes équivalentes

96

On consideére I'espace vectoriel E des fonctions f € Cl([O,l],R) telles que
f(0) =0.
On définit deux normes en posant, pour f € E :

Ni(f) =11 flloo + 11 flloc 3 No(F) = I + |

oU ||g||~ désigne la borne supérieure de |g| sur [0,1]. On rappelle que ||.|| €st
une norme sur E.

1. Montrer que N; et N sont bien des normes.
2. Montrer qu'elles sont équivalentes.

1. Vérifier qu'une application est une norme est généralement routinier. La princi-
pale difficulté est souvent de vérifier || f||=0— f =0.

a) Etude de N;

2& e N; est bien une application de E dans R, .

e Soit f € E et A € R. Alors, sachant que ||.||oo €St une norme :
Ni(AF) = [[Aflloc + 1A T lloe = [AI T lloc + [AI f/lloe = [AIN1()
e Soitfetge E.Ona:
Ni(f+9) =1If +9lle+ 11T+ 9

<o +119lloe + 11 Flloe + 119'1le - = Na(f) + N1(9)

e Soit f € E telle que Ny(f) =0.

Alors || f|loo + || f'lloo = 0, soit || flleo = || f'|lcc = 0 (car ces nombres
sont positifs) d'ot enfin f = 0.

N; est donc bien une norme sur E.
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b) Etude de N,

Les trois premiers points sont analogues au cas précédent. Etudions seule-
ment le dernier.

Soit f € E telle que Na(f) =0.

Alors || f + f/||loc =0, soit f + f" =0 (car |[.||oo €st une norme sur E).
D'aprés les résultats du cours sur les équations différentielles, il existe un
réel K tel que :

vx €[0,1] f(x)=Ke™,

Par ailleurs, f € E donc f(0) =0, ce qui impose K =0 d'ou f = 0.
N> est donc bien une norme sur E.

2. On souhaite démontrer qu'il existe deux nombres réels positifs a et b tels que,
pour toutf € E :

Ni(f) <aNa(f) et Na(f) <bNi(f).

Ici, une inégalité est claire (par l'inégalité triangulaire) et lI'autre beaucoup moins...

%

Soit f € E. Alors, pour tout X € [0,1] :
100+ F700I < TFOON+ 001 < M flloo + 1100 -
Ainsi, le réel || f||oo + || f'|loo €st un majorant de la fonction | f + f’| donc:
I+ Flloo <1 lloo + 11 Tloo
c'est-a-dire : No(f) < Ny(f).

Pour l'autre inégalité, nous allons d'abord essayer de majorer ||f||o par
c||f + f'|lo, OU C est un certain réel indépendant de f.

%

Soit f € E et notons K la constante || f + f/||0o-
On a, pour tout réel X : | f(x) + f/(x)| < K. Comme &* > 0 il vient :

vx € [0,1] e*[f(x)+ f/(x)| < Ke*
soit, en posant g(X) = e* f(x) :
vx €[0,1] |g'(0] < Ke*.

Comme g(0) = f(0) =0, on a donc :

weld Jool=| [ goa|< [goia<Kke -1
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soit enfin, en multipliant pare™ > 0 :
vx€[0,1] [f)I<K@-e7)<K

donc: || flloo <IIf 4+ ']l
Par ailleurs :

oo =11+ F = Flloo <IIT 4+ Flloo+ 1 Flloo <2/T 4+ f'l0o-
On a donc :

N1(f) < 3Na2(f).

Exercice 4.5 : Partie dense dans un ensemble de matrices

Dans M3(C), on considére I'ensemble D des matrices diagonalisables.
Démontrer que D est une partie dense de M;(C).

Comme I'espace est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes ; a vous
de choisir.

On va considérer une matrice A non diagonalisable, et démontrer que c'est la limite
d'une suite de matrices diagonalisables.

%
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Choisissons dans M3 (C) la norme |[[M||o = sup [mjj].
i

X a
Soit A = (
C

On a donc (b,c) # (0,0). Supposons par exemple ¢ # O et, pour n € N*,
posons :

b
d) une matrice non diagonalisable de M2(C).

1
a b+ -

n
c d

An=

Comme A n'est pas diagonalisable, il est nécessaire que son polyndme carac-
téristique

P=X%-(a+d)X + (ad — bc)
ait une racine double, ce qui correspond a la condition :
A = (a+d)?—4(d —bc) =0.

Le polynéme caractéristique de Ay :

1
Pn=X2—(a+d)X+(ad—bc—cﬁ)
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a pour discriminant :

’ 1 c

An=(a+d)* —4(d —bc—cﬁ) :45-

Par conséquent, pour tout n € N*, on a A, = 0. Dans ce cas, la matrice Ay
a deux racines distinctes et elle est donc diagonalisable.

1
D'autre part, |A — Anlloo = o
Donc A est la limite d'une suite d'éléments de D : c'est un point adhérent
aD.
Autrement dit, D est dense dans M2 (C).

Exercice 4.6 : Partie dense dans un ensemble de polynomes

On considére E = R[X] muni de la norme :

1Pl =sup{IPI:t e [-1.1]

Démontrer que I'ensemble des polynémes nuls en 2 est une partie dense de E.

Il s'agit de démontrer que tout polynéme de E est un point adhérent de I'ensemble
considéré. Pour ceci, on peut démontrer qu'il est la limite d'une suite de polyndmes
nuls en 2. Mais il faudra que cette limite soit relative & la norme fournie, car I'es-
pace E étant de dimension infinie, il n'y a aucune raison que deux normes de E
soient équivalentes.

%

Désignons par F l'ensemble des polyndmes nuls en 2, c'est-a-dire les poly-
nomes Q tels que Q(2) =0.
Soit P ¢ F et montrons que P est un point adhérent a F en donnant un
exemple de suite d'éléments de F qui converge (dans E) vers P.

X n
Pour n € N, considérons le polynéme Q, = P — P(2) (E) .
Ona Qn(2) =0, cest-a-dire que Qn € F. D'autre part,

P Qui=sup{[P@(3)] it e -111) = 1P

entraine que lim ||P — Qn|| =0, c'est-a-dire que P est un point adhé-
n—+00

rent a F.
F est donc dense dans E.
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Exercice 4.7 : Fonction continue

Soit E et F deux espaces vectoriels normés et f € £(E,F). Montrer I'équiva-
lence entre :

(a) f est continue ;

(b) pour tout suite (uy) de E telle que ) "T Up =0, la suite (f(up)) de F est
—> 100

bornée.

Les espaces E et F sont de dimension infinie. En effet, en dimensions finies, toute
application linéaire est continue, et méme uniformément continue.

Nous allons noter N la norme de E et N’ la norme de F.

* (@) = (b)

2@ Supposons que f soit continue et que lim u, = 0.
nN——+o00

On a alors : lim f(uy) = f(0) =0, ce qui entraine que (f(un)) est
n— 400

bornée.

* (b) = (a)

Nous allons utiliser la caractérisation séquentielle de la continuité en 0,
c'est-a-dire la définition de la continuité en langage de suites.

Soit (Up) une suite telle que lim up = 0. Définissons la suite (v,) par:

n—+00
Un .
=—— il 0
Un N T n %
Un = 0 si Up = 0

On a N(vy) = +/N(up) ;doncnliT vp =0.
— 400

Par suite, la suite (f(vy)) est bornée, soit :
AM >0 vn N'(f(v)) <M

d'od : N’(f(un)) < My/N(Up), donc _lim f(up) = 0.
n—+o00

Nous venons de démontrer que f est continue en 0. Elle est donc continue
en tout point X puisqu'elle est linéaire.

Exercice 4.8 : Application linéaire non continue

1
Soit E = €([0,1],R) muni de la norme | f || = / | f(t)|dt etc e [0,1].
0

Montrer que I'application ® de E dans R : f — f(c) n'est pas continue.

100



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Chapitre 4 - Espaces vectoriels normés

Remarquons d'abord que le probléme est possible puisque E n'est pas de dimension finie.

Pour démontrer que ® n'est pas continue, construisez une suite de fonctions f, € E telle
que I'on n'ait pas nIim o(fy) = <I>(nlim fn) (avec Ny).
—> 00 — 00

%

Supposons que ¢ €]0,1[. Pour n € N*, on définit f, sur [0,1] par :

t n

fa(t) = <E) pour0 <t<ec
1—t\"

fa(t) = <1——c) pourc <t <1

fn est bien continue sur [0,1] et on a fa(C) = 1.

Sic =1, f, est définie par la premiére expression ci-dessus.
Sic =0, f, est définie par la seconde expression ci-dessus.
Calculons la norme :

c n 1 _$\DN
it = [(Yor [ (2
tn+1 c (1_t)n+1 1
- [(n + 1)cn}0 + [ T+ DA— c)”}c

C +1—c_ 1
n+1 n+1 n+1

Soit f la fonction nulle. D'aprés le calcul ci-dessus, on a : nIim N.(f, — f)=0,
—> 00

c'est-a-dire que la suite (fn) converge vers f dans (E,N1).

On obtient : n|im d(fy) = nlim fa(c) =1 et CD(nIim fn) = @(f) =0.

Ces deux limites ne sont pas égales, ce qui démontre que @ n'est pas continue pour
la norme Nj.

Exercice 4.9 : Fonction uniformément continue

Soit f une fonction continue sur R ayant une limite finie a I'infini.
Montrer que f est uniformément continue sur R .

%

Soit € > 0. L'hypothése lim f(x) =1 entraine :
X—400

JA>0 Vx> A |f(x)—l|<%
Par suite, pour X > Aety > A,ona:

2
100 — FI <10 =1+ = f(y) < g
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z@ D'autre part, f est continue sur le segment [0, A] ; elle y est donc unifor-
mément continue :

€
>0 VOO €0AF x—yl<n=1f(0 - fyI<g
Enfin, six < A<yavec|X—Yy|<n,ona:
e 2
If(X)—f(y)lélf(X)—f(A)|+|f(A)—f(y)|<§+§=s.

En conclusion :
Ve>0 >0 Vx,y)eRi x—yl<n=[f(x)— f(yl<e.

f est donc uniformément continue sur R,

102

Exercice 4.10 : Applications linéaires non continues

Soit E un espace vectoriel réel normé, et f et g deux endomorphismes de E qui
verifient :

fog—gof =Idg.

1. Pour tout n € N*, calculer: f og" —g" o f.
2. Montrer que f et g ne sont pas simultanément continues.

L'espace E est de dimension infinie car, en dimension finie, on pourrait considérer
la trace pour montrer que I'hypothese f o g — g o f = Idg est impossible.

1. Imaginez une formule & partir des premiers termes, puis démontrez-la par récur-
rence.

2& Notons hp = f og" —g" o f.

On a par hypothése : hy = IdEg.

hy=fog?—g?0f =(fog)log—gogof
=(Qof+Ildg)og—gogo f
=g+go(fog—gof)
=29
Faisons ['hypothése de récurrence (vérifiée pourn=1etn =2):
h, =ng"L.
Il reste a démontrer que, pour tout n € N* :

hn =ng"! = hpp1 = N+ Dg".
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Ona:
hnpgr =fog"™ —g"lof=(fog)og"—g"+to f

=(@of+lde)og"—g"of=g"+go(fog"—g"of)
=g"+go(ng"™H
=(n+1)gn’

ce qui achéve la démonstration de :

vneN* fog"'—g"of=ng"! (1.

2. Raisonnez par I'absurde.

Supposons que f et g soient toutes les deux continues. Comme elles sont

z@ linéaires, on peut utiliser la norme (subordonnée) d'une application linéaire
continue. A partir de l'égalité (1), on a donc :

n g M < 201 1< g™ 1T gl

On vient d'utiliser la propriété d'une norme subordonnée : ||| f o g|[I<III Il x |119]]].

Mais pour pouvoir continuer, il a fallu I'appliquer a des fonctions bien choisies, ce
qui n'est pas toujours le cas au premier essai.

Maintenant, peut-on simplifier par |[|g" ||| ?

2& Raisonnons par l'absurde en supposant que g"~! = 0. L'égalité (1) s'écrit

en remplacant n parn —1:

fog"l—g"lof=(n—-10g" 2

On aurait donc alors g"~2 = 0, et ainsi de suite jusqu'a g = 0, ce qui est
impossible d'aprés 'hypothése.

L'hypothése g"~1 = 0 est donc rejetée. On peut simplifier par |||g" |||, ce
qui entraine :

vn e N* n < 2[|[ ]Il x [lIgll]

ce qui est impossible.
Les applications linéaires f et g ne sont donc pas simultanément continues.

Pour montrer que l'exercice a du sens, voici un exemple ou les hypothéses sont véri-
fiées :
E = R[X] ; f et g définies par : f (P) = P’ et g(P) = XP.
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Exercice 4.11 : Norme subordonnée

Soit E I'espace C([0,1],R) muni de la norme :
Ifil=sup{If(®);te0.1]}.
Soit ¢ I'endomorphisme de E défini par :
vx € [0,1] (p(f))(x) = /OX f(t) dt.
Déterminer |||||| et étudier la suite (¢").

@ est linéaire et continue. On peut donc bien considérer sa norme subordonnée
el

En ce qui concerne la suite, le seul résultat qu'on puisse envisager est que la limite
soit 0 en considérant les normes. 1l faudra donc majorer finement |||¢"(|].

® Pour tout X € [0,1], on a:
% X
[ o] <t <t

ce qui entraine :

(I < 11l
Dans cette inégalité, '‘égalité est réalisée pour la fonction particuliére :
ft) =1.
On a donc:

el =1.

* La conséquence spontanée de I'égalité obtenue est : |||©"||| < 1. Comme on ne
peut rien en déduire, il va falloir améliorer la majoration.

Onavuque: [o(F))| < ||l x x. On en déduit :

¥

Isoz(f)(X)|=’/0 sﬂ(f)(t)dt‘</o lp(F)(®)] dt

X X2
<||f||></ tdt <|[fllx -
0 2

En poursuivant le processus, et a 'aide d'un raisonnement par récurrence, on
obtient :

n

(D)0 < [ ]l x %
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ce qui entraine :

1
n
" (O < I1F ] x ]

Dans cette inégalité, l'égalité est réalisée pour la fonction particuliére :
f(t)=1.
On a donc:

1
n = —
el = -

On peut alors en déduire que lim ¢" =0.
n—+o00

Exercice 4.12 : Compacité du groupe des matrices orthogonales

Démontrer que le groupe orthogonal O, (IR) est compact.

Il s'agit d'une partie de M (IR). L'espace vectoriel étant de dimension finie, on sait
gue toutes les normes sont équivalentes, donc vous pouvez choisir.

D'autre part, vous pouvez caractériser une matrice orthogonale A de plusieurs
facons : par 'AA = 1, par les vecteurs colonnes qui sont orthonormés ...

z& Comme la dimension de M (IR) est finie, un compact est un fermé borné.

e Oy(R) fermé
- Premiére démonstration
Soit (Ap)pen une suite d'éléments de O, (R) convergeant vers un élément

A de Mp(R).

La suite de terme général 'ApA, est constante égale a I, donc
- t _

pl!r—poo ApAp = Iy

Par ailleurs, 'ApAp tend vers 'AA, car L'application (A,B) > 'AB est bili-
néaire donc continue.

Par unicité de la limite il vient 'tAA = I, c'est-a-dire A € O, (R).

- Deuxiéme démonstration

L'application f de M, (R) dans Mp(R) définie par f (A) = 'AA est conti-
nue (pour n'importe quelle norme) puisque les coefficients de f (A) sont des

fonctions polynomiales des coefficients de A.
On(R) est l'image réciproque par f du fermé {l,}. Il est donc fermé.

¢ On(R) borné
- Premiére démonstration

Si A e Op(R), en choisissant la norme |[|A|| = 4/trCAA), on a
[|A]| = 4/n, ce qui montre que O, (R) est borné.
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- Deuxiéme démonstration

Les coefficients d'une matrice orthogonale sont compris entre —1 et 1.

On(R) est donc borné par 1 pour la norme ||A]| = sup |ajj].
i

Exercice 4.13 : Un fermé borné non compact

Trouver un exemple de fermé borné non compact dans un espace vectoriel
norme.

En dimension finie, c'est impossible. Il faut donc chercher un espace vectoriel
normé de dimension infinie. Les exemples les plus courants sont R[X] et
C([0,1],R).

2& ® Premier exemple
Prenons E = R[X], muni de la norme N(P) = Z laj].
i

La sphére unité S(O,1) = {P; N(P) = 1} est fermée et bornée.

Pour tout n € N, X" € S(0O,1). Mais on ne peut pas extraire de la suite
(X™) une sous-suite convergente, puisque, pour m et n quelconques, on a
N(X™— X" =2,

S(0,1) n'est donc pas un compact.

® Deuxiéme exemple

Prenons E = C([0,1],R), muni de la norme || f | co-

La sphére unité S(O,1) = {f; || f|lcc = 1} est fermée et bornée.
Considérons les fonctions f, € E (n € N*) définies par :

fa(X) = 0 sixe[O, 1 }

] ) =n+Dx—-n sixe [n_%]

fnx) =1 si X € [% 1]

On ne peut pas extraire de la suite (fn) une sous-suite convergente,
puisque, pour m et n quelconques avecm = n, on a || fy — frlleo = 1.
S(0,1) n'est donc pas un compact.

Exercice 4.14 : Somme d'un compact et d'un fermé

Dans un espace vectoriel normé E, on considére un compact X et un fermé Y.
Montrer que X + Y est un fermé.
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On peut définir de plusieurs facons X compact et Y fermé. La démonstration est
beaucoup plus simple si on choisit le point de vue des suites.

2& Soit (z,) une suite d'éléments de X + Y qui converge vers z dans E. Il faut
montrer que Z € X + .

Pour tout n € N, on peut écrire: Z, = Xp + Yn avec Xp € Xety, €Y.

Comme X est compact, on peut extraire de (X,) une sous-suite convergente

(Xn,) dont la limite X appartient & X.

La suite extraite (zn,) converge vers z dans E.

La suite de terme général yn, = zn, — Xn, est donc convergente vers une

limite y. Et cette limite appartient a Y car Y est fermé.

Onadoncz=x+Yy e X+Y, ce qui prouve que X 4+ Y est fermé.

L'hypothése X et Y fermés n'entraine pas que X + Y soit fermé. Pour vous en per-
suader, représentez dans le plan les parties :

X={(XxYy);xy=1etx >0} etY ={(x,y);x =0ety <O0}.

Exercice 4.15 : Suites de Cauchy

1
Soit E = ¢°([0,1],R). Pour f € E, on considére les normes N1 () = f | f(t)|dt
0
et Noo(f) = sup |f(t)].
te[0,1]
1. Comparer ces deux normes.

. . 1

2. Soit fp(t) = min (n\—/f>

Montrer que ( fn) est une suite de Cauchy dans E muni de Nj.
3. Que peut-on en dire de la suite (f,) dans E muni de Ny, ?

1. Ces deux normes sont classiques. Il est inutile de redémontrer que ce sont des
normes. On sait aussi qu'elles ne sont pas équivalentes, mais on va le démontrer.

%

eOna: Vte[0,1] |f(t)| < Noo(f)
ce qui entraine en intégrant sur [0,1] :

N1(f) < Noo(f).

® Pour n € N, considérons les fonctions f, définies sur [0,1] par f,(t) = t".

Ona:
1 Noo( fn)
Ni(fn) = —— ; Noo(fp) =1 ; = 1
1(fn) Nyl (fn) N.(f) n+

107



Chapitre 4 - Espaces vectoriels normés

108

Noo ()
N1(f)
sont pas équivalentes.

L'ensemble { ; fe E} n'est donc pas majoré : les deux normes ne

2. Pour vous aider, faites un dessin avec deux courbes associées a des fonctions f,
et fq.
q

¥

Une fonction f, est définie par :

11
Vi

Supposons g > p. Le graphique des fonctions f, et fq a l'allure suivante :

1
fa(t) =n siOgtgF;fn(t)= <tgl.

A
q_|
|
p : 1
| | vt
| |
l* ! 1
! 1
! |
0 11 1
_ q2 pZ

1

1
vl = 1
I _ p _

q
1 11
—§<q—|o>+[2\/f—|ot]qiz =5
Sl’onap>noetq>n0,onpeutécrire:£—igi\i
P a P nNo
Donc, pour tout € > 0 donné, il existe un entier ng tel que nio < €. Dans ce

cas, les hypothéses p > ng et g > ng entrainent N1(fq — f,) <e.
La suite (f) est une suite de Cauchy pour la norme Nj.

3. Quand deux normes ne sont pas équivalentes, une suite peut étre de Cauchy pour
I'une et pas pour l'autre.

2 Avec l'aide du graphique, on a Noo(fqg — fp) =0 — p.
Q Cette norme ne tend pas vers 0 quand p et g tendent vers l'infini.
Dans E muni de N, la suite (f,) n'est donc pas une suite de Cauchy.
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Exercice 4.16 : Espaces complets

Soit E un espace vectoriel normé, F et G deux sous-espaces supplémentaires. On
désigne par p la projection sur F parallelement a G et on suppose que p est conti-

nue.

1. Montrer que F et G sont fermés.

2. Montrer que : [E complet | <= [F et G complets ].

Cet exercice utilise diverses propriétés que vous devez connaitre.

* Si A est une partie fermée d'un espace complet E, alors A est un complet.
« Si f est linéaire et continue, alors f est uniformément continue.

* Si (xn) est une suite de Cauchy et si f est uniformément continue, alors (f(un))
est une suite de Cauchy.

¥

1. Comme G = Kerp est l'image réciproque par l'application continue p du
fermé {0}, G est fermé.

Le projecteur associé g = p — Idg est aussi continu, et F est l'image réci-
proque par q du fermé {0} ; F est donc un fermé.

2. * Supposons que E soit complet.

Comme F et G sont des parties fermées de E complet, ce sont des complets.
e Supposons que F et G soient complets.

Considérons (Xp) une suite de Cauchy de E, et démontrons qu'elle converge
dans E.

Les applications p et q sont linéaires et continues, donc uniformément
continues.

Les suites images (P(Xn)) et (q(Xn)) sont donc de Cauchy dans F et G res-
pectivement.

Comme F et G sont complets, elles sont convergentes.

Comme F et G sont supplémentaires, on a :

Xn = P(Xn) +g(Xn).

La suite (Xp), somme de deux suites convergentes, est convergente.
E est donc complet.
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Séries numeériques |

Exercice 5.1 : Nature de séries

Déterminer la nature des séries suivantes.
1. Zsin"(e), avec f € R

n=0
2.y sin(n)
n=0
2n
8.2 1
= n!
3cos(2nf — 1
4. Z % avec f € R
n>1 n
—3n
5.
§ 3n3+5n+8
In(n)
6. Z( )"
n>1
/ 1 -D" -1
7. 1+ - -1+ —
n2>1: ( + n * 2n )

1. On reconnait dans cette premiére série une série géométrique.

La série Zsin”(e) est une série géométrique de raison sin(6). Elle

¥

converge donc si, et seulement si, |sin(d)| < 1. Nous devons donc distin-
guer deux cas.

«Sia= gmod m, [sin(@)] = 1 et la série Y sin"(6) diverge.

*Sia# gmod 7, |sin(6)| < 1 et la série Y _sin"(6) converge.

Dans ce dernier cas, nous savons méme gue sa somme est

Zsm ) = sm(9)



Chapitre 5 « Séries numériques

112

2. Aucun équivalent simple ne semble pouvoir permettre de conclure. A la vue de
la représentation graphique de la fonction sinus, on peut deviner que la suite de
terme général sin(n) ne possede pas de limite. En ce qui concerne la convergence
de la série, la seule information qui nous intéresse est qu'elle ne tende pas vers O ;
la série sera alors grossierement divergente.

Nous allons montrer que la série Zsin(n) diverge grossiérement, autre-

%

ment dit, que la suite (Sin(N))nen ne tend pas vers 0.
Supposons, par l'absurde, que la suite (sin(n))nen tende vers 0. Pour tout
n € N, nous avons

cos(2n) = cos?(n) — sin?(n) = 1 — 2sin?(n).

Par conséquent, la suite (COS(2N))nen tend vers 1.
Pour tout n € N, nous avons

cos(2(n + 1)) = cos(2n + 2) = cos(2n) cos(2) — sin(2n) sin(2).

En passant a la limite, on obtient 1 = c0s(2), ce qui est absurde, car
0<2<2m.
Nous venons de montrer que la suite (Sin(n))nen ne tend pas vers 0. Par

conséquent, la série Zsin(n) diverge.

(sin(n))nen ne posséde pas de limite, mais c'est un peu fastidieux. Puisqu'il nous

@ En menant ce raisonnement plus loin, il est possible de montrer que la suite
suffit de savoir qu'elle ne tend pas vers 0, nous nous en dispenserons.

3. Nous sommes ici en présence d'une série dont le terme général est présenté de
fagon multiplicative (c'est-a-dire que I'on obtient naturellement le terme d'indice
n + 1 comme le produit du terme d'indice n par une autre quantité). C'est un cas
dans lequel le critere de d'Alembert est tout indiqué. Rappelons-le : si Z Up est une
série a termes réels ou complexes,

[Uny1l

i)si lim < 1, alors la série converge ;
n— 00 |un|

. Unt1 L ey

i) si lim [Unsa] > 1, alors la série diverge ;
n— o0 |un|

iii) dans les autres cas (limite égale a 1 ou absence de limite), il faut mener une
étude plus précise.

Pour tout n € N, nous avons

¥

21 2

M+1)!'2" n+1
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Cette quantité tend vers O lorsque n tend vers +oo. Le critére de d'Alembert

2n
assure alors que la série » — converge.

Si vous connaissez le développement en série entiére de la fonction exponentielle,
Vous retrouvez cette convergence et la valeur de la somme : e?.

4. Dans ce cas, nous ne pourrons pas exploiter le critére de d'Alembert car le quo-
tient des termes généraux ne possede pas de limite, sauf pour quelques valeurs par-
ticuliéres de 6. La forme du terme général nous invite cependant a utiliser une com-
paraison a une série de Riemann. Rappelons que la série

1

na
n>1n

converge si, et seulement si, o > 1.

%

La suite (3c0s(2nf — 1))nen est bornée. Par conséquent, nous avons

3cos(2nf —1) (1)
n n

1
La série E nZ est convergente et a termes positifs. La comparaison ci-
n>1

3cos(2nfd —1)

2 converge également.

dessus assure que la série E
n>1

Rappelons que ce genre de résultat ne vaut que si I'on compare a une série a termes
positifs a partir d'un certain rang (ou négatifs a partir d'un certain rang). Le contre-
exemple typique est le suivant : nous avons

1_5 <(—1)n>’
n n

1
mais la série — diverge alors que la série
Y - diverge alors g >
n>1 n>1
spécial des séries alternées).

(="

converge (par le critére

5. Ici le terme général de la série est une fraction rationnelle en n. Nous pouvons
donc facilement comparer cette série a une série de Riemann.

¥

Nous avons

nZ —3n 1

3 +5n+8  3n°
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1
La série Z an est divergente et a termes positifs. L'équivalent ci-dessus
n>1

2
ns—3n
assure que la série E 73 £ g est de méme nature : elle diverge.
= 3n°+5n+8

De nouveau, il est indispensable de s'assurer que la série a laquelle on compare est
@ a termes positifs ! Nous avons, par exemple,

D" D
NS

_1n

. . (=D
mais la série E
n>1 ‘/ﬁ

1 n
la série Z <( ) n) diverge (c'est la somme d'une série convergente et

n>1 \/_
d'une série divergente).
Que I'on utilise O, 0 ou ~, I'hypothése de signe constant (a partir d'un certain
rang) est incontournable.

converge (par le critére pour les séries alternées) alors que

6. Ici le terme général de la série n'est pas de signe constant. Nous ne pourrons donc
pas utiliser les théorémes de comparaison. En revanche, l'alternance des signes nous

incite a utiliser le critére spécial des séries alternées. Rappelons-le : si Z up est une
série a termes réels telle que :

i) la suite ((—1)"un)nen est de signe constant (I'on dit alors que la série est alternée) ;
ii) la suite (Jupnen st décroissante ;
iii) la suite (Un)nen tend vers 0 ;

alors la série Zun converge. Le théoréeme du cours fournit également des infor-
mations sur les restes de ces séries : pour tout N € N, le reste
+00

RN = Z Un
n=N-+1
est du signe de un 1 et Vérifie
IRNT < [UNal-

De plus, il suffit que les deux premiers points soient vérifiés a partir d'un certain
rang pour encore avoir la convergence (on perd cependant le résultat relatif au
reste).

In(n Y - L -
Nous voulons ici étudier la série Z( Hh—= ( ) . On vérifie immédiatement que
n>1

cette série est alternée et que son terme général tend vers 0. La décroissance, en
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revanche, n'a rien d'évident. Une stratégie pour montrer que la suite (In(n)/n)nen
décroit (éventuellement & partir d'un certain rang) consiste & montrer que la fonc-
tion x — In(x)/x décroit (éventuellement sur un intervalle de la forme ]a,-+oo[).
Nous allons donc étudier cette fonction.

Posons

2@ f:

10,400 — R
In(x) -
X

X

Cette fonction est dérivable sur R¥ et nous avons

= x — In(x 1-1In
vx >0, f'(x) = 5 ( ) Z(X).
X X
Par conséquent,
vx >e, f'x) <0

et la fonction f est décroissante sur lintervalle [e,+o0l.

Puisque e < 3, la suite (In(n)/n)n>3 est décroissante. Les théorémes de com-
paraison usuels nous assurent qu'elle tend vers 0. En outre, la série

Z( Hh—= ( ) est alternée. D'aprés le critére spécial des séries alternées,
n=3
elle converge. Puisque la nature d'une série reste inchangée lorsque l'on

In(n)

modifie un nombre fini de termes, la série Z(—l)"— est également
n>1 n
convergente.

7. Ici, le terme général est d'apparence compliquée. Nous allons calculer les pre-
miers termes de son développement asymptotique en espérant que cela suffise a
conclure.

2& Nous avons

1 (—D" -1 1 (—D)" -1 1
Jil+Z 14— "% = 14 14— "1 0(=
Jrn + 2n Jr2n + 2n + n2
" 1
= Ool—=).
2n + n2

La série de terme général (—1)"/2n converge, d'aprés le critére spécial des

séries alternées. Une série dont le terme général est dominé par 1/n?

converge également, car la série ) 1/n? est & termes positifs et converge.
La série de ['‘énoncé est donc somme de deux séries convergentes. On en
déduit qu'elle converge.
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(>

Il faut pousser le développement asymptotique aussi loin que nécessaire pour
connaitre la nature de chacune des séries qui interviennent. Il n'aurait, par
exemple, pas été suffisant d'écrire

Jiplo et L +o<1).
n 2n 2n n

En effet, une série dont le terme général est négligeable devant 1/n peut étre

convergente (c'est le cas de > 1/n2) ou divergente (c'est le cas de > 1/(nin(n)),
cf. exercice 5.7). Cette écriture ne suffit donc pas pour conclure. En revanche, le
développement plus précis ot I'on remplace o(1/n) par O(1/n2) fournit le résul-
tat. Nous aurions également pu utiliser un développement & I'ordre o(1/n?), cela
nous aurait simplement fournit des termes en plus qui n‘auraient pas eu d'influence
sur le résultat.

Exercice 5.2 : Nature de séries II

1. Soit a € R. A l'aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange, déterminer un équiva-

116

lent quand n tend vers +oco de

+oo ak

_l.
k=n+1 k!

2. Déterminer la nature de la série ) _sin(2ren!).

n=0

2mn!

3. Pour n € N, posons u, = sin (T)

3.a. Montrer qu'il existe n; € N tel que la suite (un)n=n, SOIt alternee et tende
vers 0.

3.b. Montrer qu'il existe n, € N tel que la suite (Jun|)n=n, SOIt décroissante.
Conclure.

1. Identifions tout d'abord la suite dont on nous demande de déterminer un équiva-
lent : il faut reconnaitre immédiatement un reste de la série Y, _,a/k! dont la
somme est e2. En d'autres termes, nous avons

+00 ak a ak
vn e N, Z F =€ — Z F
k=n+1 k=

L'énoncé nous suggere d'utiliser I'inégalité de Taylor-Lagrange. Rappelons qu'elle
s'énonce de la fagon suivante : soient m € N, | un intervalle, f une fonction m 4 1

fois dérivable sur 1 telle que f™+D soit bornée. Soient (u,v) € 12 et M € R, tels
que pour tout x compris entre u et v, nous ayons | f "+ (x)| < M. Alors nous avons
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M £ O W) Mv — u|m+1
f(v)—z k! (v_u)k <W

k=0

Il est naturel de chercher a appliquer cette formule avec la fonction exponentielle,
les points u = 0 et v = a et I'ordre m = n. Pour faciliter ce raisonnement prélimi-
naire, nous supposerons que a > 0. Nous traiterons le cas général dans la rédaction
finale. Nous avons

vx € [0,a], lexp™ ™ (x)| = |exp(x)| < exp(a).

En appliquant la formule de Taylor-Lagrange, hous obtenons

n exp(k) (0) K an+1
exp(a) — —— —‘a S —
P&~ (n+1)!
c'est-a-dire
n ak an—i—l
ed — — gt —.
k;:) k! (n 4+ 1)!

Nous obtenons une majoration de la quantité a étudier, mais pas mieux. Pour en
déterminer un équivalent, il nous faut étre plus précis et nous allons donc écrire I'in-
égalité de Taylor-Lagrange a I'ordre n + 1 au lieu de n.

2 Soit n € N. La fonction exponentielle est de classe C* sur R. Elle est éga-
@ lement croissante et positive sur R. Par conséquent, si a > 0, nous avons

vx € [0,a], |exp(x)| = exp(x) < exp(a)
et, si a <o,
Vx € [a,0], |[exp(X)| = exp(x) < exp(0) = 1.

Posons M = max(e?,1). En appliquant l'inégalité de Taylor-Lagrange a la
fonction exp entre les points O et a a l'ordre N + 1, nous obtenons

n ak an+1 |a|n+2

exp(@) — 2 "l S nror

Remarquons que la quantitté Ma"t2/(n +2)! est négligeable devant

a”*l/(n 4+ 1)! quand n tend vers +o0o. Si a =0, c'est évident et, si
a =+ 0, nous avons

a"?  (n+ 1! a
m+2)! a*l —  n4+2ns1x
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Par conséquent, nous avons montré que

400 ak
Z i exp@@) —

k=n+1

n ak an+1
L ORRCES T

2. Afin d'utiliser le résultat obtenu a la question précédente, nous allons remplacer e
par son développement en série. Pour n € N nous avons

2men! = 27 —,
= k!

Remarquons que pour tout k > n le nombre rationnel n!/k! est en fait un entier.
Nous pourrons donc enlever la quantité 27n!/k! dans le calcul de sin(27 en!).

%

Soit n € N. Nous avons

=2n!
sin@@wen!) = sin(zw Z W)

k=0
) n n! +o00
= sm<27rzﬁ+27rnl Z —!>
k=0 k=n+1
+00 1
= 5|n(27rn! Z W)
k=n+1

1ont ,
car Z Pl est un entier.
k=0
D'aprés la question précédente, nous avons

kI (n+4+1)!

et donc, étant donné que sin(x) ~ X quand X tend vers O :

+o00
1 2
sin(27ren!):sin<27rn! E —l>~ T .
k=n+1k' n+1

Le second terme de l'équivalent étant positif, les séries Y _sin(2wen!) et
> 27/(n 4 1) sont de méme nature. Par conséquent :

la série ZSin(Zﬂ' enl)  diverge.

n>0
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3.a. Pour commencer, nous allons utiliser la méme méthode qu'a la question précé-
dente. Attention cependant: c'est e~ que nous allons remplacer par son expression
et non pas e. En effet, introduire une série au dénominateur ne nous serait d'aucune
utilité. Par le méme raisonnement que précédemment, nous obtenons

+00 k n+1
. - (-1 (1)

1/g) — I 2: ~Qp
sin(2wn!/e) sm(27rn.k:nJrl il ) 27 1

Puisque le second terme de I'équivalent n'est pas de signe constant, nous ne pouvons
pas conclure directement quant a la nature de la série et il nous faudra procéder
d'une autre facon. Ici, c'est le critére spécial des séries alternées qui est proposé par
I'énonce.

ZQ Soit n € N. Par le méme raisonnement qu'a la question précédente, nous

avons
. (2mn!
sinf ——
e

sin(2re~In!)
) +00 (_1)k
= sm(&m!Z o )
k=0
) +00 (_1)k
= sm(27rn! Z k! )

k=n+1

D'aprés la question 1, nous avons

400 (_1)k N (_1)n+1

7t D o T

k=n+1

et donc, étant donné que sin(X) ~ X quand X tend vers O et que les termes
de l'équivalence précédente tendent bien vers O :

2n! _1\h+1
sin <7T_n> ~ 27 &
e n+1

Ceci montre que sin(2wn!/e) tend vers O quand n tend vers +oc et est du
méme signe que (—1)"*1/(n 4 1) & partir d'un certain rang ny. Autrement
dit, pour n > ny, (—=1)"sin(2wn!/e) est de signe constant. La série est
donc alternée a partir du rang nj.

3.b. Les deux résultats que nous venons d'obtenir étaient assez faciles a démontrer
en utilisant les méthodes de la question 2 et I'équivalent de la question 1. La ques-
tion de la décroissance de la suite (un) est plus subtile.
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Ce n'est pas parce qu'une suite est équivalente a une suite décroissante qu'elle est
@ elle-méme décroissante ! Par exemple, nous avons

1 1
n  n+2=H"

mais la suite (1/n)p-1 est décroissante, alors que la suite (1/(n + 2(—=1)"))n-1 ne
I'est pas.

L'équivalent de sin(27n!/e) que nous avons obtenu ne permet donc pas de conclure.
I nous faut rechercher des informations plus précises permettant de comparer les
termes sin(2wnl/e) et sin2wx(n + 1)!/e), autrement dit, les termes
sin (2mn! Y50 L (—DX/KY) et sin (2m(n + DY 50 ,(—D¥/k!) . Puisque la
fonction sinus est croissante au voisinage de 0, il nous suffira de comparer les
arguments de la fonction sinus.

Nous allons utiliser le caractére alterné de la série 3" (—1)X/k! ; nous savons qu'il
en découle une majoration explicite des restes. Nous cherchons a montrer que la
valeur absolue du reste d'indice n + 2 est inférieure a celle du reste d'indice n + 1.
Nous allons chercher & majorer le reste d'indice n + 2 et a minorer celui d'indice
n + 1. Commencons par la majoration.

Soit n > 0. Nous avons

¥

+00 k n+2
(-1) (-1) 2m
27r(n+1)!k:n2;2 k! <27r(n+1)!'(n+2)! <oa7

car la série Z(—l)k/k! vérifie les hypothéses du critéres spécial des séries
alternées.

Il nous faut maintenant minorer le terme d'indice n 4+ 1, mais le résultat sur les
séries alternées ne fournit que des majorations du reste. Nous allons utiliser la
méme manipulation que dans la premiére question en isolant le premier terme du
reste et en majorant la différence.

Nous avons

¥

22 (2K _ 1)+ oo ank
2mnt > ( 1') _ DT o S ( 1|)
k=n+1 k! n+1 k=nt2 k!
et
I —1k _1 n+2 2
2mn! Z ) < nl ) < n
i K M+2)! M+ +2)
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car la série Z(—l)k/k! vérifie les hypothéses du critére spécial des séries
alternées. On en déduit, d'aprés l'inégalité triangulaire :

1)k 2r(—1)n+1 s R N §
D S I C I P
k=n+1 ) n+1 k=n+2 k!
N 27 27
“ n4+1 4+ +2
2
> .
n+2

Finalement, nous avons montré que

+00 k k
SUREV gkl [ S g
k=n+2 : k=n+1 )

Puisque la suite (up) tend vers 0, il existe Ny > nj tel que

1k
> Ny, Uy = 27N} Z — ) E 7T[.

k=n+1

Remarquons que

ZL 1sinx)] = sin(x])

T
‘«7’xe]—§,2

et que la fonction sinus est croissante sur l'intervalle [0,7/2]. Nous avons
donc, pourn >=ny:

‘sin (27r(n + 1)!)‘ _
e

+00 13k
sin(zw(n+l)! > (kll) >

+00 _1h\k
= sin( 2r(n + 1)! Z ( 1|) >
k=n+2 k!
+00 4k
< sin( 27n! Z (kl|) >
k=n+1
+00 k
B (-1
= sm(2 n!kZ ” )
=n+1
. < Wﬂ!)‘
= |[sin[ —
e
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Par conséquent, la suite (|Un|)nsn, est décroissante.

Finalement, nous avons montré que la suite (Up)n=n, est alternée et que la
valeur absolue de son terme général tend vers O en décroissant. Le critére
spécial des séries alternées assure alors que la série Zn>n2 Un converge. Par
conséquent, nous avons montré que

) . ([ 2mn!
la série Z sin (T) converge.

122

Exercice 5.3 : Quelques calculs explicites de sommes de séries

Calculer la somme de chacune des séries suivantes :

L Zn(n+1)

n>1
1

Z'an_l

n>2

3. Z on (on pourra effectuer le changement d'indice n =k + 1)

n=0

2
n

4. >
n>0
Cet exercice est consacré a des calculs explicites de sommes de séries. Dans aucune
des questions, il n'est difficile de démontrer la convergence de la série. Il est néan-
moins indispensable de le faire ! On peut soit la démontrer a priori, afin de pouvoir
manipuler les sommes infinies dans la suite des calculs, soit la constater a posteriori
en demontrant que la suite des sommes partielles est convergente.

Dans les chapitres consacrés aux séries de Fourier et aux séries entieres vous verrez
d'autres méthodes de calcul de sommes de séries.

Signalons que le calcul explicite de la somme d'une série est parfois difficile et sou-
vent impossible. 1l ne faut I'effectuer que lorsque cela est explicitement demandé.

1. La série est clairement convergente car son terme général est équivalent a 1/n2.
De plus, elle est la somme des valeurs aux entiers de la fraction rationnelle
1/(X(X 4 1)). Nous allons commencer par utiliser I'outil classique pour I'étude des
fractions rationnelles, la décomposition en éléments simples. Ici, elle est particulié-
rement aisée a calculer :

1
X(X+1) X X+1

(5

(BN
=

Nous obtenons donc

+00

Zn(n+1)

n=1

3M‘§

=)
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i Il ne faut surtout pas écrire

n=ln(n+1) = n=1n+1

En effet, les deux séries qui figurent dans le membre de droite divergent et cette
égalité n'a méme pas de sens !

Pour utiliser la décomposition obtenue, nous devrons donc revenir a la définition de
la somme de la série comme limite des sommes partielles. Les sommes partielles
étant des sommes finies, il sera licite de les couper en deux en séparant les termes
1/netl/(n+1).

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

2@ Nous avons
1 1
nin+1) n2’
Par conséquent, la série ————— converge.
9 é%m+n g
Remarquons que
1 1 1
2 —_

’n(n+1):n n+1’

Pour tout N > 1, nous avons donc

N 1 N 71 1
Zn(n—i-l) - Z(ﬁ_n—i-l)

n=1 1

S
Il

>
M= M=
-
S|k S|
|
z M
z
RGN
S S
+ |~
[EEN

]
||
iR
]
||
N

1

CON+1

|
H

La suite des sommes partielles tend donc vers 1. Autrement dit,

+00

1
E:izl
‘= nih+1)
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Nous pouvons aussi voir la simplification de la somme en I'écrivant

ii 1 _1_14_}_}_’_ +£_L
n n+1) 2 2 3 N N+1

n=1

On voit en effet que les termes se simplifient deux a deux: c'est une somme télé-
scopique.

Enfin, il nétait pas nécessaire de démontrer la convergence a priori : nous n'avons
manipulé que des sommes finies pour aboutir a la somme de la série. Nous avons
en fait redémontré la convergence en calculant la somme.

2. Dans ce deuxiéme exemple, il s'agit encore d'une série donnée par la somme des
valeurs aux entiers d'une fraction rationnelle. Nous allons procéder comme a la
question précédente. Ici encore, la décomposition en éléments simples est trés facile

a calculer :
11 1 1
X2—1 2\X—-1 X+1/)°

2@ Nous avons

1 1
n2—1 n2’

Par conséquent, la série Z 1/(n? — 1) converge.
Remarquons que n>2

VA R :
"7 n2—-1 2\n-1 n+1)°

Pour tout N > 2, nous avons donc

n=2 n=2
1(“ 1 N 1)
2 ;n—l ;nJrl
1(”‘11 Nill)
2 n:lrl n:Sn
_ 11 1
) 2 N N+1
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La suite des sommes partielles tend donc vers 1/2(1+1/2) = 3/4.
Autrement dit,

3. Nous allons utiliser I'indication de I'énoncé qui nous suggére d'effectuer un chan-
gement d'indice. Nous allons partir d'une série indexée par n et la transformer en
une série indexée par k avec la relationn =k + 1.

¥

Nous avons

n+12" n+1 1 1
— — = — ——> - < 1.
2n+1 n 2N no+oo 2

n
D'aprés la régle de d'Alembert, la série Z — converge.
n=0 2"
Soit N € N*. En effectuant le changement d'indice n =k +1 (et donc
k =n —1), nous obtenons

N N-lp 1 N=lggq
Zz_n: Z ok+1 ZZ ok+1
n=0 k=1 k=0

En faisant tendre N vers 400, nous obtenons finalement

=W¥n Ek+1
doon =D et
n=0 k=0

Nous devons maintenant utiliser I'égalité obtenue. Pour ce faire, remarquons que la
série de départ, > n/2", apparait dans la série qui figure au second membre. Nous
allons rendre cette dépendance explicite afin d'en déduire une équation vérifiée par
la somme cherchée.

%

Pour tout k € N, nous avons
k+1 1/Kk 1
ot~k T )

Les séries de termes généraux (K + 1)/2%t1, k/2% et 1/2X convergent. Par
conséquent, nous avons

Sk+1 1 f‘ik ++°° 1
k=0 ok+1 7 9 ok ok |
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il faut impérativement vérifier que les séries convergent ! Si ce n'était pas le cas,

i Avant de déduire I'égalité entre les sommes de I'égalité entre les termes généraux,
I'inégalité finale n'aurait aucun sens.

Nous reconnaissons une somme de série géométrique :

C><>1 1
1—Z=
2

%

=~
I
=}

Regroupons, a présent, les égalités obtenues. Nous avons

On en déduit que

4. Nous allons utiliser ici la méme méthode que pour calculer la somme de la série
précédente. Les calculs seront simplement un peu plus longs.

2@ Nous avons
M+122" 1 /n+1)\° 1,
= — —_— - <
Tl 2 T2 n n— 00 2
n2
D'aprés la régle de d'Alembert, la série Z — converge.
n>0

Soit N € N*. En effectuant le changement d'indice n =k +1 (et donc
k =n — 1), nous obtenons

N n? B N=1 (k +1)2 B N=1 (k +1)2
Zﬁ - Z ok+l T Z ok+1 -
n=0 k=—1 k=0
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En faisant tendre N vers 400, nous obtenons finalement

+o00 n2 _ +00 (k+1)2

on T k+l -
n=02 k=0 2

Pour tout k € N, nous avons

k+D? 1/k* 2k 1
e T \FE T E X

Les séries de termes généraux (k + 1)2/2%+1, k2/2%, k /2% et 1/2% conver-
gent. Par conséquent, nous avons

+ook+1 1 +ook2 +ook ool
> ST = Q(Zgﬁzz—ﬁz—k)

k=0

N

d'aprés la question précédente. On en déduit que la somme cherchée est
solution de l'équation X = X /2 + 3 et donc que

+00 n2
— =6.
on

n=0

Exercice 5.4 : Formule de Stirling

Na—N
Pour n € N, on pose u, =

et Up = In(Un).

1. Déterminer un développement asymptotique a deux termes de vyy1 — vp.
2. En déduire un réel « tel que n®uy, ait une limite réelle non nulle. Conclure.

1. Dans cette premiére question, on demande d'effectuer un calcul classique de
développement asymptotique. L'idée est de faire apparaitre des développements
limités de fonction usuelles. Pour cela, nous allons simplifier au maximum les fac-
torielles a I'aide des logarithmes.
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z@ Nous avons

vn € N*, v, = nlIn(n) —n — In(n!).
On en déduit que, pour tout n € N*, nous avons

Vhar—vn = M+DIhn+1) —nM+21) —In((n+1)H
—nIn(n) +n +In(nhH)

= (n+1)|n(n+1)—nIn(n)—l—ln<
= nin(n+1)—ninn) -1

1
= nln<1+—)—l

n
= n - ! + L +0 ! 1
o n 2n2 3n3 n3

(n+1)!>

n!

développement limité a I'ordre 2 du logarithme en 0. Cependant, la simplification
due a la présence du terme — 1 nous aurait fait perdre un terme. Lorsque ceci se
produit et que I'on ne l'avait pas prévu, il suffit de reprendre les développements
limités avec un terme de plus.

@ Pour obtenir un développement a deux termes il aurait été naturel d'effectuer un

2. Nous allons commencer par effectuer les mémes calculs que dans la question pré-
cédente en remplagant u, par n“uy, et en faisant apparaitre vn+1 — vn

2@ Pour tout n € N*, nous avons

In(n“up) = aln(n) + vy

et

In((n + D% ps1) — In(N%uy) = aln(h+1) + v — aln(n) — vy,

1
= a|n<1+ﬁ>+vn+1_vn

o« o 1+1+01
~n 202 2n  3n2 n2
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Dans I'étude des séries on préfere souvent simplifier les développements obtenus
en utilisant la notation O plutdt que o. Comme on le voit sur cet exemple, ceci
allége I'expression sans pour autant faire perdre I'information essentielle : une série

dont le terme général est un O(1/n?) est convergente. Tout ce qui est fait par la
suite aurait pu étre rédigé avec le développement plus complet de I'avant-derniere
égalité.

Nous pouvons déduire de I'égalité précédente des informations sur la série de terme
général In((n 4+ D)%Uny1) — In(n®un) en fonction de «. En particulier, elle
converge si, et seulement si, « = 1/2. 1l nous faut maintenant en déduire des infor-
mations sur la suite (Up)nen.

les suites. On procéde généralement de la fagon suivante : pour étudier une suite
(@n)nen, On considere la série Y (an+1 — an). On constate que la suite converge
si, et seulement si, la série converge.

@ Les résultats que nous connaissons pour les séries permettent également d'étudier

Nous allons utiliser cette remarque en redémontrant I'implication qui nous intéresse
ici.

2@ Posons

1
o= .

D'apres le calcul précédent, nous avons alors
1
In((n + 1)%Up+1) — In(N“uy) = O (ﬁ)

donc la série Z(In((n + D%ny1) — In(h®up)) converge.
n=0
Pour tout N € N*, nous avons

N
2 (n(@ +1)%Uns1) — In(M?Up)) = (N + 1)*u-1) = In(uy).

n=1

Nous venons de démontrer que le membre de gauche converge. On en déduit
que la suite (IN(N“Up))nen+ converge. Notons | € R sa limite. Nous avons
alors

lim n®u, =¢' > 0.

n—o00

Finalement, nous avons montré que les suites (Up)nen+ et (e'n_a)neN* sont
équivalentes. En d'autres termes,

1
nt ~e'n"t2e,
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@ On peut démontrer que e~ = /27, par exemple avec les intégrales de Wallis.

Exercice 5.5 : Séparation des termes pairs et impairs

130

Soit ). Un une série absolument convergente. Pour n € N on pose vy = Uan et
Wnp = U2n41-

1. Montrer que les séries ) o vn €t ), _own sont absolument convergentes.
Que dire de leurs sommes ?

2. Montrer que, si ) Un est convergente mais n'est pas absolument conver-
gente, il peut arriver que ) o vn €t > . o wn divergent.

3. Sach f LT catoul f - f =
. Sachant que — = calculer Py et 5
i=n 6 = @n+1) =N

1. Traduisons I'énoncé : nous devons démontrer que les séries ) o lvn| et

> n=o lwn| convergent, sachant que la série ), |un| converge. Puisque ces deux

séries sont a termes positifs, il suffit de montrer que leurs sommes partielles sont
majorées. Pour cela, nous allons les comparer aux sommes partielles de la série

Zn>0|u”|'

Par hypothése, la série ) Un est absolument convergente. Cela signifie

¥

que la série )", o |un| converge. Nous noterons S sa somme. Quel que soit
N € N, nous avons

N N

D lval =) fual
n=0 n=0

2N

> lual
n=0

< S

N

Par conséquent, la série ) _,_q |vun| converge et la série ), vn est absolu-

ment convergente.
On montre de méme que la série ), o wn est absolument convergente.
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Nous nous intéressons, a présent, a la somme de ces séries. Intuitivement, le résul-
tat suivant s'impose :

400 +00 400
D vt D un = .
n=0 n=0 n=0

Démontrons-le.

2@ Les séries » g Un, D -0 Vn et D o wn sont absolument convergentes et
donc convergentes. Quel que soit N € N, nous avons

N N N N
Zvn+zwn = ZU2n+ZU2n+1
n=0 n=0 n=0 n=0

2N+1
— Z u”.
n=0

En passant a la limite quand N tend vers 400, nous obtenons
400 +00 +00
D vt wn=2) un
n=0 n=0 n=0

2. On nous demande ici de trouver un exemple de série ) o Un Vérifiant certaines

propriétés. Tout d'abord, il faut qu'elle soit convergente, mais pas absolument
convergente. L'exemple classique de série vérifiant ces conditions est

> n=1(=1)"/n. Cet exemple est a retenir ! Nous allons montrer qu'il satisfait toutes

les conditions requises. Pour coller a I'énoncé de I'exercice et avoir une série qui
posséde un terme d'ordre 0, nous allons décaler les indices.

(=D
(Un)nso = (n T 1)n>o .

La série ) o(—=1)"/(n + 1) est alternée et la valeur absolue 1/(n + 1) de

son terme général tend vers O en décroissant. D'aprés le critére spécial des
séries alternées, cette série converge. En revanche, la série

1
Zmn':Zn——i—l

n>0 n>0

Posons

%

diverge et la série ) o Un ne converge donc pas absolument.
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En reprenant les notations de la question précédente, quel que soit n € N,

nous avons
—p™ 1
i 1 Tt
et
(_1)2n+1 1
Wn =U2n+1=m=—2n+2-

Par conséquent, les séries ) "\ _qvn et ), o wn divergent.

3. Il ne s'agit ici que de simples applications des résultats obtenus aux deux ques-
tions précédentes. Dans chaque exemple, nous chercherons a faire intervenir une
série absolument convergente, la série de ses termes pairs et celle de ses termes
impairs. Pour la premiére série, c'est immédiat.

1
2& La série E — est absolument convergente. D'aprés la question 1, les séries
n>1

1 1
—— et ——— sont absolument convergentes et donc conver-
gl: (2n)2 g 2n + 1) g

gentes. En outre, d'aprés la question 2, elles satisfont ['égalité

+00 1 +00 1 +00 1
4 - -
S

Nous commettons un léger abus ici puisque nous utilisons les résultats qui ont été
obtenus pour une série de la forme » _,_ un avec une série de la forme » _,_; up.
Cela ne change pas le fond du probleme, mais il faut prendre garde aux indices :
la série qui contient les termes d'ordre impair doit encore commencer a l'indice 0 !
Remarquons que si l'on souhaite se ramener au cas étudié, il suffit de poser

ug = 0.
+oo
Pour connaitre la valeur de Z ———, il nous suffit, a présent, de connaitre celle
(2n + 1)2
n=0
+oo +00
de —, que I'énoncé nous donne, et celle de ——, qui S'en déduit.
2 2 G
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2& Nous avons

X1 K1 1X1
Y=l =ilw
Par conséquent, nous avons
f 1 B 3 f 1 B 3 72 . 72
La@2n+1)? 44i2n2 46 8

. . L. "
Considérons maintenant la série Z( 2)
n>1

nous allons I'étudier en séparant ses termes d'ordre pair et impair.

. Elle est absolument convergente et

est absolument convergente. D'apreés les questions 1 et 2

2@ La série Z

et le resultat précédent nous avons

+00 (_1)n 400 (_1)2n 400 (_1)2n+1
> = )

n2 < (2n)? + n2=(:) (2n + 1)2

n=1

n=1 O
_ 172 72
46 8
= o

Exercice 5.6 : Convergence et développement asymptotique

+00 (_1)n
Soit un réel @ > 0. Déterminer la nature de la série E D
=N+

On pourra commencer par déterminer un développement asymptotique a deux
termes du terme général de cette série.

Notons que si « était strictement négatif la série serait grossiérement divergente ; si
a était nul, elle ne serait méme pas définie !

Les termes de la série a étudier n'étant pas de signe constant, le calcul d'un équiva-
lent du terme général, autrement dit d'un développement a un terme, ne permettra
pas de conclure. Nous allons donc rechercher plus de précision et déterminer, ainsi
gue I'énoncé nous le suggére, un développement a deux termes.
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Y

%

On pourrait vouloir essayer d'utiliser le critére spécial des séries alternées.
Cependant, la série proposée ici ne vérifie pas toujours ses hypothéses.

Plus précisément, il est clair que le terme général est alterné et tend vers 0.
Cependant, la décroissance de sa valeur absolue est équivalente a la croissance de
n® + (—=1)". Clairement, cette suite n'est pas croissante si 0 < « < 1. En effet,
dans ce cas, on a

(M4 D%+ (D" — (¥ + (=D =n*(@A +1/n)* — 1) + 2 (=)L,
Or
n*(@+1/mM®—1) ~ an®?t
qui tend vers 0, donc
((M+ D+ D" — (0 + (=DM ~ 2(=1)"

qui n'est pas de signe constant.

Effectuons un développement asymptotique a deux termes du terme général
de la série en utilisant le développement limité au voisinage de O:

1
— =1-X 0o(X).
1T x + 0(x)

D" =Y 1
ne+(=H" — ne (="

)
n()( n(‘l n(‘l

(" 1 1
= - 5 O\ —
ne n2a + n2a

Nous sommes parvenus a décomposer le terme général comme somme de termes
dont nous connaissons la nature, d'aprés les théorémes du cours.

%

La série de terme général (—1)"/n® est alternée et la valeur absolue de son
terme général tend vers O en décroissant. Par conséquent, la série de terme
général (—1)"/n® converge.

Posons

D" D
nOz + (_1)ﬂ na

Un =
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Nous avons montré que

1 1 1
=" e TO\hm ) Y T

qui est de signe constant. Par conséquent les séries de terme général v, et

1/n* sont de méme nature, i.e. convergentes si o > 1/2 et divergentes si
a<1/2.

Remarquons ici un point important : nous n'avons pas traité isolément le cas du
terme 0(1/n?®). La raison en est qu'il n'est pas possible de déterminer sa nature en
général. Lorsque o > 1/2, nous savons que cette série converge, mais, lorsque
a < 1/2, on ne peut rien dire. Considérons par exemple le cas ou oo = 1/4 et inté-
ressons-nous aux séries de terme général 1/n et 1/n2. Ces deux quantités sont bien

négligeables devant 1/n%* = 1/,/n, mais la premiére série diverge alors que la
seconde converge.

Pour cette raison, nous avons laissé ensemble les deux termes —1/n et 0(1/n3%)
afin de faire apparaitre un équivalent.

2& Finalement, deux cas se présentent :

(1) si @ > 1/2, la série étudiée est somme de deux séries convergentes : elle
est convergente ;

(2) si @ < 1/2, la série étudiée est somme d'une série convergente et d'une
série divergente : elle est divergente.
="

@ L'équivalent
n« + (_1)[1

montre que la série converge absolument si, et seulement si, « > 1. Ceci ne per-
met cependant pas d'étudier le cas 0 < o < 1.

1
na

Exercice 5.7 : Un critére de convergence

Soit (Un)ner UNe suite réelle positive décroissante.
Pour n € N on pose v, = 2"upn.

1. Démontrer que les séries » " up et » " vy sont de méme nature.
n>0 n>0

2. Applications :
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2.a. Soit un réel o > 0. Retrouver le critére de Riemann pour la convergence de
1

—;
n>1 .

2.b. Soient deux réels strictements positifs o et 5. A l'aide des deux questions
précédentes, déterminer une condition nécessaire et suffisante sur o et 3 pour

que la série Z or [), (série de Bertrand) soit convergente.
n
n>2

1. Les séries considérées ici sont a termes positifs ; pour de telles séries, il suffit de
majorer les sommes partielles par une constante pour montrer la convergence. Nous
allons essayer d'obtenir ces majorations en exploitant la décroissance de la suite de
terme général uy,.

Nous pouvons faire apparaitre v, en regroupant les termes de la série u, par paquets
de 2". En effet, la somme uan + - - - + Usn+1_4 compte 2" termes qui sont tous infé-
rieurs ou égaux au plus grand d'entre eux, qui est uxn. Ceci permet de majorer les
sommes partielles de la série de terme général uy,.

zﬂ ® Supposons que la série Y vn converge.

Pour tout n € N, nous avons

on+1_1

Z Uk < 2"upn = vy,

k=2"

car la suite (Up)nen est décroissante.
Soit n € N. Il existe ng € N tel que 2" — 1 > n. Nous avons

n 2041
Sue < Y
k=0 k=0

N N N
o c c
o o o
+ + +
[ L0 I0e
5 5 A/
™
=
SN—

La série ) Uk est a termes positifs et ses sommes partielles sont majorées
par une constante ; elle est donc convergente.
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Pour démontrer l'autre implication, nous allons utiliser la méme technique. Il faut
cependant prendre garde a ne pas majorer trop naivement les termes vy. En effet, en
procédant comme précédemment, nous obtenons
Zn
vneN, vy = 2"un < Zuk
k=1

et nous n'aboutirons a rien d'intéressant en sommant ces inégalités. Nous devons
donc regrouper moins de termes. Pour obtenir une expression proche de celle que
nous avons utilisée précédemment, nous allons en regrouper 2" 1. Cela revient a
majorer non plus vy, mais vy /2. Puisque les séries Y v, et > vy /2 sont de méme
nature, cela n‘aura pas d'incidence sur le résultat final.

® Supposons que la série Y up converge.

2@ Pour tout n € N*, nous avons
1 2"
-1
Evn =2" Uon < E Uk,

k=2n-141

car la suite (Up)nen est décroissante.
Soit N € N*, Nous avons

1 { 1 N 1
EnXZ;Un = 5004—;5%

LS 3 )

<
n=1 \k=pn-141
N
1 2
< 5 vo + Uk
k=2
1 +oo
< 5 Vo + Uk
k=2

La série > vn/2 est a termes positifs et ses sommes partielles sont majo-
rées par une constante ; elle est donc convergente. On en déduit que la série
> vp converge également.

2.a. Nous considérons ici la série Y 1/n® Pour n € N*, nous posons donc
Up = 1/n%. La suite (Un)nen+ €St positive et décroissante, car o > 0.

L'énoncé de la premiére question concerne des séries définies a partir du rang
n = 0. Cependant, nous ne nous intéressons ici qu'a la convergence des séries et non
a la valeur exacte de leur somme ; nous pouvons donc prolonger la définition de u,
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pour n =0 en restant conforme aux hypothéses de la premiére question, par
exemple en posant ug = 1 afin que la suite de terme général u, soit toujours posi-
tive et décroissante. Il ne reste plus alors qu'a appliquer le résultat de la question
précédente.

¥

Définissons une suite (Up)nen par
Up=1;
. 1
vn e N, up = —.
nO{

Cette suite est positive et décroissante, puisque o > 0. Remarquons que la

série ) Up converge si, et seulement si, la série > 1/n® converge.
Avec les notations de la question précédente, nous avons
1

11—« 1—a\N
VneN,vn=2”u2n:2”W:2( )n:(z )

La série Y vy est géométrique de raison 212 Elle converge si, et seule-
ment si, cette raison appartient a lintervalle ] — 1,1[, autrement dit si, et
seulement si, a > 1.

En utilisant le résultat de la question 1, on en déduit que la série > 1/n®
converge si, et seulement si, o > 1.

2.b. Nous allons procéder ici de la méme fagon que précédemment. Le raisonne-
ment n'est pas plus compliqué. Il faut néanmoins rester vigilant car il y aura plu-
sieurs cas a distinguer.

%

Définissons une suite (Up)nen par

" helnf(ny’

Cette suite est positive et décroissante, puisque o >0 et G > 0.
Remarquons que la série Y Up converge si, et seulement si, la série
3" 1/(n“ In’(n)) converge.
Pour tout n > 1 nous avons
0 1 _ 2(17a)n

@MHelinf@2n)  Inf2)ns’

Up = 2nU2n =2

Nous allons distinguer trois cas selon la position de « par rapport a 1.

e Supposons o < 1.
Nous avons alors 1 — a > 0 et la suite vy tend vers +o00. Par conséquent,
la série ), un diverge grossiérement.
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e Supposons o > 1.
Nous avons

Un =0 (2(1—(1)[’1) .

Or 21N est e terme général d'une série géométrique de raison 21—,
Puisque v > 1, nous avons 217 €]0,1[ et cette série est convergente. La
série ) vy converge donc également.

® Supposons o = 1.
Pour tout n > 1 nous avons alors

1
Un = ———.
" Inf)ns

D'aprés la question 2.a, la série ) vy converge si, et seulement si, 5> 1.
Pour résumer, nous avons montré que la série

1
Z ne In? (n)

n>2

converge si, et seulement si, nous nous trouvons dans l'un des deux cas sui-
vants :

Da>1;
iMa=1etf>1.

Exercice 5.8 : Convergence et monotonie

1. Soit (un)nen Une suite réelle positive décroissante telle que la série Z up est
n=0
convergente. Montrer que u, = o(1/n).

.. " . .. N
Indication : on pourra chercher & majorer la quantité 2 Un.

2. Donner un contre-exemple dans le cas ou I'on ne suppose pas la suite décrois-
sante.

Remarquons que I'hypothése de positivité est redondante. La série étant conver-
gente, son terme général tend vers 0. La suite étant décroissante, cette limite est sa
borne inférieure, le terme général est donc nécessairement positif.

1. Nous souhaitons montrer que le terme général de la série est négligeable devant
1/n. Nous allons donc chercher @ majorer u, et méme nu, en utilisant les hypo-
théses : la décroissante de la suite (u,) et la convergence de la série > up.
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La décroissance de la série se traduit par

Uy S Up—1 S Up2<---.

Puisque n up est une somme de n termes, nous allons chercher & le majorer en fonc-
tion d'une somme partielle de la série. En utilisant la décroissance de la série, nous
obtenons

NUp, = Up—+---+ uny(nfois)

< Up+---+Up

+00
Z Ug.
k=1

N

De ce calcul, nous déduisons déja que la suite (nuy) est bornée et donc que

1
Un = O — .
n
L'énoncé demande une information plus précise. Nous allons utiliser la méthode

précédente pour majorer la quantité 5 Un, ainsi que I'indication nous y invite. La pré-

sence de n/2 plutdt que de n en facteur nous suggére de considérer une somme de
seulement n/2 termes. Nous allons donc garder les n/2 plus petits termes de la
somme précédente. Pour couvrir le cas ou n est impair, lasomme irade E(n/2) + 1
an. Ainsi, elle aura bien n/2 termes si n est pair et (n + 1)/2 si n est impair.

z@ Puisque la suite (Un)nen est décroissante, nous avons
n
n
Sln <)
k=E(n/2)+1
+00
< > w
k=E(n/2)+1

Puisque la série de terme général U, est convergente, nous avons

+o0
Z Uy —> 0
k=E(/2)41 ">

carEMN/2) +1 —— + o0.
n— 400
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n
On en déduit que 3 up —> 0 et donc que

n—-4-o00
5)
Un =0 - .
n

2. Pour trouver un contre-exemple, nous cherchons une série ) v, convergente a
termes positifs dont le terme général n'est pas négligeable devant 1/n. Pour que
cette derniére condition soit remplie, il nous suffit d'imposer que I'on puisse trouver
des indices n aussi grands que I'on veut pour lesquels v, > 1/n. Autrement dit, nous
voulons qu'il existe un sous-ensemble infini E de N tel que, pour tout élément n
de E, vy, > 1/n. En dehors de I'ensemble E, nous n'avons rien imposé et pouvons
par exemple demander que, pour n ¢ E, vy, =0. Nous pouvons choisir
I'ensemble E comme nous le voulons tant qu'il est infini. Nous pouvons espérer que
si ses éléments sont trés espaceés, la série > v, converge.

En résumé, la stratégie est la suivante. Nous allons choisir un ensemble E ¢ N
infini et considérer la série dont le terme général v, vaut 1/n pour n € E et 0 pour
n ¢ E. Sa somme vaut donc

Z_

nekE

Il ne nous reste plus qu'a choisir E de fagon qu'elle soit finie. L'ensemble des puis-
sances de 2 convient. Nous pourrions également choisir I'ensemble des puissances
de 3, des carrés, etc.

2& Considérons la suite (vn)nen définie par

1/n sin est une puissance de 2 ;
up = .
f 0 sinon.

La série Z vp est a termes positifs.
n=0
Quel que soit N € N, nous avons
E(logy(N)) 1

n

5
-
o
(=4
>
I

n=0

1
72"

N
" ’Mg

N
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Par conséquent, comme son terme général est positif et la suite de ses

sommes partielles majorée, la série Zvn est convergente (et de somme
n=0

inférieure & 2). Pourtant la suite de terme général n v, ne tend pas vers 0

car elle prend une infinité de fois la valeur 1.

@ Sans I'hypothése de positivité, on pouvait trouver un contre-exemple plus simple,
(="
ar exemple e
paiexemple )7 =

Exercice 5.9 : Equivalents et restes de séries

1.a. Soit un réel o > 1. Déterminer un équivalent simple, quand n tend vers +oo,

+00 1
k=n+1

1.b. Soit un réel « €]0,1]. Déterminer un équivalent simple, quand n tend vers

n
1
+OO, de Sn = Z k_OZ
k=1

2. Soit (Un)nen €t (vn)nen deux suites réelles positives équivalentes. On suppose
que les séries convergent. Montrer que, lorsque n tend vers +oo :

+o00 +o00
3 e 5
k=n+1 k=n+1

n
1 . . . )
3. On pose H,= Z K Démontrer qu'il existe un réel ~ tel que
k=1
Hy = In(n) + v+ 0(1).
Indication : On pourra chercher a exprimer la quantité In(n + 1) comme une
somme partielle de série.

s . . 1
4. A laide des questions précedentes, montrer que H, = In(n)+7+%
+0|—).

n

l.a. D'aprés le cours, nous savons que la série ) 1/n“ converge, car o > 1.
L'exercice nous demande de calculer un équivalent du reste de cette série. La
démonstration de convergence du cours repose sur la comparaison entre la série et
I'intégrale de la fonction t — 1/t“. Nous allons reprendre ici cette méthode.
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Rappelons comment elle fonctionne. Dans un premier temps, il faut parvenir a lire
la quantité 1/n“ sur le graphe de la fonction t — 1/t“. Nous pouvons l'interpréter
comme l'aire du rectangle de base [n,n + 1] et de hauteur 1/n®, et I'on en déduit

. . 1
quelle est minorée par [

e OU bien, si n > 2, comme l'aire du rectangle de

. .y dt
base [n — 1,n] et de hauteur 1/n, et I'on en déduit qu'elle est majorée par fn”_l @

On somme ensuite ces inégalités afin d'obtenir un encadrement des sommes par-
tielles ou du reste.

ta

n—1n n+1

& L'intégrale sur [n — 1,n] n'a de sens que pour n > 2 !

2@ Soitn > 1. La fonction t > 1/t est décroissante sur R . Par conséquent,

1 1
Vit nn+1], — < —
el +]ta a

n+ldt n+ldt 1
fn r<f ne o na

De méme, sin > 2, nous avons

et

1
Vte[n—-1,n], — <
na

to

1 /” dt /” dt
- = — < —
ne n—1 N n-1 te

et
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+00
Pour obtenir un équivalent du reste Z @ nous allons commencer par encadrer
k=n+1
N1
> = puis faire tendre N vers I'infini.
ka
k=n+1

Soit n > 0. Quel que soit N > n + 1, nous avons

¥, \

1 N kgt
=IO
k=n-+1 k=n+17K
N+1 dt
> [ &
n+1 te

1 1 N+1
|:1 - ta_l]n—i-l

1 1 1 1
l1—-a(N+Do1  1—a (n+1Dol

7\_
o
\

WV

En faisant tendre N vers +00, nous obtenons l'inégalité

R, > ! L =
"Ta—1(Mm+1e 1

Mp.

En effet, lim (N +1)% ! =400 cara > 1.

N—+o00
Pour n > 1 le méme raisonnement montre que

1 1

Rngoz—lno‘*1

== Mn.

Nous sommes parvenus a encadrer le reste R, pour n > 1. Comme le minorant et le
majorant sont équivalents, nous avons résolu la question.

Comme a — 1 est une constante, m, ~ M. Puisque R, est encadré entre
ZQ deux quantités équivalentes, il est lui-méme équivalent a chacune de ces
deux quantités. Par conséquent, nous avons

1 1
a—1na-tl’

Rn'\’

1.b. Pour résoudre cette question, nous allons procéder de la méme maniere que pré-
cédemment et encadrer la somme S, entre deux intégrales. Il faudra bien sdr traiter
a part le cas o = 1 dans le calcul de I'intégrale puisqu'alors interviendra la fonction
logarithme.
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nues sur un segment.

%

Supposons, tout d'abord, que o €]0,1[. La fonction t — 1/t® étant encore
décroissante sur R%, le méme raisonnement qu'a la question précédente

gt 1 nodt
vn > 2, — < — < —.
n te ne n-1 t¢

montre que

Quel que soit N > 2, nous avons donc

n n k+1
1 dt
Y2l @

k=2 k=2 /k

n+1 dt

2 J—

I

1 1 n+1
|:1 -« ta_l]z

1 1 1

l—a(+1o1 1—q20 1

Etant donné que le premier terme de la série est 1 on en déduit :

1 1 1

vn>1,5,>1+

De méme, on montre que

1 1 1

l—a(+Dol 1_qg21°

vn>1S,<1 —
n +1—ozn“—1 11—«

En raisonnant comme dans la question précédente et en utilisant le fait que

lim n®1 =0, on montre que
n——+o00

1 1
1—qne-1’

Up ~ vp ~

On en déduit que
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Supposons enfin a« = 1. En raisonnant comme précédemment, on montre
que
lar 1 nodt
vn > 2, — < =< =
n t n n-1t

n>11+Inn+1) —1In2) <Shp <1+ Inn)

puis que

et finalement que
n ~ In(n).

Dans le cas o < 0, le méme raisonnement permet de trouver un équivalent de la
suite des sommes partielles, a ceci prés que la fonction t — 1/t% est croissante.
Ainsi, les inégalités sont inversées :

/” d 1 /“+l dt
vn > 2, — < — < —
n-1t® ~ne n te
Ndt 1 n+1 gt
CELY AR IE
1 t(" o ko 2 to
mais I'équivalent final est le méme :
1 1

San—a na— na—1°

2. Dans un premier temps, traduisons les hypotheses. Comme il s'agit d'un exercice
théorique, nous allons revenir ici a la définition véritable de I'équivalence de suites :
la suite (Un)nen est la somme de la suite (vn)nen €t d'une suite négligeable devant
cette derniere.

(>

Il ne faut pas traduire I'hypotheése sous la forme un /vy —— 1. En effet, rien ne
n—+00

nous assure que l'expression up /vn ait un sens ! Il est parfaitement possible que la
suite (vn)nen posséde des termes nuls.

En outre, nous allons manipuler des sommes de séries et il est donc plus logique
de traduire I'hypothése sous une forme additive et non multiplicative.

Puisque les suites (Un)nen et (vn)nen sont équivalentes, il existe une suite
réelle (wn)ney telle que

{ VnEN,Un:Un+U)n;

wp = 0(vp).
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En sommant les inégalités précédentes, nous obtenons

+00 +00 +00
>ou= 3wk Y e
k=n+1 k=n+1 k=n+1

(Remarquons que la série Y wp converge puisque la série > v, est positive et
convergente et que wp = 0(vp).)
Nous aurons donc résolu le probléme si nous parvenons a montrer que

5 ol ).

k=n+1 k=n+1

Pour cela, nous allons revenir a la définition de suite négligeable. Rappelons qu'une
suite réelle ou complexe (a,)nen €st négligeable devant une suite réelle ou com-

plexe (bp)nen si

Ve > 0,3N € N,vn = N, |bn| < elan].

Ici encore, il est essentiel de revenir a la véritable définition d'une suite négli-
geable et ne pas se contenter d'écrire qu'un certain quotient (dont on ne sait méme
pas s'il existe) tend vers O.

Soit £ > 0. Il existe N € N tel que

¥

vn > N, |lwy| < €lvn] < evp,

car la suite (vn)nen est positive.
Soit N > N. En sommant les inégalités précédentes, nous obtenons

M M M
YMzn+1 | > w< D) lwd<e ) w
k=n+1 k=n+1 k=n+1

La série de terme général wp converge (par comparaison avec la série
convergente de terme général positif vy). Nous obtenons alors, lorsque M
tend vers 400 :

+00 +00
5 wf<e 3
k=n+1 k=n+1

En d'autres termes, nous avons montré que

£ o £0)

=n+1
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Revenons, a présent, a la série Y up. Soit n € N. Nous avons

Vk>n+1,Un:Un+U)n

et donc
M M M
VM>n+1,Zuk:ka+Zwk.
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Puisque les séries Y Up, Y vy et > wy sont convergentes, nous pouvons
faire tendre M vers +00 dans l'inégalité précédente. Nous obtenons

+00 +00

+o0
Z Uk = Z vk + Z Wk .

k=n+1 k=n+1 k=n+1

+00 +00
Or, nous avons montré que Z wg = o< Z vk>.

k=n+1 k=n-+1
On en déduit

+00 +0oo

Z Ug ~ Z .

k=n+1 k=n+1

3. L'énoncé nous suggeére d'écrire la quantité In(n + 1) sous la forme d'une somme
partielle de série. On peut relier le terme général d'une suite (Up)nen @ UNE SOMME
partielle de série télescopique de la fagon suivante :

n

vn e N, Upp1 —Up = Z(Uk+1 — Uk).
k=0

Nous allons utiliser ici cette méthode. Elle nous permettra de ramener la quantité
Hn — In(n) & une somme partielle de série.

Remarquons que

%

vneN, In(n+1) = Z(In(k +1) — In(k)).
k=1

Par conséquent, quel que soit n > 1, nous avons

Hio—Inn) = Hy—Inh+1) +In(n+1) —In(n)
n n 1
= Z% =Y “(n(k + 1) = In(k)) + In (1 + ﬁ)

= Z(%—In(k+1)+ln(k))+In(1+%>.

k=1
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L'énoncé demande de montrer que la suite de terme général H, — In(n) converge.
La suite de terme général In(1 +1/n) tend vers 0 quand n tend vers +oo. Par
conséquent, il nous suffit de montrer que la série de terme général
1/k —In(k + 1) + In(k) converge. Pour I'étudier, nous allons chercher dans un pre-
mier temps a la comparer a une série de Riemann. Pour cela, nous allons effectuer
un développement asymptotique de son terme général a partir d'un développement
limité de la fonction logarithme.

des fonctions usuelles, il est souvent profitable d'essayer de le comparer a une
série de Riemann en utilisant les développements limités usuels. Bien sir, cette
méthode ne fonctionne pas toujours, mais lorsque c'est le cas elle est la plus simple
et la plus rapide pour conclure (mis a part les cas particuliers ou le critére de
d'Alembert s'applique de maniére évidente, par exemple lorsque I'on est en pré-
sence d'exponentielles et de factorielles.). A défaut, on peut aussi essayer le cri-
tére spécial des séries alternées si I'on est en présence d'un facteur (—1)".

% Lorsque le terme général d'une série est donné par une formule faisant intervenir

Nous avons

¥

(o)
o)

D'aprés le critére de comparaison aux séries de Riemann, la série de terme
général 1/k — In(k + 1) + In(k) est convergente. Notons -y sa somme. Nous
avons

1—In(k—i—l)-l—ln(k) = l—In(l+£)
k k

1

k

Hh —In(n) = Z (% —Ink +1) + In(k)) +1In (1 + %)

k=1
— 7+ 0=1.
n— 400
En d'autres termes,
Hn = In(n) + v+ o(1),

avec

y=Y_ (% —Ink +1) + In(k)).
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4. Nous avons vu précédemment que Hp —In(n) peut s'exprimer a l'aide d'une
somme partielle de série dont la somme est +. En conséquence, leur différence est
le reste d'une série: ceci nous permettra d'utiliser les résultats précédents.

Reprenons les calculs effectués a la question précédente. Quel que soit
n > 1, nous avons

W
n l 1
Hy—In) —v = (E—|n(k+1)+ln(k))+In(1+ﬁ)_7

k=1
/1 1
= Z (— —Ink+1)+ In(k)) +1In (1 + —)
= k n
+00 1
— Z (— —Ink +1) + In(k)>
=1 \Kk
1 /1
= In(1+—> — Z (——In(k+l)+ln(k)).
n k=n+1 k

Nous allons, a présent, chercher un développement asymptotique en o(1/n) de cha-
cun des termes de la somme. Le premier ne présente aucune difficulté ; pour le
second, nous utiliserons le résultat de la question 2. afin de nous ramener a une série
dont le terme général est plus sympathique.

Nous avons

Y n(1e2)=Lao(l).

Nous avons également

1 1 1 1
E_In(k+1)+ln(k):E_In(lJrE)Nﬁ'

D'aprés la question 2., nous avons donc

+00 1 +00 1
k-Z (E—In(k+1)+ln(k)) ~ _Z 2
=n+1 k=n+1

et, d'aprés la question 1.a (avec « =2 > 1),

“+o00 1 1
> (— —In(k +1) + In(k)> ~ o

k=n+1 k
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autrement dit,
= /1 1 1
Z (— —In(k+1)+|n(k)) = —+0<—).
Narwi] k 2n n

Finalement, nous obtenons

1 1 1 1 1 1

Exercice 5.10 : Convergence de série et intégrabilité

Soient ng € N et f e ¢*([ng,4+00[,C). On suppose que f’ est intégrable sur

[no,+oo[.
n+1 n+1
/ f(t)dt — f(n) </ | f/(t)|dt.

2. Soit F une primitive de f.

1. Montrer que : Vn > no,

2.a. Montrer que la série Z f(n) converge si, et seulement si, la suite
n>=nop
(F(N))nen converge.

2.b. Montrer que la série Z f (n) converge si, et seulement si, la fonction F
n>ngp
possede une limite finie en +oo.

. . . cos (In(n in(4/n
3. Application : étudier la convergence des sérlesz S(n ™) etX:SI ({)'

n>1 n>1

1. On cherche ici a majorer la valeur absolue de la quantité fn"+l f(t)dt — f(n) par

une intégrale entre n et n + 1. Une solution naturelle consiste donc a commencer
par interpréter la quantité f (n) comme une telle intégrale : il suffit d'écrire

n+1
f(n) :/ f(n)dt.

En remplagant dans I'expression de I'énoncé on obtient

n+1 n+1
/ ft)dt — f(n) / (f@) — f(n))dt

n+1
< / ft) — f ()] dt.
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On peut ensuite étre tenté de faire intervenir la dérivée de f a I'aide de I'inégalité des
accroissements finis (que I'on peut bien utiliser puisque f est de classe ¢t). On
obtient alors, avec M = || f/||o0.[n,n+1] -

n+1 n+1
/ f)dt— f(n)| < / M(t — n)dt

M

< —.
2
Ce n'est pas l'expression demandée. Le probléme vient du fait que I'inégalité des
accroissements finis a fait disparaitre la dépendance en t de la dérivée f'.

Il nous faut donc trouver un autre moyen de faire apparaitre f’ dans l'intégrale : nous
allons utiliser une intégration par parties. Le premier choix qui s'offre & nous est
celui qui consiste a dériver la fonction f et a primitiver la fonction 1 en la fonction
t — t. Avec ces choix, nous obtenons

n+1 n+1
/ f)dt = [tf(t)]ﬂ“—f tf/(t) dt

n+1
= (n+1)f(n+1)—nf(n)—f tf/(t) dt.

Cela ne ressemble guére a I'écriture recherchée.

Afin d'améliorer cette expression, remarquons que nous avons effectué un choix :
celui de la primitive de la fonction 1. Nous aurions pu choisir n'importe quelle fonc-
tion de la forme t — t + ¢, avec ¢ € R. Si nous voulons que le terme contenant les
n -+ 1 disparaisse, il est naturel de choisir la primitive qui s'annule en n+1 :
t—>t—(+1).

Soit N > ng. Considérons les fonctions U et v définies sur [n,n + 1] par

%

u=fetv:tenn+1]—>t—(n+1).
Ces fonctions sont de classe C* sur [n,n + 1]. Par ailleurs :
Vte[n,n+1], u't) = f'(t) et V(1) =1.

Par intégration par parties, nous avons
n+1 n+1
/ f(t)dt / u(t)v'(t) dt
n n

n+1
= [U(t)v(t)]ﬂ+l—/ u'(Dv(t) dt

n+1
[f -+ DT - / f'(O - (n+1)dt

n+1
= f(n)—/ (t — (n+ 1)) f'(t) dt.
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Par conséquent, nous avons

n+1
/ f(t)dt — f(n)

n+1
/ (t— (0 + 1) /() dt

n+1
< / It —(n+1)||f'(t)dt.
n

Or, pourt € [n,n+1], [t — (n + 1)| < 1. On en déduit

n+1 n+1
/ f)dt — f(n) </ [ f/(t)] dt.
n n

pour effectuer l'intégration par parties. Il est bon de garder ce probleme en
mémoire. En effet, il y a souvent un choix de primitive plus intéressant que les
autres qui permet de simplifier les calculs. C'est par exemple le cas dans la
démonstration de la formule de Taylor avec reste intégral.

@ Toute la difficulté consiste ici & choisir une primitive convenable de la fonction 1

2.a. Nous nous intéressons dans cette question a la convergence de la série Y f (n).
Commencons par traduire les résultats obtenus a la question précédente en termes
de séries.

2& Quel que soit N > ng, nous avons

N n+1 N-+1
Zf If/(t)ldtzf | £/(t)] dt.

ES) 0

Puisque la fonction f’ est intégrable sur [ng,+oo[, la suite
(fn’;“rl | f/(t)| dt)n=n, converge et donc la série Z(fnn+1 | f/(t)| dt) égale-

ment.
D'aprés les inégalités obtenues a la question précédente, la série

n+1
Z/ f(t)dt — f(n)

n=ng

converge également. Par conséquent, la série

n+1
> (/ f(t)dt — f(n))

n=ngp

est absolument convergente et donc convergente.
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Nous allons maintenant manipuler I'expression de cette derniére série afin de faire
apparaitre les données de I'énoncé : la primitive F et la série ) f(n).

Quel que soit N > ng nous avons

%

N n+1
Z (/ f(t)dt — f(n))

nN=ng

N n+1 N
Z/ f(t)dt — Z f(n)

n=ng nN=ng

N-+1 N
= / f(t)dt—Zf(n)

0 n=ng

N
= FIN+1—Fno— ) fm

N=nNg

Puisque le membre de gauche de l'égalité posséde une limite finie, on en
déduit que la suite (F(N))nsn, converge si, et seulement si, la série

> f(n) converge.

2.b. Le résultat que nous venons de démontrer fait intervenir la convergence de la
suite (F(N))n=n, quand N tend vers +oo. Il faut maintenant la relier a celle de la
fonction F en +o0.

Les deux notions de convergence sont distinctes ! Si g est une fonction qui tend
vers une limite ¢ en +o0, alors la suite (g(n)) tend également vers £, mais la réci-
proque est fausse. Par exemple, la suite (sin(2wn))neny tend vers O (elle est
constante égale a 0) mais la fonction t — sin(2rt) n'a pas de limite en +oo.

Comme nous venons de le rappeler, la convergence de la fonction F en +oo
entraine la convergence de la suite (F (N))n=n,. Un sens de I'équivalence demandée
est donc facile a démontrer.

2 Supposons que la fonction F posséde une limite finie en 4+-oc0. Alors la suite
@ (F(N))Nsn, converge. D'aprés le raisonnement qui préceéde, la série
> f(n) converge également.

Intéressons-nous maintenant a I'implication réciproque. Nous supposerons donc que
la série Y f(n) converge, ce qui implique que la suite (F(N))n-n, tende vers une
limite finie £. Nous souhaitons montrer que la fonction F tend en +oco vers une
limite finie. D'apreés ce qui précéde, cette limite est nécessairement £.

Pour X > ng nous allons former la quantité |F (x) — £| et tacher de I'évaluer en fai-

sant intervenir les données sur lesquelles nous possédons des informations : les
valeurs de F aux entiers et la fonction f. Nous avons, avec p = E(x) :
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FO)—€ = [FOO—F(p) +F(p)—¢
< IFX) = F(p)l +IF(p) — €]
< /f(t)dt’ﬂF(p)—@I
p
< /|f(t)|dt+|F(p)—z|
p
< (m>]<(|f|)> X—=p)+|F(p) —¢
<

max(| f|) + [F(p) — ¢|
[X, p]

car0<x—p<l.

Le second terme de la somme tend vers 0 lorsque x tend vers +oo car p = E(x) est
alors un entier qui tend vers 4+oco. Nous allons montrer que le premier terme tend
également vers O lorsque x tend vers +oco. Pour cela, nous allons montrer que la
fonction f tend vers 0 en +o0. Expliquons intuitivement pourquoi tel est bien le cas.
Tout d'abord, le fait que la fonction f’ soit intégrable sur [ng,+oo] assure que f pos-
séde une limite finie a en +oo. La primitive F de f devrait donc ressembler (en un
sens a préciser) a la fonction t — at au voisinage de 4+oco. Nous voyons que cela
impose a a d'étre nul afin que la suite de terme général F(N) converge.

Rédigeons maintenant ces arguments de fagon plus rigoureuse. Afin de gagner en
clarté, nous avons choisi de remettre les arguments dans I'ordre logique dans le texte
final et de démontrer d'abord que la fonction f tend vers 0 en 4oco.

2& Supposons, a présent, que la série > f(n) converge. D'aprés le raisonne-

ment qui précede, la suite (F(N))n=n, tend alors vers une limite finie £.
Commencons par montrer que la fonction f tend vers 0 en +o00. Par hypo-
thése, la fonction f’ est intégrable sur [Ng,+oo[. On en déduit que la fonc-
tion

X
XZHQH[ f't)dt e R
No

posséde une limite finie ag en +00. Or

VX > o, fx f/t)dt = f(x) — f(no).

0

On en déduit que la fonction f tend en 400 vers un nombre réel a.
Supposons, par l'absurde, que a = 0. Quitte a remplacer f par —f, nous
pouvons supposer que a > 0. En appliquant la définition de la limite avec
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€ = a/2 > 0 nous voyons qu'il existe un réel Xg > ng tel que

a
VX > Xo, f(X) > >

Par conséquent,

VX = Xo, F(X) — F(Xp) = fx ft)dt > %(x — Xp).

Xo

En particulier, la fonction F tend vers +o00 lorsque X tend vers 400, car
a > 0. La suite de terme général F(N) est donc divergente : nous avons
abouti @ une contradiction. Ainsi :

lim f(x)=0.

X— 400
Soit € € R7.. Il existe un entier Ny > ng tel que
Vx € [n1,+oo[, |f(X)|<e et YN eN,N=>=n; = |F(N)—¢| <e.
Pour tout réel X > n1 nous avons donc

IFOO =€ < [FX)—FEX)+IFEX) —£]

X
< / f(t)dt'+5
E(x)
X
S/ [f@)|dt +¢
E(X)
< eX—E®X) +e¢
< 2

car0<x—EX) <1.
Par conséquent, la fonction F tend vers £ en +o0.

3. Nous allons voir que, pour la premiére de ces deux séries, le résultat précédent
s'applique directement. Pour la seconde série l'intégrale posera plus de problémes.

Considérons la fonction

0 f: R - R
¢ cos (In(t)) .
t

Cette fonction est dérivable sur R*Jr et

—gsin(In(t))t — cos (In(t))  —cos (In(t)) — sin(In(t))
t2 B t2 '

Ve R, f/()=
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Par conséquent,
2

Vte R If'M) < 5

et la fonction f’ est intégrable sur [1,+o0].
On reconnait en f une dérivée composée. La fonction
F: RY — R
t  — sin(n())

est une primitive de la fonction f sur IR . La fonction F ne posséde pas de

limite en +00. On peut par exemple le démontrer en remarquant que les
suites

(sin(In(exp(2mn)))n=1 et (sin(In(exp(2mn + m/2))))n=1

possedent des limites différentes (respectivement O et 1). On déduit alors

cos (In(n
de la question 2.b que la série Z % diverge.

n=1

\enons-en, a présent, au second exemple. Le début du raisonnement est identique a
celui de I'exemple que nous venons de traiter.

¥

Considérons la fonction
g: RY — R
sin(v/1) -
t

t

Cette fonction est dérivable sur R et

2%/{ cos (/)t — sin(/t)
t2

W/t cos (V1) — 2sin(y/1)

- 2t2 '

Vie R, g't) =

Par conséquent,

Ji+2

Ve RLL 19’0 < *

Le membre de droite de l'inégalité est équivalent a t=3/2 au voisinage de
+00. On en déduit que la fonction g’ est intégrable sur [1,+o0[.

Cette fois-ci, nous ne voyons apparaitre naturellement aucune primitive de la fonc-
tion g. Nous allons donc en considérer une abstraitement sous la forme d'une inté-
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grale. 1l faut ensuite espérer qu'en manipulant cette intégrale a I'aide des méthodes
habituelles (changement de variable, intégration par parties, etc.) nous parviendrons
a décider si cette primitive de g converge ou non en +oo.

Considérons la fonction

¥

G: Ry — R
X sin(4/t )
X = / I(t\/_)dt
1

C'est une primitive de la fonction g sur R .

Nous allons, tout d'abord, chercher a éliminer la racine carrée par un changement
de variable adéquat.

2 Soit X € R7 . En effectuant le changement de variables U = J/t dans linté-
ﬁ grale définissant G(x) nous obtenons

X VX i
o = [ gy [,
1 1 u

Nous avons fait disparaitre la racine carrée, mais ne pouvons toujours pas détermi-
ner explicitement la primitive G. Cela dit, seule sa convergence en oo nous inté-
resse. Cette intégrale est I'exemple typique d'une intégrale convergente bien que la
fonction ne soit pas intégrable ; une étude détaillée de cette intégrale est proposée
dans l'exercice 7.6. L'intégration par parties permet de montrer la convergence en
faisant apparaitre un facteur —1,/u?.

2& Effectuons, a présent, une intégration par parties. Nous allons dériver la
fonction U — 1/uU en U — —1/u? et primitiver la fonction sin en — cos.
Nous obtenons

VX VX
G(X) = 2 [— cos (”)} _ 2/ COSZ(U) du
X
= 2cos(1)—2M—2/ COS(u)du.
VX 1 u2
Nous avons
1
Yu € [1,4o0], &Z(U) < —.
u u

Par conséquent, la fonction U — cos (u)/u? est intégrable sur [1,4+o0o[. On
en déduit qu'il existe un réel £ tel que
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JX
[
1

u? X— 400
Par conséquent,

G(x) —— 2cos (1) — 2¢.
X—> 400

sin(y/n
On déduit alors de la question 2.b que la série Z (Tﬂ

n>1

converge.

Exercice 5.11 : Transformation d'Abel

1. On considére deux suites (an)nen € CN et (by)nen € RY. On suppose que :
N
i) il existe un réel positif M tel que, pour tout N € N, |> "aq| < M ;
n=0
ii) (bn)nen est positive, décroissante et de limite nulle.
Montrer que la série » " anby est convergente.

n=0
cos (nd)

2. Soit # € R. Déterminer la nature de la série Z ]

n=0

1. Remarquons tout d'abord que I'exercice proposé est théorique, sans information
numérique, ce qui rend inutilisables les criteres de convergence classiques. Nous
allons donc nous rabattre sur le critére de Cauchy.

Pour essayer de vérifier les hypothéses de ce critére, nous allons calculer des diffé-
rences de sommes partielles en tachant de faire intervenir les données de I'énoncé et
notamment les sommes partielles de la série > an. Nous pouvons les faire appa-
raitre en écrivant

N N—1
aN = Zan — Z an
n=0 n=0

En remplagant a, par ces sommes dans I'expression des sommes > a,b, nous
ferons apparaitre les sommes partielles de la série de terme général a,, sommes
pour lesquelles nous disposons d'une hypothese de majoration. Cette manipulation
est la transformation d'Abel.

Pour tout élément n de N, posons

¥

n n
Sh = kX(;akbk et Ay = kX(;ak.
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Remarquons que

Vn € N*, an = An - Anfl.

Pour appliquer le critére de Cauchy, nous devons démontrer :
Ve e RE,IN e N,V(n,p) e Nx N*, n > N = [Spyp — Sp| <e.

Une autre fagon de le formuler est : majorer |Sp+p — Sn| par une suite indépendante
de p et tendant vers 0 quand n tend vers +oo.

2@ Soit (n,p) € N x N*, Nous avons

n-+p n
Shep—Sh = kX;akbk - kX;akbk
n+p
= akbk
k=n+1
n—+p
= (Ax — Ax—1)bx
k=n+1
n—+p n+p
= Acby — Z Ax—1by
k=n-+1 k=n+1
n+p n+p-1

+Antpbntpr1 — Anbnia

n+p

= Z A (bx — bys1) + Angpbnyprs — Anbnys.
k=n+1

On en déduit que

n+p

|Sn+p =Sl < Z |Ak||bk - bk+1| + |Anbn+1| + |An+pbn+p+1|

k=n+1
n+p

< Z M (bx — bk41) + M bnys + M bygpir.
k=n+1
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En effet :

e d'une part, pour tout entier naturel K, |bx — bxy1] = by — bx+1, la suite
(b)ken étant décroissante ;

e d'autre part, |bny1] = bny1 et [bnypi1] = bnyps1 car cette suite est a
termes positifs.

Par conséquent nous avons

n+p
|Sn+p =S| < M( Z (bx — bk+l) + bn+1 + bn+p+1>
k=n+1
< M(bni1 —bngprs + by +bnypyr)

< 2Mbpgg.

Nous avons bien majoré |Spyp — Sy| indépendamment de p par une suite tendant
vers 0 quand n tend vers 4oo. Il ne reste plus qu'a le formaliser.

z@ Soit € € R%.. Puisque la suite (bn)nen tend vers 0, il existe N € N tel que

vn > N, bn < e
Soient n > N et p > 1. D'aprés les inégalités précédentes, nous avons

ISn+p — Snl < 2Mbnys
< 2Me.

On en déduit que la série > apby, satisfait l'hypothése du critére de Cauchy
et donc qu'elle converge.

2. Nous allons chercher a utiliser le résultat obtenu a la question précédente. Pour
cela, il nous faut écrire

cos (nf) —ab
- — 9nVn,

ou ap est le terme général d'une série dont les sommes partielles sont bornées et by,
est le terme général d'une suite réelle positive, décroissante et de limite nulle. Un
choix s'impose tout naturellement :

1
n+1
La suite (by)n-0o satisfait alors les conditions requises. Il nous reste a les vérifier

pour la suite (an)n=o : Nous devons trouver un moyen de majorer la valeur absolue
de la somme

ap = cos(nf) et b, =

N
>~ cos(nf)
n=0
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indépendamment de I'entier N. La somme de cosinus peut étre simplifiée a I'aide
des complexes en écrivant cos (nd) = Re(e'"?). Ceci fera apparaitre une somme
partielle de série géométrique que nous savons calculer explicitement. Comme d'ha-
bitude, il faut traiter séparément le cas ou la raison, ici exp(i6), vaut 1.

2@ e Supposons, tout d'abord, que # = 0 mod 27.
Pour tout n € N, nous avons nf = 0 mod 27 et donc cos(nd) = 1. Par
conséquent, nous avons

Z cos(nf) 1

n+1 n+1

n>0 n=0

Cette série diverge.

e Supposons, a présent, que # # 0 mod 2.
Pour n € N, posons

anh = cos(nf) et b=

n+1
Puisque # = 0 mod 27, nous avons '’ = 1. Par conséquent, quel que soit
NeN:
N N
Y an| = [ cos(no)
n=0 =

NIRRT
o (W)

1_ei(n+1)9
1—el?
2

Ce majorant est indépendant de N. En outre, la suite (bp)n=0 =

(1/(n 4 1))n>0 est positive, décroissante et de limite nulle. On déduit alors
du résultat obtenu a la question 1 que la série

cos (n6)
2 b= S

n=0 n=0

N

converge.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Chapitre 5 « Séries numériques

Exercice 5.12 : Produits infinis

Soit ) " up une série & termes réels absolument convergente.
n=0

n
Pour n € N, on pose pp = [ [ (1 + ).
k=0
1. Supposons que, pour tout n > 0, on a u, > —1. Montrer que la suite (Pp)nen
converge et que sa limite est strictement positive.

2. Revenons au cas général. Montrer que la suite (pn)neny CONVerge et que sa
limite est nulle si, et seulement si, au moins l'un des termes de la suite (Un)nen
vaut —1.

3. Donner un exemple d'une série convergente Z Un dont tous les termes sont
n=0
différents de —1 mais telle que la suite (pn)nen associée tende vers 0.

1. Pour étudier un produit a l'aide d'une hypothése portant sur une somme, il est
assez naturel d'utiliser un logarithme. Cependant, I'égalité

In(pn) = Y In(L+ uy)
k=0

n'a de sens que si tous les réels uy sont strictement supérieurs a —1 : c'est précisé-
ment le cas dans cette premiere question. L'hypothése nous permet donc ici de pas-
ser au logarithme sans probléme.

Lorsqu'un exercice comporte sommes et produits, il peut se révéler intéressant de
passer d'une forme a l'autre en utilisant les fonctions exponentielle et logarithme.
Cependant, il faut alors étre prudent sur le signe des quantités auxquelles on
applique le logarithme.

2 Par hypothése, pour tout k € N, nous avons 1+ ux > 0. Quel que soit
@ n € N, nous avons donc

n
IN(pn) = D In(L+ ug).
k=0
Puisque la série de terme général Uy converge, la suite (Ux)k=o tend vers O
et, pour kK € N, nous avons
[IN(L + ug)| ~ |ukl.

La série ) |uk| est positive et convergente par hypothése donc
> In(1 + uy) est absolument convergente (et donc convergente).
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On en déduit que les suites (IN(Pn))nen, puis (Pn)nen, convergent égale-
ment.
Plus précisément, pour tout n € N, nous avons

n +o00
P = exp(z In(1 + uk)> — exp(Z In(1 + uk)).
k=0 o0 k=0

Puisque la fonction exponentielle ne prend que des valeurs strictement posi-
tives sur R, la suite (Pn)nen tend vers une limite strictement positive.

2. L'énoncé nous suggére de traiter a part les termes uy > —1. Puisque la suite
(U)ken tend vers 0, il n'existe qu'un nombre fini de tels termes.

2 Puisque la série ) uy, converge, son terme général tend vers 0. On en déduit
¢ qu'il existe N € N tel que

vn > N, uy > —1.

Si N =0, le résultat de la premiére question s'applique. Sinon, pourn > N,
posons

n
0= [ +uw.
k=N

D'aprés la question précédente, la suite (Qn)n>N tend vers une limite réelle
£>0.
Pour tout n > N, nous avons

N-1

Pn =0n 1_[(1 =+ Uk).
k=0

Par conséquent, la suite (Pn)n=0 converge et nous avons

N—-1
lim py = ¢ g(uuk).

® Supposons que la suite (Pn)nen tende vers 0.
Nous avons alors
N—1
¢e[Ja+uo=0.
k=0

Puisque £ > 0, il existe un entier k compris entre 0 et N — 1 tel que
ug = —1.

e Réciproquement, supposons qu'il existe k € N tel que ux = —1. Alors
pn = 0 pour n > K et, a fortiori, nILngo pn=0.
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N—1
@ Nous avons di distinguer le cas N = 0 car alors le produit l_[ (1 4 uk) n'a pas
k=0
de sens (pour k = N — 1 on aurait le terme 1 4+ u_1 qui n'est pas défini).

3. D'apreés les questions précédentes, la série recherchée ne doit pas étre absolument
convergente. Il est donc naturel de chercher un tel exemple parmi les séries alter-

nées classiques, par exemple » ", ,(—=1)"/n. Puisque son premier terme vaut —1,
nous allons plut6t considerer la série  ,_,(—=1)"/n. Comme précédemment, nous
allons ramener I'étude du produit infini a celle de la série >, In(1 4 (=1)"/n).

Nous avons
(=" =" 1 1
In{1 = - — — ).
( L n onz T O\ 2

C'est lasomme de (—1)"/n, qui est le terme général d'une série convergente, et d'un

terme équivalent & —1/(2n?), qui est également le terme général d'une série conver-
gente (critére de Riemann). Par le méme raisonnement qu'a la question précédente,
nous en déduisons que la suite (pn)n-2 tend vers une limite strictement positive.

Sur cet exemple on peut en fait calculer explicitement la limite par téléscopie. On
remarque en effet que chaque terme d'indice pair du produit est I'inverse du suivant
car, si k est pair :

(_1)k (_1)k+1 B 1 1 B
(1 55) (0 551) = () (i) =

En conséquence, pn = 1 (si n est impair) ou 1 + 1/n (si n est pair) et tend donc vers
1 quand n tend vers 4oco.
Ce premier exemple ne convient donc pas et nous allons le modifier.

Si I'on pousse un peu plus loin I'équivalent de la premiére question en reprenant
comme ci-dessus le développement limité a I'ordre 2 en 0 de In(1 + x) on obtient

uj

>+ o(u?).

In(14+up) =un —
C'est la somme de uy, qui est le terme général d'une série convergente, et d'un terme
équivalent a —(1/2)u2, qui est de signe constant. Nous devons donc faire en sorte
que > un converge mais Y u? diverge. Pour cela, nous allons considérer la série

> (=D V.
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%

o - (="
Considérons la série Z . Pour tout n > 2, nous avons

n>2 “/ﬁ

(=1"
Jn

n(1+ D"\ D" 1 +o 1
NG ERENG 2n n/
Cette expression est la somme de (—1)"/4/n, qui est le terme général d'une
série convergente, et d'un terme équivalent a —1/(2n), qui est le terme
général d'une série divergente d'aprés le critére de Riemann. Plus précisé-
ment, la suite des sommes partielles de cette deuxiéme série tend vers —oo.
Par conséquent, nous avons

> -1

et

SRS
n{l+ — —
k=2 \/E n—+o0
et donc
n k
(=D )
= ex In(1 0
pn p( kX:; ( + \/R n—+00

L. (=1)" o )

La série Z fournit bien le contre-exemple recherché.
n>2 \/ﬁ
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Suites
et séries de fonctions

Exercice 6.1 : Convergence uniforme d'une suite de fonctions I

On définit deux suites de fonctions sur [0,1] par fh(x) =x"(1—x) et
gn(X) = x"sin(mx). Démontrer que ces suites convergent uniformément vers 0
sur [0,1].

L'étude des fonctions f,, est aisée. Nous allons pouvoir déterminer leurs extrema, ce
qui permettra de conclure quant a leur convergence uniforme.

2@ Pour n € N*, la dérivée de f, est

f/00 =nx""T— (n+Dx" =x"1(n - (n + Dx).

On en déduit que la fonction fy, est croissante sur [0,n/(n + 1)] et décrois-
sante sur [n/(n + 1),1]. De plus, elle vaut 0 en O et 1. Ainsi:

vx € [0,1],0 < fa(x) < fao(n/n+ 1)

ce qui montre que |fy| atteint son maximum en n/(n+1), i.e.
I fnlle = fa(n/(n + 1)).

Par ailleurs,
n \" n
f 1) = 1-—
(/0 + 1) ( ) ( n+1>

e_n.
En conséquence, || fnl|co tend vers O quand n tend vers 400, ce qui montre
que la suite de fonctions (f,)nen converge uniformément vers O sur [0,1].

La représentation graphique des fonctions f, permet de visualiser les calculs précé-
dents : on constate que lI'abscisse du maximum de | f,| (en fait de f,, car cette fonc-
tion est positive) tend vers 1 mais que la valeur de ce maximum tend bien vers 0.
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0.3+ n=1
0.2+ n=2
IR ;
: n§=§3
O : : N y
0 1

Pour la suite (gn)nen, le calcul de la dérivée n'est pas aussi concluant. En effet, pour
tout x € [0,1] :

9, (x) = nx""Lsin(mx) + x"7 cos (7x) = x"~1(n sin(wx) 4 7 cos (7X)).

Il n'est pas évident de déterminer les points d'annulation de cette dérivée pour étu-
dier la fonction gp.

Cependant, il est assez simple de majorer sin(zx) par une fonction affine de x pour
se ramener aux fonctions f,, précédemment étudiées. Plus précisément, on a la majo-
ration sin(wx) < w(1 — x) pour x € [0,1], majoration que I'on peut aisément visua-
liser graphiquement :

3N
y=n(l—x)
91
1 |y = sin(7z)
0 \
0 1

Elle peut étre établie de plusieurs facons, par exemple par une inégalité de convexité
ou par l'inégalité des accroissements finis.

%

La fonction X +> sin(mXx) est concave sur [0,1] car sa dérivée seconde est
négative. En particulier, le graphe de la fonction est situé sous ses tan-
gentes. Sa tangente au point d'abscisse 1 ayant pour équation
y = (1 —X) onadonc:

vx € [0,1],sin(7x) < (1 — X).
Par ailleurs, sin(mX) > 0 pour X € [0,1]. En conséquence :
vn € N,vx € [0,1],0 < g (X) < 7 fr(X).
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On a donc [|gnlloo < 7|l fnlloo, ce qui entraine lim ||gnllooc = O d'aprés
n—o00

['étude de la suite (fn)nen précédemment effectuée. Ainsi, la suite (Qn)nen
converge uniformément vers O sur [0,1].

Alternativement, nous aurions pu utiliser I'inégalité des accroissements finis. En
effet, la dérivée de x > sin(wx) est la fonction x — 7 cos (wX), qui est majorée en
valeur absolue par 7. On a donc, pour x € [0,1], |sin(wx) — sin(m)| < 7|x — 1],
soit encore 0 < sin(mx) < m(1 — x) car sin(wx) > 0 et x < 1. Nous retrouvons
donc bien la méme majoration.

Enfin, le tracé des premiéres fonctions g, confirme visuellement la convergence
uniforme vers 0 :

Exercice 6.2 : Convergence uniforme d'une suite de fonctions II

Démontrer que la suite de fonctions définies sur R, par f,(x) = e ™ sin(nx)
converge simplement sur R, , que la convergence est uniforme sur tout intervalle
de la forme [a,+oo[ (a > 0) mais qu'elle n'est pas uniforme sur R .

Le tracé a la calculatrice des fonctions f, montre ce qui se produit : le graphe pré-
sente une « bosse » qui se tasse prés de 0 et empéche ainsi la convergence uniforme
sur R, . Cependant, cette bosse sort de tout intervalle [a,+oo[ pour a > 0 donné,
ce qui expligue que I'on ait néanmoins la convergence uniforme sur chacun de ces
intervalles.

0.5

h
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Comme souvent, la convergence simple ne pose pas de difficulté. C'est la conver-
gence uniforme qui risque d'étre plus technique.

Pour X > 0 on a f,(x) = (e7%)"sin(nx) et donc | f,(X)| < (e7*)". Comme

%

e * €]0,1[, ona lim f,(x) =0.
n—oo

Par ailleurs, f,(0) = 0. Ainsi, (f,)ney converge simplement vers O sur R, .

Si la suite convergeait uniformément sur R, , sa limite serait nécessairement sa
limite simple, a savoir 0. Il suffit donc de démontrer que || fa||o,r, Ne tend pas vers
0 pour montrer qu'il n'y a pas convergence uniforme sur R, .
La premiére méthode qui vient a I'esprit est d'étudier la fonction f, pour déterminer
le maximum de | f,|. Cependant, la dérivée de cette fonction est

f/(x) = —ne ™sin(nx) + e ™n cos (nx)

= ne ™ (cos (nx) — sin(nx))
ne~"*\/2 cos (nx + w/4),

la derniere égalité étant obtenue a l'aide de la formule de trigonométrie :
cos (a) — sin(a) = ~/2( cos (a) cos (7/4) — sin(a) sin(r/4)) = /2 cos (a + 7/4).
Il n'est pas tout a fait évident d'exploiter cette formule pour étudier f,,, méme si c'est
possible en théorie. Nous avons un renseignement bien plus simple sur f,, a savoir

la majoration grossiére | f,(x)| < e~ (car |sin(nx)| < 1). Cette majoration nous
permet de conclure simplement quant a la convergence uniforme sur [a,+oo[.

2 Pour tout réel positif X et tout entier naturel n, |fa(X)| <e™™. On en
@ déduit que, si a est un réel strictement positif et x >a,

| fa(X)| <e™™ < e M@, Ainsi:

vn € Ns” fn||oo,[a,+oo[ < e "

Comme a > 0, lim ™ =0 etdonc lim || fy|loo [a,+00f = 0. Ainsi, pour
n—oo n—o00
tout réel a > 0, la suite de fonctions ( fn)nen converge uniformément vers

0 sur [a,4o0].

Pour montrer qu'il n'y a pas convergence uniforme sur R, ce n'est pas une majora-
tion dont nous avons besoin mais plutdt d'une minoration de | f,|. Ceci n'est a priori
pas évident. Nous pouvons conclure en raisonnant par I'absurde grace au théoreme
suivant, dit de la double limite : si (fn)nen converge uniformément vers f sur un
intervalle | et si (Xp)nen €St une suite d'éléments de | convergeant vers ¢ € | alors
nIi)rrgo(fn(xn)) = f(£). Nous savons que ce résultat est vrai avec f =0 et ¢ >0

puisque (fn)nen converge uniformément vers O sur tout intervalle de la forme
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[a,+oo[, a > 0. Pour montrer qu'il n'y a pas convergence uniforme sur R, , nous
allons donc prendre £ =0 et exhiber une suite (Xp)nen d'éléments de R, qui
converge vers 0 mais telle que (f,(Xn))nen ne tende pas vers 0. Ainsi, nous aurons
bien démontré qu'il n'y a pas convergence uniforme sur R .

Vu la définition de f,,, nous devons choisir x, de sorte a neutraliser le facteur n. Nous
pouvons prendre X, = 1/n.

2 Si (fo)nen convergeait uniformément sur R, , sa limite uniforme serait sa
Q limite simple, a savoir la fonction nulle. De plus, pour toute suite conver-
gente (Xp)nen d'éléments de R, on aurait nIim fn(Xn) = 0.

—> o0

Cependant, f,(1/n) =e'sin(1), qui est constant et non nul. Ainsi,
fn(1/n) ne tend pas vers 0 quand n tend vers 4+oc0. Ceci montre que la suite
de fonctions (fy)nen ne converge pas uniformément sur R, .

Une étude rigoureuse des fonctions f, permet de voir que leur maximum, en valeur
absolue, est atteint en x, = 7/(4n) et donc que || fa||loc = 6~™*+/2/2. Ceci montre
également que cette suite ne converge pas uniformément vers 0 sur R, . Notons que
ce maximum est indépendant de n : c'est ce qu'on peut deviner a la vue de la figure
présentée au début de la correction.

Exercice 6.3 : Convergence uniforme d'une série de fonctions

On considere la série de fonctions Z fo définie sur R, par f,(x) =
n>1

__1)\n
(-1 nz et
1. Démontrer que cette série est uniformément convergente sur R, bien qu'elle
ne soit pas normalement convergente. Quelle est la limite de sa somme en +oco ?
2. Démontrer que sa somme est de classe ¢t sur R,
1. Le plus simple est de commencer par étudier la convergence normale. En I'occu-

rence, les fonctions f,, sont aisées a étudier et nous déterminerons sans probléme les
maxima de leur valeur absolue.

X
2@ Soitn € N*, Pour x e R ona |f,(X)| = ———. Cette fonction est déri-
n< + X

2 2

X
vable et | f,|'(X) = ® xR VeIV Ainsi, |fn| est croissante sur [0,n] et

décroissante sur [n, +oo[ De plus, |f,(0)] =0 et ”T [ fa(X)] = 0.
X——+00

Ainsi, |f,| posséde sur R, un maximum atteint en n. On a donc

I falloo = [ fa(n)| = 1/(2n).

Ainsi, la série > || fallco est une série de Riemann divergente. En consé-

quence, la série de fonctions ) f, ne converge pas normalement sur R..
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Ce résultat est problématique car la convergence normale est le moyen le plus
simple pour montrer qu'une série de fonctions est uniformément convergente. Il va
donc falloir raisonner autrement pour conclure. Nous allons commencer par expo-
ser la maniére générale de procéder.
n
Nous devons déterminer une fonction f telle que lim Z fk — f = 0. Notons
n— o0 = o

gue, nécessairement, f est la limite simple de la série Z f. Nous allons commen-

cer par démontrer que la série converge simplement. En notant f sa somme, nous

n —+00
aurons Z f — f = Z fi, que nous noterons R, : c'est le reste d'ordre n de
k=1 k=n+1

> fx. Il suffira alors de démontrer que nIim [IRn]leo = O, autrement dit que le reste
—00

de la série converge uniformément vers 0.

Il nous faudra donc obtenir une majoration de la valeur absolue du reste. C'est ici
que I'on va pouvoir exploiter la forme particuliere de la série ) fi : & x donné, il
s'agit d'une série numérique alternée. Le critere spécial des séries alternées nous
donnera & la fois la convergence simple et une majoration du reste, ce qui permet-
tra de conclure.

2@ Fixons X € R,. La série numérique »_ fx(x) vérifie les hypothéses du cri-
tére spécial des séries alternées : en effet, son terme général est alterné et
sa valeur absolue tend vers O en décroissant quand n tend vers +oo.
Ceci montre que la série ) fx converge simplement sur Ry. De plus, en
400
notant R (X) = Z fk(X), nous avons la majoration
k=n+1

IRn O] < | Fapa (X))
Nous savons, d'aprés les calculs précédents, que | for1(X)| < 1/(2(n +1)).
Ainsi,

[IRnlloc < 1/(2n + 2).

La suite des restes de la série ) fyx converge donc uniformément vers 0. On
en déduit que la série > fi est uniformément convergente sur R...

Ce raisonnement s'adapte a une situation bien plus générale: si (fn)nen €St une

@ suite de fonctions convergeant uniformément vers 0 sur un intervalle | et telle que,
pour tout x € I, > fh(x) vérifie les hypothéses du critére spécial des séries alter-
nées, alors > f, converge uniformément sur |I.
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Enfin, la convergence uniforme sur R permet d'intervertir ) et limite en +oco.

Fixons neN: lim fy(x) =0. La série ) f, étant uniformément
W x>0
convergente sur Ry on a donc
+00 +00
Jm, 2 000 =2 im0 =0

2. Nous avons le résultat suivant : si les fonctions f, sont de classe c?, si 3 f/
converge uniformément sur tout segment et si ) f, converge simplement, alors
Y fn est de classe C* et on peut intervertir > et dérivation.

La convergence simple de > f, est d'ores et déja acquise. Pour la convergence uni-
forme sur tout segment de ) f,, nous allons d'abord étudier la convergence nor-
male : si cette série converge normalement sur tout segment, elle sera a fortiori uni-
formément convergente, comme nous l'avons remarqué plus haut.

2@ Les fonctions f, sont bien toutes de classe C! et la série > fn converge sim-
plement sur R . Par ailleurs, nous avons vu que, pour n € N* :

n2 _ x2
Vx € Ry, fr(x) = (—1)”7)(.
(N2 + x2)2

En particulier, pour tout (n,x) € N* x Ry :

n2 + x2 1 1

f 0| < = < =.
10Ol (N2 +x22  n2+4x2 " n?

Ainsi, pour tout n € N*, f est bornée sur R. De plus, la série Y || f,||oo
est convergente.

La série de fonction )  f; est donc normalement convergente sur R..
A fortiori, elle est uniformément convergente sur tout segment inclus dans
R . D'aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme, f est donc de

classe ¢t sur R, et:

n2 _ x2

+00
vx e Ry, f'(x) = (1) ——.

Il faut retenir que la convergence normale est le moyen le plus efficace de prouver
une convergence uniforme. Il faut toujours commencer par étudier la convergence
normale d'une série de fonctions et n'envisager de démontrer directement la conver-
gence uniforme qu'en cas d'échec (cf. exercice 6.7).

173



Chapitre 6 - Suites et séries de fonctions

Exercice 6.4 : Fonction ( de Riemann

+0o0 1
Pour x €]1,4o0[ on pose ((X) = =
n=1
1.a. Montrer que la fonction ¢ est bien définie et continue sur ]1,4o0].
1.b. Montrer que la fonction ¢ est de classe C* sur ]1,+oo[ et exprimer ses déri-
vées sous forme de sommes de séries.
1.c. Préciser les variations de la fonction ¢ et étudier sa convexiteé.
2. Déterminer lim ¢(x).
X— 400

3. Déterminer un equivalent simple de ((x) quand x tend vers 1. On pourra enca-
drer le terme général de la série définissant ¢ a I'aide d'intégrales.
4. Représenter graphiquement la fonction .

1.a. Commencons par montrer que la fonction ¢ est bien définie, autrement dit, que
la série de fonctions qui la définit est simplement convergente.

ZQ Pour n € N*, posons

fo: Jl400[ — R
1

X = =
nX

Soit x €]1,4o00[. La série

Z fr (X) :Znix

n>1 n>1

est alors une série de Riemann convergente.
Par conséquent, la série de fonctions >  f, converge simplement sur
]1,40o0[ et la fonction ¢ est bien définie.

Nous nous intéressons, a présent, a la continuité de la fonction (. Commengons par
remarquer que chacune des fonctions f,,, avec n > 1, est continue. La fagon de faire
la plus expeéditive est d'étudier la convergence normale sur ]1,+oo[. Or, pour tout
n > 1, le meilleur majorant de | f,| sur ]1,4+oo[ est 1/n et nous savons que la série
> 1/n diverge. Nous devrons donc nous contenter de la convergence normale sur
tout segment.

Pour tout n € N*, la fonction f, est continue sur ]1,4o0[.
Soit (a,b) € R? vérifiant 1 < a < b. Pour tout n € N*, nous avons

%

1 1
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et donc || fnlloo,[ab] < 1/N?. La série ) 1/n? converge car a > 1. On en
déduit que la série de fonctions ) f, converge normalement sur tout seg-

ment contenu dans ]1,+o0[.
Par conséquent, la fonction ¢ est continue sur J1,+o0].

1.b. Nous devons, a présent, montrer que la fonction ¢ est de classe C*° sur ]1,+o0].
Au programme figure seulement un énoncé pour montrer qu'une série de fonctions

est de classe ¢t. Nous allons donc procéder par récurrence. Notons qu'il est facile
de déterminer la forme des dérivées successives : on vérifie que

—In(n))P
Vp e N,¥x €]l,4o0[, f{P(x) = %
En effet, en écrivant f,(x) = e *'"™ on voit que la dérivée de cette fonction est
—In(n)e "™ = _In(n)/n* soit f.(x) = —In(n) f,(x). Le facteur —In(n) étant

indépendant de x on en tire f7(x) = —In(n) f,(x) = (=In(n))? f,(x), etc. Ainsi, on
voit qu'un facteur —In(n) apparait a chaque dérivation.

2 Montrons par récurrence que, pour tout p € N, la proposition Hy suivante
@ est vraie : la fonction ( est de classe CP et
+00
(=In(n)P
¥x €]l 4ol (P ) =) —
n=1

e Initialisation
La proposition Hg est vraie d'aprés la question précédente.
e Ftape de récurrence

Soit p € N tel que la proposition Hp est vraie. La fonction ¢ est alors de
classe CP et nous avons

vx €]1,4+o0[, (P (x) = :Zj (—Ir;#)p
Pour n € N*, posons
On: Jl,4oo[ — R
y (—Ir;(xn))p :

Nous savons déja, d'aprés Hy, que la série ) gn converge simplement sur

11,4o0[.
Pout tout n € N*, la fonction gy, est de classe C* sur ]1,4+o0[ et nous avons
—In(n))P+!
Vx €]1,4o00[, g, (X) = %
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Soit (a,b) € R? vérifiant 1 < a < b. Pour tout n € N*, nous avons

In(n)P+1
na =’

vx € [a,b], |g,(x)| <

Soit @’ €]1,a[. Nous avons

(=In(n))P*t 1
(k)

Comme a’ > 1, ceci entraine la convergence de la série Y In(n)P*+1/n2
(critére de Riemann). On en déduit que la série de fonctions ) g;, converge
normalement sur tout segment contenu dans ]1,4o00[.

Par conséquent, la série de fonctions > g, définit une fonction de classe ct
sur ]1,4+o00[ et sa dérivée est donnée par la somme de la série de fonctions
> 9

Or, d'aprés l'hypothése de récurrence, la fonction ¢ est de classe CP et sa
dérivée pe™e est la somme de la série Y gn. On en déduit que la fonction ¢
est de classe CP*! et que

+oo p+1
vx €]L+ool, (PHx) =) (In+))

n=1
La proposition Hpy1 est donc vérifiée.
En particulier, nous avons montré que la fonction ¢ est de classe CP pour
tout p € N, autrement dit que la fonction  est de classe C*.

1.c. Cette question est une simple application de la précédente : nous lirons le sens
de variation de la fonction ¢ sur sa dérivée et sa convexité sur sa dérivée seconde.

2@ D'aprés la question précédente, nous avons
X=X In(n
vx €]1,+o0[, {'(X) = — Z n(x).
n=1

Soit X €]1,+o0[. Pour tout n > 2, nous avons In(n)/n* > 0. De plus, le

premier terme de la série est nul. Ainsi, ¢'(x) < 0.
Par conséquent, la fonction ( est strictement décroissante sur ]1,+o0[.

Nous aurions également pu utiliser le fait que chacune des fonctions x — 1/n* est
strictement décroissante. Cela assure que leur somme ¢ l'est également.
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2& D'aprés la question précédente, nous avons
X In(n)?
Vx €]l 4oo, (') = r(]X)
n=1

Soit X €]1,+oc[. Pour tout n >1, nous avons In(n)2/n* >0 et donc

¢"(x) = 0.
Par conséquent, la fonction ¢ est convexe sur ]1,+o00[.

Nous aurions également pu utiliser le fait que chacune des fonctions
X > —In(n)/n* est croissante. Cela assure que leur somme ¢ est croissante et
donc que la fonction ¢ est convexe.

2. Nous voulons ici montrer que la fonction ¢ posséde une limite quand x tend vers
+oo et la calculer. Il sagit donc visiblement d'intervertir une limite et une série.
Rappelons I'énoncé du théoréme permettant cette opération.
Soit ) gn une série de fonctions qui converge simplement sur un intervalle | de R.
Soit a un point de | ou une extrémité de |. Supposons que, pour toutn € N, la fonc-
tion g, posséde une limite finie ¢, en a. Supposons, enfin, que la série ) gn
converge normalement sur I. Alors la série numérique > ¢, converge absolument,
+00
la fonction g = Z On posséde une limite finie en a et nous avons
n=0

+00
lim g(x) = n;en.

De plus, I'nypothése de convergence normale sur | peut étre remplacée par la
convergence normale sur un voisinage de a. Par exemple, pour une limite en +oo0,
on peut se contenter de la convergence normale sur un sous-intervalle non majoré
de | quelconque.

Comme nous l'avons vu au début de I'exercice, la série de fonctions définissant ¢
n'est pas normalement convergente sur ]1,4+oo[ mais I'est sur tout segment. Par un
raisonnement analogue, nous pouvons voir gu'elle est normalement convergente sur
[2,400[, ce qui assurera la possibilité d'intervertir limite en +o00 et somme.

z Pour tout n € N*, la fonction f, posséde une limite finie en +oo.
& Précisément, nous avons

lim fi0) =1

X—+00

et

vn>2, lim f,(x)=0.
X—+00
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En outre, pour tout réel X >2, | fo(X)| < 1/n?. Ainsi, pour tout entier
N=1, || falloo, 2,400 < 1/n2. Ceci montre que la série Y  f, converge

normalement sur [2,4o00].
On en déduit

“+00
Jim ¢ = 1+n;0= 1.

3. L'énoncé nous indique ici la méthode a utiliser. Rappelons que I'encadrement par
des intégrales permet, par exemple, de déterminer la nature des séries de Riemann.
Nous allons encadrer le terme général de la série par des intégrales pour en déduire
un encadrement de (.

2 ¢ Commencons par déterminer un minorant des sommes partielles de la série
¢ > fn. Fixons x €]1,+o0].

Soit n > 1. Nous avons

1 1
\7’te[n,n—i-1],n—x>t—X

et donc, en intégrant sur le segment [n,n + 1],

1 n+1 1
— >/ — dt.
n X

Calculons cette derniére intégrale :

N+1 1 tl—x N+1 N 1 1-x _ 1
/ ~dt = — L
1 tx 1-x], 1-—x

e Déterminons, a présent, un majorant de ces sommes partielles. Soit
X €]1,4+o00[. Pour tout entier n > 2 nous avons

1 1
Vte[n—-1n], — < —
nx - tx

et donc, en intégrant sur le segment [n — 1,n],

1 no1
— g/ — dt.
nX n—1 tX
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Soit N > 2. En sommant de n =2 a n = N, nous obtenons
N N N
1 1 1
Yo=tey e[ S
n=1 nX n=2 nx 1 tX
Le méme calcul que précédemment montre que

N 1—-x
1 N -1
1 —dt=1+——.
+/1 tx + 1-—x

e Résumons : pour tout réel X €]1,+o0[ et tout entier N > 2, nous avons
obtenu l'encadrement

(N+D1X— 551 NPX—l
£ nX\ 1—x

En faisant tendre N vers 400, nous obtenons

1 1

1 S <1 o—

La technique d'encadrement par des intégrales nous fournit donc un résultat assez
précis. A partir de celui-ci, nous pouvons deviner un équivalent de ¢(x) quand x
tend vers 1 :ceseral/(x — 1).

2& En multipliant cette inégalité par Xx — 1 > O nous obtenons

1< (X =DCX) <X
On en déduit
Iim1 x-D(x)=1

et donc

1
C(x) ~ 1 quand X tend vers 1.

4. Les questions qui précedent nous permettent de nous faire une idée assez fidele
du graphe de la fonction ¢. Récapitulons : nous savons que la fonction ¢ est de
classe C*°, strictement décroissante et convexe, d'apres la question 1. Nous savons
également, d'aprés la question 2, qu'elle tend vers 1 en +oo et donc que sa courbe
posséde une asymptote horizontale d'équation y = 1. Pour finir, nous savons,
d'aprés la question 3, qu'elle tend vers +oco en 1. Sa courbe possede donc une
asymptote verticale d'équation x = 1.

179



Chapitre 6 - Suites et séries de fonctions

Ceci suffit pour tracer I'allure du graphe de (. Cependant, nous avons un résultat
plus précis sur son comportement au voisinage de 1. En effet, pour tout réel x > 1 :

1
x—1 <C(X)glex—l'
Nous pouvons donc tracer les représentations graphiques des fonctions
X 1/(x—1) et x> 1+1/(x —1) : la représentation graphique de ¢ doit se
trouver entre ces deux courbes. Elles sont représentées en pointillés sur la figure sui-
vante, ainsi gque l'asymptote horizontale d'équation y = 1. Une fois tous ces élé-
ments connus, on voit qu'il n'y a presque plus de choix pour tracer la courbe !

o

Pour améliorer le tracé, nous pouvons utiliser des points particuliers. Les valeurs
prises par la fonction ¢ ne sont pas aisées a calculer mais certaines sont néanmoins
connues et classiques (elles peuvent étre calculées a l'aide des séries de Fourier,
cf. I'exercice 8.1). Par exemple, nous avons

+00 1 77'2 +00 1 7T4
<(2)=Zlﬁ =5 =164 et c(4>=2;F = 55 = L.08.
n= n=
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Exercice 6.5 : Régularité d'une série de fonctions

+00
Pour x € R on pose S(x) = » _

n=1
1. Montrer que la fonction S est bien définie et continue sur R .
2. Montrer que S est de classe C* sur R .

X
n(l+nx2)’
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3. Montrer que S n'est pas dérivable en 0. On pourra commencer par montrer que
S(x)/x posséde une limite dans R quand x tend vers 0.

1. Pour démontrer la continuité de la somme de la série nous allons utiliser la
convergence normale de la série sur R, ou, & défaut, sur tout segment. Rappelons
que la convergence normale (éventuellement sur tout segment) entraine la conver-
gence simple et que ceci permet de montrer d'un seul coup que la fonction est bien
définie et continue.

Soit h € N*. Posons

%

fn . R+ — R
X )
X -
n(1l 4+ nx2)

La fonction fj, est dérivable sur R, et nous avons

Vx € Ry, 100 = 114+nx2—x@nx)  1—nx?
B T @ Enxd)2 T L+ nx2)?

On en déduit que la fonction fy, est croissante sur [0,1/,/n] et décroissante
sur [1/4/n,+o0[. De plus, f1(0) =0 = ) IiT fa(X). On en déduit que
—+00

1
Vx e Ry, 0< fr(x) < fy (— .
J/n

Par conséquent, nous avons

Vx e Ry, [fa(x)| < f 1y !
+> n X 'n ﬁ _Znﬁ

La série " 1/(n4/n) converge (série de Riemann). On en déduit que la série
>~ fn converge normalement sur Ry . En particulier, elle converge simple-
ment sur R, et sa somme, la fonction S, est bien définie.

En outre, pour tout n > 1, la fonction fy, est continue sur R, . La conver-
gence normale sur R de la série > f, assure que sa somme S est égale-
ment continue sur R,

Ici nous sommes parvenus a majorer | fy| sur tout son intervalle de définition et
avons ainsi obtenu la convergence normale sur R.. Nous verrons dans la suite que
parfois il faut se restreindre a des majorations sur tout segment plut6t que sur tout
l'intervalle.
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2. Pour tout n > 1, la fonction f, est de classe ¢! sur R . Pour démontrer que la
fonction S I'est aussi, étudions la convergence normale de la série ) f; sur R%.
Nous avons

1 —nx?

vn e N*, fi(X) = —————.
€ ) n( ) n(1+nX2)2

Le meilleur majorant de | f;| sur R% est 1/n (c'est sa limite en 0), mais la série de

terme général 1/n diverge. Nous allons donc chercher & majorer | f/| sur tout seg-
ment contenu dans R plutdt que sur R7 tout entier.

Pour tout n € N* la fonction f, est de classe ! sur R?% . Soit (a,b) € (Ri;)2

%

vérifiant a < b. Pour tout X € [a,b], nous avons

1 —nx?
n(l 4 nx?)2
14+nx?
n(l+ nx2)2
1
n(l 4 nx2)
1
(an)?

a0l =

car 1 +nx? > na?. La série de terme général 1/(an)? converge. Par consé-
quent, la série > f; converge normalement sur [a,b].

Nous avons donc montré que la série ) f, converge normalement sur tout
segment contenu dans R’ . On en déduit que la fonction S l'est également.

3. Ainsi que I'énoncé le suggeére, nous allons commencer par démontrer que la fonc-

tion S(x)/x posséde une limite en 0 dans R. C'est typiquement le genre de résultat
que I'on peut obtenir en utilisant le théoréme de la limite monotone.

2@ La fonction X > S(X)/X, définie sur R%, est somme d'une série de fonc-

tions décroissantes ; elle est donc également décroissante. Par conséquent,
elle posséde une limite £ en O qui est soit sa borne supérieure, si elle est
majorée, soit +oo.

Nous cherchons a démontrer que la fonction S n'est pas dérivable en 0, et donc que la
fonction x — S(x)/x ne converge pas en 0. D'aprés ce qui précede, cela revient a
montrer que £ = 4-o0. Notons que l'argument de monotonie précédent nous donne en
plus le résultat suivant : £, qu'il soit fini ou non, majore toutes les valeurs de S(x)/X.
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Dans tous les cas, nous avons

¥

S(x
VX eRi,% < 4.

Pour tout n > 1, la fonction f, est positive. Par conséquent, nous avons

VN e N*,vx € R* XN: ! <§ 1 _3® .,
’ P in@+nx?) T4 nd+nxd) o x o

En considérant la limite quand X tend vers O, il vient

N
1
VN e N*, ZH < L.
n=1

Or on sait que le membre de gauche est une somme partielle d'une série a
termes positif qui diverge ; il tend donc vers +oco lorsque N tend vers +o0.
On en déduit que

£ = +o0.

Par conséquent, la quantité

S(X)—S(0) _ S(X)
X—0 X

ne posséde pas de limite finie lorsque X tend vers 0. On en déduit que la
fonction S n'est pas dérivable en 0. Plus précisément, le fait que S(X)/x
tende vers 400 en 0 nous assure que la courbe représentative de S posséde
une demi-tangente verticale en ce point.

Exercice 6.6 : Calcul d'intégrales a l'aide de séries de fonctions

En faisant apparaitre des séries de fonctions calculer les deux intégrales sui-
vantes :

L nx)
1 - [
—+00
2. J :/ X dx
o sh(x)
+00 1 7-(2
Ond - _T
n onnenX:;n2 5

Le calcul de la somme de la série donnée dans I'énoncé est effectué dans l'exercice
8.1.
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1. Il ne faut pas oublier de démontrer que I'intégrale | est bien définie.

¥

La fonction

f: 101 — R

In(x)
x—1
est continue sur l'intervalle ]0,1].
Au voisinage de 0, nous avons
In(x)
~ —In(x).
1 (x)

Par conséquent, la fonction f est intégrable au voisinage de 0.
Etudions lintégrabilité de la fonction f au voisinage de 1. Posons
y =1 — X. Lorsque X tend vers 1, y tend vers 0. Nous avons

In(x) _ InL—vy)

= 1.
x—1 -y y—0

Par conséquent, la fonction f est intégrable au voisinage de 1. L'intégrale |
est donc bien définie.

L'énoncé suggere de faire apparaitre des séries de fonctions. Nous allons utiliser le
développement simple et classique de la fonction x + 1/(1 — x) puis essayer d'in-
tervertir intégrale et somme. Rappelons I'énoncé du théoréme d'interversion
série/intégrale :

s0it (gn)nen Une suite de fonctions définies sur un intervalle 1 de R. Supposons que

i) pourtout n € N, la fonction g, est continue par morceaux et intégrable sur | ;

ii) la série Y g, converge simplement sur | vers une fonction continue par mor-
ceaux g ;

iii) la série )" [, Ign| converge.

Alors la fonction g est intégrable sur | et nous avons

+00
/Ig(X)dx = Zflgn(X)dx.
n=0

Z Pour tout X €]0,1[, nous avons
%
In(x) X
=) —Inx)x".
v ; (X)
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Pour tout n € N, la fonction

fo: 10,1 — R
X = —Inx)x"

est continue sur lintervalle ]0,1[ et intégrable (si n > 1 elle posséde des
limites finiesen O et 1 ; sin = 0, c'est la fonction —In gqu'on sait étre inté-
grable sur cet intervalle).

La série ) f, converge simplement sur ]0,1[ vers la fonction f, qui est
continue sur cet intervalle.

Nous devons maintenant calculer l'intégrale de la fonction |f,| pour tout n.
Remarquons déja que, f, étant positive, | f,| = f,. Nous voudrions éliminer le loga-
rithme a l'aide d'une intégration par parties. Nous ne pouvons pas I'effectuer direc-
tement sur l'intervalle ]0,1[, mais devrons commencer par des sous-segments dont
nous ferons tendre la borne inférieure vers O et la borne supérieure vers 1.

2@ Soit n € N. Soit (a,b) € R? vérifiant 0 < a < b < 1. Calculons l'intégrale

de | fy] = fn sur le segment [a,b] par une intégration par parties. Nous
dériverons la fonction X — —In(x) en X — —1/X et intégrerons la fonc-
tion X — X" en X — X"*1/(n + 1). Nous obtenons

b

b . Xn+1 b xN
—Inx)x"dx = | —=In(x +/ dx
/a x) [ ( )n+1]a 5

xN+1 b xN+1 b
[_In(x)n + 1]a " [(n + 1>2]a

bn+1 an+1 bn+1 an+1

In(a — .
n-|—1+ ()n+1+(n+1)2 (n+1)2

= —In(b)

En faisant tendre a vers O et b vers 1, nous obtenons

1 1

On en déduit que la série Zfol | fn] converge.

Par conséquent, la fonction f est intégrable sur ]0,1[ et nous avons
1 +00 1
f(x)dx = / fn(X) dx.

Remarquons que nous venons de redémontrer l'intégrabilité de la fonction f que
nous avions prouvée au début de I'exercice. Il ne nous reste plus maintenant qu'a
conclure.
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2@ Finalement, nous obtenons

1 In(X) +oo 1
dx = / —In(x)x" dx
/o x—1 ; 0
+o00

1
= Lt

n=0

1
n2

I
ol 105

En effectuant le changement de variable u=1-—x on voit que
@ LIn(@ —u) . . . -
| =— 0 du. Nous aurions pu alors utiliser le développement en série
0
entiere de In(1 — u) pour conclure par un raisonnement en tout point analogue.
2. Nous allons procéder ici de la méme facon que pour la question précédente. Pour
commencer, il suffit de vérifier que la fonction intégrée est bien continue par mor-

ceaux, l'intégrabilité étant une conséquence du théoréeme d'intervertion série/inté-
grale.

La fonction

¥

g: 10,400 — R
X

X sh(x)

est continue sur lintervalle ]0,+o0[.

Comme pour calculer précédemment I'intégrale 1, nous allons chercher a faire inter-
venir des séries de fonctions. Ici, la situation n'est pas aussi simple. Notons tout
d'abord qu'un développement en somme de série entiere est inutile si on cherche a
permuter série et intégrale sur un intervalle non majoré comme R, : nous obtien-

drions en effet une expression de la forme Zf0+°° anx"dx et les intégrales sont
divergentes si a, = 0. De toutes fagons, développer g en série entiére n'a rien d'évi-
dent.

Nous allons plutét faire apparaitre une série géométrique a l'aide de I'exponentielle
apparaissant dans la définition du sinus hyperbolique.
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Pour tout X € Rj, nous avons

z& X 2X

sh(x) eX —eX
2xe~X
1—e

“+00
— 2xe~X Ze—an
n=0

+00
— Z 2xef(2n+1)x‘
n=0

Nous avons maintenant trouvé le développement en série recherché. 1l ne nous reste
plus qu'a appliquer le théoréme du cours (sans oublier d'en vérifier explicitement les
hypothéses !) afin d'inverser somme et intégrale.

Pour tout n € N la fonction

%

On: 10,+oo[ — R
X > 2xe”(@n+Dx

est continue sur lintervalle ]0,4+o0o[ et intégrable (elle se prolonge par
continuité en O et est négligeable devant 1/x? au voisinage de +00).

La série > gn converge simplement sur ]0,+oo[ vers la fonction g, qui est
continue sur cet intervalle.

Soit n e N. Soit (a,b) € R? vérifiant 0 < a < b. Calculons lintégrale de
|gn| = On sur le segment [a,b] par une intégration par parties. Nous déri-
verons la fonction X+ 2X en X+ 2 et intégrerons la fonction
X > e~ (DX on x s —e=@H+DX /(20 4 1) Nous obtenons

b e—(@n+1)x b b g—(@n+1)x
/ 2xe~@+bx gy — [—Zx 7] +/ 2 ——dx
a a

a 2n+1 2n+1
p—(@2n+1)x b e—(@n+1)x b
= |[-2X —— 22—
[ 2n+1 ]+[ <2n+1>2]a
e—(2n+l)b e—(2n+l)a
= -2b 2a
2n+1 + 2n+1
g—(@n+1)b g—(n+Da

-2 2 .
(2n 4+ 1)2 + (2n + 1)2

En faisant tendre a vers 0 et b vers 400, nous obtenons

+00 dx — 2
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On en déduit que la série 3 /57 |gn| converge.

Par conséquent, la fonction g est intégrable sur ]O,+oo[ et nous avons

+00 +00 —+00
f g(x)dx:Z/ On (X) dX.
0 n=0v0

+o0
Il nous reste donc & calculer la valeur de Z/ gn(X) dx = 22 Ty 1)2

+0o0 1

L'énoncé nous fournit la valeur de Z —. Nous allons donc nous ramener a cette
n=1 n

derniere.

Etant donné N € N* nous avons

¥

N 2N+1 1 N 1
HZ(2n+1)2 a ;F_;(Znﬁ
2N+1 1 1 N 1
= Lwilw
soit, quand N tend vers 400 :
X1 3&1 7
L ikw= g

Finalement, nous obtenons

too x = 1 T
/0 sh(x) ox = 2; on+ 12 4

Exercice 6.7 : Intégration et convergence uniforme

188

Soit (an)nen Une suite réelle décroissante tendant vers 0. On fixe p € N* et on
pose, pour n € N et x € [0,1], fo(x) = (—1)"a,xP".
1. Donner un exemple de suite (an)nen telle que la série > f, ne converge pas
normalement sur [0,1].
2. Démontrer que la série > f, converge uniformément sur [0,1].
=D
3. En déduire une expression de
=+l

a l'aide d'une intégrale.
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Indication : dans un premier temps, faire intervenir une intégrale entre O et z pour
z € [0,1], puis justifier le passage a la limite z — 1.

Notons que (an)nen €tant décroissante et de limite nulle, elle est a valeurs positives.

1. Soitn € N. On se convainc aisément que la norme uniforme de la fonction f, sur
[0,1] est a,. Par conséquent, il suffit de trouver une suite (an)nen décroissante ten-
dant vers O telle que la série ) a, diverge. La suite (1/(n + 1))nen Satisfait toutes
ces conditions (le décalage d'indice n'est présent que pour que la suite soit bien défi-
nie a partir du rang n = 0).

Pour n € N, posons

%

B 1
T n+4+1°

an

La suite (@n)new est a valeurs réelles, décroissante et tend vers 0.
Soit N € N. Nous avons

(=1)" 1
vx € [0,1], | fa(X)| = |—= xP"| < ——,
041 1001 = | =200 <
car |X| < 1. En outre, nous avons
(=1)" 1
fn(D)| = =
| fn (D] N 1l nr1
et, par conséquent,
f = —.
I Tnlloo,[0,1] ]

La série

1
> falloefory = ZO ]

n=0

diverge. Autrement dit, la série Y f, ne converge pas normalement sur
[0,1].

2. Nous savons que toute série de fonctions normalement convergente est unifor-
mément convergente, ce qui est souvent un moyen simple de montrer la conver-
gence uniforme d'une série de fonctions. Cependant, ici, la question précédente
montre que nous ne pourrons pas utiliser ce procédé. Nous allons donc revenir a la
définition de la convergence uniforme.

Dans un premier temps, nous allons démontrer la convergence simple de la série
> fn. Sa forme nous invite a utiliser le critére spécial des séries alternées. C'est le
méme argument qu'a l'exercice 6.3.
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2@ La suite (an)nen est une suite réelle décroissante tendant vers 0. Par consé-
quent, tous ses termes sont positifs.

Soit x €[0,1]. Puisque x>0, pour tout neN, le réel

fa(X) = (=1)"a,xP" est du signe de (—1)". On en déduit que la série

> fa(X) est alternée.

Puisque x € [0,1], la suite (XP")nen est décroissante. Par hypothése, la

suite (an)nen est également décroissante. Le produit de deux suites posi-

tives décroissantes est également décroissant donc (AnXPM)nen =

(] fn(X))nen est décroissante.

Puisque |X| < 1, nous avons

vn e N, [fi(X)| < an.

On en déduit que la suite (fh(X))nen tend vers 0.
Nous pouvons en conclure, d'aprés le critére spécial des séries alternées, que
la série Y fn(x) converge. Nous noterons f (x) sa limite.

A présent, nous allons chercher a montrer que la série _ f, converge uniformément
vers la fonction f sur [0,1]. Nous devons donc montrer que

N
sofoa] T
Puisque f n'est autre que la somme de la série ), fn, nous pouvons écrire la dif-
férence a évaluer sous une autre forme, celle d'un reste :

N 400
VX € [0 YN eN, 00 =) fr)= Y fa(x).
n=0 n=N+1
Nous savons que le critere spécial des séries alternées fournit justement une majo-
ration du reste ; nous allons I'utiliser.

2 Soit x € [0,1]. Le critére spécial des séries alternées assure que, pour tout
& N € N, nous avons

N +00
FOO =) fa)| =] D 00| <1200l < anqa,
n=0 n=N+1

car an+1 = 0 et |X| < 1.
Par conséquent, pour tout N € N, nous avons

N
f—> fa
n=0

Nous en déduisons que la série Y f, converge uniformément vers f sur [0,1].

<an41 N 0.
00,[0.1] e
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3. L'énoncé nous suggeére de faire intervenir une intégrale. Nous pouvons espérer
gu'ensuite, le résultat de convergence uniforme démontré a la question précédente
nous permettra d'échanger somme et intégrale. En effet, lorsqu'une série converge
uniformément sur un segment, on peut intervertir intégrale et somme. Nous pou-
vons donc commencer par écrire le terme général de la série comme une intégrale.

z@ Pour tout n € N nous avons

(=1)"
pn+1

1
= / (—=1)"xP"dx.
0

L'idée est ensuite de permuter somme et intégrale. Nous allons donc introduire la
série de fonctions ) (—1)"xP". Nous voyons tout de suite qu'il y a un probléme :
cette série est bien convergente pour x € [0,1[ (de somme 1/(1 + xP)) mais diverge
pour x = 1. Ceci explique pourquoi I'énoncé suggere de raisonner en s'‘écartant
de 1.

Posons

%

g: [0,1] — R

=

14 xP
et, pour n € N, posons

on: [0,1] — R
X = (=D)"xPn’

Nous ne sommes pas ici dans un cas d'application directe de la question précédente.
En effet, la suite de fonctions considérée ici correspond a la suite (an)nen COnstante
égale a 1 et cette derniére ne satisfait pas les conditions de I'énoncé (elle ne tend pas
vers 0). Dailleurs, la série ne risque pas de converger uniformément sur le segment
[0,1] puisque, comme nous l'avons remarqué plus haut, elle diverge en 1 !

Nous devrons donc procéder d'une maniére. L'indication nous invite a intégrer
d'abord sur des intervalles de la forme [0,z], avec z < 1. Nous allons donc chercher
a démontrer la convergence uniforme de la série Y g, sur [0,z].

Soit z € [0,1[. Pour tout n € N, nous avons

%

19nlloo,[0,27 = ZP",

qui est le terme général d'une série convergente, car |z| < 1. On en déduit
que la série > gn converge normalement vers g sur [0,z].
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2@ Par conséquent, nous avons

z 1 z +00
/01+de)( = /OZ(—l)”xp”dx

n=0

+00 z

= Z/ (—1)"xP" dx
n=0v0
T (_1)nzpn+l

- Y

n=0

@ Le cours sur les séries entiéres permet de rédiger ceci de maniére plus concise.

I ne nous reste plus, a présent, qu'a faire tendre z vers 1.
Le membre de gauche ne pose pas de probleme: en effet, la fonction

Z

1 - - .

Z f TP dx n'est autre que la primitive de x — 1/(1 + xP) sur [0,1] nulle
0

en 0. Cette fonction est donc continue (et méme dérivable, de dérivée
X 1/(1+xP)).

Pour calculer la limite du membre de droite, nous allons nous intéresser a la conti-
nuité de cette somme. C'est la qu'intervient la convergence uniforme démontrée a la
question précédente. Il faut simplement faire attention en rédigeant, la puissance de
Z étant ici pn + 1 et non pn.

2& D'aprés la question précédente appliquée a la suite (ap)neny =
(1/(pn + D))nen, qui est bien décroissante et de limite nulle, la série de
fonctions Y (—=1)"zP"/(pn 4+ 1) converge uniformément sur [0,1]. En
outre, pour tout n € N, la fonction z — (=1)"zP"/(pn + 1) est continue
sur [0,1]. On en déduit que la somme de cette série l'est encore. En multi-
pliant par z, nous voyons donc que le membre de droite de la derniére éga-
lité est une fonction continue de z pour z € [0,1].
Par conséquent, nous avons

fim S (D2 SR (D
1= pn+1 —pn+1

En outre, la continuité de l'intégrale par rapport a sa borne supérieure assu-

re que nous avons
) z 1 11
lim / dx = / dx
z—1 Jo 14 xP 0 1+ xP




© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

!

Chapitre 6 - Suites et séries de fonctions

En utilisant 'égalité démontrée précédemment, nous obtenons finalement

—+00 _1n 1
DY [ Y
pn+1 o 1+ xP

n=0

Pour p = 1 ou 2 on retrouve les deux sommes classiques :

+o00 n n
( 1) (— ) 0
=1In(2) et 1

Pour de plus grandes valeurs de p, une décomposition en élements simples permet
de calculer I'intégrale du second membre sans probleme.
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Exercice 7.1 : Un calcul d'intégrale I

Soient a et b deux réels strictement positifs.

+o0 g—ax _ e—bx
1. Démontrer I'existence de | = / — dx.
0

2. Démontrer que, pour tout réel h > 0 :

+00 g—ax _ e—bx bh et
f e = / .
h X ah 1

—t

. e
3. Montrer que la fonction g : t —

possede un prolongement continu

en 0. En déduire la valeur de I.

1. La fonction intégrée est définie et continue sur ]0,+oco[. Pour montrer que |
existe, nous allons étudier séparément I'existence de I'intégrale sur ]0,1] et de I'in-
tégrale sur [1,+o0[.

Classiquement, ceci se fait par une recherche de limites, d'équivalents (notamment
via des développements limités) et de comparaison a des fonctions usuelles.

N Y%, Etude au voisinage de O :

Un développement limité & l'ordre 1 en O donne e =1 —ax + 0(x) et
—ax __ e—bx

e ™ =1 —bx + o(x), dou — = (b —a) +o0(1).

) e—ax _ e—bx )
La fonction X +— — est continue sur ]0,1] et converge en O donc

1 p—ax _ a—bx
l'intégrale [ ————— dX existe.
0 X

Pour I'étude au voisinage de +oo, nous allons classiqguement utiliser la régle
«X*f(x) »: si on peut trouver un réel o > 1 tel que Iirrg)x"“f(x) =0 alors f est
X—

intégrable au voisinage de +oo car dominée par la fonction x — x~“ qui est elle-
méme intégrable au voisinage de +oo.
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2@ Etude au voisinage de +oco :
e—ax _ e—bx
X2

tend vers 0 quand X tend vers +00 (comparaison usuelle

—ax —bx

des fonctions puissances et exponentielles) donc — = o(x~?)

quand X tend vers +o0.

Comme la fonction X — X2 est intégrable sur [1,4o0[, il en est de méme
p—ax _ e—bx

de la fonction X —~ 2

En conclusion, | existe.

2. Partant de 1, si I'on veut obtenir des intégrales ne faisant intervenir qu'une seule
exponentielle comme dans le résultat demandé, un probléme de taille se pose. En

effet, I'égalité
+o00 g—ax +o00 e—bx
| = f & ax — / € dx
0 X 0 X

n'a aucun sens ! Les deux intégrales de droite sont divergentes car la fonction inté-
. - 1 Lax .
grée est équivalente a " >0en0 et ~ diverge.
0

C'est pour cela que I'énoncé propose d'intégrer non plus a partir de 0 mais a partir
d'un certain réel h > 0 : plus aucun probléme ne se pose car les deux fonctions sont
bien intégrables sur [h,+oo[ d'apreés I'étude effectuée a la premiere question.

D'une maniere générale, dans le cadre des intégrales généralisées, ne jamais écrire

b b b
@ une expression de la forme / f(x) + g(x) dx =/ f(x)dx+/ g(x) dx
a a a

sans s'étre assuré que les intégrales du second membre existent : il peut arriver
qu'une telle égalité n‘ait pas de sens !

) ) g—ax e—bx )
Soit h € RY . Les fonctions X > e et X > ~ sont intégrables sur

%

[h,+oo[ d'aprés l'étude menée dans la premiére question. Ainsi :

400 p—ax —bx 400 p—ax 400 a—bx
e —€ e e
/ —  dx = / ——dx — / —— dx.
h X h X h X

Il reste a changer ax et bx en t dans chacune des intégrales, ce qui est clairement
une application de la formule de changement de variable.
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3. 1l suffit de montrer que g posséde une limite finie en 0. La formule étant une
forme indéterminée quant t tend vers 0, on peut utiliser des développements limités

Chapitre 7 - Intégration

En effectuant le changement de variable u = ax il vient :

+00 p—ax +00 A—U +00 A—U
e e e
/ dx:/ —du/a:/ — du.
h X ah u/a ah U

+00 a—bx +00 4—U
e e
/ dx = f —du
h X bh u

d'ou, d'apreés la relation de Chasles :

00 p—ax _ efbx bh eft
/ €T = / .
h X ah t

De méme:

(a l'ordre 1, puisque le dénominateur abaissera la puissance de 1).

¥

Il reste a faire le lien avec le calcul précédent en faisant apparaitre g(t) dans I'inté-

Un développement limité & l'ordre 1 en O donne et =1 —t 4+ o(t) d'ol

lU'on tire tIing g(t) = —1. La fonction g est donc prolongeable par continuité
en 0.
Nous noterons encore g le prolongement de g obtenu en posant g(0) = —1,

qui est donc continu sur R.

—t -0

- _ e e
Dans ce cas particulier, on aurait pu remarquer que g(t) = — et tend

donc vers le nombre dérivée de t — et en 0, qui est bien —1. Ce raisonnement
est naturel mais est bien moins général que I'usage des développements limités qui
peuvent étre utilisés systématiquement pour des formes indéterminées plus com-
pliquées, notamment quand le dénominateur est de degré > 1.

grale. A cet effet, nous pouvons également introduire une primitive G de g.

%

Soit G la primitive de g nulle en O, ce qui a bien un sens puisque g est

continue en 0.
Faisons apparaitre la fonction G :

bh n—t _ 1
/ € dt = G(bh) — G(ah).
ah t

bh o—t bh ,—t
f ¢ 1olt:/ € dt —In(b/a).
ah t ah t

Par ailleurs,
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Ainsi :
00 g—ax _ e—bx
/ — dx = G(bh) — G(ah) + In(b/a).
h
La fonction G est continue sur R puisque c'est une primitive de g qui est bien défi-

nie et continue sur R. En particulier, le passage a la limite h — 0 ne pose pas de
probléme et permet de conclure.

En tant que primitive, la fonction G est continue, donc

W

r!l_r)noG(bh) = t!l_r)noG(ah) =G(0) =0,

d'od, en faisant tendre h vers O :

I =In(b/a).

198

Exercice 7.2 : Un calcul d'intégrale II

Soit | = /i In(sin(x)) dx.
0

. e . . [2
1. Montrer que | est bien définie et est égale af In(cos(x)) dx.
0

s

2. En déduire une expression de | en fonction de /2 In(sin(2x)) dx, puis la
0

valeur de |.

3. En déduire la valeur de /2

X
dx. On pourra effectuer le changement de
o tan(x)

. T
variable u = 5~ X.

1. La fonction & intégrer est définie et continue sur ]O,g]. Le seul probléme

concerne l'intégrabilité au voisinage de O.

. .. . ™ . .
La fonction X +— In(sin(x)) est définie et continue sur ]O’E]' Au voisinage

de 0, nous avons In(sin(x)) ~ In(x) et donc In(sin(x)) = o(1//X).
Puisque la fonction x > 1/4/X est intégrable au voisinage de 0, la fonc-
tion X — In(sin(x)) l'est aussi. Ainsi, | est bien définie.

%
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L'énoncé nous demande de comparer une intégrable contenant un sinus a une inté-
grale contenant un cosinus. On sait que I'on peut passer de I'un a l'autre par une for-

. - ars . s
mule de trigonométrie utilisant un changement de variable du type y = 5~ X.

Nous allons donc faire ce changement de variable dans l'intégrale.

7
Effectuons le changement de variable y = 5~ X. Nous obtenons

¥

7. I o/ uym 2
| :/0 In(sin(x)) dx :/0 In (sm (E—y)) dy:/0 In(cos(y)) dy.

Lorsque I'on étudie des intégrales faisant intervenir des fonctions trigonomé-
@ triques, il est souvent intéressant d'effectuer des changements de variable comme

y = —x,7r+x,g —X,... En effet, a I'aide des formules trigonométriques, on

trouve alors une nouvelle expression de l'intégrale a calculer et, en la comparant
avec l'expression de départ, on peut parfois en tirer des informations. La suite de
I'exercice présente un exemple de cette stratégie. Dans la suite, n'hésitez pas a
essayer différents changements de variable jusqu'a en trouver un qui soit plus per-
tinent que les autres et bien adapté au probléme !

2. L'énoncé nous demande de calculer une nouvelle intégrale faisant intervenir
sin(2x). En utilisant la formule trigonométrique sin(2x) = 2sin(x)cos(x), nous
allons faire apparaitre l'intégrale 1.

Nous avons

W

/? In(sin(2x)) dx :/? In(2sin(x)cos(x)) dx
0 0

fﬁ In(2) dx+/7 In(sin(x)) dx+/§ In(cos(x)) dx
0 0 0

T
—In(2) + 21
5 2) + 21,

d'aprés la question qui préceéde. On en déduit que

1 (32 ) T
| = E/o In(sin(2x)) dx — Zln(2).

Une autre possibilité pour faire intervenir | (ou une intégrale proche) en partant de
I'intégrale de I'énoncé consiste a effectuer le changement de variable y = 2x.
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2& En effectuant le changement de variable y = 2X, nous obtenons

s

/z InGsin(2x))dx = 1‘/Trln(Sin(Y))dy
0 2 Jo

= 1I 1 ﬂlnsin( d
- 2+2f% (sin(y)) dy.

Il nous reste maintenant a comparer l'intégrale / In(sin(y))dy a I. Cela peut se
2

faire & l'aide du changement de variable z = 7 —y.

2 En effectuant le changement de variable z = m — y dans la derniére inté-
¢ grale, nous obtenons

fwln(sin(y)) dy = /? In(sin(z))dz = I.
z 0

2
Maintenant, nous n'avons plus qu'a regrouper les résultats.

On en déduit que

¥

2 1.1
/ In(sin2x))dx = =1 + =1 = I.
0 2 2
En injectant cette égalité dans la premiére que nous avons trouvée, nous
trouvons

1 T
l==1—-=In2
2 4 )

et donc
™

3. Commencons pas nous assurer que l'intégrale est bien définie.

X 0
La fonction X +— n est définie et continue sur ]O’E]' En outre, au voi-

%

sinage de 0, nous avons

X X
~Z =1,
tan(x) X

donc la fonction est intégrable au voisinage de 0. Au voisinage de /2, nous
avons

X
%
tan(x)

’

donc la fonction est également intégrable au voisinage de 7w/2. Par consé-
quent, lintégrale est bien définie.
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L'énoncé nous propose de modifier l'intégrale a I'aide d'un changement de variable.

m
z@ En effectuant le changement de variable U = 5~ X, nous obtenons

m

7 X 72 T_u 5o
dx = 2—du:/ — —u)tan(u)du.
/o tan(x) /o tan (7 —u) 0 (2 ) W

Comment calculer cette derniere intégrale ? Nous savons intégrer la fonction
U tan(u) puisque nous en connaissons une primitive: la fonction

T s
u — —In(cos(u)). Il nous reste donc a éliminer le terme 5~ u, ce que nous ferons

en intégrant par parties.

On ne peut pas faire d'intégration par parties directement sur des intégrales géené-
& ralisées ! Ici, la fonction tan n'est pas définie en 7 Par définition, I'intégrale que

eer ™ sz .
nous voulons calculer est la limite lorsque ¢ tend vers 3 des intégrales (classiques)

entre 0 et c. Nous effectuerons l'intégration par parties sur ces intégrales clas-
siques, puis passerons a la limite.

2
Soit ¢ € [O,z]. Calculons lintégrale / (E - u) tan(u)du a laide d'une
% 2 0o \2

" . . L. . 7T
intégration par parties : nous dérivons la fonction U — 5~ uenumr—> —1

et primitivons la fonction u > tan(u) en u — —In(cos(u)). Nous obtenons

foc (g ~u)tanwdu = |- (g ~u) In(COS(U))]Z - foc In(cos(u)) du

C
=— <f — c) In(cos(c)) — / In(cos(u)) du.
2 0

Calculons la limite du premier terme du membre de droite lorsque C tend vers
T T
> Pour cela, posons d = 5~ c et calculons la limite quand d tend vers 0.

Nous avons
— (g — c) In(cos(c)) = —dIn (cos (g - d)) = —d In(sin(d)).

Par conséquent, ce terme est équivalent & —d In(d) et tend donc vers 0
lorsque d tend vers 0. On en déduit que

™

c s
/ (E — u)tan(u)du —_ — /2 In(cos(u)) du
0 \2

C—>% 0
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2& et donc, en utilisant les questions 1 et 2 que

7 X ™
/0 @) dx=§In(2).

Exercice 7.3 : Changement de variable

T In(t)
Pour x € R* on pose f (x) = —— .

1. Calculer f (1) (on pourra utiliser le changement de variable u = 1/t).
2. En déduire la valeur de f (x) pour tout x > 0.

1. Le changement de variable en lui-méme ne présente aucune difficulté ; il suffit
d'appliquer correctement la formule. 1l faut surtout faire attention a ne rien oublier :

1. ... ) S
le changement u = n (ile.t = U) doit étre effectué dans la fonction intégrée, dans

les bornes de I'intégrale et dans I'élément différentiel.
Ici on a, de maniére détaillée :

Int)  Int/u)y  —In(u)
1+t2 14+ @Q/w? 1+ 1/uw?
dt = — iz du

u

et, quand t varie de 0 a o0, u varie de +oo a0 (i.e. les bornes de l'intégrale sont
renversées).

1
En effectuant le changement de variable u = i il vient successivement :

T In(t)
/o 1+ t2 at

°  In(1/u) )
/+OO 71+(1/u)2 (=1/u®)du

o
— / LU)ZdU
+ool+u

= —f,

%

f (1)

donc f(1) = 0.

2. Pour déduire la valeur de f (x) de celle de f (1), nous pouvons envisager un chan-
gement de variable. Pour remplacer x par 1 dans x2 + t2 il suffit de poser t = ux :
alors x2 4+ t2 = x2 4 (ux)? = x2(1 + u?).
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Zﬁ En effectuant le changement de variable t = ux il vient successivement :
oo In(t
0 X2 4-t2

+00
_ / In(ux) < du
0 X2+ (ux)?

+00
1/ In(u) + In(x) du
0

X 1+ u2

1 oo 1
= ;<f(1)+ln(x)/o mdu)

In(x) [ T”
= —— |arctan(u)
X 0

— In(_x)( lim (arctan(u)) _arctan(0)>
X u—+00

_ 7 In(x)

T2x

Exercice 7.4 : Calcul d'une intégrale a paramétre

1 tX—l -1
Pour x € R* ,onpose f(x) = | ————dt
S BT fo In(H)
1. Verifier que f est bien définie sur RY .

2. Montrer que f est de classe ¢* sur R? et exprimer f’ sans intégrale.
3. En déduire une expression de f sans intégrale.

1. Pour montrer que la fonction f est bien définie il suffit de démontrer que, pour
x—1 _

In(t)

dit, dans cette question, x est considérée comme une constante et on a affaire a un
simple probleme d'intégrabilité.

tout réel x > 0 donné, la fonction t €]0,1[— est intégrable. Autrement

tx-1_1

z& Pour (x,t) € R% x]0,1[ on pose p(X,t) =

Intt) -

Fixons X € R . La fonction t €]0,1[— ¢(X,t) est bien définie et continue.

Ceci ne suffit pas car, pour certaines valeurs de x, cette fonction peut diverger quand
t tend vers 0 ou 1, auquel cas on ne peut pas conclure sans étudier plus précisément
son comportement.
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Le comportement quand t tend vers 0 dépend du signe de I'exposant de t ; nous
allons donc distinguer les troiscas x < 1,x =1 etx > 1.

Etude au voisinage de O :

%

Nous allons distinguer les cas X > 1, X =1 et X < 1 car le comportement
de la fonction t — t*~1 quand t tend vers O dépend du signe de l'exposant.

e Si x>1: tll_)r‘r(1) t*"1=0. Comme tILr% In(t) = —o00 on a donc
t||_)rT(1) p(x,t) = 0. La fonction t — @(x,t) est donc intégrable au voisinage
de 0.
e Si x=1: t“—[% t*1=1. Comme tIerg) Int) = —00 on a donc
tILnP) o(x,t) = 0. La fonction t — ¢(X,t) est donc intégrable au voisinage
de O.

Si x < 1, lafonction t — t*~1 diverge vers +-oco en 0. Cependant, on sait que cette
fonction est intégrable au voisinage de 0 si son exposant est strictement supérieur a
—1, ce qui est le cas car il ne faut pas oublier que x a été suppose dans I'énoncé
strictement positif.

tX*l

e Si X<1: on a ici une forme indéterminée car Iirrg) = 400.
t—

%

Cependant, comme In(t) tend vers +oo quand t tend vers O on a
o(x,t) = o(t* 1) quand t tend vers 0. Or x > 0, donc x —1 > —1 et

t > t*~1 est intégrable au voisinage de O d'aprés le critére de Riemann. On
en déduit que t — (x,t) est également intégrable au voisinage de 0.

Le probléme quand t tend vers 1 est d'une autre nature : le numérateur et le dénomi-
nateur tendent tous les deux vers 0 ; nous avons affaire a une forme indéterminée.
Parmi les moyens de lever une telle indétermination figurent les développements
limités : la fonction logarithme posséde des développements limités a tous ordres
en 1 donc nous pouvons les introduire pour simplifier I'étude.

Il est également possible de faire un peu plus simple en faisant apparaitre des taux
d'accroissements. Cela revient peu ou prou a effectuer un développement limité a
l'ordre 1.

Plus précisément, pour déterminer la limite en a d'une expression de la forme
g(x) —g(a)

==~ ,nous pouvons la réécrire
h(x) —h()

gx)—g@ g(x)—g@ x-—a
h(x)—h@@  x—a hx) —h@)’

Si g et h sont dérivables en a et si h'(a) # 0, alors le premier terme tend vers g’(a)
et le second vers 1/h’(a).
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%, Etude au voisinage de 1 :
Pour tout réel t €]0,1] :

tx-1—-1 tx1-1 t—-1

= X .
In(t) t—1 In(t)
tX—l _
D'une part, 1 tend vers le nombre dérivé en 1 de la fonction
t > t*1, qui est x — 1.

In(t
D'autre part : ( i tend vers le nombre dérivé en 1 de In, qui est 1, donc

son inverse aussi.
Ainsi on a:

limo(x,t) = x — 1.
t—>l(p(’)

La fonction t > @(X,t) converge en 1 et est donc intégrable au voisinage
de 1.

Conclusion :
Pour tout réel X > 0 fixé, la fonction t €]0,1[— (X,t) est intégrable sur
10,1[, ce qui montre que la fonction f est bien définie pour tout X > 0.

2. Vérifions les hypothéses du théoréme de dérivation des intégrales a parametre.
Nous avons déja veérifié la premiere, qui est que, pour tout x € R*, la fonction
t €]0,1[—~ @(x,t) est intégrable. Cette hypothése sert a assurer I'existence de la
fonction f.

Il reste désormais a calculer la dérivée partielle de ¢ par rapport a x pour vérifier
I'nypothése de domination.

Dans le calcul de la dérivée partielle de ¢ par rapport a x, c'est cette fois t qui est
@ traitte comme une constante. En particulier, la dérivée de t*~1 n'est pas
(X — L)t*—2 mais
d

&tx—l _ % (e(x—l) In(t)) — In()e®=DIN® — nc)e—L,

On a successivement

%

d R
_ 1 x—1
= mln(t)t
=t
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Pour pouvoir appliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégral il suffit
désormais de trouver une fonction g :]0,1[— R, intégrable, telle que, pour tous

0 . . .
x>0 ette]0l], f(x,t) < g(t). Autrement dit, nous cherchons a majorer

dp
‘a_x(xvt)

indépendamment de x par une fonction de t intégrable sur ]0,1].

Remarquons déja que t*~* > 0 : on peut donc se passer de valeur absolue.

Une telle majoration n'est pas toujours possible. Supposons qu'il existe une telle
fonction g : on a alors t*~* < g(t) pour tout x > 0 ett €]0,1[. En particulier, en
faisant tendre x vers 0 at fixé dans cette inégalité, il vient g(t) > o qui n'est pas

intégrable sur ]0,1[, donc g ne I'est pas non plus ! Nous venons en fait de démon-
trer par I'absurde qu'une telle fonction g n'existe pas.

Ce genre de situation est trés fréquent avec les intégrales a parametre. Cependant,
on peut contourner le probléeme : il suffit en effet de vérifier I'nypothése de domi-
nation sur tout segment inclus dans R* .

On pourra alors majorer aisément t*~1, pour x € [a,b], indépendamment de x : en
effet, on a alors

a—1<x—-1<hb-1

donc, pour tout t €]0,1][,
(b—DIn) < (x = DIn®) < (a—1)In)

et enfin, par croissance de lI'exponentielle,

tb—l < tX—l g ta—l’
seule la deuxiéme inégalité étant intéressante pour nous.

t €]0,1] donc In(t) < 0, ce qui inverse le sens des inégalités lorsque I'on multiplie
par In(t).

Fixons deux réels a et b avec 0 <a < b. Pour x € [a,b] et t €]0,1[ on a

¥

tx—l — e(x—l) In(t) < e(a—l) In(t) — ta—1.

Par ailleurs, t*~% > 0.
La fonction t — t21 est intégrable sur J0,1[ car a —1 > —1. Avec
g(t) = t21 nous avons donc :

d
pour tout réel X € [a,b], a—f(x,t) < g(t) et g intégrable sur]0,1[.
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L'hypothése de domination est donc vérifiée sur tout segment inclus dans
R? . Ainsi, f est bien de classe ¢t sur R% et de plus

1 8@ 1
vx € R%, f/(x) =/0 8_x(x’t)dt =/o t*~Ldt.

Il ne reste plus, enfin, qu'a calculer cette intégrale. La variable d'intégration est t :
nous allons donc effectuer les calculs en considérant X comme une constante.

Ici, nous avons affaire a une fonction puissance dont on connait une primitive.

En appliquant le théoréeme de dérivation des intégrales a paramétre nous avons déri-
@ vé t*~1 par rapport & x mais, pour le calcul d'intégrale qu'il nous reste & effectuer,

nous devons déterminer une primitive de P par rapport a t.

Dans le cadre des intégrales a parametre il est primordial de toujours bien savoir
quelle lettre désigne la variable par rapport a laquelle on dérive ou primitive et
quelle lettre désigne la variable considérée comme constante au cours du calcul...
sachant que les différentes lettres changent de rdle au fur et a mesure des diffé-
rents calculs selon le théoréme appliqué !

Il s'agit de l'intégrale d'une fonction puissance d'exposant différent de —1 :

1 tX 1 1
vx eR:, /') = | 7 tdt=|—| ==,
+ 0 X |y X

¥

3. Nous savons bien sdr que la fonction logarithme est une primitive de f’ sur R .
Il s'agit de ne pas aller trop vite : f est égale a la fonction logarithme... a une
constante additive prés qu'il faudra déterminer. Un moyen simple pour déterminer
une telle constante est de calculer la valeur de f en un point ou ce calcul est simple.
Ici c'est la valeur en 1 qui s'impose car l'intégrale définissant f se simplifie alors
considérablement.

z& D'aprés ce qui précéde, il existe un réel K tel que :

vx e RL, f(x) = K 4 In(x).
En particulier, il vient K = f(1).
Par ailleurs, pour X =1, on a t*~! = 1 pour tout t €]0,1[, soit p(1,t) =0
et finalement f (1) = 0 ; on a donc K = 0 soit enfin

vx € RY, f(x) = In(x).
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Exercice 7.5 : Fonction I" d'Euler

208

+o00o
Pour x € R* on pose I'(x) = f t*~letdt.
0

1. Montrer que T est bien définie et de classe ¢* sur R .

2. Démontrer que, pour tout réel x > 0, I'(x + 1) = x I'(x). Que vaut I"(n) pour
neN*?

1. Armons-nous de courage pour Vérifier les hypothéses du théoréme de dérivation
des intégrales a paramétre.

La premiére hypothése assure que la fonction est bien définie.

Z@ i) Pour x > 0 fixé, la fonction t — t*~te~! est intégrable sur R . En effet,

elle est continue, équivalente quand t tend vers 0 a t*~1, qui est intégrable
au voisinage de 0 car x — 1 > —1, et dominée par 1/t? quand t tend vers
+00.

La seconde hypothese concerne la dérivée partielle par rapport a x de la fonction
intégrée. Elle est aisée a calculer si on se souvient que t*~le—t = e*-1 Mgt
t étant considérée comme une constante dans le calcul de la dérivée partielle par
rapport & x, on a

0
a—x(tx‘le‘t) = In@t)e* =D N0t — n)t*—te .

2@ i) La fonction (X,t) > t*~1e! posséde une dérivée partielle par rapport &

X en tout point et

V(x,t) € (R*)?, (tX e = In(t)t*te .

Ce sont les hypothéses « faciles » du théoréme, x étant constant dans le premier
point et t constant dans le second.

Il reste a dominer la dérivée partielle indépendamment de x.

Comme souvent ceci pose probléme car x peut ici prendre de grandes valeurs.

En effet, si on a, pour tous réels x et t, l'inégalité |In(t)t*~1e~t| < |g(t)], il vient,
pourt > 1 fixé, en faisant tendre x vers +o0, +00 < |g(t)|. Nous allons donc nous
contenter de vérifier I'nypothese de domination sur tout segment, i.e. d'obtenir une
majoration du type précédent pour x € [a,b] plutdt que pour x € R¥.

Pour encadrer la puissance t*~* en fonction de a et b, nous pouvons encadrer son
logarithme In(t*~!) = (x — 1)In(t). Comme le signe de In(t) dépend de la position
de t par rapport a 1 nous allons en fait obtenir deux majorations : l'une pour
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t €]0,1], l'autre pour t € [1,+o0[. La fonction majorante |g| obtenue sera ainsi
définie par deux formules selon la position de t par rapport a 1.

z Soient deux réels a et b avec 0 < a < b et x € [a,b].
@ Pour t>1, on a (x—21)In() < (b—DIn(t), car In(t) >0, donc
0 < t*~1 < tP1 et enfin, comme In(t) et et sont positifs :

0 < InMt* et < Int)tPb-let,

Pour t <1, on a (X —1)In() < (@-121In(t), car In(t) <0, donc
0 < t*~1 < t2 1 et enfin, comme In(t) <O ete ! > 0:

Inmtd~te™ < In)t* et <0,
ou encore
Int*te ™ < [In)tdte .
Soit g : R} — R définie par:
g(t) = In()t> et sit > 1
gt) = InMHtdtet sit <1
g1 =0.

L'intégrabilité de g n'est pas a priori évidente car les formules la définissant sont
compliquées. On peut résoudre ce probleme en cherchant simplement a comparer ¢
a des fonctions puissances.

En effet, si ona g(t) = o(t®) quandt tend vers 0 avec ¢ > —1 alors g est intégrable
au voisinage de 0.

La relation g(t) = o(t®) quand t tend vers O est équivalente a tIirrg)t‘cg(t) =0.0r

de telles limites se calculent simplement avec les théorémes de comparaison de
fonctions usuelles. Si on arrive a trouver un tel ¢ > —1 on aura donc montré que g
est intégrable au voisinage de 0 a l'aide d'un simple calcul de limite.

L'intégrabilité en +oo pourra étre examinée de facon analogue a ceci prés que la
condition pour que t > t° soit intégrable au voisinage de +oo estc < —1.

Revenons a la situation en 0 et cherchons si un réel ¢ peut convenir.
La condition tIirrg)t“‘g(t) = 0 est équivalente a tlirr(1)|n(t)ta‘"‘1e‘t = 0 en utilisant

la formule définissant g(t) pourt €]0,1[.
L'exponentielle tendant vers 1 en 0 il suffit d'avoir tlma In(t)t2°"1 = 0. Le théo-

réeme de croissance comparée des fonctions logarithme et puissance nous assure que
c'est le cas si a — ¢ — 1 > 0. Il suffit donc d'avoir ¢ < a — 1 pour que g(t) = o(t%)
guand t tend vers 0.
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Nous voulons également que t +— t© soit intégrable au voisinage de 0. Pour cela, il
faut (et il suffit de) avoir ¢ > —1. Nous pouvons donc choisir n'importe quel
c €] — 1,a — 1[, par exemple le milieu de cet intervalle : a/2 — 1.

En +o0, les calculs sont plus simples : on a toujours tIim t~°g(t) = 0, quel que soit
— 00

le réel c. On peut donc par exemple prendre ¢ = —2 pour obtenir g(t) = o(1/t?) et
donc l'intégrabilité en +oc.

z@ On a alors :

V(1) € [a,b] x R, JIn®t*te™"| < [g()].

Par ailleurs, g est intégrable sur R . En effet

i) g est continue sur ]0,1[ et sur ]1,4-o00[ et aussi en 1.

i) t|irr(1)t1_a‘/zg(t) =0 donc g(t) = 0(t?%~1) quand t tend vers 0. Or
—

t > t2/2=1 est intégrable au voisinage de O car a/2 — 1 > —1 donc g est
intégrable au voisinage de 0.

i) tIim t?g(t) =0 donc g(t) = 0(1/t?) quand t tend vers +oo. Or
—00

t > 1/t2 est intégrable au voisinage de 4+00 donc g est intégrable au voi-
sinage de 4o00.
En résumé, nous avons

V(x,t) € [a,b] x R, [In(t)t* ™| < |g(t)| et g est intégrable sur R*

donc ['hypothése de domination sur tout segment est vérifiée.
En conclusion, T" est de classe C* sur R% et

+00
vx € R*,.T(x) :/ In(tt*~te~" dt.
0

2. Nous devons trouver une relation entre une intégrale faisant intervenir t*~* et une
intégrale faisant intervenir t*, ce qui suggére une intégration par parties.

Afin que tous les calculs effectuées aient bien un sens nous allons les effectuer sur

@ un intervalle [a,b] avec 0 < a < b, puis nous ferons tendre a vers 0 et b vers
+o00. C'est une précaution qu'il est conseillé de prendre car parfois un choix mal-
heureux de primitive peut rendre le crochet et l'intégrale divergents (cf. exer-
cice 1.6 sur l'intégrale de Dirichlet).

Pour 0 < a < b on a, en intégrant par parties :

b tX t=b b tX
/ t*le~tdt = [—e‘t} +/ —e gt
a X t=a a X
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et

donc, quand a tend vers 0,

b hX 1 b
/ t*letdt = —e P + —f t*etdt
0 X X Jo

et, quand b tend vers +o0 :

rx) = %F(x +1).

Ceci étant établi, on peut calculer a la main les premiéres valeurs de I"(n) pour en
déduire une formule que nous Vérifierons rigoureusement par récurrence.

+00
Tout d'abord, I'(1) = / etdt=1. On en déduit T2 =1xTIQ) =1,
0

rd)=2xr@) =2, r4 =3xr@)=6,... La situation est claire: nous
allons démontrer par récurrence que I'(n) = (n — 1)!.

Pour n € N* on pose Hy : « I"(n) = (n — 1)! ».

¥

+00
e H; est vraie. En effet, I'(1) =f e tdt qui vaut 1 =0! d'aprés le
0

cours.

e Soit n € N* telle que Hy est vraie. On a I'(n 4+ 1) = nI'(n) d'apreés la
propriété vue précédemment et, par hypothése, I'(n) = (n — 1)!. On a donc
'(n) =n( —1)! =n! donc Hp41 est vraie.

e Conclusion : pour tout n € N*, I'(n) = (n — 1)!.

Exercice 7.6 : Convergence de l'intégrale de Dirichlet

A -
i sin(t N e
1. Demontrer que / ¥ dt possede une limite finie quand A tend vers +oo.
0

On ne cherchera pas a la calculer explicitement, la détermination de sa valeur fai-
sant I'objet des deux exercices suivants.

sin(t)

2. Démontrer que la fonction t — n'est pas intégrable sur R . Pour cela,

. 1
on pourra remarquer que [sin(t)| > 5(1 — C0s(2t)).
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22
) . sin“(t .y
3. Démontrer que la fonction t — t—z() est intégrable sur R* .

4. Montrer, sans calculer explicitement les intégrales, que :

A i +00 inl
lim / sin(t) dt:/ sin“(t) dt.
A—+o00 Jg t 0 t2

Cette limite est généralement désignée sous le nom d'intégrale de Dirichlet.

. sin(t
1. Notons tout d'abord que, étant donné un réel A > 0, la fonction t — ¥ est

bien intégrable sur ]0, A] ; en effet, elle y est continue et elle converge en 0 (vers 1 :
c'est une limite usuelle). L'intégrale apparaissant dans cette question a bien un sens.

sin(t)

On sait que la limite démandée existe si t +— est intégrable sur ]0,+o0[.

Cependant ce n'est pas le cas, ainsi que I'affirme le résultat annonce a la deuxiéme
question ! Toutefois, ceci n'empéche pas cette limite d'exister.

, i . sin(t)
Etant donné que nous ne pourrons pas majorer

par une fonction intégrable

sur ]0,4o0[ nous allons employer un procédé classique pour « renforcer la conver-
gence » : intégrer par parties. Plus précisément, nous essaierons ainsi, grace au fac-
teur 1/t de l'intégrale initiale, de faire apparaitre une autre intégrale avec un facteur
1/t2 qui permettra d'assurer la convergence.

Cependant, un probléme se pose. Si nous écrivons brutalement

A i A A
/ sin(t) dt — [_cos(t)] _/ cos(t) it
0 t t 0 0 t2

I'expression de droite n'a aucun sens : le crochet n'est pas défini pourt = 0 et I'in-
tégrale n'existe pas non plus car t ~2cos(t) ~ t~2 quand t tend vers 0 et t—2 n'est pas
intégrable au voisinage de 0 d'aprés le critére de Riemann.

Heureusement nous pouvons contourner facilement ce probleme. En écrivant

A 1 A o
/ sin(t) dt:/ sin(t) dt+f sin(t) dt
0 t 0 t 1 t

nous avons exprimé l'intégrale étudiée comme somme d'une constante (I'intégrale
de 0 a 1) et d'une intégrale pour laquelle I'intégration par parties se passe sans pro-
bléme (elle vade 1 & A et t ne prend donc jamais la valeur 0). Bien sir la valeur de
l'intégrale de 0 a 1 reste inconnue mais c'est ici sans importance : on cherche a
démontrer que la limite demandée existe, pas a la calculer explicitement !
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Zﬁ On a, pour tout réel A > 0 :

/A sin(t) dt—/l sin(t) dt+/A sin(t) "
o t St 1t .

Ainsi, il suffit de démontrer que la derniére intégrale converge quand A tend
vers +00.
Pour cela, intégrons par parties en primitivant sin(t) et dérivant 1/t :

/A sin®) 4 _ [_cos(t)]A_fA cos(t)
1t B t |, Ji ot '

[_ cos(t)]A B cos(A)

D'une part :

= cos(1) — ,
t 1 @ A

qui a une limite finie (2 savoir cos(1)) quand A tend vers +oo.

D'autre part :

1

cos(t) . 1 -
< z Or la fonction t — 2 est inté-

t2

pour tout réel t > 1, on a

A cos(t)

ot

COoS
grable sur [1,+o0[, donct ”

aussi. Ainsi, l'expression /
1

T cos(t)

7 ).

est convergente quand A tend vers +oo (a savoir vers /
1

En conclusion :

A -
sin(t) . e pes
n dt posséde une limite finie quand A tend vers +oo0.
0

2. Nous avons déja signalé ci-dessus qu'il n'y a pas de probleme d'intégrabilité en 0.
Nous allons donc étudier le probleme en +oo en ne considérant toujours, pour des
raisons pratiques de calcul, que des intégrales de 1 a A.

La trigonométrie permet de faire le lien entre sin(t) et cos(2t) : cos(2t) =
1 — 2 sin?(t). Nous sommes donc amenés & comparer |sin(t)| et sin(t).

Z@ Pour tout réel a € [0,1], a% < |a|. Ainsi:

Isin(t)| > sin(t) = %(1 — €os(2t)).

sin(t)
t
le but étant de montrer que cette expression tend vers +oo quand A tend vers +oc.

A
En divisant par [t| > 0 et intégrant de 1 & A on obtiendra une minoration de /
1

n
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%

On déduit de l'inégalité précédente, pour tout réel A > 1 :
/A sin
1 t

A
(t)‘dt > / i(1—(:05(2t))dt
1 2t

1 A cos(2t)
> Eln(A)—/; ot dt.

Le premier terme du minorant tend vers +oo quand A tend vers +oo : c'est un bon

début.

Il reste a étudier le comportement de I'intégrale. On reconnait une expression ana-
logue a celle de la premiere question; nous allons utiliser la méme technique de cal-
cul, l'intégration par parties, pour voir gu'elle est aussi convergente.

%

Intégrons par parties comme précédemment

A ; A A o
cos(2t sin(2t sin(2t
[ S| [ e
1 2t 4 |4 1 4t2
Ici encore le crochet converge quand A tend vers +o00 et lintégrale aussi
car la fonction intégrée est dominée par t =2 et donc intégrable sur [1,+o00[.

1 A cos(2t
Ainsi, EIn(A) —/ (2t)
1

tend vers 400 quand A tend vers +o00o et d'un second qui converge ; cette

dt est la différence d'un premier terme qui

A -
ers . sin(t)
différence tend donc vers +00 et, comme elle minore dt, on en
1
déduit que :
A -
. sin(t
lim / ()'dtz—l—oo.
A—+oo Jq t

sin(t)

Ainsi, la fonction t — n'est pas intégrable sur R puisque, dans le

cas contraire, l'intégrale précédente serait convergente.

3. 1l n'y a ici aucun probléme grace au dénominateur t2 qui va assurer I'intégrabilité
au voisinage de +o0.

%

sin?(t)
(G

Pourt € ]R’jr notons g(t) =

. . N
1) g est continue sur R .

i) Etude de g en O :
D'apreés les limites usuelles, tling) g(t) = 1. La fonction g est donc intégrable

au voisinage de 0.
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%, iii) Etude de g en 4o :

Pour tout réel t > 0 on a 0 < g(t) < 1/t? car |sin| < 1. Ceci montre que
la fonction g est intégrable au voisinage de +o00, d'aprés le critére de com-
paraison avec les intégrales de Riemann.

En conclusion, la fonction t —

” est intégrable sur RY .

La domination par une fonction puissance intégrable, comme dans cette question,
@ est un moyen rapide et simple de montrer qu'une fonction est intégrable. Elle est

a utiliser des que possible !

Notons qu'il existe un théoréme analogue dans le cadre des séries numériques

(comparaison avec les séries de Riemann).

4. Nous allons reprendre I'intégration par parties effectuée pour montrer I'existence
de la limite & la premiére question : ceci fera apparaitre t> au dénominateur et un
peu de trigonométrie nous permettra de faire apparaitre sin(t) au numérateur.

Il va cependant falloir étre plus précis : nous ne pouvons nous contenter d'intégrales
de 1 a A, il faudra in fine faire apparaitre des intégrales de 0 a A.

Afin d'y arriver en n'écrivant que des calculs ayant bien un sens nous allons consi-
dérer des intégrales sur des segments de la forme [h, A], avec 0 < h < A, puis faire
tendre h vers 0. Nous avons en effet vu précédemment que la borne O était problé-
matique.

Cependant, nous allons retomber sur le méme probléme ; bien que I'égalité

A i A A
/ sin(t) dt — [_ cos(t)} _/ cos(t) it
h t t h h t2

cos(h) B cos(A)
h A

ait un sens (car h > 0), le crochet vaut et diverge donc quand h

tend vers 0.

Il s'agit d'améliorer l'intégration par parties. Lorsque I'on demande une primitive de
sin on pense immédiatement & —cos mais c'est oublier que toutes les fonctions de
la forme K — cos, avec K constante, conviennent !

Il est possible de choisir K de sorte que le crochet et I'intégrale issus de I'intégra-
tion par parties convergent. Partons de I'expression

/A sin() . _ [K — cos(t)}A N /A K —cos(t)
h t B t h h t2 '

Le crochet vaut

K —cos(A) K —cos(h)
A h '
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Lorsque h tend vers 0, on a cos(h) = 1 + o(h) et donc
K—costhy K-1
h ~ h

+0o(1).

K — cos(h)
h
gence du crochet quand h tend vers 0 est résolu.

Par ailleurs, le numérateur de l'intégrande de la deuxiéme intégrale est 1 — cos(t),
qui est égal & 2 sin?(t/2) d'aprés les formules de trigonométrie usuelles : voici le
carré du sinus qui nous rapproche de la solution annoncée.

En choisissant K =1 on a donc t!mg) =0 et le probleme de conver-
—

Pour deux réels h et A tels que 0 < h < A on a, en intégrant par parties :

A i _ A Aq_
/ sin(t) dt — [1 cos(t)] +/ 1 — cos(t) it
hooot t b t2

(nous avons choisi 1 — cos comme primitive de sSin).

%

D'une part :
1—cos(t)]* 1-cos(A) 1-cos(h)
t N A h
1 —cos(A
qui tend vers % quand h tend vers O ;

d'autre part, étant donné que 1 — cos(t) = 2 sinz(t/2) :

Aq _ A 9 cin2
/ 1 — cos(t) dt:/ 2sin“(t/2) dt.
h t2 h t2

Il faut désormais sin(t) plutét que sin(t/2) dans l'intégrale du second membre : le
changement de variable x = t/2 est tout indiqué.

En effectuant le changement de variable x = t/2 il vient

A 9 ain2 A/2 9 ain2 A/2 ain2
/ 2sin“(t/2) dt :/ 2sin (X)de :/ sin“(X) dx
h h h

t2 2 (2x)2 2 X2

¥

sin?(x)

X2

La fonction X — étant intégrable sur RY cette derniere expression

A/2 sin?(x
converge, quand h tend vers 0, vers / x2( )
0
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Ainsi :

= )

A i _ AJ2 qin2
/ sin(t) dt — 1 —cos(A) +/ sin“(x) dx
o t A 0

Le premier terme du membre de droite tend vers O quand A tend vers 400 ;
2
) sin“(x
le second converge, car la fonction X —

120 5in?(x
/ (x) dx. Ainsi
0

X2
A o +00 oin2
. sin(t SIn= (X
lim / ()dt:/ ()dx.
A—+o0 Jo t 0 X2

2 est intégrable sur R* , vers

Exercice 7.7 : Transformée de Laplace du sinus cardinal

sin(t . . .
On pose, pourt > 0, f(t) = IT() et f (0) = 1 (f est la fonction sinus cardinal,

que I'on rencontre en physique dans I'étude du phénomene de diffraction).
D'apres I'exercice précédent on sait que f est continue, non intégrable sur R,

A
mais que / f (t) dt possede une limite finie quand A tend vers 4-occ. Le but de
0

cet exercice et du suivant est de calculer cette limite.
Pour x € R% on pose :

+00
o(X) = / e X f (1) dt.
0

1. Démontrer que ¢ est définie et de classe ¢* sur R%..

2. Calculer explicitement (sans intégrale) la valeur de ¢’ (x) pour tout réel x > 0.

3. Déterminer la limite de ¢ en +oo ; en déduire I'expression de ¢ (x) sans inté-
grale pour tout réel x > 0.

1. L'application du théoréme de continuité des intégrales a paramétre est immédiate
grace a l'exponentielle qui assure l'intégrabilité.

2 Nous savons que, pour tout réel t, [sin(t)| < |t] (il suffit d'appliquer l'inéga-
@ lité des accroissements finis a la fonction sinus, dont la dérivée est majorée

en valeur absolue par 1, entre O et t). Ainsi, | f| < 1.
Vérifions que, pour tout réel x > 0 fixé, la fonction t > e Xt f (t) est inté-
grable sur [0,4o0[.
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Etant donné que | f| < 1, ona e f(t)| < e ' Lafonction t > e™*" est

intégrable sur [0,4-00[, car X > 0, donc la fonction t — e X' f(t) aussi,
ce qui montre que (X) est bien définie pour tout réel x > 0.

Pour appliquer le théoréeme de dérivation des intégrales a paramétre, il faut tout
d'abord déterminer la dérivée partielle de I'intégrande par rapport a la variable de
dérivation, ici X.

¥

De plus, cette fonction posséde une dérivée partielle par rapport a X :

i —xt _ _tpa—xt — _a—Xtgj
8X(e f(t)) = —te ™ f(t) = —e " sin(t).

Il ne suffit pas de montrer que cette fonction est intégrable pour tout x > 0 : pour
appliquer le théoreme de dérivation des intégrales a paramétre il faut encore la
majorer indépendamment de x par une fonction de t intégrable sur [0,+o0].

Malheureusement, comme souvent, ce n'est pas possible : si une telle fonction h
existait, on aurait, pour tous réels x >0 et t > 0: | — e X!sin(t)| < h(t) dou,
guand x tend vers 0 : |sin(t)| < h(t), ce qui contredit I'intégrabilité de h. La maniére
usuelle de contourner ce probléme est de montrer non pas directement que ¢ est de
classe C1 sur R% mais qu'elle I'est sur [a,+oo[ pour tout réel a > 0. Autrement, dit,
nous n'allons pas chercher une fonction h vérifiant | — e *tsin(t)| < h(t) pour tout
réel x > 0 mais uniquement pour x > a.

¥

Fixons un réel a > 0. Alors, pour tous réels x >a et t>0:
| — e~ Xtsin(t)| < e~ Or la fonction t > e~ est intégrable sur [0,+oo[

et indépendante de X ; ainsi ¢ est de classe C* sur [a,4+o00][ et :
00 9
vx € [a,+oo[,¢ (X) :/ — (X (1)) dt.
0 X
Ceci étant vrai pour a > 0 quelconque, ¢ est bien de classe C*° sur R . De

plus, d'aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, on a
successivement :

. _ +00 a(e—xt f (t))
gx) = /o . dt

+o00
- —f te Xt f (t) dt
0

+00
= — / e Xtsin(t) dt.
0
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Pour calculer l'intégrale d'un produit d'une exponentielle et d'une fonction circulaire
on peut passer par les nombres complexes. Ici, nous utiliserons le fait que

sin(t) = Im(e't).
Rappelons que, si A est un nombre complexe de partie réelle strictement négative,

+0o0 1
la fonction t — e est intégrable sur R, et/ eMdt = — "
0
2@ En utilisant la relation sin(t) = Im(e“), on a successivement

+00 +oo .
/ e Xsin(t)dt = / e X Im(e'") dt
0 0

oo
= Im </ gl =0t dt)
0

1

Vx e R* , o/ (X) = — )
+(10() 1+X2

précisément :

@ Ce type d'intégrale peut aussi se calculer en intégrant deux fois par parties. Plus
T
/ e *sin(t) dt
0

t=T

.
[— e_Xtcos(t)} —/ xe *tcos(t) dt
0

t=0

t=T t=T
= [ — e_Xtcos(t)} - [xe"“sin(t)}

t=0 t=0

.
—/ x2e Xsin(t) dt
0
= (1-eXTcos(T)) — (xe XTsin(T))
T
—XZ/ e Xtsin(t) dt
0

soit, en regroupant les intégrales dans le méme membre :

h
(1+x?) /0 e Xsint)dt = 1 — e *Tcos(T) — xe *Tsin(T)
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d'ou, quand T tend vers +oo :

+00
(1+x2)/0 e sinct) dt = 1.

3. On peut souvent étre tenté d'utiliser le théoréme de convergence dominée pour
déterminer la limite en +oo d'une intégrale & parametre, en étudiant la limite quand

“+00
n tend vers +oo de / et f (t) dt ol (Xn)nen €St une suite quelconque de réels
0

positifs tendant vers +o0o. Méme si cela fonctionne bien et est parfois nécessaire il
est souvent plus rentable d'essayer une majoration directe.

Nous avons vu que |f| < 1. On a donc

+00 +00 1
()| </ e (b)) it </ etdt = =
0 0 X

¥

d'otl L'on tire

xl!rroo p(x) =0.

LI

Par ailleurs, nous savons que, pour tout réel X > 0, ¢’ (X) = — T2

existe donc un réel K tel que:
Vx € R, p(x) = K — arctan(x).

L'expression ci-dessus tend vers K — /2 quand x tend vers 4+o0o. Etant

7
donné par ailleurs que ¢ tend vers O en 400, on en déduit que K = >

d'ol finalement :

Vx € RY,p(X) = g — arctan(x).

Exercice 7.8 : Calcul de l'intégrale de Dirichlet

A
On garde les notations de I'exercice précédent. On pose £ = |im / f(t)dt.
A—+c0 Jo

—X

1. Montrer que la fonction définie par g(x) = , pour x > 0,etg(0) =1,

est de classe ¢t sur R, .
2. Démontrer que g’ est intégrable sur R, .
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3. Soient A et x deux réels strictement positifs. Montrer que :

A A AX
/ e"“f(t)dt—/ f(t)dt:—/ g(u)sin(u/x)du.
0 0 0

4. Montrer que, pour tout réel x > 0 :

+00
lp(X) — €] < X (1 +/O |g/(u)|du) ;

5. En déduire la valeur de ¢.

1. La fonction g est clairement de classe ¢* sur R*% . Le seul probleme se pose en 0 :
il faut montrer que g est bien dérivable en 0 et que, de plus, g’ est continue en 0.

Cependant, dans ce type de situation, on peut se contenter de montrer un résultat en
apparence plus faible : pour montrer que g est de classe ¢ sur R, sachant qu'elle

est de classe ¢! sur R?%, il suffit de montrer qu'elle est continue sur R et que g’
converge en 0.

%

La fonction g est de classe C sur R%.

Par ailleurs, g est continue en 0. En effet, on a le développement limité,
quand x tend vers 0: e * =1 — X + 0(X). Ainsi, toujours quand X tend
vers 0: g(x) =1+0(), i.e. )!I_I:% g(x) =1=g9(0). La fonction g est

donc bien continue en 0.

Pour étudier la limite de g’ en 0 nous aurons encore affaire a une forme indétermi-

née mais, cette fois, avec x? au dénominateur. Un développement limité & I'ordre 2
en 0 du numérateur permettra de conclure.

%

Un calcul élémentaire donne :

xe X —(1—-e%

vx e R%,g'(x) = 2

Utilisons cette fois-ci un développement limité a l'ordre 2 en O :
1
e ¥ =1—x+ Exz + 0(x?).
En ne retenant au cours des calculs que les termes de degré n'excédant pas 2 :

1 1
xe ¥ —(l-e¥)=x—-x*—(x— EXZ) +o(x?) = — EXZ +0o(x?)

d'od lim /(x)——l
ot X—>0g N 2
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Ainsi, la fonction g est continue sur R, de classe ¢ sur R?% et g’ converge
en 0. La fonction g est donc de classe C! sur R,..

400 n
-1 .
gx) = E ) x" et est donc de classe C* sur R comme somme d'une série
= (n+ D!

@ Si vous avez déja étudié les séries entiéres, vous pouvez montrer que

entiére de rayon de convergence infini.

2. Nous savons déja que g’ est continue sur R. Pour montrer qu'elle est intégrable
sur R il suffit d'étudier son comportement en +oco. Comme l'expression de g’ fait
intervenir des polyndmes et des exponentielles on peut chercher a comparer g’ a des
fonctions puissances.

2@ La fonction g’ est continue sur R, .
On remarque que X2g’(X) = xe™* — (1 —e~¥) tend vers —1 quand X tend

1
vers +00 ; on a donc |g'(X)| ~ 2 quand X tend vers +o00. D'aprés le cri-

tére de comparaison avec les intégrales de Riemann, g’ est donc intégrable
au voisinage de +oo0.

Par ailleurs, g’ est continue en O donc intégrable au voisinage de 0.

Ainsi, g’ est intégrable sur R, .

3. Sachant que f (t) = sin(t)/t on a

sin(t)

e -1ft)y=E* -1 n

L'argument de l'exponentielle étant xt, nous pouvons faire apparaitre g(xt)

1 _ e—Xt
= ——— en écrivant
xt

sin(t) e X' —1

e Xt 1
( ) t xt

xsin(t).

On a successivement, par définition des fonctions f et g :

A A A
/ e‘”f(t)dt—/ f(Hdt = / e X' —1)f(t)dt
0 0 0

A
= / —xtg(xt) f (t) dt
0

A
= / —xg(xt)sin(t) dt.
0
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Enfin, pour avoir g(u) plut6t que g(xt) dans l'intégrale, il suffit de poser u = xt,
soitt = u/x ; ceci est licite car x =+ 0. Les bornes 0 et A deviennent alors 0 et Ax
et dt = du/x.

Effectuons le changement de variable u = xt. Il vient :

¥

AX

A
/ —xg(xt) sin(t) dt = — g(u) sin(u/x)du.
0 0

4. Il faudra faire apparaitre des intégrales de 0 a +oo : pour cela, nous pourrons
chercher a faire tendre A vers +oco dans le résultat précédent. En effet, le membre
de gauche de I'inégalité de la question précédente tend, par définition, vers p(x) — £
quand A tend vers +oo.

Avant cela, remarquons que le résultat est exprimé a l'aide de g’ et non de g. Pour
faire apparaitre une intégrale faisant intervenir g’ a partir d'une intégrale faisant
intervenir g, l'outil le plus évident est I'intégration par parties.

Nous utiliserons la dérivée de g et il nous faut donc une primitive de u — sin(u/x),
par exemple u — —xcos(u/x).

Il faut étre prudent sur les noms de variables. Ici, nous effectuons une intégration
par parties sur une intégrale d'une fonction de variable u. La variable x est ici une
constante !

Une intégration par parties donne :

%

u=Ax

Ax Ax
/ g(usin(u/x)du = [— xg(u)cos(u/x)] + x/ g’ (u)cos(u/x)du.
0 0

Le crochet vaut :

u=0

u=Ax

[ — xg(u)cos(u/x)} = X(1 — g(Ax)cos(A)).

u=0

On a donc

A A
/ e XU f (t) dt —/ f(t)dt
0 0

AX
f g(u)sin(u/x)du
0

< X|1 = g(Ax)cos(A)|
Ax
+X/ |9’ (u)ycos(u/x)|du
0

Ax
< X|1 = g(AXx)cos(A)| + x/ |9’ (uw)|du.
0
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Lorsque A tend vers +00 :

A
. / e ' f (t) dt tend vers (x), par définition de ¢ ;
0

A
o / f (t) dt tend vers £, par définition de ¢ ;
0
® x|1 — g(Ax) cos(A)| tend vers X car, comme X > 0,
li Ax) = i =0;
A_')Toog( X) t%l[poog('f) 0;
Ax 400
° / |g’(u)|du tend vers f |g’(u)|du car g’ est intégrable sur R.
0 0

L'inégalité obtenue précédemment donne donc, quand A tend vers 400 :

+00
(0 — €] < (1 +/0 Ig/(u)|du) .

Ax
@ C'est parce que g’ est intégrable sur Ry que la limite de / |g’(u)|du existe et
0

est finie quand A tend vers +oo. Cette propriété de g’ est donc essentielle pour
conclure.

5. La question précédente montre que ¢ tend vers £ en 0. Par ailleurs, on connait
I'expression de (x) pour X > 0 d'apreés I'exercice précédent ; il ne reste qu'a com-
biner ces deux résultats.

2 D'aprés la question précédente, il existe une constante M telle que, pour
@ tout réel X > 0, |(X) — £] < Mx. En particulier, Iim0 px)=1¢.
X—

Par ailleurs on sait d'aprés l'exercice précédent que, pour tout réel x > 0,
s . T

p(X) = — —arctan(x). On a donc lim p(x) = —.
2 x—0 2

Par unicité de la limite il vient :

/+°° sin(t) g
0 t 2

Exercice 7.9 : Une formule d'Euler

n t p
Pourn € N*, p € N et x € R% on pose In p(X) :f et (1— ﬁ) dt.
0

1. Justifier I'existence de ces intégrales.

2. Calculer I o(x).

3. Donner, pour p > 1, une relation entre In p(X) et In p_1(X + 1) ; en deduire
I'expression de I, p(x) en fonction de n, p et x mais sans integrale.
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4. Montrer que :

n*n!
lim =
n—oo X(X +1)--- (X +n)

'(x).

1
5. En déduire, a l'aide de la formule de Stirling, la valeur de T’ (E) :

1. Il y a deux cas a distinguer selon la position de x par rapporta 1 : quand x > 1,
la fonction intégrée est continue sur le segment [0,n] ce qui suffit pour montrer
I'existence de I'intégrale. Pour x €]0,1[, la puissance de t est négative et il va falloir
étudier plus en détail le comportement en 0.

Comme il n'y a ici que des fonctions puissances un calcul d'équivalent en 0 per-
mettra d'utiliser le critére de comparaison aux intégrales de Riemann.

¥

Fixons deux entiers n > 0 et p > 0 quelconques et un réel X > 0.
Premier cas : x > 1.

t p
La fonction t > t*71 <1 - ﬁ) est définie et continue sur le segment

[0,n] et donc intégrable ; In p(X) est alors bien définie.

Deuxiéme cas : X €]0,1[.

t p
La fonction t > t*71 (1 — ﬁ) est définie et continue sur ]J0,n], il reste

a étudier le comportement en 0.

Quand t tend vers 0, elle est équivalente a
sinage de 0 car x — 1 > —1.

D'aprés le critére de comparaison avec les intégrales de Riemann cette fonc-
tion est donc également intégrable au voisinage de O et In p(X) est donc
également bien définie.

t*~1, qui est intégrable au voi-

2. Ce cas est élémentaire car on doit intégrer une simple fonction puissance.

¥

tX
Comme X = 0, une primitive de t — t*~1 est t > -

Ainsi, pour tout n € N* :

n tX n n*
In,o(x):/ tx‘ldt=[—} =—.

3. Commencons par comparer les expressions de Iy p(X) et In p—1(X +1) :

n t p
|n,p(x):/ et <1——> dt
0 n
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et

n t P—l
0 n

Les seuls éléments qui différent sont les puissances intervenant dans la fonction
intégrée.
Nous allons pouvoir intégrer par parties pour faire apparaitre t* & partir de t*~1 (en

_— t\Pt, t\P .
primitivant) et (1 — ﬁ) a partir de <1 — ﬁ) (en dérivant).

%

Dans le calcul de la dérivée, nous avons affaire a une fonction de la forme uP donc

la dérivée est puP~1u’. Il ne faut pas oublier u’, qui ici est la constante —1/n.
De plus, ceci a bien un sens car p > 1. En effet, pour p = 0, ces formules deraient

apparaitre uP~1 = 1/u qui n'est pas définie en n.

En intégrant par parties il vient

n t p
Inp(X) = /Otx‘l(l—ﬁ) dt
X pqn n ¢x p—1
YT LB
X n) lo Jo x n n

Comme x = 0 et p = 0 le crochet se simplifie :

tx t pqn
HEDIS
X n/ |
d'ou l'égalité

P TP
|n,p(x)_nX/O t (1 n) dt = = lnp-1(x +1).

Si p > 2, on peut appliquer encore une fois la formule précédente :

-1
In,p(X) = %'n,p—l(x +1) = (%) <h) In,p—2(X +2).

En répétant p fois ceci on aura la formule :

226
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En effet, a chaque étape, I'indice p diminue de 1 tandis que la variable x est aug-
mentée de let que n ne varie jamais.
Les numérateurs sont p,p — 1,...,1 donc leur produit est p!.

Les dénominateurs sont nx,n(x + 1),...,n(x + p — 1). Dans leur produit on peut
factoriser n ce qui fournit un facteur nP car il y a p termes. Le dénominateur peut
donc s'écrire plus simplement nPx(x +1)---(x + p —1).

X+p

. n \ L
Enfin, Iho(X + p) = d'apres le calcul effectué précédemment.

X+ p
On peut donc proposer la formule simplifiée

p! 1 n*+p
NPX(X+1)- - (X+p—1)X+p

In,p(X) =

soit encore, en simplifiant les puissances de n :

pIn*
XX+1)---(x+p)

In,p(X) =

Il n'y a plus qu'a vérifier ceci par récurrence. N'oublions pas que dans les formules
précedentes nous avons des relations entre les I, , pour diverses valeurs de p mais
a n constant. La variable de récurrence sera donc p. Notons également que la for-
mule ci-dessus est encore valable pour p = 0, la condition p > 1 servant dans la
récurrence pour descendre au rang p — 1.

Pour p € N, posons Hp :
W P

pIn*

«pourtousn € N* et x e R*, I, p(X) = .
P T )
X

® Hp est vraie : en effet cet énoncé se réduit a Iy o(X) = = résultat qui

a été démontré précédemment.
* Soit p € N tel que Hp est vraie.

D'apres les questions précécentes on a, pour tous N € N* et X € R :

p+1
nx

In,p+1(X) = In,p(X +1).

Par hypothése de récurrence :
p!nx+1
X+1D---x+p+1°

In’p(x + l) =

On a donc, pour tous n et X :
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p+1 p!nx+1

nx X+1---xX+p+1)
(p+ 1)In*

XX+1)---X+p+1)

Inp+1(¥) =

ce qui montre que Hpy1 est vraie.
® En conclusion, Hp est vraie pour tout entier naturel p, i.e.

pIn*
X(X+1)--(x+p)

Y(n,p,x) € N* x Nx R%, In p(X) =

4. Sans surprise I'expression trouvée précédemment ressemble a celle qui intervient
dans cette question qui concerne le cas particulier p = n ; plus précisément, il est
demandé ici de montrer que nIim Inn(X) =T(X).

—> o0

n t n
Onalpn(x) = / X1 (1 — ﬁ) dt. L'emploi du théroéme de convergence domi-
0

née semble s'imposer mais il y a une objection de taille : les bornes de l'intégrale
dépendent elles aussi de n. Il va donc falloir travailler un peu cette expression pour
appliquer le théoréme.

Pour éliminer n des bornes de l'intégrale afin d'appliquer le théoréme de conver-
gence dominée il existe une méthode efficace consistant a faire intervenir la fonc-
tion indicatrice de l'intervalle [0,n] (i.e. la fonction valant 1 sur cet intervalle et 0
au dehors).

Plus précisément, on peut écrire

n t n 400
|n,n(x)=/ t*-1 (1——) dt=/ fo(t) dt
0 n 0

ou la fonction f, est définie par

t n
t*1(1—--) sit<n
fn(t): n
0 si t>n

Cette derniere expression peut étre écrite plus clairement sous la forme

fo(t) = yn(OT (1 - %)

ou yj, est la fonction indicatrice de I'intervalle [0,n].
Vue sous cette forme il est clair que f, est continue par morceaux car y, I'est.

Maintenant nous pouvons tenter d'appliquer le théoréme de convergence dominée a
la suite de fonctions ( f,) : l'intervalle d'intégration est bien fixe !

Pour appliquer ce théoréme, il faut tout d'abord vérifier que les fonctions f, sont
bien continues par morceaux et intégrables sur R? .
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Pour n € N* et t € R on pose
t n
f®) = X (O (1 - ﬁ)

ol x, est la fonction indicatrice de l'intervalle [O,n].
Pour tout n € N*, f; est continue par morceaux sur R% comme produit de
fonctions continues par morceaux.

n
Par ailleurs, nous avons vu précédemment que la fonction t — t*1 (1 — %)
est intégrable sur [0,n] ; f, est donc intégrable au voisinage de 0.
Enfin, f, est nulle au voisinage de l'infini donc f,, est intégrable au voisinage
de linfini.
(f)nen+ est donc une suite de fonctions continues par morceaux et inté-
grables sur R .

Ensuite, il faut étudier la convergence simple de la suite de fonctions de terme géné-

ral f,.

o t)" -
Rappelons que la limite de (1 — ﬁ) quand n tend vers +oo se retrouve aisément

en passant au logarithme :

t n
In ((1 — ﬁ) > =nin(1 —t/n).

Comme n tend vers +oo, on peut utiliser I'équivalent In(1 4+ h) ~ h quand h tend

. , \ t)"
vers 0 pour trouver la limite cherchée. Apres calculs, on trouve que (1 — ﬁ) tend

vers et

¥

Fixons un réel positif t. Alors :

e d'une part, x,(t) tend vers 1 quand n tend vers +oo, car x,(t) =1 si
t < n et est donc constante a partir d'un certain rang (par exemple
1+E®);

t n
e d'autre part, tx-1 (l - ﬁ) tend vers t*~1e~t quand n tend vers +o0.

En effet, on a successivement, en utilisant l'équivalent In(1 + h) ~ h quand

h tend vers O :
t\" t
In{(1- - nin{1—-—
n n
(-5)
~ n —_
n

~ —t

229
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et donc, l'exponentielle étant continue :

%

t\"
lim (1——) =et
n—o00 n

n
limt*~1(1- E = t* e,
n— 00 n

Ainsi, la suite de fonctions (f,) converge simplement sur R* vers la fonc-

soit enfin

tion t > t* e t,

Ceci est un bon point : si on peut intervertir intégrale et limite nous retrouverons
bien l'intégrale définissant la fonction I".

Reste I'nypothése de domination : nous devons trouver une fonction g, intégrable
sur R, telle que | fo(t)| < g(t) pour tout n € N* et t € R%.. Notons déja que les
fonctions f, sont positives.

La difficulté, pour majorer indépendamment de n, vient du facteur (1 — t/n)". Pour
cela, reprenons le calcul de la limite; nous avons seulement montré que
nin(1 — t/n) tend vers —t quand n tend vers 4-oco alors qu'on peut dire mieux grace
a l'inégalité de convexité classique : In(1 +h) < h pour tout réel h > —1. Cette
inégalité traduit le fait que la représentation graphique du logarithme est situé sous
sa tangente en 1, conséquence de sa concavité due a sa dérivée seconde négative en
tout point.

Attention, ceci n'a de sens que si t < n, afin d'avoir h > —1 et donc que le loga-

@ rithme ait bien un sens !

Nous allons donc étre confronté a une deuxieme difficulté : passer d'une majora-
tion sur ]0,n[ a une majoration sur R* .

Soient n € N* et t €]0,n[. Avec h = —t/n €]0,1[ il vient, par concavité

2& du logarithme,
In (1 — E) < — t
n n

t
nIn(l——)g—t
n

et enfin, par croissance de l'exponentielle :

n
(1 - E) <e ™t
n

d'ot, comme n > 0,
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Nous avons donc une premiére majoration : pour t €]0,n[,| fn(t)| < t*~te~t.

Sur [n,4o0[ la situation est simple car x,, et donc f,, est précisément nulle au-dela
de n, i.e. on ala relation : pour t € [n,4o0[, | fo(t)| = 0.

Ces majorations ont le défaut d'encore faire intervenir n au niveau des intervalles ou

elles sont valables. Cependant, comme 0 < t*~te~t, on a encore | f,(t)| < t*" et
pour t > n, cette majoration est donc valable pour tout t et tout n.

Les calculs précédents montrent que

%

vn e N* vt €]0,n[,| fo(t)] < t*~te .
Pour chaque n la fonction f, est nulle sur [n,4+o0[ ; on a donc
Vn e N* vt e R, | fo(t)| < t*"te .

La fonction t — t*~te~! étant intégrable sur R* on a, d'aprés le théoréme
de convergence dominée :

+00 +00
lim / fa(t)dt = / t*~le~tdt.
0 0

n—o00

Or, pour n € N*, on a

400 n t n
/ fn(t)dt=/ tx-1 (1——) dt = In.n(x).
0 0 n

En utilisant l'expression de In n(X) établie a la question 3, on en déduit que

. nin*
lim =
n—>oo X(X +1)---(X+n)

T(x).

5. Il n'y a qu'a substituer 3 a x dans la formule précédente. La limite obtenue fera

. . . . .13 2n+1
intervenir n! mais aussi le produit 25 "3

qui peut s'écrire a l'aide de fac-
torielles.

2& On a, d'aprés ce qui précéde :

( ) ' nint/2
'l=z)=lim .
2 n—>oo%(%+1)...(%+n)

i , . 1
Pour simplifier le dénominateur, on peut factoriser 5 dans chaque terme.
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Nous avons
2& 1/1 1 1
§(§+1>...(§+n):W(1X3X"~X(2n+1)).

Pour passer du produit d'entiers impairs successifs a une factorielle, il suffit de mul-
tiplier par un produit d'entiers pairs.

2& Or

(2><4x--~><(2n))><(1x3x---x(2n+1))=(2n—|—1)!

Enfin, un produit d'entiers pairs peut se simplifier en factorisant 2 dans chaque
terme.

et
z@ 2x4x---x(2n) =2"nl.

On en déduit que
1/1 1 (2n + 1)!
z(z“)"'(z*”) = Zaninr

2 2n+1
r <}> = lim M

et donc que
2 n—oo  (2n + 1)!

Enfin, pour déterminer la limite d'une expression comportant des factorielles, nous
pouvons utiliser la formule de Stirling.

D'une part, d'aprés la formule de Stirling,

n! ~n"e "V2mn

¥

donc

D'autre part, toujours d'aprés cette formule, on a :
(2n 4+ 1! ~ (2n + 1) *Le=@*D or(2n + 1).

Nous avons

2n
(2n + 1)1 = 2n + 1)(2n)*" (1 + %) ~e(n + 1)2n)™,
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1\ 1
car <1+—> = exp (ann <1+—>> — e,
ot 2n 2n n—o00

V2720 + 1) ~ V4rn = 2/mn.

Par conséquent
(2n + 1! ~ (2n + 1)2n)*e 2" 2/m.
Il vient donc, en simplifiant avec soin les expressions :

(n!)Zﬁ 22n+1 Zﬁn2n+1e—2nﬁ22n+1 Znﬁ
@n+ D! (2n +1)222ne=202 /7n (2n +1)

et cette derniére expression tend vers /7 quand n tend vers +00. On en
déduit que
1

+oo 1 1
=/ t~ 2e 'dt. Le changement de variable u = t2
0

N[
N——

@ Par définition, F(

1 ree 2 JacS 2 1
donne alors T" <§> = 2/ e "du, donc/ e Udu = zﬁ_
0 0

Exercice 7.10 : Intégrale de Gauss

Pour tout réel positif x on pose :

X 5 2
f(x) = </ et dt)
0

1 e—x2(1+t2)
X) = ——dt
960 fo 1412

1. Montrer que f et g sont bien définies et calculer leur dérivée. On ne cherchera
pas a calculer les intégrales qui interviendront.

2. Montrer que, pour tout réel positif x, f (x) + g(x) = %.

3. Déterminer la limite de g en +o0.

+oo
4. En déduire la valeur de/ et dt.
0
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1. Etude de la fonction f

Il ne faut pas aller trop vite : f n'est pas une intégrale a paramétre ! En effet, la
variable x apparait dans une borne de I'intégrale et non dans la fonction de t qui est
intégrée.

En fait, il s'agit d'une intégrale telle que I'on en rencontre en premiére année : f est

X
. , . 12 . , . L -, 2
le carré de l'application x +— / e~ " dt qui est dérivable de dérivée x > e™*".
0

2@ Soit F la primitive sur R4 nulle en O de la fonction X +— e~ Alors :

X
VX eR+,F(x)=/ et dt.
0

De plus, F est de classe C* et
Vx € Ry, F'(x) = e

Par ailleurs, f = F2. Ainsi f est de classe ¢! et f’ = 2FF/, soit

X
vx € Ry, f/(x) = 2e‘x2/ e~ dt.
0

Etude de la fonction g

La fonction g, elle, est bien définie par une intégrale a paramétre. Nous allons donc
vérifier les hypothéses du théoréeme de dérivation de ces intégrales.

2 X2 (1+t?)

Pour (x,t) € Ry x [0,1] posons po(X,t) = ———.
9 (x,t) +x[0,1] p e(X,t) 50
i) Soit x € Ry. L'application t € [0,1] — @(X,t) est intégrable sur [0,1]
puisqu'elle est continue et que toute fonction continue sur un segment est
intégrable.
i) o posséde une dérivée partielle par rapport a X et on a

2 2

dp(X,t) , €7 XA+ 2t

= 2X(L+tH) - =—2xe X Y,
aX 1+t 1412

ap(X,t)
X

V(x,t) € Ry x [0,1],

iii) Soit x € Ry. L'application t € [0,1] — est intégrable sur

[0,1] car elle est continue et toute fonction continue sur un segment est

intégrable.

Ces premiers points sont en général faciles a vérifier : on traite séparément les
variables x et t. Dans les points i et iii, on se pose la question de l'intégrabilité
d'une fonction quand x est considérée comme une constante. Dans le point ii, on
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calcule une dérivée partielle ; pour cela, c'est t que I'on considére comme une
constante pour dériver par rapport a X.

Vient enfin le dernier point, essentiel pour appliquer le théoreme : il s'agit d'effec-
tuer une domination uniforme, i.e. d'obtenir une majoration de la forme
'8<p(x,t)

™ < h(t), valable pour tout x, avec h une fonction de t intégrable.
L'épithete uniforme fait référence au fait que la fonction majorante est indépendante
de x.

C'est ce point qui peut, en général, s'avérer le plus technique dans I'application du
théoréme de dérivation des intégrales a parametre.

Cependant, nous sommes dans une situation simplifiée, comme nous avons pu le
constater sur les premiers points : nous traitons d'intégrales sur un segment. Comme
toute constante est intégrable sur un segment, il suffit de trouver une fonction h
constante pour pouvoir appliquer le théoréme.

Bien sdr, ceci n'est pas toujours possible, mais I'éventualité d'une majoration gros-
siére par une constante doit toujours étre envisagée dans le cas d'intégrales a para-
métre sur un segment car ce peut étre un moyen de simplifier considérablement la
vérification de I'hypothése du théoréme.

Ici, comme 1+t2>1, on a déja la majoration grossiére | —2x e~ <A+t
< 2x e, Cette fonction de x est continue sur R, et tend vers 0 en +oo donc est
certainement bornée; pour voir cela, on peut effectuer une étude rapide de cette
fonction.

Une fois que I'on sait que cette fonction est bornée par un réel positif M on a alors

| — 2x e™X*A+| < M pour tout réel positif x, qui est la majoration recherchée.

iv) On a, pour tout (x,t) € R, x [0,1] :

dp(x,b)
aX

_y2
<2xe .

La fonctionu : X € Ry > 2X e~** a pour dérivée U’ : X > 2(1 — 2x2)e~*’,
U’ est strictement positive sur [0,1/4/2[, nulle en 1/4/2 et strictement

négative sur J1/+/2,4+00[.
De plus, u(0) =0 et, daprés les théorémes usuels sur les limites,

lim u(x) =0.
X—>400
On a donc, pour tout réel positif X, U(X) < u(l/\/?) =/2e71/2,
En résumé :

IpD T 5172,

- la fonction t € [0,1] = +/2e71/2 est intégrable sur [0,1].

- pour tout X € R,
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Ainsi, la fonction g est donc de classe C! sur R, et

Lapx,t)
oX

dt

Vx € Ry,g'(X) = /
0
soit
1 2 1 t2
vx € Ry,g'(X) :/ —2xe XA gt
0
ou encore, comme X ne dépend pas de t

1
VX € Ry,0'(x) = —2xf e X @) g
0

2. Pour montrer que la fonction f 4 g est constante, il suffit de montrer que sa déri-
vée est nulle. Pour cela, on peut se servir des calculs précédents. Le calcul de la
valeur de cette constante pourra alors se faire en choisissant une valeur particuliére
de x pour laquelle les calculs sont simples.

Le probléme est que I'intégrale intervenant dans I'expression de f’ a pour bornes 0
et x alors que celle de g’ a pour bornes 0 et 1. Nous allons donc effectuer un chan-
gement de variable pour ne plus avoir que des intégrales sur un méme intervalle.
Pour cela, nous allons poser u = xt ; il viendra dt = du/x et les bornes 0 et 1
deviendront O et X.

Pour effectuer le changement de variable u = xt, il est nécessaire de supposer
x # 0. Nous devrons donc traiter séparément le cas ou x = 0.

Fixons un réel X > O et effectuons le changement de variable u = x t dans
2@ l'intégrale précédente. Il vient successivement

gx) = —ZX/X e X AHU/Y gy /x
0

X
2 2
= —2/ e e " du
0

X
2 2
= —2e7F% / e " du,
0

soit g'(x) = —f'(x). La fonction f + g est donc constante sur R* car sa
dérivée est nulle.

Il reste @ montrer que f + g est en fait constante sur R, . Ceci est clair car les fonc-
tions f et g sont continues sur R, (car on a vu qu'elles sont méme de classe ¢?). Si
a est le réel tel que f(x)+g(x) =a pour tout réel x >0, on a donc
f(0) + g(0) = a en faisant tendre x vers 0.
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Comme f + g est continue sur R et constante sur R , f 4 g est constante

2@ sur Ry .

Il reste a déterminer la valeur de cette constante. Le plus simple est de la calculant
en évaluant f (x) + g(x) enx =0.

1
En particulier, pour X =0, on a f(0) = 0 tandis que g(0) = / dt
0

1+t2

¥

Vx € Ry, f(X) + g(x) = %-

3. Dans l'intégrale qui définit g figure I'expression e X*(Ht%), qui tend trés vite
vers 0 quand x tend vers oo, quel que soit t. Ceci nous conduit a penser que g tend
vers 0 en +oc0. C'est ce que nous allons montrer.

A cet effet, il est possible d'utiliser le théoréme de convergence dominée pour mon-
trer que, pour toute suite (X,)nen de réels positifs, g(x,) tend vers 0 quand n tend
Vers +0o.

Méme si cette méthode fonctionne ici, on peut aussi chercher une majoration de g
par une fonction tendant vers 0 en +oo. Ce procédé est d'ailleurs plus rapide et plus
simple.

e—x2(1+t2)

R par 1, mais ceci ne donnera que g < 1. Nous
allons donc étre plus fin en conservant le facteur e’ qui assurera la convergence
vers 0.

On peut bien sdr majorer

2 Soit X € R+.
ﬂ De l'inégalité

1 e—x2(1+t2)
0<gx) = ———dt
96 /0 1412

. . 2 P
on tire, en factorisant e7*" dans l'intégrale :

1 o—(xt)?

€
dt.
1412

0<g(x) = e‘XZ/

0

Comme, pour tout (X,t) € Ry x [0,1], 0 <e~®V* <1 et1+1t2> 1, lin-
tégrale est inférieure a 1 et il vient

0<gx)<e™

ce qui montre que lim g(x) =0.
X—+00
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4. Des deux questions précédentes on tire ) |IT f(x) = T On ne peut pas imme-
—> 400

+o0 2
. e _ ™ .
diatement en déduire </ et dt) =1 : encore faut-il auparavant s'assurer de
0

I'existence de l'intégrale dont la valeur est demandée.

La fonction t — et est intégrable sur R,. En effet :

%

i) elle est continue sur R ;

X - p— 2 ~ - ~ . 2
i) tIIm t2e " =0 d'aprés les théorémes de croissance comparée de fonc-
—> 00

tions donc et = 0(1/t?) quand t tend vers +oo0.
Ainsi, f converge en +00 et

+00 ) 2
lim f(x) = (/ et dt) .
X— 400 0

0
Par ailleurs, on sait que f 4 g est constante égale a 7 et que g tend vers 0

en +00. On a donc également

lim f(x)= %.

X—= 400

Enfin, avant de prendre la racine carrée, il faut se poser la question du signe des
quantités considérées.

2 Comme la fonction t > et est positive, son intégrale de 0 a +oo lest
@ également, d'ol

2

Exercice 7.11 : Théoreme de d'Alembert-Gauss

Le but de cet exercice est de démontrer le théoréeme de d'Alembert-Gauss : tout
polynéme non constant a coefficients complexes a une racine complexe.

+00 1
/ e dt = = /7.
0

n
Nous allons raisonner par I'absurde : soit P = Zakxk € C[X] de degrén > 1
k=0
et supposons que, pour tout z € C, P(z) # 0.
Pour (r,t) € R, x [0,27] on pose

°hD = Brety;

238



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Chapitre 7 - Intégration

Enfin, pour r € R, , on pose

27
f(r):/ @(r,t) dt.
0

1. Démontrer que, pour tout réel A > 0, il existe un réel R > 0 tel que, pour tout
nombre complexe z de module supérieur ou égal a R, |P(2)| > A.

d d
2. Calculer 2 et 22
ar ot

3. Démontrer que f est de classe ¢* et calculer f'.
4. Evaluer la limite de f en +oo et conclure.

1. Il s'agit ici de minorer le module de P(z), qui est défini par une somme ; nous
allons utiliser I'inégalité triangulaire. En effet, cette inégalité permet souvent de
majorer une somme mais aussi, par un jeu d'écriture, de la minorer. La forme clas-
sique |a + b| < |a] + |b| donne une majoration de la somme a + b. Si I'on écrit
a=(@a+b)—b, on a également |a|] =|(@a+b) —b| <|a+b|+|b|], dou l'on
déduit une minoration de la somme. Nous allons I'appliquer avec a = a,z" et
b = P(z) — a,z" pour minorer |a + b| = |P(2)|.

2@ Soit z € C. Isolons le terme de plus haut degré de P :

n—1
2" = P(z) — Zakzk.
k=0

D'aprés l'inégalité triangulaire

n—-1
P@2)— ) az¥
k=0

lanz"| = <|P@|+

n—-1
Zakzk
k=0

Nous avons ainsi la minoration

IP(2)| > lanz"| —

n—-1
Zakzk
k=0

Pour conclure, nous devons obtenir une minoration de |P(z)| a partir d'une mino-
ration de |z|. L'expression précédente permet de le faire simplement. En effet, la
valeur absolue de la somme apparaissant dans le membre de droite peut étre majo-
rée par I'inégalité triangulaire en fonction de |z|. La présence du signe — changera
le sens de I'inégalité pour en faire une minoration de [P (2)].
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2& D'aprés linégalité triangulaire

n—

1
Zakzk

k=0

n—

k
< ) ladlzl

1
. k=0
soit

n—-1

k

IP(2)| = |anllz|" — E la||z| .
k=0

Ce qui nous intéresse est |z| et non z lui-méme. Nous allons introduire une fonction
d'une variable réelle qui pourra s'étudier aisément par les méthodes générales.

Considérons la fonction polynomiale réelle Q qui, a un réel X, associe

%

n—1

k

Q(x) = |an|x" — E la X"
k=0

L'inégalité précédente peut donc s'écrire :
vz € C,|P(2)| = Q(Iz)).

Q est non constante (car n > 1) et son coefficient dominant est positif.
Ainsi, lim Q(x) = +oo.

X— 400
En particulier, étant donné un réel A > 0, il existe un réel R > 0 tel que,

pour tout réel X > R, Q(X) > A.
Si 'z est un nombre complexe tel que |z] >R, on a donc

IP@I1=Qz]) = A.

2. Le calcul des dérivées partielles ne pose pas de difficulté particuliere. En effet,
les formules usuelles permettent de les calculer a partir des dérivées partielles de
(r,t) = P(re't). Ces dérivées partielles se calculent & partir de celles des fonctions
(r,t) — rkeikt “avec k entier, dont P (reit) est combinaison linéaire.

Il faut faire attention au terme k = 0. En effet, sa dérivée est nulle, mais si on écrit

d ; i . P
@ ﬁ(rke'kt) = krk=1elkt cette expression n'est pas définie pourk =0etr =0.

Pourk > 1, ona

¥

tandis que cette dérivée est nulle pour k = 0. On en déduit
9 : n_o. . . .
—(Pre'ty) = Y et kare'h)h) =etP/(re').
ar =
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Enfin, d'aprés la formule de dérivation de linverse :

0 .
dprt) o (P(re'™ el
o P2relty — P(reit)

Pour la derivee partielle par rapport a t, les calculs sont similaires. Nous allons a
nouveau faire apparaitre le terme k a, (re'")*~ pour obtenir P’(re't) dans le résul-
tat final.

2@ Pour k > 1,

5 s o
ﬁ(akrke'kt) =ik arke™ =ire'kag(re

H)k—l

n
%(P(re“)) = irekacre") Tt =ireP'(re™.
P

Il vient enfin, d'aprés la formule de dérivation de linverse

dp(rt)  irel'P/(rel)
at P2(reit)

L . . 0 .0
On remarque une relation simple entre ces dérivées partielles : a—f —irl?
3. Il reste désormais a utiliser le théoréme de dérivation des intégrales a parametre.
Certaines hypothéses de ce théoréme sont faciles a vérifier, I'hypothése de domina-
tion étant parfois plus technique.

2 i) Pour tout r € R, la fonction t € [0,27] — @(r,t) est intégrable sur
Y| [0,24].

En effet, cette fonction est continue sur [0,27] car elle est obtenue par
combinaisons linéaires, produits et quotients a partir de la fonction
t > re' qui est continue. De plus, toute fonction continue sur un segment
est intégrable.

i) © posséde en tout point une dérivée partielle par rapport a r : ceci a été
démontré précédemment.

Il reste a vérifier I'nypothése de domination, i.e. obtenir une inégalité de la forme

dp(r,t)
' ar

<h@®)

valable pour tout r € R, ett € [0,2x] avec h intégrable sur [0,27].
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Notons deux choses importantes pour simplifier cette recherche :

* on peut utiliser une version plus faible de cette hypothése de domination : veérifier
que, pour tout segment S C R, il existe une fonction h : [0,27] — R, intégrable,
telle que

ap(r,t)
ar
« toute fonction constante est intégrable sur [0,27] : on peut donc se contenter de
trouver une fonction h constante vérifiant cette inégalité.
Rappelons I'expression obtenue précédemment :
dp(rt)  e'P/(re’)

ar  P(reit)

vr e S, vt € [0,27], < h(t);

Il n'est a priori pas évident de majorer ceci indépendamment de r. Cependant, si on
se limite a des valeurs de r dans un segment S, la situation est plus simple. En effet,

S x [0,27] est une partie compacte de R? et toute fonction continue sur un compact

. 0 . , .
est bornée ; comme a—f est continue sur S x [0,27], elle y est bornée et on obtient

le résultat souhaité.

0
iii) Fixons un segment S C R L'application a—f est continue sur S x [0,27]

¥

car elle est obtenue par combinaisons linéaires, produits et quotients a par-

tir de la fonction t — re't qui est continue. De plus, S x [0,27] est com-
pact.

0
Ainsi, 87:? est bornée sur S x [0,27], i.e. il existe un réel positif M tel que

dp(r,t)

V() € S x [0.2n], | =

< M.

0
La fonction t — M est intégrable sur le segment [0,27] donc B_(rp vérifie

'hypothése de domination sur tout segment inclus dans R.
Ainsi, la fonction f est bien définie et de classe C* sur R, ; de plus

2 t
vr e Ry, £(r) :f 0

0 ar

Cette intégrale n'est pas, a priori, aisée a calculer : on intégre par rapport a t une
dérivée partielle par rapport a r. Cependant, les questions précédentes donnent une
relation entre les dérivées partielles de .
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Les calculs précédents montrent que

%

ap(r,t) _ir ap(r,t) .

v(r,t) e Ry x [0,27], T or

Ainsi, pour r > 0, on a

2T
szi/ MWHL
Ir Jo ot

t=2r

1
f'(r) = o [gp(r,t)] =0.

t=0

Etant donné qu'il y a deux variables, il est préférable de préciser par rapport a
% quelle variable est calculé le crochet en écrivantt = 0 et t = 27 plutét que sim-
plement O et 27.
La division par r oblige a supposer r = 0. Cependant, f étant de classe %, on peut
en déduire la valeur de f'(0) par passage a la limite.

2@ f’ est donc nulle sur R% . Comme f est de classe ¢t sur Ry, f/ est continue
sur R donc f’ est en fait identiquement nulle sur R.

4. Quand r est grand, re” est aussi grand car son module est r, donc, d'aprés la
premiére question, P(re't) est grand et I'intégrale de son inverse, i.e. f (r), petite.
On s'attend donc a ce que f tende vers 0 en +o0.

Fixons un réel e > 0. Nous souhaitons majorer f a l'aide de ¢ donc nous pouvons

chercher a minorer |P(z)| a l'aide de —. Pour cela, on peut utiliser la premiére ques-
g

. 1
tion avec A = —.
g

1
2@ Soit un réel € > 0. D'aprés la premiére question appliquée a A = — il existe
€

un réel R > 0 tel que, pour tout complexe z tel que |z] > R, |[P(2)| > —.
€

En particulier pour tout réel r > R et tout réel t, on a

Ireltj =r > R
et donc
- 1
IP(re'hy| > =
3
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soit enfin

! <
— X &.
P(rei)]

Cette inégalité étant vraie pour tout réel t on obtient, en intégrant de O a

2
27
1
/ ———dt < 27e
o |P(ret)

et donc

27 1 27 1
f(r) = _dt| < | ———dt < 2re.
| f(r)| ‘./0 Preiy) dt| < /(; Pre] dt < 27e

En résumé : pour tout réel ¢ > 0, il existe un réel R > 0 tel que, pour tout
réelr > R,ona|f(r) <2ne.
Autrement dit, par définition de la limite,

rEToo f(ry=0.

Par ailleurs f” = 0 donc f est constante : ainsi, f = 0. Il reste a voir en quoi ceci
constitue une contradiction.

Nous venons d'étudier f au voisinage de +oco. La situation en 0 est facile a étudier
car f (0) peut se calculer simplement.

%

Par ailleurs, nous avons vu précédemment que f est dérivable sur R et que
sa dérivée est identiquement nulle; ainsi f est constante sur R .

Comme f tend vers 0 en +00 et est constante on en déduit qu'elle est iden-
tiqguement nulle.

Cependant

1 2T
0= 5555

ce qui constitue une contradiction manifeste avec le point précédent.

Ainsi notre hypothése de départ, a savoir que P ne possédait aucune racine
complexe, est fausse.

Nous avons donc démontré que tout polyndme non constant a coefficients
complexes posséde au moins une racine complexe.
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Etant donnée une fonction f : R — C continue par morceaux et 2-périodique, on
définit pour n € Z le coefficient de Fourier d'indice n de la fonction f par la formu-
le suivante :

1 (T .
cn<f)=5/ f(t)e " dt.
—Tr

Puisque la fonction f est 27-périodique, nous pouvons remplacer l'intégrale sur
[—m, 7] par une intégrale sur n'importe quel autre intervalle de longueur 2. La
définition de la fonction f fait souvent apparaitre un intervalle privilégié. De méme,
une propriété de parité rend plus simple le calcul d'intégrales sur [—m,7].

La théorie des séries de Fourier fournit des moyens efficaces pour calculer des
sommes de séries. Le premier nous est donné par le théoréme de Parseval. Il affir-
me que

n 1 T
- 2 1 2
Tim > ()] —Zﬁfﬂmm dt.

k=—n -

Remarguons qu'ici encore, puisque la fonction f est 2z-périodique, nous pouvons
remplacer l'intégrale sur [—m,7] par une intégrale sur n'importe quel autre interval-
le de longueur 27.

Un autre moyen nous est donné par le théoreme de Dirichlet. Pour I'appliquer, hous
devons supposer que la fonction f considérée précédemment est, en outre, de clas-

se ¢! par morceaux. Dans ce cas nous avons, pour tout réel a :

n . 1
lim a(Hre*@) =2 lim foo+ lim fx) ).
neoo(k;n k( ) ) 2(x—>a ( )+ x—at ( )>
Si la fonction f est continue au point a, cette derniére quantité est égale a f (a).

Notons que le théoreme de Parseval, contrairement au théoreme de Dirichlet, ne
nécessite aucune hypothése supplémentaire sur f.
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Dans le cas d'une fonction a valeurs réelles, il est également possible de définir des
coefficients de Fourier réels en utilisant les fonctions trigonométriques. Pour cela,
on pose

™

1
ap(f) =co(f) = %/ f(t)dt
e

et, pour n € N*,

1 T
an(f) = %/ f (t) cos(nt) dt
T

et

1 (7 .
bn(f) = ;/ f (t) sin(nt) dt.

-

Les coefficients an, b, et ¢, sont liés par les formules
YneN* a,=¢,+C_p et by =i(ch —C_p)

et

an —ib a, ib
VneN*,cn:%etc,n:%.

Avec ces notations, le théoréme de Parseval devient

a (f)|2+1§(|a (F)?+ Iba()1%) = ifﬁ | ()| dt
0 2 n n o . .

n=1

La conclusion du théoréme de Dirichlet s'énonce alors :

+00
ap(f) + Z(an(f) cos(na) + by (f) sin(na)) = % ( lim f(x)+ Iim+ f(x)) )
n—=1 X—a X—a

Il existe d'autres conventions pour définir les coefficients de Fourier réels. Ces dif-
férentes conventions modifient les formules de Parseval et de Dirichlet en faisant
apparaitre ou disparaitre des facteurs 1/2. Par exemple, une convention fréquente
est de définir ag avec un facteur 1/7 (on a donc alors une seule formule pour tous
les an, n € N), ce qui a pour effet de modifier ag en ag/2 dans les formules.

Pour finir, signalons que certaines propriétés de la fonction f se retrouvent sur ses
coefficients de Fourier. C'est le cas de la parité, qui permet de faire I'économie de
beaucoup de calculs :
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. _[YneN,cq(f)=cn(f);
si f est paire, {

vn e N* bp(f)=0;
vn e N, c_n(f) = —ca(f);

si f estimpaire, {
vn e N, ay(f) =0.

Ces formules se démontrent simplement en effectuant le changement de variable
t — —t dans les intégrales définissant les coefficients de Fourier.

Enfin, il existe des formules pour traiter le cas des fonctions T-périodiques avec
T e R% quelconque. Ceci dit, on peut toujours ramener ce genre d'étude au cas 27-

périodigue par un changement de variable dans les intégrales : si f est T-périodique,
la fonctiong :t — f(t%) est 2m-périodique. Une fois calculés les coefficients de
Fourier de g, on peut faire apparaitre f dans les formules de Parseval ou de Dirichlet

obtenues avec g en effectuant le changement de variable u = t% dans les inté-
grales. Un raisonnement de ce type est proposé dans I'exercice 8.6.

Exercice 8.1 : Calcul de séries numériques a l'aide de séries
de Fourier I

On considere la fonction f : R — R, 27-périodique, définie par
f(0)=0;

m™—X

2

VYx €10,2x[, f(x) =

1. Déterminer les coefficients de Fourier de f.
“+00 —+o00

. sin(n 1
2. En déduire les valeurs de Z In(n) et Z 5

n=1 n=1

1. La fonction f est continue par morceaux et 27-périodique. Sa représentation gra-

phigue est la suivante :
2\ \
or 3
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Avant tout il faut penser a considérer la parité de la fonction f afin de simplifier
@ les calculs, comme nous l'avons rappelé en introduction.

On remarque que graphe de la fonction f est symétrique par rapport a l'origine :
cette fonction est donc impaire. Ainsi, nous aurons uniquement a calculer les coef-
ficients de Fourier by,.

Vu la définition de la fonction f, il est naturel de calculer les coefficients a I'aide
d'une intégrale sur [0,27]. Remarquons que, dans le calcul de cette intégrale, la
valeur de f en O n'intervient pas ! En effet, changer la valeur d'une fonction en un
nombre fini de points ne modifie pas la valeur de l'intégrale. C'est donc la fonction
t — (m —t) sin(nt)/2 que nous allons intégrer.

z@ Calculons les coefficients de Fourier de la fonction f. Puisqu'elle est impai-
re, nous avons

vn e N, ay(f)=0.
Par ailleurs, pour tout n € N*, nous avons

1 27
bo(f) = —/ f (t) sin(nt) dt
0

™

1 (Tr—t .
= - —— sin(nt) dt
0 2

s

1 27 1 2T
= _/ sin(nt) dt — —/ t sin(nt) dt.
2 0 27 0

On calcule directement la premiére intégrale : pour n € N*, nous avons

2 2
1 1

/ sin(nt) dt = [— cos(nt)] =—4+ = =0.
0 n 0 n n

Calculons la seconde intégrale a l'aide d'une intégration par parties :

2T _ 2T 2T
/ tsin(nt)dt = |:t L(nt)] n / cos(nt) dt
0 0 0

n n
cos(2 i 2m
_ o (2nm) 4 [ sm(znt)]
n n 0
_ 27
a n

Finalement, pour tout n € N*, nous obtenons

1
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L'énoncé nous demande de calculer les coefficients de Fourier de f sans plus de
précisions. Nous avons remarqué que la fonction f était impaire et nous sommes
donc contentés de calculer les coefficients by. Nous pouvons en déduire presque
sans calcul les coefficients cn & l'aide des formules rappelées en introduction.
Nous obtenons co(f)=ap(f)=0 et, pour tout n e N*,
Ch = (@an —ibp)/2 =—i/(2n) et c_n = (an +ibp)/2 =1i/(2n). On en déduit
que
i
vn € Z \ {0}, ¢y =~

2. Ce genre de résultat s'obtient presque toujours en appliquant les théorémes de
Dirichlet et de Parseval. Nous voyons que, dans la premiére somme, ce sont les
coefficients de Fourier qui interviennent, alors que dans la seconde ce sont leurs car-
rés. Cela nous suggére d'appliquer le théoréeme de Dirichlet pour calculer la pre-
miére somme et celui de Parseval calculer pour la seconde.

¥

La fonction f est 27-périodique et de classe C! par morceaux. De plus, elle
est continue en 1. Ainsi, d'aprés le théoréme de Dirichlet, la série de Fourier
de f en 1 converge vers f(1). Nous avons donc

+00

Zsin(n)_w—l
n 2

n=1

Par ailleurs, le théoréme de Parseval assure que la série

1 1 1
lag ()12 + Egoan(f)ﬁ +lba()?) = 5 lep

converge et que sa somme est

1 27
—/ | f(t)|? dt.
21 0

Calculons cette intégrale :

o 2T (122
/ FORdt = / =07 4
0 0 4

B |:(t_7T)3j|27T
12 |,

On en déduit
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Exercice 8.2 : Calcul de séries numériques a l'aide de séries

de Fourier II

On fixe un réel a € ]0,x[. On considére la fonction f, définie sur [—m, 7], valant
1 sur [—a,a] et 0 en dehors. On prolonge f par 27-périodicité sur R.

1. Déterminer les coefficients de Fourier de f.

2. Quelles formules obtient-on en appliquant le théoreme de Dirichlet ?

3. Quelle formule obtient-on en appliquant le théoréme de Parseval ?

1. Le graphe de la fonction f a l'allure suivante :

Nous constatons que la fonction f est paire. Ainsi, nous nous contenterons de cal-
culer les coefficients a,(f), pourn € N.

%

f étant paire, nous avons
VI’I (S N*, bn(f) == 0.

Par ailleurs,

1 ™
ap(f) = ﬂ/ f(x) dx
—Tr
1 a
== E _adX
_ 2
o 7T

Soit N € N*. Nous avons enfin
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1 T
an(f) = ;/ f (X) cos(nx) dx

-7

1 a
= —/ cos(nx) dx

™ J-a

_ 1 [ sin(x)]?
- 1L

2 sin(na)

nm

Le dernier calcul n'est bien valable que pour n > 1 : en effet, n apparait au déno-
@ minateur. C'est une situation fréquente dans les calculs de coefficients de Fourier.

2. Il s'agit ici d'une application directe du cours.

2 La fonction f est de classe C* par morceaux. Nous pouvons donc appliquer
& le théoréme de Dirichlet : pour tout réel X € R,

a X 2sin(na) 1/ :
24 Z ——— cos(x) =5 (tL"I‘— f(t) —I—tLIr)l('I+ f(t)) :

d n=1

Le membre de droite n'est guere explicite. Nous allons le calculer en distinguant
plusieurs cas. Les propriétés de la fonction f nous permettront de restreindre les cas
a étudier.

2& La fonction f est 27-périodique et paire. On en déduit que la formule ci-des-

sus est inchangée lorsque l'on remplace X par X + 2k, avec k € Z, ou par

—X. Il nous suffit donc de considérer les nombres réels X appartenant au
segment [0,7]. Nous distinguerons plusieurs cas.

e Soit x € [0,a[.
La fonction f est continue au point X et vaut 1 en ce point. On en déduit
que

+00 :
a 2sin(na)
— ——— cos(nx) =1,
At o o)

autrement dit,

IX sin(na) T—a
Z —— cos(nx) = —

n=1
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En particulier, pour X = 0, nous obtenons

i‘i sin(ha) _ m—a
n 2

n=1

tiatives et de spécialiser les formules en des points particuliers lorsque cela s'y
préte. Ici, par exemple, considérer le cas X = 0 permet d'obtenir une formule élé-
gante qui n'est absolument pas évidente.

@ La question poseée ici est ouverte. Il ne faut donc pas craindre de prendre des ini-

* Soit x € ]Ja,n].

2@ La fonction f est continue au point X et vaut O en ce point. On en déduit
que
X 2sin(na
Z ( ) cos(nx) = 0,
=1

autrement dit,

00 i
Z sin(na) cos(nx) = — a
— n 2

En particulier, pour X = 7, nous obtenons

Z( . sm(na) _;

¢ Considérons le point X = a.
La fonction f n'est pas continue en ce point : sa limite a gauche vaut 1 et
sa limite a droite 0. Nous obtenons donc

a <X 2sin(na) 1
~ ——~ cos(na) = =,
+ Z nmw (na) 2

™

n=1
autrement dit,
X sin(na) T a
Y ————=cos(na) = — =,
n 4 2
n=1
ou encore
i‘é sin(2na)
—~ n 2
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Noter que les formules précédentes, dans les cas a =1 ou a = 1/2, redonnent le
résultat de I'exercice 8.1.

3. Ici, de nouveau, il s'agit d'une application directe du cours. Il s'agira surtout,
comme précédemment, de simplifier I'expression obtenue.

2& D'aprés le théoréme de Parseval,

1 +o00 1 g
lag(f)[° + = |an(f)|2=—/ | (x)[%dx.
2; 27 J_.

En remplagant les coefficients de Fourier par leur expression, nous obtenons

a_2 3*0" sin’(na) 1 adx—g
w2 — n2 2l 0w
autrement dit,
+00

sin(na) (7 —a)a
n2 2

n=1

Exercice 8.3 : Calcul de séries numériques a l'aide de séries
de Fourier III

Soit A € R*. On considére la fonction f : R — R, 27-périodique, définie par
vx € [-ma], f(x) =e.

1. Déterminer les coefficients de Fourier complexes de la fonction f.
2. En déduire I'égalité

cL s 4
S+ )2 20h(y) 227

3. Qu'obtient-on en faisant tendre A vers 0 dans la formule ci-dessus ? On pren-
dra soin de justifier rigoureusement toutes les étapes du calcul.

La fonction f ne présente aucune propriété de symeétrie particuliére. Voici I'allure de
sa représentation graphique quand A > 0 :
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P

1. C'est une application directe de la définition.

2 La fonction f est 27-périodique et continue par morceaux. Pour n € Z nous
¢ avons
1 [" -
cn(f) = — [ eMe ™dx
21 J_,

1 (7 ;
— _f e(/\—ln)xdX
2 J_,
1 e(A—in)X T
T 2r [ A—in }_ﬂ
car A = in, puisque A est un nombre réel non nul et in un nombre imagi-
naire pur. Nous avons donc

1 e(/\—in)7r _ e—(/\—in)7r
o = o ( A—in )

(_1)n e)wr _ e—/\Tr
2T A—in

= (23h()\7r))

27 A—in
_ (=D"sh(im)
(A —in)

2. La formule a démontrer fait intervenir une somme de série. Le terme général de

cette série posséde un terme n? au dénominateur, alors que le coefficient de Fourier
cn () possede un terme n au dénominateur. Nous allons donc chercher a utiliser le
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théoréme de Parseval, qui fait intervenir le module au carré des coefficients de
Fourier.

zw D'aprés le théoréme de Parseval,

N
1 s
li E: )2 = — f (x)|2 dx.
N—I>Toon: |Cn( )| 27T/7r| (X)l dx

—N -

Il nous reste maintenant a calculer chacun des deux termes de cette inégalité. En ce
qui concerne le terme de gauche, nous devons I'exprimer sous la forme d'une somme
de série. Il faut donc passer d'une somme sur Z a une somme sur N. Nous y par-
viendrons en regroupant les termes d'indice n et —n.

2@ Calculons les deux termes de cette égalité. Soit n € Z. Nous avons
sh?(\mr)
lea(F)? = VI
(A 4+ n%)

En particulier, nous remarquons que |cn(f)|2 = |c_n(f)|?. Nous avons donc

N N
YN eN, Y len(D)IP =lco(H)I* +2) lea(F)I.

n=-—N n=1

En passant a la limite, nous obtenons

N 2 +00 2
. she(Am) 2sh*(\r)
lim Cn(f 2= 7 —_.
N—+o00 n;N | n( )| ﬂ-ZAZ ; 7T2(>\2 + nZ)

Calculons, a présent, l'intégrale. Nous avons

1 [ 1 [
E/_W”(X”de = Z/_ﬂez”‘dx
1 eZ/\X 0
- E[zx}_ﬂ

1 e2/\7r_e—2)\7r
- Z( 2 )

sh(2\m)
2w

En revenant maintenant a 'égalité, nous obtenons

f 2sh*(Am) _ sh@Am)  sh*(Am)
2\ +n2) 2T m2)\?

n=1
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Ce n'est pas encore exactement I'égalité recherchée. Nous allons donc la manipuler
pour lui donner la forme voulue. A cet effet, nous ferons appel a quelques résultats
sur les fonctions trigonométriques hyperboliques.

%

Puisque X\ € R*, sh(Axw) # 0. Nous pouvons donc mutiplier les deux
membres de ['égalité par 7r2/(28h2()\7r)). Nous obtenons

f 1 2sh(Omch(mr? 1
2402 Axash? () 2)?
s 1

22th(\r)  2)2°

Les formules de trigonométrie hyperboliques étant moins classiques que les for-
mules de trigonométrie, nous donnons ici une démonstration de celle que nous
avons utilisée. En cas de doute, il ne faut pas hésiter a prendre le temps de refaire
ce calcul rapide. Nous avons

e2)\7r _ e—Z)\ﬂ'
2
(e)\ﬂ' + e—)\7r)(e/\7r _ e—)\7r)
2
= 2ch(Am)sh(\x).

sh(2Am)

2. Nous devons calculer la limite des deux membres de I'égalité lorsque A tend vers
0. Aucune des deux n'est complétement évidente.
Commencons par le membre de gauche. Il s'agit visiblement d'intervertir une série
et une limite. Nous allons donc chercher a démontrer la convergence normale de la
série (comme série de fonctions de la variable \).

¥

256

Pour tout n € N*, considérons la fonction
fan: R — R
1
n2 + \2

Pour tout n € N*, nous avons

1
VA eR, [fa(V)] < nZ’

qui est le terme général d'une série convergente. Par conséquent, la série
> fn converge normalement sur R. Puisque toutes les fonctions f, sont
continues en 0, leur somme l'est aussi.
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Nous avons donc
+00 +00
1 1
lim — = —
Passons, a présent, au second membre de I'égalité :
T 1
22th(\m)  2)\2°

Il s'agit d'une forme indéterminée lorsque A tend vers 0. Nous pouvons lever cette
indétermination a l'aide des développements limités.

Cherchons maintenant la limite du second terme lorsque A tend vers 0.
z@ Commencons par calculer un développement limité de 1/th(x) quand X tend

vers 0. Nous avons successivement

L ch(x)
th(x) sh(x)

1+ % +o(x?)
X + X—; +0(x3)

1 x? ) 1
= ~(1+5 +00d)) —5——
X 2 1+ % +0(x2)

_ 1 1+X2+ou% 1 X2+oa%
X 2 6
_ 1 1+ +ou)
X 3
= ¥ o)
= ~+3 .
On en déduit que
T 1 T 1 AT 1
- = — - o\ -
NhOM 202 T 2N (MJF 3 7O )> 2\2
2
T
= —+4oQ
5 oy

Finalement, en prenant la limite des deux termes de 'égalité lorsque A tend
vers 0, nous obtenons

2

OO1
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Ce n'est pas la maniere la plus efficace de trouver la valeur de cette somme (voir
exercice 8.1)

Exercice 8.4 : Relation de récurrence sur les coefficients

258

de Fourier
Déterminer les coefficients de Fourier de la fonction définie pourt € R par

1

5+ 4 cos(t)
Pour cela, on pourra chercher une relation de récurrence entre ces coefficients.

f(t) =

Remarquons que la fonction est bien définie et continue par morceaux (et méme de
classe C*) sur R et est paire. Ainsi, nous allons calculer ses coefficients de Fourier
réels, plus précisément les coefficients a,.

Pour obtenir une relation de récurrence entre ces coefficients, nous avons besoin
d'une relation de récurrence entre les réels cos(nt). On peut obtenir une telle rela-
tion a l'aide des formules de trigonométrie usuelles. La formule

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

appliquée avec a = (n + 1)t et b = =+t fournit :
cos(nt) + cos((n + 2)t) = 2 cos((n + 1)t) cos(t).

haite démontrer I'existence de polyndmes Ty, Vvérifiant T, ( cos(6)) = cos(nf), la

@ C'est cette relation qui permet d'étudier les polynémes de Chebyshev : si I'on sou-
relation ci-dessus montre que I'on doit avoir

Th( cos(#)) + Th42(cos(d)) = 2 cos(f) Th1( C0S(H)).

Ceci impose que les polyndbmes T, vérifient la relation de récurrence
Th + Tn42 = 2XTh41 et on vérifie sans peine que la suite de polyndémes définie
ainsi et par ses premiers termes To =1 et Ty = X vérifie bien la propriété
Th(cos(f)) = cos(nb).

Nous pouvons donc calculer a, + an42 en espérant une simplification des calculs.

ap étant défini avec un facteur 1/(27) (et non 1/7), les calculs que nous allons
effectuer ne sont valables que pour n > 1. Dans le cas n = 0, ce ne sera pas ag
mais 2ag qui interviendra. Nous traiterons ce cas ultérieurement.
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2& Pour tout entiern > 1 :

dt

a, +a - =
0+ 8n+2 ). 5 + 4 cos(t)

1 7 2cos((n+ 1)t) cos(t)
T o /,T 5 + 4 cos(t)

1 /W cos(nt) + cos((n + 2)t)

I n'y a que le facteur cos(t) en trop au numérateur pour que I'on puisse faire appa-
raitre a,+1. On peut I'éliminer presque sans calcul en effectuant la manipulation
classique suivante sur les fractions qui consiste a faire apparaitre le dénominateur
au numeérateur :

X

5+ 4X

1

5+4X)-5 1 5
45+4+4X°

5+4X 4

1
4

On a successivement :

1 [7 cos((n+ Dt)(5+ 4cos(t) —5)
an+a = — dt
nt+ant or ). 5 1 4 cos(t)

W

™

1 5 ™ cos((n + Dt)
= — cos((n+ Dty dt — — _
2 J_, ((+1Y 27 /ﬂ 5+ 4 cos(t)
D'une part,

/ﬂ cos((n + LHHt)dt = [

—T

sin((n + D)t)
n+1

et cette intégrale est donc nulle.

D'autre part, la seconde intégrale n'est autre que @41 a un facteur prés. On

obtient alors

:|7r (carn+1=0)

5
an +any2 = — Ean-i-l

soit la relation de récurrence linéaire d'ordre 2 :

5
vn € N*,an+2 + Ean+1 +an = 0.

1 (7 1
Par ailleurs, comme ag = —/ ————dt, les calculs précédents
27 J_r 5+ 4cos(t)

5
montrent que 2ap +a; = — Eal.
Pour initialiser la relation de récurrence d'ordre 2 nous avons besoin des deux pre-
miers termes qui sont a; et a,. Nous allons commencer par calculer ag, qui est de
toutes facons demandé, et dont on pourra tirer les valeurs de a; et a, sans peine par
les manipulations ci-dessus.
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Le calcul de agp peut se faire par un changement de variable. Les regles de Bioche
ne donnant aucun résultat, nous allons effectuer le changement de variable standard
u = tan(t/2) qui permet toujours de calculer une intégrale d'une fraction rationnel-
le en sinus et cosinus.

Calculons ag en effectuant le changement de variable u = tan(t/2) :
W i
1 1
8 = o / L'
2w J_ 5+ 4 cos(t)

1 [t 1 2du
or ) 1?14 y2
s 00 5—}—41+u2 +

1 [t 1
= —/ du
TJ oo 94+ U2

B 1 /+oo 1 du
9 14 (u/3)2

1 +oo
= —[3 arctan(u/3)}
97 oo
_ 1
= 3

Le calcul de a; peut certes se traiter de la méme fagon, mais aussi sans calcul en
effectuant la manipulation cos(t) = (1/4)(5 4+ 4 cos(t) — 5) au numérateur comme
lors de la détermination de la relation de récurrence :

2& Nous avons successivement :
1 /’T cos(t)
a = - _—
mJ_r5+4cos(t)
1 [™5+4+4cos(t)—5
47 J_. 5+ 4cos(t)

1 [ 5 (7 1
= — ldt — — —(t
/_W5+4cos(t)

A J_. 4
1 5a
= 273
B 1
. . . 5 1
Enfin, a2 se déduit de la relation 2ap +a, = — Eal Tay = &
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Il reste a résoudre I'équation caractéristique puis a déterminer les parametres qui
apparaissent dans la solution générale a l'aide des premiers termes.

2 L'équation caractéristique de la relation de récurrence est r2 + (5/2)r +1 =10
4 dont les racines sont —2 et —1/2.
En conséquence, il existe deux réels X\ et u tels que :

Vn e N*,ap = A(=2)" + pu(—1/2)".

En écrivant cette relation pour n € {1,2} on obtient le systeme

—2\ — w2 = -1/3
{4)\ + /4 = 1/6

dont on trouve sans peine les solutions : A =0 et p = 2/3. Ainsi :

a—let ourneN*a—2 1\"_
0=3%P =3(72) T3t

somme de sa série de Fourier (théoréme de Dirichlet). Cette derniére somme peut

% Il est facile de Vérifier le résultat. En effet, f étant de classe C*°, elle est égale a la
étre calculée directement :

1 +002 ln 1 2 +00 eiXI’l
= -{—=) cos(nx)=-+ -TRe = =
723 (z) =553 (7))

n=1

et il n'y a plus qu'a sommer la série géométrique pour voir que I'on retrouve bien
f(x).

Exercice 8.5 : Expression d'une intégrale sous forme de série

A l'aide de la fonction f : t — exp(e'!), montrer que
27 ’ (t) +00 1

e ©Udt = 27 —

/o § (n!)2

La relation demandée ressemble fortement a I'égalité de Parseval. D'ailleurs, le
2T

membre de gauche n'est autre que / | f (t)|%dt. Nous allons donc calculer les
0

coefficients de Fourier de f qui est bien 2r-périodique et continue par morceaux
sur R.
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Remarquons que la fonction f peut s'écrire sous forme d'une série :

+00 (eit)n

exp(e'!)

n=0

Nous avons I'impression d'avoir écrit ici le théoréme de Dirichlet ! Visiblement, les
coefficients de Fourier de f sont égaux a 1/n! (si n > 0) ou nuls (si n < 0). Nous
allons maintenant vérifier que les coefficients de Fourier de f sont bien ceux que I'on
lit sur ce développement en série (et donc qu'il s'agit effectivement de la série de
Fourier de f).

%

Soit n € Z. Alors :

2 .
Cn(f) — % A eeneqntdt

i 2m +00 (eit)k
|

27 0 k=0 k!

1 21 +o0 ei(k—n)t

an)y &= K

e—int dt

dt

Pour intervertir I'intégrale et la série, plusieurs théorémes peuvent étre utilisés. Ici,
il y a visiblement convergence normale sur le segment [0,27].

) Pour k € N et t € [0,271] posons fi(t) = e'®=™Mt/kl. f, est bornée sur
¢ [0,27] et || fk|loo = 1/k!. Ainsi, la série de fonctions ) fix est normale-
ment convergente sur [0,27]. En conséquence, on peut intervertir série et
intégrale, ce qui fournit la relation

1 9 27 gitk-nt
/

cn(f) = dt

2T = k!

+ 2
_ 1 oo(i/ﬂ-ei(k—n)tdt)
27 k=0 k! 0

Chaque intégrale est aisée a calculer : en effet, si A € Z, on a

27 it 2
/ e Mdt = [—} =0
0 A o

et, si A = 0, cette intégrale est égale a 2.
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Il faut donc distinguer le cas k = n, mais attention ! k ne peut pas étre égal a n
lorsque n est strictement négatif... Il ne faut pas oublier que nous calculons ici les
coefficients de Fourier complexes et donc que I'entier n prend ses valeurs dans Z.
27 ei(k—n)t
2@ OSin<Oona/ i dt =0 pour tout k € N car alors k — n ne
0 H

peut étre nul.
e SineN, cette intégrale est nulle sauf si kK =n, auquel cas elle vaut
27/nl.
En conséquence, la série précédemment obtenue a tous ses termes nuls, sauf
éventuellement un. En résumé :

sin<0,c,=0;

sin>0,cy,=1/n!.

I n'y a plus désormais qu'a écrire I'égalité de Parseval pour conclure, comme nous
I'avons remarqué au début de I'exercice.

2 Etant donné que |e®"| = |e COsSO+isin®| — g cos®)  'agalité de Parseval
@ appliquée & la fonction f donne

1 27 ) +00 1

— e2 st — —.

2 0 nXZ(:) (n!)2

Exercice 8.6 : Inégalité de Wirtinger

1. Soit f une application de classe ¢! de [0,27] dans C vérifiant f (0) = f (27) et
27 2 2
/ f(t)dt = 0. Démontrer que / | f(t)|?dt g/ | f/(t)|? dt. Préciser le
0 0 0

cas d'égalité.
2. Adapter au cas d'un segment quelconque.

1. L'inégalité a établir n'est a priori pas évidente. Le fait que I'exercice se situe dans
le chapitre consacré aux séries de Fourier permet néanmoins de trouver une inter-
prétation : chacune de ces intégrales peut s'exprimer, par le théoréeme de Parseval,
comme une somme de série. Qui plus est, nous savons exprimer les coefficients de
Fourier de f/ en fonction de ceux de f. Ceci nous permettra de conclure.

Nous venons de commettre un abus : f n'a pas de coefficients de Fourier puisqu'elle

n'est pas périodique ! Il faut préalablement prolonger la fonction en une fonction
périodique.
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2@ Nous avons

f(0) = f(2n).

Par conséquent, nous pouvons prolonger la fonction f par 2w-périodicité en
une fonction que nous noterons g. Pour tous k € Z et x € [0,27], nous
avons

g2km + x) = f(x).

La fonction g est définie sur R, 27-périodique, continue et de classe C* par
morceaux. Plus précisément, la fonction g est de classe C! sur R\ 277 et
nous avons

vx € R\ 27Z, g'(x) = f'(x).

En général, la fonction g est de classe C* par morceaux, mais pas de classe C1. Son
graphe présente en effet des ruptures de pente lorsque f/(0) £ f/(27) ; c'est par
exemple le cas si la fonction f est la fonction t — sin(t/2), comme on le voit sur
la figure suivante :

—27 —T ™ 27

Cependant, nous pouvons quand méme parler de la dérivée g’ de g : cette fonction
est définie partout sauf, éventuellement, en un nombre de points fini sur chaque
segment. Nous désignerons alors par g’ n'importe quel prolongement de g’ a R. Le
choix des valeurs par lesquelles on prolonge g’ n'a pas d'importance puisque l'on
cherche a utiliser la théorie des séries de Fourier : les coefficients de Fourier sont
définis par des intégrales et on peut donc modifier la valeur de la fonction considé-
rée en un nombre de points fini sur le segment d'intégration.

De plus nous savons que, lorsque u est une fonction continue et de classe ¢! par
morceaux et que I'on désigne par u’ un prolongement de sa dérivée comme expli-
qué ci-dessus, nous avons la relation c,(u”) = incy(u) pour tout entier relatif n.
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2@ Appliquons le théoréme de Parseval a la fonction g : nous avons

1 e 2 ; . 2
2 ), 190rd= i 3 i@

Puisque la fonction g coincide avec la fonction f sur l'intervalle [0,27], on
en déduit que

2m

1 2 —_ i - 2
o ), Ha»m—¢$g;mwn.

adapté aux données de I'énoncé puisque c'est le domaine de définition de la fonc-

Ici, il est naturel de calculer les intégrales sur l'intervalle [0,27]. En effet, il est
@ tion f.

2@ La fonction g’ est 27-périodique et continue par morceaux. Nous pouvons
donc lui appliquer le théoréme de Parseval. En remarquant que la fonction g’
coincide avec la fonction f’ sur ]0,27[, nous obtenons

1 on 2 : 2
= f'(t))%dt = i |-
o [ 1o i, 37 (o)

D'aprés le cours, pour tout k € Z, nous avons

ck(9") = ikek(9).

En conséquence,
1 2 ; oy 2
= | P = fin 3 Ko

Nous devons maintenant comparer les quantités trouvées. Pour tout k € Z \ {0},

nous avons k? > 1 et donc |ck(9)]? < k?|ck(g)]?. Nous obtenons donc une inégalité
dans le sens souhaité. Il nous reste a traiter le cas du coefficient d'indice O.
L'hypotheése sur I'intégrale de f montre qu'il est nul ; il ne nous génera donc pas.

2@ Pour tout k € Z \ {0}, nous avons k? > 1, et donc

ok (@)% < K2[ek(9) 2.

Par hypothése, nous avons

1 27
co(Q) = —f f(t)dt =0.
2T 0
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L'égalité précédente est donc encore valable lorsque k = 0.
Nous en déduisons que

2 n
fOFPdt = 27 lim ek (9)2
/0 )] nwk;n“g'

n
H 2 2
< ZWHILn;OE kelck(9)]

k=-—n

2
/ | f/(t)|? dt.
0

Nous avons obtenu l'inégalité demandée. Il nous reste maintenant déterminer a
quelle condition c'est une égalité. Vu les calculs précédents, il semble qu'il faille que
k?|ck (9)|2 = |ex(g)]?, pour tout k € Z. Démontrons ce fait. Précisément, nous
allons démontrer que si l'une de ces égalités n'est pas satisfaite, alors I'inégalité entre
les intégrales est stricte.

Nous allons supposer qu'il existe ng € Z \ {0} tel que |cny(9)|?> < N3|cn,(9)[%. ON
en déduit que

N

n n
¥n > Inol, Y lek(@)1* < Y Kolek (@)

k=—n k=—n

Cette inégalité ne suffit pas pour conclure ! En effet, lorsque I'on passe a la limi-
@ te, les inégalités strictes deviennent larges et nous ne pouvons pas obtenir mieux

que
n n
lim 2 i 2 2
dim > je@) < lim Y kP jek(@)I,
k=—n k=—n
Cce que nous connaissons déja.

Nous devons donc préciser I'inégalité. A cet effet, nous allons chercher & minorer la
différence des termes.

2 Supposons qu'il existe Ng € Z \ {0} tel que |Cny(Q)|*> < N3ICny(9)|%. Pour
@ tout n > |ng|, nous avons
n

D I@F = len @+ ) (@l

k=—n *Ei“g”
no
< len@P+ Y KElc(@)l?
—Eikngon
< A=ndlen@F+ Y K@

—n<k<n
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En passant a la limite lorsque N tend vers 400, nous obtenons

n

n
; 2 2 2 ; 2 2
Tim > jo@F < (L= nd)len (@) +ngngokzz_nk ok ()]

=-nNn
n
i 2 2
< lim k;n K|ck (9)12.

27 27
Les intégrales / |f(t)%dt et f | f/(t)|?dt ne peuvent donc pas étre
0 0

égales.
En revanche, si pour tout n € Z \ {0}, nous avons |C,(9)|> = n?|cn(9)|?,
alors les intégrales sont égales. Nous avons donc montré que

2 2
f D dt =/ £ty 2
0 0
si, et seulement si,

vn € Z\ {0}, [cn(9)I% = n?[cn(9)I%.

Il nous reste a interpréter cette derniére condition de fagon plus explicite en termes
de la fonction f. Puisque la fonction g est continue et de classe ¢* par morceaux, le
théoreme de Dirichlet assure qu'elle est somme de sa série de Fourier. Nous pour-
rons donc lire sur la fonction g (et donc sur la fonction f) les conditions sur les coef-
ficients de Fourier.

%

Cette derniére condition est encore équivalente a la suivante :

Puisque la fonction g est continue et de classe C* par morceaux, le théore-
me de Dirichlet s'applique. Sous la condition précédente, il assure, vu que
Co(g) = O par hypothése, que :

Vx € R, g(x) = c_1(g)e ™" + ca(g)e™.

La fonction f est donc de la forme
f: [0,2r] — C
X > e X 4 Geix’
avec (o, 8) € C2.
Réciproquement, toute fonction f de la forme précédente est de classe C* par

morceaux, prend la méme valeur en O et en 27 (3 savoir « + 3), est d'inté-
grale nulle sur [0,27] et la fonction g associée vérifie ¢,(g) = 0 pour tout
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neZ\{-10,1}. Elle satisfait donc 'égalité

2T 2T
f | (t)|? dt :/ | /(1)) dt.
0 0

Pour résumer, nous avons montré que

27 2
/ 2t =f R dt
0 0

(a,B) € C2, VX € R, f(X) = ae™™ + Fe'*.

si, et seulement si,

2. L'énoncé nous demande, a présent, d'adapter le résultat pour des fonctions défi-
nies sur un segment quelcongue. Considérons donc un segment [a,b] et une fonc-
tion f définie sur ce segment. Deux solutions se présentent : nous pouvons

— soit reprendre tout le raisonnement de la premiére question en utilisant la théorie
des séries de Fourier pour les fonctions (b — a)-périodiques ;

— soit associer a f une fonction g définie sur [0,27] & laquelle nous appliquerons les
résultats obtenus a la question précédente.

On s'en doute, c'est la seconde méthode qui est la plus rapide. C'est elle que nous
allons mettre en ceuvre en effectuant un changement de variable affine.

2@ Soit (a,b) € R? avec a < b. Soit f : [a,b] — C une fonction de classe C .
Considérons la fonction

ji: [0.27] —  [ab]

X a'
27 +

X =

C'est une bijection d'inverse

it [ab] — [0,27]

Posons
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Nous allons maintenant appliquer le résultat de la premiere question a la fonction g.

%

D'aprés la premiére question, si la fonction g est de classe C!, vérifie
27

g(0) = g(2n) et g(t)dt =0, alors
0

2 27
/0 Ig(t>|2dt<fO 19/ (t)[2 dt.

Commencons par traduire les hypothéses relatives a g en utilisant la fonc-
tion f.

e La fonction g est de classe C! car f et j le sont.

*g(0) =9@n) :
Nous avons g(0) = f(a) et g(2n) = f(b). Par conséquent, cette condition
équivaut a f (@) = f(b).

27

. git)ydt =0:
0

Le changement de variable t = j~1(x) donne

2r o b

La condition équivaut donc a

b
/ f(x)dx = 0.
a

Pour traduire la conclusion, nous allons calculer les intégrales f027r lg(t)|? dt
et 02” |g’(t)|2 dt en fonction de f. Comme précédemment, nous allons effec-
tuer le changement de variable t = j~1(x). Pour la premiére intégrale, nous

obtenons
27 o0 b
t)?dt = —— f (x)|? dx.
| ke = 5= [ioor ax

Afin de calculer la seconde, remarquons que nous avons

. ) b— .
vt € 10,27 ') = J'® F(j (1) = 76‘ (i (M)

Nous obtenons donc

27 - b
/ g’ ()2 dt = b_a/ | £/(x)|2 dx.
0 2w a
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L'inégalité
2n 2
fo |g(t)|2dt</0 19'(t)|2 dt

est donc équivalente a

b _a\2 rb
/|f(x>|2dx<(b2—a) / | £/(x)|% dx.
a s a

Pour résumer, nous avons démontré le résultat suivant. Soit (a,b) € R? avec
a < b. Soit f : [a,b] — C une fonction de classe C* telle que f (a) = f (b)

b
et / f (x)dx = 0. Alors, nous avons
a

b _a\2 rb
/|f(x>|2dx<(b2—a) / | £/(x)|% dx.
a s a

Pour finir, traduisons le cas d'égalité. Nous avons vu que l'inégalité précé-
dente est une égalité si, et seulement si, il existe (o, 3) € C? tel que

vt € R, g(t) = ae 't + gelt.

Cette condition est équivalente a la suivante : il existe (e, 5) € C? tel que,
pour tout X € R,

f) = g(7tx))

ae—ibz_—”a(x—a) +ﬁeibz—_ﬂa(x_a)
ia _2imw X ia 2iw X

oe'®e b-a” 4 ge7'%eb-a”,

Finalement, nous avons montré que

b _ 2 b
/IHX)Ide:(bZ—Wa) f | f/(x)|? dx

si, et seulement si,

2w 2

3(v,8) € C?, ¥x € R, f(x) =~e b-a* 4 geb-a*,

Il est toujours utile de vérifier le résultat que I'on annonce, sinon dans le cas géné-
ral, au moins dans quelques cas particuliers. Considérons par exemple le cas ol
~=0etd =1 et vérifions, par un calcul explicite, que I'égalité est bien satisfaite.
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Avec les choix précédents, nous avons

20T
vx € [a,b], f(x) =eb-a”,

b b
/|f(x)|2dx=/ ldx=b—a
a a

b—a\? [ ., b—a\2 [P
() [rrwre = (53°) [
b —a.

Nous avons

et

Par ailleurs, en prenant a = 0 et b = 27, nous retrouvons bien le résultat initial,
ce qui est la moindre des choses !
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Séries entieres

Exercice 9.1 : Calculs de sommes de séries numériques

Calculer les sommes : Z ek Zzn,

Sir X.

n2

+00
\Vous pouvez partir de la série entiére Zx”, en déduire d'autres séries, puis choi-
n=0
+00 1
P s 4z N P n < e
¢ On peut dériver et intégrer terme a terme la série ZX = a lin-
‘= 1-x
térieur de lintervalle de convergence ] — 1,+1[.
On a donc:
xn dt
t”ldt —:—Inl—x
[ S =-ha-x
RESS RESS d 1 X
an“:xan”‘lzx—( ): .
_ Y

~ —~ dx \1—x 1-x)

+00 +00 to0

ZnZXn XZZ 2 n— Z_XZZn(n n—2+XZan—1

n=1 =1 n=1

2x? X

ST T ad—x?

Les rayons de convergence des trois séries sont égaux a 1.

1
® En remplagant X par ok on obtient :

—+00 —+00 2

1 n n
=20 D m=2 0 2 =6
n=1 n=1
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Compléments

+0o0 nk
* —_
Pour k € N*, on note ax = ot
n=1

La deuxiéme série est égale a 2a; et la troisiéme a 2ay.

ax est le nombre de fagons de classer k personnes en admettant les ex-aequo.
k!

2 x (In2)k+1”

On peut montrer que ax € N en calculant :

(1) -5 5 bt

=1 \J

On montre que ax ~
o0

k—1
k . ,
donc ay =1+ Z (J) aj puis ax € N par recurrence.
i=1

Les premiéres valeurssont: aj =1, ap=1+2 =3, a3 =1+ 3a; + 3a, = 13.

Exercice 9.2 : Calculs de rayons de convergence
avec la régle de d'Alembert

Les deux questions qui suivent sont indépendants.

+00 NK2
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Lz”
y g 2+ 1)2n
n=0

(zeC).

+00
. . L . chn
2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere E h—zx2n (x € R).
sh°n
n=1

Pour une série entiére Zanz”, on détermine souvent R a partir de la régle de
lan12"
lanz"|

1
lz* <1 < |z|<\kfl—

d'Alembert. Si la limite lim = |z existe, en écrivant :
n—+4o00

. 1
on obtient R = \k/lj
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_ lapgz™? ) n + 1)>2 nZ+1
2@ 1.0na: lim w: lim n+D X + X = X |z]
n—+oco |apz"| n—+00 n2 n+ 1)2 +1 2
1
=_ x|z
> x 12

Le rayon de convergence est donc R = 2.

chn

2. La suite ap = 2n est définie pour n = 0. Cherchons d'abord un équi-
sh n

valent :

2" +e) 2

n (en _e—n)2 Ooe_rl.

AP . 2 ¢ , 1 )
On a donc : lIim ———— = | X — X [X|" = — X |X|".
n>+oo  |apX2"| n—+oo g+l = 2 IX] e IX]

1
Ex|x|2<1<:>|X|<\/§.

Le rayon de convergence est donc R = ,/e.

Dans les deux questions de cet exercice, la regle de d'Alembert a été utilisée a titre
@ d'entrainement. Mais on pouvait aller plus vite en remarquant que, dans les deux

cas, |un| est équivalent au terme général d'une série géométrique :

|Z|\ -
1 |un(@)| ~ (—) d'ou R = 2.
n—oo \ 2
Ix|?
e

2 2(25)" god
Aunool > 2(%-) dodR= e

Exercice 9.3 : Calculs de rayons de convergence avec la définition

Les deux questions qui suivent sont indépendantes.
1. Soit (an), (bn), (cy) des suites numériques telles que :

vn e N [an] < [bn| < [Cal.

On suppose que les séries entiéres » "ayz" et » " cyz" ont le méme rayon de
convergence R.
Que peut-on dire du rayon de convergence de  _ byz" ?

2. Soit (a,) une suite réelle. Comparer les rayons de convergence R; de Z anz"
et R, de Zaﬁz”.
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Quand la regle de d'Alembert ne peut pas étre utilisée, revenez a la définition : le
nombre R est la borne supérieure des ensembles des réels r > 0 tels que :

—+00
> anr" converge ; ou [an|r" borné;ou lim a,r" =0
n—o n—+o0o

1. L'hypothése entraine :

D lanlizl™ < Y iballzI" <) leallzl™
- Soit z tel que |z] < R. Comme Z Icn||Z|" converge, il en est de méme de

> lbaliz]".

- Soit z tel que |z] > R. Comme Z |an||z|" diverge, il en est de méme de

> lbaliz|".

La série entiere E bnz" a donc un rayon de convergence égal & R.

%

Exemples d'utilisation vus dans les oraux :

b, = n-iéme décimale non nulle de 7, de V3, ...
b = somme des diviseurs de n.

2. * Soit Z tel que |z| < Ry, alorsona: lim apz" =0.
n—+o00
Ceci entraine : Iirp aﬁz2n =0, soit |z%| < Ry, ou encore || < V/R>.
n—-4o00
On vient de démontrer :

vz |zl < Ri = |z] < VR,
ce qui entraine : Ry < +/Ro.
e Soit  tel que |z| < Ry, alorsona: lim a2z" =0.
n—+4o00
Ceci entraine : lim (a,u)® = 0 avec u2 =z,
n—+o00
puis lim a,u =0,
n—+4o00
soit |U] < Ry, ou encore |z| < Rf.
On vient de démontrer :

Vz  |z] < Ry, = |z] < R?,

ce qui entraine : Ry < Rf.
® En conclusion :

R, = R2.
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Exercice 9.4 : Domaine de convergence

On considere la série entiére de terme général u,x" avec

un = In [M]
! vn¥l |

Déterminer son rayon de convergence et étudier le comportement aux bornes.

Pour faciliter la recherche de limite utilisée dans la régle de d'Alembert, commen-
cez par déterminer un équivalent de u, quand n tend vers l'infini.

Pour ceci, on pense aux développements limités. Il sera préférable d'avoir deux
termes non nuls pour I'étude aux bornes.

¢ Calculs préalables
¥, P

Dans le quotient, factorisons le terme dominant au numérateur et au déno-

minateur :
="
1
L+ v =ﬁ[ i ]z Sl N O
Jn+1 NV T Jn n

B (=" 1 1
=[1+ v E [1—%+o(ﬁ)]
" 1 1

—\/ﬁ — % + O(H)

2

Comme IN(1 +u) =u — u7 + 0(u?), on en déduit :

=1+

=D 1

u —+0(—).
"To/M (n)
Onad [Un| .
n adaonc : ~ —.
n ~ Jn
* Rayon de convergence
1
. U1 X"t . n |x
lim U i Vi x| = |x|.
n—+oo  |[UpXN]| n—+oo /n+1

Le rayon de convergence de la série entiére est donc R = 1.
e Etude pour x = —1

On a alors : Uy (—=1)" ~
o0

ok
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1
La série de terme général — est positive et divergente (série de Riemann).

J/n
On peut donc en déduire que Zun(—l)n diverge.
La série entiére diverge pour la borne x = —1.

e Etude pour x = 1
="

, mais on ne peut rien en déduire puisque le
n

On a alors : un ()" ~
o0

théoréme sur les séries équivalentes suppose les séries de signe constant a
partir d'un certain rang.

R =T o
eprenons : = - — —).
P "To/n n n
.. . =D s s .
La série de terme général NG converge d'apreés le critére des séries alter-
nées.
La série de terme général v, = —— + 0(—) vérifie vy ~ ——.
n n oo N

1
Le théoréme sur les équivalents s'applique puisque 0 est de signe constant

et, comme cette derniére série diverge, la série de terme général v, diverge.
Finalement, la série de terme général u,(1)", somme d'une série convergente
et d'une série divergente, est divergente.

La série entiere diverge pour la borne X = 1.

Exercice 9.5 : Convergence et calcul de la somme

1. Etudier la convergence et la continuité de la somme de la série entiére :

278

+oo Xn
Z nin—-1)

n=2

2. Calculer la valeur de la somme S(x).
3. Calculer S(1) et S(—1).

¥

n
Up4+1(X
na: |n+()|_

————ona:
nin—1 n—-+oo Up(X)]
La série entiére a donc R = 1 pour rayon de convergence.

1. En posant : up(x) =

IX].

1 . . 1
Pour X = £1, on a [Up(X)| ~ ) et la série de Riemann de terme général )
o

converge.
Le domaine de convergence de la série étudiée est | =[—1,1], et la
convergence est normale sur |I.
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La somme S est donc continue sur | puisque les fonctions u, sont conti-
nues.

2. Le développement en série entiére connu le plus proche est :

+00 un

X
E — =—-In(1 —x).
n=1 n

Pour s'en rapprocher, décomposons en éléments simples :

1 1 1

n(n—l):n—l_n'

On peut écrire S(X) comme somme de deux séries entiéres qui sont définies
sur ] —1,1[ :

S(X) = — —.
n=2 n— 1 n=2 n

On obtient donc, avec une mise en facteur et un premier terme a rajouter et
a enlever, pour tout X €] — 1,1[ :

S(x) = —xIn(L —x)+[In(1 —x)+x]=(1 —x) In(L — x)+x.

3. La continuité de S sur [—1,1] conduit a :

- +Oo 1
S(1)=|X:£?S(X)=1:n2:;m
+00 n
U S e L
S(-1) = ILm11 Sx)=2In2—-1= n; nin—1)

Exercice 9.6 : Développement d'une fonction en série entiére

Développer en série entiére la fonction définie par :

1+x «
f,(X) = arctan tan — ).
) (1—x 2)

L'expression de f (x) est trés compliquée : essayez f'(x).

¥

Pour que f, existe, il faut a# 7 (mod 27).
D'autre part, foyor = fo et f_q = —1,, et fg =0.
On peut donc se limiter a o €]0,7[.
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f, est dérivable sur R\ {1}, eton a:

2 _n? .
fa () = c I-i)f)i 2 : a xZ— Zsézsaax +1
1+ (1) a3
Dans C[X], on décompose cette fraction rationnelle en éléments simples :
£ (x) = .sina ' zi[ 1' B 1']
“ (X —el)(x —e lo) 2| x—elv x—el

Dans les deux derniéres fractions rationnelles, on va factoriser pour pouvoir utiliser
le développement connu :

1

+00
= > 2" avec la condition & surveiller : |z| < 1,
B n=0

et I'objectif d'aboutir a des séries entiéres par rapport a x.

Ona:

¥

i e—ia eia
fl(x) =~ — — :
o) 2 [1 —xe7le 11— xe'“}

A condition que |X| < 1, on en déduit :

i . +00 )
f(;(X) — E Z Xne—(n-i-l)loc _ Z Xne(n—i-l)lu
n=0 n=0

soit encore :
+00
f/(x) = Zx”sin(n +a.
n=0

Ce développement a d'abord été obtenu comme somme de deux séries
entiéres de rayon 1.

Son rayon est donc R > 1.

D'autre part, avec « €]0,x[, la suite de terme général sin(n + 1)a ne tend
pas vers 0 : la série diverge pour X = 1.
On a donc R =1.

«
En intégrant terme a terme, avec f (0) = > et en renumérotant, on obtient :

o +ooxn
vx €] —1,1 f(x) == —sinna.
€l [ (X) 2+n2=;” a



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Chapitre 9 - Séries entiéres

Exercice 9.7 : Avec une suite récurrente linéaire

Soit (sp) la suite déefinie parsp =s1 =1 ets, =Sy_1+Sp_2 pourn > 2.
1. Montrer que, pour toutn € N, s, < 2" et en déduire que le rayon R de conver-
gence de ) sy X" n'est pas nul.

+00

2. Calculer la somme S(x) de la série an x" pour |x| < R.
n=0

3. Calculer R et s, pour tout n.

2. Considérer une série associée a S(x) et dont tous les termes sont nuls.

1. La relation s, < 2" pour tout n € N, est immédiate (raisonner par récur-

2@ rence).

De linégalité |shx"| < |2x|? on déduit (théoréme de comparaison des
+00

séries a termes positifs) que la série an x" converge absolument pour
n=0

1 : .
IX] < 5 et, par suite, son rayon de convergence R vérifie R >

N| -

2. La relation s, — Sp—1 — Sn—2 = 0, pour n > 2, conduit a :
+00 +00 +00 +00
n n n n
0 =) Gn—S1—s2)X" =) X" =) sp_1x" = Y sy 2X
n=2 n=2 n=2 n=2

+00 +00 +00
= an X" — X:snx’”rl — an x"+2
n=2 n=1 n=0
= S(X) —Sp — S1 X — X (S(X) — Sp) — X2 S(X)

1

On en déduit, pour |X| < R, S(X) = T x—x2

3. En décomposant la fraction rationnelle S(X), on est conduit a poser :

(07

1++/5 1-5
=g 4f=Tg

(soita+pf=1etaf=-1)
et on obtient :
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1 1 B
¥ 1—x —x2 =a—ﬁ(1—aax_1—ﬁx>
1 +oo +o0
_ a_ﬁ(ng(:)an+1xn_n2:;ﬁn+lxn)

our x| < min{E i} = |ﬁ|'
P 1A

1 &
— Z(anJrl _ﬂn+1) X"
n=0

a—pf

De l'unicité du développement en série entiére a l'origine d'une fonction on

déduit :
o+l — gn+l
=2 —PT
a—p3
+00
5-1
Le rayon de convergence de la série an x"estR = |3 = fT
n=0

une série entiere afin d'en obtenir I'expression explicite pour chaque valeur de n
est connu sous le nom de transformation en z et joue, dans la résolution des équa-
tions récurrentes linéaires, un réle analogue a celui de la transformation de
Laplace dans la résolution des équations différentielles linéaires.

Exercice 9.8 : Convergence radiale

+00

Soit f(x) = ) ~anx" une série entiére. On suppose que » a, converge et on
n=0 n=0

note | sa somme.

@ Le procédé de cet exercice, qui consiste a associer a une suite récurrente linéaire

n
1. On pose A, = Zak.

k=0
Montrer que la série entiere Xj(An — x™ a un rayon de convergence supérieur
n>0
ou égal a1 et que :
+oo
¥xe[0A f)—l=@=x)) (A —Dx".

n=0

2. En déduire que f est continue en 1.
3. Proposer des applications de ce résultat pour retrouver des sommes de séries
numériques classiques.

282



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Chapitre 9 - Séries entiéres

1. Par définition de la somme d'une série, la suite de terme général A, est conver-
gente de limite | car c'est la suite des sommes partielles de la série de terme géné-
ral a,. Autrement dit, dans cette premiére question, on a Iirp A, =1.

n—-4o00

z& Pour montrer que le rayon de convergence de la série entiére Z(An —hx"

n>0
est au moins 1, il suffit de démontrer que cette série converge absolument
pour tout réel X tel que |X| < 1.

C'est clair, car (Ap — DXx" = o(x") et la série Z X" est absolument conver-
n>0

gente pour X €] — 1,1[.

@ On n'est rien cense savoir sur le comportement pour |x| = 1.

Par ailleurs, on remarque que Ap = ag et, pourn € N*, a, = Ay — A_1.
Pour x € [0,1] on a donc :

+00
fOO =ap+ ) (An— Ap_p) X"
n=1

+00 +00
:a()+ZAan—ZAn_1Xn
n=1 n=1

les deux séries convergent car la suite (A,) est bornée car convergente
+00 +00 too
:ZAan —Z:Anxr”rl = (1—x)ZAnx”
n=0 n=0 n=0

o
1
Par ailleurs, comme ZX” =1 x pour X € [0,1[, il vient :
n=0 -

I:(l—x)ilx”.
n=0

2. Soit un réel € > 0. Il existe un entier naturel N tel que, pourn > N, on
alAp—I|l <e.
On peut écrire :

400 N 100
D (An=Dx" =3 (A =Dx"+ } (A= Dx"
n=0 n=0 n=N-+1

et majorer la deuxiéme expression :

283



Chapitre 9 - Séries entiéres

+00 +00 +00 XN+1
D A=< 3 (A —lxXT < D0 exM g
n=N-+1 n=N-+1 n=N-+1 —X

d'otl l'on déduit :

N
100 =11 < @= x| Y (Ar = x|+
n=0

N
La fonction X > (1 — x)‘ 2:(An —1)x"| est continue en 1.

n=0
En effet, elle est le produit de 1 — X et de la valeur absolue d'une fonction
polynomiale.
On en déduit qu'il existe un réel n > 0 tel que, pour X € [0,1[ vérifiant

[1—-X|<m ona :

<e.

N
1— x)) 3 (A= Dx"
n=0

Ainsi, il existe un réel n > 0 tel que, pour X € [0,1[N[1 —n,1+ 7],
| f(x) —1] <2, ce qui montre que f(X) tend vers |, c'est-a-dire f (1),
quand x tend vers 1.

f est donc bien continue en 1.

3. Comme dit précédemment, ce théoréme n'apporte une nouveauté que si
la série Zan est convergente sans étre absolument convergente, ce qui

n=0
est le cas des séries alternées classiques :
(=" D"
®a, = salors T(X) =In(1 4+ x), d'odi : =In2.
"= N1 alors f (x) (1+x), dou nE=0n+1
=" LR =D
an = ; alors f(x) = arctanx, d'od : E =-.
"= onyq AT A T

Exercice 9.9 : Dénombrement

284

Etant donnés un entier naturel non nul n et un ensemble fini & n éléments E, on
note a, le nombre de bijections de E dans lui-méme sans point fixe (c'est-a-dire
f : E — E, bijective, telle que f (x) = x pour tout élément x de E).

On pose par ailleurs ag = 0.
n

) n
1. Démontrer que, pour toutn € N, n! = Z (k) an_k.
k=0
On pourra, pour cela, dénombrer les bijections de E dans lui-méme en fonction
de leur nombre de points fixes.
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+00

2.0npose f(x) =Y % X"
n=0 """

Démontrer que cette série entiére a un rayon de convergence non nul.
Donner une expression simple (sans série) de la fonction x — e* f (x).

- . a
3. En déduire la valeur de a, et la limite de n—': quand n tend vers +oo.

2 1. Soit E un ensemble & n éléments et k € {0,...,n}.
& Les bijections de E dans lui-méme ayant exactement K points fixes s'ob-

tiennent en choisissant k éléments de E qui seront envoyés sur eux-mémes
(<E> choix possibles) et en choisissant une bijection de l'ensemble des

autres éléments dans lui-méme sans point fixe. Il y en a, par définition,
an_k-.

Dans le cas ol k = n, il n'y a qu'une bijection de E dans lui-méme avec n
points fixes, a savoir l'identité, et la formule reste vraie car on a posé, par
convention, ag = 1.

Comme il y a, au total, n! bijections de E dans lui-méme, il vient :

n! :i<2)a"—k'

k=0

2. ap est le cardinal d'un sous-ensemble de E qui est de cardinal n!. On a

. a,
donc 0 < a, < n! et enfin ‘—n < 1.

La série de terme general — Xn est donc convergente pour tous les réels

x €] — 1,1, ce qui montre que le rayon de convergence de la série entiére
définissant f est supérieur ou égal a 1 et en particulier non nul.

1

+o0 n
1 1 an_k n
De eXZZ—x” Z - ( )an_kzl
= n! Ki(n—k)! — nl = \K
on déduit avec le produit de Cauchy :
+00
X f(x) = Z X" =
n=0

3. Le produit de Cauchy de deux séries permet d'écrire :

)(54)- o

n=0

—X

e +oo(_1)n N
f(x)=1_x=(n2_; n! X
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avec

Il vient donc :

Exercice 9.10 : Détermination d'une somme

= 2n 1
itf(x) = " 4
Soit f (x) n;( )<n>2n_1x
1. Donner le rayon de convergence de f (x).

2. Montrer que : 2f = (1 +4x) f'.
3. En déduire f.

2& 1. Utilisons la régle de d'Alembert. Le quotient :

lancx™ @20 [P 2n-1 22n-1)
= X X X = -
|anXx"| [(n+1)!]2 (2n)! "~ 2n+1 n+1

a pour limite 4 |X| quand n tend vers l'infini.

1
Le rayon de convergence de la série entiére est donc éqgal a 7

on peut calculer la dérivée :

2.°Pourxe]—%,%[

+0o0
o0 = S (3) e
n=1

+o00
= Z(_l)n—i-l <2n + 2) n+1 x" en changeantn enn+1
= n+1)/2n +1

= 2n+2)2n +1 1
:Z(_l)n+1( n+ )( n2+ ) > <2I’]> x n+ Xn
2 n+1) n) X ont1

23y (M)
n=0

286



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Chapitre 9 - Séries entiéres

e Avec la premiére expression de f/(X), on a:

4xf'(x) _42( 1)”( >2nn 1x” avec N n+1

et on peut rajouter N = 0 dans cette somme sans rien changer.

® On en déduit :

(1 + 4%) £/(x) _22( 1)“+1( )x +4Z( 1)“(2”>2nn_1x“

n

_ Z(—l)” (Zn”) 2nx_ - x[—2@n—1)+4n]
n=0

= 2_f (X)

1o
3. Pour |[X| < 2 la résolution de ['équation différentielle f'(x) = T+ 2x f(x)
conduit a :

f(x) = exp( mdt) = )\exp[ In(1+4x)] 1+44x.

Avec f (0) = —1, on conclut :

f(x) = —v1+4x.

Exercice 9.11 : Conditions de continuité

Soit (ap) une suite décroissante de réels strictement positifs. On pose :

+00
foO)=> apx"
n=0

1. Montrer que : f continue sur [-1,1[<—= lim a, = 0.
n—-+4o00

2. Montrer que : f continue sur [-1,1] «<— Zan converge.

3. Calculer Ixirrll(l —x) f(x).

x<1

La suite (a,) est décroissante et minorée par 0. Elle est donc convergente vers |I.

287



Chapitre 9 - Séries entiéres

288

¥

1. Si x €]0,1[, comme la suite (an) est décroissante, ona: 0 < apx" < apx",
+00

ce qui entraine que la série Zan x" converge.
n=0

Le rayon de convergence R de la série entiére qui définit f (x) est donc tel
que R > 1. De plus, la fonction f est continue sur ] — 1,1].
Montrons maintenant l'équivalence demandée.
e Supposons que lim a, =0.

n—+00
Sur [—1,0], la série qui définit f(X) est une série alternée qui vérifie alors
les hypothéses du critére spécial. On peut en déduire une majoration du
reste :

1
IRn(X)| < lan+1X™| < anta

qui est indépendante de X et qui tend vers 0.

La série est donc uniformément convergente sur [—1,0] et sa somme y est
continue.

La fonction f est donc continue sur [—1,1].

e Supposons que f soit continue sur [—1,1[. Dans ce cas, la série
+00

Zan(—l)” converge. On a donc nécessairement lim a, = 0.

=0 n—+o00

2. ® Supposons que Zan converge. Comme :

vx e [-11]  Janx"| <an
+00
la convergence de la série Zan x" est normale sur [—1,1],
n=0

donc f est continue sur [—1,1].

e Pour l'autre implication, démontrons la contraposée. Supposons donc que
Zan diverge. Comme les termes sont positifs, elle tend vers l'infini et on
peut écrire :

N
VM >0 3dN tel que Zan > M.
n=0
N N
Puisque |irr11 Zanx” = an, il existe 6 €]0,1[ tel que, pour x €]0,1[,
x<1 n=0 n=0

N
on ait X:anxn > M.
n=0
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En résumé :
YM >0 15 €]0,1]  Vx €]6,1] fx)>M
ce qui est la définition de :

Iin; f(X) =+o00

x<1
et montre que f n'est pas continue sur [—1,1].

3. @ Considérons les sommes partielles S,(X) associées a la série qui défi-
nit f(x).0Ona:

n n
A=X)S () =) ax =) ax
k=0 k=0

n—1

k+1 1

=ap+ Y (a1 — a) X —ag x"*
k=0

Pour x € [0,1], on a:

0<anx" <apx"! = lim a, x"*' =0.

n—oo
+00
® La série (Ak+1 — ax) xk+1 converge normalement sur [0,1] car :
k=0
k+1
vx €[0,1] (@1 — @) X < ak — ake

et la série numérique de terme général ax — ayxy1 est convergente car la
n

suite de ses sommes partielles Z(ak—ak+1) =ap — any1 tend vers

k=0
ap — l.
On en déduit :
+00 +00
; k+1
lim [ (@1 — a) X<F ] = (a1 —a) =1-ao.
x—1
x<1 k=0 k=0
® Par conséquent :
ImA-—x)fX)=ay+l—ag=1= lim a,.
x—1 n—o00

x<1
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Exercice 9.12 : Un équivalent de la somme

+00
Soit g la fonction définie par g(x) = » _ In (n) x".
n=2

Donner un équivalent de g(x) au voisiﬁage de 1.
On pourra considérer (1 — x) g(x).

Pour donner un sens a la question posée, commencez par des informations sur I'en-
semble de définition de g.

e Pour |[X] <1,ona lim [In n |X|”] = 0 (croissance comparée du loga-
n—-+4o00

rithme et des puissances). La série entiére a donc un rayon de convergence

R>1.

Et en fait R = 1 puisque pour X = %1 le terme général ne tend pas vers 0.

La fonction g est définie sur ] — 1,1].

e Utilisons l'indication de 'énoncé.

+o0 +00 +00 1
(L—xg00=Y_InM+1) x" =3 In) x" 1= In(1+ﬁ) X"+l
n=2 n=1

n=1

. 1 1 . NP .
On sait que In (1 + ﬁ> Yot ce qui permet de penser a faire intervenir

¥

n—+o00
+00 1
Z—x”“:—ln(l—x).
n=1 n
Considérons la fonction h définie sur ] — 1,1] par :
+00 1 1 n+1
h(x) = (1 —x)g(x In(1—x)= [Inl ———]x .
() = (L =x)gx) + In(L—x) Z; (1+2) -~
C In (1 L ! la séri tié i définit h
omme ‘ ( +H)_ﬁ oo gz @ série entiére qui défini x)

converge normalement sur [—1,1]. Par suite, h est continue sur [—1,1],
d'ot :

lim [ =900+ In @ =] =h).

La somme a une limite finie, le second terme tend vers l'infini ; on a donc :

In(1—-x)

(1=xg(x) ~ —In(1—Xx) ouencore: g(X) ~ ————

x<1 x<1
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% On peut améliorer le résultat obtenu :
N N
1 1 1
h(1) = Ilim Nn(1+=)—=| = lim |In(N+1)— -
() N—>+oonX:;|: ( +n) n] N—>+oo[ ( = ) r;n]
= —~ (constante d’Euler)

On a donc montré (au voisinage de 17) que :

_ Inl-x) 5 1
90 = - 125 +o(7=%)-

Exercice 9.13 : Limite du quotient de deux sommes

Soit ) "an x" et ) " by x" deux séries entiéres de rayon de convergence infini,

__a
On suppose que a, > 0 et b, > 0 pour tout n, et que lim — = L.
n—oo p

n

+00 +00
Onnote f(x) = ) "apx" etg(x) = Y by x".

n=0 n=0
Montrer que :

lim M =L
x—+00 g(X)

Il'y a la limite d'une suite dans I'hypothése et la limite d'une fonction dans la conclu-
sion. Utilisez les définitions avec  pour aller de l'une a l'autre.

2@ La définition de la limite de l'hypothése s'écrit :

a,
Ve>0 3dngeN  Vn=ng b—"—L|<s.
n
Avec la majoration |a, — Lby| < eby, utilisable a partir de ng, on a donc :
+00 400 no—1 400
‘Zanx” —L anx” < Z lan — Lbn|x" + Z ebyx"
n=0 n=0 n=0 n=ng
On en déduit pour x > 1 :
+00 no—1 I>®
Zan X" ( Z |an — Lbn|>x”°‘1 Z by X"
n=0 n=0 n=ng
oo T H[S oo € T
> bax" > bax" > bax"
n=0 n=0 n=0
A ng—1
< +e en posant A = an — Lb
b X p nXZ; ‘ n n‘
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m—L < 2¢ ;soit lim m—L
g(x)

on obtient =
k=00 g(X)

Donc, pour X >

n05

292

Exercice 9.14 : Calcul de la somme d'une série numérique

arcsin x

VI—xZ

1. Justifier que f possede un développement en série entiére. Quel est son rayon
de convergence ?

2. Montrer que f vérifie une équation différentielle linéaire d'ordre 1, puis calcu-
ler le développement en série entiére de f.

—+00 1
3. En déduire la valeur de : S = Z

Soit f (x) =

1. La fonction f est le produit de deux fonctions possédant un développe-

2@ ment en série entiére de rayon 1. Elle posséde donc un développement en

série entiére de rayon > 1. Ce rayon est égal a 1 car f n'est pas définie en
x =1.
2. Pour obtenir une équation différentielle, calculons la dérivée :

f'(x) = + arcsinx x

1
_x2 3"
On en déduit que f vérifie ['‘équation différentielle :

A=x)Hf'x)=14+xfX).

Comme f est un fonction impaire, son développement en série entiére
s'écrit :

+00
f(x) = Zanxz"“.
n=0
On reporte dans '‘équation différentielle :

+00 +00 +00
D@+ Dagx™ =) @+ Dapx®™? =3 “ax®? =1,
n=0

n=0 n=0
soit en changeant les indices si nécessaire pour avoir x2" partout :
+00 +0o0
Z(Zn +1apx? — ZZnan_lxzn =1.
n=0 n=1
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L'unicité du développement en série entiére entraine :

2n

ag=1 etpourtoutn>1:ay=-——an_
0 p n 2n_'_]_n

1.

On en déduit en substituant de proche en proche :
on 2 —1) 2 [2"nt)? 22n

an

= X X - X 0= =
2n+1" 2n-1 3 (2n + ! (2n+1)<2nn)

. +00 22n n+1
soit : f(X) = —_— X .
o @en+1) (Zn”)

3. Pour x €] — 1,1[, on peut dériver :

+0o0 22n

f/(x) = Z mx2”.

n=01 ,

donc :

X1 1 4 2n
:Z<2n):f(§):§+ﬁ'

Pour votre entrainement, voici un autre énoncé qui permet d'obtenir la valeur de S.

1
1. Démontrer que/ t"(1 —1t)"dt = —————— (intégrer par parties).
0 (2n +1) <2n”>
400 1
2. Donner une expression de S = Z —— sous forme d'une intégrale de fraction

= (Znn>
“+00 “+00
rationnelle (utiliser ) " x" et » " nx").
n=0 n=0
3. Calculer S.
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Equations
differentielles

Dans tout ce chapitre, on assimile souvent une fonction f, c'est-a-dire la transfor-
mation : X — f(x), avec I'image f (x) d'un réel quelconque.

Cette notation est abusive, mais sans importance puisqu'a votre niveau la différence
entre f et f (x) est installée. Et c'est tellement plus simple pour la rédaction.

Exercice 10.1 : Variation de la constante ou des constantes ?

Résoudre I'équation différentielle :

(E) 1 2 / + _ zex
L A P
C'est une équation linéaire. On commence donc par résoudre I'équation homogene

associée. Et, comme les coefficients sont constants, on va considérer I'équation
caractéristique.

2@ Comme les coefficients de l'‘équation homogéne sont constants, considérons
['équation caractéristique :

r2—2r+1=0=(r —1)>=2

Elle admet 1 comme racine double. La solution générale de 'équation homo-
géne s'écrit donc :

y(x) = (Ax + B) e*
avec A et B constantes réelles quelconques.
Pour résoudre I'équation (E), on peut utiliser la méthode de variation des constantes

ou la méthode de variation de la constante.
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%

e Méthode de variation des constantes

Considérons deux fonctions auxiliaires A(X) et B(X), dérivables autant de
fois que nécessaire, telles que y(x) = A(X) xe* 4+ B(X) e* soit solution
de (E) avec, en plus la condition : 0 = A’(x) x e=2 + B/(x) e 2%,

En calculant y'(x) et y”(X) et en reportant dans (E), ou en utilisant vos
connaissances de cours, on obtient que les fonctions inconnues A’(X) et
B’(x) vérifient le systéme :

/ / — 2
QL+x)AX) +B'(x) = (X + 1)3
XA X)+B'(X) = 0

Le déterminant du systéme linéaire en A’(X) et B’(X) est le wronskien :

1+x 1
=1+#0.

X
La résolution du systéme (par les formules de Cramer par exemple) donne :

2
(x+13

B 2X . 2 5 2X
x+D3 x4+ (x+1)7?

A(x) =

B'(x) =

ce qui conduit aux primitives :

2x +1

ACO = =117

—m'FA ; B(X)

puis a la solution générale de (E) :

) = [ —X 4 2X +1
YO= x0T T2
avec A et B réels quelconques.

1
+Ax+B]eX:[—+Ax+B]eX
Xx+1

e Méthode de variation de la constante

Choisissons une solution particuliére (non nulle) de l'équation homogéne, la
plus simple: €*. Considérons une fonction auxiliaire u(x) telle que
y(X) = u(x) e* soit solution de (E). On calcule les dérivées :

y'(X) = u'(x)e* +u(x)eX
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z& y’(X) = u”(x)e* + 2u’(x) e* + u(x) e*

puis on reporte dans l'équation (E). Aprés simplications, il reste :

V= s

) 1
puisu(x) = ——.

1
Par calcul de primitive, on obtient : u’(x) = —m, X+ 1

@ Attention, il ne faut pas oublier de reporter dans y(x).

2@ On obtient donc la solution générale de (E) :

y(x) = [XlﬁJr AX + B] eX

avec A et B réels quelconques.

Ici la méthode de variation de la constante est plus simple et plus rapide que la
méthode de variation des constantes. C'est toujours le cas quand I'équation caracté-
ristique a une racine double. Sinon, les méthodes sont d'usages comparables.

2

On pouvait aussi remarquer que I'équation (E) est équivalente a : (e—x y)” = m

Exercice 10.2 : Utilisation d'une solution « évidente »

1. Résoudre I'équation différentielle :
(E) A+xy" =2y 4+1—-x)y=xeX
sur un intervalle ne contenant pas x = —1.

2. Etudier le prolongement éventuel a R.

Regardez bien les coefficients du premier membre. D'accord ils ne sont pas constants,
donc pas d'équation caractéristique. Mais ils ont une propriété intéressante.

1. La somme des coefficients du premier membre est égale a 0. L'équation

2@ homogéne associée a (E) admet donc e* comme solution particuliére.

On va utiliser la méthode de variation de la constante, c'est-a-dire considérer
une fonction auxiliaire u(x) telle que y(x) = u(x)e* soit solution de (E).
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En dérivant, on obtient :
y'(x) = u'(x)e* + u(x)e*
Yy’ (X) = u”(x)e* 4+ 2u’(x)e* 4+ u(x)e*.
En reportant dans (E) et en simplifiant, on obtient :
(1 4+ x)u”(x) + 2xu’(x) = x e %,

\Vous observez que u(x) a disparu, ce qui est toujours le cas dans la méthode uti-
% lisée, et constitue donc un outil d'auto-controle.

z L'équation différentielle que nous venons d'obtenir est linéaire d'ordre 1 par
& rapport a la fonction u’(x).

Sur un intervalle ne contenant pas X = —1, la solution générale de ['‘équa-
tion homogéne associée est :

f(x) = Aexp <—/ 12:de) = Aexp (—Zf%l;ldx)

=Aexp(—=2X + 2Injx + 1)) = A(x + 1)? e~

ol A est une constante réelle quelconque.
On en déduit par variation de la constante :

1
/ _ 2 A—2X B P2
ux)=AX+1)e <x+2>e ,

puis U(X) par un calcul de primitives, qui se fait avec deux intégrations par
parties, et qui donne :

Xx+1

A 5
u(x):—ze—zx (x2+3x+§>+B+ e~
ol A et B sont des constantes réelles quelconques.
La solution générale de (E) sur un intervalle ne contenant pas X = —1 est
donc de la forme :

X+1

A 5
y(x):—Ee—X (x2+3x+§)+BeX+ e,

2. D'aprés la question précédente, il existe des constantes Ay, B1, Ay, By
telles que :

+1

A ) X
VX €] — oo,—1 y(x):—7l e * <x2 +3x + 5) + By e* + Te*X
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A 5 X+1
Vx €] — 1,400[ y(x)=—72 e (x2 +3x + 5) + Bye* + %e—x

Le prolongement éventuel d'une solution de l'‘équation différentielle
- doit étre continu en x = —1, c'est-a-dire que
lim yx)= lim vy(x), ce qui donne la condition :
X—(=1)*

X—(=1)~

A1 1 Az
——el+Bet=——el+Byet
7 1 7 2
- doit étre deux fois dérivable en X = —1, ce qui est assuré par les condi-
tions suffisantes

lim yx) = lim y'x) et lim y’(x)= Ilim y"(x
x—>(—1)*y( ) X_)(_WY( ) im Y (x) m Y (x)
qui donnent la méme condition que la continuité.

Il ne reste donc qu'une égalité a vérifier par les 4 constantes. Les solutions
prolongeables sur R constituent un sous-espace affine de dimension 3.

Exercice 10.3 : Utilisation d'un changement de variable

On considére I'équation différentielle sur R : (E) : x2y” +y =0.
Soit y une solution et z la fonction définie par z(u) = y(e").

1. Former une équation différentielle linéaire a coefficients constants vérifiée
par z.

2. En deduire les solutions de (E) sur R% .

(on dit qu'on effectue le changement de variable x = €" dans (E)).
On a successivement :
Z/(u) — euy/(eu)
Z//(u) — eU (eUy//(u)) + euy/(eu) — eZUy//(u) + euy/(eu)‘

2 Il reste a former ['équation vérifiée par z. Notons qu'en remplacant x par e"
@ dans (E) on obtient :

e?y”(e") +y(e') = 0.
Nous pouvons faire apparaitre les dérivées de z en partant de la plus com-
pliquée (la dérivée seconde).
Ona:e?y”(u) =2"(u) —e'y'(e") = z"(u) — Z'(u),
et comme z(u) = y(e") on obtient z”(u) — z’(u) + z(u) = 0, qui s'écrit
aussi :
7/ —-742=0.
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2. Aucune difficulté ici : il s'agit de résoudre une équation différentielle linéaire
homogene du second ordre a coefficients constants, ce qui peut se faire en cherchant
les racines de I'équation caractéristique.

Il reste alors a revenir a la variable initiale, c'est-a-dire remplacer u par In(x) dans
le résultat.

L'équation caractéristique est r> —r +1 = 0.

%

1 .
Elle posséde deux racines complexes conjuguées distinctes 5 + IT'

On en déduit qu'il existe deux constantes réelles A et u telles que, pour tout
réel U :

3 3
z(u) = e? [A cos(%u) + 1 sin(%u)]
soit, en revenant a la variable initiale, pour tout réel x > 0 :

y(x) = ﬁ[A cos(? InX) + p sin(? In x)]

Exercice 10.4 : Utilisation de séries entiéres (cas régulier)

300

En utilisant les séries entiéres, résoudre I'équation différentielle :
(L= x2)y"(x) —6xy'(x) —4y(x) =0,

Exprimer la solution générale a l'aide de fonctions usuelles.

Dans chaque intervalle ] — oo, —1[, ] — 1,1[, ]1,+oc[ I'équation est équivalente a :

y'(X) — y(x) =0.

6 X "0
x2y 1-—x2

1—

. 4 , .
Les fonctions p(x) = — et q(x) = 1 %2 sont développables en séries

1—x2
entiéres. Dans un tel cas, vous pouvez peut-étre savoir que toute solution définie au
voisinage de l'origine y est développable en série entiére.

Mais vous devez savoir que, sur chacun des intervalles cités, les solutions forment
un espace vectoriel de dimension 2. Donc si la recherche des solutions dévelop-
pables en séries entiéres conduit a un tel espace, c'est que vous avez toutes les solu-
tions; sinon il faudra continuer.

“+00
Cherchons une solution sous la forme Yy(x) = Zan x", sous réserve que
n=0

¥

le rayon de convergence soit non nul.
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+00 +00

Onay ()= na,x"tety’(x)=> n(n—1a,x"2
n=1 n=2

En reportant dans l'‘équation différentielle, on obtient :

+00 +00
0 = Zn(n —1)anx”‘2—Zn(n —1ax"
n=2 n=2
+o00 +00
—GZnanx” —42:anxn
n=1 n=0
—+00 —+00
= Z(n+2) (N +1) a2 X" —Zn(n —1ax"
n=0 n=2
400 +00
—GZnanx” —4Zanx”
n=1 n=0

400
=Y [0+D 0+ Daz -+ D0 +Ha )
n=0

La série précédente a pour somme la fonction nulle si, et seulement si, tous
ses coefficients sont nuls. Il en résulte :

n+4
n-+2

ant2 = an pour tout n > 0, avec ap et a; quelconques.

En distinguant les cas n pair et impair, on en déduit :

2p+3
ai ;
3 1

Qp=(p+1ap, azp+1=

d'ou la forme générale des solutions développables en série entiére :

+00 +00
y) =a0 ) (p+1x*P + % D @2p+3)x?PHt
p=0 p=0

Le rayon de convergence de chacune des séries est égal a 1, puisque :

lim
n—o0

Im|

n—o0

an+2X 2 2
a2 X)_ 2l = 2.

ap X"

Le rayon de convergence R de la série représentant y(x) vérifie donc
R > 1, et la représentation obtenue est valable, dans tous les cas, dans
1-1,1].

Comme l'ensemble des solutions obtenues dépend de deux constantes réelles,
c'est un espace vectoriel de dimension 2 : on a ainsi toutes les solutions.
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Pour exprimer y(X) a l'aide de fonctions usuelles, écrivons successivement :

= 1 - a1 _ 1L 2p+2Y
p=0(p+1)x =5§<2p+2>x =g(p§x )

1 2 1
- 5(1ix2>/: (1—x2)2

= 1 1, x3 v x@B=x?3
2 3 2p+1:_ 2 3 2p+2:_ — .
pXZ;)( P+ 3)x xg( P+3I)x x<1—x2) (1—x2)2

La solution générale dans l'intervalle ] — 1,1] est donc :

_ A+Bx(3—x?)
y(x) = T

Cette fonction est également solution dans les autres intervalles.
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Exercice 10.5 : Utilisation de séries entiéres (cas singulier)

En utilisant les séries entiéres, résoudre I'équation différentielle :
(E)  xy"(X)+2Yy'(xX) +4xy(x)=0.

Exprimer les solutions a l'aide de fonctions usuelles.

Dans tout intervalle ot x =£ 0, I'équation différentielle est équivalente a :

"(X) 2/(x 4 X)=0
y( +;y )+XY( =0.

2 4
Les coefficients p(x) = " et q(x) = " sont tels que x p(x) =2 et x2q(x) = 4x

sont développables en séries entieres. Dans ce cas, vous pouvez savoir qu'on peut
chercher une solution sous la forme :

+00 +00
y(X) = xr(chx”) = X:Cnx”+r avec ¢y = 0,
n=0

n=0

avec r a déterminer. Essayez.

Mais vous devez savoir que, sur chacun des intervalles ] — co,0[ ou ]0,+oo[, les
solutions forment un espace vectoriel de dimension 2. Donc si la recherche des solu-
tions développables en séries entiéres conduit a un tel espace, c'est que vous avez
toutes les solutions; sinon il faudra continuer. C'est cette méthode qui est conforme
a votre programme et donc que nous allons développer.
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Cherchons une solution sous la forme y(Xx) = Zan x", sous réserve que

le rayon de convergence soit non nul.

+00 “+00

Onay(x)= Z na, X"t et y’(x) = Z n(n —1ya, x"2.
n=1 =

En reportant dans ['équation différentielle, on obtient :

— — n-1 = n—1 — n+1
O_Zn(n—l)anx +22nanx +4Zanx
n=2 n=1 n=0

+00 +00 +oo
=> M+Dnayax"+2Y M+ Daax"+4) a1 x"

n=1 n=0 n=1

+0o0
=2a; + Z [(n +2)(n+Dapnyg + 4an_1}x”
n=1

La série précédente a pour somme la fonction nulle si, et seulement si, tous
ses coefficients sont nuls. Il en résulte :

ap=0 et ay= (n;—41)n an_» pour tout n > 2.
En distinguant les cas n pair et n impair, on en déduit (aprés une récurrence
immédiate) :
(—1)P 4P
2p+ D!

Les solutions de (E) développables en séries entiéres peuvent donc s'écrire :

(~1)P 4P
y(x) Z(2p+1)l 2p_

azpr1 =0, azp = ag.

Et la série écrite a un rayon de convergence infini, ce qui justifie a poste-
riori la possibilité de dériver.

On obtient ainsi un espace vectoriel de dimension 1, qui n'est donc pas I'ensemble
des solutions de (E). Pour continuer, il faut absolument écrire la série entiere ci-
dessus avec les fonctions usuelles.

¥

On vient d'obtenir une solution particuliére de 'équation (homogéne) qui est :
+00 +00 +00
(=1)P 4P (=1)P 1 (=1)P
Zixzpzzi( )Zp 27( X)2p+1
s @p+D!T g @p+ D) 2 @p+ D)
_ 1 sin(2x)
2 X
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g

W

On va utiliser la méthode de variation de la constante, c'est-a-dire considérer
sin(2x)
X

soit solution de

une fonction auxiliaire U(X) telle que y(X) = u(x)

(E).

En dérivant, on obtient :

sin(2x 2X €0os(2x) — sin(2x
(2x) ‘U (2x) (2x)

y/(X) =u’'(x) < (X) =
y"(x) = u"(x) i@ 2w 2 COS(ZX))(Z_ sin(2x)
- N
U 4x cos(2x) + (2 — 4x )Sln(2x).

X3
En reportant dans (E) et en simplifiant, on obtient :

sin(2x)u”(x) + 4 cos(2x)u’(x) = 0.

Vous observez que u(x) a disparu, ce qui est toujours le cas dans la méthode uti-
lisée, et constitue donc un outil d'auto-controle.

L'équation différentielle que nous venons d'obtenir est linéaire d'ordre 1 par
rapport a la fonction u’(x).
Sur un intervalle ol sin(2x) ne s'annule pas , sa solution générale est :

u'x)= Aexp(—/ %dx) = Aexp( -2 In|sin(2x)|) =A

sin?(2x)
ol A est une constante réelle quelconque.

A
On en déduit u(x) par un calcul de primitives : U(X) = 5 cot(2x) + B

La solution générale de (E) sur un intervalle ol sin(2x) ne s'annule pas
est donc :

sin(2x) A cos(2x) + B sin(2x)
X X '

y(x) =u(x)

En fait la solution générale obtenue convient sur Iy =] — 00,0[ et sur
I =]0,+00[. Sur chacun de ces deux intervalles, l'ensemble des solutions
constitue bien un espace vectoriel de dimension 2.

On peut se demander, a titre de question supplémentaire, s'il existe des solutions
prolongeables sur R.
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Les solutions obtenues s'écrivent :
A1 cos(2x) + By sin(2x)

y(x) = < pour X € Iy
yx) = A, c0os(2x) X+ B, sin(2x) oour x < I

Pour que les limites a gauche et a droite en 0 existent il faut A; = A, = 0, et soient
égales il faut B = B, = B.
Les fonctions ainsi prolongées par continuité sont deux fois dérivables car elles posse-
dent un développement en série entiére, et les solutions définies sur R sont de la forme :
B sin(2x)
Yy = ———

Elles constituent un espace vectoriel de dimension 1.

Exercice 10.6 : Systeme différentiel d'ordre 2
Résoudre le systeme différentiel :

X' = B5x—2y+e
(S) ,
y = —X+46y+t
Il s'agit d'un systeme différentiel d'ordre 1 & coefficients constants. De nombreuses

méthodes sont possibles. Quatre vont vous étre proposées ; il va de soit qu'une seule
suffit lors d'une épreuve !

25 Le systéme (S) a pour écriture matricielle :

X'(t) = AX (1) + B(t)

xo="Y), a=(® 2), sw-=(°
e “‘(y(t))’ _<—1 6)’ ()_(t>‘

Le polynéme caractéristique de A est A2 — 11\ + 28.
Les valeurs propres de A sont A1 = 4 et A\, = 7. Elles sont distinctes, donc
A est diagonalisable.

2
Les espaces propres associés sont respectivement engendrés par Vi = <1)

t V. 1
e = .
2=\

¢ Variation des constantes
Des calculs des éléments propres déja faits, il résulte que la solution géné-
rale du systéme homogéne associé est :

_ et (2 w1
X() = Ae (1)+Be (_1)

ol A et B sont des constantes réelles quelconques.
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Dans la méthode de variation des constantes, on considére alors deux fonctions
auxiliaires définies par u(t) et v(t), appartenant & C1(R,R), et telles que

X\ _ a (2 (1
(y(t))_”(t)e (1)+”(t)e (—1>

soit solution du systeme (S). Cette condition est équivalente a :

sonaat 2 peart (1) e
o (3o () (1)

soit au systéme linéaire en U’(t) et v'(t) dont la résolution est immédiate :

{Ze‘”u’(t) +ev'(t) = e -3 3
4t/ _ alt.y — 1 2
eru’(t) —ev'(t) t V() = 3 e bt — 3 te "t

Par calcul de primitives, en utilisant une intégration par parties, on obtient :

1 1 1
U) = ——e 3t — —te ¥ — —_ e 4L A
©=-3 12 8° T

1 2 2
t :__e—ﬁt _te—7t _e—7t B
v =—1g¢ " 31 tart T

puis en reportant, et en simplifiant, la solution générale de (S) :

5 1 11
t) =2AeM + Belt — — gt — —t - ——
x() + 18° 12" 302
1 5 27
y(t) = Ae?t —Be't — ¢! t —

18~ 28 784

ot A et B sont des constantes réelles quelconques.

¢ Diagonalisation de A
Diagonalisons A dans la base des vecteurs propres déja écrits.
OnaA=PDP!avec:

2 1 4 0 1/1 1
P= ; D= ;o Pl=2C
1 -1 07 3\1 -2
Le systéme (S) peut alors s'écrire :
X'(t) = PDP~IX(t) + B(t)

C'est-a-dire, en multipliant & gauche par P! et posant U (t) = P~1X (1) :

U’(t) = DU () + P71B(t)
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1/ e+t u(t
Comme P_lB(t)=§<et th) en notant U(t) = (vzt;) on est

conduit au systéme :

u't) = 4u(t)+%(e‘+t)

V() = 7v(t)—|—%(et —2t)

Il s'agit de deux équations différentielles linéaires du premier ordre, dont la
résolution donne :

1 1 1
ut) = Kpeft—Zel— —(t+=
® 179%™ (t+ 4)
1 2 1
) = Kpe'— —et4+ = (t+3
v(®) 26"~ g% T3 ( + 7)
On en déduit la solution générale de (S) avec X(t) = PU(t) :
5 1 11
t) = 2Kjef 4+ Kpet— et — —t — =
x(®) 187 28— g T T 3,
1 5 27
yt) = Kpet —Kpet— —et— —t———

18 28 784
¢ Intégrales premiéres indépendantes (a réserver au cas ol A est d'ordre 2)
Les valeurs propres de A ayant été déterminées, on introduit les systémes :
X' —4x = x—2y+et
y —4y = —Xx+42y+t
qui entraine :
X+Yy) —4x+y) =e +t
et:
X' —7x = —2x—2y+¢
y -7y = —x-—y+t
qui entraine :
(X —2y) —7(x —2y) =e' — 2t

La résolution des deux équations linéaires du premier ordre donne :

X+y = ae‘”—}et—it—i
3 4 16
1 2 2
-2 — b7t__t Zt =
X y ¢ 6e+7 +49
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puis la résolution de ce systéme linéaire en X et y :

2a , b 5 1 1

ty — Beat Dt 2t T L

x(®) 3¢ 3% 18" "' 3
a b 1 5 27

ty — Zeat_Den_ T 2, <l
y® 3% 73° T18° 28" T 7ma

e Substitution (a réserver au cas ol A est d'ordre 2)

Dérivons la premiére équation par rapport a t, puis substituons progressive-
ment pour obtenir une équation ne comportant plus y :

x"(t) =5x/(t) —2y'(t) + et
=5X'(t) — 2[ — x(t) + 6y (t) +t] + ¢
= 5X/(t) + 2x(t) + 6[x'(t) — 5x(t) —e'] — 2t + €'
c'est-a-dire ['‘équation :
x”(t) — 11x(t) + 28x(t) = —5e' — 2t.

Il s'agit d'une équation différentielle linéaire du second ordre, a coefficients

constants. Son équation caractéristique r? — 11r +28 =0 (regardez le
polyndme caractéristique de A) a pour racines r{ =4 et rp =7.
La solution générale de l'équation homogéne s'écrit donc :

X)) = Kle‘” + K2e7t.
e s . S . R
Par identification, on obtient 18 e' comme solution particuliére de

x"(t) — 11x'(t) + 28x(t) = —5e',

1 11
puis _ﬁt ~ 392 comme solution particuliére de

x”(t) — 11x/(t) + 28x(t) = —2t.
La solution générale de 'équation en X(t) est donc :

5 1 11
X(t) = KieM + Kot — — gt — —t — .
® = Kie™ + Kz 18 14 392

avec Kj et K, constantes réelles quelconques.

Pour obtenir y(t), ne recommencez pas le méme processus, vous obtiendriez de
nouvelles constantes intempestives.
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z En reportant le résultat obtenu pour X(t) dans la premiére équation du sys-
ﬁ téme (S), on obtient :
K1 4t 7t 1 t 5 27
t)=—e" —Kye"" ——e' — —t— —-
yb=- ® "18° T8

Exercice 10.7 : Systeme différentiel d'ordre 3 (A trigonalisable)

Résoudre le systeme différentiel :
5x’ —x —3y +11z
(S) 5y’ —10x + 5y + 10z
5/ = 9Xx+4+7y+z

Il s'agit d'un systéme linéaire a coefficients constants, de matrice A.

Si la matrice A est diagonalisable, la solution générale de (S) est donnée par une
formule du cours qui utilise les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

Si A n'est pas diagonalisable, avec comme valeurs propres A; d'ordre 2 et A\, d'ordre 1
(A1 =# X2), vous pouvez admettre, et utiliser, que A est semblable a la matrice :

a1 0
0 Ar O | (dite réduite de Jordan).
0 0 X
L -1 -3 11 X
2& (S) s'écritX/zAXavecAzg —10 5 10]etX=|y
9 7 1 z

¢ Recherche des valeurs propres de A
Le polyndme caractéristique de A s'écrit :

1 —1 -5\ -3 11
det(A — Xl3) = =3 —-10 5—-5\ 10
9 7 1-—-5X\
1 —1 -5\ -3 10 — 5\
= f —10 5-—5)\ 0 C3«—C3+Cy
9 7 10 — 5\

1 -1-5x -3 1
= 2—5(2—)\) -10 5-5Xx 0

9 7 1
. -10-5\ =10 O
:E(Z—)\) -10 5—-5X 0| Lj<«—L;—Ls
9 7 1
=—\A=220\+3)
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Les valeurs propres de A sont donc : 2 (double), —3 (simple).

@ Vérifiez que la somme des valeurs propres est égale a la trace de A.

¥

¢ Recherche de l'espace propre associé a 2

a
L'espace propre E; est l'ensemble des vecteurs | b | qui vérifient le systéme :
C
—a—3b+11lc = 10a a=k
—10a+5b+10c = 10b < {b=0
9a+7b+c = 10c c=k

1
E, est donc la droite qui admet pour base V1 = | 0 | et A n'est pas dia-
1

gonalisable.

¢ Recherche de V>

Pour obtenir la forme admise pour la matrice réduite semblable a A, il faut
choisir Vs tel que f (V2) = Vi + 2V5,. Les coordonnées (a,b,c) de V, véri-
fient donc le systéme :

—a—3b+1lc = 5+10a a=k
—10a+5b+10c = 10b «— b=2
9a+7b+c = 5+10c c=k+1
0
On peut donc choisir Vo = | 2
1
® Recherche de l'espace propre associé a —3
a
L'espace propre E_3 est l'ensemble des vecteurs | b | qui vérifient le sys-
c
téme :
—a—3b+1lc = -15a a=
—10a+5b+4+10c = —-15bh <— { b=k
9a+7b+c = —15c c=-k
1
E_3 est donc la droite qui admet pour base V3 = | 1 ) .
-1
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® Réduction de A

Dans la base (V1,V2,V3) l'endomorphisme f de R3 représenté par A dans la
base canonique a pour matrice représentative :

21 0
R=10 2 0
0 0 -3

On peut donc écrire A = PRP 1 avec

10 1 . 3 -1 2
P=|02 1 et P—1=g -1 2 1
11 -1 2 1 -2

® Résolution du systéme
Le systéme (S) s'écrit: X’ = AX = PRP !X, soiten posant U = P~1X:

U’ = RU.
up
En notant U = | uy | le systéeme différentiel devient donc :
usz
uj = 2ui+up
u, = 2up
uz; = —3us

En résolvant d'abord les deux derniéres équations, puis la premiére, on
obtient :

urt) = (Ki+ Kpt)e?
ut) = Kjp et
us(t) = Ks g3t
puis avec X = PU :
x() = (Ki+Kat)e? + Kge™
yt) = 2Kye? 4+ Kze™®
) = (Ki+ Ko+ Kot)e? —Kze 3t

Remarquez que le calcul de P—1 ne sert pas. Il est donc inutile de le faire un jour
de concours.
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Exercice 10.8 : Utilisation du Wronskien

Soit un réel a et une application f continue et intégrable sur [a,+oc[. On consi-
dére I'équation différentielle :

(B) y'+fx)y=0

1. Soit u une solution bornée de (E). Montrer que u’ tend vers 0 en +oo.

2. Montrer que (E) posséde une solution non bornée. Pour cela, on pourra rai-
sonner par l'absurde et considérer le wronskien d'une base de I'espace des solu-
tions de (E).

1. u’ peut s'exprimer a I'aide d'une intégrale de u”, qui elle-méme s'exprime en fonc-
tion de f qui est intégrable et u qui est bornée. C'est donc un bon point de départ.

On a u” = — fu. Cette fonction est continue (car f et u le sont). Ainsi :

W

u'(x) =u'@) + /X u”(t)dt.

a

Rien n'avait été précisé sur la continuité de u, mais n'‘oublions pas qu'une solution
de (E) est par définition au moins deux fois dérivable (pour que u” ait un sens),
a fortiori continue !

2@ Par ailleurs, u” est intégrable comme produit de la fonction intégrable f et
de la fonction bornée u.

X
La fonction x € [a,+o0[> / u”(t)dt posséde donc une limite finie en
a

~+00. Ainsi, U’'(X) posséde une limite finie quand X tend vers +o0.

Nous obtenons une situation classique : sachant qu'une fonction est convergente,
nous devons montrer que sa limite est nulle.

Rappelons qu'il n'y a aucun théoréme général faisant le lien entre le comportement
d'une fonction f et de sa dérivée f’ en +o0.

Il peut arriver que f soit bornée, ou méme tende vers 0, mais que f’ ne tende pas
2

vers 0 (par exemple, f(x) = pour x > 0), ou encore que f’ tende vers 0

sans que f soit bornée (par exemple la fonction logarithme).

Le résultat proposé ici est différent : sachant que u est bornée et que u’ converge, la
limite de u’ ne peut étre que 0.

Dans une telle situation il ne faut donc jamais se lancer dans des explications plus
ou moins rigoureuses qui sont toutes vouées a I'échec mais revenir a la définition
de la limite.
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2@ Soit | = ) IiT u’(x) et supposons | > 0. Alors il existe un réel b € [a,+o0[
— 400

tel que, pour tout réelt > b :

|
u'@) > =
®) >

Alors, pour x > b :
X I
u(x) =u(b) +/ u’(t)dt > u() + (x — b)E
b

qui tend vers 4-0o quand X tend vers 4-00, ce qui contredit le fait que U est
bornée.
Un raisonnement analogue montre qu'on ne peut avoir | < 0. Ainsi, | = 0.

2. Le wronskien d'une famille de solutions (ui,uz) de (E), défini par
w = UjUp — uguj, possede deux qualités :

* il vérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre et, en particulier,
soit il est identiquement nul, soit il ne s'annule jamais (ce deuxiéme cas étant équi-
valent a ce que (uz,uy) soit une base de I'espace des solutions de (E)) ;

* son expression fait intervenir les fonctions u; et uy ainsi que leurs dérivées. Dans
le cadre du probléme qui nous intéresse, nous avons une hypothése sur les fonctions
(bornées) et nous avons un résultat sur leurs dérivées (limite nulle en 4+o00).

Nous allons donc pouvoir en déduire des propriétés de w.

Pour ces raisons, il est souvent intéressant d'étudier le wronskien pour déterminer
des propriétés de signe, bornage ou limite des solutions d'une équation différentielle
linéaire homogeéne du second ordre.

Soit (U1,U2) une base de l'espace des solutions de (E) et w son wronskien.

2@ Alors :

w’ = (Ujuz + ujuy) — (UjU5H + uguy) = ujuz —usuy =0

caruf = —fuy etuy = —fuy.
Ainsi, w est constant.

Le wronskien est toujours constant quand I'équation différentielle linéaire du
second ordre étudiée n'a pas de terme en y’. Le calcul ci-dessus appliqué a une
équation générale de la forme y” -+ p(X)y'+q(x)y =0 montre qu'alors
w = —pX)w.

Maintenant que nous savons que le wronskien est constant, la premiére guestion
nous permet d'étudier son comportement en +oo.
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2& Supposons que toute solution de (E), et donc en particulier u; et up, est
bornée. Alors, d'aprés la premiére question, uj et U, tendent vers O
en 4-00.

ujU2 et u1U) tendent aussi vers 0 en +00 comme produits d'une fonction
bornée par une fonction de limite nulle. Ainsi, w tend également vers O en
+00.

w étant constant, ceci entraine w = 0.

C'est absurde, car le wronskien d'une base de l'espace des solutions ne s'an-
nule pas.

Ainsi, (E) posséde au moins une solution non bornée.

Exercice 10.9 : Equation différentielle autonome

314

Résoudre I'équation différentielle
X = sin(x).

On pourra commencer par chercher les solutions constantes.

X est la notation courante pour désigner la dérivation par rapport au temps t.
On cherche des fonctions x(t), dérivables sur un certain intervalle | a déterminer,

. dx .
et vérifiant, pour toutt e I, E(t) = sin[x(1)].

z& e Si X est une solution constante sur R, on a X = 0, soit sin[x(t)] = 0 sur

R, c'est-a-dire :

vVteR X(t) = km avec k € Z.

 Soit X une solution non constante. Alors, Sin[X(t)] ne s'annule pas sur un
intervalle I. Dans ce cas, on peut diviser :

vVt el & =1
sin(x (1))
U imitive de t ! tt In(\tan(E |)
ne primitive de t — sin() estt — 2) .

@ Si vous l'avez oublié, utilisez les régles de Bioche pour calculer / ﬁdt avec le

. t
changement de variable u = costouu = tan(i).

2@ Il existe donc une constante réelle a telle que :
vt el In (}tan(&)}) =t+a
5 .
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X (t
On en tire : ‘tan(%)‘ = elta,
X est a valeurs dans un certain intervalle Inm,(n + 1)#].
X(t
Le signe de tan<(7)> dépend de la parité de n : il est positif si n est pair

et négatif si n est impair.
- Supposons n pair, soit N = 2m pour un certain entier m.
X(t
Il vient alors tan(%) = e!*?8 soit x(t) = 2arctan(e!™@) + nr.
- Supposons n impair, soit n = 2m + 1 pour un certain entier m.

x(t
Il vient alors tan(%) =—e!*? soit x(t) = —2arctan(e™*?) + (n + D).
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Fonctions
de plusieurs variables

Exercice 11.1 : Continuité d'une fonction

Soit f la fonction définie sur R? par :

f(x,y) = Y
*.y) =& 2x2y + 3y2
£(0,0) =0

si (x,y) # (0,0)

1. Montrer que la restriction de f & toute droite passant par l'origine est continue.
2. Montrez que la fonction f n'est pas continue a l'origine.

Pour prouver gu'une fonction de plusieurs variables n‘admet pas de limite en My, il
suffit d'expliciter une restriction a une courbe continue passant par My qui n'admette
pas de limite, ou deux restrictions qui conduisent a des limites différentes.

Mais pour prouver I'existence d'une limite, il faut considérer le cas général. Une
infinité d'exemples ne démontre rien.

Remarquons tout d'abord que la fonction est bien définie dans R? puisque :

%

x4 — 2x2y + 3y2 =(x%®— y)2 + 2y2

ne s'annule qu'en (0,0).
1. La restriction de f aux droites X = 0 et y = 0 est la fonction nulle.
La restriction de f a la droite y = mX, avec m = 0, donne :

mx

Foomx) = X2 — 2mx + 3m?2

et tend vers 0 quand X tend vers 0.
Comme f(0,0) = 0, la restriction de f a toute droite passant par l'origine
est donc continue.

2. Considérons la restriction de f & la parabole y = x2. On a :
4
X 1
fx,x?) = — ==
*x.x%) 2x4 2

Par conséquent, f(X,x?) ne tend pas vers 0 quand X tend vers 0.
La fonction f n'est donc pas continue a l'origine.
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Exercice 11.2 : A propos du théoréme de Schwarz

Soit f la fonction définie sur R? par :

X2 2

y

f(x,y) = xyﬁ si (x,y) # (0,0)

£(0,0) =0

Montrez que f admet des dérivées partielles secondes en tout point. Que pouvez-
2 2

f
(0,0) et de 0,0) ?

ous déduire du calcul de
vou axay ayox

Il faudra distinguer l'origine et les autres points du plan.

2 ® Si l'on considére un point Mg distinct de l'origine, il existe une boule de
ﬂ centre Mg dans laquelle f est donnée seulement par la premiére expression.
Comme il s'agit d'une composée de fonctions de classe C2, f est de classe C2
en Mp.

¢ Dans tout voisinage de (0,0), les deux expressions de f interviennent et
on doit revenir aux définitions :

f(x,0) — f(0,0) _0. of (0.0)= “mo f(0,y) ; f(0,0) _
y—

— 0
X ay

of .
00~

On va avoir aussi besoin du calcul pour (X,y) # (0,0) de :

of X4 + 4x2y2 — y* of x4 — 4x2y2 — y*
_(va)zy 2 y22y ; —(X7Y)=X 2 yzzy
X (X% 4+ y?) ay xX=+y9)
On en déduit :
of of
92 f -0
0.0) = lim %Y N _imi=2 o
axay x—0 X x—0 X
oy - 0.0
2 ax V) = 5 O -0
ot (0,0) = lim 9% 9X —im Y= _ 4
dyox y—0 y y—0 Yy
C aZf(OO)qé aZf(00) le théoré de Sch t d
mm — (U, — (Y, , e eoreme de JSchwarz perme e
omme  Sxay Yy ox P
L les dérivé d o1 t o f t ti
on as continues
conclwure que Les derivees secondes axay e 8yax ne s p 1

en (0,0).

Le théoreme de Schwarz a été publié en 1873. L'exemple de I'exercice est di a
Peano (1858-1932).
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Exercice 11.3 : Différentiabilité d'une fonction

Soit f la fonction définie sur R? par :

Xy :
f(x,y) = \/T—yz si (x,y) # (0,0)
f(0,00=0

Etudier la différentiabilité de f.

Si les dérivées partielles sont continues, la fonction est nécessairement différentiable.
Si une dérivée partielle n'existe pas, la fonction ne peut pas étre différentiable.

Si les dérivées partielles existent et si I'une d'entre elles n'est pas continue, il faut
recourir a la définition de la différentiabilité.

¥

* En (X,y) # (0,0),0na:
y3 x3

of
——5 i Y=
(X2 +y?)2

ﬂ(X ) =
ax V) = ay

.
(X2 +y2)2

Ces dérivées partielles sont continues comme composées de fonctions conti-
nues.
Sur R?\ {(0,0)}, la fonction f est de classe C. Elle est donc différentiable.

® En (0,0),0na:

g—i(0,0): lim f(x,0)— (0,0 _0. of (0.0)= lim f(0,y) — f(0,0) _

— 0.
x—0 X ay y—0 y

. of _3 of
D'autre part, XI_I)rEl+ &(X,X) =22 #+ 0 montre que X n'est pas continue
of
en (0,0). Il en est de méme pour @
f n'est donc pas de classe C* en (0,0).

e Etudions la différentiabilité de f en (0,0). L'égalité de définition conduit
a poser :

Xy

[fO+x,0+y)— f(0,0]= iy

e(X,y) =

1
Cette fonction ne tend pas vers 0 quand (X,y) tend vers (0,0) puisque
. 1
AMpEten) =5

f n'est donc pas différentiable en (0,0).
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Exercice 11.4 : Une équation aux dérivées partielles

En utilisant le changement de variables :

Uu=Xxy v=

déterminer toutes les fonctions f, ¢2 sur (Ri)z, qui verifient :

9% f 9% f
2 © 22 7 —
2 y oy 0 ).

Ce type d'exercice a pour but de vous faire calculer les dérivées partielles d'une
fonction composée.

La matrice jacobienne du changement de variables fournie par ['énoncé est :

%

au au
X ay y X
Jv Jv y —P
ax ay
N 2X 2
Le jacobien det J = -y ne sannule pas sur (R* ). Le changement de

variables est donc un ¢l-difféomorphisme.
La fonction g définie par g(u,v) = f(X,y) est de classe C? sur (]Rj)z.
Calculons les dérivées partielles premiéres :

of dgou  ag dv dg 1loag
x — auax avax  Jau T yaw
of _ ogou ogov _ og  x g
ay auady v ay ou  y2ov

puis secondes :

0t %a% 13%]+w ¥g+1¥ﬂ

ax2 Youz ™ youdvd "yl duav Ty a2

32 f 32 X 92 X 92 X 92 2X 9
__=ij___i}_% 9___% <X og
ay2 ouZz  y29udv y2L gudv  y2 9v? y3 v

En reportant dans 'équation (1), et en simplifiant, on obtient :

2
g 39 _,

2
452 0°g 2x 09 U _ _
dudv  dv

———=0
oudv y ov
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On intégre d'abord par rapport a v :

a9
ZU% —gu,v) = p1(u).

C'est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 pour la variable u.

du
L'équation homogéne a pour solution particuliére : exp (/ Z) =Ju.

On en déduit la solution générale :

g(u,v) = / 21 gy + ) VU = o) + VU Y(v)

3
2u2

oll ¢ et 7 sont des fonctions de classe C? sur R%.
En revenant en X et y, on conclut :

oY) = 009 + VA7 ().

Exercice 11.5 : Equation des cordes vibrantes

Considérons une corde de longueur | fixée aux extrémités d'abscisses 0 et I. Lors
de vibrations dans des conditions idéales, désignons par ¢(x,t) le déplacement a
l'instant t du point d'abscisse X.

Cette fonction, supposée de classe ¢, vérifie I'équation des cordes vibrantes :
32 1 92
I _~29%%_ o (1)
ax2  C2 at?

ou C est une constante > 0.
1. Déterminer « et 3 pour que le changement de variable

Uu=X+at ; v=x-+p0t

\ ) . X I°F
ramene I'équation (1) a la forme ST 0 avec F(u,v) = @(x,t).
v

2. En déduire la forme des solutions de (1).
3. Préciser ces solutions en sachant que les extrémités de la corde sont fixes.

Il est préférable de calculer les dérivées partielles qui figurent dans I'équation don-
née pour pouvoir les reporter.

2& 1. Le changement de variable proposé est bijectif si, et seulement si,

a =+ B.

En posant F(U,v) = ¢(X,t), on a, par dérivation d'une fonction composée
de classe C? :
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ox ~auax " avax _au T av
3o 02F _0°F  0°F

e 8F8u+8F v doF OF

ax2 = a0z T uan T 902

dp _9F U OFdv _ F+ﬂ8F
ot auat  ovaot Cau ' av

azapza[aaz_FJrﬁazF ]+ﬁ[ 92F +532_F}

at2 Ju2 udv U Jv2
,02F °F | 50%F
= ot g T 20by e+ B

En substituant dans l'équation (1), on obtient alors :

o 9%F ap, 9°F B2 9°F
(-2 T2 - ) agan T - G2) 52 =

ce qui donne la forme réduite annoncée en choisissant « et 3 tels que :
o?=C? ; F#=C?; a#j

soit, par exemple : «=C ; = —a=—C.
2
2. La forme de la solution générale de ['équation
dudv

=0 est
F(u,v) = G()+ H(v), ce qui donne :
px,t) = f(x +Ct) +g(x — Ct)

ot f et g sont des fonctions de classe 2 quelconques.
3. Comme les extrémités de la corde sont fixes, on a :

vi>0  ¢0,t) = f(Ct)+9g(—Ct) =0
ety =fd+Ct)+g(l —-Ct)=0
La premiére condition montre que g(—u) = —f (U), ce qui conduit a :
ex,t) = f(x+Ct) — f(Ct —x).
La seconde condition s'écrit alors :
vt >0 f(Ct+hH—-f(Ct—-1)=0,

ce qui montre que f est périodique de période 2l. La solution du probléme
des cordes vibrantes est donc :

X,y = f(Ct+x) — f(Ct—x)

ot f est une fonction de classe C? de période 2I.
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fondateur des équations aux dérivées partielles.
En 1753, Daniel Bernoulli considére que les fonctions périodiques les plus
nﬂ't nm
| |

@ Cette résolution du probléme des cordes vibrantes (1747) par d'Alembert en fait le

simples sont les fonctions trigonométriques sin(——t) et cos(—t). Il représente

alors f sous la forme d'une série trigopnométrique.
La suite des travaux (notamment par Poisson, Fourier) aménera aux séries de
Fourier.

Exercice 11.6 : Dérivée directionnelle

1. Donner I'ensemble de définition de la fonction f de R? dans R définie par :
f(x,y) = In(x + VX2 + y2) .

2. La fonction f est-elle continue ? de classe ¢! ?
3.En C = (0,1), déterminer la dérivée de f dans la direction d'un vecteur unitaire

T = (a,b). Comment choisir ™ pour que cette dérivée soit maximale ?

1. Pour que f existe il faut, et il suffit, que X 4+ /X2 +y2 > 0. Il faut

z@ exclure les points (X,y) tels que :

VX2 y2 < —x = x <0etx?+y? < x> < x <0ety =0.

L'ensemble de définition de f est le plan privé de la demi-droite :
{(x,0); x <0}.
2. Sur son ensemble D de définition, la fonction f est continue et de clas-

se C1 comme composée de fonctions continues et de classe C?.
En (X,y) € D, les dérivées partielles premiéres sont :

X
. —
of VX24+yZ2 1
y
aof  x24y2 y

W XAy XY Xty

3. En C = (0,1), le gradient de f est égal a :

— of of
grad f (C) = (5(0,1) , W(0,1)) = 1.1).
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Comme la fonction f est de classe C1, la dérivée de f au point C dans la
direction du vecteur unitaire T est égale a :

gradf(C)- W =a+b.

Cette dérivée est maximale dans la direction du gradient, soit a = b avec
a> 0 et+a2+b2=1, ouencore:

— (N2 2
(24

Exercice 11.7 : Etude d'une suite

Soit f la fonction de R? dans R? définie par :
X—+Yy 2xy
2 'x+y)’

1. Déterminer les ouverts convexes €2 les plus grands posssibles sur lesquels f est
un difféomorphisme de classe C*°.

=

2. Déterminer f (Q1) o0 1 = {(X,y e R? ; x +y > 0etx —y > 0}.
3. Etudier la suite (X,,) définie par Xn41 = f(Xp) avec Xo € €21 N (R4)2.

1. L'image f (X,Yy) est définie pour x +y = 0.
Calculons la matrice jacobienne de f = (fq, f) :

¥

ofy 0f; 1 1
w2 2
o 3f2 3f2 B 2y2 2X2

ax o dy X+Y)? (X +Y)?

et le jacobien : det J =

x2—y?  x-—y

X+Yy)2 XxX+y

Pour que f soit un C*°-difféomorphisme, le jacobien ne doit pas s'annuler.
Il y a quatre ouverts convexes, les plus grands possibles, qui vérifient :

{x+y#0
X—y=#0

Qr={X,y);x+y>0etx—y >0}
Qo ={X,¥y);X+y>0etx -y <0}

Q3 =-Q
Q= —Q

324



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Chapitre 11 - Fonctions de plusieurs variables

Y

Considérons la restriction de f a ;.

Pour démontrer gu'elle est injective, démontrons que tout élément (x’,y’) donné a
au plus un antécédent, c'est-a-dire que I'équation f (x,y) = (x,y’) a au plus une

solution.

¥

Considérons l'équation f (x,y) = (x’,y’). On a:

X+y _
2 X+y=2x
2Xy { Xy = X'y’
X+y

&= xet y racinesde t> — 2x't + x’y’ =0

Le signe de X — y étant imposé par j, 'équation f(x,y) = (X',y") a au
plus une solution.

La restriction de f & j est donc injective, et son jacobien ne s'annule pas.
C'est donc un C*°-difféomorphisme de 2 sur f (£2;).

2. Soit (X,Yy) € Q1. Son image f (x,y) = (x',y’) vérifie :
avecXx+y>0etx—y=>0

AV

X+y=2x
Xy =X’y

ce qui entraine :
x>0 et X' >y

12 _

1 1
car : X2 —x'y’ = 2+ y)? =xy = 7(x —y)* > 0.

Réciproquement, si X’ > 0 et X’ > Y/, l'équation t> —2x't + x'y' =0 a
deux racines réelles distinctes X et y qui vérifient x > y et x +y > 0.
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On a donc;
f(Q) ={X.y);x' > 0etx' > y'}.
3. Puisque Xp € 21N (R+)2, ona0 <y < Xp.

Et l'hypothése Xpi1 = f(Xp) entraine que Xn+1 Yni1 = Xn Yn pour tout n.
On en déduit que X, Yn = Xo Yo, puis :

1 1 Xo Yo
Xn+1 = E(Xn +Yn) = 5 <Xn + X ) .

® Premier cas : Yo =0
Xo

On a alors pour tout n: X, = on et y, =0. Par conséquent:
lim X, = (0,0).

n—o00

® Deuxiéme cas : Yo > 0

Posons a = /Xg Yo. On peut alors écrire :

X a= x—i-é12 a= 1(x a)?
AT GRS T,

On a donc X, > a pour n > 1 et par suite :

O<Xpp1—ac< 5 cequier1traine:0<xn—agW

2
. a . ,
La suite (Xp) converge vers a et yn:X— aussi. Par conséquent :
n

lim X, = (a,a).
n—o0

1 . o .
@ Comme Xp11 — a T E(X" —a)<, la convergence qui précéde est quadratique.

Exercice 11.8 : Recherche d'extremums

Trouver les extremums de la fonction définie sur R? par :

f(x,y) =xe¥ +ye*.

La seule difficulté de ce sujet consiste a résoudre le systeme qui donne les points
critiques. 1l faudra peut-étre étudier les variations d'une fonction auxiliaire.
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¢ Détermination des points critiques

La fonction f est de classe C*® sur R2.
Les éventuels extremums de f vérifient les conditions nécessaires :

of
— =e¥+yeX=0

ax
(S) of
— =xe¥+e*=0
ay
T _ _ 1
La premiére équation donne : €Y% = —y et la seconde : e¥Y 7% = —

On a donc xy = 1.
- On peut remplacer y par% dans la deuxiéme équation, c'est-a-dire cher-
cher X tel que g(X) = 0 avec le tableau de variation de la fonction g défi-
nie par g(X) = X ex + e
- Mais il est plus rapide d'écrire les équations de (S) sous la forme :

X +y=0; &V +x=0,
d'ol par soutraction :

2sh(y —x)+ (y —x) =0.

Le tableau de variation (trés élémentaire!) de la fonction ¢ définie par
p(t) =2sht +t entraine :

p(t) =01t =0.
Le seul point critique est donc (X,y) = (—1,-1).

e ftude du point critique
On calcule les dérivées secondes au point étudié :

32 f 1 32 f 2
R=—(-1,-1)=-=; S= (-1,-1) ==;
ax2 e axay e

2f 1

T= 8—(—1,—1) ==

ay? e

3
Comme S? — RT = o2 > 0, le point (—1,1) est un point-col (ou point-

selle).
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Exercice 11.9 : Extremums sur un compact

328

Soit D = {(x,y) € R?; x? + y? < 9}.
Déterminer les extremums sur D de la fonction définie par :

fy) =vx2+y2+y?—1.

La fonction f est continue comme composée de fonctions continues.
La partie D est fermée et bornée en dimension finie : c'est un compact.

Dans ce cas, vous devez savoir que la fonction numérique f admet sur D un maxi-
mum (et un minimum) global atteint au moins une fois.

D'autre part, le calcul des dérivées partielles dont vous avez I'habitude se fait sur un
ouvert.

2 e Conditions nécessaires
@ La fonction f est de classe ¢t sur R? \ {(0,0)}.

Les &ventuels extremums de f sur l'ouvert :
A ={(x,y) e R*;0 < x* +y* < 9}

vérifient les conditions nécessaires :
of X

—=7=0
X /x2 + y2
of

ay 2t y?
Ce systéme n'admet pas de solution dans A. Les extremums de f sur D sont
a chercher sur la frontiére de A, c'est-a-dire au point(0,0) et sur le cercle
d'équation x? +y? = 9.
e Etude en (0,0)
On a f(0,0) = —1 et on a toujours f(x,y) > —1, 'éqgalité n'ayant lieu
gu'en (0,0).
La fonction f admet donc un minimum global en (0,0).
e Etude sur le cercle
Le cercle de centre O et de rayon 3 peut se paramétrer :

X =3cost;y=3sint;t € [0,2x].
La restriction de f au cercle s'écrit donc g(t) = 2 + 9sin’t et ses valeurs
décrivent le segment [2,11].
e Bilan

Sur D, la fonction f admet un minimum global de valeur —1 atteint en
(0,0) ; un maximum global de valeur 11 atteint en (0,3) et (0,—3).
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Exercice 11.10 : Extremums sur un compact d'une fonction

de n variables

Déterminer le maximum sur
E={xeR";xi+ - +X1=1,%1>0,....,% >0}
de la fonction définie sur R" par :
f(X1,...,Xp) = inxj.
i#]
La partie E de R" est fermée et bornée ; c'est donc un compact. La fonction f est

continue comme composée de fonctions continues. Elle admet donc sur E un maxi-
mum atteint au moins une fois.

Le probléme, c'est qu'on ne peut pas calculer de dérivées partielles puisqu'un tel cal-
cul a lieu sur des ouverts et que l'intérieur de E est vide.

Il faut donc trouver d'autres idées.

2 e Tout le probléme est invariant par permutation circulaire sur les
& variables X;. On peut donc penser qu'une valeur extrémale se trouve au point

A<% %)

1
Pour une étude locale au voisinage de A, posons X; = n + hj et calculons :

f(Xgeee Xn) =Y (%+hi)(%+hj)=z [n—lz + %(hi +hy) +hi by
i#] i j

Détaillons le calcul de chaque terme de cette somme.

-Ona: Z n(n b puisqu'il y a n(n — 1) couples (i, j) tels que
I#J
i+ ].
- En rajoutant et en enlevant les termes qui corrrespondent & i = j, on
obtient :

Y hi+hp =) (hi+hp—2) h
i# ] i,j i=1
= nZhi +nZhj —ZZhi
i=1 j=1 i=1
=2(n— 1)Zhi
i=1

Comme la recherche des extremums a lieu sur E,onaAc EetA+ H € E,

n
d'ot Zhi =0.
i=1
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- Et enfin, en utilisant le développement du carré d'une somme :
n 2 n n
Somny= (o) - ont= -3
= i=1 i=1 i=1

En conclusion :
n
f(Xp.....x0) = F(A) = > h?.
i=1

La fonction f admet donc au point A un maximum global.

e Qu'en est-il du minimum?

n 2 n n
100= Y= (L) -3 =1-3 0
i=1 i=1

i i=1

Sur E onaf(X) >0, etonaura f(X)=0 si, et seulement si,

Chaque terme de cette somme est > 0. Il faut donc que Xj (1 — Xj) = O pour
tout i.

La fonction f admet donc un minimum global en chacun des n points dont
une coordonnée est égale a 1 et les autres a 0.

Exercice 11.11 : Majoration

Soit a, b, ¢ des réels positifs tels que a + b + ¢ = g Montrer que l'on a :

1
8

Il s'agit d'un oral placé ici pour tester votre réaction. Il faut penser a une notion rela-
tive aux fonctions a une variable vue en premiere année. C'est une notion qui per-
met d'obtenir des inégalités globales.

sina sinb sinc <

2& Sur ]0; g] , la fonction définie par In(sin x) est de classe C? et l'on a :

< 0.

[Insinx)]" = g

C'est donc une fonction concave, et — f est convexe.
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Rappelons l'inégalité de convexité :
g étant convexe sur I, si X1,...,X, appartiennent a I, si A1,...,An sont des réels

n
positifs tels que Y " Aj = 1, alors :
=

9<Xn:>\i Xi) < Xn:)\i gxi) .
i—1 =

zﬁ Appliquons l'inégalité de convexité a la fonction — f avec les réels a, b, c,

€ ]O; g] et les coefficients A1 = Ay = A3 = -

—In[sin(%bJrC)] < %[ — In(sina) — In(sin b) — In(sin c)] .

s LT .
Comme a+b+c= 3 et In(sin E) = —In2, on a aussi :

—31In2 > In(sina) + In(sinb) + In(sinc) .

La fonction exponentielle étant croissante, on en déduit :

— >sinasinbsinc

| -
WV

Exercice 11.12 : D'un extremum local a un extremum global
Soit a > 0 et f définie sur RY x R% par :

Xy
f —
x.y) = + a2

1. Montrer que f admet un minimum Iocal que l'on déterminera.
2. Montrer que :

a+ B+

: > (7)1,

V(a.B,7) € (R%)®

En déduire que le minimum obtenu dans la question précédente est global.

C'est un sujet d'oral. Nous allons rédiger la méthode vraisemblablement attendue
par I'examinateur.

Mais il existe aussi une méthode élémentaire (niveau premiére S) qui sera présen-
tée en annexe a la fin.
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2 & ¢ Détermination des points critiques
La fonction f est de classe C* sur son ensemble de définition.
Les éventuels extremums de f vérifient les conditions nécessaires :
of a y
— =—— 4+ ==0
X x2 = a2 x?y =a’ X —V—a
ay y2 = a?

Le point (a,a) est donc le seul point critique.

e Etude du point critique

On calcule les dérivées secondes au point étudié :

0% 2 9° f 1 92 f

= W(a’a) = g;s =——(,a) = ??T = a—yz(a,a) = a2

R =
axay

-3
Comme S2 — RT = = <0 et R> 0, le point (a,a) est un minimum

(local) de valeur f (a,a) = 3.

\ous observez que les termes de degré 1 en h et k ont disparu, ce qui est toujours
@ le cas au voisinage d'un point critique.

Au voisinage de (a,a), la différence D(h,k) est du signe de :

¥

h?+W+hh=m+%mz+gW>osumm¢(am.

Le point critique (a,a) est donc un minimum, local puisque des termes ont
été négligés lors du calcul des développements limités.

2. La grande difficulté de cette question est de penser a une notion relative aux fonc-
tions a une variable vue en premiére année. C'est une notion qui permet d'obtenir

des inégalités globales.
\Vous étes peut-étre une personne qu'on vexe facilement ?

1
z@ Sur R, la fonction In est de classe C?etlona(Inx)’ = 2 < 0.

C'est donc une fonction concave, et — f est convexe.

Rappelons l'inégalité de convexité :
g etant convexe sur I, si Xi,...,X, appartiennent a I, si A1,...,An sont des réels

n
positifs tels que Y " \i =1, alors :
=
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Q(ZN Xi) <D Aig).
i—1 i=1

z@ Appliquons l'inégalité de convexité a la fonction — f avec les réels « > 0,
1
G >0, v> 0 et les coefficients Ay = Ap = A3 = 3 :

_In(a+5+’y

3 )gl(—lna—lnﬁ—lny).

3

La fonction exponentielle étant croissante, on en déduit :

a+ B+~

s (@3

d'ou :

1
a a Xy a_a_Xy\i_
Xy 3(x yXaZ) =3

Le point (a,a) tel que f(a,a) = 3 est donc un minimum global.

Annexe : méthode élémentaire (niveau premiére S)

La démonstration se fait en deux étapes, en étudiant une fonction a une variable a
chaque étape.

- . . e a X
* Pour x fixé, considérons la fonction g définie par : g(y) = y + a—g-

L , X a a3 ” 2a
Sa dérivée g'(y) = 2y s'annule pour yo = ~ €t (y) = VS 0.

La fonction g présente donc un minimum pour y =Yy, dont la valeur est

X
g(Yo) = 2\/;-

Par suite :

a X

f >—+2 /-

(x,y) v ‘/a
- . a’
I'égalité ayant lieu pour y = <

* Considérons la fonction h définie par : h(x) = ; + 2\/;
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a 1
Sa dérivée h'(x) = —— 4+ —— s'annule pour xg = a et elle est négative pour
(x) 2 T p 0 g p

X < a et positive pour x > a.
La fonction h présente donc un minimum pour x = a dont la valeur est h(a) = 3.

« En conclusion, on a :
V(X,y) € R x R} f(x,y) >3
I'égalité ayant lieu si, et seulement si, x =y = a.

Exercice 11.13 : Détermination d'un facteur intégrant
d'une forme différentielle

1. Déterminer une fonction g € C*(R,R), telle que la forme différentielle :
w = g(x? — yH[(x? + y? + 1ydx — 2xydy]

soit une forme exacte sur des ouverts a préciser.
2. Déterminer alors, sur chaque ouvert, f telle que w = df.

On sait que, pour qu'une forme différentielle soit exacte, il est nécessaire qu'elle soit
fermée. Nous allons commencer par écrire cette condition qui est plus facile a
exploiter.

La réciproque (théoréme de Poincaré) exige une condition sur l'ouvert U sur lequel
on se place.

La condition D étoilé (il existe a € U, pour tout x € U, le segment d'extrémités a
et x soit inclus dans U) convient.

La condition D simplement connexe (toute courbe fermé incluse dans U peut se
ramener a un point par déformation continue) convient aussi.

2 1. Pour que w soit exacte sur un ouvert U, il est nécessaire qu'elle soit fer-
ﬂ mée, c'est-a-dire que, pour tout (X,y) € U, on ait :

aa—y[(x2 +y2+ Dg(x* — yz)] = E;ix[ — 2xyg(x? — y2)]

soit apres calculs et simplifications :
4yg(x* —y?) — 2y(—x* +y? + Dg'(x* — y}) = 0.

Pour y = 0, on peut simplifier, puis prolonger par continuité ['égalité obte-
nue au cas Yy = 0, ce qui donne :

Vi,y)eU 290 —y2) + (x2 —y? —1)g' (x> —y») =0.
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En notant u = X2 — y?, la fonction g est donc solution de l'équation diffé-
rentielle :

(u—1)9'(u)+2g(u) =0.

C'est une équation différentielle linéaire, homogéne, du premier ordre dont
la solution générale est (sur un intervalle ot U 5 1) :

gu) = K exp(/ =2 du) = Kexp(—2Inju —1|) =

u—1 (u—172

En choisissant g(x? — y?) = la forme différentielle devient :

(X% —y2 —1)2

X2 +y2+1 2Xy
= Iy 12 x——(xz_yz_l)zdy:de—i-Qdy.

Elle est définie et fermée sur chacun des trois ouverts :

Up = {(x,y);x2 —y? < 1}
Up={(x,y);x2—y?>>1 et x>0}
Us={(x,y);x2—y?>>1 et x <0}

U1 est étoilé par rapport 8 O ; U, et Us sont convexes donc étoilés par
rapport a chacun de leurs points.
D'aprés le théoréme de Poincaré, il s'agit de conditions suffisantes pour que
w soit exacte sur chaque ouvert.

2. Sur Uy (ot k € {1,2,3}), déterminons fy telle que w = d fy.
En choisissant de commencer par la dérivée partielle la plus facile a intégrer,
ona:

ofi 2Xy —X

g o k) =

oy Ty -1 —yr1 A
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puis en dérivant par rapport a X :
ot xZ+yr+1

vl ()(2—y—2—1)2 + ¢, (X) ce qui entraine ¢} (X) = 0 et finalement :

fk(x,y) = 2 + A

_y2_1

Exercice 11.14 : Calcul d'une intégrale curviligne

Soit C le cercle d'équation x? + y? — 2y = 0. Calculer de deux fagons diffé-
rentes l'intégrale curviligne :

sz —x2y dx + xy? dy.
C+

Commencez par dessiner C et son orientation directe qui donne C™*.
Pour les deux méthodes demandeées, il n'y a pas a hésiter :

— le calcul direct en paramétrant C* ;

— l'utilisation de la formule de Green-Riemann.

Un dessin facilite la visualisation de l'exer- y

ZQ cice. 2

e Calcul direct

Le cercle étant de centre (0,1) et de
rayon 1, on peut paramétrer C* par : 1

x=cost;y=1+sint;t €[0,2x],

ce qui entraine : 0 1 x

o
| = / [cos?t (L + sin t)sint + cos?t (1 + sint)®]dt
0
o
=/ [2 cos? t sin? t + 3 cos? t sint + cos? t]dt
0
1 27 2T
— 5/ sin®(2t)dt + 3 / cos? t sint dt
0 0

1 2T
+= / [14 cos(2t)] dt
0

2
L4 Lsinan " S A P
_Z[ —|—Zsm( )]0 _[COS ]o +§[ +§sm( )]o
_37‘(’
)
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¢ Calcul avec la formule de Green-Riemann

La forme différentielle s'écrit P dx + Q dy avec P = —x?y et Q = xy?2.
On calcule :

3IQ P,
— — — =X .
ax  ay Ty

D'aprés la formule de Green-Riemann, l'intégrale curviligne | est égale a l'in-
tégrale double sur le disque D limité par C :

I =//(x2+y2)dxdy.
D

Le dessin suggeére d'introduire le changement de variables :
X=pcosh;y=1+psinf.
Le jacobien est égal a p et le domaine d'intégration devient :
A= {(p,@) ;pel0,1],0 € [0,27T[} .
On a donc :

3T

2 pl1 27 1 1 2
I:/ / [p2+1+2psin9]pdpd9:/ [—+—+—Sin9]d9:—-
o Jo o 4 2 3 2
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Courbes et surfaces

Exercice 12.1 : Droites tangentes et normales

Dans le plan euclidien rapporté a un repéere orthonormal, on considére la courbe
paramétrée C :

_ 2t2
{x(t)_3t R

y(t) = 2t

Déterminez les droites qui sont & la fois tangentes et normales a C.

Construisez rapidement la courbe pour comprendre le probléeme posé.

La stratégie a adopter n'est pas évidente. la plus efficace consiste a considérer la
tangente en un point M(t) a préciser, puis son intersection avec C.

Une contruction de la courbe paramétrée C donne :

¥

Dt

Comme X'(t) = 6t et y/(t) = 6t2, tout point de C tel que t % O est régu-
1
lier et la tangente en M(t) a pour vecteur directeur (t ) .

La tangente D; en M(t) admet donc pour équation :

tX —Y —t¥=0.

339



Chapitre 12 - Courbes et surfaces

Si Dy recoupe C en N(u), le paramétre u vérifie l'équation :
3tu? —2u® —t3 = 0.
Le polyndme en U du premier membre est de degré 3 et il admet t comme

racine double puisque la droite est tangente en M(t). On peut donc le fac-
toriser et l'équation précédente s'écrit :

(u—1t)>2Q@u+t)=0.
t
La droite D¢ recoupe donc C en N ( — E) Elle est normale a C en ce point

1 1
si, et seulement si, les vecteurs <t ) et < ¢

) sont orthogonaux, donc si
2

2 = 2.
Les droites qui sont a la fois normales et tangentes a C admettent donc pour
équations :

y=+v2(x—-2) ; y=-/2(x-2).

Exercice 12.2 : Plans tangents a une surface

Soit 3" la surface définie par I'équation cartésienne : z° = xy.
Déterminer les plans tangents a > qui contiennent la droite :

X=2
°|
y=32-3

Pour déterminer le plan tangent en Mg a une surface, on détermine un vecteur nor-
mal T .
Si la surface est donnée sous forme cartésienne f(x,y,z) =0, on a

T = grad f (Mo).

. L, L. —_—>
Si la surface est donnée sous forme paramétrique OM(u,v), on a

— —

OM oO0OM

= A .
au ov

Dans les deux cas, si W = 3) le point Mg est un point singulier (pas de plan tan-
gent) ; sinon le plan tangent est I'ensemble des points M tels que :

MMy- T =0.
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L'équation de la surface ) s'écrit f (x,y,z) = 0 avec f(x,y,z) = 23 —xy.
Un point singulier de ) vérifie :

of

ﬂ(x 2)=-—x=0
ay 5ya - -

of
— =322=0
57 (X,y,z) = 3z

Seul le point O(0, 0, 0) (qui appartient bien a >_) est un point singulier.
En tout Mo(Xo, Yo, Zo) de >, autre que O, il existe donc un plan tangent,
ensemble des points M(X, Y, Z) tels que :

M Mo - grad f (Mg) = 0.
Il a donc pour équation :
—Yo(X — X0) — Xo(Y — Yo) +325(Z — 20) = 0.

Comme Mg € ) _ (c'est-a-dire Zg = XoYo), cette équation peut aussi s'écri-
re :

YoX + XoY — 3z5Z 4 XoYo = 0.

Avant d'écrire que D est incluse dans un tel plan tangent, il est préférable
de la représenter sous forme paramétrique, ce qui est possible sous la forme :
x=2 ; y=3t-3 ; z=t (teR).

® Premiére solution

Un vecteur directeur de la droite est 7(0,3,1). Ce vecteur doit appartenir
a la direction du plan tangent, c'est-a-dire que :

3% —325=0

La droite passe par le point A(2,—3,0). Ce point doit appartenir au plan
tangent, c'est-a-dire que :

2yo—3Xo+XoYo=0
On a aussi 28 = Xo Yo puisque Mg € > .
On a Xo # 0, sinon on aurait aussi Yo = zg = 0. On serait donc au point
singulier qui a été exclu. On a donc :

Yo=1Z0 ; Xo=2(2) ; Z§—3zo+2=0,

soit Zg = 1 ou zg = 2.
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Il existe donc deux solutions au probléme posé :
- le point Mp(1,1,1) dont le plan tangent a pour équation :

X+Y-3Z2+1=0,
- le point Mo(4,2,2) dont le plan tangent a pour équation :
X+4+2Y —-6Z+4=0.

¢ Deuxiéme solution
La droite D est incluse dans le plan tangent en My si, et seulement si :

Vt € R 2yp 4 Xo(3t — 3) — 323t + Xoyo = 0.

Pour que ce polynome de degré 1 en t soit nul, il faut et il suffit que ses
deux coefficients soient nuls. En n'oubliant pas que Mg € ), le probléme
posé est caractérisé par un systéme de trois équations :

3Xp — 32% = 0
2o —3Xo+XYo = O
3 = XoYo

Ce sont les mémes équations que dans la premiére solution. La suite est donc
identique.

Exercice 12.3 : Intersection d'un cone et d'un plan

342

Déterminer I'angle aigu des deux génératrices intersection du cone d'équation
x2 + y2 — 72 = 0 et du plan d'‘équation 2x + 3y — z = 0.

Pour étudier l'intersection (ou l'inclusion) de deux objets en géométrie analytique,
il est recommandé de représenter I'un sous forme cartésienne et l'autre sous forme
paramétrique.

¥

Remarquons d'abord que le plan passe par le sommet O du cdne et donc que
l'intersection est bien constituée par deux génératrices.
Il faut transformer l'une des équations sous forme paramétrique.

® Premiére solution

Choisissons de paramétrer le plan par X et y. Un point de l'intersection cher-
chée vérifie donc z = 2X + 3y et

x?24+y2 — (2x +3y)? =0 < 3x2+8y?+12xy = 0.

Comme 3x2 + 8y2 4 12xy = 3 (X + 2y)? — 4y?
= (V3x +2v3y —2y) (V3x +2V3y +2y),

les deux génératrices sont définies comme intersection de plans :
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2Xx+3y—z=0 ){ 2Xx+3y—z=0
2

D
( 1){«@X+2(\/§—1)y=0 V3X+2(3+1y=0

—> —
On peut choisir des vecteurs directeurs respectifs V1 et V, et en déduire
que l'angle 6 des deux génératrices est tel que :

V1. Va 1

cos 0 = =—

VIV 13

1
L'angle aigu des deux génératrices est donc arccos 3 ~ 1,49 rad.

® Deuxiéme solution
En choisissant de paramétrer le cone :

X=12C0Sp;y=1sSinp;z=1,

l'intersection s'écrit :

1 =2¢c0s ¢+ 35sinp = /22 + 32 ¢cos (¢ — )

1 1
d'ot = + arccos —— et = — arccos ——-
#1 %o m ¥2 %o m

On peut alors choisir comme vecteurs directeurs

V; = (cos ¢y, sinpy,1) ; V, = (cos ¢y, Sin ¢y, 1)
et en déduire :
|71 . 72| _ COSpq COS y + SiN oy SiN g, + 1

IV lIVal 2

cos — 1
_ (<P12 ©7) + _ cos

cos 0 =

Exercice 12.4 : Equation d'un cylindre

Déterminer une équation du cylindre de direction T (1,1,1) et circonscrit a la
sphére d'équation x? + y? + z% = 1.

® Premiére méthode : avec un nouveau repére

¥

. N — >
Considérons un nouveau repére orthonormal (O; M, J ?) avec

1
?zﬁ?.
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Dans ce repére, le cylindre a pour équation : X2 +Y2=1.
On peut revenir au repére initial,

- soit en choisissant | et J ;
- soit en écrivant x2 +y +22 X2 4+Y2 472,

puis: Z = [x+7 7

L'équation du cylindre dans le repére initial est donc :
1
1=x2+y2 472 — §(X +y 4 2)?, soit aprés développement et simplica-

tion :

x2+y2+22—xy—yz—zx:;-

¢ Deuxiéme méthode : avec des plans tangents

En tout point Mo(Xo,Y0,20), la sphére (S) admet un plan tangent d'équa-
tion :

2XoX + 2yoy + 220z = 1.

Le cylindre circonscrit & (S) de direction U est la réunion des tangentes
dirigée par U . Il faut donc que g appartienne a la direction du plan tan-
gent précédent soit :

Xo+Yo+20=0.

L'intersection de la sphére et du cylindre est donc le cercle :

x+yi+zi=1

©)

Xo+Yo+20=0
Le cylindre cherché est lensemble des points M(X,Y,Z) tels que
MoM =k T aveck € R et Mg € (C).
On a donc :

{(X—k)2+(Y —k?2+(@2Z-k?=1
X+Y+Z=3k

Développons la premiére égalité et substituons :
XZ24Y24 72 _2k(X+Y+2Z)+3k2=1=X24Y24+272_3k?
ce qui donne :
X2+Y2+Zz——(X +Y +2)2=1, soit :

X2+Y2+ZZ—XY—YZ—ZX:§-
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¢ Troisieme méthode : avec des droites tangentes

Le cylindre est la réunion des droites (D), de vecteur directeur T, tan-
gentes a (S).
. . [x=12+a
Une telle droite (D) a pour équations zeR
y=z+b
Son intersection avec la sphére est donnée par :

z+a)l+@Z+b)?+2=1<=32°+2@@+b)z+a’+b?-1=0.

(D) est tangente a (S) si, et seulement si, 'équation en z a une racine
double, soit :

A:0<:>(a+b)2—3(a2+b2)+3=0<:>a2+b2—ab=g

En reportant @ = X — Z et b = y — z dans cette éqgalité, on obtient ['‘équa-
tion du cylindre :

3
(X—Z)2+(Y—Z)2—(X—Z)(Y—Z)=5

3
<:>x2+y2+22—xy—yz—zx=§-

L'intersection du cylindre et de la sphére s'appelle le contour apparent de la sphére
pour la direction engendrée par U .
L'intérét de la deuxiéme méthode, c'est qu'elle peut s'appliquer a une surface quelcongue.

Exercice 12.5 : Etude d'une quadrique

Soit (S) la surface définie par :

X% 4+ 4y? + 572 — 4xy — 2x + 4y = 0.

Montrer que (S) est une surface de révolution et préciser ses éléments.

Vous pouvez transformer I'équation de (S), ou diagonaliser la matrice de la forme
guadratique, ou encore chercher les centres de symétrie en écrivant

grad f (x,y,z) = 0.

%

® Premiére solution N
Les centres de symétrie de (S) vérifient : grad f (x,y,z) = 0, soit
of
0=—Xy,2)=2x -4y -2
ax( y.2) y
X—2y—1=0

of
0=—X,y,2) =8y —4x+4} <— A
oy =5y [xomoic

of
0=—(x,y,2)=10
a7 X:¥.2) z
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En prenant comme nouvelle origine un point €2(1,0,0) de A, 'équation de
(S) devient :

(X —2Y)2+57%2 =1.

Soit P et Q les deux plans d'équations X — 2Y =0 et Z = 0. Ils sont per-
pendiculaires et ont pour intersection la droite A. L'équation de (S) peut

s'écrire :
(X —2Y)2+52% =1 <= d(M,P)* +d(M,0)* = % :
C'est dfnc l'équation d'un cylindre de révolution, d'axe A et de rayon
G

e Deuxiéme solution
L'équation de (S) se transforme :

(X —2y)? +522—2(x —2y) =0

Cette expression nous suggére le changement de repére orthonormé

(0.7.7.X).

— 1 — — 1
Il =— (1 =2 - —
\/5( i) X_\fS(X 2y)
- 1 - — : 1
T =—(027 + qui donne _ L
7 i) V=2 @x+y)
=% z=2
Dans ce repére, l'équation de (S) devient :
x2+zz—ix—o<=>(X—i)2+zz—1—o
/5 /5 5

1
ce qui est l'équation du cylindre de révolution de rayon — et d'axe :

V5

X—2y—-1=0

1
~/§<:>{
0 z=0

¢ Troisiéeme solution
La partie quadratique de l'équation de (S) a pour matrice :
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1 -2 0
A=|-2 4 0
0 0 5

Les valeurs propres A de A sont les zéros du polynéme caractéristique :
1-x =2 0
1-)
Pad)=| =2 4-—X 0 :(5—)\)} )

_2‘
0 0 5—A

4\

= —A(\—5)?

2 1
L'espace propre Eq a pour base V1<
NN

L'espace propre Es est le plan d'équation 2x +y = 0. Comme dim E5 = 2,
A est diagonalisable.

— —
En considérant une base orthonormale (V2,V3) de Es et en utilisant le

- 7 7 .. . .,
nouveau repére (O,V]_,Vz,Vg), on rejoint la solution précédente.

Exercice 12.6 : Variations sur les normes usuelles du plan

Soit k > 0. Etudier les surfaces d'équations :
(S X=y2+y—-2*+z-x)?=k
(S2): max{|x —ylLly—zl.]z—x|} =
(S): IX=yl+ly—zl+]z—x| =2k

Le changement de repére pour étudier (S;) fait partie de vos connaissances. Utilisez
le méme pour les autres surfaces.

* Etude de (S;)
2@ Il s'agit d'une quadrique dont l'équation peut aussi s'écrire :

f(x,y,2) = 2x? + 2y? 4+ 272 — 2xy — 2yz — 2zx —k = 0.

Si la quadrique a un centre, il vérifie :

— =

gradf = 0

ce qui donne un systéme dont la solution est la droite X =y = z. Nous
choisissons une nouvelle origine sur cette droite, c'est-a-dire que nous ne
changerons pas d'origine !

La matrice symétrique réelle associée a f est :
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2 -1 -1
A=]-1 2 -1
-1 -1 2
et on sait qu'elle est diagonalisable sur R. Son polyndme caractéristique
est:
2—X -1 -1 - -1 -1
P M)=|] -1 2—-Xx -1 |=|-X 2—-X -1
-1 -1 2-AX A =1 2-2)
1 -1 -1 1 0 0
=-A1 2—-X -1 |=-A1 3-X 0 |=-A)-3)?
1 -1 2-2A 1 0 3—A
L'espace propre Ez est lensemble des (x,y,z) € R® tels que
X+y+z=0.
1
— 1
Il admet pour base orthonormale les vecteurs | =—1] —1 et
Nz
0
. 1
7 - %
-2
L'espace propre Eq est la droite engendrée par le vecteur
1
1
V3

—
Aprés avoir diagonalisé A, pris une origine qui annule grad f et pour laquel-
le la valeur de f n'est pas modifiée, nous obtenons la forme réduite de (Sy)

dans le repére (O; ?7?) :
3X% +3Y% =k.
Il s'agit d'un cylindre de révolution d'axe dirigé par ?

Aprés avoir choisi le repére précédent, vous pouvez aussi substituer dans I'équation
de (S1) le changement de coordonnées :
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1 1 1
y = —ix +iY +iZ
V2 V6 V3
z7 = —ZLY +iZ
/6 V3

C'est une étape dont on peut se passer pour (S1), mais pas pour (Sy).

Remarquons aussi que le choix d'une nouvelle base orthonormale nous a donné une
matrice de passage orthogonale, ce qui est fondamental puisque les longueurs ne
sont pas modifiées.

e Etude de (Sy)

Avec le changement de repére,
obtient :

et l'équation de (Sp) devient :

et de coordonnées, explicité pour (S1), on

2

X—y = —X
y 7

1 3

—7 = ——X +—Y

1’ N V6

1 3

Z-X = ——X ——Y

V2 V6

max{2|X|,| — X +/3Y],IX +¢§Y|} — k2.

Dans cette équation, Z a disparu. Il s'agit donc a nouveau d'un cylindre d'axe

0Z.

La section dans le plan XOY est un hexagone régulier :
Y
0 X
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e Etude de (S3)

Avec le méme changement de repére que pour les autres surfaces, ['‘équation
de (S3) devient :

21X+ — X +3Y |+ |X +/3Y| = 2kv/2.

Comme cette équation est inchangée quand on remplace X par —X, ou Y
par —Y, il suffit de la préciser dans le premier quadrant o X >0 etY > 0.
- Si X < +/3Y, l'équation devient : X 4+ +/3Y = k+/2 et l'équation de (Sy)
se réduit aussi a la méme expression.

- Si X > +/3Y, léquation devient : 2X = k+/2 et l'équation de (S,) se
réduit aussi a la méme expression.

La surface (S3) est donc identique a la surface (Sp).

e Démonstration directe de (Sy) = (S3)

Nous allons simplifier les premiers membres respectifs g(x,y,z) et h(x,y,2)
de (Sp) et de (S3).

Posonsa=X —yetbh=y—z.

- Premier cas : ab >0

g(x,y,z) = max{lal,|bl,]a+bl} = |a +b]

h(x,y,z) = |al + [b| + |a + b| = 2|a + b|

- Second cas : ab < 0, en choisissant des notations telles que |a| > |b]

g(x,y,z) = |a]
h(x,y,z) = |a] + [b| + |a| — |b| = 2|a]
Donc :

V(x,y,z) € R® 2g(x,y,z) = h(x,y,2).

Exercice 12.7 : Surface engendrée par rotation
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Soit a > 0. Déterminer la surface (S) engendrée par la rotation de la courbe :
x3+y® —3axy =0

(©) {z=0

tournant autour de la droite (D) : x =y = Z.

Il faut considérer les plans orthogonaux a (D) et étudier leur intersection avec la
surface.

Si avez du mal, rassurez-vous : c'est un oral considéré comme difficile. Et soyez
satisfait(e) d'obtenir une surface (S’) qui contient (S).
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Un plan (Py) orthogonal & (D) a pour équation X + Y + z = k. Etudions
son intersection avec la courbe (C). Avecz =0, ona:

X+y=Kk X+y=Kk
{3 3 = 2 2
X® +y® = 3axy k(x* 4 yc — xy) = 3axy

X+y=KkK
k(k? — 3xy) = 3axy

X+y=Kk

=
3xy@a+k) =k3

Sik =0, la seule solution est x =y = 0.

Sik=# 0,onak # —a sinon on aurait k = —a = 0 ce qui serait contra-
dictoire avec ['hypothése a > 0. Les réels X et y sont donc les solutions de
'équation du second degré en t.

k3

t?—kt+-—— =0
+3w+m

43 k*(Ba—k)

Le discriminant A = k2 — =
e aiscriminan 3(a+k) 3(a+k)

est positif si, et seule-

ment si, —a < k < 3a.

Si cette condition n'est pas vérifiée, lintersection de (Px) et de la surface
(S) est vide.

Si —a < k < 3a (avec k # 0), cette intersection n'est pas vide. Notons
Mo(Xo,Y0,20) un de ses points.

L'intersection (Px) N (S) est le cercle défini comme intersection du plan
(Px) et de la sphére :

2k3
x2+y2+z2:x5+y§=(X0+y0)2_2X°y°:k2_m
_ k?(3a+k)
- 3@+k)

En remplacant K par X + Yy + z, on en déduit que la surface engendrée (S)
est incluse dans la surface (S’) d'équation :

3@+X+Yy+0)0C+y2+2) =X+y+2)2G@a+X+Yy+2).

Attention : on n'obtient pas (S’) en entier puisque (S) doit vérifier la condition
X+y+1z<3a.
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Exercice 12.8 : Quadrique dépendant d'un paramétre

Discuter suivant la valeur de a € R la nature de la surface d'équation :
X@—y)+y@—z)+z@—x)=a.

2@ Il s'agit d'une quadrique d'équation :
f(x,y,2) =xy+yz+zx —ax+y+z)+a=0.

® Premiére méthode
L'équation de la quadrique peut encore s'écrire :

X4+y+22—P+y?>+7) —2a(x+y+2)+2a=0.

Il est alors pertinent de faire un changement de repére orthonormal, de

1
facon que l'axe (O Z) soit dirigé par T = —(1,1,1).
V3
X z
On a alors Z = %y;_ Avec x2+y2+22: X24+Y2472 on

obtient :
(ZV3)2 — (X2 +Y24+272)—2aZ/3+2a=0
& X24+Y2=27%2_2azZ+/3+?2a
2 y2_ofy 332 a,
— X2 1Y _2(2 > ) +54—3)

Il s'agit donc d'une surface de révolution d'axe O Z.

4
-siae ]O§[ c'est un hyperboloide a une nappe ;

4 av/'3
-siae {0,5}, c'est un cone, de sommet S(O,O,T\/_) dans le repére
aaa
OXY Z et donc (E’E’E) dans le repére Oxyz.

4
-sia<Oouax> 3 c'est un hyperboloide a deux nappes.

¢ Deuxiéme méthode

Le systéme :
y+z—a=0
@%HLMDZTT¢: x+z—a=0<:¢x=y:z=%
y+x—a=0

352
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a une solution unique, ce qui montre que c'est une quadrique a centre
011

). La matrice symétrique A= |1 0 1 | admet les valeurs

110
propres —1 (double) et 2 (calculs faciles et faits dans l'exercice 12.10), et

a a
G2

N ©

— —> ? 1. ,
une base orthonormale de vecteurs propres |, J, (qu'il n'est pas
nécessaire de déterminer).

Dans le repeére (Q; _I),T,?) ['équation de la quadrique prend la forme
réduite :
—X2-Y24+2724+k =0.
La valeur de la constante k s'obtient en calculant f (2) dans l'ancien et dans
le nouveau repére :
3, k ) o 1
f(RQ)=—-a“+a= 5 (car la matrice associée a f est EA)'

4
L'équation réduite de la quadrique est donc :

3
X2+Y%-22=2a(1- 72

4
Si le second membre est > 0, soit a € ]0,5[, c'est un hyperboloide a une

nappe.
Si le second membre est nul, c'est un céne de sommet 2.
Si le second membre est < 0, c'est un hyperboloide a deux nappes.

Exercice 12.9 : Détermination d'un céne

Quelle est I'équation du cdne de sommet O s'appuyant sur la courbe :
y2 = 2px

©) {x+z=1 (p#0

S'agit-il d'un cone de révolution ?

\Vous pouvez penser a engendrer le cone par des homothéties.
Pour savoir si le cone est de révolution, il y aura une discussion suivant p.
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e Equation du céne
Le cone cherché est lensemble des points M(X,y,z) qui vérifient

O_I\/I)szMo avec k € R et Mg € (C), soit :

=k
X =% y2 = 2pXg
y = kyo et Xo+20=1
z =kzg
On en déduit :
X y .
X+1z N=3n7 W=y Ek#0

En reportant dans yg = 2pXp, on obtient 'équation du céne :
2px(x +2) —y?> =0.

e Cone de révolution ?

On vient d'obtenir l'‘équation d'une quadrique dont la matrice symétrique
associée est :

2p 0 p
A=] 0 -1 0
p 0 O

Cherchons les valeurs propres de A.

2p— A 0 p

det(A — Al) = 0 -1-X 0
p 0 —A
2p— X
=—(1+/\)’ P P ‘
p —A

= —(A\+ 1)\ —2\p - p?)

Les valeurs propres sont donc: —1, p + p+/2, p — pv/2.

Le cone est de révolution si, et seulement si, il y a une valeur propre double,
c'est-a-dire :

-sip+pv2=—1, soit p=1—-42;

—sip—pyv2=—1, soit p=1++/2.
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Exercice 12.10 : Intersection d'une quadrique avec un plan
et projection

Soit (S) la surface d'équation : xy + yz + zx = —2.

1. Préciser la nature de (S).

2. Déterminer l'intersection (C) de (S) etduplanx +y +z =0.

3. Que peut-on dire de la projection orthogonale de (C) sur le plan Oxy ?

Pour la premiere question, pas d'hésitation : réduire la quadrique.

1. On peut écrire ['équation de la quadrique sous la forme :

¥

2Xy +2yz +21x +4=0= f(x,y,2),

ce qui conduit a la matrice symétrique associée :

011 111
A=1]101]|=J—-13 avec J=]1 1 1
110 111
La matrice J est de rang 1. Son noyau est le plan d'équation :
X+y+z=0.
1 1
D'autre part, J | 1 | =3 | 1 | montre que 3 est valeur propre de J.
1 1
Par suite, la matrice A admet : 0 — 1 = —1 comme valeur propre double ;

3 — 1 = 2 comme valeur propre simple.
L'espace propre E_; de A est le plan x +y +2z = 0. Il admet pour base

1 1
th e tesvectewrs 7 = — | —1 | et T =1 1
orthonormale les vecteurs =—1 - e =
V2 /6
0 -2
1
. 1
L'espace propre E» est la droite engendrée par le vecteur ? = ﬁ 1
1

ﬁ .
Comme gradf(x,y,z) =0«<= x=y=2z=0, la quadrique admet le
point O pour centre.

Dans le repére (O; ?7?) 'équation de (S) s'écrit
—X2—Y24272 =—4 soit:
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i 7372
C'est un hyperboloide a une nappe.
2. Dans le nouveau repére, le plan X +y + 2z = 0 a pour équation Z = 0.
L'intersection de la surface et du plan a donc pour équations :

X2 yz z2
. =1

{X2+Y2:4
Z=0

C'est un cercle de centre O et de rayon 2.
3. ¢ Premiére méthode

La matrice de changement de base utilisée dans la premiére question pour
réduire l'équation de la quadrique est :

11 1
NI I

po| -t 1t 1
V2. VB VB

o -2 1

V6 /3

Les points de la projection orthogonale de (C) sur le plan z = 0 vérifient
donc (en tenant compte de Z = 0) :

Lo XY
V2 /6
X Y avec X?24+Y?2=4
y = —4=+—=
V2 6
z = 0

2
Onadonc: X —y=X+2 et x+y= Y\/; qui donne ['équation :

(X —¥)? +3(x +y)? =8.

. T X—y
Dans le repére OX’y’ obtenu par rotation de —— on a X' = —— et
p y p 2 \/é

y = X+y et par conséquent ['équation réduite :
V2 '

/2 12

12 12 __ X_ y_ _
X“+3y“ =4 2 + = 1.
3
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C'est une ellipse de demi grand axe a = 2, de demi petitaxe b = d'ex-

c JaZ-—b? 2
centricité e = a = = §

a

2
\/g/

® Deuxiéme méthode
L'intersection (C) de (S) et du plan X +Yy +2z =0 a pour équations :
{xy+yz+zx = -2 {xy—(x+y)2 = -2
—
X+y+z = 0 zZ = —(X+Yy)

Sa projection orthogonale sur le plan OXy a donc pour équation
X2 4+ xy +y? =2.

1
b2
La matrice symétrique associée a cette conique est B = 1
-1
2
1 3 . .
Ses valeurs propres sont 5 et > Une équation réduite est donc :
1.,, 35 X'z y?
=X —yc=2 <— —+—7==1.
¢ T TR
3

C'est une ellipse dont les paramétres ont été explicités dans la premiére
méthode.
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