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Capitolul  1 
 
 
 

 
NOŢIUNI PRELIMINARE 
  
În acest capitol se reamintesc noţiuni de bază ca: mulţimi, relaţii binare, 
funcţii, precum şi elemente fundamentale ale algebrei liniare: matrice, 
determinanţi, sisteme liniare de ecuaţii, predate în liceu. 
 
 
 
 
 
Obiective operaţionale: 
 
1.1. Să stăpânească operaţiile şi relaţiile binare pe acestea 
1.2. Să-şi reamintească noţiunea de funcţie şi funcţiile elementare studiate  
1.3. Să cunoască noţiunea de matrice şi operaţiile cu acestea 
1.4. Să reţină proprietăţile determinanţilor şi calculul lor 
1.5. Să fie capabil să rezolve sisteme liniare de ecuaţii cu două şi trei 
necunoscute 
  
 
 
 
Conţinutul capitolului: 
 
§1.1 Mulţimi, relaţii binare şi funcţii 
§1.2 Matrice şi determinanţi 
§1.3 Sisteme liniare de ecuaţii 
§1.4 Legi de compoziţie 
§1.5 Bibliografie 
 
 
 

§1.1 Mulţimi, relaţii binare şi funcţii 
 
Mulţimi 
 
 Prin mulţime se înţelege o colecţie de obiecte care vor fi numite 
elemente. Noţiunea de mulţime, ca orice noţiune primară, nu se defineşte ca 
alte noţiuni prin genul proxim şi diferenţa specifică ci se caracterizează 
numind individual elementele sau specificând o proprietate pe care o au 
elementele sale şi nu o au alte obiecte. 
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 Vom nota cu majuscule A , B, C,…X, Y  iar elementele mulţimilor cu 
litere mici a, b, c,…x, y. 

Pentru unele mulţimi care vor fi des utilizate se folosesc notaţii 
consacrate. Se notează cu N mulţimea numerelor naturale, cu Z mulţimea 
numerelor întregi, cu Q mulţimea numerelor raţionale, cu R mulţimea 
numerelor reale iar cu C mulţimea numerelor complexe. 

Legătura dintre un element şi mulţimea din care face parte este dată 
de relaţia ″∈ ″numită relaţia de apartenenţă. Dacă A este o mulţime şi x un 
element al său vom scrie x∈A şi vom citi “x aparţine lui A”. 

Dacă A şi B sunt două mulţimi, vom spune că A este o submulţime a 
lui B şi vom scrie A ⊂ B (A este inclusă în B) dacă orice element al mulţimii 
A este şi element al mulţimii B. 

Simbolic scriem A ⊂ B ⇔∀ x, x ∈ A⇒ x ∈ B. 
În teoria mulţimilor admitem existenţa mulţimii care nu are nici un 

element, notată cu ∅ şi numită mulţimea vidă. Mulţimea vidă este o 
submulţime a  oricărei mulţimi. 

Două mulţimi sunt egale, A şi B, dacă şi numai dacă A ⊂ B şi B ⊂ A. 
Relaţia de incluziune ″⊂ ″ ne permite să definim clasa părţilor unei 

mulţimi X, notată cu P(X) şi care are ca obiecte toate submulţimile mulţimii 
X. 
 
 Definim în clasa părţilor P(X), ale unei mulţimi X, operaţiile: 
  

reuniunea  a două mulţimi A şi B reprezintă mulţimea 
 

A ∪ B= {x / x∈ A sau x∈ B} 
 

intersecţia a două mulţimi A şi B reprezintă mulţimea 
 

A ∩ B= {x / x∈ A sau x∈ B} 
 

Două mulţimi se numesc disjuncte dacă A ∩ B =∅ 
  

diferenţa  mulţimilor B şi A înseamnă mulţimea 
 

B \ A = {x / x∈ B sau x ∉ A} 
 
Dacă A ⊂ B atunci B \ A se numesşte complementara lui A  în raport 

cu B şi se notează cu CBA. În clasa părţilor P(X) ale mulţimii X, notăm cu 
A = CXA, complementara lui A în raport cu X, şi o vom numi simplu 
complementara lui A.  
Este simplu de dovedit că dacă A, B ∈ P(X) atunci B \ A = B ∩ A . 
 produsul cartezian al mulţimilor A şi B înseamnă mulţimea 
 

A×B = {(a,b)/a∈ A şi b∈ B} 
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Un element (a,b) ∈ A×B se numeşte pereche ordonată. 
Două perechi ordonate (a1,a2) şi (b1,b2) sunt egale dacă şi numai dacă a1 = b1 
şi a2 = b2. 
  În mod analog se pot defini operaţiile de reuniune, intersecţie şi 
produs scalar pentru trei sau mai multe mulţimi. 
 Prin produsul cartezian al mulţimilor X1, X2,…, Xn, înţelegem 
mulţimea sistemelor ordonate (x1,x2,…, xn) cu x1∈ X1,∀ i = n,1 , adică 
 

 X1×  X2×…×  Xn= {(x1,x2,…, xn) / xi∈ XI, ,∀ i = n,1 ,  } 
 

Un element al acestui produs cartezian îl vom numi n - uplă. Două  
n – uple (x1,x2,…, xn) şi (y1,y2,…, yn) sunt egale dacă şi numai dacă x1 = y1, x2 = 
y2,…, xn = yn. 

Dacă X1 = X, ,∀ i = n,1  atunci vom folosi notaţia  
X ×  X ×…×  X  = X″. 
Numim partiţie pe mulţimea X o familie da părţi ale lui X,  disjuncte 

două câte două şi a căror reuniune este egală cu X. 
 
Relaţii 

 
Fie A şi B două mulţimi nevide. 
O corespondenţă între elementele celor două mulţimi se numeşte 

relaţie binară. Dacă a∈ A  şi b∈ B şi notăm cu R relaţia între A şi B, atunci 
vom citi “a este în relaţia R cu b″ şi vom nota cu aRb. Mulţimea A se 
numeşte mulţime de plecare iar B mulţimea de sosire. Cele două mulţimi nu 
au un rol simetric, motiv pentru care vom gândi elementele ce sunt în relaţia 
R ca pe nişte perechi ordonate. Astfel, o relaţie binară o putem defini ca o 
submulţime G a produsului cartezian A×B. O relaţie R între elementele 
mulţimilor A şi  B va fi dată prin tripletul R = (G:A,B), unde G⊂ A×B va fi 
numit graful relaţiei R iar A şi B sunt mulţimea de plecare respectiv 
mulţimea de sosire. 

Dacă B = A,  relaţia binară R se numeşte simplu relaţie binară pe 
mulţimea A. O relaţie binară pe o mulţime se notează de regulă cu  

R, ∼,ρ,etc. 
 

1.1.1 Definiţie. O relaţie binară ″∼″ pe A se numeşte relaţie de 
echivalenţă dacă ∀ a, b, c∈ A, următoarele condiţii sunt verificate: 

1) a ∼ a                                                            - reflexivitatea 
          2) a ∼ b ⇒ b ∼ a                                              - simetria 
         3) a ∼ b şi b ∼ c ⇒ a ∼ c                                  - tranzitivitatea. 
Dacă o relaţie de echivalenţă ″∼″ pe A, atunci pentru orice a∈ A  
definim mulţimea 

     
â ={b∈ A / b ∼ a } 

numită clasa de echivalenţă în raport cu relaţia ″∼″ a elementului a. Un 
element al unei clase de echivalenţe va fi numit reprezentant al acestei clase. 



 
4

 
1.1.2 Teoremă. Dacă A este o mulţime nevidă şi ″∼″  este o relaţie de 

echivalenţă pe mulţimea A, atunci: 
  1) ∀ a ∈ A ⇒ â ≠  ∅   ( a∈â ) 

2) â =b , a ∼ b 
3) dacă â şi b̂  sunt două clase de echivalenţă atunci 
 â = b̂     sau â ∩ b̂ = ∅ 
4) reuniunea claselor de echivalenţă este egală cu A. 

 
Mulţimea claselor de echivalenţă determinate de relaţia ″∼″ pe A se 

notează cu A/∼ şi se numeşte  mulţimea cât a lui A în raport cu relaţia ″∼″. 
 În baza teoremei 1.2 rezultă că o relaţie de echivalenţă determină o 
partiţie pe A şi reciproc. O partiţie pe mulţimea A este definită de clasele de 
echivalenţă. Reciproc, o partiţie a mulţimii A determină o relaţie de 
echivalenţă pe A; două elemente din A se găsesc în relaţie dacă ele aparţin la 
aceeaşi submulţime a partiţiei. 
 
Exemple 
 
 1o Relaţia de paralelism în mulţimea dreptelor din spaţiu este o 
relaţie de echivalenţă. Două drepte d1 şi d2 din spaţiu spunem că sunt 
paralele dacă există un plan ce le conţine şi care satisfac una din 
proprietăţile:  
d1 ∩ d2= ∅ sau d1 = d2. Putem constata uşor că relaţia de paralelism astfel 
definită este o relaţie de echivalenţă. 
 Clasa de echivalenţă a unei drepte d este formată din mulţimea 
tuturor dreptelor paralele cu d. Această clasă de echivalenţă se numeşte 
direcţia  determinată de dreapta d în spaţiul considerat. 
 2o Numere cardinale. Două mulţimi A şi B se zic cardinal echivalente 
sau echivalente dacă există o bijecţie de la A la B. Această relaţie este o 
relaţie de echivalenţă în clasa tuturor mulţimilor. Clasele de echivalenţă se 
numesc numere cardinale. Vom nota cardinalul mulţimii A cu cardA. Dacă 
N este mulţimea numerelor naturale vom nota cardinalul acesteia cu ℵ0 (alef 
zero). Orice mulţime cardinal echivalentă cu N se numeşte numărabilă. 
 Dacă A şi B sunt două mulţimi, card A = m şi card B = n, atunci card 
(A× B ) = m ·n. 
  
1.1.3 Teoremă. O relaţie binară pe mulţimea A, notată cu ″ ≤ ″, se numeşte 
relaţie de ordine dacă  

−a,b,5 A, sunt satisfăcute următoarele proprietăţi: 
 1) a ≤ a                                             - reflexivitatea 
 2) a ≤ b şi b ≤ a ⇒ a = b                 - antisimetria 
 3) a ≤ b şi b ≤ c ⇒ a ≤ c                  - tranzitivitatea. 
O mulţime A pe care s-a definit o relaţie de ordine ″ ≤ ″ se numeşte 

mulţime ordonată  şi o vom nota prin ( A, ≤ ). 
Dacă pentru orice a,b 5 A avem a ≤ b sau b ≤ a, atunci mulţimea  
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(A, ≤) se numeşte total ordonată sau lanţ. 
Într-o mulţime ordonată (A, ≤) un element a 5 A se numeşte prim 

element (respectiv ultim element) al lui A dacă a ≤ x (respectiv x ≤ a) oricare 
ar fi x 5 A. 

Elementul a 5 A se zice  maximal (respectiv minimal) dacă din a ≤ x 
(respectiv x ≤  a) rezultă x = a. 

Dacă B ⊂ A ,  un element a 5 A  se zice majorant (respectiv 
minorant) al lui B dacă x ≤  a (respectiv a ≤ x) oricare ar fi x 5 B. 

Un element a 5 A se numeşte supremum (respectiv infimum) pentru 
mulţimea B, dacă x ≤  a pentru ∀ x ∈ B şi dacă x ≤  a’ , ∀ x ∈ B atunci  
a ≤  a’ (dacă a ≤ x  pentru ∀ x ∈ B şi dacă a’ ≤ x, ∀ x ∈ B atunci a’ ≤ a). 
Elementul a 5 A (dacă există) se notează cu sup (B) (respectiv inf (B)). 
 O mulţime total ordonată (A, ≤) se zice inductivă dacă orice 
submulţime a sa are un majorant. 
 În teoria mulţimilor se demonstrează că următoarele afirmaţii sunt 
echivalente: 
 1o Axioma alegerii. Dacă A1,A2,…,An este o familie de mulţimi 
nevide atunci A1×A2×…×An≠  ∅. 
 2o Lema lui Zorn. O mulţime inductivă nevidă are cel puţin un 
majorant. 
O mulţime ordonată (A, ≤) se zice bine ordonată, dacă orice submulţime 
nevidă a sa are un prim element. 
 3o Teorema lui Zermelo. Dacă A este o mulţime nevidă, atunci există 
o relaţie de ordine ″, ≤ ″ astfel încât (A, ≤) este o mulţime bine ordonată. 
 
   

Funcţii 
 
 O relaţie binară particulară o reprezintă noţiunea de funcţie. 
Fie două mulţimi oarecare E şi F. 
 
1.1.4 Teoremă. Se numeşte funcţie sau aplicaţie definită pe E cu valori în 
F, o corespondenţă f prin care fiecărui element x∈ E i se asociază un 
singur element y ∈ F. 

Proprietatea relaţiei binare f , ce  defineşte  o funcţie pe E cu valori în 
F, se numeşte univocitate, adică ∀ x1,x2∈ E, x1= x2 ⇒ f(x1) = f(x2). 

Prin funcţie se înţelege deci, ansamblul format din mulţimea de 
plecare F numită domeniu de definiţie, mulţimea de sosire F numită 
mulţimea în care funcţia ia valori  şi legea de corespondenţă f. Elementul 
y∈ F care corespunde prin f elementului x∈ E se notează prin 

 
y = f(x) sau x ⊂ y 

Elementul x∈ E va fi numit variabilă independentă  sau argument iar 
y = f(x) ∈ F se numeşte imaginea  lui x prin f. 

Vom folosi notaţia  f : E ÷ F, y = f(x). 
Notăm cu F: ( E: F) mulţimea tuturor funcţiilor definite pe E cu 

valori în F. Dacă E = F, vom nota mulţimea funcţiilor de la E la F prin  
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F (E). 
 Două funcţii  f1,f2 ∈  F (E, F) sunt egale, f1 = f2, dacă şi numai dacă 
f1(x) = f2(x), ∀ x∈ E. 
 Graful corespondenţei univoce f, notat cu  
Gf  = {(x,f (x)) / x∈ E  }⊂ E ÷ F. 
 Două funcţii f1 şi f2 sunt egale dacă submulţimile produsului 
cartezian E×  F, 

1f
G  şi 

2fG  sunt egale. 
 O funcţie f : E ÷ F  se numeşte  injectivă  dacă 
 

∀ x1,x2∈ E, x1≠  x2 ⇒ f(x1) ≠ f(x2) 
Funcţia f : E ÷ F se numeşte  surjectivă dacă 

∀ y∈ F, 0 x ∈ E astfel încât y = f(x) 
Mulţimea f(E) se numeşte imaginea  funcţiei f şi se notează cu 

Imf = {y∈F/ 0 x ∈ E astfel încât y= f(x)} 
Funcţia f : E ÷ F este surjectivă dacă şi numai dacă f(E) = F. Oricărei 

aplicaţii f : E ÷ F i se poate asocia aplicaţia surjectivă f : E ÷ f(E) având 
acelaşi grafic. 
 Funcţia f : E ÷ F se numeşte  bijectivă  dacă f este injectivă şi 
surjectivă. 
 Două mulţimi sunt în corespondenţă biunivocă dacă există o aplicaţie 
bijectivă f : E ÷ F. 
 Să considerăm funcţiile f : E ÷ F şi g : F  ÷ G. Funcţia ( g o f ):E÷ F 
definită prin relaţia ( g o f )(x) = : g(f(x)) se numeşte compunerea funcţiilor f 
şi g. 
 Funcţia 1E∈F(E) definită prin relaţia 1E(x) = x, ∀x ∈E se numeşte 
funcţia identică a mulţimii E. Graficul acestei funcţii reprezintă diagonala 
produsului cartezian E×E. 
 O funcţie f:E→F se numeşte inversabilă  dacă există o funcţie  
f –1:F→E numită inversa funcţiei f, care satisface condiţiile  f –1o  f = 1E  şi   
 f o  f -1 = 1E. 

O funcţie f : E ÷ F este inversabilă dacă şi numai dacă f este 
bijectivă. 
 Dacă y = f(x) ∈ F, atunci x = f –1(y) ∈ E este numit imaginea inversă 
sau contraimaginea lui y. 
 O funcţie punctuală f :E ÷ F nu admite întotdeauna inversă, dar 
gândită ca o aplicaţie de mulţime are sens să vorbim de imaginea inversă 
(reciprocă) a unei submulţimi F’⊂ F  în raport cu f, adică 

f –1(F’)= {x ∈ E / f (x) = y ∈ F’} 
 O funcţie f :E ÷ F este injectivă dacă şi numai dacă ∀y ∈F, mulţimea  
f –1({y}) conţine cel mult un element. 

 
 
 
 

§1.2 Matrice şi determinanţi 
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Fie M ={1,2,…,m} şi N = {1,2,…,n} două mulţimi finite şi X un inel 
cu unitate. 
1.2.1 Definiţie. O aplicaţie A : M × N ÷X, A (i,j) = aij ∈ X se numeşte 
matrice  de tipul m × n cu elemente din inelul X. 
 Valorile A(i,j) = aij se numesc elementele matricei A : M × N ÷X şi în 
mod tradiţional mulţimea Im A ,organizată într-un tabel dreptunghiular cu m 
linii şi n coloane, notat cu A, va fi numită matrice dreptunghiulară. 

A = 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

,.....,,
.......................

,......,,
,......,,

21

22221

11211

 

 Pe scurt, matricea A va fi notată cu A = (aij), .,1,,1 njmi ==  
O matrice cu o singură linie sau coloană se va numi matrice linie respectiv 
matrice coloană  sau vector. 
 Schimbarea liniilor în coloane în matricea A se numeşte 
transpunerea  lui A, iar matricea care se obţine se notează cu A' şi se 
numeşte  transpusa  matricei A. 
 Dacă m = n, matricea A va fi numită matrice pătratică, iar n va fi 
numit ordinul matricei. 
 În cele ce urmează, elementele matricelor folosite vor fi considerate 
din corpul numerelor reale R sau complexe C, notat cu K. Mulţimea 
matricelor de tipul m× n cu elemente din K va fi notată cu M m×n(K). 

Definim pe mulţimea M m×n(K) operaţiile de adunare a două matrice 
şi produsul unei matrice cu un scalar. 

 Dacă A = (aij) şi B = (bij) sunt două matrice de tipul m× n atunci 
matricea A+B =:(aij+  bij) este  numită suma matricelor A şi B. Proprietăţile 
operaţiei de adunare a două matrice rezultă din proprietăţile pe care le are 
suma din corpul K. Matricea cu toate elementele nule va fi notată cu O şi o 
vom numi matricea zero, iar matricea –A =: (-aij) va fi opusă lui A. 

Dacă λ∈ K şi A= (aij) ∈ M m×n(K),atunci matricea  

λA= :(λ aij) 
defineşte produsul matricei A cu scalarul λ. 
 Dacă A∈ M m×n(K) şi B∈ M n×p(K) atunci matricea de tipul m× p dată 
de 

AB =: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
=

n

j
jkijba

1

 

Va fi numită produsul matricei A cu matricea B. 
  

Să considerăm mulţimea matricelor pătratice de ordinul n, notată cu  
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M n(K) . În mulţimea M n(K) produsul a două matrice nu este comutativ. Dacă 
matricele A,B∈ M n(K) satisfac proprietatea A B = B A acestea vor fi numite 
comutabile. 

 O matrice pătratică A cu proprietatea ′A = A(′A = -A) se numeşte 
simetrică ( antisimetrică). Orice matrice pătratică poate fi scrisă în mod unic 
ca suma dintre o matrice simetrică şi o matrice antisimetrică. 

 O matrice pătratică cu toate elementele situate dedesubtul sau 
deasupra diagonalei principale nule se numeşte matrice triunghiulară. 

 O matrice pătratică A = (aij) pentru care : ∃ k astfel încât akk ≠ 0 şi  

∀ i ≠ j, aij  = 0, se numeşte matrice diagonală. 

 Matricea diagonală în care aij  = 1, i = n,1  se numeşte matrice unitate 
de ordinul n şi se notează cu In. 

 O matrice pătratică cu proprietatea ′AA = A′A = I se numeşte matrice 
ortogonală. 

 Dacă A este o matrice pătratică, atunci pot fi definite inductiv puterile 
lui A: 

A° = 1, An = A⋅An-1, ∀ n ∈ N* 

 Fie polinomul f(x)=aox p+ a1x p-1+…+ ap-1x +ap cu coeficienţii din 
câmpul K. 

 Numim polinom de matrice, matricea 

f(A) = aoAp+a1Ap-1+…+ap-1A+apIn 

unde A∈ M n(K) şi In este matricea unitate de ordinul n. 

1.2.2 Definiţie. Se numeşte determinantul matricei pătratice A∈ M n(K)                                               

  elementul  detA∈ K dat de 

detA = ∑
∈ nSσ

pnaaa σσσσε ,....,,
)2()1( 21  

unde Sn este grupul permutărilor de ordinul n, iar 1±=σε  

reprezintă signatura permutării nS∈σ . 
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De cum este definit determinantul unei matrice pătratice A rezultă că 
det(′A) = detA, motiv pentru care orice proprietate referitoare la liniile unui 
determinant este adevărată şi pentru coloane. Să enunţăm principalele 
proprietăţi ale determinanţilor: 

 -dacă elementele unei linii sunt reprezentate ca sume de câte doi 
termeni, atunci determinantul se descompune într-o sumă de doi determinanţi. 

 -dacă elementele unei linii se multiplică cu un număr t , atunci 
determinantul se multiplică cu t. În general det(tA) = t′′det A. 

 -dacă într-un determinant se schimbă două linii între ele, atunci se 
schimbă şi semnul determinantului. 

 -valoarea unui determinant nu se schimbă dacă la elementele unei linii 
adăugăm o combinaţie liniară formată cu elementele celorlalte linii. 

 

 Dacă aij este un element al matricei A, notăm cu Δij determinantul 
obţinut prin suprimarea liniei i şi a coloanei j, numit minorul elementului aij, 
iar cu Γij = (-1)i+j ⋅ Δij complementul algebric al acestui element. 

 Calculul determinantului matricei A, folosind teorema de dezvoltare 
după linia i, ∀  i = n,1 , este dat de formula 

DetA = ik

n

k
ika Γ∑

=1
, 

 Matricele pătratice A∈ Mn(K) pentru care  detA ≠  0 se numesc matrice 
nesingulare. 
 Matricea A-1 cu proprietăţile A⋅ A-1 = A-1 ⋅ A = I se numeşte inversa 
matricei A. Matricea A este inversabilă dacă şi numai dacă A este nesingulară. 
Inversa matricei A se poate determina astfel: se calculează detA ≠  0, se află 
reciproca A* prin înlocuirea elementelor matricei ′A cu complemenţii algebrici 
corespunzători după care obţinem 

A-1 = *

det
1 A

A
⋅  

 Întrucât, în general, produsul a două matrice nu este comutativ, avem 
(AB) –1 = B-1A-1. 
 Mulţimea matricelor de ordinul n nesingulare împreună cu operaţia de 
înmulţire a două matrice formează un grup numit grupul liniar general de 
ordinul n, notat cu GL (n;K). 
 Grupul liniar general GL (n;K) conţine câteva subgrupuri remarcabile: 

GO (n;K) = {A∈ GL(n;K)/′A = A-1} 
numit  grupul ortogonal de ordinul n 

SO (n;K) = {A∈ GL(n;K)/′A = A-1 şi detA = 1} 
numit  grupul ortogonal special de ordinul n. 
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§1.3 Sisteme de ecuaţii liniare 
 
 Fie sistemul de m ecuaţii cu n necunoscute 

 Sistemul (3.1) poate fi scris condensat sub forma: 
 

 Dacă notăm cu A = (aij), matricea de tipul m × n, matricea 
coeficienţilor necunoscutelor sistemului X = ′(x1,x2,…,xn) şi B = ′(b1,b2,…,bm), 
sistemul (3.1) se scrie în mod echivalent sub forma matriceală: 

 
                                                   AX = B                                                     (3.1)′′ 
 

Prin soluţie  a sistemului (3.1) înţelegem n-upla (x1,x2,…,xn ) care 
satisface simultan toate ecuaţiile sistemului. 

Ordinul maxim al deteminanţilor cu elemente din A , nenuli este numit 
rangul  matricei A, iar un astfel de determinant este numit  determinant 
principal. Ecuaţiile ce conţin elemente din determinantul principal se numesc 
ecuaţii principale iar celelalte se numesc ecuaţii secundare. Analog vom numi 
necunoscute principale, respectiv necunoscute secundare. 

Se numeşte determinant caracteristic,  determinantul obţinut prin 
bordarea determinantului principal cu coeficienţii corespunzători dintr-o 
ecuaţie secundară şi coloana termenilor liberi, respectiv necunoscute 
secundare. 
 
1.3.1 Teoremă. (Rouche) Un sistem de ecuaţii liniare este compatibil dacă şi 
numai dacă toţi determinanţii sunt nuli. 

 
În cazul în care rangul matricei A, r = rang A, este egal cu numărul 

ecuaţiilor, convenim că teorema lui Rouche este satisfăcută. 
Un sistem compatibil admite soluţiile unică (este determinat ) dacă 

toate necunoscutele sunt principale, r = n. În caz contrar sistemul admite o 
infinitate de soluţii (este nedeterminat), r < n. 

Dacă r = m = n sistemul (3.1) este numit sistem Cramer, caz în care 

componentele soluţiei sunt date de nixx i
i ,1, ==

Δ
Δ

= . 

Sistemul (3.1) în care bi=0, i = n,1  se numeşte  sistem omogen. Un 
sistem omogen este întotdeauna compatibil, admiţând cel puţin soluţia banală 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa
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(0,0,..,0). Pentru ca un sistem de ecuaţii liniare şi omogene să admită şi soluţii 
diferite de soluţia banală impunem condiţia r < n. 

 
 

§1.4 Legi de compoziţie 
 

Fie X o mulţime nevidă. 
 
1.4.1 Definiţie Se numeşte lege de compoziţie internă pe X  (sau operaţie 
algebrică) o aplicaţie ″ * ″a produsului cartezian X× X cu valori în X. 

 
Legea de compoziţie internă ″ * ″asociază oricărei perechi (x,y)∈ X× X 

un element z = x * y ∈ X,numit compusul lui x cu y. 
 
Exemple 
 
 1o Pe mulţimea numerelor complexe C şi pe orice submulţime 

a sa se defineşte legea de compoziţie internă ″ + ″ : C × C → C, (z1,z2) a z = 
z1 + z2  numită suma a două numere complexe. 

 2o În clasa P(X) a părţilor unei mulţimi X operaţia de 
intersecţie ″ ∩ ″ a două mulţimi defineşte pe P(X) o lege de compoziţie 
internă. 

Fie Y⊂ X o submulţime nevidă şi ″ * ″ o lege de compoziţie internă pe 
X, atunci mulţimea Y se numeşte parte stabilă în raport cu operaţia ″ *  ″ dacă 
∀ x, y ∈ Y avem x * y ∈ Y. Dacă Y ⊂ X este parte stabilă în raport cu operaţia 
″ * ″ definită pe X, atunci restricţia aplicaţiei ″ * ″ la mulţimea Y × Y se 
numeşte  lege de compoziţie indusă  de ″ * ″ pe  Y. 

În cele ce urmează vom prezenta câteva proprietăţi, notate cu ″ I ″, ale 
operaţiiilor algebrice cu ajutorul cărora se definesc structurile algebrice 
fundamentale. 

  
Ia) asociativitatea 

 
 ∀ x, y, z∈ X, x* (y * z) = (x * y) * z 
 

 Ib) elementul neutru 
 
  ∀ x ∈ X, ∃ e∈ X astfel încât x * e = e * x = x 
 
Dacă legea de compoziţie este de tip aditiv, elementul neutru e se 

numeşte  elementul nul şi va fi notat cu 0 (zero) , iar în cazul unei legi de tip 
multiplicativ e este numit element unitate şi va fi notat cu 1 (unu). 

 
 Ic) elementul simetric 
 

dacă x∈ X, ∃ x’∈ X astfel încât x * x’ = x’ * x = e 
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Dacă legea de compoziţie este de tip aditiv, elementul simetric x’ va fi 
numit  opusul lui x şi va fi notat cu –x, iar dacă legea de compoziţie este de tip 
multiplicativ atunci x’ va fi numit inversul lui x şi va fi notat cu x-1. 

Dacă o lege de compoziţie internă pe X este asociativă şi admite 
element neutru, atunci orice element are cel mult un simetric. În adevăr, dacă 
x ar admite două elemente simetrice x’ şi x″atunci 

x’ = x’* e = x’ * (x*x″) = (x’ * x)* x″ = e * x″ = x″ 
 

 Id) comutativitatea 
  ∀ x, y∈ X avem x * y = y * x 
Dacă pe mulţimea X sunt definite două legi de compoziţie notate cu  
″ * ″ şi respectiv ″ o ″ proprietatea 
 
(D) ∀ x, y, z∈ X,  x*(y o z) = (x * y) o (x * z) 

va fi numită  distributivitatea legii ″ * ″ faţă de legea ″ o ″. 
 
1.4.2 Definiţie.  O submulţime X ≠ ∅ împreună cu o lege de compoziţie 
internă asociativă se numeşte monoid sau semigrup. 

   
Dacă în plus operaţia algebrică ″ * ″ are element neutru ( este 

comutativă) se spune că (X,*) este un monoid cu unitate sau unitar (monoid 
comutativ sau abelian). 

 
1.4.3 Definiţie.  O mulţime G ≠ ∅ împreună cu o lege de compoziţie internă 
 ″ * ″ asociativă cu element neutru şi care are proprietatea că orice element 
din G este inversabil se numeşte grup. 
 

În plus dacă legea de compoziţie internă este comutativă atunci (G,*) 
se numeşte  grup abelian. 

 Vom spune că operaţia ″ * ″ definită pe mulţimea G cu proprietăţile 
enunţate determină pe G o structură de grup, iar proprietăţile Ia,Ib,Ic  
(Ic satisfăcută pentru ∀ x ∈ X) vor fi numite axiomele structurii de grup. Dacă 
operaţia ″ * ″ este adunarea (înmulţirea) atunci grupul se numeşte grup aditiv 
( multiplicativ). 

Într-un grup (G,*) ecuaţiile: a * x = b  şi  x * a = b au soluţii unice. 
 
Exemple 
 
1° Mulţimea numerelor întregi Z împreună cu operaţia de adunare este 

un grup abelian. În schimb mulţimea Z înzestrată cu operaţia de înmulţire nu 
este grup, singurele elemente inversabile sunt 1 şi –1. 

2° Într-un semigrup cu unitate, submulţimea elementelor inversabile 
formează împreună cu operaţia indusă o structură de grup. 
 
1.4.4 Definiţie.  Submulţimea H⊂ G a grupului (G.*) se numeşte subgrup al 
grupului G dacă legea de compoziţie internă induce pe H o structură de grup, 
adică (H,*) este grup. 
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1.4.5 Propoziţie. Dacă (G.*) este un grup şi H⊂ G o submulţime, atunci 
următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
 

1) H este un subgrup al lui G 
2) ∀ x,y∈ H ⇒  x * y∈ H  şi  ∀ x∈ H ⇒ x’∈ H 

 
1.4.6 Definiţie.  Două elemente  x, y∈ H se zic echivalente la dreapta modulo 

H, x ∼ y, dacă y-1x∈ H. 
 

Relaţia ″∼ ″ este o relaţie de echivalenţă pe H. Mulţimea claselor de 
echivalenţă la dreapta se numeşte mulţimea factor şi se notează cu G/H. 
Analog se pot defini şi clasele de echivalenţă la stânga. Dacă G este un grup 
comutativ atunci o clasă de echivalenţă la stânga este clasă de echivalenţă la 
dreapta şi reciproc. 
 
1.4.7 Definiţie.  Un subgrup H al grupului (G.*) se numeşte divizor normal 
(subgrup normal) dacă x h x-1 ∈ H  pentru ∀ x∈ G şi h ∈ H. 
 Într-un grup abelian orice subgrup este un divizor normal. 
 
1.4.8 Propoziţie.  Dacă H este un divizor normal al grupului (G, °) atunci 
clasele de echivalenţă la dreapta coincid cu clasele de echivalenţă la stânga 
şi în plus mulţimea G/H poate fi înzestrată cu o structură de grup numit 
grupul factor. 
 
1.4.9 Definiţie.  Fie grupurile (G,*) şi (G’,o). O aplicaţie f : G → G’se 
numeşte morfism (homomorfism sau omomorfism) de grupuri dacă este 
satisfăcută relaţia: 

f(x * y)= f(x) o f(y), ∀ x,y∈ G 
Dacă aplicaţia f este bijectivă ( injectivă, surjectivă) atunci morfismul f 

va fi numit izomorfism (monomorfism, epimorfism). 
În cazul în care G = G’, morfismul (izomorfismul) de grupuri  

f : G → G’ este numit endomorfism (automorfism). 
 
1.4.10 Definiţie. O mulţime nevidă A, împreună cu două legi de compoziţie 
interne, dintre care una se notează de obicei aditiv ″ +″, iar cealaltă 
multiplicativ ″ ⋅ ″ , se numeşte inel dacă sunt îndeplinite condiţiile: 

1°   (A,+) este grup abelian 

2°  (A, ⋅ ) este semigrup 

3° operaţia de înmulţire este distributivă faţă de adunare: 

 x(y + z) = xy + xz, ∀ x,y,z∈ A. 

Dacă (A,+,°) este un inel pentru care înmulţirea este comutativă atunci 
(A,+,°) va fi numit inel comutativ. 
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Dacă (A,+,°) este un inel în care înmulţirea admite element neutru, 
atunci (A,+,°) se va numit inel cu unitate sau inel unitar. 

 

1.4.11 Definiţie.  Un inel unitar (K,+,°) în care orice element nenul este 
inversabil se numeşte  corp. 

Un corp în care înmulţirea este comutativă va fi numit corp  comutativ 
sau  câmp. 

 

1.4.12 Definiţie. O aplicaţie f : K → L  unde K şi L sunt două corpuri (inele), 
se numeşte morfism de corpuri (inele) dacă sunt satisfăcute proprietăţile: 

1) f(x+y) = f(x)+f(y), ∀ x,y ∈ K 

2) f(xy) = f(x) f(y), ∀ x,y ∈ K 

Dacă în plus, f este bijectivă atunci f se numeşte izomorfism de corpuri 
(inele). 

 

Exemple 

1° Mulţimea (Z,+,°) formează un inel cu unitate numit inelul 
întregilor. 

  2° Mulţimea M(m;A), a matricelor pătratice de ordinul m cu 
elemente din inelul A, împreună cu operaţiile de adunare şi înmulţire a două 
matrice, formează o structură de inel unitar. 

  3° Mulţimea numerelor reale R dotată cu operaţiile de adunare 
şi înmulţire formează un corp comutativ. 

 Fie X şi Ω două mulţimi nevide oarecare 

 

1.4.13 Definiţie. Se numeşte lege de compoziţie externă pe X cu operatori din 
Ω o aplicaţie f : Ω × X → X care asociază oricărei perechi ordonate (a,x)∈ 
Ω × X, un element z = : ax ∈ X. 

 De exemplu dacă A = (aij) ∈ Mn×m(K)  este o matrice de tip n×m cu 
elemente din corpul K, iar ca mulţime de operatori scalari considerăm 
mulţimea numerelor reale R, atunci produsul unei matrice cu un număr real,  
αA = : (αaij), defineşte o lege de compoziţie externă pe muţimea Mn×m(K). 
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Dacă mulţimile X şi A sunt înzestrate cu operaţii algebrice interne 
atunci pe mulţimea X pot fi definite alte tipuri de structuri. 

 

1.4.14 Definiţie. Fie A un inel unitar. Se numeşte A – modul de stânga ( sau 
modul la stânga peste A) o mulţime nevidă X pentru care sunt îndeplinite 
condiţiile: 

I. (X, +) este o structură de grup abelian 

II. legea de compoziţie externă ϕ : A × X → X satisface axiomele: 

a) α (x + y) = α x + α y 

b) (α + β) x = α x + β x 

c) α (β x) = (α β) x 

d) 1 ⋅ x = x,    pentru ∀ α, β ∈ A  şi  ∀ x,y∈ X. 

Observaţii 

1° Noţiunea de A modul la dreapta se defineşte în mod similar, 
considerând aplicaţia ϕ : A × X → X, (x,a) → x a. 

 2°  Dacă inelul A este comutativ, atunci orice A – modul la stânga 
este un A – modul la dreapta, şi reciproc. 

3° Dacă A este un corp comutativ (câmp) atunci (X, +, ϕ) se numeşte  
spaţiu vectorial. Aceată structură va fi studiată în capitolul următor. 

Structurile algebrice definite anterior pot fi prezentate schematic în 
modelul următor, unde ″ * ″ (+ sau °) desemnează o lege de compoziţie 
internă pe X ce satisface una sau mai multe proprietăţi din grupa I, iar ϕ 
defineşte o lege de compoziţie externă ce satisface grupa a II – a de axiome. 
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Un model similar poate fi construit pentru substructuri. 
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Capitolul  2 
 
 
 

 
SPAŢII  VECTORIALE 

 Acest capitol este dedicat prezentării noţiunii de spaţiu vectorial şi 
studierii subspaţiilor sale vectoriale. Submulţimile de vectori liniar 
independenţi şi liniar dependenţi permit definirea noţiunilor de bază şi 
dimensiune ale unui spaţiu vectorial. În final, sunt prezentate spaţiile 
vectoriale euclidiene, adică acele spaţii vectoriale pe care s-a definit un 
produs scalar, ceea ce permite concretizarea noţiunilor de lungime a unui 
vector, unghiul a doi vectori, ortogonalitate, ş.a. 
 
 
 
 

 
Obiective operaţionale: 

2.1. Să prezinte, exemplificând, noţiunea de spaţiu vectorial 
2.2. Să fie capabil să decidă când o submulţime nevidă a unui spaţiu 
vectorial este un subspaţiu vectorial al acestuia 
2.3. Să reţină noţiunile de bază şi dimensiune 
2.4. Să vizualizeze spaţiile vectoriale n-dimensionale pentru n=1,2,3 şi să 
exemplifice abstractizarea lor. 
 
  
 
 

 
Conţinutul capitolului: 

 
§2.1 Spaţiu vectorial:definiţie şi exemple 
§2.2 Subspaţii vectoriale 
§2.3 Bază şi dimensiune 
§2.4 Spaţii vectoriale euclidiene 
§2.5 Probleme rezolvate 
§2.6 Teme de rezolvat pentru evaluare 
§2.7 Bibliografie 

 
 
 
 
 
 
 



 
18

§2.1. Spaţiu vectorial: definiţie şi exemple 
 

Noţiunea de spaţiu vectorial constituie obiectul de studiu al algebrei 
liniare şi reprezintă una dintre cele mai importante structuri algebrice 
utilizată în diferite ramuri ale matematicii precum şi în disciplinele aplicate. 
 
1.1 Definiţie. O mulţime nevidă V se numeşte spaţiu vectorial (liniar) 

peste câmpul K (pe scurt K-spaţiu vectorial) dacă sunt 
indeplinite următoarele condiţii: 

 
I. (V, +) formează o structură de grup abelian (de tip aditiv), adică 

 
a)  (x+y)+z  =  x+(y+z)  ,       ∀ x, y, z ∈ V 
b)   V   ∈∃ 0  astfel încât        V x ∈∀ ,  x + 0 = 0 + x  
c)   V x ∈∀ ,  Vx   ∈−∃ ,   x +  (-x) = (-x) + x = 0  
d)   V x, y ∈∀ , xy y x +=+  

 
II. Legea de compoziţie externă  ϕ : K ×  V,  ϕ(α, x) = αx, satisface 
axiomele: 
 

a)  α (x + y) = αx + αy 
b)  (α + β) x = αx + βx 
c)  α (βx) = (αβ) x 
d)  1⋅  x = x,                      ∀ α, β ∈ K,     ∀ x, y ∈ V. 

 
Condiţiile I şi II reprezintă axiomele spaţiului vectorial peste câmpul K. 

Elementele mulţimii V se numesc vectori, elementele câmpului K 
se numesc scalari, iar legea de compoziţie externă se numeşte înmulţirea cu 
scalari. 

Dacă corpul comutativ K este corpul numerelor reale R sau 
complexe C, vom vorbi atunci despre un spaţiu vectorial real, respectiv 
spaţiu vectorial complex. 

În majoritatea cazurilor vom întâlni spaţii vectoriale peste corpul 
numerelor reale şi le vom numi simplu "spaţii vectoriale", iar în celelalte 
cazuri vom indica câmpul scalarilor. 

Dacă notăm cu 0V vectorul nul al grupului aditiv V şi cu 0K scalarul 
nul, atunci din axiomele care definesc spaţiul vectorial V peste câmpul K 
avem următoarele proprietăţi: 
 
2.1.2 Corolar Dacă V este un spaţiu vectorial peste câmpul K, atunci 

pentru, ∀ x∈V, ∀α∈  K au loc proprietăţile: 
1) 0K x = 0V 

2) α 0V = 0V 
3) (-1) x= -x . 
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Demonstraţie:  
1)  Folosind  axiomele   IIb  şi  IId avem 0K x = (0K + 0K)x = = 0K x + 0K x   
⇒   0K x = 0V . 
2) Ţinând cont de Ib şi IIa, α0V = α(0V + 0V) = α0V + α0V  din care obţinem 

VV   α 00 = . 
3) din axiomele grupului aditiv ale câmpului K, consecinţa 1) şi axioma Ic 
avem  x + (-1)x = [1 + (-1)]x = 0Kx = 0V   de unde obţinem (-1) x= -x. 
 
Exemple 

1° Fie K un corp comutativ. Ţinând cont de structura aditivă 
abeliană a câmpului K, atunci mulţimea K reprezintă un K-spaţiu vectorial. 
Mai mult dacă K'⊂ K este un subcorp, atunci K este un K'-spaţiu vectorial. 
Mulţimea numerelor complexe C poate fi privită ca un C-spaţiu vectorial sau 
R-spaţiu vectorial respectiv Q-spaţiu vectorial. 

 
2° Mulţimea Kn = K × K × … × K, unde K este un corp comutativ, 

este un K-spaţiu vectorial, numit spaţiul aritmetic (standard),în raport cu 
operaţiile : ∀ x,y ∈V  ,∀α ∈ K  , x= (x1, x2,..,xn),   y = (y1, y2,..,yn) 

),...,,(: 2211 nn yxyxyxyx +++=+  
    ),...,,(: 21 nxxxx αααα =   
 
3° Mulţimea matricelor  Mm×n(K), este un K-spaţiu vectorial în raport 
cu operaţiile:   
 )(: ijij baBA +=+    
     )(: ijaA =α ,        ∀ A = (aij), B = (bij) ∈ Mm×n(K),  ∀α ∈ K. 
 
4° Mulţimea K[X] a polinoamelor cu coeficienţi din câmpul K este 

un     K-spaţiu vectorial în raport cu operaţiile: 
,...),(: 1100 babagf ++=+ ,      ,...),(: 10 aaf αα=α ,                                 

 ∀ f = (a0, a1,..), g = (b1, b2,..) ∈ K[X],  ∀α ∈ K. 
 
5° Mulţimea soluţiilor unui sistem de ecuaţii liniare şi omogene 

formează un spaţiu vectorial peste câmpul K al coeficienţilor acestui sistem. 
Soluţiile unui sistem de m ecuaţii cu n necunoscute, privite ca elemente din 
Kn (n-uple), pot fi însumate şi înmulţite cu un scalar respectând adunarea şi 
produsul cu scalari definite pe Kn. 

 
6° Mulţimea vectorilor liberi V3 din spaţiul punctual al geometriei 

elementare este un R-spaţiu vectorial 
Pentru a construi această mulţime să considerăm spaţiul geometric E3 

şi mulţimea M = E3 × E3 = {(A, B)/ A, B ∈ E3}. Elementele mulţimii M sunt 
numite bipuncte sau segmente orientate şi vor fi notate prin AB . Punctul A 
va fi numit originea iar B va fi numit extremitatea segmentului AB . În cazul 
în care originea şi extremitatea coincid se obţine segmentul nul (A, A). 
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Dreapta determinată de punctele A şi B se numeşte dreapta suport a 
segmentului AB . Două segmente orientate au aceeaşi direcţie dacă dreptele 
suport sunt paralele sau coincid. 

Două segmente orientate nenule AB  şi CD  cu aceeaşi direcţie, au 
acelaşi sens dacă extremităţile lor se află în acelaşi semiplan determinat de 
dreapta ce uneşte originile celor două segmente,   

 
     Fig.1 

 Lungimea (modulul sau norma) unui segment orientat AB  se 
defineşte ca fiind lungimea geometrică a segmentului neorientat [AB], adică 
distanţa de la punctul A la punctul B şi va fi notată cu | AB |  (|| AB ||). 
Segmentul  nul are lungimea zero . 

Pe mulţimea M introducem relaţia de echipolenţă "~".  
Două segmente orientate AB  şi CD  se zic echipolente dacă acestea 

au aceeaşi direcţie ,acelaşi sens  şi  aceeaşi  lungime, (fig.2)  :         

                                              fig.2 
Se verifică uşor  că   relaţia de  echipolenţă este o relaţie de  

echivalenţă   pe  mulţimea    M   ( este reflexivă, simetrică şi tranzitivă). 
Mulţimea claselor de echivalenţă, în raport cu această relaţie: 
          

M/~ = {( BA, ) | A,B ∈  E3 } = V3 
defineşte mulţimea vectorilor liberi ai spaţiului geometric E3. Clasa de 
echivalenţă a segmentului orientat AB  va fi notată cu vAB =  şi va fi 
numită vector liber iar segmentul orientat AB  ∈ AB  va fi numit 
reprezentantul vectorului liber v  în punctul A. Direcţia, sensul şi lungimea 
care sunt comune tuturor elementelor unei clase de echivalenţă definesc 
direcţia, sensul şi lungimea vectorului liber. Pentru lungimea unui vector 
liber vom folosi notaţiile | v | sau || v ||. Vectorul liber de lungimea zero se 
numeşte vectorul nul şi se notează cu 0 . Un vector liber de lungime unu se 
numeşte vector unitate sau versor. 

 
 
Doi vectori liber u  şi v  sunt egali vu =  dacă reprezentanţii lor 

sunt două segmente orientate echipolente. 

A 

C 

D 

B 

C A 
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Doi vectori liberi care au aceeaşi direcţie se numesc vectori 
coliniari. Doi vectori coliniari cu aceeaşi lungime şi de sensuri opuse se 
numesc  vectori opuşi. 

Trei vectori liberi se numesc  coplanari  dacă segmentele orientate 
corespunzătoare sunt paralele cu un plan. 

Mulţimea   V3   poate fi organizată ca un grup aditiv abelian. 
Dacă vectorii liberi u  şi v  sunt reprezentaţi de segmentele 

orientate AB şi respectiv AC , atunci vectorul reprezentat de segmentul 
orientat AD  defineşte suma vectorilor u  şi v  şi se notează cu vuw +=  
(fig. 3) 

fig.3 
 
Regula ce defineşte suma a doi vectori liberi u  şi v  este numită 

regula paralelogramelor (sau regula triunghiului). 
 
Suma a doi vectori liberi “+”: V3 × V3

 
→ V3, vuvu +a),(  este o 

lege de compoziţie internă bine definită (nu depinde de alegerea 
reprezentanţilor). Axiomele de grup aditiv abelian sunt uşor de verificat. 

 
Legea de compoziţie externă 

 
ϕ : K× V3

 
→ V3,          vv ααϕ =),(  

 
unde vectorul vα  este caracterizat de aceeaşi direcţie cu v , acelaşi sens 
dacă 0>α , sens opus dacă 0<α  şi || vα || = |α | || v ||, satisface axiomele 
grupei a II-a din definiţia unui spaţiu vectorial. 

În concluzie,cele două operaţii definite pe V3 , satisfăcând 
axiomele grupei I şi II, înzestrează mulţimea vectorilor liberi cu o structură 
de spaţiu vectorial real. 

 
 
 

§ 2.2. Subspaţii vectoriale 
 
 

Fie V un spaţiu vectorial peste câmpul K. 
 

 
2.1 Definiţie. O submulţime nevidă U ⊂ V se numeşte subspaţiu 

vectorial al lui V dacă operaţiile algebrice de pe V induc 
pe U o structură de K-spaţiu vectorial. 

A 

D 

C 

ur wr

vr
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2.2 Teoremă. Dacă U este o submulţime a K-spaţiului vectorial V, 

atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
 
1° U este subspaţiu vectorial în V 
2° ∀ x, y∈ U, ∀ α∈ K  avem 

a) x + y∈ U  
b) α x∈ U  

3° ∀ x, y∈ U ,  ∀ α, β ∈ U  ⇒  ∀ αx + βy ∈ U. 
 
Demonstraţie 

1° → 2°: dacă U ⊂ V este un subspaţiu rezultă că pentru  
UyxUyx ∈+⇒∈∀ ,  şi pentru  U x ∈∀  şi  Ux  K   ∈⇒∈∀ αα , 

întrucât cele două operaţii induc pe submulţimea U o structură de spaţiu 
vectorial. 

2° → 3°: UxKUyx
b

∈⇒∈∈∀ αβα ,  ,,  şi UyxUy
a

∈+⇒∈ βαβ . 
3° → 1°:  U x, y ∈∀  şi pentru α = 1, β = -1 rezultă că x - y ∈ U 

ceea ce demonstrează că U ⊂ V este un subgrup abelian. Pe de altă parte 
pentru  U x, y ∈∀ ,  K  ∈∀ α  şi  Ux    β ∈⇒= α0  iar axiomele II din 
definiţia unui spaţiu vectorial se verifică imediat, deci submulţimea U ⊂ V 
posedă o structură de spaţiu vectorial. 

 
Exemple   

1° Mulţimea {0} ⊂ V este subspaţiu în V, numit subspaţiul nul al 
lui V. Orice subspaţiu diferit de spaţiul vectorial V şi de subspaţiul nul {0} 
se numeşte subspaţiu propriu. 

 
2° Mulţimea  matricelor simetrice (antisimetrice) de ordinul n este 

un subspaţiu al mulţimii matricelor pătratice de ordinul n. 
 
3°  Mulţimea   polinoamelor   cu   coeficienţi   reali  de  grad ≤ n,  

R[X] = {f ∈ R[X]/grad f ≤ n} reprezintă un subspaţiu vectorial al spaţiului 
vectorial al polinoamelor cu coeficienţi reali. 

 
  4° Submulţimile 
 
Rx = {(x, 0)/x ∈ R} ⊂ R2     Ry = {(0, y)/x ∈ R} ⊂ R2. 

 
sunt subspaţii vectoriale ale spaţiului aritmetic R2. Mai general, mulţimea 
punctelor de pe orice dreaptă ce trece prin originea spaţiului R2, determină 
un subspaţiu vectorial. Aceste subspaţii vectoriale reprezintă mulţimea 
soluţiilor unor ecuaţii liniare şi omogene în două necunoscute. 
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2.2.3 
Propoziţie. 

Fie V1 şi V2 două subspaţii în K-spaţiul vectorial V. 
Submulţimile   V1 ∩ V2 ⊂ V   şi   V1 + V2 = 
= VVvVvvvvVv ⊂∈∈+=∈ }, ,/{ 221121  sunt subspaţii 
vectoriale. 

 
Demonstraţie. Pentru ∀ x, y ∈ V1 ∩ V2 ⇒ x, y ∈ V1  şi 2 Vx, y ∈  cum V1 şi 
V2 sunt subspaţii vectoriale ale lui V rezultă că pentru  K, β  ∈∀ α  avem 

1 Vy  αx ∈+ β  şi 2 Vy  αx ∈+ β , deci αx + βy ∈ V1 ∩ V2. Folosind 
Teorema 2.1 rezultă prima parte a propoziţiei. 

Dacă 2121 VVuuu +∈+=  şi 2121 VVvvv +∈+=  atunci pentru 
 K, β  ∈∀ α , =+++=+ )()( 2121 vvuuyau βαβ )()( 2121 vvuu ββαα +++ . 

Cum V1 şi   V2   sunt   subspaţii  vectoriale, ⇒ 111  V v  αu ∈+ β  şi 

222  V v  αu ∈+ β ,   c.c.t.d. 
 
Observaţie. Submulţimea V1 ∪ V2 ⊂ V  nu  este un subspaţiu vectorial. 
 
Exemplu. Subspaţiile vectoriale Rx şi Ry definite în exemplul 4°, verifică 
relaţiile: 

Rx ∩ Ry = {0} şi Rx + Ry = R2. 
În adevăr, dacă (x, y) ∈ Rx ∩ Ry ⇔ (x, y) ∈ Rx şi (x, y) ∈ Ry ⇔ y = 0 şi x = 0, 
ceea ce dovedeşte că subspaţiul Rx ∩ Ry este format numai din vectorul nul. 

Pentru   ∀ (x, y) ∈ R2
 ,   ∃ (x, 0) ∈ Rx ,   ∃ (0, y) ∈ Ry , astfel încât 

(x, y) = (x, 0) + (0, y) ceea ce demonstrează că R2 ⊂ Rx + Ry. Incluziunea 
inversă este evidentă. 
 
2.2.4 
Propoziţie. 

Fie V1 , V2 ⊂ V două subspaţii vectoriale  şi  v ∈ V1 + V2. 
Descompunerea 21 v  vv +=  este unică dacă şi numai 
dacă V1   ∩   V2 = {0} . 

 
Demonstraţie: Necesitatea condiţiei o demonstrăm prin reducere la absurd. 
Presupunem  că   V1 ∩ V2 ≠ {0}  ⇒  ∃ v ≠ 0   ce  poate fi scris  v = 0 +v  sau 
v = v+ 0, ceea ce ar contrazice unitatea scrierii, deci V1 ∩ V2 = {0}. 

Pentru a demonstra suficienţa condiţiei admitem că 
' v'  vv  vv 2121  +=+= . Deoarece 111,  V'  vv ∈  şi 222 ,  V'  vv ∈ , vectorul 

2211  '  v'  vv  vu −=−=  este conţinut în V1 ∩ V2. Cum V1 ∩ V2 = {0} 
rezultă că ' v v 11  =  şi ' v v 22  = , adică unicitatea descompunerii. 

Dacă V1 şi V2 sunt două subspaţii vectoriale ale subspaţiului 
vectorial V şi V1   ∩   V2 = {0} atunci suma V1 + V2 se numeşte  sumă 
directă  şi se notează cu V1 ⊕ V2. În plus, dacă V1 ⊕ V2 = V,  atunci V1 şi V2 
se numesc  subspaţii suplimentare. În cazul în care V1 ⊂ V este un spaţiu 
vectorial dat şi există un unic subspaţiu V2 ⊂ V astfel încât V = V1 ⊕ V2, 
atunci V2 se numeşte complementul algebric al subspaţiului V1. 
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Exemplu. Subspaţiile vectoriale    Rx   şi   Ry,   satisfăcând   proprietăţile                      
Rx ∩ Ry = {0}, Rx + Ry = R2, sunt subspaţii vectoriale suplimentare, iar 
spaţiul aritmetic R2 poate fi reprezentat sub forma R2 = Rx ⊕ Ry. Acest fapt 
permite ca orice vector (x, y) ∈ R2 să poată fi scris în mod unic ca suma 
vectorilor (x, 0) ∈ R2 şi (0, y) ∈ R2, (x, y) = (x, 0) + (0, y). 
 
 
Observaţie. Noţiunile de sumă şi sumă directă pot fi extinse la un număr 
finit de termeni. 
 
2.2.5 Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial peste câmpul K şi S o 

submulţime nevidă a sa. Un vector v ∈ V de forma 
∈+⋅⋅⋅++= ipp xxxv λλλλ ,2211 K, xi ∈R  

(2.1)                                            
se numeşte combinaţie liniară finită de elemente din S. 

 
2.2.6 Teoremă. Dacă S este o submulţime nevidă a lui V, atunci mulţimea 

tuturor combinaţiilor liniare finite de elemente din S, 
notată cu L(S) sau <S>, este un subspaţiu vectorial al lui 
V, numit subspaţiul generat de submulţimea S sau 
acoperirea liniară a lui S. 

 
Demonstraţie   Aplicând  rezultatul  teoremei  2.1  pentru   ∀ x, y ∈ L(S),  ∀ 

α, β ∈ K, ∑ ∑
= =

=+=+
p

i

q

j
jjii yxyax

1 1
μβλαβ ∑ ∑

= =

+
p

i

q

j
jjii yx

1 1
)()( βμαλ  suma  

reprezintă tot o combinaţie liniară finită cu elemente din S, deci 
 L(S)y  x ∈+ βα . 

 
2.2.7 Consecinţă. Dacă V1 şi V2 sunt două subspaţii vectoriale ale 

spaţiului vectorial V atunci L(V1 ∪ V2)=V1 + V2. 
 
Demonstraţia este imediată. 
 
2.2.8 Definiţie. O submulţime S ⊂ V se numeşte sistem de generatori 

pentru spaţiul vectorial V dacă subspaţiul generat de 
submulţimea S coincide cu V,   L (S)=V. 

 
Dacă  submulţimea  S  este  finită,  şi  pentru  orice  vector  v ∈ V,   

∃ λi ∈ K, ni ,1= astfel încât ∑
=

=
n

i
ii xv

1

λ , atunci spunem că spaţiul vectorial V 

este finit generat. 
O generalizare a noţiunii de spaţiu vectorial este dată de noţiunea de 

varietate liniară. 
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2.2.9 Definiţie. Se numeşte varietate liniară în spaţiul vectorial V o 

submulţime L ⊂ V pentru care există un vector x0 ∈ L 
astfel încât mulţimea }/{ 0 LV ∈−== xxxvL  este un 
subspaţiu vectorial al lui V. 

 
Subspaţiul VL se numeşte subspaţiul director al varietăţii liniare L. 

 
Exemplu . Să considerăm spaţiul vectorial standard R2 înzestrat cu sistemul 
axelor de coordonate x O y (fig. 4) 

Să considerăm o dreaptă L care trece prin punctul Lbax ∈= ),( 000 . 
Punctul ),( 000 bbaaxxv −−=−= , ∀ (a, b) ∈ L este situat pe o dreaptă 
paralelă cu L ⊂ R2 ce trece prin origine (demonstraţia este imediată). 

fig.4 
 

În concluzie submulţimea punctelor din spaţiul vectorial R2 situate 
pe orice dreaptă (L) din plan reprezintă o varietate liniară având drept spaţiu 
vectorial director dreapta ce trece prin origine şi care este paralelă cu dreapta 
(L). 

Un subspaţiu vectorial reprezintă un caz particular de varietate 
liniară; este acea varietate liniară a spaţiului vectorial V ce conţine vectorul 
nul al spaţiului vectorial V (v0 = 0). 

Fie V un K-spaţiu vectorial şi submulţimea S = {x1,x2,…,xp} ⊂ V. 
 
2.2.10 Definiţie. Submulţimea de vectori S = {x1, x2, …, xp} ⊂ V se 

numeşte   liniar   independentă   (  liberă    sau  
vectorii  
x1, x2, …, xn  sunt  liniar  independenţ)   dacă  
egalitatea 0...2211 =+++ pp xxx λλλ , λi ∈ K, pi ,1= ,  

are loc numai  dacă    0...21 ==== pλλλ . 
O mulţime (finită sau nu) de vectori dintr-un spaţiu vectorial este 

liniar independentă dacă orice sistem finit de vectori este un sistem de 
vectori liniar independenţi. 

 

y 

x 

b 

b-b0 

V1 
L 

x 

v 

a a-a0 0 a0 
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2.2.11 Definiţie. Submulţimea de vectori S = {x1, x2, …, xp} ⊂ V se 
numeşte liniar dependentă (legată sau vectorii x1, x2,.., 
xn sunt liniar dependenţi),    dacă     (∃)  λ1, λ2,  …, λp 
∈ K  
nu toţi nuli   pentru care   0...2211 =+++ pp xxx λλλ . 

 
Remarcă: Dacă anularea unei combinaţii liniare finite, formată cu vectorii 
x1, x2, …, xn ∈ V, permite exprimarea unui vector în funcţie de ceilalţi (adică 
existenţa măcar a unui coeficient nenul) atunci vectorii x1, x2, …, xp sunt 
liniar dependenţi, în caz contrar aceştia sunt liniar independenţi. 
 
2.2.12 Teoremă. Dacă  S = {x1, x2, …, xp} ⊂ V este o mulţime liniar 

independentă şi L(S) acoperirea liniară a lui S, atunci 
orice mulţime de   p + 1  elemente din  L(S)  este liniar 
dependentă. 

 

Demonstraţie. Fie vectorii yi = ∑
=

p

j
a

1
ij xj , i = 1,2,…,  p + 1   din acoperirea 

liniară   L(S). 
Relaţia λ1y1 + λ2y2 + …+λp+1yp+1 = 0 este echivalentă cu 

0
1

1

1
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∑ ∑
=

+

=
j

p

j

p

i
iji xaλ . Ţinând cont că vectorii p, x, , xx …21  sunt liniar 

independenţi obţinem pentru  pj ,1=∀   relaţiile  λ1a1j + λ2a2j + 
+…+λp+1ap+1j = 0, care reprezintă un sistem de  p  ecuaţii liniare cu  p + 1 
necunoscute (λi), admite şi soluţii diferite de soluţia banală, ceea ce 
înseamnă că vectorii   y1, y2,…, yp+1  sunt liniar dependenţi,   c.c.t.d. 
 
 

§2.3. Bază şi dimensiune 
 

Fie V un K-spaţiu vectorial 
2.3.1 Definiţie. O submulţime B (finită sau nu) de vectori din V se 

numeşte bază a spaţiului vectorial V dacă: 
1) B este liniar independentă 
2) B reprezintă un sistem de generatori pentru V. 

 
Spaţiul vectorial V se zice că este finit generat sau finit dimensional 

dacă există un sistem finit de generatori. 
 
2.3.2 Teoremă. (de existenţă a bazelor) Dacă V ≠ {0} este un spaţiu 

vectorial finit generat şi S este un sistem de generatori 
pentru V, atunci există o bază B ⊂ S a spaţiului vectorial 
V. (Din orice sistem finit de generatori al unui spaţiu 
vectorial se poate extrage o bază). 
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Demonstraţie: Mai întâi să demonstrăm că S conţine şi vectori nenuli. 
Presupunem   că   S = {0},   atunci   { }0 V \   x ∈∀   poate fi scris sub forma 
x = λ ° 0 = 0 (S – sistem de generatori) absurd ceea ce arată că presupunerea  
făcută este falsă, deci S ≠ {0}. 

Fie acum x1 ∈ S un vector nenul. Mulţimea L = {x1} ⊂ S reprezintă 
un sistem liniar independent. Continuăm să adăugăm vectori nenuli din S 
pentru care submulţimea L să reprezinte o mulţime liniar independentă. Să 
presupunem că S conţine n elemente, atunci S are 2n submulţimi finite. După 
un număr finit de paşi vom găsi L ⊂ S, un sistem de vectori liniar 
independenţi şi pentru ∀ L’ ⊂ S’ cu L ⊂ L’, L’ reprezintă o submulţime 
liniar dependentă (L este maximal în sensul relaţiei de ordine). 

L  este  un  sistem  de  generatori   pentru   V.   În    adevăr,   dacă  L 
= { x1, x2, …, xm} pentru m = n ⇒ L = S şi este un sistem de generatori, iar 
dacă m < n, atunci { }  S \L  x,   x  L L' mm ∈∀∪= ++ 11 , reprezintă un sistem 

de vectori liniar dependeţi (L este maximal) şi ∑
=

++ =∈∀
m

i
iimm xxLSx

1
11   ,/ λ , 

xi ∈ L, , mi 1= . Rezultă că  ∑=∈∀
m

n
ii xxVx ,, λ  λ ∈ K, xi ∈ L, mi ,1= . 

Mulţimea L satisface condiţiile teoremei 4.1 deci formează o bază a spaţiului 
vectorial V, c.c.t.d. 
 
2.3.3 Consecinţă. Dacă V ≠ {0} şi S ⊂ V un sistem finit de generatori şi 

L1 ⊂ S un sistem liniar independent, atunci există o 
bază B a spaţiului vectorial V, aşa încât L1 ⊂ B ⊂ S. 

 
Un spaţiu vectorial V este finit dimensional dacă are o bază finită 

sau dacă V = {0}, în caz contrar se numeşte infinit dimensional.      
Exemple 

1°În spaţiul aritmetic Kn submulţimea vectorilor B={e1,e2,…, en}, 
unde e1={1, 0, …, 0}, e2={0, 1, …, 0},…, en={0, 0, …, 0, 1}, reprezintă o 
bază a spaţiului vectorial Kn, numită baza canonică. 

2° În spaţiul vectorial al polinoamelor cu coeficienţi reali R[X] 
submulţimea B = {1, x, x2,..,xn,..}, constituie o a bază. R[X] este un spaţiu 
infinit dimensional. 
 
2.3.4 Propoziţie. Într-un K-spaţiu vectorial V finit generat, orice două 

baze au acelaşi număr de elemente. 
 
Demonstraţie. Să considerăm în spaţiul vectorial V finit generat bazele Bşi 
B′, având card B= n, respectiv card B′= n′. Folosind consecienţa 3.3 obţinem 
pe rând  n ≤ n′  şi   n′≤ n, deci  n′ = n. 

Propoziţia precedentă permite introducerea noţiunii de dimensiune 
a unui spaţiu vectorial. 
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2.3.5 Definiţie. Se numeşte dimensiune a unui spaţiu vectorial finit 
generat, numărul de vectori dintr-o bază a sa, notat cu 
dimV. Spaţiul nul {0} are dimensiunea 0. 

 
Observaţie Dacă V este un spaţiu vectorial cu dimV = n atunci: 

a) un sistem de n vectori este bază ⇔ este liber independent. 
b) un sistem de n vectori este bază ⇔ este sistem de generatori. 
c) Orice sistem de m > n vectori este liniar dependent. 

 
Vom nota un K-spaţiu vectorial n-dimensional cu Vn,  dimVn = n. 
 
2.3.6 Propoziţie. Dacă B ={e1, e2,…, en} este o bază a K-spaţiului 

vectorial  Vn  atunci orice vector  x ∈ Vn  admite o 

exprimare unică  ∑
=

∈=
n

i
iii  K ,  λeλ x 

1
. 

 
Demonstraţie Presupunem că  x ∈ Vn  ar avea şi o altă exprimare 

∑
=

=
n

i
iiex

1
μ . Egalând cele două exprimări obţinem ∑

=

=−
n

i
iii   ) eμ(λ

1

0 , o 

combinaţie liniară nulă a vectorilor liniar independenţi ai bazei, echivalentă 
cu ,n i,    λ ii 1=∀= μ . 

Scalarii   λ1, λ2,…, λn   se numesc  coordonatele  vectorului x în 
baza B, iar bijecţiile  K f: Vn → , ),..., λ, λ (λx n21a  se numeşte sistem de 
coordonate pe V. 

 
 
2.3.7 Teoremă. (Steinitz–teorema schimbului). Dacă B = {e1, e2,…, en} 

 este o bază în spaţiul vectorial Vn şi S = {f1, f2,…, fp} 
este un sistem  de  vectori  liniar  independenţi  din Vn  
atunci p ≤ n şi după o eventuală renumerotare a 
vectorilor bazeiB, sistemul B′ ={f1, f2,…, fp, ep+1,…, en} 
reprezintă de asemenea o bază pentru V. 

 
Demonstraţie: Aplicând rezultatul consecinţei 3.3 şi faptul că orice două 
baze au acelaşi cardinal rezultă că p ≤ n.  
 Pentru a doua parte a teoremei folosim metoda inducţiei matematice 
complete. Pentru p = 1, f1 ∈ V se scrie în baza B sub forma 

∑
=

=
n

i
iief

1
1 λ .Cum f1 ≠ 0 rezultă că există cel puţin un λi ≠ 0.  Admiţând   că  

λ1 ≠ 0  avem  n
n e
λ
λ -... -e

λ
λ - f

λ
  e

1
2

1

2
1

1
1

1
= ,  adică {f1, e2,…, en} este un 

sistem de vectori generatori ai  spaţiului  Vn,  deci o bază.  Admiţând  că  {f1, 
f2,…, fp-1, ep,…, en} este o bază atunci vectorul fp ∈ S se poate exprima sub 
forma fp = μ1f1 + μ2f2+…+ μp-1fp-1+ μpep+…+ μnen. În această relaţie cel 
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puţin un coeficient dintre μp, μp+1,…, μn este nenul, căci în caz contrar 
mulţimea S ar fi liniar dependentă. Făcând eventual o renumerotare a 
vectorilor  ep, ep+1, …, en, putem presupune că   μp ≠ 0  şi obţinem 

n
p

n
p

p

p
p

p
p

p

p

p
p e

μ
μ...-e

μ
μ

 -f
μ

 f
μ
μ

 -... -f
μ
μ - f

μ
μ  e −+= +

+
−

−
1

1
1

1
2

1

2
1

1 1 , din care 

rezultă că {f1, f2,…, fp, ep+1,…, en} este un sistem de n vectori generatori ai 
spaţiului n-dimensional Vn, deci o bază pentru Vn, c.c.t.d. 
 
2.3.8 Consecinţă. (teorema completării) Orice sistem de vectori liniar 

independenţi dintr-un spaţiu vectorial Vn poate fi 
completat până la o bază în Vn. 

 
2.3.9 Consecinţă. Orice subspaţiu V’ al unui spaţiu vectorial finit 

generat Vn admite cel puţin un subspaţiu suplimentar. 
 
2.3.10 Teoremă. (Grassmann - teorema dimensiunii). Dacă V1 şi V2 sunt 

două subspaţii vectoriale ale K-spaţiului vectorial Vn 
atunci 

 
din (V1 + V2) = dimV1 + dimV2 – dim(V1 ∩ V2)                         (3.1) 

 
Demonstraţie: Fie   {f1, f2,…, fr}   o  bază  a  subspaţului   (V1∩V2)  ⊂   V1.  
În   virtutea   consecinţei  3.8   putem   completa   acest   sistem  de  vectori  
 liniar  independenţi  la  o  bază   în    V1 ,   fie   aceasta   dată  de  mulţimea  
B1={f1,f2,…,fr,er+1,…,es}.În mod similar considerăm în spaţiul vectorial V2, 
baza  B2 ={f1, f2,…, fr, gr+1, …,gp}.  Se  demonstrează  uşor că  submulţimea  
B ={f1,f2,…,fr,er+1,..,es,gr+1,..,gp},este un sistem de generatori pentru V1+ V2. 
Submulţimea B este liniar independentă. In adevăr , 
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0 , 

ceea ce înseamnă că vectorul ∑
+=

∩∈=
p

ri
ii  V  V gγ v 

1
21 , deoarece suma din 

membrul stâng reprezintă un vector al subspaţiului V1 iar cea din membrul 

drept un vector din V2. În spaţiul V1∩V2 avem ∑
+=

==
p

ri
ii gv

1
γ  ∑

=

⇔
r

i
ii f

1
δ  

0
11

=−⇔ ∑∑
=+=

r

i
ii

p

ri
ii fg δγ      ⇔      γr+1 = γr+2 = ... = γr+p = δ1 = δ2 = ... = δr = 0.  

Folosind acest rezultat în prima relaţie şi ţinând cont de faptul că B1 
este o bază în V1 rezultă α1 = α2 = … = αr = β r+1 = β r+2 = … = 0, deci B este 
liniar independentă, adică o bază în V1+V2. 

În     aceste    condiţii     putem     scrie   dim (V1+V2) = r + s + p =  
= (r +s) + (r + p) – r = dimV1 + dimV2 - dim(V1∩V2).    c.c.t.d. 
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2.3.11 
Consecinţă. 

Dacă spaţiul   vectorial  Vn  este reprezentat sub forma 
V1 = V1 ⊕ V2   atunci  dimVn = dimV1 + dimV2. 

 
 Să considerăm un K-spaţiu vectorial Vn şi B = {e1, e2,…, en} 
respectiv B′ = {e′1, e′2,…, e′n} două baze în Vn. Orice vector din B′ poate fi 
exprimat în funcţie de elementele celeilalte baze. Aşadar avem relaţiile: 
 

⎪
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 sau  ,n j,   ea  e'
n

i
iijj ∑

=

=∀=
1

1            (3.2) 

 
Notând cu  B = t[e1, e2,…, en],  B′ = t[e′1, e′2,…, e′n]  şi cu 

⎟⎟
⎟
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,..., a, aa
......................

,..., a, aa
,...,a, aa

 A 

21

22221

11211

 matricea de tip  n × n,  care are drept coloane 

coordonatele vectorilor e′j, ,n j 1= , relaţiile (4.2) pot fi scrise sub forma 
 

   B′ = tAB                  (3.2)′ 
 

Fie acum un vector x ∈ Vn, exprimat în cele două baze ale spaţiului 
vectorial Vn prin relaţiile: 

∑
=

=
n

i
iiex x 

1
   şi respectiv ∑

=

=
n

j
jj ex x 

1
''    (3.3) 

Ţinând seama de relaţiile (3.2), obţinem 
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Cum B este bază, egalitatea ∑∑ ∑
== =

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ n

i
ii

n

i
i

n

j
jij exex'a

11 1

 este 

echivalentă cu 

∑
=

=
n

j
jiji x'a  x

1
,   ,n i 1=∀      (3.4) 

relaţii ce caracterizează transformarea de coordonate ale unui vector la o 
schimbare a bazei spaţiului  vectorial  Vn . 

Dacă notăm cu X = t[x1, x2,…,xn] matricea coloană a coordonatelor 
vectorului x ∈ Vn  în baza B şi respectiv cu X′ = t[x′1, x′2,…,x′n], matricea 
coordonatelor aceluiaşi vector x ∈ Vn în baza B′, putem scrie 
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X = AX′      (3.4)′ 
 

Matricea A = (aij) se numeşte matricea de trecere de la baza B la 
baza B′. În concluzie,într-un spaţiu vectorial finit dimensional avem teorema 
de schimbare a bazei : 
 
2.3.12 Teoremă. Dacă în spaţiul vectorial Vn, schimbarea bazei B cu 

baza B′ este dată de relaţia B′ = tAB, atunci relaţia 
între coordonatele unui vector   x ∈ Vn, în cele două 
baze ,este dată de    X = AX′. 

 
Fie  Vn  un  spaţiu  vectorial  şi  B = {e1, e2,…,en} o bază a sa. Dacă  

vectorii   v1, v2,…, vp  ∈  Vn,    p ≤ n    sunt  exprimaţi  prin  relaţiile  vj 

=∑
=

n

i

a
1

ijei , atunci  matricea  A = (aij),  având  drept coloane coordonatele  

vectorilor   v1, v2,…,vp,   va fi  numită  matricea de trecere  de  la  vectorii  
e1, e2,...,en    la   vectorii    v1, v2,…, vp . 
 
2.3.13 Teoremă. Rangul matricei A este egal cu numărul maxim al 

vectorilor coloană liniar independenţi. 
  
Demonstraţie Să presupunem că rang A = r, adică 

Δ = 

rrrr
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r

,..., a, aa
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,..., a, aa
,...,a, aa
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 ≠ 0. 

Δ ≠ 0   implică  liniar  independenţa   vectorilor   v1, v2, ..., vr. 
Fie coloana vk,   r ≤ k ≤ p   şi  determinanţii 

Δi = 
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aa 1
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111

    

...
....
....
...

,     ni ,1=  

 
Fiecare  din aceşti determinanţi este nul deoarece pentru i ≤ r, Δi are 

două linii identice, iar pentru i > r, ordinul lui Δi este mai mare decât rangul 
r. Dezvoltând după ultima linie avem 

ai1Γi1 +ai2 Γi2 +…+air Γir + ail D = 0  ⇔  ail =∑
=

r

j 1

λ j aij  ; λ j =Γij ⁄D, ni ,1=  

Aceste relaţii scalare exprimă faptul că orice coloană vk, r ≤ k ≤ p, 
este o combinaţie liniară a primelor r coloane ale matricei A, deci orice r + 1 
vectori sunt liniar dependenţi. 
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2.3.14 Consecinţă. Dacă B = {e1, e2,…, en} este o bază în Vn , atunci 
mulţimea B′ = {e′1, e′2,…, e′n}, 

∑
=

==
n

i
iijj ,n j ,eae

1

1  '  este bază a lui Vn dacă şi 

numai dacă matricea de trecere  A = (aij)  este  
nesingulară. 

 
 Fie  V şi W două spaţii vectoriale peste câmpul K. 
 
2.3.15 Definiţie. O aplicaţie  T  : V → W  cu proprietăţile:                     

T  (x + y) = T(x) + T(y),     ∀ x, y ∈ V 
T(αx) =αT  (x) ,     ∀ x ∈ V,  ∀ α ∈ V  
se numeşte morfism de spaţii vectoriale sau 
transformare liniară. 

 
  O transformare liniară bijectivă între două spaţii vectoriale va 
fi numită izomorfism de spaţii vectoriale. 
 
 
2.3.16 Teoremă. Două spaţii vectoriale V şi W peste câmpul K, de 

dimensiune finită, sunt izomorfisme dacă şi numai 
dacă au aceeaşi dimensiune. 

 
 Un sistem de coordonate pe un spaţiu vectorial finit dimensional Vn,  
f : V → Kn ,  x ∈ Vn a (x1, x2, xn) ∈ Kn este un izomorfism de spaţii 
vectoriale. 
 
 

§2.4. Spaţii vectoriale euclidiene 
 

Fie V un spaţiu vectorial real. 
Dacă adăugăm, pe lângă structura de spaţiu vectorial, noţiunea de 

produs scalar, atunci într-un astfel de spaţiu vectorial pot fi definite noţiunile 
de lungime a unui vector, unghiul a doi vectori, ortogonalitate   s.a. 
 
 
2.4.1 Definiţie. O aplicaţie  g: V × V → R, ><= x,y )x, yg( )(   cu 

proprietăţile: 
a) ><+><=>+< x,z y,x zx,y  ,  ∀ x, y, z ∈ V 
b) <λ x, y> = λ <x, y> , ∀ x, y ∈ V,    ∀ λ ∈ R 
c) <x, y> = <y, x> , ∀ x, y ∈ V 
d) <x, x> ≥ 0, <x, x> = 0 ⇔ x = 0 , ∀ x ∈ V 

 
se numeşte produs scalar pe spaţiul vectorial V. 
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2.4.2 Corolar Dacă V este un spaţiu vectorial euclidian atunci au loc 
relaţiile: 

 
1) <x + y, z> = <x, z> + <y, z> 
2) <x, λy> = λ <x, y>,           ∀ x, y, z ∈ V,    ∀ λ ∈ R 
 

2.4.3 Definiţie. Un spaţiu vectorial V pe care s-a definit un produs 
scalar se numeşte spaţiu vectorial euclidian (sau V 
posedă o structură euclidiană). 

 
2.4.4 Teoremă. Dacă spaţiul vectorial V este un spaţiu vectorial 

euclidian  atunci  avem  inegalitatea Cauchy-Schwarz: 
 

  <x, y>2  ≤  <x, x> ⋅ <y, y>     (4.1) 

 

egalitatea având loc dacă şi numai dacă vectorii x şi y sunt 
liniar dependenţi. 

 

 

 
Demonstraţie:  Dacă x = 0 sau y = 0 atunci are loc egalitatea în relaţia 5.1. 
Presupunem   x şi y ∈V   nenuli   şi    considerăm    vectorul     z = λx + μy,   
λ, μ ∈ R.    Din  proprietăţile   produsului  scalar   obţinem : 
  0 ≤  <z, z>   = <λx + μy, λx + μy>  =  λ2  <x, x> + 2λμ <x, y> + μ2 <y, y>, 
egalitatea având  loc  pentru   z = 0.   Dacă  luăm   λ = <y, y> > 0   atunci   
obţinem   <x, x> <y, y> + 2μ <x, y> + μ2 ≥ 0, iar pentru μ = - <x, y> 
inegalitatea  devine     <x, x> <y, y>  -  <x, y>2 ≥ 0.        c.c.t.d. 
 
Exemple 
 1° În spaţiul aritmetic Rn pentru orice două elemente x=(x1,x2,...,xn) 
şi y = (y1, y2,..., yn), operaţia 
 
 <x, y> =: x1y1 + x2y2 +...+ xnyn     (4.2) 
 
defineşte un produs scalar. Produsul scalar astfel definit, numit produsul  
scalr uzual ,înzestrează spaţiul aritmetic Rn cu o strcutură euclidiană. 

2° Mulţimea C([a, b]) a funcţiilor continue pe intervalul [a, b] este 
un spaţiu vectorial în raport cu produsul scalar definit de 
 

∫ ⋅=><
b

a
 g(x) dxf(x)  f, g      (4.3) 
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2.4.5 Teoremă. Într-un spaţiu vectorial euclidian V funcţia || ||: V→ R+ 
definită prin 
       V  x ,  x,x || x || ∈∀><=                           (4.4) 
este o normă pe V, adică satisface axiomele: 

a) || x || > 0,  ∀ x ≠ 0 şi || x || = 0 ⇔ x = 0  
b) || λ || = | λ | ⋅ || x ||, ∀ x ∈ V, ∀ λ ∈ R 

  c)  ||x+ y|| ≤ ||x|| + ||y||     (inegalitatea triunghiului). 
 
Demonstraţie: Condiţiile a) şi b) rezultă imediat din definiţia normei şi 
proprietăţile produsului scalar.  
Axioma  c) rezultă folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz 

≤><+><+><=>++<=+  y, x  x, y  x, x  y y, x x   y |||| x 22  
             2||)||||(||2  y   x  y, z  y, yx, x  x, x +=><+>><<+><≤  
de unde rezultă inegalitatea triunghiului. 

Un spaţiu pe care s-a definit o funcţie “normă” se numeşte spaţiu 
normat. 

Norma definită de un produs scalar se numeşte normă euclidiană. 
 
Exemplu: În spaţiul aritmetic Rn norma unui vector x = (x1, x2,…xn) este 
dată de  

  22
2

2
1 nx...xx || x || +++=      (4.5) 

Un vector e ∈ V se numeşte versor dacă ||e|| = 1. Noţiunea  de 
versor permite ca ∀ x ∈ V să fie scris sub forma 1,      ||e|| ||x|| ex == , 
unde direcţia lui e este aceeaşi cu direcţia lui x. 

Inegalitatea Cauchy-Schwarz, |<x, y>| ≤ ||x|| ⋅ ||y|| ne permite să 
definim unghiul dintre doi vectori, ca fiind unghiul θ ∈ [0, π], dat de 
 

  
 || y |||| x || 

x,y θ 
⋅
><

=cos     (4.6) 

 
2.4.6 Teoremă. În   spaţiul   vectorial   normat   V,   funcţia    reală  

d: V × V → R+, definită prin d(x, y) = || x – y || este o 
metrică pe V, adică satisface axiomele: 

a) d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0 ⇔ x = y ,    ∀ x, 
y ∈ V 

b) d(x, y) = d(y, x) ,                             ∀ x, 
y ∈ V 

c)   d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, x) ,             ∀ x, y, z ∈ V. 
 
Exemplu: În spaţiul vectorial aritmetic Rn distanţa d este dată de  
 

22
22

2
11 )()()( nn -yx... -yx  -yx ||  || x - y d(x, y) +++==      (4.7) 

 
O mulţime oarecare dotată cu o metrică se numeşte  spaţiu metric. 
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Dacă norma definită pe spaţiul vectorial V este euclidiană atunci 
distanţa definită de aceasta se numeşte  metrică euclidiană. 

În concluzie, orice spaţiu euclidian este un spaţiu metric. 
O structură euclidiană pe V induce pe orice subspaţiu V’ ⊂ V o 

structură euclidiană. 
Produsul scalar definit pe un spaţiu vectorial V permite 

introducerea noţiunii de ortogonalitate. 
 
2.4.7 Definiţie. In spaţiul vectorial V vectorii x, y ∈ V se numesc 

ortogonali   dacă     < x, y > = 0 . 
O mulţime S ⊂ V se spune că este ortogonală dacă vectorii săi sunt 

ortogonali doi câte doi. 
O mulţime ortogonală se numeşte ortonormată dacă fiecare element 

al său are norma egală cu unitatea. 
 
2.4.8 Propoziţie. Într-un spaţiu vectorial euclidian V orice mulţime 

ortogonală, formată din elemente nenule, este liniar 
independentă. 

  
Demonstraţie Fie S ⊂ V \ {0} şi λ1x1 + λ2x2 +…+ λnxn, o combinaţie liniară 
oarecare finită de elemente din S. Înmulţiind scalar cu xj ∈ S, relaţia 

∑
=

=
n

i
ii x

1
0λ   devine   λ1 <x1, xj> + λ2 <x2, xj> +…+ λn <xn, xj> = 0. 

Cum S este ortogonală,  <xi, xj> = 0, ∀ i ≠ j  şi  λj(xj, xj) = 0.  Pentru  xj ≠ 0, 
∀ nj ,1= ,  <xj, xj> > 0, de unde rezultă că λ j = 0, ∀ nj ,1=  ,  adică S este 
liniar independentă.  
 
2.4.9 Consecinţă. Într-un spaţiu vectorial euclidian n-dimensional Vn, 

orice mulţime ortogonală formată din n vectori este o 
bază în Vn. 

Dacă în spaţiul vectorial euclidian Vn considerăm bază ortogonală B 
= {e1, e2,…, en},  atunci  orice  vector   x ∈ Vn    poate fi scris în mod unic 
sub forma 

∑
=

=
n

i
iie x 

1

λ  ,     unde  
><
><

=
ii

i
i , ee

x, e
λ     (4.8) 

În adevăr, înmulţiind vectorul ∑
=

=
n

i
ii xx

1

λ  cu ek, obţinem <x, ek> =   

∑
=

><>=<=
n

i
kkkkii ,eeλ,eeλ

1
   din care rezultă  

><
><

=
kk

k
k , ee

x, e
λ , ∀ nk ,1= . 

Dacă B este ortonormată avem 
⎩
⎨
⎧

≠
=

=>=<
 j  ,  i
j  ,  i 

,ee j iji 0
1

δ ,  iar    λi 

= <x, ei>  şi  vor fi numite coordonatele euclidiene ale vectorului x. 
 
 



 
36

2.4.10 Definiţie. Fie x, y ∈ V, doi vectori oarecare. 

Vectorul y
y, y
x, yxpr y ><

><
= , cu y ≠ 0 se numeşte 

proiecţie ortogonală a vectorului x pe vectorul y, iar 

numărul pryx =
y
yx 〉〈 ,  se numeşte mărimea algebrică 

a proiecţiei ortogonale a  lui  x  pe  y . 
  
  
2.4.11 Definiţie. Fie S ⊂ V o submulţime oarecare a spaţiului euclidian 

V. Un element y ∈ V se zice ortogonal lui S dacă este 
ortogonal   pe   fiecare   element  al  lui  S,   adică  
<y, x> = 0,  ∀ x ∈ S  şi notăm prin   y ⊥ S. 

 
 

 

2.4.12 Propoziţie. Mulţimea tuturor vectorilor y ∈ V ortogonali mulţimii 
S formează un subspaţiu vectorial notat cu S⊥. În plus, 
dacă S este un subspaţiu vectorial atunci subspaţiul S⊥ 
se numeşte complementul ortogonal al lui S. 

 
Demonstraţie: Dacă y1, y2 ∈ S⊥ atunci (y1, x) = 0, <y2, x> = 0, ∀ x ∈ S. 
Pentru ∀ α, β ∈ R, avem <αy1 + βy2, x> = α<y1, x> + β<y2, x> = 0, c.c.t.d. 
 
 
2.4.13 Propoziţie. Dacă subspaţiul S ⊂ V este de dimensiune finită, 

atunci S admite un unic supliment ortogonal S⊥. 
 

2.4.14 Consecinţă. Dacă V = S ⊕ S⊥ şi  x = y + y⊥, y ∈ S⊥, y⊥ ∈ S⊥, atunci 
are loc teorema lui Pitagora, || x ||2 = || y ||2 + || y⊥ ||2. 

 
Observaţie. Un subspaţiu vectorial S ⊂ V, de dimensiune finită sau nu, are 
cel mult un supliment ortogonal. 

 
Fie Vn un spaţiu vectorial euclidian finit dimensional. 

 
2.4.15 Teoremă. (Gram - Schmidt) Dacă {v1, v2, ..., vn} este o bază în 

spaţiul vectorial euclidian Vn atunci există o bază 
ortonormată {e1, e2, ..., en} ⊂ V astfel încât sistemele 
de vectori {v1, v2, ..., vp} şi {e1, e2, ..., ep} generează 
acelaşi subspaţiu Up ⊂ V, pentru  , n   p  1=∀ . 

 
Demonstraţie Mai întâi construim o mulţime ortogonală {w1, w2, ..., wn} şi 
apoi normăm fiecare element. Considerăm 

w1 = v1 , 
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w2 = v2 + kw1 ≠ 0  şi  determinăm k împunând condiţia <w1, w2> = 0.  

Obţinem   
, ww
, wvk

><
><

−=
11

12 , deci 222
11

12
22 1

 vpr -  v w
, ww
, wv  v w w=

><
><

−=  

 
w3 = v3 + k1w1 + k2w2 ≠ 0 şi determinăm scalarii k1, k2 impunând 

condiţia w3 să fie ortogonal pe w1 şi w2, adică 
<w3, w1> = <v3, w1> + k1 <w1, w1> = 0 
<w3, w2> = <v3, w2> + k2 <w2, w2> = 0. 

Obţinem 

333
22

23
1

11

13
33 21

 vpr -  vpr -  v
, ww
, wv -  w

, ww
, wv  v w ww=

><
><

><
><

−=  

 
După n paşi se obţin vectorii w1, w2, ..., wn ortogonali doi câte doi, 

liniar independenţi (prop. 5.1) daţi de 
 

 ,n  j ,  w
, ww
, wv

  v w i

j

i ii

ij
jj 1

1

1
=∀

><
><

−= ∑
−

=

    (4.9) 

 

Definim ,n  i , 
||||w

we
i

i
i 1=∀= , adică mulţimea B = {e1, e2, ..., en}, 

reprezintă o bază ortonormată în Vn. 
 

Cum elementele e1, e2, ..., ep se exprimă în funcţie de v1, v2, ..., vp, iar 
acestea   sunt   subsisteme  liniar  independente  avem   L ({e1, e2, ..., ep}) = 
= L ({v1, v2, ..., vp}), c.c.t.d. 

 
 

2.4.16 Consecinţă. Orice subspaţiu vectorial euclidian admite o bază 
ortonormată 

  
Fie B = {e1, e2, ..., en} şi B′ = {f1, f2, ..., fn} două baze ortonormate în 

spaţiu vectorial euclidian Vn. 
Relaţiile între elementele celor două baze sunt date de   

  ,n  j  , ea  f
n

 k 
kkij 1

1
=∀= ∑

=

.   

 
Cum B′ este ortonormată avem : 
 

ij

n

 k 
kjki

n

 k, h 
khhjkihk

n

 k, h 
hjkiji   aa aaee aa  ff δδ ===><=>< ∑∑∑

=== 111
    ,,  

 
Dacă A = (aij) este matricea de trecere de la baza B la B′ atunci 

relaţiile de mai sus se exprimă matriceal sub forma tAA = In, adică A este o 
matrice ortogonală. 
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2.4.17 Propoziţie. La o schimbare de bază ortonormată B′ = tAB, într-un 
spaţiu vectorial euclidian Vn,, transformarea de 
coordonate este dată de X = AX′, unde A este o 
matrice ortogonală. 

 
 

 

 
 
 

§2.5. Probleme rezolvate 
 
 

2.5.1 Să se arate că mulţimea matricelor cu elemente reale de forma 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−
=

abcd
badc

cdab
dcba

M  

 
constituie un spaţiu vectorial cu patru dimensiuni peste corpul numerelor 
reale R şi să se determine o bază ăn acest spaţiu. 
  
Soluţie: 
 
Se verifică axiomele spaţiului vectorial. 
1. Suma a două matrice de forma dată este o matrice de aceeaşi formă. 

.
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⎟
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unde s-a notat 
a3 = a1 + a2,  b3 = b1 + b2,  c3 = c1 + c2,  d1 = d1 + d2. 
 I1) Adunarea de matrice fiind asociativă pe orice mulţime de matrice 
este asociativă şi în cazul particular ales. 
 I2) Elementul neutru (matricea nulă) este de forma indicată: 
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 I3) Elementul opus lui M este de aceeaşi formă: 
  

 I4) Adunarea de matrice fiind comutativă pe orice mulţime de 
matrice, este adevărată în acest caz. 

Produsul matricei M cu λ este o matrice de forma  

 .; R

abcd
badc

cdab
dcba

M ∈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−
= γ

λλλλ
λλλλ
λλλλ
λλλλ

λ  

II1) λ(M1+M2) = λ M1+λM2. 
II2) (λ+γ)M = λM+γM. 
II3) λ(γM) = (λγ)M. 
II4) 1M = M; 1∈ R. 
 
Proprietăţile II1, II2, II3, II4 sunt adevărate deoarece sunt valabile în 
general. 

 
 
Axiomele fiind verificate, rezultă că mulţimea dată este un spaţiu vectorial 
peste corpul R, al numerelor reale. 
 Se consideră acum matricele: 
 

,
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Rezultă relaţia: 

.dDcCbBaA

abcd
badc
cdab
dcba

M +++=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−
=  

 
de unde rezultă că se obţine aA + bB + cC + dD = 0 dacă şi numai dacă a = b 
= c = d = 0, deci matricele A, B, C, D sunt liniar independente. 
Aceeaşi relaţie arată că orice matrice M este o combinaţie liniară a 
matricelor A, B, C, D. 
Deci matricele A, B, C, D formează o bază, adică spaţiul vectorial al 
matricelor M de forma dată are patru dimensiuni. 
2.5.2. Să se demonstreze că următoarea pereche de operaţii nu defineşte o 
structură de spaţiu vectorial pe R2: 

(x1,x2) + (y1,y2) =  (x1 + y1,y2) 
k(x1,x2) = (kx1,kx2),   k∈ R. 

 
Soluţie: 
  
Se cercetează proprietăţile primei operaţii: 
 
(x1,x2) + (y1,y2) = (y1,y2) + (x1,x2) . 
 
(x1,x2) + (y1,y2) = (1)( x1 + y1,y2) 
(y1,y2) + (x1,x2) = (1)( y1 + x1,x2) ⇒ (x1,x2) + (y1,y2) ≠ (y1,y2) + (x1,x2) 
Deoarece adunarea nu este comutativă se poate trage concluzia că R2 
împreună cu cele două operaţii nu formează structură de spaţiu vectorial. 
 
2.5.3 În R3 se consideră vectorii 

1x = (1,2,3), 2x  = (2,3,1), 3x  = (a+3, a+1, a+2)   a∈R. 
Să se afle valorile lui a pentru care aceşti vectori  sunt liniari dependenţi şi 
să se scrie relaţia de dependenţă liniară. 
 
Soluţie: 
 
Pentru ca vectorii să fie liniari dependenţi, trebuie să existe scalarii λ1, λ2, λ3 
nu toţi nuli astfel încât să avem: 
 
λ1 1x  + λ2 2x  + λ3 3x  = 0 , 0  = (0, 0, 0) 
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sau 
 
λ1(1,2,3) + λ2(2,3,1) + λ3 (a + 3,  a + 1,  a + 2) = (0,0,0). 
 
Se obţine sistemul liniar şi omogen 
 

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++

023
0132

032

321

321

321

λλλ
λλλ
λλλ

a
a

a
    , 

 
care are soluţii nebanale dacă determinantul său este nul: 
 

( ) .6;063
213
132
321

−==+−=
+
+
+

aa
a
a
a

 

 
Deci pentru a = -6 vectorii daţi sunt liniar dependenţi. Pentru a afla relaţia 
de dependenţă liniară se înlocuieşte cu a = -6 în sistemul de mai sus 
 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=−+

=−+

043
0532

032

321

321

31

λλλ
λλλ

λλλ
 

 
Se exprimă λ1, λ2 în funcţie de λ3 din primele două ecuaţii 
 
λ1 = λ3; λ2 = λ3; λ3 ≠ 0. 
Înlocuind şi simplificând cu λ3 obţinem relaţia de dependenţă liniară  
 

;0321 =++ xxx  
 
între vectorii 

( ) ( ) ( ).4,5,3,1,3,2,3,2,1 321 −−−=== xxx  
Observaţie. 
Pentru a ≠ -6 vectorii daţi sunt liniari independenţi, deci ei formează o bază 
în R3. 
 
2.5.4. Să se determine dimensiunile subspaţiilor sumei şi intersecţiei 
subspaţiilor generate de sistemele de vectori: 
 

( ) ( ) ( ){ }3,1,1,2,2,1,1,3,2 321 −==−== uuuU  
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( ) ( ) ( ){ }3,3,1,1,1,1,1,2,1 321 =−=== vvvV  în R3. 
 
Să se verifice teorema lui Grassmann prin aceste aplicaţii. 
 
 
Soluţie: 
 Vectorii 321 ,, uuu  sunt liniar dependenţi, o bază în [ ]U poate fi { },, 21 uu  deci 

[ ] { },, 212211 RuuU ∈+= αααα  dim [ ]U = 2. Vectorii, 321 ,, vvv sunt liniari 

dependenţi şi [ ] { } [ ] .2dim,, 212211 =∈+= VRvvV ββββ  
Subspaţiul [ ]U + [ ]V este generat de reuniunea sistemelor U şi V. 
O bază în reuniune este { }121 ,, vuu şi deci dim ( [ ]U + [ ]V ) = 3, adică 
[ ]U + [ ]V = R3. 
Subspaţiul [ ]U + [ ]V conţine vectorii pentru care ,22112211 vvuu ββαα +=+  
adică 2α1 + α2 = β1 + β2,    3α1 + 2α2 = 2β1 + β2,  -α1 + 2α2 = β1 - β2, sistem 
cu trei ecuaţii şi necunoscute principale α1 , α2 , β1 , iar β2 = λ, necunoscută 
secundară. 
Obţinem α1 = λ,  α2 = λ ,  β1 = 2λ.  
Astfel că vom avea [U]∩[V] = {(3λ, 5λ, λ) / λ, λ ∈ R},iar dim[U]∩[V] =1. 
Se verifică teorema Grassmann: dim[U]+dim[V]=dim([U]+[V])+dim([U] 
∩[V]). 
2.5.5.Să se arate că în spaţiul matricelor (Mm(K),+,) submulţimile definite 
prin S = {A∈Mm(K)/At=A}(matrice antisimetrice) formează subspaţii 
vectoriale şi Mm = S⊕A. 
Soluţie: Dacă A,B ∈ S, atunci (A+B)t=At+Bt = A+B ⇒ A,B ∈ S şi (αΑ)t = 
αAt = αΑ ⇒αΑ∈S. Analog pentru A. Dacă A∈Mm(K), atunci matricele  

SAAB t ∈+= )(
2
1  şi AAAC t ∈−= )(

2
1  verifică A = B+C.  

În plus S∩A = {0}, astfel că Mn = S⊕A. 
2.5.6. Să se găsească o bază a sumei şi intersecţiei spaţiilor vectoriale W şi 
U generate de vectori  

)3,2,0,3(),1,1,1,2(),1,0,1,2( 321 =−−−−= aaa  
 

).5,1,2,1(),2,1,1,0(),1,2,1,1( 321 −−=−−−= bbb  
Soluţie: 
Se verifică uşor că vectorii 321 ,, aaa , sunt liniar independenţi. Verificăm 

dacă sistemul de vectori { 1321 ,,, baaa } sunt liniari independenţi. 

Combinaţia liniară: ,014332211 =+++ baaa λλλλ  
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deoarece

1311
2210
1011
1322

−−
−
−
−

 ≠0 sistemul omogen în 4321 λλλλ +++ admite 

numai soluţia banală deci 04321 ==== λλλλ fapt care arată că în W+U 
există 4 vectori liniar independenţi. 
Cercetăm liniar dependenţa a 5 vectori { }21321 ,,,, bbaaa dar deoarece 
rangul matricei sistemului omogen este maxim 4, rezultă că cei 5 vectori 
sunt liniar dependenţi, deci dim (W+U) = 4, astfel { },,,, 1321 baaa  formează 
o bază a sumei. 
Pentru W∩U presupunem că (∃) UWv ∩∈ atunci Wv∈  şi Uv∈ . 
Dacă  

Wv∈ atunci 332211 aaav ααα ++= iar  

Uv∈ deci 332211 bbbv βββ ++=  
 
fapt care duce la 332211 aaa ααα ++ = 332211 bbb βββ ++ . 
 

⇔

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−+−=+−
+−=+−

+−=−
−=+−

321321

32132

32121

31321

523
222

2
322

βββααα
βββαα

βββαα
ββααα

 

Condiţia de compatibilitate a sistemului este: 

0

52311
2210

2011
322

321

321

321

31

=

−+−−
+−−
+−−

−−

βββ
βββ
βββ

ββ

 echivalentă cu 02 321 =+− βββ  

=v (β1-β3, β1-β2+2β3,2β1-β2+β3,-β1+2β2-2β3) 
= (β1-β3,0,( β1-β2+2β3)+ β1-β3,-2(β1-β2+2β3)+ β1-β3) 
= (β1-β3,0, β1-β3, β1-β3) = (1,0,1,1)( β1-β3) deci dim (W∩U) = 1 
2.5.7. Să se stabilească formulele de transformare ale coordonatelor când se 
trece de la baza E = { }4321 ,,, eeee la baza E’ = { }4321 ',',',' eeee  unde: 
 
 
 

 
 

)2,1,3,1('),2,1,1,2('),2,2,1,0('),1,0,1,2(' 4321 =−=== eeee . 

)1,0,1,1()1,0,1,1(),1,1,1,1(),0,1,2,1( 4321 −−=−−=−=−= eeee
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Soluţie: 
Scriem fiecare din vectorii noii baze ca o combinaţie liniară a vectorilor din 
vechea bază, determinând astfel componentele matricei de trecere. 

443322111' eeeee αααα +++= relaţie care devine: 
(2,1,0,1) = (α1+α2-α3-α4, 2α1-α2+2α3-α4, -α1+α2+α3, α2+α3+α4). 
Astfel se obţine sistemul: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧
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=++−

=−+−
=−−+

1
0
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2

432

321
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αααα
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    ,   cu soluţiile    

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=
=
=

0
0
1
1

4

3

2

1

α
α
α
α

 

În acest fel am obţinut prima coloană a matricei de trecere. 
Procedând la fel pentru 21 ',' ee  şi 4'e  obţinem coloanele (2), (3) şi (4) ale 
aceleiaşi matrice. 

Prin urmare : .
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x
x
x
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a

x
x
x
x

iarA  

 
 
Relaţia de legătură dintre noile coordonate şi cele vechi este: 

 
2.5.8. În spaţiul R3 se consideră următoarele sisteme de vectori: 

B = { })3,2,1(),0,0,1(),0,1,1( 321 === eee  

    B’={ })9,7,6('),3,2,2('),3,3,1(' 321 === eee   

a) Să se arate că B şi B’ sunt baze şi să se găseascîă matricea de 
trecere de la B la B’. 

b) Să se găsească expresia vectorului 321 752 eeex ++=  în baza B’. 
Soluţie: 
a) Vectorii din B (respectiv B’) sunt liniari independenţi şi fiind în 

număr de trei formează bază. 
Pentru a determina matricea schimbării de bază descompunem 1'e după B, şi 
anume 

3312211111' esesese ++=   sau 

.
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⎪
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⎪
⎨

⎧

=
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s
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   ⇒
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Analog 
1,1,0' 3222123322221122 ===⇒++= sssesesese  

3,2,0' 3323133332231133 ===⇒++= sssesesese  

Astfel că: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

311
211
101

 

b) Dacă X = (2 5 7)t (matrice coloană), atunci componentele X’ ale 
lui x în baza B’ se obţin din ecuaţia matriceală X = S X’. 
Calculăm 
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şi deci 

.
2
1
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7
5
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Astfel că ,'2'1'0 321 eeex ++= în baza B’. 
 

 
 
 
 

§2.6. TEME DE REZOLVAT PENTRU EVALUARE 
 

 
2.6.1.. Fie V  şi  W  două  K-spaţii vectoriale.  Să se arate  că  V × W 

= ={(x, y)| x ∈ V, y ∈ W} este un K-spaţiu vectorial în raport cu operaţiile : 
(x1, y1) + (x2, y2) =: (x1 + x2,  y1 + y2) 
α (x, y) =: (α x, α y),           ∀ x1, x2 ∈ V, y1, y2 ∈ W, ∀ α ∈ K. 

 
2.6.2. Să se precizeze dacă operaţiile definite pe mulţimile indicate 

determină o structură de spaţiu vectorial: 
a) ∀ x, y ∈ R2 ; x = (x1, x2),  y = (y1, y2), ∀ α ∈ R 

       
⎩
⎨
⎧

=
++=+

          ),0(: 
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xx
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b)    
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⎨
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=
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      ),(:
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xxx
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,  ∀ x, y ∈ R2, ∀ α ∈ R 
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c)    
⎪⎩

⎪
⎨
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=⊗
+=⊕

          :
: 3 33

xx
yxyx

αα
 

 
 
,  ∀ x, y ∈ R, ∀ α ∈ R 

d)    
⎩
⎨
⎧

=
−++=+

           ),,(:
),,(:

123

233211

xxxx
yxyxyxyx
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,  ∀ x, y ∈ R3, ∀ α ∈ R 

2.6.3 Să se stabilească care dintre submulţimile de mai jos formează 
subspaţii vectoriale în spaţiile vectoriale indicate 

 
a) S1 = {(x, y) ∈ R2 | 2x - y = 0} 
b) S2 = {(x, y) ∈ R2 | 2x - y + 1 = 0} 
c) S3 = {(x, y) ∈ R2 | x2 - y2 - 1 = 0} 
d) S4 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 - x2 + 2 x3 = 0} 
e) S5 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 + x2 - x3 = 0, x1 - x2 = 0} 

 
2.6.4 Fie  v1, v2, v3 ∈ V, trei vectori liniar independenţi. Să se 

determine α ∈ R astfel încât vectorii 
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să fie liniar independenţi, respectiv liniar dependenţi. 
 

2.6.5 Să se arate că vectorii x,y,z∈R3,  
x = (-1,1,1),   y = (1,1,1),  z = (1,3,3), 

 sunt liniar dependenţi şi să se găsească relaţia de dependenţă liniară. 
 
2.6.6 Să se determine suma şi intersecţia subspaţiilor generate de 

sistemele de vectori 
 

U = {u1 = (1, 1, 0), u2 = (1, 0, 2), u3 = (0, -1, 2)} 
V = {v1 = (1, 1, 2), v2 = (0, 2, 4)} 

 
2.6.7 Să se precizeze care din următoarele sisteme de vectori 

formează baze în spaţiile vectoriale date: 
 

a) S1 = {u1 = (1, 2), u2 = (2, -1)} ⊂ R2 
b) S2 = {u1 = (1, 0, -1), u2 = (2, 1, -3), u3 = (1, -1, 0)} ⊂ R3 
c) S3 = {u1 = (1, 0, 1), u2 = (0, -1, 1), u3 = (1, -1, 1)} ⊂ R3 
d) S4 = {1, 1-x, (1-x)2, (1-x)3} ⊂ R3[x] 

S5 = 
⎭
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 ⊂ M2(R) 

2.6.8. Să se verifice dacă următoarele operaţii definesc produse 
scalare pe spaţiile vectoriale considerate 

 
a) <x, y> = 3x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2 , x = (x1,x2), y = (y1, y2) ∈ R2 
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b) <x, y> = x1y1 -  2x2y2 ,          x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2 
 
c) <x, y> = x1y1 + x2y3 + x3y2  ,  x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ∈ R3 
 

2.6.9 Să se ortonormeze sistemele de vectori în raport cu produsul 
scalar uzual 

 
a) v1 = (1, -2, 2),  v2 = (-1, 0, -1),   v3 = (5, 3,-7) 
b) v1 = (1, 1 , 0),  v2 = ( 1,  0, 1 ) ,   v3= (0, 0, 1) . 
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Capitolul  3 
 
 
   SPAŢII PUNCTUALE EUCLIDIENE 
 
 Spaţiile în care vor fi studiate majoritatea noţiunilor de geometrie din acest volum 
sunt spaţii în care noţiunile de punct şi vector sunt indispensabile. Noţiunea de spaţiu afin 
permite folosirea celor două noţiuni într-un cadru bine definit. 
 Acest capitol este dedicat, în mod special, însuşirii cunoştinţelor de algebră 
vectorială: noţiunea de vector, operaţii elementare cu vectori, produse de vectori, cât şi a 
consecinţelor geometrice aplicative: calculul lungimilor, unghiurilor, ariilor şi volumelor 
formate de vectori. 
 Cea mai mare parte a disciplinelor tehnice folosesc intens această algebră. 
 
 

Obiective operaţionale: 
3.1. Să înţeleagă noţiunile de spaţiu afin, spaţiu punctual euclidian şi spaţiu punctual 
euclidian al vectorilor liberi 
3.2. Să reţină proprietaţile produsului scalar şi ale produsului vectorial care vor fi 
generalizate la teoria câmpurilor scalare şi vectoriale 
3.3. Să poată rezolva orice problemă care necesită lungimi de vectori, arii de 
paralegornume, volume de paralelipiped şi cazurile lor particulare 
 

 
 Conţinutul capitolului: 
§3.1. Spatiul afin: definiţie şi exemple 
§3.2. Combinaţii afine. Repere în spaţii afine 
§3.3. Subspaţii afine 
§3.4. Spaţiul afin geometric al vectorilor liberi 
§3.5. Spaţiul punctual euclidian al vectorilor liberi 

3.5.1. Proiecţii ortogonale 
 3.5.2. Produsul scalar 
 3.5.3. Produsul vectorial 
 3.5.4. Dublu produs vectorial 
 3.5.5. Produsul mixt 
§3.6. Probleme rezolvate 
§3.7. Teme de rezolvat pentru evaluare 
§3.8. Bibliografie 

 
 

§3.1 Spaţiul afin: definiţie şi exemple 
 

În   cele   ce   urmează   vom    considera    o    mulţime    nevidă   
A = {A, B, C, ..., P, Q, R, ...} şi vom conveni ca elementele sale să se numească puncte iar 
un element   (A, B) ∈ A × A să se numească bipunct al lui A. Punctul A se va numi originea 
bipunctului, iar punctul B se va numi extremitatea bipunctului (A, B). Bipunctele (A, B) şi 
(B, A) se vor numi bipuncte simetrice. 
 
3.1.1 Definiţie. Numim spaţiu afin, tripletul (A, V, ϕ) în care A este o mulţime nevidă 

de puncte, V un K-spaţiu vectorial şi funcţia ϕ: A×A → A, 
VvBA ∈=),(ϕ , care satisface condiţiile: 

A1)∀  A, B, C ∈ A,   ϕ (A, B) + ϕ (B, C) = ϕ (A, C) 
A2)∀ ∈∀∈ AVv , A există un punct B ∈ A, unic determinat de 



 
49

relaţia vBA =),(ϕ . 
 

Mulţimea A se numeşte mulţime suport a spaţiului afin şi elementele sale vor fi 
numite punctele spaţiului afin. Spaţiul vectorial V se numeşte spaţiul vectorial director al 
spaţiului afin, iar elementele sale vor fi numite vectorii sapţiului afin. Aplicaţia ϕ este 
numită funcţia de structură afină. 

Elementele unui spaţiu afin sunt puncte şi vectori. 
Spaţiul afin (A, V, ϕ) se zice real sau complex după cum spaţiul vectorial V este 

real sau complex. 
Dacă  în  axioma  A1)  considerăm A = B = C, atunci ϕ (A, A) = 0 , ∀ A ∈ A. Deci 

oricărui bipunct (A, A) îi corespunde prin funcţia de structură vectorul nul V∈0 . 
Vectorii corespunzători unei perechi de bipuncte simetrice sunt vectori   opuşi.   

În   adevăr,   dacă   luăm  C = B,  în   axioma    A1) , avem ϕ (A, B) = - ϕ (B, A). 
 
3.1.2 Consecinţă. Funcţia ϕ este surjectivă şi în plus, pentru fiecare punct O ∈ A 

fixat ,  ϕO :  A → V ,   ϕO (A)  =  ϕ (O, A),  
 ∀ A ∈ A ,   este bijectivă. 

 
Demonstraţia este imediată ţinând cont de axiomele A1) şi A2). 
Într-un spaţiu afin (A, V, ϕ) funcţia ϕ determină o relaţie de echivalenţă pe 

mulţimea bipunctelor lui A, pe care o vom numi relaţia de echipolenţă. 
Vom spune ca bipunctul (A, B) este echipolent cu bipunctul (C, D) dacă acestea au 

aceeaşi imagine prin ϕ. 
 

(A, B) ~ (C, D) ⇔ ϕ (A, B) = ϕ (C, D)          (1.1) 
 

Se verifică uşor că relaţia “~” este reflexivă, simetrică şi tranzitivă, adică este o 
relaţie de echivalenţă pe A × A.      

Spaţiul factor A × A/~  este în corespondenţă bijectivă cu spaţiul vectorial V. 
Fiecărui vector Vv ∈  îi corepunde o singură clasă de echivalenţă de bipuncte echipolente, 
anume 
 

φ-1( v ) = { (A,B)∈A × A |φ (A,B) = v  }           (1.2)  
 
 Când identificăm spaţiul factor A × A/~ cu spaţiul vectorial 

V prin această bijecţie, clasa bipunctului (A, B) notată cu AB , poartă numele 
de  vector liber   al spaţiului afin. 
 În aceste condiţii axiomele A1) şi A2) pot fi scrise în felul următor: 

 

∀ A,B,C ∈ A ,    CACBBA
rrr

=+                                               (1.3)  
     ∀ ∈∀∈ AVv , A ,∃ B∈ A, unic aşa încât  vAB =  
 
 Fie O ∈ A un punct fixat şi A ° = {O} × A = {(O, A) / A ∈ A } mulţimea 
bipunctelor de origine O. 
 Ţinând cont de Consecinţa 1.2 şi că relaţia A ∈ A a  (O,A)∈A ° este o 
corespondenţă bijectivă, rezultă că A ° se poate identifica atât cu A cât şi cu spaţiul 
vectorial director V. 
 Când se identifică A ° cu spaţiul vectorial V se induce pe A ° structura vectorială 
din V. Vectorii acestui spaţiu se numesc vectori legaţi ai spaţiului afin sau vectori tangenţi 

în O la A şi vor fi notaţi prin OA . 
 Când   se   identifică   A    cu  spaţiul  vectorial A °,  prin bijecţia  
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A ∈ A → (O, A) ∈ A o, înseamnă că s-a considerat A  ca spaţiu vectorial, având punctul O 
ca origine. 

 Vectorul OAAOOA =∈ ),( ϕ  se va numi vector de poziţie. 
 Practic în orice punct O ∈ A  al unui spaţiu afin (A, V, ϕ) se poate construi un 
spaţiu vectorial A °, care se identifică cu A °. 
 În urma acestor identificări, se justifică noţiunea de dimensiune a unui spaţiu afin 
ca fiind dimensiunea spaţiului vectorial director V.    

Dacă  dimV= n,  atunci spaţiul afin de dimensiune  n  se va nota cu (A n, Vn)  sau 
simplu  A n. 
 
Observaţii 
 1° Un alt mod de a defini un spaţiu afin porneşte de la definirea unei relaţii de 
echivalenţă pe mulţimea bipunctelor unei mulţimi nevide A  şi apoi se cere ca spaţiul cât să 
satisfacă anumitor axiome [   ]. 
 2° Dacă spaţiul vectorial V este un spaţiu vectorial euclidian atunci spaţiul afin (A, 
V, ϕ) este numit spaţiu punctual euclidian. Dacă dimV= n, vom nota atunci prin E n spaţiul 
punctual euclidian corespunzător. Structura euclidiană a spaţiului vectorial director V va 
permite studiul proprietăţilor metrice ale unor submulţimi din spaţiul punctual euclidian E n. 
 3° Există spaţii afine care nu sunt spaţii vectoriale. Dar, orice spaţiu vectorial este 
un spaţiu afin, întrucât funcţia ϕ: V × V → V, vuvu rrrr

−=),(ϕ , verifică axiomele A1) şi 
A2). Spaţiul afin astfel definit (V, V, ϕ) se numeşte spaţiul afin canonic asociat spaţiului 
vectorial V. 
 
Exemple 
 1° Spaţiul afin standard 
 Să considerăm spaţiul aritmetic Kn. Acest spaţiu poate fi organizat ca un spaţiu 
vectorial (ex.2, §1, Cap.2) căruia îi putem asocia spaţiul afin canonic  (Kn, Kn, ϕ )  unde  
funcţia de structură afină ϕ este definită de relaţia    ϕ (A, B)  =  (b1 - a1, b2 - a2, ..., bn - an) ,    
pentru    A = (a1, a2, ..., an)   şi  B  =  (b1, b2, ..., bn) .  Acest  spaţiu  afin este numit spaţiul 
afin standard şi va fi notat tot cu Kn. 
 În   caz  particular  pentru     K = R ,  avem  spaţiul  afin  standard  
(Rn, Rn, ϕ),  în  care  spaţiul vectorial director Rn este un spaţiu euclidian (ex.1, §4, Cap.2), 
deci spaţiul afin (Rn, Rn, ϕ) devine un spaţiu punctual euclidian. 
 2° Spaţiul afin geometric al vectorilor liberi 
 Considerăm ca mulţime suport spaţiul punctual al geometriei elementare  E3 ,  
spaţiul  vectorial  al  vectorilor  liberi  V3 (ex.6, §2, Cap.2),  ca spaţiu vectorial director  şi 
funcţia   ϕ : E3 × E3 → V3, ϕ(A,B) = AB ∈V3, care asociază bipunctului (A, B) clasa de 
echivalenţă a acestuia,  ca funcţie de structură afină. 
 Obţinem  în  acest  fel  spaţiul  afin  geometric  al vectorilor liberi  
A3 = (E3, V3, ϕ). Acest spaţiu a constituit modelul spaţiilor afine.  
Vom studia în detaliu acest spaţiu în capitolul următor. 
 3° Varietăţile liniare   ale unui spaţiu vectorial V sunt spaţii afine. 
 O varietate liniară a unui spaţiu vectorial V reprezintă o submulţime  L  de forma  

'V+= aL , unde  V ′  este o subspaţiu vectorial al lui V′. 
 Dacă vom considera funcţia 

ϕ ′: L × L → V′, vwwava −=++ ),(' ϕ , 
atunci axiomele A1) şi A2) sunt verificate şi deci tripletul ( L, V′, ϕ ) este un spaţiu afin. 
 În caz particular, orice subspaţiu vectorial este un spaţiu afin. 
 
 

§3.2. Combinaţii afine. Repere în spaţii afine 
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 Fie spaţiul afin (A, V, ϕ), un sistem de puncte {A0, A1, ..., Ap} ⊂ A şi scalarii α0, α1, 
..., αp ∈ K. 
 
3.2.1 Definiţie. Numim combinaţie afină a punctelor {A0,A1,...,Ap}⊂A, punctul P ∈ A 

dat de  
  P = α0A0 + α1A1 + ...+ αpAp   cu  α0 + α1 + ...+ αp = 1  (2.1) 

 
 Relaţia (2.1) poate fi înţeleasă ca o relaţie vectorială între vectorii de poziţie ai 
punctelor P, A0, A1, ..., Ap, folosind ca punct origine un punct oarecare O ∈ A, adică 

 

pp OAOAOAOP ααα +++= ...1100                     (2.1)′ 
 Combinaţia afină (2.1) poate fi scrisă şi sub forma 

 

∑∑
==

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

p

i
ii

p

i
i AAP

1
0

1
1 αα ,   αi ∈ K,   pi ,1=           (2.2) 

  
 Scalarii α0, α1, ..., αp cu proprietatea α0 + α1 + ... + αp = 1 se numesc coeficienţii 
combinaţiei afine sau ponderi. 
 
3.2.2 Definiţie. Un sistem finit de puncte din A se numeşte afin dependent dacă 

există un punct în sistem care să se exprime ca o combinaţie afină a 
celorlalte puncte din sistem. În caz contrar vom spune că sistemul 
este afin independent. 

 
3.2.3 Propoziţie. Sistemul de puncte este afin dependent (independent) dacă şi numai 

dacă sistemul de vectori }{ 02010 pAA, ...,AA,AA  este liniar 
dependent (independent). 

 
Demonstraţie.  Dacă sistemul de puncte {A0, A1, ..., Ap} este afin dependent atunci un punct 
poate fi exprimat ca o combinaţie afină a celorlalte. Să presupunem că A0 este o combinaţie 
afină a sistemului {A0, A1, ..., Ap} 
 

A0 = α1A1+ ...+ αpAp ,  cu     α1 + α2 +... + αp = 1      (2.3) 
 
 Considerând pe A0 ca origine relaţia (3) poate fi scrisă sub forma vectorială 

pp AAAAAA 0202101 ...0 ααα +++=         (2.4) 
 Deoarece cel puţin unul din coeficienţii combinaţiei este nenul rezultă că vectorii 

pAAAAAA 02010 ,...,,  sunt liniar dependenţi. 

 Reciproc. Să presupunem că sistemul de vectori },...,,{ 02010 pAAAAAA   este  

liniar  dependent,   adică   există  scalarii α1, α2, ..., αp ∈ K nu toţi nuli aşa încât are loc 
egalitatea 
 

0... 0202101 =+++ pp AAAAAA ααα         (2.5) 
 
 Să considerăm cazul α1 + α2 +  ...+ αp = α, α ≠ 0. Demonstrăm că ecuaţia (2.5) în 
A0 are soluţie unică. 
 În adevăr, alegând O ∈ A ca origine, ecuaţia (5) poate fi scrisă sub forma : 

0)(...)()( 0202101

r
=++++++ pp OAOAOAOAOAOA ααα  

de unde rezultă 
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pp OAOAOAOA αααα +++= ...221101   sau 

p
p OAOAOAOA
α
α

α
α

α
α

+++= ...2
2

1
1

0  

adică A0 este unic determinat şi în plus, 1...21 =+++
α
α

α
α

α
α p . Deci A0 este o 

combinaţie afină a celorlalte puncte. 
 Dacă α1 + α2 +  ...+ αp = 0, cum cel puţin un scalar este nenul, de exemplu αp, din 
(5) obţinem 
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Considerând α0 = 0 obţinem 
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unde 1... 121
0 =−−−− −
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p

pp α
α

α
α

α
αα , adică sistemul de puncte {A0, A1, ..., Ap} este afin 

dependent. 
 Fie  An  un spaţiu afin  n-dimensional. 
 
3.2.4 Definiţie. Un sistem de puncte R = {A0, A1,..., An} se numeşte reper afin în 

spaţiul afin An dacă sunt îndeplinite condiţiile: 
1) R este un sistem de puncte afin independent 
2) Orice punct P ∈ An poate fi exprimat ca o combinaţie afină a 
punctelor din R . 

  
Dacă R este un reper afin, atunci pentru ∀ P ∈ A  avem 

 

nn AAAP ααα +++= ...1100  ,    ∀ P ∈ An             (2.6) 

în care   1...210 =++++ nαααα                        (2.7) 
 Sistemul de puncte {A0, A1, ..., An} afin independent, ce formează un reper afin, 

determină în mod unic sistemul de vectori liniar independenţi nAAAAAA 02010 ,...,,  ce 
reprezintă o bază a spaţiului vectorial director Vn al spaţiului afin An.  

Dacă considerăm punctul A0 = O ca punct origine al spaţiului afin An  şi notând 

baza spaţiului vectorial director cu nn AAeAAeAAe 0202101 ,...,, ===
r

 putem defini 
într-un spaţiu afin An noţiunea de reper cartezian. 
 
3.2.5 Definiţie. Se numeşte reper cartezian într-un spaţiu afinAn , 

 o pereche R = {O; B},  în care O este un punct fixat în An , iar B = 
{ neee ,...,, 21 } este o bază a spaţiului vectorial director.  

 

 Fie B = { neee ,...,, 21 } o bază a spaţiului vectorial director Vn. Atunci, pentru 

fiecare punct P ∈ An, vectorul de poziţie OP  poate fi scris în mod unic sub forma: 
 

nnexexexOP rrr
+++= ...2211              (2.8) 
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 Scalarii  x1, x2,..., xn vor fi numiţi coordonatele carteziene ale punctului P în raport 
cu reperul R = {O; B}, iar bijecţia n

nn ,...,x,xxP K )(      21 ∈∈ aA  va fi numită 
funcţie de coordonate corespunzătoare  reperului  R = {O; B}. 
 Fie    R = {O; B},   un  reper  cartezian  în  An.   Un   alt  reper    
R′ = {O′; B′}, din An va fi determinat în mod unic dacă cunoaştem vectorul  de  poziţie  al  
punctului  O′  faţă  de  reperul  iniţial  R  şi relaţia  dintre B ′ = { neee ',...,',' 21 } şi baza 

iniţială B = { neee ,...,, 21 }, adică 
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=             (2.9) 

 

 Dacă P ∈ An este un punct oarecare şi (xi), (x’j), i,j = n,1  sunt coordonatele sale în 

reperul R respectiv R′, atunci din relaţia POOOOP '    '    +=    obţinem formulele 

njiaaxax ijijiji ,1,      , 0)det(     , ' 0 =≠+=         (2.10) 
 
numite  ecuaţiile transformării de coordonate obţinute la schimbarea reperului R cu R′. 
 Dacă notăm cu   X = t[x1, x2, ..., xn],  X′ = t[x′1, x′2, ..., x′n],  A0 = (ai0), 
  A = (aij) putem scrie ecuaţiile schimbării de coordonate sub formă matriceală 
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 Matricea ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10

0AA
 de ordinul n + 1 este numită matricea de trecere de la reperul 

R la reperul R′. 
 În particular dacă B′ = B atunci A = I iar ecuaţiile (2.11) se scriu sub forma: 

 

niaxxAXX ii ,1      , 'sau          ' 010 =+=+=        (2.11)′ 
 
 Schimbarea reperului R = {O; B} cu R ′ = {O’; B } guvernată de ecuaţiile 
transformării de coordonate (11)′ se numeşte  translaţie. 
 Dacă    O′ = O,   schimbarea   reperului R = {O; B }   cu  reperul  

R′ = {O; B′}, adică ai0 = 0, ni ,1=  se numeşte centro-afinitate şi este caracterizată de 
ecuaţiile 
 

nixaxAXX iji ,1      , 'sau          ' 1 ===        (2.11)′′ 
 
Remarcă: Orice reper afin poate fi înlocuit cu un reper cartezian şi reciproc. 

 
 
§3.3. Subspaţii afine 
 
 Fie (A , V, ϕ) un spaţiu afin, A ′o submulţime nevidă a lui A şi ϕ′ restricţia lui ϕ la 
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A ′ × A ′. Dacă V ′ = ϕ (A ′ × A ′) este un subspaţiu vectorial al lui V atunci sunt 
satisfăcute axiomele A1) şi A2) pentru tripletul (A ′, V′, ϕ′ ). 
3.3.1 Definiţie. Se numeşte subspaţiu afin al spaţiului afin (A , V, ϕ) un triplet (A 

′, V′, ϕ′ ), unde A ′ ⊂ A  este o submulţime nevidă, V ′ = ϕ (A ′ × 
A ′) este un subspaţiu vectorial al lui V, iar ϕ ′ este restricţia lui ϕ  
la A ′ × A ′. 

 Un subspaţiu afin al unui spaţiu afin (A , V, ϕ) este determinat fie de submulţimea 
A ′ ⊂ A  pentru care ϕ (A ′ × A ′) = V ′ ⊂ V  este subspaţiu  vectorial, fie de  un  punct   
P0 ∈ A   şi  un  subspaţiu  vectorial V′ ⊂ V, caz în care mulţimea suport este dată de 

}'AP/'A{' V∈∈= 0AA . 
 
3.3.2 Propoziţie. O submulţime nevidă A ′ ⊂ A  este un subspaţiu afin dacă şi numai 

dacă combinaţia afină a oricăror două puncte din A ′ aparţine lui A 
′ adică 

 
∀ A, B ∈ A ′ ⇒ (1 - λ)A + λB ∈ A ′ ,   ∀ λ ∈ K           (3.1) 

 
Demonstraţie: Dacă A ′ este un subspaţiu afin atunci subspaţiul vectorial director V′ este 

dat de }'A/AP{' A∈= 0V . 

 Considerând AP0 , ' 0 V∈BP  atunci 

')1( 000 V∈=+− CPBPAP λλ  deci C = (1 - λ)A + λB ∈ A ′. 

Reciproc. Fie P0 ∈ A un punct fixat. Demonstrăm că mulţimea '}'A/AP{ V=∈A0  

este un subspaţiu vectorial. Dacă notăm cu APB λλ +−= 0)1(  atunci B ∈ A  şi deci 

'00 V∈= APBP λ . Să arătăm acum că şi suma '00 V∈+ BPAP . Pentru 
2
1

=λ  

combinaţia afină (3.1) va determina punctul 'BAc A∈+=
2
1

2
1

; adică '0 V∈CP . 

Întrucât ( ) '
2
1

000 V∈+= BPAPCP , conform primei părţi a demonstraţiei avem şi 

'CP A∈02 , deci '00 V∈+ BPAP . c.c.t.d. 
 Propoziţia (3.2) este valabilă pentru orice combinaţie afină a unui număr finit de 
puncte din A ′. 
 Se poate demonstra fără dificultate că mulţimea combinaţiilor afine finite ce pot fi 
formate cu punctele sistemului S ′ = {A0, Ai}, i ∈ I este un subspaţiu afin, pe care-l vom nota 
cu  < S′ >  sau  L(S′ )  numit subspaţiul afin generat de sistemul S′. 
 Spaţiul vectorial director al subspaţiului afin  L(S′ )  este subspaţiul vectorial 

generat de sistemul de vectori IiAA i ∈  },{ 0 , adică V ′= <{ iAA0 }>. 
 De remarcat faptul că dacă S ′ = {A0, A1, A2, ..., Ap} este un sistem finit de puncte 
afin independente din A , atunci S ′ reprezintă un reper afin pentru subspaţiul generat L(S), 

iar )AA,...,AA,AA;A( p020100=R  este un reper cartezian. În acest caz dimL(S) = p. 

 În mulţimea subspaţiilor afine ale unui spaţiu afin A  pot fi definite operaţiile de 
intersecţie şi uniune de subspaţii. 
 Prin  intersecţia  subspaţiilor afine  A ′  şi  A ′′  se înţelege submulţimea A ′ ∩ A ′′. 
Dacă A ′ ∩ A ′′ ≠ ∅ atunci spaţiul vectorial director al subspaţiului A ′ ∩ A ′′ este V′ ∩ 
V′′, unde V′ şi V′′ sunt subspaţiile directoare ale lui A ′ şi respectiv A ′′. 
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 Prin uniunea subspaţiilor afine A ′ şi A ′′ se înţelege subspaţiul afin generat de A ′′ 
şi se notează cu A ′ ∨ A ′′. Dacă A ′ şi A ′′ sunt două subspaţii afine, iar V′ şi V′′ spaţiile 
lor directoare, atunci spaţiul vectorial director al uniunii este dat de  

a) V′ + V′′, dacă A ′ ∩ A ′′ ≠ ∅ 
b) V′ + V′′ + U dacă A ′ ∩ A ′′ = ∅, unde U este spaţiul vectorial 

al  subspaţiului  afin generat  de  două  puncte   A′0 ∈ A ′ şi A′0 ∈ A ′′. 
 
3.3.3 Definiţie. Subspaţiul generat de două puncte afin independente din A, S = 

{A0, A1}, se numeşte dreaptă afină, pe scurt dreaptă, dat de  
 

A 1 = {P ∈ A / P =(1 - λ)A0 + λA1,  λ ∈ K}                 (3.2)   
 
 Spaţiul vectorial director este dreapta vectorială 
 

}   ,/{ 1000 KV1 ∈=∈= λλ AAPAVPA                     (3.3) 
 
 Punctele    A0, A1 ∈ A   sunt afin independente dacă şi numai dacă A0 ≠ A1. 
 În spaţiul vectorial V1 există cel puţin un vector nenul (A0 ≠ A1) şi orice doi vectori 
sunt liniar dependenţi, ceea ce înseamnă că dim A1 = 1.  
 Doi vectori ai spaţiului vectorial V1 se zic coliniari. 

 Proprietatea de coliniaritate a doi vectori este deci echivalentă cu 
dependenţa liniară a acestora. 
 Pentru λ = 0 obţinem P = A0, iar pentru λ = 1 se obţine P = A1. 
 
 Definind funcţia   f: A → K, prin  f(P) = λ,  ∀ P ∈ A,  λ ∈ K determinat unic de 
relaţia (3.3), obţinem o corespondenţă biunivocă între punctele dreptei A1 şi mulţimea 
elementelor din K. 
 Dacă K = R, pentru λ ∈ (0, 1), din relaţia 100 AAPA λ=  se obţin punctele 

interioare segmentului orientat 10 AA , iar pentru λ ∈ R \[0,1] se obţin punctele exterioare 

segmentului 10 AA . 
 Un reper cartezian în subspaţiul A 1 este definit de un punct fix O şi un vector nenul 
e  ∈ V1, adică R {O, 1e }. 

 Într-un reper cartezian R = {O, 1e } al spaţiului afin A 1, pentru orice punct P ∈ A 1 

vectorul de poziţie OP  se exprimă în mod unic sub forma 

exOP =                      (3.4) 
 
iar coordonata x ∈ K este numită abscisa punctului P. 
 
 
3.3.4 Definiţie. Spunem că un punct P ∈ A 1 împarte segmentul orientat AB , A ≠ 

B, în raportul k ∈ K, dacă PBkAP = . Spunem că numărul k ∈ K 
este raportul simplu al punctelor A, B, P ∈ A 1. 

  
3.3.5 Propoziţie. Punctul P ∈ A 1 împarte segmentul AB , A ≠ B, în raportul k ∈ K, 

dacă şi numai dacă pentru un punct fix O ∈ A 1, avem 
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k
OBkOAOP

+
+

=
1

,   k ≠ -1       (3.4) 

 
 Înlocuind OAOPAP −= , OPOBPB −=  în relaţia PBkAP =  se obţine 
(3.4) şi reciproc. 

În caz particular pentru k = 1 se obţine mijlocul segmentului orientat AB . 
Vom numi figură a dreptei afine A 1 orice submulţime de puncte din A 1. 
Înţelegem prin geometria afină a dreptei A 1 mulţimea noţiunilor, figurilor şi 

proprietăţilor lor bazate pe axiomele ce definesc un spaţiu afin. 
 

3.3.6 Definiţie. Subspaţiul generat de trei puncte S = {A0, A1, A2} ∈ A afine 
independente se numeşte plan afin, pe scurt plan, dat de  

},,AAA)(P/P{ K∈μλμ+λ+μ−λ−=∈=   1 210AA   (3.5) 
  
 Spaţiul vectorial director este planul vectorial 
 

V2 = { PA0 ∈ V / PA0  = λ 10 AA  + μ 20 AA ,  λ, μ ∈ K}         (3.6) 
 
 Vectorii spaţiului V2 se numesc vectori coplanari. 
 În spaţiul A 2 trei puncte afin independente determină doi vectori liniar 
independenţi şi orice trei vectori din V2 sunt coplanari, ceea ce înseamnă că dim A 2 = 2. 
 Un reper cartezian în subspaţiul afin A 2 este definit de un punct fix O ∈ A 2 şi 
vectorii 1e , 2e  ∈ V2, adică R = {O, 1e , 2e }. 

 Într-un reper cartezian R, pentru orice punct P ∈ A 2 vectorul de poziţie OP  se 
exprimă în mod unic sub forma 
 

OP  = x 1e  + y 2e                          (3.7) 
 
iar coordonatele  x, y ∈ K  sunt numite abscisa şi respectiv ordonata punctului P. 
 Subspaţiile proprii ale planului afin A 2 sunt dreptele afine. 
 Două drepte ale planului afin se zic paralele dacă sunt caracterizate de acelaşi 
spaţiu vectorial director. Relaţia de paralelism în planul afin A 2 este o relaţie de echivalenţă, 
iar o clasă de echivalenţă în raport cu această relaţie defineşte o direcţie în plan. 
 Se  numeşte figură a planului A 2,orice  submulţime de puncte a sa . 
 Înţelegem prin geometria afină a planului A 2 mulţimea noţiunilor, figurilor şi 
proprietăţilor lor bazate pe axiomele ce definesc noţiunea de spaţiu afin. 
 Dacă avem patru puncte A0, A1, A2, A3 ∈ A  afin independente, atunci subspaţiul 
afin A 3 , dat de mulţimea punctelor 
 

},,,AAAA)(P/P{ K∈νμλν+μ+λ+ν−μ−λ−=∈=   1 3210AA 3   (3.8) 
 
are drept spaţiu vectorial director, spaţiul 

 

},,  ,/{ 302010003 K∈++=∈= νμλνμλ AAAAAAPAVPAV  (3.9) 
Acest subspaţiu afin este de dimensiune trei. 
 Modul în care este construit spaţiul afin A 3 permite stabilirea unei corespondenţe 
biunivoce între mulţimea punctelor spaţiului afin A 3 şi mulţimea punctelor spaţiului afin 
standard K3. Oricărui punct P ∈ A 3 îi corespunde o singură ternă ordonată de numere (λ, μ, 
ν) ∈ K3, dată de (3.8). 
 În baza acestei corespondenţe biunivoce putem dota spaţiul afin A 3 cu proprietăţile 
spaţiului afin standard K3. 
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 Subspaţiile spaţiului afin A 3 sunt subspaţiile de dimensiune unu, dreptele afine şi 
respectiv subspaţiile afine de dimensiune doi, adică planele afine. 
 Astfel, o dreaptă afină din spaţiul afin A 3, pe scurt dreaptă, este generată de două 
puncte distincte A, B ∈ A 3. Punctele unei drepte d ⊂ A 3 sunt caracterizate de 
 

K ABAP ∈∀= λλ    ,                              (3.10) 
 
 Un subspaţiu afin de dimensiune doi al spaţiului afin A 3 se numeşte plan afin, pe 
scurt plan. Planele spaţiului A3 le vom nota cu literele mici ale alfabetului grec (α, β, ...). 
 Un plan α ⊂ A 3 este generat de trei puncte A, B, C ∈ A 3 afin independente. 
 Punctele planului α sunt caracterizate de relaţia vectorială 
 

K ABABAP ∈∀+= μλμλ ,   ,                             (3.11) 
 
 Dacă considerăm un punct oarecare fixat O ∈ A 3, atunci (3.11) poate fi scrisă sub 
formă echivalentă 
 

K ABABOAOP ∈∀++= μλμλ ,   ,                            (3.11)′ 
 
 Fie planele α, β ∈ A 3. Dacă   α ∩ β ≠ ∅   atunci  spaţiul  vectorial director al 
intersecţiei α ∩ β este dat de Vα ∩ Vβ, unde Vα şi Vβ sunt spaţiile vectoriale directoare 
corespunzătoare planelor α şi respectiv β. 
 
 Subspaţiul   Vα ∩ Vβ   poate  fi de  dimensiune  unu  sau  doi.  
 

 Dacă   dim Vα ∩ Vβ = 1  atunci intersecţia  α ∩ β = d, este o dreaptă afină, iar dacă 
dim Vα ∩ Vβ = 2  atunci planele  α şi β sunt confundate. 

 
 Dacă α ∩ β ≠ ∅ atunci planele α şi β sunt paralel (strict). 
 În spaţiul afin  A 3,   un  reper  cartezian  este  dat de un punct fixat 
 O ∈ A 3  şi o bază  B = { 321 ,, eee }  a  spaţiului vectorial director  V3, adică R = 

),,;( 321 eeeO . Oricărui punct P ∈ A3 îi asociem vectorul de poziţie OP  având 
exprimarea 
 

332211 exexexOP ++=                              (3.12) 
 
 Scalarii x1, x2, x3 ∈ K reprezintă coordonatele punctului P în reperul R şi 
caracterizează în mod unic acest punct. 
 
 Construcţii asemănătoare pot fi făcute considerând mai multe puncte afin 
independente ale spaţiului afin A , obţinând în acest fel spaţii afine de dimensiuni mai mari. 
 

 Fie A şi A  două spaţii afine. 
 
 
3.3.7 Definiţie. O aplicaţie  t: A→ A  cu  proprietatea  t(αP + βQ) = = αt(P) + 

βt(Q), ∀ P, Q ∈ A şi  ∀ α, β ∈ K, α + β = 1 se numeşte aplicaţie 
afină (morfism de spaţii afine). 
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 O aplicaţie afină  t: A → A  determină în mod unic morfismul (aplicaţia liniară 

asociată) T: V → V~  între spaţiile vectoriale asociate. Ştiind că pentru Vv ∈∀  şi ∀ A ∈ A  

,  ∃ B ∈ A astfel încât ϕ (A, B)   = v , putem  defini aplicaţia liniară asociată T : V → V~  
prin relaţia ))(),((~)( BtAtvT ϕ=r

, unde ϕ~  este funcţie de structură afină a spaţiului 

A . Definiţia nu depinde de alegerea punctului  A. 
 
 Mulţimea aplicaţiilor afine bijective de la un spaţiu afin A la el însuşi (transformări 
afine) formează, în raport cu operaţia de compunere a aplicaţiilor, un grup GA(A) numit 
grupul afin (grupul afinităţilor). 

Vom numi figură a spaţiului afin A orice submulţime de puncte a sa . 
 

 Prin geometria afină a spaţiului afin A vom înţelege studiul figurilor şi 
proprietăţilor acestora care sunt invariate de grupul afin. 
 
 Cele mai simple şi în acelaşi timp cele mai importante proprietăţi afine sunt: 
 

- proprietatea de coliniaritate a trei puncte  
 
- proprietatea a două subspaţii afine de a fi paralele 
 
-   raportul simplu determinat de un punct, care împarte un segment  

orientat AB . 
  
 Alte proprietăţi afine se stabilesc în general cu ajutorul acestora, motiv pentru care 
proprietăţile amintite vor fi numite proprietăţi afine fundamentale. 
 
 
 

§3.4. Spaţiul afin geometric al vectorilor liberi 
 
 Fie E3 spaţiul punctual al geometriei elementare şi V3 spaţiul vectorial al vectorilor 
liberi. 

 Dacă  asociem  oricărui bipunct  (A, B) ∈ E3 × E3  vectorul  liber AB ∈ V3  atunci 

aplicaţia ϕ : E3 × E3 → V3 , ϕ (A, B) = AB  satisface proprietăţile A1) şi A2) din definiţia 
spaţiului afin, adică 

A1) ∀ A, B, C ∈ E3 ,   ACBCAB =+  
A2) ∀ v ∈ V3, ∀ A ∈ E3 există un punct B ∈ E3 unic determinat de relaţia 

vAB = . 
 
3.4.1 Definiţie. Tripletul  A3 = ( E3, V, ϕ )  se numeşte spaţiul afin geometric al 

vectorilor liberi. 
 
 Elementele spaţiului afin A3 sunt puncte şi vectori. Punctele spaţiului afin A3 sunt 
punctele mulţimii suport E3 pe care le vom nota cu majuscule A, B, C, ..., O, P, ..., iar 
vectorii spaţiului afin A3  sunt vectorii spaţiului vectorial director V3, vectorii liberi pe care-

i vom nota cu AB , CD , ..., sau cu ,...,,,...,, vuba . Aplicaţia ϕ : E3 × E3 → V3 ce 
satisface axiomele A1) şi A2) reprezintă funcţia de structură afină, iar relaţia de echivalenţă 
definită de aceasta pe mulţimea E3 reprezintă tocmai relaţia de echipolenţă  ′′~′′  a 
segmentelor orientate, aşa cum aceasta a fost definită în geometria euclidiană. 
 Fie O ∈ E3 un punct fixat. Aplicaţia ϕ : E3 × E3 → V3 definită prin ϕ0(A) = ϕ(O, A), 
∀ A ∈ E3 este bijectivă (Consecienţa 1.2) ceea ce permite identificarea spaţiului punctual E3 
cu spaţiul vectorial al vectorilor liberi. 
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 Punctul O ∈ E3, corespunzător vectorului nul 3V∈0 , va fi considerat drept 
origine a spaţiului afin A3. În plus, ∀ v ∈V3   există în mod unic un punct A ∈ E3 determinat 

de relaţia vOA = . Vectorul OA  este numit vectorul de poziţie al punctului A. 

 Mulţimea vectorilor de poziţie formează un spaţiu vectorial izomorf cu 
spaţiul vectorial al vectorilor liberi. 
 Să considerăm acum două puncte distincte A şi B din spaţiul E3. Subspaţiul afin 
generat de A şi B, 

L({A, B}) = {P ∈ E3/ ∃ λ ∈ R  astfel încât  P = (1 - λ)A + λB} = d 
este un subspaţiu de dimensiune unu numit dreaptă afină, pe scurt dreaptă, având spaţiul 
vectorial director dreapta vectorială 

V1 = { AP ∈ V3 / ∃ λ ∈ R astfel încât ABAP λ= } 
 
 Pentru orice punct P ∈ d \ {A, B}, coliniar cu A şi B, sistemul de puncte {A, B, P} 
este afin dependent, echivalent cu faptul că vectorii AP  şi AB  sunt liniar dependenţi. 
(Propoziţia 1.1). 
 Reamintim că doi vectori care au aceeaşi direcţie se numesc vectori coliniari. 
Vectorii subspaţiului V1 au aceeaşi direcţie ceea ce justifică definiţia coliniarităţii dintr-un 
spaţiu afin oarecare. 
 
3.4.2 Propoziţie. Doi vectori  u   şi  v  ∈ V3  sunt coliniari dacă şi numai dacă sunt 

liniar dependenţi, adică  ∃ λ, μ ∈ R, 022 ≠+ μλ  astfel încât 
0=+ vu rr μλ . 

 
Demonstraţie. Fie O ∈ E3 un punct fixat. Există A, B ∈ E3 astfel încât OAu =   şi  

OBv = . Dacă u , v  sunt coliniari atunci punctele O, A, B sunt coliniare, adică sistemul 
de puncte { O, A, B} este afin dependent, ceea ce este echivalent cu dependenţa liniară a 
vectorilor OA  şi OB . 

 Segmentele orientate OA  şi OB  sunt reprezentanţa vectorilor u   şi  v  în 
punctul O, adică u   şi  v  sunt liniar dependenţi pentru orice alegere a punctului O. 

Reciproc, dacă u   şi  v  ∈ V3 sunt liniar dependenţi, atunci ∀ O ∈ E3, vectorii uOA =  şi 

vOB =  sunt liniar dependenţi, adică sistemul de puncte { O, A, B} este afin dependent. 
Coliniaritatea punctelor O, A, şi B este echivalentă cu faptul ca vectorii u   şi  v  au aceeaşi 
direcţie. c.c.t.d. 
 Dacă }{\v 03V∈  atunci 3 V∈∀u  coliniare cu v , poate fi scrisă sub forma: 

vu λ=  ,   λ ∈ R      (condiţia de coliniaritate)      (4.1) 
 
3.4.3 Consecinţă. Submulţimea 

331 0    V VVV ⊂≠λ=∈λ∃∈= }v,vu,R/u{  a tuturor 
vectorilor coliniari cu vectorul nenul v  este un subspaţiu vectorial 
unidimensional. 

 Orice trei puncte necoliniare sunt afin dependente, ceea ce înseamnă că orice doi 
vectori necoliniari sunt liniar independenţi. 
 Trei puncte A, B, C ∈ E3 necoliniare determină un plan. Planul generat de aceste 
puncte afin independente este dat de 
 

A2 = {P ∈ E3 | ∃ λ, μ ∈ R , P = (1- λ - μ)A +  λB + μC } = π 
 
subspaţiu afin având drept spaţiu vectorial director planul vectorial 
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}ACμABλAPR,  μλ,|AP{ +=∈∃∈=   32 VV  
 
 Pentru orice punct  P∈ π\ { A, B, C}, sistemul { A, B, C, P} este afin dependent 
adică vectorii AP , AB  şi AC  sunt liniar dependenţi. 
 Trei vectori u , v  şi w  se zic coplanari dacă aceştia sunt paraleli cu un plan. 
 
3.4.4 Propoziţie. Trei vectori u , v , w  ∈ V3 sunt coplanari dacă şi numai dacă 

sunt liniar dependenţi, adică ∃ λ, μ, ν ∈ R, λ2 + μ2 + ν2 ≠ 0  astfel 
încât  0

r
=++ wvu νμλ . 

 
Demonstraţia este similară celei din propoziţia precedentă. 
Dacă u , v  ∈ V3 \{ 0 } sunt doi vectori, atunci ∀ w ∈ V3 coplanar cu u  şi v , 

poate fi scris sub forma: 
 
w  = vu μλ + ,   λ, μ  ∈ R ,  (condiţia de coplanaritate)         (4.2) 

 
3.4.5 Consecinţă. Submulţimea 

     332 }0    { VVV ⊂≠+=∈∃∈= v,u,vμuλwR, λ,μ|w , 
a tuturor vectorilor coplanari cu vectorii nenuli u  şi v , este un 
spaţiu vectorial bidimensional . 

 
 Fie acum patru puncte  A, B, C, D ∈ E3  necoplanare.   Sistemul de puncte { A, B, 
C, D} este afin independent , ceea ce înseamnă că orice trei vectori necoplanari sunt liniar 
independenţi. Spaţiul afin generat de patru puncte necoplanare este de dimensiune trei şi 
orice cinci puncte ale acestui spaţiu vor fi afin dependente. 
 Vectorial acest lucru se exprimă prin următoarea teoremă: 
 
3.4.6 Teoremă. Spaţiul vectorial V3 al vectorilor liberi din E3 are dimensiunea trei. 
 
Demonstraţie. Orice patru puncte necoplanare formează un sistem afin independent ceea ce 
este echivalent cu existenţa a trei vectori u , v , w  necoplanari (liniar independenţi). Să 
arătăm că aceşti trei vectori necoplanari generează spaţiul vectorial al vectorilor liberi V3. 

Pentru aceasta fie x  un al patrulea vector, un punct oarecare O ∈ E3 şi OA , OB , OC , 

OX  reprezentanţii vectorilor u , v , w , x  în punctul O (fig. 1) 

 
fig. 1 

 
 Folosind de două ori regula paralelogramului de însumare a doi vectori liberi în 
paralelogramele OA1X1B şi respectiv OX1XC1 rezultă că 

C 

C1 

B1 

A1 

X1 
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111 OCOBOAOX ++=  
 

Cum, 1OA  şi OA , 1OB  şi OB , 1OC  şi OC  sunt coliniari rezultă că există 
scalari λ, μ, ν ∈ R aşa încât 

 

OCOBOAOX νμλ ++=  
relaţie echivalentă cu 
 

wvux νμλ ++= , 
 
adică vectorii necoplanari { u , v , w } formează o bază a spaţiului vectorial al vectorilor 
liberi, deci dim V3 = 3. c.c.t.d. 
 Pentru un punct fixat O ∈ E3 şi o bază dată { 321 ,, eee } în V3, ansamblul  R (O; 

321 ,, eee )  reprezintă  un  reper  cartezian în spaţiul afin  
A3 = ( E3, V3 , ϕ ). 

 Oricărui punct P ∈ E3 îi asociem în mod unic vectorul de poziţie OP  a cărui 
expresie analitică în reperul R este dată de 
 

332211 exexexOP ++=  ; x1, x2, x3 ∈ R 
 

Scalarii x1, x2, x3 ∈ R vor fi numiţi coordonatele carteziene ale punctului P iar 
funcţia  

 
f: E3 → R3   ; 3

3213 ),,( R∈∈ xxxEP a  
 
este numită funcţia de coordonate. 
 
 Funcţia de coordonate permite stabilirea unei corespondenţe biunivoce  între  
mulţimea punctelor spaţiului punctual  E3  şi spaţiul vectorial  R3. 
 
 Dacă u  ∈ V3 este un vector liber oarecare atunci există un singur punct P ∈ E3 şi 

numai unul, astfel încât OPu =  ceea ce înseamnă că în reperul R  vectorul u  se scrie 
sub forma 

 

332211 exexexu ++= , 
 
scalarii x1, x2, x3 ∈ R, coordonate ale punctului P, vor fi numiţi coordonatele vectorului ur  
în reperul R. 
 Bijecţiile menţionate mai sus justifică indentificarea deseori a spaţiilor E3, V3 şi R3.  

Acest fapt ne permite să privim, în acelaşi timp, spaţiul aritmetic R3 ca pe un spaţiu 
de puncte şi ca pe un spaţiu vectorial, adică să considerăm spaţiul afin standard (R3, R3, ϕ ). 
 Dacă R (O; 321 ,, eee )  este un reper cartezian fixat şi spaţiul afin geometric A3 şi  

x1, x2, x3 ∈ R  coordonatele vectorului u  ∈ V3, vom scrie ur  = ( x1, x2, x3) sau ur ( x1, x2, x3). 
 În acest context, dacă 1u  ( x1, x2, x3) şi 2u  ( y1, y2, y3) sunt doi vectori liberi, 
atunci: 
 1° 1u  este coliniar cu 2u  ( 1u || 2u ) dacă şi numai dacă coordonatele lor sunt 

proporţionale (egale în cazul particular  1u  = 2u ). 
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 2° 1u , 2u , 3u  sunt coplanari dacă şi numai dacă coordonatele unuia sunt 
combinaţii liniare de coordonatele celorlalţi doi. 
 Fie un plan α ⊂ E3, şi o dreaptă d ⊂ E3 care intersectează planul α într-un singur 
punct şi fie un punct oarecare A ∈ E3. Planul prin A paralel cu planul α intersectează dreapta 
d  într-un singur punct A′. 
 Punctul A′ ∈ d se numeşte proiecţia paralelă cu planul α a punctului A pe dreapta 
d. 
 

 Dacă AB ∈ V3 este un vector liber oarecare, A′ şi B′ fiind proiecţiile paralele cu 

planul  α  al punctelor A şi respectiv B, atunci vectorul ''BA  este numit proiecţia paralelă 
cu planul α  a vectorului AB  pe dreapta d (fig. 2) 

 
 

fig. 2 
 

 
 Dacă prin punctul A construim dreapta d ′ paralelă cu d aceasta intersectează planul 
α în punctul A′′. 
 Punctul A′′ este numit proiecţia paralelă cu dreapta d a punctului A pe planul α. 

 Dacă AB ∈ V3 este un vector liber oarecare, A′′ şi B′′ fiind proiecţiile paralele cu 

dreapta d ale punctelor A şi respectiv B pe planul α, atunci vectorul  '''' BA   este numit 
proiecţia paralelă cu dreapta  d  a vectorului AB  pe planul α (fig. 3). 
 

 
fig. 3 

 
 În  ambele  cazuri  se  demonstrează  uşor  că  proiecţia  unui  vector ABu =1  nu 
depinde de alegerea reprezentanţilor acestui vector. 
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 Fie în spaţiul geometric E3 un punct O şi dreptele Ox1, Ox2 şi Ox3 care  determină  
planele  distincte   x1Ox2, x2Ox3 şi x3Ox1  prin  punctul  O . 
 

 
fig. 4 

 
 Notăm cu A1, A2, A3 proiecţiile punctului A pe dreptele  Ox1,Ox2, Ox3 paralele cu 
planele x2Ox3, x3Ox1 şi respectiv x1Ox2. 
 Vectorul de poziţie OA  poate fi scris  sub forma 
 

321 OAOAOAOA ++=  ,                        (4.3) 
 

numită   descompunerea vectorului OA  după direcţiile Ox1,Ox2, Ox3. 
 Mai mult, dacă considerăm reperul R (O; 321 ,, eee ) în care { 321 ,, eee } este o 
bază a spaţiului vectorial al vectorilor liberi V3 şi care determină   direcţiile   dreptelor   Ox1, 

Ox2,  Ox3,   atunci   există   scalarii  a1, a2, a3 ∈R astfel încât 111 eaOA = , 222 eaOA = , 

333 eaOA = . 
 Dacă u  ∈ V3 este un vector liber ce are ca reprezentant în punctul O vectorul de 

poziţie OA , el poate fi scris în reperul R, în mod unic sub forma 
 

332211 eaeaeau ++=                         (4.4) 
 

Scalarii a1, a2, a3 ∈R, coordonatele vectorului 1u  în reperul dat, nu depind de 
alegerea reprezentanţilor, astfel aceste coordonate sunt perfect determinate de proiecţiile 
paralele ale vectorului 1u  pe cele trei direcţii. 
 
 

§3.5. Spaţiul punctual euclidian al vectorilor liberi 
 
 
 Introducerea noţiunii de vector liber în spaţiu geometric E3 a fost 
posibilă ţinând seama de noţiunile fundamentale ale geometriei euclidiene 
cum ar fi punctul, dreapta, planul, distanţa, precum şi de axiomele la care 
sunt supuse aceste noţiuni. 
 În ultimul paragraf al capitolului precedent au fost puse în evidenţă 
câteva proprietăţi, fără a apela la noţiunea de distanţă. Gama acestor 

x3 

A3 

x1 

A1 

x2 A2 

A 

O 
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proprietăţi se îmbogătăţeşte mult dacă pe spaţiul vectorial al vectorilor liberi 
se defineşte un produs scalar. Se defineşte astfel noţiunea de spaţiu punctual 
euclidian al vectorilor liberi ⌡3. Produsul scalar defineşte la rândul său 
noţiunile de normă euclidiană a unui vector, unghiul a doi vectori şi 
respectiv noţiunea de distanţă euclidiană. În cele ce urmează, vom aborda 
calea construcţiei acestuia aşa cum a decurs în matematică şi vom evidenţia 
apoi echivalenţa noţiunilor introduse cu cele definite în cazul general. Vom 
folosi unele noţiuni definite în cadrul structurii de spaţiu afin geometric al 
vectorilor liberi şi vom pune în evidenţă diferenţele specifice ce apar în 
cazul structurii euclidiene. 
 
 

§3.5.1. Proiecţii ortogonale 
 
 Fie E3 spaţiul de puncte  al geometriei euclidiene ,definit cu ajutorul 
unui sistem axiomatic, în care considerăm introdusă noţiunea de vector. 
 Lungimea unui vector AB  ∈ V3  a fost definită de numărul real 
d(AB), adică distanţa dintre punctele A şi B, pe care o vom nota în continuare 
cu | AB |, modulul vectorului AB  sau lungimea geometrică a vectorului AB . 
 Un vector e  cu proprietatea | e | = 1 se numeşte versor sau vector 
unitate.  Orice vector   u  ∈ V3    coliniar cu  e   poate  fi  scris  sub  forma 
u  = |u | ⋅ e . 
 Am definit în paragraful precedent proiecţia pe o dreaptă paralelă cu 
un plan şi respectiv proiecţia pe un plan paralelă cu o dreaptă. Dacă dreapta 
d ⊂ E3 este perpendiculară pe planul α ⊂ E3 atunci proiecţia paralelă cu 
planul α a vectorului v  ∈ V3 pe dreapta d va fi numită  proiecţia ortogonală 
a vectorului v  pe dreapta d şi va fi notată cu vpr d ,  iar proiecţia paralelă cu 
dreapta d a vectorului v  pe planul α va fi numită proiecţia ortogonală a 
vectorului v  pe planul α şi va fi notată cu vprα . 
 Se demonstrează uşor că proiecţia unui vector pe două drepte 
paralele ne procură acelaşi vector, ceea ce înseamnă că proiecţia unui vector 
pe o dreaptă depinde numai de direcţia acesteia. De aceea dacă u  este un 
vector nenul care defineşte direcţia dreptei d, atunci putem vorbi de proiecţia 
lui v  pe u , pe care o vom nota cu vpru . 
 Dacă   e    este   versorul   lui   u ,   adică   u  = |u | e , atunci pentru 
∀ v ∈ V3 , vpru  este un vector coliniar cu e , vpru = | vpru | ⋅e . 

 Numărul real | vpru | se numeşte mărimea algebrică a proiecţiei 

ortogonale vpru  pe care o vom nota simplu vpru , şi care reprezintă 
coordonata vectorului v  pe direcţia determinată de u . 
 
3.5.1.1 Teoremă. Pentru  u  ∈ V3 \ { 0 } ∀ v , w  ∈ V3 , şi  ∀ λ ∈ R avem: 
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vprvpr

wprvprwvpr

uu

uuu

λλ =

+=+

)(

)(
         (1.1) 

 
Demonstraţie. Fie o dreaptă având aceeaşi direcţie cu u  şi vectorii 

ABv = , BCw = , având suma ACBCABwv =+=+  (fig. 1). 
 Notând cu '' BA  şi respectiv ''CB  proiecţiile vectorilor u  şi w  pe 
dreapta d rezultă 

wprvprCBBACAACprwvpr uuuu +=+===+ '''''')(  
Analog (fig. 2) 
 

vprBACAACprvpr uuu λλλ ==== '''')(  
 
 

fig. 1             fig.2 
 
 Proprietăţile din teorema 1 ale proiecţiei ortogonale induc aceleaşi 
proprietăţi pentru mărimea algebrică a acestei proiecţii, adică 

 

vprvpr
wprvprwvpr

uu

uuu

 )(
)(
λλ =

+=+
         (1.2) 

 Dacă considerăm două semidrepte |OA şi |OB în spaţiul punctual E3, 
atunci numim unghi al vectorilor liberi OAv = , OBw = , nenuli, notat cu 

);( wv<=ϕ , unghiul ϕ ∈ [O, π] format de semidreptele |OA şi |OB. 

 Vectorii u  şi w  nenuli sunt ortogonali dacă unghiul lor este 
2
π . 

Unghiul vectorilor u  şi w  nu depinde de alegerea reprezentanţilor OA  şi 
respectiv OB . Convenim că vectorul nul  este ortogonal pe orice vector. 
 Noţiunea de unghi permite explicitarea mărimii algebrice a proiecţiei 
unui vector în funcţie de lungimea vectorului şi unghiul dintre vector şi 
direcţia dreptei pe care se face proiecţia (fig. 3). 
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fig. 3 
 

ϕcos|||| vvpru =           (1.3) 
 
 Cu aceste elemente putem introduce noţiunea de produs scalar pe 
spaţiul vectorial al vectorilor liberi. 

§3.5.2. Produsul scalar 
  
 Fie V3 spaţiul vectorial real al vectorilor liberi 
 
3.5.2.1 
Teoremă. 

Funcţia ′′⋅′′ :V3 × V3 → R, definită prin  

                         
   |u |.| v | cos(u , v ) ,  ∀  ∈vu,  V3   \ { 0 }  

                             =⋅ vu                                                                (2.1) 

         0 ,      pentru  0=a  sau / şi  0=b  
defineşte un produs scalar pe spaţiul vectorial al vectorilor 
liberi. 

 
Demonstraţie. Să verificăm cele patru condiţii ce definesc un produs scalar.  
1. vuvuvuu ⋅+⋅=⋅+ 2121 )(  ,      ∈∀ vuu ,, 21  V  3  
 Din definiţia produsului scalar şi proprietatea (1.3) avem   vu ⋅   =  
=|u |  ⋅  | vpru |  =  | v |  ⋅  | uprv | ,  ∀ vu ,  ∈ V3  \ { 0 }  deci    vuu ⋅+ )( 21 =  

=| v | ⋅ | )( 21 uuprv + | = |)||(||| 21 upruprv vv + = |)|  ||||  || 21 uprvuprv vv + = 
= 1u · v  + 1u · v . 
 
2. (αu )· v  = α(u · v ),   ∀ u , v  ∈ V3,  ∀ α ∈ R. 
(αu )· v = | v | | ) ( uprv α |=α | v | | uprv |=α (u · v ),   ∀u , v ∈V3,  ∀α∈ R. 
 
3. u · v  = v ·u ,  ∀ u , v ∈ V3 . Comutativitatea rezultă din comutativitatea 
produsului în mulţimea numerelor reale. 
 
4. u · u  ≥ 0, u · u  = 0 ⇔ u  = 0 , ∀ u  ∈ V3. 

< u , u > = |u |2 ≥ 0,   |u |2 = 0  ⇔ u  = 0 . 
 
 Pentru cazul în care cel puţin un factor al produsului scalar este 
vectorul nul proprietăţile rezultă imediat. 
 
3.5.2.2 
Consecinţă. 

Spaţiul vectorial al vectorilor liberi V3 înzestrat cu 
produsul scalar (2.1) este un spaţiu vectorial euclidian 
real. 

 
3.5.2.3 
Consecinţă. 

Spaţiul afin A3 = ( E3, V3, ϕ ) având ca spaţiu vectorial 
asociat spaţiul euclidian V3 , devine un spaţiu punctual 
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euclidian pe care-l vom nota cu ⌡3. 
 
Observaţii.  

1° În paragraful precedent au fost evidenţiate bijecţiile naturale 
dintre  spaţiile  E3,  V3   şi  R3.   Astfel,   având  fixat  un  reper  cartezian   R 
(O; 321 ,, eee ) în spaţiul afin A3, funcţia de coordonate f: V3 → R3, definită 
prin   f (u ) = ( x1, x2, x3) ∈ R3, ∀ u  ∈ V3 , realizează o bijecţie între cele 
două spaţii vectoriale. Această bijecţie reprezintă un izomorfism de spaţii 
vectoriale care permite transportul structurii euclidiene canonice definită pe 
R3  pe spaţiul vectorial al vectorilor liberi V3. 
 Se verifică uşor că aplicaţia : 
 

< ,> :V3 × V3 → R,  (u , v )  →  <u , v > =: <f(u ),  f( v )>R                 (2.2) 
 

este un produs scalar pe V3, unde  < , >R   este produsul scalar definit pe  R3. 
 Cu ajutorul acestui produs scalar se defineşte în mod natural norma 
||u || = >< vu ,  = >< )v),  f(uf( R 

 Dacă considerăm două puncte arbitrare A, B ∈ E3 şi vectorii de 
poziţie  OA   şi  OB   caracterizaţi de ternele  ( x1, x2, x3) ∈ R3 ,  şi  respectiv 
( y1, y2, y3) ∈ R3, atunci vectorul OAOBAB −=  va fi caracterizat de terna 
(y1 – x1, y2 – x2, y3 – x3) şi va avea norma dată de  

|||| AB  = >< ABAB,  = >< )(),( ABfABf R   =  

= 2
33

2
22

2
11 )()()( xyxyxy −+−+−  = ),( BAδ  = | AB |. 

 Acest rezultat arată că norma  || AB || definită de produsul scalar (2.2) 
coincide cu lungimea geometrică | AB | , a vectorului AB . 
 Unghiul a doi vectori nenuli OA  şi OB  ∈ V3  definit de produsul 
scalar < , > coincide cu unghiul (geometric) definit de direcţiile 
semidreptelor |OA şi |OB . În adevăr, 

||||||||
,cos

OBOA
OBOA
⋅

><
=ϕ    =  

|||| OB
OBprOA    =   

|| OB
OBprOA    =   ),(  cos OBOA< . 

 În consecienţă, produsul scalar (2.2), indus de bijecţia f,  pe spaţiul 
vectorial V3 al vectorilor liberi, coincide cu produsul scalar (2.1). 
 2° Cunoaşterea produsului scalar pe spaţiul vectorial al vectorilor 
liberi permite calculul lungimii vectorilor şi a unghiului dintre doi vectori: 
 

|| a || = aa  ,   
|||||||

cos
ba

ba
⋅
⋅

=ϕ  , ),( ba<=ϕ                 (2.3)    

 3° Doi vectori nenuli sunt ortogonali ⇔ produsul lor scalar este nul. 
 Fie B = { 321 ,, eee } o bază în spaţiul vectorial V3. 

Dacă 332211 eaeaeaa ++=  şi 332211 ebebebb ++= ,  atunci obţinem: 
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33333223322222

3113312112211111

)(      
)()(

eebaeebabaeeba
eebabaeebabaeebaba

++++++
+++++=

      (2.4) 

 Deci, produsul scalar a doi vectori este perfect determinat dacă se 
cunoaşte înmulţirea scalară a vectorilor bazei B. 
 O bază în V3 formată din vectori ortogonali doi câte doi este numită  
bază ortonormată iar coordonatele unui vector într-o bază ortonormată se 
numesc  coordonate euclidiene. 
 În geometria euclidiană se demonstrează că printr-un punct există 
trei drepte perpendiculare două câte două de unde rezultă existenţa unui 
reper cartezian ortonormat în spaţiul punctual euclidian ⌡3. 
 Dacă B = { i , j , k } este o bază ortonormată în V3 atunci 

1 === kkjjii , 0 === kjkiji , adică produsul scalar al vectorilor bazei 
B  este dat de tabelul 

⋅ i  j  k 
i  1 0 0 
j  0 1 0 
k  0 0 1 

 Produsul scalar a doi vectori oarecare kajaiaa 321 ++=  şi 
kbjbibb 321 ++=  va avea expresia canonică 

 332211 babababa ++=          
(2.5) 

 Proiecţia ortogonală a vectorului a  pe direcţia vectorului i  este dată 

de iaiiai
ii
iaapri 1)( === , analog jaapr j 2=  şi kaapr k 3= . Astfel 

coordonatele euclidiene ale vectorului a  reprezintă mărimile proiecţiilor 
ortogonale  ale  lui  a   pe  cele  trei axe ale reperului cartezian ortonormat . 
 Expresiile analitice ale normei unui vector şi respectiv unghiului a 
doi vectori vor fi date de 

|| a || = 2
3

2
2

2
1 aaa ++               

(2.6) 

),cos( ba  = 
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211

bbbaaa
bababa

+++++

++ ,  ϕ ∈ [0, π]     (2.7) 

 

 În particular vectorii a  şi b  sunt ortogonali dacă şi numai dacă 
 

 a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0                     (2.8) 
 

§3.5.3. Produsul vectorial 
 
 Fie   vectorii   a    şi  b  ∈ V3.  Pentru  a  ≠ 0   şi   b ≠ 0   notăm cu 
ϕ ∈ [0, π] unghiul dintre a  şi b

r
. 

 
3.5.3.1 Definiţie. Se numeşte produs vectorial operaţia binară internă 
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“×”:V3 × V3 → V3 , care asociază perechii ordonate 
( a ,b ) vectorul c  notat cu a  × b , caracterizat de 

1° || a  × b || = || a || ⋅ || b || ⋅ sin ϕ 
2° c  = a  × b  este ortogonal pe a  şi b  
3° Sensul vectorului c  = a  × b  este dat de regula mâinii 
drepte când rotim pe a  peste b  sub un unghi ascuţit 
(regula burghiului drept) (fig. 4) 

 
fig. 4 

 
 Dacă notăm cu  e   versorul direcţiei ortogonale pe  a   şi  b  atunci 
a  × b  = || a || ⋅ || b || ⋅ sin ϕ ⋅ e . 
 
3.5.3.2 
Propoziţie. 

Produsul vectorial are următoarele proprietăţi: 

1. a  × b  = - b  × a  (anticomutativitatea) 
2. a  × (b  + c ) = a  × b + a  ×c  (distributivitatea) 
3. (αa ) × b  = a  × (αb ) = α ⋅ a  ×b  (omogenitatea) 
4. pentru 0, ≠ba , 0=×ba ⇔ ab λ=   

5. pentru ab λ≠ , norma || a  × b || reprezintă aria paralelogramului 
construit pe reprezentanţii  într-un punct ai vectorilor a  şi b . 

 
Demonstraţie.  

1.Din  definiţia   produsului  vectorial rezultă că vectorii a  × b  şi b  
× a  au aceeaşi normă, aceeaşi direcţie, dar sensuri opuse. 
 2. Să considerăm reprezentanţii  OA , OB  şi OC  ai vectorilor a  şi 
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b  şi respectiv c  în punctul O ∈ E3 şi planul π prin O perpendicular pe 
direcţia vectorului a . (fig. 5) 
 

fig. 5 
 
 Notând cu OBprOB π=' , OCprOC π='  obţinem  

a  × b  = || a || ⋅ ||b || ⋅ sin ϕ ⋅ 1e  = || a || ⋅ || 'OB || ⋅ 1e = OA  × 'OB  = ''OB  
analog a  × c  = OA  × 'OC  = ''OC  
 Dacă OB  + OC  = OD  iar paralelogramul OB′D′C′ este  proiecţia 
paralelogramului  OBDC  pe planul π ,  atunci ' ' ' OCOBOD +=  = ODprπ . 

 Vectorul ''OB  se obţine rotind cu un unghi de π /2 vectorul 'OB  în 
planul π, şi înmulţind vectorul obţinut cu || a ||. Analog se obţine ''OC  din 

'OC . Prin rotirea paralelogramului OB′D′C′ cu un unghi de π /2 şi înmulţind 
cu  || a || se obţine tot un paralelogram (asemenea cu primul) de unde rezultă 
că ''OD  ⊥ 'OD  şi || ''OD || = || 'OD || ⋅ ||OA ||. Deci 

babaOBOAOBOA

OCOBODODOAODOAcba

×+×=×+×=

+==×=×=+×

''                 

''''''')(  

 Similar se demonstrează distributivitatea produsului vectorial în 
raport cu primul factor, adică 

cbcacba ×+×=×+ ))(  
3. Pentru α > 0, vectorul αa  are direcţia şi sensul vectorului a  iar 

(αa )×b  şi α( a ×b ) au aceeaşi direcţie şi acelaşi sens. În plus,  
 

|)(|  || ||                 
sin|| || || sin||||  |)(|

baba
bababa

×=×=

==⋅×=×

αα
ϕαϕαα

 

 

 Pentru α < 0, vectorul αa  are direcţia şi sensul lui - a  iar (αa ) ×b  
şi α( a ×b ) au aceeaşi direcţie şi acelaşi sens. În plus, 
 

|)(|  || ||                 
)sin(|| || || )sin(||||  |)(|

baba
bababa

×=×=

=−=−⋅×=×

αα
ϕπαϕπαα

 

 

 Analog se demonstrează a × (αb ) = α ( a  ×b ). 
 Pentru α = 0, din 3 rezultă a × 0  = 0 . 

4. Dacă a , b  ≠ 0 , din a ×b = 0 rezultă că || a ×b || = 0 ⇔ sinϕ = 0, 
adică vectorii a şi b  sunt coliniari, b  = λ a . 

Din definiţia produsului vectorial avem  || a × a || = 0 , de unde 
obţinem a × a = 0 . 

Dacă b  = λa  atunci a ×b  = a ×(λa ) = λ ( a × a ) = 0. 
5. Pentru a şi b  necoliniari construim paralelogramul OACB (fig. 6) 

B

A
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ϕ
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fig. 6 

 

hOA

OBOAOBOAba

  ||||                  

sin||||||||  |||| ||||

⋅=

⋅⋅=×=× ϕ
 

adică aria paralelogramului determinat de a şi b . 
 Dacă B ( i , j , k ) este o bază ortonormată în V 3 atunci folosind 
definiţia produsului vectorial şi proprietăţile acestuia, obţinem tabelul 
 

× i  j  k  
i  0  k  - j  
j  - k 0  i  
k  j  - i  0  

                    (3.1)

Astfel, produsul vectorial a doi vectori a  şi b , kajaiaa 321 ++=  şi 
kbjbibb 321 ++= , va avea expresia canonică 

 
kbabajbabaibababa )()()( 122131132332 −+−+−=× ,      (3.2) 

 
 Expresia canonică (3.2) se poate obţine dezvoltând după prima linie 
determinantul formal 
 

321

321

bbb
aaa
kji

ba =×          (3.2)′ 

 
 Doi vectori sunt coliniari ( a  × b = 0 ) dacă şi numai dacă 
 

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==           (3.3) 

 

 Produsul scalar şi produsul vectorial satisfac identitatea lui Lagrange: 
 

( ba )2 + ( a  × b )2 = || a ||2 ⋅ ||b ||2        (3.4) 
 
 

§3.5.4. Dublu produs vectorial 
 
3.5.4.1 Definiţie. Fie vectorii a , b , c  ∈ V3. Se numeşte dublu produs 

vectorial al vectorilor a , b  şi c  vectorul 
 

            )( cbav ××=                                                (4.1) 
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 Din definiţia produsului vectorial rezultă că vectorul v  este coplanar 
cu vectorii  b  şi c  (vectorii din paranteză). Dacă construim vectorul 
( a ×b ) × c = w , acesta va fi un vector coplanar cu a  şi b  de unde rezultă 
că wcbacbav =××≠××= )()( . 
 Se poate demonstra uşor, folosind expresiile analitice ale vectorilor 
a , b  şi c , formula de dezvoltare a dublului produs vectorial 
 

 cbabcacba )()()( ⋅−⋅=××      
(4.2) 

 
sau  sub  forma  determinantului   simbolic 
 

                         
caba

cbcba =×× )(        

(4.3) 
 
 

§3.5.5. Produsul mixt 
 
3.5.5.1 Definiţie. Fie vectorii a , b , c  ∈ V3. Se numeşte produsul mixt al 

vectorilor a , b  şi c  numărul real ( a , b , c ) dat de  
 
( a , b , c ) = : a (b  × c )                                          (5.1) 

 
3.5.5.2 Teorema. Produsul mixt are următoarele proprietăţi:  
 

1) ( cbaa ,,21 + ) = ( 1a , b , c ) + ( 2a , b , c ) 
2) (αa , b , c ) = α ( a , b , c ) 
3) ( 1a , 2a , 3a ) = εσ ( )3()2()1(

,, σσσ aaa ) , σ ∈ S3, εσ = ± 1. 

4) ( a , b , c ) = 0  ⇔ a , b , c  sunt liniar dependenţi (coplanari) 
5) |( a , b , c )| =  cbaVol ,,.   ,    pentru ∀a , b , c ∈ V 3 \ {0} 

 
 Proprietăţile 1) şi 2) , aditivitatea şi respectiv omogenitatea, rezultă 
din definiţia produsului mixt şi se extinde pentru orice factor. 
 Proprietatea 3) se poate exprima echivalent prin proprietăţile: 
 

3)′ ( a , b , c ) = (b , a , c ) = ( c , a , b ) 
 
ce exprimă invarianţa produsului mixt la permutări circulare, adică εσ = + 1 
(σ ∈ S3  - permutare pară) şi 
 

3)′′ ( a , b , c ) =  -  ( b , a , c ) , 
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şi celelalte relaţii corespunzătoare permutărilor impare care exprimă 
proprietatea de anticomutativitate pentru orice doi factori alăturaţi. 
 Echivalenţa 4) rezultă imediat pentru cel puţin un factor egal cu 
vectorul nul, iar pentru a , b , c  ∈ V 3\ {0}, anularea produsului mixt este 
echivalentă cu ortogonalitatea vectorilor a  şi b × c , adică coplanaritatea 
vectorilor a , b  şi c . 
 Dacă notăm cu cbaVol ,,.  volumul paralelipipedului format de 

reprezentanţii vectorilor  a , b , c   într-un punct  O ∈ E3  (fig.7 )   
 

fig.7  
 
şi  notând cu θ = < (b , c ) , cu ϕ = < ( a , b × c ),  obţinem 
 

cbacb Volh
cbacbacba

,,),( .              
|||| )cos||(||cos||||||||),,(

±=⋅±=
=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=

A
ϕϕ

 

 
 Dacă B = ( i , j , k ) este o bază ortonormată în spaţiul vectorial al 
vectorilor liberi V 3, iar a  = ia1  + ja2  + ka3 , kbjbibb 321 ++=  şi 

kcjcicc 321 ++=  sunt expresiile analitice ale vectorilor a , b  şi respectiv 
c , atunci produsul mixt are expresia canonică dată de 
 
 

321

321

321

),,(
ccc
bbb
aaa

cba =            

(5.2) 
 
 
 Ţinând seama de proprietăţile determinanţilor şi de expresia analitică 
canonică a produsului mixt pot fi uşor de verificat proprietăţile 1-5. 
 Spunem că o bază B = { a , b , c } ⊂ V 3  este pozitiv (negativ) 
orientată dacă produsul mixt ( a , b , c ) este pozitiv (negativ). 
 
 

A 

B O 

C 

b

cb ×  

ϕ

θ

a

c
h 
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§3.6. Probleme rezolvate 
 

3.6.1. Pe latura BC a unui triunghi ABC se consideră un punct M 

care împarte segmentul BC în raportul k
MC
BM

= . Să notăm 

.,, mAMbACcAB === Să se demonstreze relaţia : .
1 k

kbcm
+
+

=  

Soluţie: 

Din relaţia k
MC
BM

= , obţinem: 

11 +
=⇔

+
=

+ k
k

BC
BM

k
k

MCBM
BM                                                      )1(  

Vectorii BM şi BC sunt coliniari şi prin urmare, 

                                        .
1

BC
k

kBM
+

=                                                          

)2(  
În triunghiul ABM, vectorul AM se exprimă cu ajutorul vectorilor AB  şi 
BM  prin relaţia: 

                                  .BMABAM +=                                                  )3(  
 

 
                 A 
 
 
 
 
    
   B     M              C 
 

 
Substituind BM din (2)şi (3) obţinem: 

AM = AB +
k

BCABkAB
k

BCkABABkBC
k

k
+

++
=

+
++

=
+ 1

)(
11

             

(4) 
În triunghiul ABC, vectorul AC se exprimă cu ajutorul relaţiei: 

ACBCAB =+                                                         (5) 

Substituind valoarea lui AC din (5) în (4), obţinem: AM = 
k
ACkAB

+
+

1
. 

Ţinând seama de notaţiile vectoriale din ipoteză, se obţine: .
1 k

bkcm
+
+

=  

Observaţie: 
 Dacă k = 1, atunci punctul M este mijlocul laturii BC. Prin 

urmare, AM este mediană. 
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Formula (6) devine 

2
cbma

+
=  

 
3.6.2. Se dă triunghiul ABC. Fie AP, respectiv AQ bisectoarele 

interioare şi exterioare unghiului A. Să notăm AB = c, AC = b, BC = a. 
 

1) Să se demonstreze relaţiile: 

);(

);(

ACcABbyAQ

ACcABbxAP

−=

+=
 

2) Notăm cu m raportul în care punctul P împarte 
segmentul BC. Să se demonstreze relaţia: 

.
1 m

ACmABAP
−
−

=  

3) Să se demonstreze că bisectoarea AP împarte 
latura BC în segmente proporţionale cu celelalte 
două laturi. 

Soluţie: 
1) Să notăm cu u , v şi w versorii dreptelor AB,AC şi AP (figura 

3.6.2).  
Deoarece AP este bisectoare rezultă 
 
 
 
 
 
                                                   A 
 
 
 
                      Q 
                                          B      P 
                                                                                  C 
 

Fig.3.6.2. 
 
 
 
 
că vectorul w =u + v  are aceeaşi direcţie cu vectorul AP . Vectorii 
w  şi AP sunt colineari. 
AP = λw =λ(u + v ). 
Să observăm că: 
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.;;
b

ACv
c

ABuvbACucAB ==⇔==  

Din aceste relaţii deducem: 

( ).ACcABbx
c
ABAP +==

λ  

Se observă din figura 3.6.2. că vectorul u - v  are aceeaşi direcţie cu 
AQ . Printr-un procedeu de demonstraţie analog cu cel de la punctul 
precedent, se obţine: 

).( ACcABbyAQ −=  

1) Să notăm .
PC
PBm = Din figura 3.6.2. deducem: 

( ) ( )APmAPmAPACmABAPACmAPABPCmPB −=−=−⇔−=−== 1
 

Din această relaţie deducem: 

.
111 m

ACm
m

AB
m

ACmABAP
−

−
−

=
−
−

=  

2) Ţinând seama de relaţiile precedente putem scrie: 

( ) .
11

1
1

AC
m

mcxAB
m

bx
m

ACmABACcABbx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−⇔

−
−

=+

 
 Deoarece vectorii AB şi AC sunt liniar independenţi, obţinem 
relaţiile: 

m
mcx

m
bx

−
−

=
−

=
1

;
1

1  

Se împart cele două relaţii membru cu membru şi se obţine: 

.
PC
BP

c
bm

c
b

=⇔−=  

Observaţie: 
 Din relaţiile stabilite mai sus se obţine: 

( ) ;1

1

1
1

1
cb

b
cbmb

x
+

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
−

=    .
cb

ACcABbAP
+
+

=  

 
3.6.3. Se dau vectorii a ,b  şi c  pentru care se cunoaşte 

2,1 == ba  şi .3=c  

 

( ) ( ) ( ) .
6

,;
4

,;
3

, πππ
=== cbcaba <<<  

Să se calculeze norma vectorului a +b - c . 
 
Soluţie: 
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Se ştie că: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
36231636232321

,2,2,2

22

222

−−=−−+++

=−−+++=−+⋅−+=−+ cbcabacbacbacbacba

 
 

( ) 1
2
121

3
cos, =⋅⋅=⋅⋅=

πbaba  

 

( )
2

23
2
231

4
cos, =⋅⋅=⋅⋅=

πcaca  

 

( ) 33
2
332

6
cos, =⋅⋅=⋅⋅=

πcbcb  

 
 
3.6.4. Se dau vectorii: 

,3

,2

nmb

nma

+=

−=
      .2,1 == nm  

Se cere:  
a) lungimea diagonalelor paralelogramului construit cu vectorii a  şi 

b ; 
 b) unghiul  dintre cele două diagonale, ştiind că unghiul dintre m  şi 

n  este .
3
π  

 
Soluţie: 
 
 
 
                                                a  
 
                                                  1dba =+  
 
                                                             2dba =−  
 
 

Fig. 3.6.3. 
 

a) 51555 11 =•==⇒=+= mdmbad  
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( ) ( )
( ) .21

2
1214241,44

222

222

22

=•••+•+=++

=−−•−−=⇒−−=−=

nmnm

nmnmdnmbad
 

b) ( ) ( )
=

−
=

•
=

215
,,cos

22

21

21
21

ba

dd
dddd<  

 

( ) ( ) ( )
=

•−−
=

•−−−•−+
=

215

105

215

6944
22222

nmmnmmmnmnm

 

.
21
3

215
15

215
105 −

=
−

=
−−

=  

( ) .
21
3arccos, 21 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=dd<  

 

3.6.5. Să se calculeze unghiul dintre vectorii m  şi n  ştiind că 
dcba ⊥⊥ , unde: 

nmcnmbnma +=−=+= 3,32,   şi  .3nmd +−=  

 

Soluţie: 

Ortogonalizarea vectorilor a  şi b , respectiv c  şi d , conduce la: 

( ) ,03cos20,
22
=−−⇔= nnmmba α  

( ) ,03cos830,
22
=++−⇔= nnmmdc α  

unde prin α s-a notat unghiul dintre vectorii m şi n . 

Adunând cele două relaţii se obţine: 

.cos7cos7
2

αα nmnmm =⇔−=−  
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Dacă se elimină 
2

m din primele două relaţii se obţine: 

.3cos33cos13
2

nmnnm =⇔= αα  

Ultimele două relaţii, prin împărţire, conduc la: 

.
91
3arccos

713
3cos ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
±=⇔

•
= αα  

 

3.6.6. Fie vectorii: 

kjia −+= 2  

kjib ++= 3  

 

a) Cercetaţi dacă vectorii a  şi b sunt ortogonali şi determinaţi 
proiecţia vectorului a pe b  şi proiecţia lui b pe a . 

b) Determinaţi ( ).,ba<  

c) Verificaţi identitatea lui Lagrange în cazul acestor vectori. 

Soluţie: 

a) Doi vectori sunt ortogonali dacă produsul lor scalar este 0. 

( ) ( ) ,4113112, =•−+•+•=ba  rezultă că a  şi b  nu sunt ortogonali. 

( ) .
11
4

131
4,

222
=

++
==

b
baaprb  

( ) .
6

4
112

4,
222
=

++
==

a
babpra  

b) ( ) ( ) ( ) .
66
4arccos,

66
4

611
4,,cos ===

•
= badeci

ba
baba <<  
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c) Identitatea lui Lagrange este: 

( ) .
2222

bababa •=•+×  

Se calculează produsul vectorial dintre a  şi b : 

kji
kji

ba 534
131
112 +−=−=×  

( ) .50534 222 =+−+=×ba  

Verificăm relaţia şi avem: 

( ) ( ) ( )2222
116450 •=+ adevărat. 

3.6.7. Fie kjirA 2+−=  

 krB =  

 kjirC ++= 2  

vectori de poziţie ai vârfurilor unui triunghi ABC. 

Determinaţi: 

a) aria triunghiului ABC; 

b) un vector perpendicular pe planul vectorilor AB şi AC având 
lungimea 142 ; 

c) determinaţi distanţa de la vârful A la latura BC a triunghiului; 

d) aflaţi măsura unghiului A al triunghiului ABC; 

e) să se determine un punct D în planul triunghiului ABC astfel încât 
rD să fie perpendicular pe BC şi să aibă mărimea 4. 

                                                     

                                                       A 

 

                                                                              C×  
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                                 Ar  

 

                                   O                    Br                        B 

Fig.3.6.4. 

 

Soluţie: 

 

=AB Br - Ar = i− + j - k  

=AC Cr - Ar = i +2 j - k  

=BC Cr - Br =2 i + j  

a)   Aria ΔABC = 

14
2
1941

2
132

2
1

121
111

2
1

2
1

=++=−−=
−
−−=× kji
kji

ACAB  

b) colinear
ACv

ABv
⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⊥

⊥
 cu ( )ACAB×  

( ) ( )kjiACABv 32 −−=×= αα  

kjiv 32 −−•= α  

Avem 14142 •= α de unde 2=α deci .2±=α  

Atunci ( ).322 kjiv −−±=  

c) Aria ΔABC = ( ) .
5

14
12

142
2

,,
2

=
+

==⇒• Δ

BC
Ariad

BC
CBAd ABC  
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d) Măsura unghiului A se poate determina din produsul scalar AB cu 

AC (aflând cos ˆА) sau scriind aria ca .
2

sin^AACAB •
 

 

 sin ˆА= .
3
7arcsin

3
7

18
14

63
142 ^ =⇒===

•
Δ A
ACAB

Aria ABC  

e) D(x,y,z) 

    D∈(ABC) dacă produsul mixt dintre D şi celelalte este zero  

⇒( ) 0,, =DCDBDA  

.0
0

=•⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⊥

=++=
BCr

BCr

kzjyixr
D

D

D  

 

3.6.8. Se dau vectorii: 

 a  = λ i +4 j +6 k  

 b  = i +λ j +3 k  

 c  = λ i +4 j  

 Să se determine λ astfel încât cei trei vectori să fie coplanari şi în acest 
caz să se descompună vectorul  a  după direcţiile vectorilor b  şi c . 

  

Soluţie: 

 Vectorii a ,b , c  sunt coplanari dacă sunt liniar dependenţi (produsul 
mixt ( a ,b , c ) = 0). 

Dacă ( a ,b , c ) = 0 atunci 0
04
31
64
=

λ
λ

λ
 

2 + 12λ-6λ2-12λ = 0 
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λ2 + 4 – 4 = 0 ⇒λ1 = 2 sau λ2 = -2. 

Dacă λ = 2:   

 

= 2 i +4 j +6 k  

b  = i +2 j +3 k  

c  = 2 i +4 j  

atunci: a  = αb +β c  

 2 i +4 j +6 k  = (α + 2β) i  + (2α + 4β) j  + (3α k ) 

 ba 2
0
2

=⇒
⎭
⎬
⎫

=
=

β
α

 

Dacă λ = -2: 

 a = m( i -2 j +3 k ) + n(-2 i +4 j ) 

 a =(m-2n) i +(-2m+4n) j +3m k  

⇒ .22
2
2

cba
n
m

+=⇒
⎩
⎨
⎧

=
=

 

 

3.6.9. Să se determine volumul paralelipipedului construit pe vectorii: 

 a  = 2u - v + w ; b  = u - w ; c  = u + w  care au originea comună şi u =1; 

v =2; w =3;< ( u , v ) = 
2
π ; < ( u , w )= 

3
π ;< ( u , w )= 

4
π . 
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Soluţie: 

 

 

 

  

 

 

 

                              u × v  

 

 

 

                                                                         θ                    w  

                                                                                         

 

                                                                                                                v  

 

 

            u  

Fig.3.6.5 
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Se ştie că volumul paralelipipedului construit pe vectorii a ,b , c  are valoarea: 

V = ( ).cba ×•  

Calculăm pe rând:  

 

b × c  = (u - w )×(u ×w ) = u ×u +u ×w - w ×u - w ×w  = 0 + u ×w +u ×w -0 = 
2u ×w  

 

a •(b c )=(2u - v - w )•2(u ×w )=4(u ,u , w )-
2( v ,u , w )+2( w ,u , w )=2(u , v , w )=2( w ,u , v ) 

 

 

a      b      c     u     v     w    ×   =   + 

V= ( ).cba ×• =2

( )( ) ( ) ..26
2
212132,cos,sin =•••••=×• vuwvuvuw <<  

 

Cosinusul unghiului dintre w şi u × v se află din: 

 

cos2 ( )vu,< + cos2 ( )wu,< + cos2 ( )vuw ×,< =1 

 

deci
2
1cos

2
1

2
2 2

22

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ . 

3.6.10. Fiind date punctele A(4,-2,2), B(3,1,1), C(4,2,0), determinaţi 
vârful D al tetraedrului ABCD ştiind că punctul D∈O2 şi volumul tetraedrului 
ABCD este 4 unităţi. Determinaţi de asemenea şi lungimea înălţimii dusp din 
D pe baza ABC. 
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Soluţie: 

 D∈O2  deci coordonatele punctului D sunt: D(0,0,α). 

 

kjiAD )2(24 −++−= α  

kjiAB −+−= 3                        ( ) =
−
−−
−−

==⇒
240
131
224

6
,,

6

α
εε ADACABV  

kjAC 24 −=  

 

( ) .54
3

222284212
3

120
131
224

3
=⇒=

−
⇒−++−=

−
−−
−−

= αααε
α

ε  

Punctul D are coordonatele (0,0,5). 

Dacă se notează cu h înălţimea construită din D pe planul ABC, atunci 
volumul se poate exprima: 

3
ABCAriah

V
•

=  . 

Avem vectorii AB  şi AC  şi rezultă produsul vectorial: 

kji
kji

ACAB 422
240
131 −−−=

−
−−=×  

624
2
11644

2
1

2
1

==++=×= ACABAriaABC  

 

Atunci h = .62
6
433
=

•
=

ABCAria
V  
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3.6.11. Calculaţi valoarea expresiei: 

( ) ( ) 2
,

)(,
,

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

×
×××

=
cba
cba

ba
baE  

ştiind că vectorii 3,, Vcba ∈  sunt necoplanari, iar vectorii a  şi b  sunt nenuli 
şi nu sunt ortogonali. 

 

Soluţie: 

 Ţinând cont de interpretarea produsului vectorial dublu: 

( ) ( )cbabca
caba

cbcba •−•=
••

=×× )(  

 

( )( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]

( )( ) ( )( )
( )( ) =+
•

•×−•×
=+

×••
•−•×

= 2
,,

2
cbaba

cbababcaba
cbaba

cbabcabaE  

 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) =+
•

•−•
=+

•
×•−×•

= 2
,,

,,,,2
,, cbaba

cbababbaca
cbaba

cbababbaba  

 

( ) ( )
( ) ( ) 1212

,,
,,,0

=+−=+
••
•−

=
cbaba
cbaba  

 

3.6.12. Să se calculeze: 

( )cbabaa +++ ,, . 

 

Soluţie: 
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( )cbabaa +++ ,,  = ( )=×+×+×+×+×+× cbbbabcabaaaa  

( ) ( ) ( ) ( ).,,,,,, cbacbacaacbaaa =+=×+×=  

S-au folosit proprietăţile: 

1) 0=× aa  

2) .abba ×−=×  

3) ( ) 0,, =caa  

 

3.6.13. Să se calculeze: 

( )accbba +++ ,,  

 

Soluţie: 

Folosind definiţia produsului mixt se obţine: 

( ) ( )( ) ( )[ ] ( )[ ]=×+×+×+×+=×××+=+++ acccabcbbaaccbbaaccbba ,,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cbaacbabbcbbacaabacba ,,2,,,,,,,,,,,, =+++++=  

În calcul s-a ţinut cont de distributivitatea produsului scalar şi vectorial faţă de 
suma vectorilor. 

 

3.6.14. Să se verifice egalitatea: 

( ) ( )
( ) ( ).,,,, cba

b
accbba

cbba
=

×××
×××  

 

Soluţie: 

Numărătorul expresiei din membrul stâng poate fi privit ca un dublu produs 
vectorial ( ) .,, cbba×  

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) ( ).,,,,,, cbabbabccbabbbaccbabcbba =−=×−×=×××  
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Numitorul expresiei din stânga este un produs mixt care devine: 

( ) ( )( ) ( )[ ].,, accbbaaccbba ××××=×××  

În paranteza pătrată se reia raţionamentul de mai sus: 

( )( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )[ ]{ } ( ) ( ) ( )[ ]=−×=×−××=×××× cbbacbacbabcbaacbcbaaccbba ,,,,
 

( ) ( )[ ] ( ) .,,,,
2

cbabaccba =×=  

Reconstituind raportul din stânga egalităţii se obţine: 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ).,,,,

,,
,, 2 cba

b
cba
cbab

accbba
cbba

==
×××
×××  

 
 

 
 
 

§3.7. TEME DE REZOLVAT PENTRU EVALUARE 
 

3.7.1. Fie A, B două puncte distincte ale unui spaţiu afin real A, λ ∈ R, λ ≠ ± 1 şi 

C, D ∈ A definite prin BAC
1

 
1

1
−

+
−

=
λ
λ

λ
, BAD

λ
λ

λ +
+

+
=

1
 

1
1

. Dacă 

DCE
2
1

2
1

+=  atunci EBEA 2λ= . 

 

3.7.2. Fie A1, A2, …, An ∈ A, λ1, λ2, …, λn ∈ R cu ∑
=

=
n

i
i

1
0λ . Să se arate că 

vectorul i

n

i
iMAv ∑

=

=
1

λ  nu depinde de alegerea punctului M ∈ A. 

 

3.7.3. Punctul M împarte segmentul AB în raportul 
n
mk = . Să se demonstreze că 

OB
nm

mOA
nm

nOM
+

+
+

=  oricare ar fi punctul O ∈ A. 

 
3.7.4. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC şi M un punct oarecare. Să se 

demonstreze relaţia MGMCMBMA 3=++ . 
 

 

3.7.5. Fie A1, A2, …, An ∈ A ,  λ1, λ2, …, λn ∈ R astfel încât 0
1

≠=∑
=

λλ
n

i
i . Să 

se arate că punctul P este centru de greutate al sistemului de puncte {A1, A2, …, An} cu 
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ponderile 
λ
λi  dacă şi numai dacă 0

1

r
=∑

=
i

n

i
i PAλ . Să se scrie relaţia pentru centrul de 

greutate al unui triunghi. 
 
 

3.7.6. Fie A1, A2, …, An şi respectiv B1, B2, …, Bn puncte distincte din spaţiul afin 

real A. Considerând punctele nA
n

A
n

A
n

G 1...11
21 +++=  şi respectiv 

nB
n

B
n

B
n

G 1...11' 21 +++= , să se arate că '...2211 GGnBABABA nn =+++ . În 

particular două sisteme finite de puncte { A1, A2, …, An } şi { B1, B2, …, Bn } au acelaşi 

centru de greutate cu ponderile 
n
1

, 
n
1

, …, 
n
1

 dacă şi numai dacă 

0...2211

r
=+++ nnBABABA . 

 
3.7.7. Fie A, B, C ∈ A  trei puncte afin independente. Să se arate că dacă punctele 

P şi Q împart segmentele orientate AB  şi respectiv AC  în acelaşi raport, atunci vectorii 

PQ  şi BC  sunt coliniari şi reciproc (teorema lui Thales). 
 

3.7.8. Fie A, B, C trei puncte afin independente şi E, F, G punctele ce  împart 
segmentele orientate AB , BC  şi respectiv CA  în raport cu a, b şi c. Să se arate că o 
condiţie necesară şi suficientă ca punctele E, F, G să fie afin dependente este ca λ1 ⋅ λ2 ⋅ λ3 
= - 1 (teorema lui Menelaus). 
 

3.7.9. Fie A, B, C trei puncte afin independente, E (respectiv F) un punct coliniar 
cu punctele A şi C (respectiv A şi B) astfel încât dreptele afine generate de sistemele de 
puncte {B, E} şi {C, F} să aibă un punct comun D. Să se arate că punctele 

DAX
2
1

2
1

+= , FEY
2
1

2
1

+=  şi CBZ
2
1

2
1

+=  sunt afin dependente (dreaptă 

Newton-Gauss). 
 

3.7.10. În spaţiul afin canonic R3 se consideră punctul O( 2, –1, 3) şi sistemul de 
puncte R = {E0= ( 1, -2, -3), E1 = ( 1, 1, -5), E2 = ( -2, -1, 3),   E4 = ( 6, 1, 2)} 

a) Să se scrie reperul cartezian R ′ cu originea în O, asociat lui R. 
b) Să se determine schimbarea de coordonate la trecerea de la reperul R ′  la 

reperul R′′ = {O; f1, f 2, f 3} , unde f 1 = ( 1, 2, 0) ,  f 2 = ( 0, 1, 2), f 3 = ( 2, 0, 1) 
şi să se indice transtaţia şi centro-afinitatea prin care se realizează această 
schimbare de reper. 

 
3.7.11. Fie   nma 2+=  ,    nmb 3−=  ,  unde   || m || = 5 ,    || n || = 3 

,   < ( 'm , 'n ) = 
2
π . Să se calculeze: 

a) lungimile diagonalelor paralelogramului construit pe a  şi b ; 
b) unghiul dintre diagonale; 
c) aria paralelogramului determinat de a  şi b . 
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3.7.12. Fie a  şi b  doi vectori perpendiculari, cu || a || = 3, ||b || = 4. 
Să se calculeze || )2()3( baba −×− ||. 

 
3.7.13. Fie m , n , p  vectori necoplanari. Să se studieze liniara 

independenţă a vectorilor 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
++=
+−=

        c
 2

32

nm
pnmb
pnma

 

3.7.14 Fie kjiv βα ++= 2 . Să se determine α şi β astfel încât v  să 
fie perpendicular pe vectorii kjia 24 ++−=  şi kjib −−= 33 . Să se 
calculeze unghiul dintre v  şi ba + . 

 
3.7.15. Se dau vectorii kbjav −=1 , kciav −−=2 , jcjbv −=3 . Să se 

calculeze: ( 1v , 2v , 3v ), 1v × ( 2v × 3v ) şi 1v  + 2v  + 3v . 
 
3.7.16 Să  se  determine   λ   astfel  încât  vectorii   1v = kji 32 −+ ,  

2v = kji 22 +− , 2v = kji +−λ  să fie coplanari şi să se găsească relaţia de 
dependenţă liniară. 

 
3.7.17 Să se calculeze aria şi înălţimea din A în triunghiul  ABC  dat 

de A (0, 1, 0), B ( 2, 0, 1), C ( -1, 0, -4).   
 
3.7.18 Să se calculeze volumul tetraedrului ABCD şi înălţimea din A a 

acestuia, unde A ( 3, 2, -1), B ( 4, 3, -1), C ( 5, 3, -1), D ( 4, 2, 1). 
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Capitolul 4 
  
  GEOMETRIA LINIARĂ ÎN SPAŢIU 
  
  În acest capitol vor fi studiate varietăţile liniare ale spaţiului 
punctual euclidian E3 = (E3,V3,ϕ) pornind de la diferite moduri de precizare 
geometrică a lor. Varietăţile liniare de dimensiune unu respectiv doi din 
spaţiul E3 sunt subspaţii afine proprii în spaţiul afin E3 , adică dreptele şi 
respectiv planele afine. 
 Un subspaţiu afin poate fi determinat fie de o submulţime de 
puncte ale sale, fie de un punct al său şi de subspaţiul director. Vom porni 
de la aceste condiţii geometrice şi vom caracteriza algebric dreptele şi 
planele spaţiului E3 raportându-ne la un reper cartezian ortonormat 
R(O; kji ,,  ). 
 Luând în considerare structura euclidiană a spaţiului vectorial 
director V3 vom aborda aspectele legate de unghiuri şi distanţe. 
 
 
   Obiective operaţionale: 
 
4.1. Să reţină principiul geometriei analitice: unei forme geometrice îi 
corespunde cel puţin o ecuaţie şi reciproc. În cazul nostru unui plan îi 
corespunde o ecuaţie de gradul întâi şi reciproc. 
4.2. Să poată scrie ecuaţia unui plan şi ecuaţiile unei drepte în spaţiu în 
situaţiile prezentate. 
4.3. Să fie capabil să stabilească poziţiile; punct-plan, punct-dreaptă, plan-
plan, dreaptă-plan. 
4.4. Să poată calcula distanţe şi unghiuri în geometria liniară (de gradul 
întâi) din spaţiu. 
 
   Conţinutul capitolului: 
§4.1. Planul în spaţiu 

4.1.1. Planul prin trei puncte 
 4.1.2. Planul printr-un punct, paralel cu două direcţii 

  4.1.3. Planul printr-un punct perpendicular pe o dreaptă 
  4.1.4. Poziţia relativă a două plane 
  4.1.5. Poziţia relativă a trei plane 

§4.2. Dreapta în spaţiu 
 4.2.1. Dreapta determinată de un punct şi o direcţie 
 4.2.2. Dreapta determinată de două puncte distincte 
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 4.2.3. Dreapta ca intersecţia a două plane 
 4.2.4. Poziţia relativă a două drepte 
§4.3. Unghiuri şi distanţe 
 4.3.1. Unghiul a două drepte în spaţiu 
 4.3.2. Unghiul a două plane 
 4.3.3. Unghiul dintr-o dreaptă şi un plan 
 4.3.4. Distanţa de la un punct la o dreaptă în spaţiu 
 4.3.5. Distanţa de la un punct la un plan 
 4.3.6. Distanţa dintre două drepte oarecare în spaţiu 
§4.4. Probleme rezolvate 
§4.5. Teme de rezolvat pentru evaluare 
§4.6. Bibliografie 

 
 

§4.1. Planul în spaţiu 
 

În E3 , spaţiul  al geometriei euclidiene, un plan este în mod unic 
determinat de următoarele condiţii: 
 

1) trei puncte necoliniare 
2) un punct şi două drepte neparalele 
3) un punct şi o dreaptă perpendiculară pe plan. 

4.1.1. Planul prin trei puncte 
Fie M0, M1, M2 ∈ E3 trei puncte necoliniare (afin independente). 

Subspaţiul afin π ⊂ E3 generat de punctele M0, M1, M2 are ca spaţiu 
vectorial director un subspaţiu de dimensiune doi în spaţiul vectorial V3, dat 
de  
 

V2 = { R∈∃ ∈ 3 μλ,|0 VMM  ,  astfel încât  20100 MMMMMM μλ += } 
 

 Un punct M ∈ π dacă şi numai dacă MM 0  ∈ V2. 

O 

M0 

M2 M 

M1 
π 2r

r

rr

0r
r

2r
r

fig.1. 
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Dacă notăm cu rr  = OM , ir

r  = iOM ,  i = 0, 1, 2 vectori de poziţie 
ai punctelor M şi respectiv M0, M1, M2 în reperul cartezian R (O; i , j , k ), 
(Oxyz) atunci mulţimea punctelor planului π va fi caracterizat de relaţia 
vectorială 
 

)()( 12010 rrrrrr −+−+= μλ   ,   λ, μ ∈ R    (1.1) 
 
numită ecuaţia vectorială a planului prin trei puncte. 

Dacă (x, y, z), (xi, yi, zi) ∈ R3, i = 0, 1, 2 sunt coordonatele punctelor 
M şi respectiv Mi, i = 0, 1, 2 atunci ecuaţia vectorială (1.1) scrisă în reperul 
cartezian Oxyz este echivalentă cu ecuaţiile 
 

R   ,   ,
)()(
)()(
)()(

02010

02010

02010

∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−+=
−+−+=
−+−+=

μλ
μλ
μλ
μλ

zzzzzz
yyyyyy
xxxxxx

   (1.2) 

 
numită ecuaţiile carteziene parametrice ale planului prin trei puncte. 

Relaţia MM 0 = λ 10MM + μ 20MM  reprezintă condiţia de 

coplanaritate a vectorilor MM 0 , 10MM , 20MM  echivalentă cu anularea 
produsului mixt, adică 
 

( MM 0 , 10MM , 20MM ) = 0 sau ( 0rr − , 01 rr − , 02 rr − )  (1.3) 
 

În coordonate carteziene ecuaţia (1.3) se scrie sub forma 
 
 

0

020202

010101

000

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

  sau 0

1
1
1
1

222

111

000 =

zyx
zyx
zyx
zyx

  (1.4) 

 
numită ecuaţie carteziană a planului prin trei puncte. 
  

În particular, punctele A (a, 0, 0), B (0, b, 0), C (0, 0, c) situate pe 
axele de coordonate ale reperului Oxyz determină un plan π, iar 
coordonatele punctelor sale satisfac ecuaţia 

 94



 

0
0

0 =
−
−
−

ca
ba

zyax
 , sau după dezvoltare 

 

01 =−++
c
z

b
y

a
x        (1.5) 

 
numită ecuaţia prin tăieturi a planului π.  
 
Remarcă. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca patru puncte Mi(xi,yi, zi), 

4,1=i  să fie situate într-un plan este 
 

0

1
1
1
1

444

333

222

111

=

zyx
zyx
zyx
zyx

      (1.6) 

 
4.1.2. Planul printr-un punct, paralel cu două direcţii date 
 

Fie punctul M0 ∈ E3 şi dreptele distincte d1, d2 ⊂ E3. Considerăm în 
punctul M0 reprezentanţii vectorilor 1v (l1, m1, n1) , 2v (l2, m2, n2) paraleli 
dreptelor d1 respectiv d2 (fig.2)  

Vectorii 1v  şi 2v , liniar independenţi generează subspaţiul vectorial  
 
V2 = { R∈∃ ∈ 3 μλ,|Vv , astfel încât 21 vvv μλ += }. 

fig.2 
 

O 

M0 

M 

π 

2v

1v0r

r

d1 d2 
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Punctul M0 ∈ E3 şi subspaţiul vectorial V2 determină subspaţiul afin 
bidimensional π ⊂ E3. Un punct M ∈ π dacă şi numai dacă MM 0  ∈ V2, 

adică vectorii MM 0 , 1v  şi 2v  sunt coplanari. 
Utilizând vectorii de poziţie rr  şi 0r

r  corespunzători punctelor M şi 

respectiv M0, relaţia de coplanaritate 210 vvMM μλ +=  se scrie sub forma 
 

210 vvrr μλ ++=        (1.7) 
 
numită ecuaţia vectorială a planului printr-un punct, paralel cu două direcţii. 

Proiectând ecuaţia (1.7) pe axele sistemului cartezian de 
coordonate Oxyz  obţinem: 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
++=
++=

210

210

210

    

     

nnzz
mmyy
llxx

μλ
μλ
μλ  

 
 
,     λ, μ ∈ R 

(1.8)

 
numite ecuaţiile carteziene sub formă parametrică ale planului printr-un 
punct, paralel cu două direcţii. 

Relaţia de coplanaritate a vectorilor MM 0 , 1v  şi 2v  este 
caracterizată  de  anularea  produsului  mixt  al  celor  trei  vectori,  adică 
( 0rr − , 1v , 2v ) = 0. Obţinem astfel ecuaţia 
 

0

222

111

000

=
−−−

nml
nml

zzyyxx
     (1.9) 

 
numită ecuaţia carteziană a planului printr-un punct, paralel cu două 
direcţii. 
Remarcă. În particular, ecuaţia (1.9) poate fi adaptată şi pentru alte situaţii 
cunoscute din geometria elementară, în care un plan este perfect determinat. 
Anume: planul determinat de o dreaptă şi un punct nesituat pe dreaptă, 
planul determinat de două drepte concurente şi respectiv planul determinat 
de două drepte paralele. 
 

4.1.3. Planul printr-un punct, perpendicular pe o dreaptă 
 

Primele două cazuri de determinare a unui plan sunt specifice unui 
spaţiu afin, planul fiind gândit ca mulţimea suport a unui subspaţiu afin de 
dimensiunea doi al spaţiului afin E3. Punând în valoare proprietăţile oferite 
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de structura euclidiană a spaţiului vectorial V3, putem caracteriza algebric 
punctele unui plan printr-un punct şi care să fie perpendicular pe o direcţie 
dată. 

Se ştie din geometria elementară că există un singur plan şi numai 
unul care trece printr-un punct şi este perpendicular pe o dreaptă dată. Din 
punct de vedere algebric acest fapt se exprimă în felul următor: dacă V2 este 
un subspaţiu vectorial de dimensiune doi în spaţiul vectorial euclidian al 
vectorilor liberi V3 atunci există un unic complement ortogonal V1, subspaţiu 
de dimensiune unu, care permite scrierea în sumă directă a spaţiului 
vectorial al vectorilor liberi, sub forma V3 = V2 ⊕ V1. 

Deci, determinarea planului afin π printr-un punct având ca spaţiu 
vectorial director pe  V2   este  echivalentă  cu  determinarea  planului  
printr-un punct având direcţia normalei  paralelă cu subspaţiul  V1  ortogonal 
subspaţiului V2. 

Un vector cu direcţie perpendiculară pe un plan va fi numit 
vectorul normal al planului sau pe scurt normala planului. 

Fie un punct M0 (xo, y0, z0) ∈ E3 şi vectorul nenul N (A, B, C) ∈ V3 
în  spaţiul  punctual  euclidian  E3  dotat  cu reperul  cartezian  ortonormat  R 
(O; i , j , k ), (fig.3). 

d

M0 

N

M

π 

 
fig.3 

Un punct M(x, y, z) este situat în planul π, planul prin punctul M0 
perpendicular pe dreapta Nd ||  , dacă şi numai dacă vectorul MM 0  este 

ortogonal pe vectorul N , adică MM 0  ⋅ N  = 0. Folosind expresia analitică 
a produsului scalar obţinem: 
 

A(x - x0) + B(y - y0) + C(z - z0) = 0                (1.10) 
 
numită ecuaţia planului printr-un punct şi de normală dată. 

Prelucrând   membrul   stâng   al   ecuaţiei   (1.10)   şi   notând   cu   
D = - (Ax0 + By0 + Cz0) obţinem: 
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Ax + By + Cz + D = 0                 (1.11) 

 
numită ecuaţia carteziană generală a unui plan. 
 
Observaţii: 

1°. Orice plan π ⊂ E3 este caracterizat într-un reper cartezian Oxyz 
de o ecuaţie polinomială de gradul I în nedeterminatele x, y, z şi reciproc. 

2°. În ecuaţia (1.11) coeficienţii nedeterminatelor reprezintă 
coordonatele vectorului normal la plan. În consecinţă, două plane ale căror 
ecuaţii diferă prin termenul liber sunt plane paralele, deci ecuaţia 
 

Ax + By + Cz = λ   ,  λ ∈ R                (1.12) 
 
reprezintă familia planelor paralele din spaţiu de normală dată N (A, B, C). 
Pentru λ = 0 ecuaţia (1.12) reprezintă ecuaţia unui plan prin origine. 

3°. Ecuaţiile planelor de coordonate. Aceste plane conţin originea, 
deci λ = 0 şi au ca normale vectorii reperului R (O; i , j , k ), i  = (1,0,0), j  
= (0,1,0), k  = (0,0,1). Obţinem: 

z = 0  – ecuaţia planului xOy 
y = 0  – ecuaţia planului xOz 
x = 0  – ecuaţia planului yOz 

4°. Ecuaţia normală a unui plan. Să considerăm planul π ⊂ E3 şi 
punctul M0 proiecţia originii reperului R (O; i , j , k ) pe planul π. Dacă 
notăm cu p distanţa de la origine la planul π, cu α, β, γ  unghiurile pe care le 
face vectorul 0OM  cu axele de coordonate atunci putem scrie: 

0OM  = || 0OM || ⋅ e  = p (cosα i  + cosβ j  + cosγ k ),  
|| e || = 1  cos⇔ 2α + cos2β + cos2γ = 1 
Un punct M (x, y, z) este situat în planul π  dacă şi numai dacă 

vectorii 0OM  = p cosα i  + p cosβ j  + p cosγ k  şi MM 0  = OM  - 0OM  = 
= (x - p cosα) i  + (y – p cosβ) j  + (z – p cosγ) k  sunt ortogonali, adică 

0OM ⋅ MM 0  = 0. În coordonate condiţia de ortogonalitate este echivalentă cu: 
 

x cosα + y cosβ + z cosγ - p = 0                (1.13) 
 
numită ecuaţia normală a planului sau ecuaţia planului sub forma lui Hess. 

În ecuaţia (1.13) p ∈ R+ reprezintă distanţa originii la planul π, iar 
cantităţiile cosα, cosβ, cosγ cu proprietatea cos2α + cos2β + cos2γ = 1 
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reprezintă coordonatele versorului e al direcţiei normale la planul π şi vor fi 
numite cosinusurile directoare ale direcţiei e . 

Dacă    considerăm    planul     π      dat   prin   ecuaţia   generală  
Ax + By + Cz +D = 0, având normala N  = (A, B, C) şi împărţim ecuaţia 
prin 222|||| CBAN ++=  obţinem: 

 

0
222

=
++±

+++

CBA
DCzByAx                  (1.14) 

 
numită  ecuaţia  normalizată a planului π . Alegem semnul ′′+′′ sau ′′-′′ 
după cum D este negativ sau pozitiv, întrucât comparând ecuaţia (1.14) cu 

ecuaţia (1.13) avem αcos
222

=
++± CBA

A , βcos
222

=
++± CBA

B , 

γcos
222

=
++± CBA

C , şi termenul liber p
CBA

D
−=

++± 222
, în care 

p > 0,  reprezintă o distanţă. 
 
4.1.4. Poziţia relativă a două plane 
 

Studiul poziţiilor geometrice a două plane π1, π2 ⊂ E3:  
− plane ce se interesectează după o dreaptă 
− plane paralele (strict) 
− plane confundate, 

se reduce la studiul mulţimii soluţiilor sistemului format cu ecuaţiile celor 
două plane. 

Să considerăm în reperul cartezian ortonormat R (O; i , j , k ) 
planele (π1): A1x + BB1y + C1z + D1 = 0 şi (π2): A2x + B2B y + C2z + D2 = 0. 

Dacă notăm cu matricea sistemului ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

222

111

CBA
CBA

M

⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

,  0
  0

    )(
2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

I                   (1.15) 

 
avem următoarele cazuri: 

- rang M = 2 sistemul (I   ) este compatibil simplu nedeterminat. 
Mulţimea soluţiilor sistemului (I ) caracterizează locul geometric 

al punctelor comune celor două plane, adică dreapta de intersecţie a celor 
două plane d = π1 ∩ π2 . 
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- rang M = 1 şi Δc = 0 – sistemul (I ) este compatibil dublu 
nedeterminat, adică cele două plane coincid, π1 ≡ π2. 

- rang M = 1 şi Δc ≠ 0 – sistemul (I   ) este incompatibil. Cele 
două plane nu au nici un punct comun, π1 || π2. 
 
4.1.5. Poziţia relativă a trei plane 
 

În  spaţiul  punctual   euclidian   ⌡3  dotat   cu   reperul  cartezian  R 
(O; i , j , k ) considerăm planele: 

 
(π1): A1x + BB1y + C1z + D1 = 0  
(π2): A2x + BB2y + C2z + D2 = 0 
(π3): A3x + BB3y + C3z + D3 = 0 

 

Notăm cu , matricea sistemului format cu 

ecuaţiile celor trei planuri. Avem următoarele cazuri: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333

222

111

CBA
CBA
CBA

M

a) rang M = 3 ⇔ sistemul (I  ) este compatibil determinat. 
Soluţia sistemului reprezintă coordonatele punctului comun celor trei plane. 
Vom spune că cele trei plane sunt concurente (snop de plane). 

b) rang M = 2 şi Δc = 0 ⇔ sistemul (I  ) este compatibil simplu 
nedeterminat. Mulţimea soluţiilor reprezintă coordonatele punctelor situate 
pe o dreaptă comună celor trei plane. Spunem că cele trei plane formează un 
fascicul de plane. 

Condiţiile rang M = 2 şi Δc = 0 sunt echivalente cu faptul că o 
ecuaţie a sistemului (I  ) este o combinaţie liniară a celorlalte. Dacă planele 
(π1) şi (π2) determină o dreaptă (d) atunci orice plan prin dreapta de 
intersecţie este reprezentat analitic ca o combinaţie a ecuaţiilor celor două 
plane. Ecuaţia fasciculului de plane prin dreapta de intersecţie a planelor π1 
şi π2, numită axa fasciculului, este dată de 
 

λ(A1x + BB1y + C1z + D1) + μ(A2x + B2B y + C2z + D2) = 0           (1.16) 
 
λ, μ ∈ R, λ2 + μ2 ≠ 0 

 
Ecuaţia A1x + BB1y + C1z + D1 + α(A2x + B2B y + C2z + D2) = 0, α ∈ R 

reprezintă ecuaţia fasciculului prin dreapta (d) din care lipseşte planul π2. 
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În particular, axa Ox gândită ca intersecţia planelor xOy şi xOz,  
determină fasciculul planelor prin Oz caracterizat de  

 
λy + μz = 0                 (1.17) 

 
c) rang M = 2 şi Δc ≠ 0 ⇔ sistemul (I  ) este incompatibil. Două 

plane se intersectează după o dreaptă, al treilea plan fiind paralel cu dreapta 
de intersecţie a primelor două plane ( planele formează o prismă) 

d) rang M = 1 şi 
1cΔ = 

2cΔ  = 0 ⇔ sistemul (I  ) este compatibil 
dublu nedeterminat. Cele trei plane sunt confundate. 

e) rang M = 1 şi ∃ 
icΔ  ≠ 0 ⇔ sistemul (I ) este incompatibil. 

Planele sunt paralele (strict sau două pot fi confundate). 
 
 

§4.2. Dreapta în spaţiu 
 

Fie R (O; i , j , k ), un reper cartezian ortonormat în spaţiul 
punctual euclidian E3 = (E3, V3, ϕ). Oricărui punct M ∈ E3 îi putem asocia 
vectorul de poziţie kzjyixOMr ++== , unde terna (x, y, z) ∈ R3, 

coordonatele vectorului OM  în baza {  ,, kji } vor fi numite coordonatele 
punctului M.  

În spaţiul geometric E3, o dreaptă este unic determinată de 
următoarele condiţii: 

 
- un punct şi de o direcţie dată 
- două puncte distincte 
- intersecţia a două plane 

 
4.2.1. Dreapta determinată de un punct şi o direcţie 
 

Fie un punct M0 ∈ E3 şi vectorul nenul v  ∈ V3. Vectorul nenul v  
generează subspaţiul vectorial unidimensional V1 = {u ∈V3  /u = λv , λ ∈ R}. 

În aceste condiţii subspaţiul afin ce conţine punctul M0 şi care 
admite pe V 1 ca spaţiu director va avea drept mulţime suport dreapta (d) ale 
cărei puncte sunt date de 

}  | { 103 V∈∈= MMEMd . 

 101M d 

v

M B0 

O 

r



fig. 1 
Condiţia MM 0  ∈ V 1  are loc dacă şi numai dacă ∃λ ∈ R aşa încât 

MM 0  = λ v . Scriind MM 0  = 0rr rr
−  obţinem 

 

vrr λ+= 0 , λ∈R      (2.1) 
 
numită ecuaţia vectorială a dreptei (d) prin punctul M0 având direcţia dată 
de vectorul v . 

Dacă proiectăm relaţia (2.1) pe axele reperului cartezian 
R(O, i , j , k ) obţinem: 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈+=
+=
+=

      
    ,  

              
                

0

0

0

Rnzz
myy
lxx

λλ
λ
λ

      (2.2) 

 
numite ecuaţiile parametrice ale dreptei d prin punctul M0(x0, y0, z0) având 
direcţia dată de vectorul knjmilv ++= . 

Vectorul = (l, m, n) ∈ Vvr 3 va fi numit vectorul director al dreptei (d) 
iar coordonatele l, m, n ∈ R vor fi numite parametrii directori ai dreptei (d). 

Dacă vectorul director este versorul e , care formează unghiurile α, 
β, γ cu axele de coordonate Ox, Oy, Oz, atunci parametrii directori: cosα, 
cosβ, cosγ, coordonatele versorului e , se vor numi cosinusurile directoare 
ale dreptei (d). 

Cosinusurile directoare ale unei direcţii în spaţiu satisfac relaţia 
cos2α + cos2β + cos2γ  = 1 

 
Observaţie: ecuaţiile (2.1) sau forma echivalentă (2.2) guvernează mişcarea 
rectilinie şi uniformă a unui punct material. 

Eliminând parametrul λ din ecuaţiile (2.2) se obţin ecuaţiile: 
 

n
zz

m
yy

l
xx 000 −

=
−

=
− ,      (2.3) 

 
numite ecuaţiile carteziene canonice (sub formă de rapoarte) ale dreptei d 
prin punctul M0(x0, y0, z0) şi cu direcţia dată de vectorul v  = (l, m, n) 
 
Observaţie: ecuaţiile canonice se scriu şi când unul sau doi parametri 
parametrii directori sunt nuli, convenind în acest caz că numărătorul 
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corespunzător este nul şi că ecuaţiile sunt date efectiv de egalarea 
produsului mezilor cu produsul extremilor în proporţiile formate. 
 
4.2.2. Dreapta determinată de două puncte distincte 
 

Fie M1, M2 ∈ E3 două puncte distincte. Subspaţiul afin generat de 
aceste puncte  va  avea  ca  spaţiu  vectorial  director  subspaţiul  
unidimensional V1 ⊂ V3 dat de  

V1 = { MM1  ∈ V3  | ∃λ ∈ R astfel încât MM1  = 21MM } 
fig. 2 

M1 

O 

M 

M2 

 
Cu alte cuvinte un punct M ∈ E3 aparţine mulţimii suport a 

subspaţiului afin generat de punctele M1 şi M2, adică M este situat pe dreapta 
prin cele două puncte, dacă şi numai dacă vectorii MM1  şi 21MM  sunt 
coliniari. Astfel, mulţimea punctelor dreptei prin M1 şi M2 va fi caracterizată 
de relaţia vectorială  
 

21)1( rrr λλ +−= , λ ∈ R      (2.4) 
sau 

0)()( 121 =−×− rrrr                  (2.4)′ 
 
numită  ecuaţia vectorială a dreptei prin două puncte. 

În  reperul  cartezian  R (O; i , j , k ) ,  considerând  M(x, y, z) , 
M1(x1, y1, z1) şi M2(x2, y2, z2), vom obţine: 
 

 
    ,  )1(

              )1(
              )1(

21

21

21

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈+−=
+−=
+−=

Rzzz
yyy
xxx

λλλ
λλ
λλ

    (2.5) 

 
numite ecuaţiile parametrice ale dreptei prin două puncte. 
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Observaţie: Pentru λ ∈ (0, 1) ecuaţiile (2.5) ne procură mulţimea punctelor 
de pe dreapta (d) cuprinse între punctele M1 şi M2, iar pentru λ ∈ R \ [0, 1] 
obţinem punctele dreptei (d), puncte exterioare segmentului M1M2. Pentru 

2
1

=λ  obţinem coordonatele mijloacelor segmentului M1M2. 

Eliminarea parametrului λ ∈ R în ecuaţiile (2.5) sau impunând 
proporţionalitatea coordonatelor a doi vectori coliniari, obţinem 
 

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−      (2.6) 

 
numite ecuaţiile carteziene sub formă  canonică ale unei drepte prin două 
puncte. 
 
4.2.3. Dreapta ca intersecţie a două plane 
 

Se ştie din geometria elementară că două plane neparalele se 
intersectează după o dreaptă (d). În paragraful precedent această situaţie 
geometrică este caracterizată analitic de un sistem de ecuaţii liniare 
compatibil nedeterminat, format cu ecuaţiile celor două plane. Astfel, 
ecuaţiile sistemului  
 

⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

     (2.7) 

 
vor fi numite ecuaţiile dreptei (d) dată de intersecţia a două plane. 

O soluţie (x0, y0, z0) a sistemului (2.7) va caracteriza un punct al 
dreptei (d) iar vectorul 21 NNv ×= , unde ),,( 1111 CBAN =  şi 

),,( 2222 CBAN =  sunt normalele celor două plane ce determină dreapta (d). 
 
Observaţie: Ecuaţiile carteziene (2.3) şi (2.6) ale unei drepte în spaţiu pot fi 
interpretate ca un sistem de două ecuaţii liniare, adică dreapta (d) gândită ca 
intersecţia a două plane. 
 
4.2.4. Poziţia relativă a două drepte 
 

Fie dreptele (d1) şi (d2) date de ecuaţiile 
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(d1) 
1

1

1

1
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(d2) 
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l
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=
−

=
−  

 
Considerăm vectorii 1v  = (l1, m1, n1), 2v  = (l2, m2, n2) – vectori 

directori  ai  dreptelor  (d1)  respectiv  (d2)  şi  vectorul  21MM ,  unde  
M1(x1, y1, z1) ∈ d1 respectiv M2(x2, y2, z2) ∈ d2. 

Avem cazurile: 
a) dacă  ( 1v , 2v , 21MM ) ≠ 0 – dreptele (d1) şi (d2) sunt necoplanare 

sau drepte oarecare în spaţiu (strâmb aşezate în spaţiu) 
În acest caz există o direcţie comună normală unică pe cele două 

drepte, dată de v = 1v × 2v  şi deci o unică dreaptă care se sprijină pe cele 
două drepte având direcţia v  (fig. 3), numită perpendiculara comună a 
dreptelor (d1) şi (d2). 

 

d1 

d2 

d 

v

2v

2v

 
fig. 3 

 
Perpendiculara comună (d) este dată de intersecţia planelor π1 şi π2; 

π1 - planul prin dreapta (d1) paralel cu v  şi π2 - planul prin (d2) paralel cu v . 
Ecuaţiile perpendicularei comune sunt: 
 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
−−−

=
−−−
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nml

zzyyxx

nml
nml

zzyyxx

      (2.8) 
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unde (l, m, n) = v = 1v × 2v  

b) dacă  ( 1v , 2v , 21MM ) = 0 – dreptele (d1) şi (d2) sunt coplanare 
 b1) 2v  ≠ λ 1v  - drepte concurente 
 b2) 2v  = λ 1v  - drepte paralele (strict) 
 b3) 2v  = λ 1v  şi 21MM  = μ 1v  - drepte confundate 

 
 

§4.3. Unghiuri şi distanţe 
 

Fie (d) o dreaptă în spaţiul punctual euclidian E3. Pe dreapta (d) se 
pot stabili două sensuri de parcurs. O dreaptă (d) împreună cu o alegere a 
unui sens de parcurs se numeşte dreaptă orientată. 

Dacă v  este vectorul director al dreptei (d), atunci vom alege 
sensul de parcurs pe dreaptă sensul lui v  (sens pozitiv). 

Fie planul π ⊂ E3  având vectorul normal N . Planul are două feţe 
iar alegerea unui sens pe dreapta normală este echivalentă cu alegerea unei 
feţe a planului. Un plan π  împreună cu o alegere a sensului pe normală se 
numeşte  plan orientat. Vom alege sensul pe normală sensul dat de vectorul 
N . 
 
4.3.1. Unghiul a două drepte în spaţiu 
 

Fie dreptele (d1) şi (d2) orientate de vectori directori 1v  = (l1, m1, n1) 
şi respectiv 2v  = (l2, m2, n2). 

Prin unghiul dreptelor (d1) şi (d2) vom înţelege unghiul ϕ ∈ [0, π], 
unghiul dintre vectorii 1v  şi 2v , dat de  

 

cosϕ = 
2

2
2

2
2

2
2
1

2
1

2
1

212121

nmlnml

nnmmll

++⋅++

++    (3.1) 

 
În particular avem: 
 
d1  ⊥ d2 ⇔ 1v ⋅ 2v  = 0 ⇔ l1l2+m1m2+n1n2 = 0 

21 dd       ⇔ 1v  × 2v  = 0  ⇔ 
2

1

2

1

2

1

n
n

m
m

l
l

==  

 
4.3.2. Unghiul a două plane 
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Fie planele neparalele π1 şi π2, date de  
 
(π1)     A1x + BB1y + C1z + D1 = 0  
(π2)    A2x + BB2y + C2z + D2 = 0 
 
În geometria elementară unghiul a două plane neparalele este 

definit ca fiind unghiul diedru al celor două plane. Acest unghi este 
congruent sau suplementar cu unghiul vectorilor ),,( 1111 CBAN =  şi 

),,( 2222 CBAN = , vectorii normali planelor π1 respectiv π2. 
Acceptăm ca unghiul diedru determinat de planele orientate π1 şi π2 

să fie măsurat prin unghiul dintre  N 1 şi N 2 . Acest unghi este dat de 
 

cosϕ = 
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121

CBACBA

CCBBAA

++⋅++

++     (3.2) 

 
În particular π1  π⊥ 2 ⇔ A1A2+BB1B2B +C1C2 = 0 

 
 
4.3.3. Unghiul dintre o dreaptă şi un plan 
 

Unghiul dintre o dreaptă şi un plan este definit în geometria 
elementară ca fiind unghiul dintre dreaptă şi proiecţia ortogonală a acesteia 
pe plan.  

Fie dreapta (d) orientată de vectorul director v  = (l, m, n) şi palnul 
π  orientat de normala ),,( CBAN =  (fig. 5) 

 

 
fig. 5 

π 

ϕ d′ 

d N

θ 
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 Unghiul ϕ ∈ [0, 
2
π ] dintre dreapta (d) şi planul π este legat de 

unghiul θ, unghiul vectorilor v  şi N , prin relaţiile θ = 
2
π  ± ϕ ,deci 

θϕ cossin ±=  .Astfel  obţinem : 
 

||||||||
||sin
Nv

Nv
⋅

=ϕ = 
222222

||
CBAnml

nCmBlA
++⋅++

++    (3.3) 

 În particular: 
 

d ||π  ⇔  v N  = 0 ⇔  lA + mB + nC = 0, 

d π ⇔  ⊥ v × N = 0  ⇔ 
C
n

B
m

a
l

== . 

 
4.3.4 Distanţa de la un punct la o dreaptă 
 
 Reamintim că distanţa dintre două submulţimi S1 şi S2 într-un 
spaţiu metric este dată de δ ( S1, S2) = inf {δ ( M1, M2) | M1 ∈ S1, M2 ∈ S2}. 
 În spaţiul punctual euclidian E3 dotat cu metrică euclidiană distanţa 
dintre două submulţimi se reduce la distanţa dintre două puncte. Astfel, 
distanţa de la un punct la o dreaptă este dată de distanţa dintre punct şi 
proiecţia ortogonală a acestuia pe dreaptă (fig. 6) 

M0 

d 

A 

A′ v

fig. 6 
 

Fie dreapta (d) prin punctul M0, orientată prin vectorul director v , 
punctul A exterior dreptei şi A′ proiecţia acestuia pe dreapta (d). 
Determinând punctul A′, ca intersecţia dreptei (d) cu planul prin A ortogonal 
dreptei, obţinem δ (A, d) = δ (A, A′). Altfel, construind paralelogramul 
determinat de vectorii AM 0 şi v , obţinem 

 

δ (A, d) = δ (A, A′) = 
||||

|||| 0

v
AMv ×      (3.4) 
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4.3.5. Distanţa de la un punct la un plan 
 

Distanţa de la un punct M0 la un plan (π) Ax + By + Cz + D = 0 este 
dată de distanţa dintre punctul M0(x0, y0, z0) şi punctul M′ (x′, y′, z′), 
proiecţia ortogonală a acestuiape planul π . 

Determinăm coordonatele (x′, y′, z′) ale punctului M ′, rezolvând 
sistemul format de ecuaţia planului şi ecuaţiile dreptei prin punctul M0 
ortogonală pe plan, adică: 
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Parametrul pe dreaptă corespunzător punctului M ′, notat cu λ′, este 

dat de 

λ′ = - 222
000

CBA
DCzByAx

++
+++      şi obţinem 

 
δ (M0, M ′) = 2

0
2

0
2

0 )()()( zzyyxx −′+−′+−′  = 222222 λλλ ′+′+′ CBA =  

   = 222 CBA ++′λ  
 

iar distanţa de la punctul M0 la planul π este dată de 
 

δ (M0, π) = 
222

000

CBA

DCzByAx

++

+++
     (3.6) 

 
Observaţie: Distanţa de la un punct M0 la un plan π  se obţine luând 
modulul expresiei obţinute prin înlocuirea coordonatelor punctului dat în 
membrul stâng al ecuaţiei normalizate a planului. 
4.3.6. Distanţa dintre două drepte oarecare în spaţiu 
 

Fie dreptele oarecare în spaţiu 
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Fie (d) perpendiculara comună a dreptelor (d1) şi (d2) iar P1 
respectiv P2 punctele de contact ale acesteia cu (d1) respectiv (d2). 

Construim   paralelipipedul   determinat   de   vectorii   21MM  =   
= (x2-x1, y2-y1, z2-z1), 1v  = (l1, m1, n1) şi 2v  = (l2, m2, n2). (fig. 7) 

 

M1 

M2 

d1 

d2

d 

P1 

P2 

δ δ 

N  

1v  

2v  

 
fig. 7 

 
Distanţa dintre dreptele (d1) şi (d2) este dată de distanţa dintre 

punctele de contact ale perpendicularei comune cu cele două drepte, distanţa 
ce reprezintă înălţimea paralelipipedului construit. Astfel, obţinem 

 

δ (d1, d2) = δ (P1, P2) = 
||||

|),,(|
21

2121

vv
MMvv

×
    (3.7) 

 
§.4.4. Probleme rezolvate 

 
4.4.1. Să se scrie ecuaţia unui plan: 

 a). paralel cu planul xOy şi care trece prin punctul A(2,-5,3) 
 b). care trece prin axa Oz şi prin punctul B(-3,1,-2) 

c). paralel cu Ox, care trece prin punctele M1(4,0,-2) şi M2(5,1,7) 
Soluţie: 

a) Orice plan paralel cu planul xOy are ecuaţia  z = a, deci planul 
cerut este 

 z = 3. 
b) Ecuaţia unui plan care trece prin axa Oz este Ax+By = 0. 
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Punând condiţia să treacă prin punctul dat rezultă: 
  (P):x + 3y  = 0. 
c) Ecuaţia unui plan paralel cu Ox este 

(P):By + Cz + D = 0. 
  Din condiţiile ca să treacă prin M1 şi M2 obţinem: 
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  deci   atunci(P):9y-z-2 = 0 
⎩
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2

  
4.4.2 Să se scrie ecuaţia planului paralel cu planul 3x-y+z-6 = 0 şi 

care trece prin mijlocul segmentului determinat de punctele M1(1,3,2) şi 
M2(1,-5,-4) 

Soluţie: 
 Coordonatele mijlocului M al segmentului M1M2 sunt: 
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 Normala la planul căutat este aceeaşi cu normala la planul (P), 
adică kjiNN −−== 31  

Ecuaţia planului căutat devine: 

(P1):3(x-1)-1(y+1)+1(z+1)=0. Respectiv 

(P1):3x-x+z-3=0. 

  

4.4.3. Se dă un tetraedru ABCD definit de punctele A(3,0,0). 

B(2,4,0), C(-3,-1,0). D(0,0,5) şi se cere să se scrie ecuaţiile feţelor 
tetraedrului. 

 Soluţie:

 Pentru determinarea ecuaţiilor feţelor tetraedrului se va folosi 
ecuaţia de plan determinat de trei puncte: 
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P . 

 Introducând coordonatele punctelor corespunzătoare se obţin 
ecuaţiile feţelor:  

 (ABC): 0

1013
1042
1003
1

=

−−

zyx

  respectiv, (ABC) : z = 0. 

            

 

   

(ABD): 0

1500
1042
1003
1

=

zyx

   respectiv, (ABD) : 20x + 5y + 12z – 60 = 0. 

   

 Analog rezultă ecuaţiile: 

(BCD) : 5x - 5y - 2z + 10 = 0 

  (ACD) : 5x - 30y + 3z – 15 = 0. 

  

4.4.4. Să se scrie ecuaţia planului care trece prin mijlocul 
segmentului M1M2 unde M1(1,-1,2) şi M2(4,-3,1), este paralel cu dreapta 

(D): 
13

1
2

1 zyx
=

+
=

−  şi este perpendicular pe planul (P1) : x - 2y – z – 1 = 0 

 Soluţie:

 Mijlocul M al segmentului M1M2 are coordonatele M ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
3,2,

2
5

 Deoarece (P)⊥(P1) rezultă că normala la planul (P1) 1N  este un 
vector conţinut în planul (P). 
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.21 kjiN −−=  

Deoarece dreapta (D)II(P) vectorul director al dreptei kjiu ++= 32  este şi 
el conţinut în planul (P). 

  Deci planul (P) este determinat de un punct şi două direcţii 
neparalele. 

  Ecuaţia planului este de forma: 

( ) 0
121

132
2
32

2
5

: =
−−

−+− zyx

P    respectiv 

  (P) : x - 3y + 7z – 19 = 0. 

 4.4.5. Se dau punctele A(3,-1,3), B(5,1,-1) şi C(0,4,-3). Se cer 
ecuaţiile carteziene, parametrice şi vectoriale ale dreptelor AB şi AC. 

 Soluţie:

  Vectorul director al dreptei AB este: 

AB  = (xB-xB A) i  +(yBB-yA) j  +(zB-zB A) k  =2 i +2 j -4 k   

Ecuaţiile sub formă de rapoarte ale dreptei AB: 

4
3

2
1

2
3

−
−

=
+

=
− zyx .   

Se poate considera vector al dreptei AB: 

.2kjiu −+=  

Ecuaţiile parametrice ale dreptei AB se obţin prin egalarea rapoartelor 
ecuaţiilor carteziene cu parametrul t şi rezultă: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+−=

+=

tz
ty

tx

23
1

3
,      t∈R 

  Ecuaţia vectorială a dreptei AB este de forma: 

,utrr A +=   unde kjiOArA 33 +−==  

  Se obţine: 
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( ) ( ) ( ) .2313 ktjtitr −++−++=  

Analog: 

6
3

5
1

3
3:

−
−

=
+

=
−
− zyxAC  

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+−=

−=

tz
ty

tx
AC

63
51

33
:   ,    t∈ R. 

 

( ) ( ) ( ) .635133: ktjtitrAC −++−+−=  

  Vectorul director al dreptei AC este: 

.653 kjiv −+−=  

 4.4.6. Să se scrie ecuaţiile sub formă de rapoarte şi parametrice ale 
dreptei  

   
⎩
⎨
⎧

=−−+
=+−−

0354
032

zyx
zyx

 Soluţie: 

 Dreapta (D) este dată ca intersecţie de două plane (P1) şi (P2). 

 Vectorul director al dreptei (D) este ,21 NNv ×= unde 1N  şi 2N  
sunt normalele la cele două plane. 

  Obţinem:  ( ).9
541
112 kji

kji
v ++=

−
−−=  

 Se poate considera ca vector director al dreptei ( ) kjivD ++=' . 

Un punct care verifică ecuaţia dreptei este M(-1,1,0). Ecuaţiile sub 
formă de rapoarte ale dreptei ce trece prin M şi de vector director 'v  este: 

 ( )
11

1
1

1: zyxD =
−

=
+  
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Egalând rapoartele din ecuaţiile de mai sus cu parametrul t se obţin ecuaţiile 
parametrice ale dreptei de forma: 

     ,   t∈R. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+=
−=

tz
ty
tx

1
1

 

 4.4.7. Considerăm planul (P):3x+5y-2z-6=0 şi dreptele 

( )

( )

( )
2
4

5
1

3
2:

4
3

1
21

1
1:

3
2

6
7

4
3:

3

2

1

−
+

=
+

=
+

−
=

−
=

−

+
=

−
−

=
+

zyxD

zyxD

zyxD

         şi 

 Să se arate că: 

a). (D1) intersectează planul (P), determinându-se coordonatele 
punctului de intersecţie şi valoarea unghiului ( ).,1 PD<=α  

b). (D2) este paralelă cu planul (P). 

c). (D3) este perpendiculară pe planul (P), aflându-se coordonatele 
punctului de intersecţie. 

 Soluţie: 

a) Coordonatele punctului A de intersecţie sunt soluţiile sistemului 

.
20
19;

10
7;

5
6

3
2

6
7

4
3

06253

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒+

=
−
−

=
+

=−−+
Azyx

zyx
 

( )( )
2318

24
3861

24
425993616

253364sin −
=

−
=

++++
−++−

=
⋅

⋅
=

kjikji
Nu

Nuα  

 

.
2318

24arcsin ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⇒ α  

 115



 b) Pentru ca (D2) să fie paralelă cu planul (P) trebuie ca vectorul 
director kjiv 42 ++=  al lui (D2) să fie perpendicular pe normala 

kjiN 253 −+=  la planul (P). 

( ) ( ).0853 2 PDNv ⊥⇒=−+=⋅  

 c) Pentru ca (D3) să fie perpendiculară pe planul (P) trebuie ca 
vectorul director kjiv 2533 −+=  al lui (D3) să fie coliniar cu normala 

kjiN 253 −+=  la planul (P). 

( ) ( ).0
253
253 3 PD

kji
Nv ⊥⇒=

−
−=×  

 Punctul de intersecţie B dintre (D3) şi (P) are coordonatele soluţii 
ale sistemului: 

.
38
170;

38
7;

38
49

2
4

5
1

3
2

06253
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
+

=
+

=
+

=−−+
Bzyx

zyx
 

 4.4.8. Se dau planele  

(P1) : x + 2y + 4z – 1 = 0,  

(P2) : 2x + 4y + 8z – 9 = 0,  

(P3) : 2x + y – z + 10 = 0 şi  

(P4) : x + y + z – 2 = 0.  

Să se arate că: 

a) (P2) (P1). 

b) (P3)⊥ (P1) şi să se determine ecuaţiile dreptei de intersecţie,  

c) să se determine ecuaţiile dreptei de intersecţie dintre (P4) şi (P1) 

şi să se calculeze unghiul dintre cele două plane. 

Soluţie: 

a) Pentru ca (P2) (P1) trebuie ca normalele celor două plane să  

fie coliniare. 
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kjiN 421 ++=  

 

kjiN 8422 ++=  

 

( ) ( )1221 0
842
421 PP
kji

NN ⇒==×  

b) Pentru ca (P3)⊥(P1) trebuie ca normalele celor două plane să 

 fie ortogonale.          

( )( ) ( ) ( )1331 0422242 PPkjikjiNN ⊥⇒=−+=−+++=⋅  

 Dreapta de intersecţie (D) dintre (P1) şi (P3) se scrie ca intersecţie de 
două plane: 

  ( )
⎩
⎨
⎧

=+−+
=−++

0102
0142

:
zyx

zyx
D

c) Dreapta de intersecţie (D1) dintre (P1) şi (P4) se scrie ca  

intersecţie de două plane: 

( )
⎩
⎨
⎧

=−++
=−++
02
0142

:1 zyx
zyx

D  

Unghiul dintre (P1) şi (P4), cu normalele 1N  şi 4N  este: 

=
⋅

⋅
=

41

41cos
NN

NN
α ( )( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⇒=

++++
++++

63
7arccos

63
7

1111641
42 αkjikji . 

 4.4.9. Se dă triunghiul cu vârfurile A(1,1,1), B(2,3,4) şi C(-1,0,3). 
Să se calculeze lungimile înălţimilor triunghiului. 

Soluţie:  

Lungimile înălţimilor sunt distanţeşle de la vărfuri la dreptele 
determinate de vârfurile triunghiului (luate două câte două).  

Vectorii de direcţie ai laturilor triunghiului sunt:  
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kjiv

kjiv

kjiv

BC

AC

AB

−−−=

+−−=

++=

33

22

32

 

 Lungimile înălţimilor sunt:  

19
122

19
96449

199

133
321

=
++

=
++

−−−
−−−

=
×

=

kji

v

vBA
h

BC

BC
A . 

Analog:  

19
122

=
×

=
AC

AC
B

v

vAB
h  , 

19
122

=
×

=
BC

BC
C

v

vAC
h . 

4.4.10. Să se determine ecuaţiile perpendicularei coborâte din 
punctul M(1,-1,-2) pe dreapta: 

 ( )
11

1
2

3:
−

=
−

=
+ zyxD . 

cât şi simetricul punctului M faţă de dreapta (D).  

Soluţie: 

 Ecuaţia planului care trece prin M şi este perpendicular pe dreapta 
(D) este :  

(P) : 2(x - 1) + 1(y + 1) - 1(z + 2) = 0.  

Intersecţia dintre dreapta (D) şi planul (P) este:  
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( ) ( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−−++−
−=

+=
−=

022422

1
32

ttt
tz

ty
tx

     deci ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−⇒

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

−=

=

−=

3
4,

3
7,

3
1

3
4

3
4

3
7

3
1

A

t

z

y

x

 

 

Dreapta perpendiculară pe dreapta (D) ce trece prin punctul M este 
dreapta determinată de punctele A şi M.  

( )
3
42

2

3
71

1

3
11

1:'
+−

+
=

−−

+
=

+

− zyxD   

 

( )
1
2

5
1

2
1:'

−
+

=
−
+

=
− zyxD  

Intersecţia dintre dreapta perpendiculară (D’) şi dreapta dată (D) este 

punctul ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

3
4,

3
7,

3
1A  care este mijlocul segmentului format de M şi 

simetricul său M’.  

Din 
2

'MM
A

xxx +
=  rezultă: 

,
3
51

3
122' −=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅=−= MAM xxx  

3
171

3
722' =+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=−= MAM yyy , 

3
171

3
722' =+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=−= MAM yzz . 
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Coordonatele simetricului sunt:  

.
3
2,

3
17,

3
5' ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−M  

 
4.4.11. Să se afle simetricul punctului M(-1,2,0) faţă de planul 

 (P) : x + 2y – z + 3 = 0.   

Soluţie:  

Dreapta perpendiculară pe planul (P) care trece prin punctul M are 
vectorul director paralel cu normala N  la planul (P). 

( ) ( ) .
1
0

2
2

1
1:

−
−

=
−

=
−− zyxD  

Intersectând dreapta (D) cu planul (P) se obţine punctul care 
reprezintă mijlocul M0 al segmentrului format de punctul M şi simetricul 
său M’.  

Coordonatele lui M0 sunt date de sistemul:  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−+
−=

+=
−=

032

22
1

zyx
tz
ty

tx

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++++−
−=

+=
−=

⇒

03441

22
1

ttt
tz
ty

tx

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=
−=

=
−=

⇒

1
1

0
2

t
z
y
x

  ( )1,0,20 −⇒ M

 

Coordonatele simetricului:  

x’ = 2x0 - xM = -4 + 1 = -3   

y’ = 2 × 0 – 2 = -2   

z’ = 2  

Prin urmare M’(-3,-2,2). 

 
4.4.12. Se dă planul (P) : x + y + z – 3 = 0  şi dreapta 

( )
32

1
1

1: zyxD =
+

=
−  

Să se determine:  
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a) ecuaţia proiecţiei (D’) a dreptei (d) pe planul (P). 

b) ecuaţia (D’’) a simetricei dreptei (D) faţă de planul (P).  

Soluţie: 

 

                                                                                        (D) 

 

                                                               

                                                                  M1 

 

 

                                     

                         

 

 

 

 

                                                                       M’’1 

                                                                                        (D’’) 

                 M0   v                   M’1   
                                                     
                                                      
 

(D’) 

N

 

 a) Punctul M0 de intersecţie dintre dreapta (D) şi planul (P) are  

coordonatele soluţii ale sistemului:  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−++
=

−=
+=

03
3

12
1

zyx
tz

ty
tx

           ⇒ .
2
3,0,

2
30

2
3

0

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒=

=

My

x

 

Dreapta (D’) se obţine din intersecţia dintre planul (P) şi un plan (P’) 
perpendicular pe acesta care conţine dreapta (D) (trecând prin M0).     
Ecuaţia lui (P’) este ecuaţia unui plan trecând printr-un punct M0 şi dat de 
două direcţii neparalele N  şi v  , de forma: 
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( ) 0
321
111

2
3

2
3

:' =

−− zyx

P , respectiv 

 

(P’) : x - 2y + z = 0.  

Ecuaţiile dreptei (D’) devin: 

( )
⎩
⎨
⎧

=−+−
=−++

032
03

:'
zyx

zyx
D . 

b) Un alt punct M1∈ (D) este M1(1,-1,0). Proiecţia lui pe planul (P)   

 este M1’ cu coordonatele soluţii ale sistemului:  

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
+

=
−

=−++

11
1

1
1

03
zyx

zyx
, respectiv M’(2,0,1). 

Simetricul   al punctului M1''M 1 faţă de planul (P) are coordonatele:

       , adică (3,1,2). 

2

1

32

1

1

111

''

''

'''

=

=

=−=

M

M

MMM

z

y

xxx

1''M

 

Dreapta ( ), simetrica lui (D) faţă de planul (P) are ecuaţia 
determinată de punctele M

1''D
0 şi  de forma: 1''M

( ) ,

2
32
2
3

01
0

2
33
2
3

:''
−

−
=

−
−

=
−

− zyx
D   respectiv 

( )
1

32
13

32:'' −
==

− zyxD  

4.4.13. Fie panele (P1) : x + y + z - 1 şi (P2) : 2x – y + z – 5 = 0.  

Să se determine ecuaţia planului (P3) simetricul planului (P1) faţă de 
planul (P2). 
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Soluţie: 

 

 

 

Dreapta de intersecţie (D) dintre planele (P1) şi (P2) are ecuaţiile: 

( )
⎩
⎨
⎧

=−+−
=−++

052
01

:
zyx

zyx
D . 

Vectorul director al dreptei (D) este 21 NNv ×=  , adică:  

kji
kji

v 32
112
111 −++=

−
=  

Un punct M0 al dreptei (D) este M0(2,-1,0).  

Un alt punct M1 al planului (P1) este M1(1,1,-1). 

Proiecţia lui M1 pe planul (P2) este punctul M2 cu coordonatele 
soluţii ale sistemului:  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=

−
−

=
−

=−+−

1
1

1
1

2
1

052
zyx

zyx
  respectiv ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

6
1,

6
1,

3
8

2M . 
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Simetricul M3 al punctului M1 faţă de planul (P2) are coordonatele: 

3
21

3
1

3
21

3
1

3
131

3
162

3

3

123

=+−=

−=−=

=−=−=

M

M

MMM

z

y

xxx

     respectiv   .
3
2,

3
2,

3
13

3 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −M  

Ecuaţia planului (P3), simetricul planului (P1) faţă de (P2), se scrie ca 
ecuaţia unui plan trecând prin M0 şi de două direcţii neparalele v  şi 30MM : 

( ) 0

3
2

3
1

3
7

312
12

:3 =−
+− zyx

P   respectiv x – 5y – z –7= 0. 

4.4.14. Să se determine un plan care trece prin intersecţia planelor: 
(P1) : x + 5y + z = 0  şi  (P2) : x – z + 4 = 0 

şi care formează cu planul (P3) : x - 4y - 8z + 12 = 0  un unghi de 

măsură 
4
π . 

Soluţie:  

Planul (P) care trece prin intersecţia planelor P1  şi P2 are ecuaţia 
( ) 0: 21 =+ PPP λλ  adică  

(Pλ) : x + 5y + z + λ(x – z + 4) = 0  

(Pλ) : (1+λ)x + 5y + (1-λ)z + 4λ = 0  

Pentru ca planul (Pλ) şi (P3) să formeze un unghi de măsura 
4
π  

trebuie ca normalele celor două plane să formeze unghiul cerut, adică: 
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( ) ( )
( ) ( )

( )

4
3

271812
18122227

32227

151841

185411
2

1
2
1

4
cos

22

22

22222

−=

−=
+−=+

−=+

−+++⋅++

−−⋅−+⋅
===

λ

λ
λλλ

λλ

λλ

λλπ

 

 (P) : x + 20y + 7z – 12 = 0 

 
4.5. §TEME DE REZOLVAT PENTRU EVALUARE 

 
 4.5.1. Se dau A ( 3, 1, 0), B ( 2, 1, -1), C ( 3, 2, 1). Să se scrie 
ecuaţia unui plan: 

a) care trece prin A, B, C; 
b) care trece prin B şi este paralel cu xOy; 
c) care trece prin C şi conţine axa Oz; 
d) care trece prin B, C şi este paralel cu Oy. 

 
4.5.2. Să se scrie ecuaţia planului care trece prin punctul M ( 2, 0, 1) 

şi este perpendicular pe planele  (P1) : x + y + z = 0   şi   (P2): x - 2y + 3z = 1. 
 

4.5.3. Să se scrie ecuaţia unui plan paralel cu planul (P) x + y + z = 3 
şi care trece prin mijlocul segmentului determinat de punctele M1 ( 1, 3, 2) şi 
M ( -1, 3 , 4). 
 

4.5.4. Să se determine ecuaţia planului care trece prin M ( -1, 1, 0) şi 
taie pe axele de coordonate segmente proporţionale cu numerele 2, 3, 4. 
 

4.5.5. Fie planul . 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
+−=

−+−=

  1  
   21  
432

vuz
vuy

vux

λμ
μ

λ

Să se găsească λ şi μ astfel încât planul să fie ortogonal pe vectorul 
v  ( 1, 7, 11). Să se scrie ecuaţia generală  a planului. 
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4.5.6. Fie triunghiul A, B, C cu A ( 0, 2, 0), B ( 3, 2, 1), C ( 0, 1, 2). 
Să se scrie ecuaţiile: 

a) înălţimii din A; 
b) medianei din B; 
c) mediatoarei laturii  AB. 

 
4.5.7. Să se scrie ecuaţiile dreptei care trece prin M (1,-1,1) şi este 

paralelă cu dreapta de intersecţie a planelor (P1) x + y = 3   şi   (P2) x - z = 1. 
 
4.5.8. Un mobil M se deplasează în spaţiu pe traiectoria dată de  

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
−=

+=

 3
    

12

tz
ty
tx

Să  se  determine  momentul  t   la  care  mobilul  se  află  în  planul 
x + y + z = 0 şi să se scrie ecuaţiile carteziene ale acestei traiectorii. 

4.5.9. Găsiţi α, β ∈ R astfel încât dreapta 
21
zyx

=
−

=
β

α
 să fie 

conţinută în planul x – z = 0 şi să treacă prin M ( 1, 1, 1). 
 
4.5.10. Să se scrie ecuaţia planului care trece prin M0 ( 2, -1, 1) şi 

este perpendicular pe dreapta definită de planele (P1) : x + 2y + 2z + 2 = 0 şi  
(P2) : x - y + z + 1= 1. 
 

4.5.11. Să se scrie ecuaţia planului care trece prin mijlocul 
segmentului M ( 1, -1, 2), N ( 4, -3, 1), este paralel cu dreapta 

zyx
=

+
=

−
3

1
2

1  şi perpendicular pe planul x – 2y – z –1 = 0. 

 
4.5.12. Să se scrie ecuaţiile dreptei conţinute în planul (P) x + 3y+ 2z -2 = 

0, care se sprijină pe dreapta x = y = z şi este paralelă cu planul  4x – y – z – 3 = 
0. 
 

4.5.13. Să se scrie ecuaţiile proiecţiei dreptei   
5

2
3

1
2

1 −
=

+
=

− zyx    

pe  planul   3x – 2y + z – 4 = 0. 
 

4.5.14. Să se scrie ecuaţia unui plan paralel cu planul (P) 3x + 5y + z 
= 0 care trece prin punctul M ( 2, 0 , 5). 
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4.5.15. Să se scrie planul care trece prin A ( 3, 1, -2) şi care conţine 

dreapta 
12

3
5

4 zyx
=

+
=

− . 

 
4.5.16. Fie punctul M ( 2, 1, 0) şi planul (P) 2x + 2y + z = 1. Să se 

determine: 
a) proiecţia lui M pe plan; 
b) simetricul lui M faţă de plan; 
c) distanţa de la M la (P). 

 

4.5.17. Fie dreapta (d) 
31

2
2

1 zyx
=

−
−

=
−  şi planul (P) 2x - y + z = 0. 

Să se determine proiecţia dreptei (d) pe planul (P). 
 
4.5.18.  Să  se  scrie  ecuaţia  unui  plan   care   trece   prin   dreapta    

2
2

1
1

0
1 −

=
−

=
− zyx    şi care este perpendicular pe planul   x + y + z = 0. 

4.5.19.  Calculaţi  unghiul  pe  care  îl  face dreapta  (d) : 
430
zyx

==    

şi   planul  2x + 2y – z – 3 = 0. 
 

4.5.20.   Să   se   determine   unghiul   dintre   planele   x + y + 2z = 
1,  2x – y + 2z = 3. 

4.5.21   Să   se   arate   că   dreptele   (d1): 232
1 zyx

==
−
−    şi              

(d2): 2
1

3
1

2
1 +

=
−

=
+ zyx  sunt oarecare în spaţiu şi să se determine distanţa 

dintre ele. 
4.5.22. Să se determine simetricul planului 2x + y – 2z = 1 faţă de 

planul x + y + z = 0. 
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Capitolul 5 
 

TRANSLAŢIA ŞI ROTAŢIA REPERULUI CARTEZIAN  
 

În prima parte a cursului, referitoare la algebra liniară, s-a 
văzut că izometriile pe un spaţiu vectorial sunt funcţii surjective 
care păstrează distanţa euclidiană ; orice izometrie unde 

 este o translaţie, iar  este transformare ortogonală. În 
izometriile de bază sunt rotaţia, simetria în raport cu un plan, 

simetria în raport cu un punct şi translaţia. Fie 

ST o=f
T S
E3

ST o=f  o izometrie 
determinată de reperele { }k,j,iO,  şi { }'k,'j,'i,O'  . Izometria f se 
numeşte pozitivă (deplasare) dacă baza { }'k,'j,'i  este orientată 
pozitiv şi negativă (antideplasare), în caz contrar. Principalele 
izometrii pozitive sunt : translaţiile, rotaţiile şi simetria în raport cu o 
dreaptă, iar principalele izometrii negative sunt : simetria în raport 
cu un plan şi simetria în raport cu un punct. 

În continuare se vor aborda izometriile pozitive. 
 
Cele mai importante izometrii pozitive, care au aplicabilitate 

în ceea ce face obiectul acestei cărţi, sunt translaţia şi rotaţia. Se 
va considera spaţiul euclidian şi în acesta, repere ortonormate. E3

  
Definiţia 5.1. Se numeşte translaţie a reperului cartezian 

Oxyz de vector liber v , deplasarea T  a reperului  =Oxyz astfel 
ca axele noului reper 

R
R '=O’x’y’z’ să fie paralele şi de acelaşi sens 

cu cele ale reperului Oxyz, iar vOO'∈
→

. 
 
Observaţia 5.1.  1) Translaţia  de vector T v , duce reperul 

=Oxyz=R { }k,j,iO,  în reperul R '=O’x’y’z’={ }'k,'j,'i,O' , unde == )(' RT R  
={ }. k)k('k ;j)j('j ;i)i('i (O);O' ======= TTTT  
2) Se vor stabili relaţiile între coordonatele (x,y,z) ale unui punct M 
raportat la reperul  şi coordonatele (x’,y’,z’) ale aceluiaşi punct 
raportat la reperul ’. 

R
R
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 Dacã a,b,c sunt coordonatele punctului O' în R , se observã 

cã , adicã : 
→

+
→

=
→

MO'OO'OM
 xi yj zk ai bj ck x' i y' j z'k+ + = + + + + +        sau  
 ( ) ( ) ( )xi yj zk a x' i b y' j c z' k+ + = + + + + +  ,   de unde  

 T :  sau   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

,'
,'

zcz
yby

, x'ax

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

,
,

c-zz'
b-yy'
a,-xx'

care reprezintã formulele de translaţie. 
 Formulele anterioare rescrise vectorial devin: 

  T :  sau  ,
'
'  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+=

c
b
a

z
y

 x'

z
y
x

,
'
'  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
c
b
a

z
y
x

z
y

 x'

numite : ecuaţiile translaţiei de repere carteziene, T, de vector 
c)b,(a,v . 

 Aceste ecuaţii admit scrierea matriceală: 

 T :  sau   ,
'
'

100
010
001

  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+=

c
b
a

z
y

 x'

z
y
x

,
100
010
001

'
'  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
c
b
a

z
y
x

z
y

 x'

de unde se vede că translaţiile sunt izometrii pozitive: T oS, unde 
S=Id, iar det S=det I3=1>0. 
 Caz particular : Translaţia în planul (xOy) este datã de 
relaţiile: 

   
⎩
⎨
⎧

+=
+=

'.yby
, x'ax

 
Definiţia 5.2.  Se numeşte rotaţie a reperului cartezian 

=Oxyz, deplasarea  a reperului , astfel ca O‘=O, iar versorii 
directori ai noului reper 
R S R

R '=O’x’y’z’ să se obţină din cei ai reperului 
iniţial  prin intermediul unei transformări liniare ortogonale pozi-
tive. 

R

 
Observaţia 5.2. 1) Printr-o rotaţie , reperul  R =S { }k,j,iO,  este 

dus în reperul R '={ }'k,'j,'i,O' ,dat de R '={ ),j('j),i('iO,(O)O' SSS ====  
)k('k S= }, unde transformarea asociată , este un endo-

morfism ortogonal de determinant pozitiv, deci  produce trece-
rea de la baza ortonormată B=

33: VVS →

S
{ }k,j,i  la baza ortonormată 

B ‘={ }'k,'j,'i  din spaţiul . 3V
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 2) Fie în  douã repere ortonormate E3 { }R = O,i, j,k  şi 

R '={ }'k,'j,'iO, , care au originea comunã . Fiecare din vectorii i', j',k' 
pot fi exprimaţi în funcţie de vectorii i, j,k  astfel : 

  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

++=≡

++=≡

++=≡

,kk,'kjj,'kii,'k)k('k

,kk,'jjj,'jii,'j)j('j

,kk,'ijj,'iii,'i)i('i

S

S

S

  

adică, formal, ),'k,'j,'i(AT )k,j,i( =⋅  unde 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

k,'kj,'ki,'k

k,'jj,'ji,'j

k,'ij,'ii,'i

A  este matricea transformării ortogonale a 

izometriei S, adică este matricea de trecere de la baza {i, j,k}  la 

baza { }i', j',k' . 
 Condiţia ca baza B’ să fie ortonormată, asemeni bazei B, 
este echivalentă cu relaţiile adică  deci 
matricea A este o matrice ortogonală; deoarece S are determinant 
pozitiv, se obţine det A=1. 

,3IAATATA =⋅=⋅ ,AT 1-A =

 Rezultã cã trecerea de la baza ortonormatã { }i, j,k , la baza 

ortonormatã {i', j',k'}  se face cu ajutorul matricei ortogonale A, iar 

trecerea inversã se face cu ajutorul matricei A.T   
 

3) Pentru  a stabili relaţia de legăturã între coordonatele 
x,y,z, ale punctului M raportat la reperul R  şi coordonatele x',y',z' 
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ale aceluiaşi punct raportat la reperul R ’, se observã cã  
sau : 

→
=

→
OMOM

xi yj zk x' i' y' j' z'k'+ + = + +  , de unde se poate scrie matriceal : 

  ,  sau    . 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅=
z'
y'
x'

33a32a31a
23a22a21a
13a12a11a

z
y
x

:S
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
z'
y'
x'

A
z
y
x

:S

 

 Invers, se obţine :   . 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
z
y
x

AT

z'
y'
x'

 
Caz particular : Rotaţia în plan. 

 Fie reperul ortonormat { }R = O,i, j  şi fie rotaţia de unghi θ  a 
acestuia .  

 Se observã cã : θ)'i,i( =
∧

 ,  ( ) θ90'j,i +°=
∧

 , ( ) θ90j,'i −°=
∧

 , 

θ)'j,j( =
∧

. 
 Dacă se exprimă pe i'  şi j' în funcţie de i  şi j  , rezultã : 
 

   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

+=

.
,
 cosθjsinθi'j

 sinθjcosθi'i:S  

  

 Se obţine: i'
j'

cos sin
sin cos

i
j

⎛

⎝
⎜
⎜
⎞

⎠
⎟
⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟
⎛

⎝
⎜
⎜
⎞

⎠
⎟
⎟=

−
⋅

θ θ
θ θ

,  de unde : 
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⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

'j
'i

cosθsinθ
sinθcosθ

j
i , 

 
deci o rotaţie in planul (xOy) , de unghi θ  în jurul originii are 
formulele date de : 
 

     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
−=

. cosθy'sinθx'y
, sinθy'cosθx'x

:S

 
 Din compunerea unei translaţii şi a unei rotaţii în plan, rezultã 
o roto-translaţie, caracterizată de formulele : 
 

  ,     unde a ,b sunt coordonatele 

noii origini . 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=
+−=

bcosθy'sinθx'y
asinθy'cosθx'x

:ST o
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Capitolul 6 
 

SCHIMBĂRI DE REPERE ÎN PLAN ŞI SPAŢIU  
 

6 §1. Trecerea de la reperul cartezian la cel polar în plan. 
 
 Dacă se identifică spaţiul euclidian cu planul (xOy), se 
defineşte reperul polar în  . Orice punct 

2E

2E ∈y)M(x, 2E \ {0} poate fi 
localizat prin cuplul ordonat ( ), unde : θρ,

 
-  este distanţa de la origine la punctul M. ρ

 - θ este măsura unghiului dintre semidreptele Ox şi OM. 
 
 Definiţia 1.1. Numerele reale ( ) se numesc coordona-
tele polare ale punctului M în plan. 

θρ,

Relaţia dintre coordonatele polare şi cele carteziene este 
dată de următoarele formule de trecere de la reperul cartezian la 
cel polar : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=
ρsinθ.y
ρcosθ,x

 

 
Observaţia 1.1. Dacă (ρ,θ)∈(0,∞ )×[0,2π ), atunci ecuaţiile 

de trecere de la reperul cartezian la cel polar, asigură o corespon-
denţă biunivocă  

(ρ,θ)∈(0,∞ )×[0,2π )→ ∈y)(x, 2E \ {0}, 
între mulţimile (0, )×[0,2∞ π ) şi mulţimea de puncte \ {0}. 2E
Transformarea inversă care asociază unui punct M de coordonate 
carteziene (x,y), coordonatele sale polare (ρ,θ), 

∈y)(x, 2E \ {0} (ρ,θ)→ ∈(0,∞ )×[0,2π ) 
este dată de relaţia: 

 2y2xρ +=  , 
cu unghiul θ dat de relaţiile: 
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+
=

+
=

. 
2y2x

ysinθ

2y2x

xcosθ ,

  

 
6 §2. Trecerea de la reperul cartezian la cel cilindric în spaţiu. 

 
 Fie spaţiul  raportat la un reper cartezian Oxyz. Orice 
punct 

3E
∈z)y,M(x, 3E \ (Oz) este determinat de tripletul ordonat 

(ρ,θ,z), unde: 
- ρ este distanţa de la origine la proiecţia ortogonală M’ a 

punctului M pe planul (xOy); 
- θ este măsura unghiului dintre semidreptele Ox şi OM’. 

 

 
 Definiţia 2.1. Numerele reale (ρ,θ,z) se numesc coordonate 
cilindrice ale punctului M în spaţiu. 
 
 Relaţia dintre coordonatele cilindrice şi cele carteziene este 
dată de următoarele formule de trecere de le reperul cartezian la 
cel cilindric: 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=
=

. zz
ρsinθ,y
ρcosθ,x

 
 Observaţia 2.1. 1) Dacă (ρ,θ,z)∈(0,∞ )×[0,2π )×R, 

atunci ecuaţiile de trecere de la reperul cartezian la cel cilindric 
asigură o corespondenţă biunivocă: 

(ρ,θ,z)∈(0, )×[0,2∞ π )×R→ ∈z)y,(x, 3E \ (Oz), 
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între mulţimile (0, )×[0,2∞ π )×R şi mulţimea de puncte \ (Oz). 
Transformarea inversă, care asociază unui punct M de coordonate 
carteziene (x,y,z) coordonatele sale cilindrice  (ρ,θ,z), 

3E

∈z)y,(x, 3E \ (Oz) (ρ,θ,z)→ ∈(0,∞ )×[0,2π )×R 
dată de relaţiile: 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
+=

z,z

2y2xρ ,   

cu unghiul θ, dat de relaţiile: 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+
=

+
=

.

,

2y2x

ysinθ

2y2x

xcosθ

  

  
 2) Dacă se fixează coordonata ρ=ρ0 , se obţine un cilindru 
circular drept cu generatoarele paralele cu axa (Oz), de unde şi 
denumirea de coordonate cilindrice. 
 

6 §3. Trecerea de la reperul cartezian la reperul sferic în 
spaţiu. 

 
 Fie un punct M ∈ \ (Oz), având coordonatele carteziene 

. Un alt set de coordonate, care caracterizează poziţia 
punctului M în spaţiu, este tripletul ordonat (r, φ,θ), unde: 

3E
z)y,(x,

- r reprezintă distanţa, d(O,M) dintre origine şi punctul M, 
- θ este unghiul dintre semidreptele Ox şi OM’, unde M’ 

este proiecţia punctului M pe planul (xOy), 
- φ este unghiul dintre semidreptele Ox şi OM. 
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Definiţia 3.1. Numerele reale (r,φ,θ) se numesc coordona-
tele sferice ale punctului M în spaţiu. 

 
Relaţiile dintre coordonatele sferice şi cele carteziene ale 

punctului sunt date de următoarele formule de trecere de la reperul 
cartezian la cel sferic: 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

.  
,  
,  

ϕ
ϕ
ϕ

cosrz
sinθsin ry
cosθsin rx

 

Dacă se consideră (r,φ,θ) ∈(0,∞ )×(0,π ) × [0,2π ), aceste 
formule asigură o corespondenţă biunivocă între domeniul 
specificat şi mulţimea de puncte \ (Oz). 3E

Observaţia 3.1. 1) Corespondenţa anterioară fiind biunivocă 
rezultă că transformarea inversă, care asociază unui punct M de 
coordonate carteziene (x,y,z), coordonatele sale sferice (r,φ,θ), 

∈z)y,(x, 3E \ (Oz)  (r,φ,θ) → ∈(0,∞ )×(0,π ) × [0,2π ) 
este dată de relaţiile: 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

++=

),
r
zarcos(

2z2y2xr

ϕ

,
 

şi unghiul θ este dat de relaţiile: 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+
=

+
=

.

,

2y2x

ysinθ

2y2x

xcosθ

 

2) Dacă se fixează r=r0 , se obţine o sferă cu centrul în origine din 
care au fost scoşi polii (punctele de intersecţie ale acestora cu axa 
(Oz)), de unde şi denumirea de coordonate sferice. 
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Capitolul 7 
 

CONICE  
 

7 §1. Noţiuni generale.  
 

 Fie , spaţiul punctual euclidian real, bidimensional, rapor-

tat la un reper cartezian ortonormat 
2E

{ }j,i0,R  şi fie funcţia :  

( )f x,y a11x
2 2a12xy a22y2 2a13x 2a23y+a33= + + + + , a . 11

2 a12
2 a22

2 0+ + ≠

 
 Definiţia 1.1. Se numeşte conicã o mulţime ( )Γ  de puncte M 
din planul  , ale cãror coordonate (x,y) ,  în raport cu reperul 2E R , 
satisfac ecuaţia algebricã de gradul al doilea : f(x,y)=0, cu 

, aij aji, i j= ≠ aij , i,j 1,3∈ =R  numitã ecuaţia conicei în raport cu 

reperul . R
 Din studiile anterioare sunt cunoscute câteva exemple de 
astfel de mulţimi de puncte, numite curbe plane de ordinul al 
doilea, date în urmãtorul tabel : 
 
  cerc    elipsă  hiperbolă 

                       x2 y2 r2+ = x2

a2
y2

b2 1 0+ − =             x2

a2
y2

b2 1 0− − =  

 
     parabolă          Pereche de drepte     Pereche de drepte 
          concurente                  paralele 

                       y2 2px= 02b

2y
2a

2x =−               x2 a2 0− =  
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     Pereche de drepte        Mulţime cu un       Mulţimea vidã 
         confundate                 singur punct 

 x2 0=       x2

a2
y2

b2 0+ =               x2

a2
y2

b2 1 0+ + =   sau 

 
          x2 a2 0+ =  
 
 Una din problemele importante ale geometriei analitice este 
aceea de a dovedi, cã orice conicã este congruentã cu una din 
urmãtoarele mulţimi de puncte : cerc, elipsă, hiperbolã, parabolã, 
pereche de drepte , mulţime care conţine un singur punct, sau 
mulţime vidã, date de tabelul anterior. 
 Rezolvarea acestei probleme se va face în douã variante : 
fie folosind elemente din teoria formelor pãtratice, fie folosind 
schimbarea axelor de coordonate. 
 Folosind roto-translaţia , se realizeazã trecerea de la reperul 
cartezian ortonormat { }R = 0,i, j  la un reper ortonormat adecvat, 
orientat pozitiv ( numit reper canonic sau natural ) faţã de care 
ecuaţia f(x,y)=0 sã aibã forma cea mai simplã posibilã, numitã 
ecuaţia canonicã sau ecuaţia redusã. 
 Dupã cum se va vedea ulterior, în discuţie intervin urmã-
toarele numere ataşate polinomului f(x,y):  
 

 , 22a11aI , 
22a21a
12a11a

  , 

33a32a31a
23a22a21a
13a12a11a

+===Δ δ   

 
 cu 1,3ji, ,ijaj,i ,jiaija =∈≠= R . 

 
 Prin trecerea de la reperul R , la reperul canonic , polinomul 
f(x,y) se schimbã în f(x’,y’). Se poate arăta cã numerele Δ  
ataşate polinomului f(x',y') sunt respectiv egale cu numerele Δ  . 

', ',I'δ
, ,Iδ
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De aceea Δ   se numesc invarianţii izometrici sau ortogonali 
ai conicei. 

, ,Iδ

7 §2. Centrul unei conice.
 
 Existã conice ( ) ( )Γ :f x,y 0=  care admit un centru de simetrie . 
Acest centru este de fapt originea reperului canonic . Pentru a gãsi 
relaţiile care conduc la centrul unei conice , se efectueazã o 
translaţie : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=

y'.0yy

,x'0xx
 

 Ecuaţia conicei faţã de sistemul translatat în ( )C x0,y0  va fi:  

(f x0 x',y0 y' 0+ + =) . Dacă se aplică formula lui Taylor pentru funcţii 

de douã variabile , aceastã ecuaţie se poate scrie : 

0,2
0y
f22y'

0y0x
f2

y'2x'2
0x
f22x'

2!
1

0y
fy'

0x
fx'

1!
1

0y,0xfy'0y,x'0xf

=+++

+++=++

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

  

 
 

 
 

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

 unde   : 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

===

++=

++=

 
 

  
 

   
 

 

 
 

 
 

,
2

,
2

,
2

,

,

222a2
0y

f
122a

0y0x
f

112a2
0x

f

232a0y222a0x122a
0y
f

132a0y122a0x112a
0x
f

∂

∂
∂
∂

∂

∂

∂
∂

∂
∂

                  

               
dezvoltarea se opreşte la derivatele de ordinul al doilea , deoarece 
toate derivatele de ordin mai mare ca doi sunt nule. 
 Punctele (x',y') şi (-x',-y') sunt pe curba ( )Γ  dacã şi numai 

dacã expresia : 
0y
fy'

0x
fx'

  
 

∂
∂

∂
∂ + este identic nulã , adicã dacã şi 

numai dacã punctul (  satisface relaţiile: )x0,y0 0,0 ==
0y
f

0x
f

 
 

 ∂
∂

∂
∂ . 
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 De aceea, dacã o conicã ( )Γ  are centru, atunci coordonatele 
centrului sunt în mod necesar soluţia sistemului : 
  

 
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=++≡

=++≡

0.23ay22ax21a
y
f

2
1

0,13ay12ax11a
x
f

2
1

 
 
 
 

∂
∂
∂
∂

 

 Determinantul sistemului este : 

 δ = =
a11 a12
a21 a22

a11a22 a12
2− . 

 Dacã δ ≠ 0, atunci sistemul are solutie unicã şi deci ( )  
admite centru de simetrie ( cerc, elipsã, hiperbolã, pereche de 
drepte concurente, punct). În acest caz, ecuaţia conicei redusã la 
centru este : 

Γ

( )a11x'2 2a12x'y' a22y'2 f x0,y0 0+ + + =  

 Semnificaţia invariantului Δ  . Se va determina constanta 
 pentru cazul în care (f x0,y0 ) δ ≠ 0 . Se poate scrie : 

( )f x0,y0  = ( ) ( )a11x0 a12y0 a13 x0 a21x0 a22y0 a23 y0+ + + + + +  

+ . ( )a13x0 a23y0 a33+ +

 Rezultã cã :  . 33a0y23a0x13a0y,0xf ++=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

 Sistemul  de trei ecuaţii 

cu douã necunoscute este compatibil dacã determinantul caracte-

ristic este nul , adicã :  

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=−++

=++

=++

0,0y,0xf33a0y32a0x31a

0,23a0y22a0x21a

0,13a0y12a0x11a

0

0y,0xf33a32a   31a
23a22a   21a
13a12a   11a

=

−−

−
−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

 . 

Acesta se poate scrie :  
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 - 

( )

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

a11 a12 0
a21 a22 0

a31 a32 f x0,y0

0+ = , de unde: 

 ( )f x0y0 = Δ
δ

. 

 Astfel ecuaţia redusã la centru este : 
 

a11x'2 2a12x'y' a22y'2 0+ + + =Δ
δ

. 

 
 Dacã Δ=0 , ecuaţia redusã devine : 
 

a11x'2 2a12x'y' a22y'2 0+ + = . 
 

 În cazul : δ <  (discriminantul ecuaţiei este pozitiv), aceastã 
ecuaţie reprezintã douã drepte care trec prin centrul conicei.  

0

 Dacă : δ > , ecuaţia reprezintã mulţimea {(0,0)}.  0
 În cazul : δ ≠ , conica este degeneratã în douã drepte 
sau într-un punct. 

=0,Δ 0

  Dacã Δ≠0, conica este nedegeneratã ( cerc, elipsã, hiper-
bolã, parabolã, mulţime vidã ). 
 
 Observaţia 2.1.  
 1) Numãrul Δ  - numit determinantul mare al conicei , deter-
minã natura conicei , adicã: nedegeneratã sau degeneratã; 
 2) Numãrul  δ  - numit determinantul mic al conicei, determi-
nã genul conicei astfel : 
  a) dacã δ >  ( elipsã, mulţime vidã) , conica se 
numeşte de gen eliptic; 

0

  b) dacã δ <  ( hiperbolã, pereche de drepte concu-
rente), conica se numeşte de gen hiperbolic; 

0

  c) dacã δ = 0   ( parabolã , drepte paralele sau confun-
date ), conica se numeşte de gen parabolic . 
 Dacă se face un rezumat al celor expuse anterior , se pot 
trage concluziile date în tabelul urmãtor : 
  
         Condiţii                              Curba 

 
 Δ = ,  δ >    0 0

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Γ 0y,0x)( ,(punct dublu). 
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 Δ = ,  δ =  0 0
2d1d)( U=Γ  , unde ( ) şi ( ) sunt drepte 

paralele sau confundate, sau 
d1 d2

Γ =∅. 
 ,  δ <   Δ = 0 0 2d1d)( U=Γ , ( ) şi ( ) sunt drepte 

concurente. 
d1 d2

Dacă I=0 rezultă (d1 d2) ( )⊥ . 

 Δ ≠ , δ > , l ·Δ <    0 0 0 Elipsă. 
 Δ ≠ , δ > ,  I·Δ >   0 0 0 ∅=Γ)(  . 
 Δ ≠ , δ =  0 0 Parabolă. 
 Δ ≠ , δ <   0 0 Hiperbolă şi dacă I=0 se obţine, hiperbolă 

echilateră. 
 

7 §3. Reducerea la forma canonicã a ecuaţiei unei 
conice. 

 
 Fie conica :  
   . 033ay232a+x132a2y22axy122a2x11a: =++++Γ)(

 Se urmăreşte ca printr-o schimbare de reper, ce constă 
dintr-o rotaţie compusă cu o translaţie, să se obţină reperul 
canonic al conicei (Γ ). 
 În continuare se va descrie modul în care se află ecuaţiile 
schimbării de reper (de coordonate), determinate de matricea 
rotaţiei şi vectorul de translaţie. 
 Pentru stabilirea ecuaţiei canonice se au în vedere urmã-
toarele situaţii: 

1) Dacã  atunci se face o translaţie. Aceasta se 
determină diferit, după cum conica este cu centru sau nu. În primul 
caz, originea se mută în centrul C al conicei, deci translaţie de 
vector 

a12 0,=

OC, în al doilea caz, ecuaţiile translaţiei se determină dacă 
se efectuează restrângeri de pătrate şi/sau grupări de termeni 
liberi.     
 2) Dacã a  atunci se face mai întâi o rotaţie. În acest 

caz se poate proceda fie ca în §3.1., fie ca în §3.2. 
12 0,≠

 
7 §3.1. Metoda valorilor proprii.  

 
Se ataşază ecuaţiei conicei (Γ ), forma pătratică: 

y)(x,ϕ = .  a11x2 2a12xy a22y2+ +

 143



 Matricea acestei forme pătratice este : . A
a11 a12
a21 a22

=
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

 Din ecuaţia caracteristicã : 

 ( ) ( )P det A I
a11 a12

a21 a22
λ λ

λ
λ= − =

−
−

=λ λ δ2 - I 0+ =  se deter-

minã rãdãcinile λ λ , care sunt reale şi distincte . 1, 2
 Dacã : 
  1)   au semne contrare , adicã λ λ1, 2 δ < 0, conica este de 
gen hiperbolic; 
 2)   au acelaşi semn , adicã λ λ1, 2 δ > 0, conica este de gen 
eliptic; 
 3) Una din rãdãcini este zero , atunci conica este de gen 
parabolic. 

 Din sistemele : 
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==−+

=+−

, 1,2i  0,iv i22aiu21a
         

             0,iv12aiu i11a

λ

λ
    

se determinã pentru fiecare valoare proprie, componentele vecto-
rilor proprii  şi  (  care sunt ortogonali ( deoarece 

matricea A este realã şi simetricã). Vectorii proprii , astfel gãsiţi se 
normeazã şi se noteazã cu 

(u1,v1) )u2,v2

e1, respectiv e2 . 
 Fie R, matricea formatã cu componentele vectorilor e1 şi e2  
aşezate pe coloane, având în vedere posibilitatea înlocuirii unuia 
dintre vectorii e1 şi e2  prin opusul sãu , astfel ca det R =+1. 
 Pentru a simplifica alegerea valorilor proprii se poate folosi 
regula : sgn  , în acest fel componentele vecto-

rului  
( )λ λ1 2 sgn a12− =

e1 vor fi pozitive , iar prima componentã a vectorului  e2  se 
va lua negativã, astfel : det R =+1. 

 Rotaţia: , reduce forma pãtraticã: 
x
y

R
x'
y'

⎛

⎝
⎜
⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟= y)(x,ϕ =  

 la forma sa canonicã 

+2x11a

2y222axy122a ++ )y',(x''ϕ = . 
Versorii proprii  

λ λ1x'2 2y'2+

e1, e2  dau direcţiile noilor axe (0x'), respectiv (0y'). 
 Prin înlocuirea necunoscutelor x şi y cu expresiile lor din 
formulele de rotaţie , ecuaţia conicei devine :   
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λ λ1x'2 2y'2 2a'13 x' 2a'23 y' a'33 0+ + + + = . 
 Dacă se grupează termenii în x' şi respectiv y' şi se restrâng 
pãtratele, rezultă:  şi prin efectuarea 
translaţiei: X=x'+... şi Y=y'+... se obţine ecuaţia canonicã: 

. 

( ) ( )λ λ1 x' ... 2
2 y' ... 2 a 0+ + + + =

λ λ1X
2

2Y2 a 0+ + =

 
Exemplu :  Sã se reducã la forma canonicã şi sã se repre-

zinte grafic conica : (  : 5)Γ x2+4xy+8 -32x-56y+80=0. y2

 Matricea formei patratice: y)(x,ϕ =5 x2+4xy+8  este: A= 

= . 

y2

5 2
2 8
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

 Ecuaţia caracteristicã este : 

( )P
5 2

2 8
13 36 0λ

λ
λ

λ λ=
−

−
= − + =2  care are rãdãcinile 4 şi 9 . 

Dacă se ţine cont de regula sgn ( )λ λ1 2 sgn a12− =  , rezultã cã : 

. λ λ1 9; 2 4= =

 Sistemul 
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==−+
=+−

1,2i  0,2xi812x
           022x1xi5

λ
λ

  determinã componen-

tele vectorilor proprii. 

  Pentru  9=1λ  se obţine sistemul : 
− + =

− =
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4x1 2x2 0
2x1 x2 0 , adicã 

, rezultă: x2 2x1= ( )v1 1,2 .  

 Pentru 9=2λ  se obţine sistemul: 
x1 2x2 0

2x1 4x2 0

+ =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
, adicã : 

, rezultă: 22x1x −= ( )v2 -2,1 . 

 Se obţin: e1
v1
v1

1
5

, 2
5

= =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟  şi e2

v2
v2

2
5

, 1
5

= = −⎛
⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ . 

  Matricea de rotaţie R =

1
5

2
5

2
5

1
5

−⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

, cu det R=+1. 
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 Rotaţia:       dã : 
x
y

R
x'
y'

⎛

⎝
⎜
⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟=

( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

.

,

y'2x'
5
1y

2y'x'
5
1x

 

 Prin înlocuire în ecuaţia conicei se obţine  : 
 

  
( )

0.80y'
5

824y'x'
5

14429x'

adică 0,80)y'x'
5

562y'x'
5

3224y'29x'

=+++−Γ

=++−−−+Γ

  

  

:)(

2(:)(
 

 Prin adunarea şi scăderea termenilor necesari pentru 
completarea pãtratelor perfecte se obţine: 

0.36-
2

5
1y'4

2

5
8x'9 :)(

adică 0,80
5
4

5
1y'

5
22y'4

5
576

5
64x'

5
162x'9 :)(

=++−Γ

=+−+++−+−Γ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

 

 
 

Dacă se face translaţia : X x' 8
5

,Y y' 1
5

= − = + , se obţine 

forma canonicã : ( : 9)Γ X2+4 -36=0 sau Y2 ( )Γ : X2
4

Y2
9

1 0+ − = , 

deci  este o elipsă reală. ( )Γ
 Pentru a reprezenta grafic aceastã elipsã se ţine cont de 
faptul cã direcţiile axelor (0x') şi (0y') sunt date de e1, e2  , apoi se 

efectueazã translaţia anterioarã în punctul )(
5
1,-

5
8C  şi se 

găsesc axele (CX) şi (CY), unde C este centrul conicei. 
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7 §3.2. Metoda roto-translaţiei. 
  
 Se poate determina rotaţia sistemului de coordonate şi în alt 
mod, aflând unghiul θ  cu care se roteşte reperul dat. 

Matricea R a schimbării de bază (ce duce versorii reperului 
iniţial în cei ai reperului rotit) este o matrice ortogonalã de 
determinant +1. Bazele fiind ortonormate, coeficienţii noilor versori 
sunt exact cosinuşii directori ai direcţiilor lor, deci: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=

cosθsinθ
sinθcosθ

R . 

Folosind acest fapt, următoarea teoremă permite 
determinarea matricii de rotaţie prin intermediul unghiului de 
rotaţie . θ
 
 Teorema 3.1 : Fie conica cu centru (Γ ): ( ) 0yx,f = , astfel 
încât în ecuaţia conicei să fie îndeplinită condiţia  (deci 
apare monomul xy). Atunci, dacă se efectuează rotaţia reperului 
iniţial (xOy)→(x’Oy’) cu unghiul θ  ce satisface ecuaţia: 

a12 0≠

 
(1)       ( ) cos2θ122asin2θ22a11a =− , 
 
ecuaţia conicei în sistemul rotit (Γ ): ( ) 0y',x'' f =  nu mai conţine 
monomul x’y’. 
 
 Demonstraţie: Dacă se înlocuiesc x şi y din relaţiile care 
determinã rotaţia, coeficientul lui x'y' din ecuaţia ( ) 0y',x'' f =  este: 

 şi dacă se pune condiţia ca el sã se 

anuleze , se obţine relaţia: 

( )a22 a11 sin2 2a12cos2− +θ θ

( )a11 a22 sin2 2a12cos2− =θ θ . Astfel, 

teorema este demonstratã.  

Relaţia anterioarã este echivalentã cu : 
22a11a

122a
tg2

−
=θ  şi 

dacă se impune condiţia ca unghiul de rotaţie să fie în intervalul 
 se obţine şi deci .                                        □  π](0, π2α ≤ 0sin2α >

  
 Teorema 3.2 : Fie conica fără centru (Γ ): ( ) 0yx,f = , astfel 
încât în ecuaţia conicei să fie îndeplinită condiţia . Atunci 
dacă se efectuează rotaţia (xOy) (x’Oy’) cu unghiul θ  ce 
satisface ecuaţia: 

a12 0≠
→
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(2)         ,
12a
11a

tgθ −=  

ecuaţia conicei în sistemul rotit nu va mai conţine monomul x’y’. 
 
 Demonstraţie: Dacă se foloseşte =0, se 
verifică echivalenţa formulelor (1) şi (2).                                        □ 

2
12a22a11aδ −≡

 
 Observaţia 3.1. După aplicarea rotaţiei, reperul canonic se 
obţine printr-o translaţie, fie se restrâng pătratele şi/sau se 
grupează termenii liniari rămaşi, ori se translatează originea O în 
centrul conicei.    
  

Exemplu: Sã se stabilească natura şi genul conicei  
( )Γ : 9 -6xy+ +20x=0 şi sã se reducã la forma canonicã, folo-
sind metoda roto-translaţiei . 

x2 y2

 
 Soluţie:  

−
− = −
9 3 10
3 1 0

10 0 0
100     δ =

−
−

=
9 3
3 1

0, deci conica este o  Δ = 

 
parabolã nedegeneratã .  

 Din tg2
2a12

a11 a22
θ =

−
 rezultã tg2 6

8
3
4θ = =  sau 2tg

1 tg2
3
4

θ
θ+
= ; 

 cu soluţiile :3tg2 8tg 3 0θ θ− + = tg 3; tg 1
3

θ θ= = − .  

 Dacă se consideră cã rotaţia se face în sens pozitiv ( trigo-

nometric) şi cã θ π∈⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

0
2

,  rezultã  tg 3θ = . 

 Dacă se ţine cont cã : sin tg

1 tg2
θ θ

θ
=
± +

, cos 1

1 tg2
θ

θ
=
± +

 

cu θ π∈(0, 2 ) rezultã cã: sin 3
10

,cos 1
10

θ θ= = , cu ajutorul cãrora 

se obţine rotaţia : 

 
( )

( )
  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

,

,

y'3x'
10
1y

3y'x'
10
1x

cu matricea 
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

10
1

10
3

10
3

10
1

R . 

 148



 Dacă se înlocuiesc în ecuaţia conicei , se obţine: 
 y'2 2

10
x' 6

10
y' 0+ − = şi se completează pãtratul rezultã : 

y' 3
10

2 2
10

x' 9
10

− = − +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟  sau  y' 3

10

2 2
10

x' 9
2 10

− =− −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟  şi dacă se 

face translaţia :  
10
3y'Y,

102
9x'X −=−=  rezultă : Y2 2

10
X= − . 

  
 Se observã din matricea R cã : 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

10
3,

10
1

1e  şi ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

10
1,

10
3

2e , care dau direcţiile noilor axe. 

 Deoarece X trebuie sã fie negativ , ramurile parabolei sunt 
îndreptate invers sensului pozitiv al axei (VX).  
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7 §4. Intersecţia unei conice cu o dreaptă.   
 
Fie o dreaptã (d) determinatã de un punct ( )P0 x0,y0  şi o direcţie 

(e r,s) , cu ecuaţiile parametrice: 
x x0 rt

y y0 st ,t
= +
= +

∈
⎧
⎨
⎪

⎩⎪
R şi o conicã ( )  

de ecuaţie :  

Γ

( )Γ : ( ) 33ay232ax132ay²22axy122ax²11ayx,f +++++≡ =0. 
 
 Intersecţia dintre  dreaptã şi conicã conduce la sistemul: 
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( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
+=
+=

0,yx,f
st,0yy
rt,0xx

 

care, prin eliminarea lui x şi y, conduce la ecuaţia de gradul II în 
“t”: 
( ) ( )

0,0y,0xf232a0y222a

0x122as132a0y122a0x112arts²22ars122ar²11at²

=+++

+++++++

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎥⎦
⎤⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ⎜

⎝
⎛

        

adicã: ( ) 0,0y,0xft
0y
fs

0x
frt²sr, =+++ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

 
 

 
 

∂
∂

∂
∂ϕ  sau 

 (1)  ( ) ( )ϕ r,s t2 rfx0
sfy0

t f x0,y0 0+ + + =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ , unde s-a notat: 

  
0yf0y,0x

y
f;

0xf0y,0x
x
f == ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

  
 

∂
∂

∂
∂ . 

 
 În funcţie de natura rădăcinilor ecuaţiei (1) se deosebesc 
cazurile: 
 1) Dacă ( )ϕ r,s 0≠  . Atunci ecuaţia (1) este de gradul doi cu 

discriminantul . ( ) ( )q rfx0
sfy0

2
4 r,s f x0,y0= + − ⋅

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ϕ

 Dacã q>0 , atunci ecuaţia are douã rãdãcini distincte t , 
deci dreapta (d) taie pe  

1,t2
( )Γ   în douã puncte distincte P , adicã 

este secantã.  
1,P2

 Dacã q=0 , atunci ecuaţia are douã rãdãcini  reale confun-
date , deci dreapta taie conica  t1= t2 ( )Γ   în douã puncte confun-
date  P şi se numeşte tangentă la 1 P2≡ ( )Γ  în punctul  P . Evident, 
din orice punct  se pot duce cel mult douã tangente la (  . 

1
)(Γ∉0P )Γ

 În particular, dacã ( )P0 ∈ Γ  şi fx0
,fy0

nu se anuleazã simultan, 

se observã cã tangenta la ( )Γ  în  are ecuaţia :  P0
(2)     ,  ( ) ( )x x0 fx0

y y0 fy0
0− + − =
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deoarece în acest caz : , adicã r( )f x0,y0 0;q 0= = fx0
sfy0

0+ = , în 

care înlocuind pe r
x x0

t ;s
y y0

t=
−

=
−

 se obţine ecuaţia: 

.   ( ) ( )x x0 fx0
y y0 fy0

0− + − =

Dacã în aceastã ecuaţie se înlocuiesc  fx0
,fy0

, se obţine 

ecuaţia: 

( ) ( ) ( )a11xx0 a12 x0y y0x a22yy0 a13 x x0 a23 y y0+ + + + + + + + 033a =  , 

care reprezintã ecuaţia tangentei la conicã într-un punct  P  
obţinutã prin dedublare din ecuaţia conicei. 

0 ∈( )Γ

 Dacã q<0 , atunci ecuaţia (1) nu are soluţii în R şi deci 
dreapta (d) nu taie conica ( )Γ  .  
 2) Fie ( )ϕ r,s =0 . Ecuaţia (1) este de gradul întâi. Dacã    
rfx0

sfy0
0+ ≠ , atunci se obţine o soluţie unicã t  şi deci (d) taie pe 

 într-un singur punct P . Dacã r

1

( )Γ 1 fx0
sfy0

0+ =  şi , 

atunci ecuaţia (1) este imposibilă şi deci (d) nu taie pe (  . Dacã  

( )f x0,y0 0≠

)Γ
rfx0

sfy0
0+ = , şi , atunci ecuaţia (1) este identic 

satisfăcută şi deci dreapta are o infinitate de puncte comune cu  
, rezultă ( ) . 

( )f x0,y0 0=

( )Γ ( )d ⊆ Γ
 
 Fie (  o conicã nedegeneratã şi )Γ ( )e r,s  o direcţie în planul 
conicei. 
 
 Definiţia 4.1. Direcţia ( )e r,s   se numeşte direcţie asimpto-
ticã pentru  conica (  dacã : )Γ
 (3)  ϕ (r,s) ≡a  11r

2 2a12rs a22s2 0+ + =

 În virtutea discuţiei de mai sus, este evident că o dreaptã 
care are o direcţie asimptotică taie conica nedegeneratã într-un 
singur punct sau nu o intersectează. 
 Se obţin cazurile: 
 1) Dacã δ < ≠0, 0Δ  ( hiperbolã ) , atunci ecuaţia ϕ (r,s)=0 are 
douã rãdãcini reale şi distincte, deci conica admite douã direcţii 
asimptotice. 
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 2) Dacã δ >  ( elipsã ) , atunci ecuaţia ≠0, 0Δ ϕ (r,s)=0 nu 
admite soluţii reale, nebanale, deci conica nu are direcţii 
asimptotice. 
 3) Dacã  δ =  ( parabolã ) , atunci ecuaţia ≠0, 0Δ ϕ (r,s) =0 
are o rădăcină dublă şi deci conica are o singură direcţie 
asimptoticã, care este de fapt direcţia axei parabolei. 
  
 Definiţia 4.2.  O dreaptã (d) se numeşte asimptotã a unei 
conice nedegenerate , dacã direcţia ei este asimptoticã şi ( )Γ
( ) ( )d I Γ = φ . 
 
 Observaţia 4.1. Dacã o dreaptã (d) are direcţia (e r,s) , atunci 

panta acesteia va fi m=s
r . 

 În acest fel ecuaţia (3) se transformã în : 
 (3') a ,  22m2 2a12m a11 0+ + =

care dã pantele asimptotelor unei conice. 
 
 Din cele prezentate mai sus, rezultã cã este adevãratã 
urmãtoarea teoremã: 
  
 Teorema 4.1.  O asimptotã a unei conice nedegenerate  ( )  
este caracterizatã analitic prin ecuaţia 

Γ
rfx sfy 0+ = , unde e (r,s) 

este o direcţie asimptoticã pentru ( )Γ . 
  
 Observaţia 4.2. 
 1) Hiperbola are douã asimptote care trec prin centrul 
conicei. În acest caz , dacã ( )x0,y0  este centrul conicei şi m  

sunt pantele asimptotelor , ecuaţiile acestora se pot scrie şi sub 
forma : 

1,m2

 , respectiv (y y0 m1 x x0− = − ) ( )y y0 m2 x x0− = − . 

 2) Elipsa nu admite nici o direcţie asimptoticã şi în conse-
cinţã nu are asimptote. 
 3) Parabola admite o direcţie asimptoticã, pentru care, 
ecuaţia  rfx sfy 0+ =  este imposibilă şi deci parabola nu are 
asimptotã. 
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7 §5. Pol şi polarã. 
 

 Fie dreapta (d) : 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈+=
+=

,t st,0yy
rt,0xx

R   orientatã prin vectorul 

director ( sr,v ) şi P,Q douã puncte pe aceastã dreaptã. 
 
 Definiţia 5.1. Numãrul ρPQ definit prin 

v
v

PQPQ ρ=  se 

numeşte mãrimea relativã a segmentului [PQ]. 
 
 Se considerã cã pe dreapta (d) au fost fixate patru puncte 

,( )P0 x0,y0 ( ) ( ) ( )P1 x1,y1 , P x,y , P2 x2,y2 , corespunzãtoare valorilor 

 ale parametrului t . t0, t1, t, t2

 Definiţia 5.2. Se numeşte biraport al punctelor P ,P  0,P 1,P2

numãrul: [ ]  = P0,P; P1,P2

ρ

ρ

ρ

ρ

P0P1
P1P

:
P0P2
P2P

t1 t0
t t1

:
t2 t0
t t2

=
−
−

−
−

. 

 Dacã [  = -1 , atunci biraportul se numeşte 

biraport armonic sau diviziune armonică şi se spune cã 
perechea de puncte (P ) este conjugată armonic faţă de 
perechea (P ), sau invers. 

]P0,P; P1,P2

0,P

1,P2
 Având în vedere definiţia biraportului, în cazul diviziunii 
armonice se obţine:  

    
t1 t0
t t1

t2 t0
t t2

0
−
−

+
−
−

= . 

 Dacã se presupune cã punctul P  este luat drept origine pe 
(d), adicã : t , atunci diviziunea armonicã este caracterizatã 
prin : 

0
0 0=

      2
t

1
t1

1
t2

= + . 
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 Fie (  o conică nedegenerată, de ecuaţie generală: f(x,y)=0.  

Dacã  este un punct dat, atunci fie (d) :  

, 

)Γ

(P0 x0,y0 ) rt,0xx +=

st0yy += t ∈R o dreaptã care trece prin  şi taie  în douã 

puncte . 
0P ( )Γ

( ) (P1 x1,y1 , P2 x2,y2)

 
 Teorema 5.1. Locul geometric al punctului P conjugatul 
armonic al lui P  în raport cu P , atunci când direcţia 0 1,P2 ( sr,v ) a lui 
(d) variazã , este o parte din dreapta (d') de ecuaţie :  
(1) ( ) ( ) ( )a .

  
11xx0 a12 xy0 x0y a22yy0 a13 x x0 a23 y y0 a33 0+ + + + + + + + =

 Demonstraţie: 1) Se admite mai întâi cazul când P . 
Prin ipotezã, dacă se intersectează dreapta (d) cu conica  se 
obţin punctele P  şi P  corespunzãtoare valorilor t  şi  care sunt 
rãdãcinile ecuaţiei : 

( )Γ∉0
( )Γ

1 2 1 t2

(2) ( ) ( )ϕ r,s t2 rfx0
sfy0

t f x0,y0 0+ + + =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ . 

Din ecuaţia de mai sus , rezultã : 

( )
t1 t2
t1t2

rfx0
sfy0

f x0,y0

+
= −

+
. 

 Pe de altã parte , ştiind cã diviziunea armonicã este caracte-

rizatã de : (3) 2t
1
t1

1
t2

= +  , rezultã 
( )

2
t

rfx0
sfy0

f x0,y0
= −

+
. 

 Pentru a se obţine ecuaţia locului geometric cãutat se 
eliminã parametrii t,r,s între ecuaţia precedentã şi ecuaţiile dreptei 
(d) şi se obţine : 
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 ( ) ( ) ( )x x0 fx0
y y0 fy0

2f x0,y0− + − = − , care este de fapt 

ecuaţia din teoremã. 
 2) Dacă  se obţine . Atunci  şi 

cum   rezultă că 

( )P0 ∈ Γ 00y,0xf =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2P1P ≡

( )Γ∈2P 0PP ≡ . Într-adevăr cum , din 

ecuaţia (2) se obţine: 

00y,0xf =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

.0=⋅ 2t1t  Din (3) se obţine: ,0=
+

⋅
=

2t1t
2t1t

2
t  

rezultă t=0. Aceasta înseamnă că, conjugatul armonic al lui P  
este el însuşi oricare ar fi direcţia 

0
v  a dreptei (d) şi deci locul 

geometric al lui P este tangenta în P  la conica 0 ( )Γ  .     □ 
 
 Definiţia 5.3. Dreapta (d') se numeşte polara punctului P   
în raport cu conica (  , punctul P  se numeşte polul dreptei (d') 
în raport cu conica ( , iar ecuaţia (1) este ecuaţia carteziană a 
polarei. 

0
)Γ 0
)Γ

 
 Observatia 5.1.  
 1) Poziţia dreptei (d') faţã de conica ( )Γ  depinde de poziţia 
punctului P  faţã de  (  ( şi invers ). 0 )Γ

 2) Substituţiile ( )x2 xx0, y2 yy0, xy 1
2

xy0 x0y→ → → + , 

( ) (x 1
2

x x0 , y 1
2

y y0→ + → + )
=

)

 se numesc dedublãri. 

 Prin dedublarea ecuaţiei de gradul al doilea : 
  în punctul 

 se înţelege ecuaţia de gradul întâi: 

a11x2 2a12xy a22y2 2a13x 2a23y a33 0+ + + + +

(P0 x0,y0

( ) ( ) ( )a11xx0 a12 xy0 x0y a22yy0 a13 x x0 a23 y y0 a33 0+ + + + + + + + = , 

care mai poartă denumirea de: ecuaţia dedublată a conicei şi 
reprezintã ecuaţia polarei punctului P  faţã de conica  , sau 
ecuaţia tangentei la conicã, dacã  

0 ( )Γ
( )P0 ∈ Γ . 

 3) Pentru determinarea polului unei drepte (d) : ax+by+c=0 
în raport cu o conicã  , se pune condiţia ca dreptele (d) şi (d') 
sã coincidã , adicã cele douã ecuaţii sã aibã coeficienţii propor-
ţionali , adicã : 

( )Γ
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a11x0 a12y0 a13
a

a12x0 a22y0 a23
b

a13x0 a23y0 a33
c

+ +
=

+ +
=

+ +
, 

sistem din care se determinã coordonatele x  ale polului. 0,y0
 

7 §6. Diametrul conjugat cu o direcţie datã. 
 
 Fie conica ( şi o direcţie )Γ ( )sr,v . 
 
 Teorema 6.1. Locul geometric al mijloacelor corzilor conicei  

 paralele cu direcţia ( )Γ ( )sr,v  este o parte a dreptei (d") de ecuaţie 
(d") : rfx sfy 0+ = . 

 Demonstraţie : Dreapta care trece printr-un punct  

şi este paralelã cu 

( )P0 x0,y0

( sr,v ) are ecuaţiile: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈+=
+=

R.t  st,0yy
          rt,0xx

   

 
 Prin ipotezã aceastã dreaptã intersectează conica (  în 

douã puncte:  şi 
)Γ

( )P1x1 x0 rt1, y1 y0 st1= + = + ( )P2 x2 x0 rt2, y2 y0 st2= + = + , 

unde  sunt soluţiile ecuaţiei : t1, t2

( ) 00y,0xf
0ysf

0xrftsr,2t =+++ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ϕ . 

  Mijlocul segmentului [ ]P1, P2  are coordonatele: +=
+

0x
2

2x1x  

2
2t1tr

+
+ ;  

y1 y2
2 y0 s

t1 t2
2

+
= +

+
 şi acest punct coincide cu P  dacã 

şi numai dacã t , adicã  
0

1 t2 0+ = 0
0ysf

0xrf =+ . Deoarece punctul 

 a fost ales arbitrar, se pot renota coordonatele lui, prin x şi y 
deci teorema este demonstratã.                                                    □ 
P0
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 Definiţia 6.1. Dreapta  (d"): rfx sfy 0+ =  se numeşte diame-
trul conjugat direcţiei v  pentru conica ( )Γ . 
 

Consecinţa 6.1. 1) Fie ( )Γ : f(x,y)=0 o conică cu centru (δ≠ ), 

adică totdeauna sistemul 

0

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

0yf
0xf  are soluţie unică (coordonatele 

centrului conicei). Dacă se are în vedere ecuaţia diametrului 
conjugat , rezultă că centrul conicei ( )Γ  se află pe diametrul 
conjugat oricărei direcţii din plan. În acest caz, diametrul conjugat 
oricărei direcţii din plan aparţine unui fascicol de drepte ce trece 
prin centrul conicei. 
 2) Fie ( )Γ : f(x,y)=0 o conică fără centru, ( 0=δ ). Din 

, rezultă: 02
12a-22a11aδ == μ

not.

22a
12a

12a
11a

== . 

Dar ,232ay222ax122ayf ++=  astfel încât R∈+= βα, β,xfαyf  . Atunci, 

ecuaţia diametrului conjugat direcţiei  jsirv += devine: 

0β)xfs(αxrf =++    sau 0xf =+ λ  unde R∈
+

=
sαr

sβλ . 

 Această ecuaţie arată că , în acest caz, diametrele conjuga-
te oricăror direcţii din plan, aparţin unui fascicol de drepte paralele. 
Direcţia acestui fascicul este ), 11a12(a −  sau ( )21a22a −,  . 
 Evident, axa de simetrie a parabolei este un diametru şi are 
deci direcţia anterioarã. 
 3) Fie ( o conicã cu centru ()Γ δ ≠ 0) şi se notează cu ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

0s,0r0v  

direcţia diametrului de ecuaţie rfx sfy 0+ = , conjugat direcţiei ( sr,v ).   

Direcţia ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

0s,0r0v  satisface relaţia: ( )12sa11ra
0s

22sa12ra
0r

+−
=

+
 sau 

 (1)  ,  ( )a11rr0 a12 rs0 r0s a22ss0 0+ + + =

care este de fapt dedublarea relaţiei ( )ϕ r,s 0=  şi reprezintã relaţia 
dintre direcţiile a doi diametri conjugaţi. 
 Dacă se consideră m s

r= , panta dreptei de direcţie (r,s) , 

relaţia devine: 
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 (2) ( )a22mm0 a12 m m0 a11 0+ + + = , care reprezintã relaţia 

dintre pantele a doi diametri conjugaţi. 
 
 Definiţia 6.2. O pereche de diametri ale cãror direcţii sunt în 
relaţia (1) se numesc diametri conjugaţi unul altuia. 
 

7§7. Direcţii principale. Axele unei conice.    
 
 Se considerã o conicã  ( )Γ : f(x,y)=0 , o direcţie ( sr,v ) şi 
diametrul conjugat acestei direcţii : rfx sfy 0+ = . 
 
 Definiţia 7.1. Direcţia ( )sr,v  se numeşte direcţie principalã 
pentru conica  ( : f(x,y)=0,  dacã  este perpendicularã pe direcţia 
diametrului său conjugat:  r

)Γ
fx sfy 0+ = . 

 
 Teorema 7.1. Diametrul conjugat unei direcţii principale este 
o axã de simetrie a conicei şi, invers, o direcţie perpendicularã pe 
o axã de simetrie este o direcţie principalã a conicei. 
 
 Demonstratie: Diametrul conjugat unei direcţii principale 
conţine mijloacele corzilor conicei  ( )Γ  , care sunt perpendiculare 
pe diametru. Astfel, acest diametru este o axã de simetrie. 
Reciproca este evidentã (deoarece axa de simetrie este un 
diametru).            □ 
 

Observaţia 7.1. 1) Dacã δ ≠ 0, atunci conica ( )Γ  poate să fie  
cerc, elipsã, hiperbolã sau pereche de drepte concurente (dacă e 
degenerată). 

Fie ( sr,v ) o direcţie principală a conicei ( )Γ , iar ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

0s,0r0v  

direcţia diametrului său conjugat, care este o axă de simetrie a 
conicei (conform teoremei de mai sus). Atunci se obţine sistemul: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ =+++

=+

0.0mm22as0r0rs12a0rr11a

0,0ss0rr
 

Dacă se elimină 0s,0r  între cele două ecuaţii, se obţine ecuaţia 
care dă direcţiile axelor conicei:  
 (1)  ( ) . a11 a22 rs a12 s2 r2 0− + −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ =
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Dacă se scriu ecuaţiile diametrilor conjugaţi acestor direcţii, sau 
ecuaţiile dreptelor care trec prin centrul conicei ( )Γ şi au aceste 
direcţii , se obţine unul şi acelaşi lucru, anume: ecuaţiile axelor. 
 Din ecuaţia (1) , fãcând înlocuirea m s

r=  , se obţine : 

 (1')  ,  ( )a12m2 a11 a22 m a12 0+ − − =

ecuaţie care determinã pantele axelor. 
 2) Fie δ = ≠0, 0Δ  ( parabolã ) . Anterior s-a vãzut cã direcţia 
axei parabolei este ( )  sau a12 a11,− ( )a22 a21,− . Direcţia perpendi-

cularã pe axã este ( )  sau a11,a12 ( )a21,a22 . De aici rezultã cã 

ecuaţia axei parabolei este: a11fx a12fy 0+ =  sau , 

adicã diametrul conjugat  direcţiei  

a21fx a22fy 0+ =

( )a11,a12  sau ( )a21,a22  . 

 
 Definiţia 7.2. Intersecţia conicei cu axele (axa) sunt puncte 
numite vârfurile conicei. 
 

7 §8. Conice prin condiţii iniţiale.  
 
 Teorema 8.1.  O conicã este determinatã în general prin 
cinci condiţii iniţiale. 
 
 Demonstraţie : Ecuaţia generalã a unei conice : 
 :a se mai  ( )Γ =11x2 2a12xy a22y2 2a13x 2a23y+ a33 0+ + + +

poate scrie sub forma : 
  , x2 mxy ny2 px qy r 0+ + + + + =
dacã se noteazã coeficienţii ce se obţin dupã împãrţirea ecuaţiei 
prin a  cu m, n, p, q, r . 11 0≠
 Ecuaţia anterioarã este determinatã atunci când se cunosc 
coeficienţii: m, n, p, q, r . Dar, pentru a determina aceşti cinci 
coeficienţi, sunt necesare în general cinci relaţii compatibile între 
ele. Rezultã, cã în general o conicã este determinatã prin cinci 
condiţii iniţiale. 
 De exemplu, cinci puncte determinã o conicã cu condiţia ca 
punctele sã nu fie coliniare ( dacã sunt coliniare , conica este 
degeneratã ).                                                                                 □ 
 
 Teorema 8.2. ( Intersecţia a douã conice ). Douã conice se 
intersecteazã în cel mult patru puncte . 
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 Demonstraţie : Pentru a obţine coordonatele punctelor de 
intersecţie a conicelor : 
  :a , ( )Γ1 11x2 2a12xy a22y2 2a13x 2a23y a33 0+ + + + + =

) =

=

=

  :a' , (Γ2 11x2 2a'12 xy a'22 y2 2a'13 x 2a'23 y a'33 0+ + + + +

se rezolvã sistemul format din ecuaţiile celor douã conice . 
Ecuaţiile pot fi scrise sub forma : 
  , ( )a22y2 2 a12x a23 y a11x2 2a13x a33 0+ + + + +

  . ( )a'22y2 2 a'12x a'23 y a'11x2 2a'13 x a'33 0+ + + + +

 Dacă se pune condiţia ca cele douã ecuaţii sã aibã o 
rãdãcinã comunã se obţine o ecuaţie de gradul patru în x, care are 
cel mult patru rãdãcini reale.         □ 
 
 Teorema 8.3. Ecuaţia generalã a conicelor care trec prin 
punctele de intersecţie  ale conicelor ( )Γ1  şi ( )Γ2  este:   

( )Γ : , α βΓ Γ1 2 0⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟+ = α β, ∈R. 

Demonstraţie : Ecuaţia   reprezintã ecuaţia unei 

familii de conice, şi (  fiind cuprinse în această mulţime.  

α βΓ Γ1 2 0⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟+ =

) )(Γ1 Γ2
Într-adevãr , pentru : 1 0; == βα , se obţine ( )Γ2 = 0 , iar pentru 

01 == βα  ; , se obţine ( =0. )Γ1
 Astfel cã ecuaţia ( ) ( )α βΓ Γ1 2 0+ = , reprezintã conice care 

trec prin cele patru puncte de intersecţie ale conicelor ( şi ( .     ) )Γ1 Γ2
 Cel puţin unul din parametrii α  sau β sunt nenuli, astfel dacã 

, atunci rezultã ⎛⎝⎜ , unde α ≠ 0 Γ Γ1 2 0⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟+ =λ λ β

α
= . 

 Această ultimã ecuaţie reprezintã ecuaţia fascicolului de 
conice determinat de ( şi )Γ1 ( )Γ2  şi ea depinde de un singur 

parametru λ ∈R. Astfel cã, date fiind patru puncte de intersecţie 
ale conicelor ( )Γ1 şi  , o conicã din fascicol este determinatã 

unic de a cincea condiţie.         □ 
(Γ2)
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 Definiţia 8.1. Mulţimea tuturor conicelor ( )Γ : , Γ Γ1 2 0⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟+ =λ

λ ∈R, care trec prin intersecţia a două conice date, se numeşte 
fascicol de conice. Conicele ( )Γ1 şi ( )Γ2  se numesc conicele de 

bază ale fascicolului. 
 
 Teorema 8.4. Ecuaţia generalã a conicelor circumscrise unui 
patrulater ABCD este : 

( )( ) ( )( )α βAB CD AD BC 0+ = , α β, ∈R. 

 
 Demonstraţie : Dreptele (AB) şi (CD) pot fi dreptele în care 
degenereazã o conicã , deci produsul (AB)(CD)=0 reprezintã o 
conicã degeneratã . Analog produsul ecuaţiilor dreptelor 

(AD)(BC)=0 reprezintã o conicã degeneratã 

(Γ1)
( )Γ2 . Cele două 

conice se intersectează în cele patru puncte: A,B,C,D. 
 Astfel, conform teoremei anterioare fascicolul de conice 
determinat de conicele şi (Γ1) ( )Γ2 are ecuaţia :   

 ( )( ) ( )( )α βAB CD AD BC 0+ = , R∈βα ,  şi reprezintã toate coni-
cele circumscrise patrulaterului ABCD.         □ 
       
 Teorema 8.5 Ecuaţia generalã a conicelor bitangente unei 
conice  (  în punctele în care aceasta este tãiatã de o dreapta 

(d) este :  ( )+ , 

)Γ

Γ ( )λ d 2 0= R∈λ . 
 
 Demonstraţie:  
 Fie (Γ )=0 ecuaţia conicei , (d)=0 ecuaţia dreptei care uneste 
douã puncte A şi B de pe conicã. Dacă se consideră dreapta (d') 
paralelã cu dreapta (d) şi se scrie ecuaţia generalã a conicelor 
care trec prin punctele de intersecţie ale conicei ( )Γ  cu cele douã 
drepte, se obţine :  
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  ( ) ( )( )Γ + =λ d d' 0 , R∈λ . 

 Dacã se face ca dreapta (d') sã tindã cãtre dreapta (d) , se 
obţine , ecuaţia conicelor bitangente conicei  în 
punctele în care (d) taie conica  

02d =+Γ λ)( ( )Γ

( )Γ .       □ 
 
 Teorema 8.6. Ecuaţia generalã a conicelor tangente la douã 
drepte concurente (  şi )d1 ( )d2 , în punctele în care acestea sunt 

tãiate de o a treia dreaptã ( )d3  este : 

( )( ) ( )d1 d2 d3
2

0+ =λ . 

 
 Demonstraţie : Dacã în exemplul anterior, conica ( )  
degenereazã în douã drepte concurente 

Γ

( )d1 şi ( )d2 , iar dreapta (d) 

se noteazã cu  , atunci ecuaţia  devine 

 şi reprezintã conicele bitangente dreptelor 

şi (  în punctele în care acestea sunt tãiate de dreapta ( .□ 

(d3 )
=

) )

( ) ( )Γ + =λ d 2 0

( )( ) ( )d1 d2 d3
2

0+ λ

(d1 )d2 d3
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Capitolul 8 
 

CUADRICE 
 
 Fie { }k,j,i0,=R  un reper ortonormat în spaţiul euclidian . 3E
 
 Definiţie : Se numeşte cuadricã locul geometric, ( , al 
punctelor M din spaţiul euclidian , ale cãror coordonate (x,y,z), 
în raport cu reperul ortonormat R  satisfac ecuaţia algebricã: 

)∑

3E

 
f(x,y,z)≡a11x2 a22y2 a33z2 2a12xy 2a13xz 2a23yz+ + + + +

+ + +2a14x 2a24y 2a34z a44 0+ = ,  .0≠+++++ 2
23a2

13a2
12a2

33a2
22a2

11a
 
 Prin trecerea de la reperul { }k,j,i0,=R  la un reper cartezian 
adecvat, orientat pozitiv, numit reper canonic, faţã de care ecuaţia 
f(x,y,z)=0 sã aibã cea mai simplã formã posibilã, numitã ecuaţie 
canonicã, se dovedeşte cã ( )∑  este congruentã cu una din 
mulţimile : sferã, elipsoid, hiperboloid cu o pânzã, hiperboloid cu 
douã pânze, paraboloid eliptic, paraboloid hiperbolic, con, cilindru,  
pereche de plane secante, pereche de plane paralele, pereche de 
plane confundate, dreaptã, mulţime care conţine un punct, mulţime 
vidã. 
 Se vor da în continuare exemple de cuadrice pe forma 
canonicã ( redusã ). 
 

8§1. SFERA. 
  

Fie C(a,b,c) un punct fix, R>0 un număr real fixat. 
 

 Definiţia 1.1. Mulţimea punctelor M(x,y,z) 3E∈  cu proprie-
tatea că distanţa de la aceste puncte la punctul fix C este egală cu 
R, deci d(C,M)=R , este o suprafaţă numită sferă de centru C şi 
rază R. 
 
Dacă se are în vedere expresia analitică a distanţei dintre două 
puncte se obţine: 

(1) (S): ( )  , ( ) ( )x a 2 y b 2 z c 2 R2− + − + − =
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care se numeşte ecuaţia carteziană implicită a sferei de centru C 
şi rază R. 
Dupã dezvoltarea pãtratelor şi ordonarea termenilor, se obţine 
ecuaţia : 
 (2)  (S): x -2ax-2by-2cz+d=0,  unde  2 y2 z2+ +

 (3) d=a2 b2 c2 R2+ + −  . 
  
 Ecuaţia (2) se numeşte ecuaţia carteziană generalã a 
sferei.  
 

Observaţia 1.1.  Sfera este o cuadricã în care == 22a11a  

 şi 033a ≠= a12 a13 a23 0= = = , adicã : (S) : A( )+ 
+Bx+Cy+Dz+E=0 reprezintã ecuaţia unei sfere. 

x2 y2 z2+ +

 Din relaţia (3) rezultã raza sferei: R = a2 b2 c2 d2+ + − . 
Dacã :  
 1) >0 , atunci sfera este realã cu centrul 
C(a,b,c) şi raza R; 

a2 b2 c2 d+ + −

 2)  =0, atunci sfera este un punct şi anume 
centrul C(a,b,c). 

a2 b2 c2 d+ + −

 3) <0 , atunci sfera este imaginarã . a2 b2 c2 d+ + −
 
 Fiind datã o sferã (S) de razã R şi centru C(a,b,c), atunci 
ecuaţia (1) este echivalentă cu trei ecuaţii parametrice în R3: 

 (4) (S) :
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈∈+=
+=
+=

         , 
                                  
                                  

],[0,θ ),[0,2Rcosaz
cosRsinay
sinRcosax

ππϕϕ
ϕθ
ϕθ

,
,

 

sau cu ecuaţia vectorială: 

 (5) R0rr :(S) += ( kcosjsinsinisincos       ϕϕθϕθ ++ ), în . 3V
 

8 §1.1. Intersecţia unei sfere cu o dreaptã. 
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 Fie sfera (S): -2ax-2by-2cz+d=0, x2 y2 z2+ + 0d2c2b2a >−++  

 şi dreapta (d) :  care trece prin punctul 
x x0 cos
y y0 cos
z z0 cos

= +
= +
= +

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

ρ α
ρ
ρ γ

β

( ) ( )P0 x0,y0,z0 S∉  şi are versorul director ( )e cos ,cos ,cosα β γ . 

 Problema intersecţiei dintre dreapta (d) şi sfera (S) revine la 
rezolvarea sistemului format din ecuaţiile dreptei şi ecuaţia sferei.  
 Dacă se înlocuiesc x,y,z din ecuaţiile dreptei în ecuaţia 
sferei, se obţine ecuaţia de gradul al doilea în ρ : 

( )γβαρ cos²cos²cos²² ++ + ( ) ( ) +−+−⎢⎣
⎡ βαρ cosb0ycosa0x2   

( ) ⎥⎦
⎤−+ γcosc0z   + x0

2 y0
2 z0

2+ + -2ax0 2by0 2cz0 d 0− − + =  

 Dar cos ,cos ,cosα β γ  sunt cosinuşii directori ai direcţiei şi 
deci: , iar  cos2 cos2 cos2 1α β γ+ + = =+−−−++ d02cz02by02ax2

0z2
0y2

0x

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 0z,0y,0xS  atunci : 

(6) . 0=+−+−+−+ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

0z,0y,0xScosγc0zcosβb0ycosαa0x2ρρ²

 Dacă se notează  cu Δ  - discriminantul acestei ecuaţii, se 
obţine: 
 1) Dacã Δ  >0, R∈≠ 21 ρρ , atunci dreapta este secantã şi 
taie sfera în douã puncte distincte M  şi M . 1 2
 2) Dacã Δ  =0, R∈= 21 ρρ , atunci dreapta intersecteazã 
sfera în douã puncte confundate , deci este tangentã la sferã. 
 3) Dacã Δ  <0, C∈21 ρρ , , atunci dreapta nu taie sfera , deci 
este exterioarã sferei. 
 Dacã punctul ( ) ( )P0 x0,y0,z0 S∈  , atunci ( )S x0,y0,z0 0=  şi 

ecuaţia (6) devine :  
(6')    şi deci 

 şi ρ  . 

0cosγc0zcosβb0ycosαa0x2ρρ² =−+−+−+ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

ρ1 0= 2 0≠
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 Dacã se doreşte ca dreapta (d) sã fie tangentã sferei în 
punctul  trebuie ca  ( )P0 S∈ ρ ρ1 2=  , ceea ce înseamnã cã ρ = 0 şi 
deci : 
    . 0cosc0zcosb0ycosa0x =−+−+− ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ γβα

 Din ecuaţiile parametrice ale dreptei (d) rezultã : 

 cos
x x0α
ρ

=
−

;  cos
y y0β
ρ

=
−

;  cos
z z0γ
ρ

=
−

; şi prin înlocuire 

în ecuaţia precedentã se obţine : 
(7)  ( )( ) ( )( ) ( )( )x0 a x x0 y0 b y y0 z0 c z z0 0− − + − − + − − = , 

care reprezintã ecuaţia unui plan tangent la sferã în  . Deci 
într-un punct de pe sferã se poate duce un plan tangent la sferã în 
acel punct. 

( )P0 S∈

 Dacă se ţine cont de condiţia ( )S x0,y0,z0 0=  şi ecuaţia (7) 

rezultã: 
(7')  ( ) ( ) ( )xx0 yy0 zz0 a x+ x0 b y + y0 c z+ z0 d 0+ + − − − + = , 

ecuaţia planului tangent la sferã în ( )P0 S∈ , care se obţine prin 
dedublare din ecuaţia sferei. 
 

8 §.1.2. Poziţia unui plan faţã de o sferã. 
 
 Fie sfera (S) de centru C(a,b,c) şi rază R, iar planul ( )π  de 
ecuaţie ( )π :Ax+By+Cz+D=0 . 
 Poziţia planului ( )π  faţã de sfera (S) se studiazã prin 
compararea distanţei de la centrul C al sferei la planul ( )π , cu raza 
R a sferei: 
 1) Dacã ( ))π(C,d >R , rezultã cã planul ( )π  este exterior sferei. 
 2) Dacã ( ))π(C,d =R , rezultã cã planul ( )π  este tangent sferei. 
 3) Dacã ( ))π(C,d <R , rezultã cã planul ( )π   este secant şi taie 
sfera dupã un cerc real. 
 În acest ultim caz, se va determina centrul şi raza cercului de 
secţiune. 
 Dacã ( )CB,A,N  este normala la planul ( )π , se vor scrie 
ecuaţiile dreptei (d), care trece prin centrul sferei şi are direcţia 
datã de N : 
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 (d) : x a
A

y b
B

z c
C

− = − = − . 

 La intersecţia dintre dreapta (d) şi planul ( )π  se aflã centrul, 
O, al cercului de secţiune. Raza cercului, r, se aflã din triunghiul 
dreptunghic determinat de centrul sferei, centrul cercului şi un 
punct oarecare de pe cercul de secţiune şi anume: 

))(d²(C,R²r π−= . 
 

8 §1.3. Puterea unui punct faţã de o sferã.  
 

 Definiţia 1.2.  Se numeşte puterea punctului  

în raport cu sfera (S) , numãrul : 
( )P0 x0,y0,z0

 (8)  2M0P1M0P0PS ⋅=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ερ  unde M  şi  sunt 

punctele de intersecţie ale dreptei 

1 M2

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ e,0Pd  cu sfera (S) , iar ε = −1 

dacã 1M0P  şi 2M0P  au sensuri opuse ( P  interior sferei ). 0
 Prin trecere la norme în relaţia eiiM0P ρ= , i=1,2, unde 

1ρ , 2ρ  reprezintă rădăcinile ecuaţiei (6), se obţine: 11M0P ρ=  şi 

22M0P ρ= , 1e = , astfel cã: =⋅⋅=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ 210PS ρρερ =21ρρε  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⋅= 0z,0y,0xS21 ρρ . 

Se obţine astfel cã puterea unui punct faţã de o sferã nu 
depinde de direcţia dreptei (d) ce trece prin P , ci numai de poziţia 
punctului  P  faţã de sferã.  

0
0

 În concluzie puterea punctului P  faţã de sfera (S) este : 0
(9) ,  ( ) (ρ S P0 S x0,y0,z0⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

= )
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adică se obţine prin înlocuirea coordonatelor punctului în ecuaţia 
sferei. 
 
 Definiţia 1.3. Se numeşte plan radical a douã sfere ( şi 

, locul geometric al punctelor P din , care au aceeaşi pute-

re faţã de cele douã sfere , adicã: 

)
)

S1

(S2 3E

( ) ( )ρ ρ
S1

P
S2

P⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

= . 

 Dacã P(x,y,z) este un punct al acestui loc geometric, atunci 
rezultã cã: ( ) (S1 x,y,z S2 x,y,z= )  , adicã :  

(10) , 02S1(S =− )()

care este ecuaţia planului radical al sferelor ( )S1 şi ( )S2  . Din (10) 

se obţine ecuaţia cartezianã generală a planului radical : 
 (10')  ( ) ( ) ( )2 a1 a2 x 2 b1 b2 y 2 c1 c2 d1 d2 0− + − + − + − = . 

Se observã cã vectorul C1C2 are componentele: 

, ceea ce aratã cã planul radical este 

perpendicular pe linia centrelor. 
(a1 a2,b1 b2,c1 c2− − − )
 
 Definiţia 1.4. Se numeşte axă radicală a trei sfere 

: locul geometric al punctelor P din  care au 

aceeaşi putere faţã de cele trei sfere , adicã: 
( ) ( ) ( )S1 , S2 , S3 3E

( ) ( ) ==
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ P
2S

P
1S

ρρ  

( )P
3S

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛= ρ  . 

 Dacã   este ecuaţia planului radical al sferelor 

şi (  , iar 

02S1(S =− )()

(S1) )S2 03S2(S =− )() , ecuaţia planului  radical al sferelor 

şi , atunci ecuaţia planului radical al sferelor ( şi , 

adicã: , trece prin dreapta de intersecţie a primelor 
douã. Astfel cã ecuaţiile axei radicale al celor trei sfere este : 

(S2) ) )(S3 S1 ( )S3
03S1(S =− )()

 (11)   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−

. 03S2(S
0,2S1(S

)()
)()

 Poziţiile relative a douã sfere ( )S1 şi ( )S2  se deduc din 

compararea distanţei dintre centrele celor douã sfere, cu suma 
razelor lor. 
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 Pentru douã sfere care se intersecteazã dupã un cerc real, 
are sens sã se vorbeascã de fascicol de sfere , adicã de mulţimea 
sferelor care trec prin cercul de intersecţie a celor douã sfere . 
Ecuaţia fascicolului de sfere este: 
 (12)  02S1(S =+ )() λ , R∈λ . 
 Pentru douã sfere care se intersecteazã , cercul de secţiune 
se aflã în planul radical al celor douã sfere , deci ecuaţia 
fascicolului poate fi scrisă şi sub forma: 

(13) 02S1(S1(S =−+ ))()() λ , R∈λ . 
 

8 §2. ELIPSOIDUL. 
 

Definiţia 2.1.: Se numeşte elipsoid, (E), este locul geome-
tric al punctelor M din spaţiu , ale cãror coordonate (x,y,z) în 

raport cu reperul ortonormat 
3E

{ }k,j,i0,=R  satisfac ecuaţia : 

 (E):  x2

a2
y2

b2
z2

c2 1 0+ + − =  ,a>0, b>0, c>0. 

 
 Pentru a vedea care este forma acestei suprafeţe se va face  
intersecţia ei cu : 
 - axele de coordonate :  ( )a,0,0  A:(Ox)  şi ( )A' a,0,0− , 
      ( )b,00,B  :(Oy)  şi B’(0,-b,0), 
      ( )c0,0,C  :(Oz) şi ( )C' 0,0, c− ,     

 - planele de coordonate :  (xOy) : 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−+

            0,z
0,1

b²
y²

a²
x²

 

          (xOz) : 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−+

            0,y
0,1

c²
z²

a²
x²

 

          (yOz) : 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−+

            0,x
0,1

c²
z²

b²
y²

 

 adicã elipse în planele de coordonate, 
- plane paralele cu planele de coordonate, de ecuaţii: 

 

z=h: 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

=−−+

                     h,z

0,
c²
h²1

b²
y²

a²
x²

 

care reprezintã elipse, dacã h c<  . 
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 Analog pentru intersecţia cu planele de ecuaţii:  y=h, x=h . 
Întrucât pentru (x,y,z)∈(E) rezultă: (-x,y,z), (x,-y,z), (-x,-y,z), 

(-x,-y,-z)∈(E) se obţine că elipsoidul admite planele de coordonate 
(xOy), (xOz) şi (yOz), ca plane de simetrie. De asemenea şi 
intersecţiile acestor plane: axele de coordonate (Ox), (Oy), (Oz) 
sunt axe de simetrie ale elipsoidului, precum şi originea O este 
centrul de simetrie al elipsoidului.  

Dacã a=b=c se obţine o sferã. 
 Dacă se are în vedere cele expuse mai sus, se poate 
reprezenta elipsoidul în modul următor: 
 

 
8 §3. HIPERBOLOIDUL CU O PÂNZÃ.  

 
 Definiţia 3.1: Se numeşte hiperboloid cu o pânzã, ,  

locul geometric al punctelor M din spaţiul , ale cãror coordo-

nate (x,y,z) în raport cu reperul ortonormat 

(H1)
3E

{ }k,j,i0,=R , satisfac 
ecuaţia : 

(H1):  
x2

a2
y2

b2
z2

c2 1 0+ − − = , a>0, b>0, c>0. 

 Dacă se procedează ca în cazul precedent, se va face 
intersecţia acestei suprafeţe cu : 

- axele de coordonate:  
  (Ox) : A(a,0,0) şi A'(-a,0,0), 
  (Oy) : B(0,b,0) şi B'(0,-b,0), 
  (Oz)  : pentru x=0 şi y=0, sistemul nu are soluţie , deci 
cuadrica nu intersecteazã axa (Oz). 

- planele de coordonate : 
 

  (xOy) :  
x2

a2
y2

b2 1 0

z 0

+ − =

=

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

  , elipsã, 
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  (xOz) :  
x2

a2
z2

c2 1 0

y 0

− − =

=

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

  ,  hiperbolã, 

  (yOz) :  
y2

b2
z2

c2 1 0

x 0

− − =

=

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

  , hiperbolã. 

- plane paralele cu planele de coordonate, de ecuaţii 
 

  z=h :  x2

a2
y2

b2 1 h2

c2 0+ − + =
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

 , elipsă pentru , R∈h orice

  y=h :  x2

a2
z2

c2 1- h2

b2 0− − =
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

 ,hiperbolã pentru h orice <b, 

  x=h :  y2

b2
z2

c2 1- h2

a2 0− − =
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

,hiperbolã pentru h orice <a. 

 Ca şi în cazul elipsoidului, suprafaţa (H1) are planele de 
coordonate, axele şi originea ca plane de simetrie, axe de simetrie 
şi respectiv centru de simetrie. 

Observaţia 3.1. Suprafaţa (H1):  x2

a2
y2

b2
z2

c2 1 0+ − − = , a>0, 

b>0, c>0 se mai numeşte: hiperboloid cu o pânză cu axa (Oz) ca 
axă netransversală. Atunci şi suprafeţele: 

(H’1): 01
c²
z²

b²
y²

a²
x² =−++− ,a>0, b>0, c>0 şi (H”1): 01

c²
z²

b²
y²

a²
x² =−+− , 

a>0, b>0, c>0 reprezintă hiperboloizi cu o pânză cu axe 
netransversale (Ox) şi (Oy). 
 
 Definiţia 3.2. Suprafaţa ∑ )( : 0

c²
z²

b²
y²

a²
x² =−+  este un con 

numit conul asimptot al hiperboloidului cu o pânză, (H1). 
 
Hiperboloidul cu o pânzã are urmãtoarea reprezentare graficã: 
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8 §3.1. Generatoare rectilinii ale hiperboloidului cu o pânzã. 
 

Definiţia 3.3. 1) Se numeşte suprafaţă riglată, o suprafaţă 
, care poate fi generată prin mişcarea unei drepte (d), 

care se sprijină pe o curbă )
3E⊂∑ )(

(Γ . În acest caz, dreapta (d) se 
numeşte generatoarea rectilinie a suprafeţei riglate, iar curba  
se numeşte curbă directoare a suprafeţei 

)(Γ
∑ )( . 

 2) O cuadrică se numeşte dublu riglată, dacă prin fiecare 
punct al său trec două drepte distincte conţinute în cuadrică.  
 
 Teorema 3.1. Hiperboloidul cu o pânză este o cuadrică 
dublu riglată. 
 
 Demonstraţie: Se consideră ecuaţia canonică a hiperbolo-
idului cu o pânză: 

  :  (H1) x2

a2
y2

b2
z2

c2 1 0+ − − = .  

Aceasta este echivalentã cu : 
 

 x
a

z
c

x
a

z
c

1 y
b

1 y
b

+ − = + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
, rezultă cã urmãtoarele familii 

de drepte : ( ){ }R∈λλΔ /  şi ( ){ }R∈μμΔ /  sunt conţinute în hiperboloid, 
dreptele având respectiv ecuaţiile: 

Δλ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  :  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

∈−=−

+=+

Rλ
λ

λ

,

,

b
y11

c
z

a
x

b
y1

c
z

a
x          

 şi   : Δμ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

∈=−

=+

 .  

           

Rμ
μ

μ

,

,

b
y+11

c
z

a
x

b
y-1

c
z

a
x
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 Propoziţia 3.1. Prin fiecare punct al hiperboloidului ( )  
trece o generatoare şi numai una din fiecare din cele două familii 
de generatoare:  şi . 

H1

Δλ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ Δμ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 Demonstraţie :  Dacã ( ) ( )M0 x0,y0,z0 H1∈ , prin înlocuire în 

  se obţine un sistem liniar cu o singurã necunoscutã Δλ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ λ , 

compatibil. Se obţine deci o soluţie unicã λ0, ce determinã o 

singurã generatoare din . Δλ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 Analog pentru .                                                            □ Δμ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 Consecinţa 3.1. Douã generatoare din aceeaşi familie nu se 
întâlnesc. 
 Propoziţia 3. 2. Orice generatoare din familia  întâlneşte 

o singurã generatoare din familia şi reciproc. 

Δλ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

Δμ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 Demonstraţie : Sistemul liniar şi neomogen de patru ecuaţii  
cu trei necunoscute: x,y,z ( λ μ,  - fiind daţi ), format de ecuaţiile 

dreptelor  şi  are determinantul caracteristic nul, oricare 

ar fi valorile lui  

Δλ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ Δμ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

λ şi μ , deci este compatibil determinat.                □ 
 

8§4. HIPERBOLOIDUL CU DOUÃ PÂNZE.   
 
 Definiţia 4.1. Se numeşte hiperboloidul cu douã pânze , 

, locul geometric al punctelor M din spaţiul , ale cãror 

coordonate (x,y,z) în raport cu reperul ortonormat 
(H2) 3E

{ }k,j,i0,=R  
satisfac ecuaţia: 

  ( ) : H2
x2

a2
y2

b2
z2

c2 1 0+ − + =  , a>0, b>0, c>0. 

 Dacă se consideră în mod asemãnãtor, intersecţiile 
hiperboloidului cu două pânze cu axele de coordonate şi planele 
de coordonate , se observã cã acesta are numai douã vârfuri , nu 
taie planul (xOy), iar intersecţiile lui cu planele (xOz), (yOz) sunt 
hiperbole. 
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Intersecţiile suprafeţei ( )H2  cu plane paralele cu planul 

(xOy), sunt: 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

=−−+

                     h.z

0,1
c²
h²

b²
y²

a²
x²

 

Pentru ch >  se obţin elipse.  

Intersecţiile suprafeţei  cu planele de ecuaţii x=h şi y=h sunt 

hiperbole. 
(H2)

 Această suprafaţă are aceleaşi simetrii ca şi hiperboloidul cu 
o pânză. 

 Observaţia 4.1. Suprafaţa ( )H2 : x2

a2
y2

b2
z2

c2 1 0+ − + =  , a>0, 

b>0, c>0 se mai numeşte: hiperboloid cu două pânze cu axă 

transversală axa (Oz). Atunci şi suprafeţele: ( )2H′ : 01
c²
z²

b²
y²

a²
x² =+++− ,  

a>0, b>0, c>0 şi ( )2'H' : 01
c²
z²

b²
y²

a²
x² =++−  , a>0, b>0, c>0 repre-

zintă hiperboloizi cu două pânze dar cu axele (Ox) şi respectiv 
(Oy) ca axe transversale. 

 Definiţia 4.2. Suprafaţa ( ) 0
c²
z²

b²
y²

a²
x² : =−+Σ   este un con, 

numit: conul asimptot al hiperboloidului cu două pânze, ( ) . H2
 
 Hiperboloidul cu douã pânze are urmãtoarea reprezentare 
graficã : 
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8 §5. PARABOLOIDUL ELIPTIC. 
 
 Definiţia 5.1. Se numeşte paraboloid eliptic,  locul geo-

metric al punctelor M din spaţiul , ale cãror coordonate (x,y,z) 

în raport cu reperul ortonormat 

( )PE

3E

{ }k,j,i0,=R , satisfac ecuaţia : 

  ( ) : PE
x2

a2
y2

b2 2pz+ =   , p>0, a>0, b>0. 

 Intersecţia paraboloidului eliptic cu planul (yOz) şi respectiv 

(xOz) este parabola: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

2pz,2b

2y
     0,x

 şi respectiv parabola: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

. 2pz2a

2x
     0,y

 

 Intersecţiile suprafeţei ( )PE  cu planele de ecuaţii z=h>0 ,  sunt 

elipse, iar cu planele de ecuaţii:  x=h, y=h sunt parabole.  
Din forma ecuaţiei rezultă că planele (xOz) şi (yOz) sunt 

plane de simetrie, iar axa (Oz) – axă de simetrie. 

 Observaţia 5.1. Şi suprafeţele ( )EP'  : 2px2c

2z
2b

2y =+  şi ( )E'P' : 

2py2c

2z
2a

2x =+ , (a>0, b>0, c>0) sunt tot paraboloizi eliptici, dar cu 

axele de simetrie: (Ox) şi respectiv (Oy). Dacă se schimbă pe x cu   

–x, y cu –y, z cu –z, atunci ecuaţiile 2py2c

2z
2a

2x −=+ , 

2px2c

2z
2b

2y −=+ ,  2pz2b

2y
2a

2x −=+ , reprezintă tot paraboloizi 

eliptici, dar orientaţi după axele lor de simetrie orientate negativ. 
 
Paraboloidul eliptic  are următoarea reprezentare grafică: 
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8 §6. PARABOLOIDUL HIPERBOLIC. 
 
 Definiţia 6.1. Se numeşte paraboloid hiperbolic sau şa, 

, locul geometric al punctelor M din spaţiul , ale cãror 

coordonate (x,y,z) în raport cu reperul ortonormat 
(PH) 3E

{ }k,j,i0,=R  
satisfac ecuaţia :  

( )PH : x2

a2
y2

b2 2pz− =   , p>0, a>0, b>0. 

 Intersecţia cu planul (xOy)  sunt dreptele : 

 
x
a

y
b

0
z 0
− =

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
   şi    

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+

.      0z
0

b
y

a
x

    

 Intersecţiile cu plane paralele cu (xOy) de ecuaţii z=h, 
sunt hiperbolele: 

*R∈h  

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−

. hz                
  0,2ph

b²
y²-

a²
x²

 

 Intersecţiile lui (  cu planele (xOz) şi (yOz) sunt respectiv 

parabolele: 
)PH

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

2a

2x2pz

0y
 şi   

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=

. 2b

2y2pz

0x
 

Intersecţiile suprafeţei ( )PH  cu plane paralele cu planul 

(yOz), de ecuaţii z=h, , sunt parabolele: *R∈h

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈−=

=

,*, Rh2b

2y
2a

2h2pz

                    h,x

    

iar intersecţiile cu plane paralele cu planul (xOz), de ecuaţii z=h, 
, sunt parabolele: *R∈h

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈−=

=

.  *Rh2b

2h
2a

2x2pz

           h,y

,  

Paraboloidul hiperbolic este simetric faţă de (xOz) (yOz) şi 
axa (Oz). 
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Observaţia 6.1. Şi suprafeţele ( )HP' : 2py2c

2z
2a

2x =−  şi 

( )H'P' : 2px2c

2z
2b

2y =− , (sau schimbând semnul) sunt tot paraboloizi 

hiperbolici, dar cu axa de simetrie (Oy), respectiv (Ox). 
  
Paraboloidul hiperbolic are următoarea reprezentare grafică: 

 
 
 Generatoarele rectilinii ale paraboloidului hiperbolic. 

 

Fie : ( )PH
x2

a2
y2

b2 2pz− =  un paraboloid hiperbolic. Ca şi în 

cazul hiperboloidului cu o pânzã se obţine: 
 
Definiţia 6.2. Familiile de drepte: 

    : Δλ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x
a

y
b

2 z
x
a

y
b

1
+ =

− =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

λ

λ

    şi     : Δμ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x
a

y
b

2 z
x
a

y
b

1
− =

+ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

μ

μ

, 

se numesc: generatoarele rectilinii ale paraboloidului hiperbolic. 
În concluzie şi paraboloidul hiperbolic este o cuadrică dublu 
riglată, deoarece prin fiecare  punct al său trec două drepte 
distincte, conţinute în cuadrică. 
 
 Observaţia 6.2. Rezultatele propoziţiilor 3.1 şi 3.2 
demonstrate în cazul hiperboloidului cu o pânză, ramân valabile şi 
în cazul paraboloidului hiperbolic. 
 
 

8 §7. CONUL. 
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 Definiţia 7.1. Se numeşte con, locul geometric al punctelor 
M din spaţiul , ale cãror coordonate (x,y,z) în raport cu reperul 

ortonormat 
3E

{ }k,j,i0,=R  satisfac ecuaţia : 

  x2

a2
y2

b2
z2

c2 0+ − = , a>0, b>0, c>0. 

 Intersecţiile conului cu plane paralele cu planul (xOy), de 
ecuaţii y=h, *R∈h , sunt elipsele: 

  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈=−+

=

.,0 *Rh2c

2h
2b

2y
2a

2x
             hz 

   

 Întersecţiile conului cu planele (xOz) şi (yOz) sunt respectiv 
perechi de drepte care trec prin origine, iar intersecţiile cu planele 
(xOz) şi (yOz) sunt respectiv hiperbolele: 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈=+−

=

*Rh2b

2h
2c

2z
2a

2x
             h y

  ,0    şi   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈=+−

=

.,0 *Rh2a

2h
2c

2z
2b

2y
             h x

   

 Dacã a=b=c , conul este un con circular. 
 
Conul are urmãtoarea reprezentare graficã: 
 

 
8 §8. CILINDRUL. 

 
 Definiţia 8.1. 1) Se numeşte cilindru circular, locul geome-
tric al punctelor M din spaţiul  ale cãror coordonate (x,y,z) în 

raport cu reperul ortonormat 
3E

{ }k,j,i0,=R  satisfac ecuaţia : 

 , a>0, 2a2y2x =+
unde a se numeşte raza cilindrului.  
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2) Se numeşte cilindru eliptic, locul geometric al punctelor M din 
spaţiul  ale cãror coordonate (x,y,z) în raport cu reperul 

ortonormat 
3E

{ }k,j,i0,=R  satisfac ecuaţia: 

 x2

a2
y2

b2 1 0+ − = , a>0, b>0, 

unde a şi b se numesc semiaxele cilindrului eliptic. 
3) Se numeşte cilindru hiperbolic, locul geometric al punctelor M 
din spaţiul  ale cãror coordonate (x,y,z) în raport cu reperul 

ortonormat 
3E

{ }k,j,i0,=R  satisfac ecuaţia: 

 012b

2y
2a

2x =−− , a>0, b>0, 

unde a şi b se numesc semiaxele cilindrului hiperbolic. 
4) Se numeşte cilindru parabolic, locul geometric al punctelor M 
din spaţiul  ale cãror coordonate (x,y,z) în raport cu reperul 

ortonormat 
3E

{ }k,j,i0,=R  satisfac ecuaţia: 

 ,  2px2y = *R∈p .

 
     cilindrul eliptic  cilindrul hiperbolic    cilindrul parabolic 
  
 Cilindrii sunt suprafeţe generate pe drepte paralele cu axa 
(Oz) şi care se sprijină pe elipsa, hiperbola respectiv parabola din 
planul (xOy) de ecuaţie: z=0. 
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Capitolul  9 
 

 GENERĂRI DE SUPRAFEŢE 
 
 Teoria generalã a suprafeţelor face obiectul unui capitol 
separat din geometria diferenţială. 
 
 Prin suprafaţă datã implicit, se înţelege locul geometric al 
punctelor M din spaţiul , ale cãror coordonate (x,y,z), în raport 

cu reperul ortonormat 
3E

}k,j,i{0,=R , satisfac o ecuaţie de forma: 
F(x,y,z) = 0.  
 Prin curbă în spaţiu datã implicit, se înţelege locul geometric 
al punctelor M din spaţiul  ale cãror coordonate (x,y,z), în raport 

cu reperul ortonormat 

3E

}k,j,i{0,=R , satisfac sistemul: , 

adicã o curbã în spaţiu este datã ca intersecţie a douã suprafeţe. 

F(x,y,z) 0
G(x,y,z) 0

=
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

 Se poate vorbi de familii de suprafeţe sau familii de curbe în 
spaţiu. 
 Ecuaţia F(x,y,z,λ )=0, R∈λ , reprezintã o familie de suprafeţe, 

depinzând de un parametru, iar sistemul: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈=
=

,, Rμλμ
λ

 0,)z,y,G(x,
               0)z,y,F(x,

  

reprezintã o familie de curbe în spaţiu. 
 Dacã unei familii de curbe în spaţiu i se impune o condiţie 
suplimentarã pentru parametrii λ  şi μ , de exemplu: ( )Φ λ μ, 0= , 
atunci din sistemul :  

           
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=Φ
=
=

0,,
0)z,y,G(x,
0)z,y,F(x,

μλ
μ
λ

prin eliminarea parametrilor λ  şi μ , se obţine: ( )Ψ x,y,z 0= , adicã o 
suprafaţã. 
  

9 §1. Suprafeţe cilindrice.
 

 Definiţia 1.1. Se numeşte suprafaţã cilindricã, suprafaţa 
generatã prin mişcarea unei drepte care rãmâne paralelă cu o 
dreaptã datã şi se sprijinã pe o curbã datã, numită curbă 
directoare a suprefeţei. 
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 Se consideră dreapta (d) de ecuaţii (d):  datã ca 

intersecţie a douã plane. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

0,(Q)
 0(P)

 Fie curba (C)  datã ca intersecţie a douã suprafeţe : 
 

 (C):     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

0.z)y,G(x,
0,z)y,F(x,

 Dreptele generatoare Δλ μ , paralele cu dreapta (d), se 

obţin ca intersecţii a douã familii de plane, paralele cu planele (P) 
şi (Q):  

,
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

  

   : Δλ μ,
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=
μ
λ

(Q)
(P)

  ,  R∈μλ, . 

 Condiţia ca aceste drepte sã se sprijine pe curba (C) este ca 

sistemul:   

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=
=
=

0,(G)
0,(F)

(Q)
(P)

,
,

μ
λ

  sã aibã soluţii. 

 Sistemul este subdimensionat , are patru ecuaţii şi x,y,z,λ ,μ  
necunoscute , deci în general este compatibil. 
 Dacă se elimină x,y,z din cele patru ecuaţii , se obţine o 
singurã ecuaţie în λ  şi  : μ ( )Φ λ μ, 0= , numitã condiţie de sprijin  
( sau condiţie de compatibilitate a sistemului ). 
 Dacă se înlocuiesc λ  şi μ  din ecuaţiile generatoarelor, 
( ),μλ,Δ  în aceastã condiţie, adicã ( ) 0,(Q)(P), =Φ  se obţine ecuaţia 

suprafeţei cilindrice. 
 
 Observaţia 1.1. Dacã este datã numai direcţia dreptei (d) , 
adicã vectorul ei director: ( )v l,m,n  , atunci ţinând cont că toate 
dreptele din spaţiu paralele cu aceastã direcţie taie cel puţin unul 
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din planele de coordonate, se pot scrie ecuaţiile generatoarelor 
luând puncte din unul din aceste plane, dacã direcţia nu este 
paralelã cu el. 

Deci :   : Δλ μ,
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x
l

y
m

z
n

− = − =λ μ  , aici fiind luat un punct ( ),0,μλ,M  

R∈μλ,  din planul (xOy). Astfel ecuaţiile generatoarelor se mai pot 
scrie :  

  : Δλ μ,
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

∈=−

=−

. Rμλμ

λ

  z,
n
my

               z,
n
lx

,
 

 
 Caz particular: Sã se scrie ecuaţia suprafetei cilindrice cu 

generatoarele paralele cu axa (Oz) şi curba directoare (C):  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

0.G
0,F

 Axa (Oz) are ecuaţiile: (Oz):  , deci  :  
x 0
y 0
=
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
Δλ μ,
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=
μ
λ

y
x

, 

R∈μλ, , iar ecuaţia suprafeţei cilindrice cu generatoarele paralele 
cu (Oz)  va fi ( )Φ x,y 0=  , ecuaţie în care lipseşte necunoscuta z. 
În mod analog se obţin ecuaţiile suprafeţelor cilindrice cu 
generatoarele paralele cu axele (Ox) şi (Oy). 
 

9 §2. Suprafeţe conice. 
 
 Definiţia 2.1. Se numeşte suprafaţã conicã , suprafaţa 
generatã prin mişcarea unei drepte, care trece printr-un punct fix, 
numit vârf şi se sprijină pe o curbă dată, numită curbă directoare. 
 
 Fie V punctul fix. Se poate presupune cã V este obţinut ca 
intersecţie a trei plane ( eventual paralele cu planele de coordo-
nate) , adicã : 

 V  :  
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=
=

, 0(R)
 0,(Q)
 0,(P)
 

respectiv, dacã , atunci :  (V x0,y0,z0 )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−≡
−≡
−≡

. 0=0zz(R)
  0,=0yy(Q)
  0,=0xx(P)
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 Toate dreptele care trec prin V pot fi obţinute prin intersec-
tarea fascicolelor de plane : 

Δλ μ,
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈=
=

    , R)(Q)
                 R),(P)

R.μλμ
λ

,(
(

 

Fie (C) curba directoare, de ecuaţii: (C) :    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

0.z)y,G(x,
0,z)y,F(x,

 

 Condiţia ca dreptele generatoare sã se sprijine pe 

curba directoare (C), este ca sistemul : 

Δλ μ,
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=
=
=

0,(G)
0,(F)

R(Q)
R(P)

),(
),(

μ
λ

  să fie 

compatibil. În mod analog cu cazul suprafeţelor cilindrice, prin 
eliminarea lui x,y,z din acest sistem, se obţine condiţia de sprijin: 
( )Φ λ μ, = 0. Dacă se înlocuiesc pe λ  şi μ  din ecuaţiile generatoa-

relor , se obţine ecuaţia suprafeţei conice : Δλ μ,
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

0
(R)
(Q),

(R)
(P) =Φ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ . 

 
 Observaţia 2.1. Dacă se ţine cont de faptul cã dintre cei trei 
parametri directori ai unei direcţii din spaţiu, sunt esenţiali doar doi, 
o direcţie oarecare poate avea componentele ( )λ μ, ,1  şi atunci, 

dacã vârful este dat prin coordonatele lui, adicã : ,  

dreptele generatoare au ecuaţiile :  
( )V x0,y0,z0

 

       :  Δλ μ,
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x x0 y y0 z z0
1

−
=

−
=

−

λ μ
 , R∈μλ, , 

adică: 
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Δλ μ,
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

:   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∈−=−

−=−

      , 

                   , 

R.μλμ

λ

,0zz0yy
0zz0xx

 
 
 
 
 
 
 
 

9 §3. Conoid cu plan director.  
 
 Definiţia 3.1. Se numeşte suprafaţã conoidã cu plan 
director, suprafaţa generatã prin mişcarea unei drepte, care 
ramâne paralelă cu un plan (P), dat, numit plan director  şi se 
sprijină atât pe o curbă dată (C), numită curbă directoare cât şi 
pe o dreaptă dată, (d).  
 

 Fie (d)  :     şi   (C)   :  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

0(R)
0(Q)

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

0.z)y,G(x,
0,z)y,F(x,

 

 
 Planele paralele cu planul (P) vor avea ecuaţiile (P)=λ , 

R∈λ , iar planele care trec prin dreapta (d) fac parte dintr-un 
fascicol de plane: R.∈= μμ  R),(Q) (   
 Intersecţia celor douã familii de plane, dau drepte paralele cu 
planul director (P) şi care se sprijinã pe dreapta (d). Deci ecuaţiile 
generatoarelor sunt : 
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   : Δλ μ,
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈=

=

     
                 

.
(R)
(Q)
(P)

 Rμλμ

λ

,,

,
 

 Dacă se impune condiţia ca aceste drepte sã se sprijine pe 
curba directoare (C), se obţine sistemul : 
 

   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
=

=

=

0z)y,G(x,
0z)y,F(x,

(R)
(Q)
(P)

μ

λ         

, care trebuie sã fie compatibil , ceea ce 

conduce la condiţia de compatibilitate:  ( )Φ λ μ, 0= . 
 Dacă se înlocuiesc λ  şi μ  din ecuaţiile generatoarelor, 

, se obţine ecuaţia suprafeţei conoide cu plan director: Δλ μ,
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

0
(R)
(Q)(P), =Φ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
 . 

 
9 §4. Suprafeţe de rotaţie. 

 
 Definiţia 4.1. : Se numeşte suprafaţã de rotaţie , suprafaţa 
generată prin rotirea ( fãrã alunecare ) a unei curbe (C) în jurul 
unei drepte fixe (d), numitã axã de rotaţie. 
 
 Se observã cã fiecare punct al curbei (C) descrie un cerc cu 
centrul pe dreapta (d) , având planul perpendicular pe axa de 
rotaţie.  

   

 185



 Deci, se poate spune cã suprafaţa de rotaţie este suprafata 
generată de cercuri, cu centrele M0 axa de rotaţie, (d), de rază 
variabilă, având planul perpendicular pe axã şi care se sprijinã pe 
curba (C). 

 Fie axa de rotaţie (d) : 
x x0

l
y y0

m
z z0

n
−

=
−

=
−

 ,  şi curba dată 

(C), de ecuaţii: 

 (C) :  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

. 0z)y,G(x,
0z)y,F(x,

 Cercurile generatoare se obţin dacă se intersectează sfere 
cu centrul în  şi rază variabilã, cu plane paralele şi 

perpendiculare pe axã. 
(M0 x0,y0,z0 )

0

 C  :   ,λ μ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∈=++
=−+−+−

            .          Rμλμ
λ

,,
,2222

nzmylx
0zz0yy0xx

 Dacă se impune condiţia ca aceste cercuri sã se sprijine pe 
curba (C), din sistemul format de ecuaţiile cercurilor generatoare şi 
ecuaţiile curbei (C), se obţine condiţia de sprijin : 
 . , =Φ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ μλ2

 Prin înlocuirea lui 2λ  şi a lui μ  din ecuaţiile generatoarelor, 
se obţine: 

 , 0nzmylx,
2

0zz0yy0xx =++−+−+−Φ
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ 22

care reprezintã ecuaţia suprafeţei de rotaţie. 
 
 Observaţia 4.1. Se observã cã ecuaţia unei suprafeţe de 
rotaţie este o funcţie : ( ) 0(P)(S), =Φ  unde (S)=0, (P)=0 sunt 
ecuaţiile unei sfere , respectiv a unui plan. 
 
 Exemplu : xy+xz+yz=0 este ecuaţia unui con de rotaţie, 
deoarece se poate scrie : ( ) . x y z 2 x2 y2 z2 0+ + − + + =⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
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DIFERENŢIAL¼A
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Capitolul 1

Curbe plane

1.1 De�ni̧tia analitic¼a a curbelor plane

Înc¼a din liceu ne este cunoscut faptul c¼a reprezentarea gra�c¼a a unei
funçtii reale de o variabil¼a real¼a este, în general, o �curb¼a plan¼a�. Acest
fapt nu este îns¼a su�cient pentru a de�ni corect no̧tiunea de curb¼a plan¼a
dac¼a ţinem cont c¼a: 1). Nu orice curb¼a plan¼a poate � descris¼a ca gra�cul
unei singure funçtii (chiar într-un caz foarte simplu, cum e cel al cercului
x2+ y2�R2 = 0; avem nevoie de dou¼a funçtii reale, anume, y =

p
R2 � x2 şi

y = �
p
R2 � x2, lucrurile stând la fel în cazul elipsei şi hiperbolei). Pentru

aceste curbe, şi nu numai, s-a preferat o reprezentare de forma F (x; y) = 0:
2).Mai mult, din punctul de vedere al cinematicii, o curb¼a plan¼a este

traiectoria unui punct material, şi astfel devine util s¼a descriem curba prin
leg¼atura dintre coordonatele (x; y) ale punctului şi timp: x = � (t) ; y =  (t) :

Mai precis:

De�nitia 1.1 Numim arc simplu de curb¼a plan¼a, mulţimea punctelor
(�) din R2 = R� R = f(x; y) j x; y 2 Rg care satisfac o ecuaţie de tipul

(1.1) y = f (x) a < x < b;

sau o ecuaţie de tipul

(1.2) F (x; y) = 0 a < x < b; c < y < d;

sau un sistem de forma

(1.3)
�
x = � (t)
y =  (t)

t1 < t < t2;

3



4 CAPITOLUL 1. CURBE PLANE

unde f; F; �;  sunt funcţii reale de clas¼a cel puţin C1 pe domeniile lor de
de�niţie (a; b; c; d; t1; t2 2 R); iar � şi  din 1.3 stabilesc o corespondenţ¼a
bijectiv¼a şi bicontinu¼a între punctele M 2 (�) şi mulţimea valorilor para-
metrului t 2 (t1; t2) :

Ecua̧tia 1.1 poart¼a numele de reprezentarea explicit¼a a arcului simplu
(�); în timp ce ecua̧tia 1.2 se numeşte reprezentare implicit¼a, iar sistemul
1.3, reprezentarea parametric¼a a lui (�).

De�nitia 1.2 O mulţime de puncte (�) se numeşte arc regulat de curb¼a
plan¼a dac¼a:

1. (�) este un arc simplu de curb¼a plan¼a;

2. în reprezent¼arile 1.2 şi 1.3 avem, în plus:

(F 0x)
2
+
�
F 0y
�2
> 0

(în reprezentarea implicit¼a), respectiv,�
�
�

�2
+

�
�
 

�2
> 0;

(în reprezentarea parametric¼a), unde

F 0x =
@F

@x
; F 0y =

@F

@y
;
�
� =

d�

dt
;
�
 =

d 

dt
:

Condi̧tia (F 0x)
2 +

�
F 0y
�2
> 0 semni�c¼a faptul c¼a derivatele F 0x şi F

0
y nu se

anuleaz¼a simultan în punctul de coordonate (x; y); la fel,
�
�
�

�2
+

�
�
 

�2
> 0

exprim¼a faptul c¼a
�
� şi

�
 nu sunt simultan nule în nici un t 2 (t1; t2).

Dac¼a în de�ni̧tia de mai sus suntem asigura̧ti de continuitatea derivatelor
şi neanularea, respectiv cel pu̧tin a uneia din derivatele pân¼a la şi inclusiv
ordinul n; arcul regulat se spune a � arc regulat de ordinul n; sau de
clas¼a n:
Condi̧tiile din De�ni̧tia 1.2 poart¼a numele de condi̧tii de regularitate.

De�nitia 1.3 Un punct M 2 (�) se numeşte punct regulat dac¼a el în-
deplineşte toate condiţiile de regularitate. În caz contrar, punctul se numeşte
punct singular.
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Astfel, putem spune c¼a un arc regulat este constituit numai din puncte
regulate, eventual exceptând extremit¼a̧tile.

De�nitia 1.4 Numim curb¼a de clas¼a n o reuniune de arce regulate de
clas¼a n.

Aşadar, dac¼a (�i) (i 2 I) este o muļtime de arce regulate de clas¼a n; atunci
curba (C) de clas¼a n arat¼a ca în �g. 1.1 (s¼a observ¼am c¼a ea poate avea şi
�întreruperi�):

(1.4) (C) = [
i2I
(�i) :

�g. 1.1

Prin de�ni̧tie deci, unui arc îi poate corespunde cel pu̧tin una din reprezen-
t¼arile de mai sus.
Condi̧tiile de regularitate nu sunt altceva decât impuneri ale analizei ma-

tematice pentru a exista posibilitatea de trecere de la o reprezentare la alt¼a
reprezentare, pentru orice arc regulat de curb¼a plan¼a, sau pentru orice arc
simplu de curb¼a plan¼a, în vecin¼atatea unui punct regulat al ei.

� Într-adev¼ar, trecerea de la reprezentarea 1.1 la reprezentarea 1.2 se
realizeaz¼a simplu luând F (x; y) � y � f (x) = 0:

� Pentru a putea trece de la reprezentarea 1.2 la reprezentarea 1.1 aplic¼am
teorema de existeņt¼a a funçtiilor implicite.

Teorema 1.5 Dat¼a o ecuaţie de forma 1.2; veri�cat¼a de valorile x = x0; y =
y0; pentru care funcţia F (x; y) şi derivatele ei parţiale F 0x; F

0
y sunt continue

în vecin¼atatea valorilor x0; y0, atunci exist¼a o singur¼a funcţie y = f (x) care,
în vecin¼atatea valorii x0, veri�c¼a identic ecuaţia 1.2 şi ia valoarea y0 pentru
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x = x0: Mai mult, aceast¼a funcţie este bijectiv¼a şi continu¼a în vecin¼atatea
valorii x0 şi are derivat¼a continu¼a dat¼a de formula:

(1.5) y0 = �F
0
x

F 0y
:

� Trecerea de la reprezentarea 1.1 la reprezentarea 1.3 se realizeaz¼a sim-
plu prin:

(1.6)
�

x = t
y = f (t)

sau prin

(1.7)
�

x = � (t)
y = f (� (t))

;

ceea ce ne arat¼a c¼a reprezentarea parametric¼a nu este unic¼a.

� În �ne, condi̧tiile de regularitate ne asigur¼a c¼a pentru o valoare t = t0 2
(t1; t2) avem de exemplu

�
� (t0) 6= 0 şi exist¼a inversa funçtiei x = � (t) ;

s¼a spunem t = ��1 (x) într-o vecin¼atate su�cient de mic¼a a valorii
t0: De unde y =  

�
��1 (x)

�
; este trecerea de la reprezentarea 1.3 la

reprezentarea 1.1.

Exemple:

1. Cercul: x2+ y2�R2 = 0 (în reprezentarea implicit¼a); o parametrizare
a acestuia este �

x = R cos t
y = R sin t

; t 2 [0; 2�]:

2. Elipsa:
x2

a2
+
y2

b2
� 1 = 0 (în reprezentare implicit¼a), sau�

x = a cos t
y = b sin t

; t 2 [0; 2�]

(în reprezentare parametric¼a).

3. Hiperbola:
x2

a2
� y2

b2
� 1 = 0 (în reprezentare implicit¼a), sau�

x = acht
y = bsht

; t 2 [0; 2�]

(în reprezentare parametric¼a).
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Geometria difereņtial¼a a curbelor plane se ocup¼a, în mod special, de
studiul arcelor simple sau arcelor regulate de clas¼a n; în vecin¼atatea unui
punct regulat. În cele ce urmeaz¼a, vom neglija posibilitatea ca un punct al
unei curbe s¼a apar¼a ca punct regulat într-o reprezentare şi ca punct singular
în alt¼a reprezentare.

1.2 Lungimea unui arc de curb¼a plan¼a. Ele-
ment de arc

Pentru a de�ni lungimea unui arc
_

AB al unei curbe plane (C); vom

înscrie în
_

AB un poligon cu n laturi care uneşte punctele extreme A;B ale
arcului (�g. 1.2).

�g. 1.2

Acest lucru poate � f¼acut pentru �ecare întreg pozitiv n; într-un mod
arbitrar, îns¼a în aşa fel ca lungimea laturii celei mai mari s¼a se apropie de
zero, când n tinde la in�nit. Lungimile Ln ale acestor poligoane se ob̧tin
din teorema lui Pitagora. Dac¼a şirul fLng al acestor lungimi este convergent
cu limita L; atunci arcul

_

AB al curbei (C) se spune a � recti�cabil, iar

valoarea L = L _
AB

este numit¼a lungimea arcului
_

AB al curbei (C).

Teorema 1.6 Orice arc
_

AB al unei curbe (C) de clas¼a cel puţin 1 (unu), este

recti�cabil. Dac¼a arcul
_

AB al curbei (C) este dat în reprezentarea explicit¼a

(1.8) y = f (x) ; x 2 [xA; xB] � (a; b) ;

atunci lungimea sa este dat¼a de

(1.9) L _
AB
=

xBZ
xA

q
1 + (f 0(x))2dx;
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iar dac¼a arcul
_

AB al curbei (C) este reprezentat parametric prin

(1.10)
�
x = x (t)
y = y (t)

t 2 [tA; tB] � (t1; t2) ;

atunci lungimea sa este dat¼a de

(1.11) L _
AB
=

tBZ
tA

q
�
x
2
(t) +

�
y
2
(t)dt;

unde
�
x =

dx

dt
; _y =

dy

dt
:

Demonstratie. Consider¼am o linie poligonal¼a Pn (cu n laturi), cu vâr-
furile

Mj (xj; f (xj)) (j = 0; 1; 2; :::; n ; x0 = xA < x1 < ::: < xn�1 < xn = xB):

Atunci, Pn are lungimea

L (Pn) = l1 + l2 + :::+ ln;

unde li =Mi�1Mi este lungimea laturii a i-a a lui Pn.
Avem, evident,

(1.12) li =

q
(xi � xi�1)

2 + (f (xi)� f(xi�1))
2:

Deoarece funçtia f (x) este continu¼a, cu derivata f 0 (x) continu¼a, putem
aplica teorema mediei din calculul difereņtial:

f (xi)� f (xi�1) = f 0 (�i) (xi � xi�1) (xi�1 < �i < xi):

şi atunci rela̧tia 1.12 devine

li =

q
1 + (f 0 (�i))

2 � (xi � xi�1) :

Sumând dup¼a i de la 1 la n, ob̧tinem:

(1.13) L (Pn) =

nX
i=1

q
1 + (f 0 (�i))

2 � (xi � xi�1) :

Deoarece f 0 este continu¼a (deci, integrabil¼a Riemann) şi lungimea coardei
maxime tinde la zero, suma din 1.13, pentru n!1; se apropie de integrala
1.9.
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F¼acând schimbarea de variabil¼a x = x (t) în 1.9 şi ţinând cont de:

dx =
�
x (t) dt; f 0 = y0 =

dy

dx
=
dy

dt
� dt
dx
=

�
y
�
x
;

ob̧tinem din 1.9:

L _
AB
=

xBZ
xA

q
1 + (y0)2dx =

tBZ
tA

vuut1 + �
y
2

�
x
2

�
xdt =

tBZ
tA

q
�
x
2
+

�
y
2
dt;

adic¼a formula 1.11.
Dac¼a schimb¼am valoarea �x¼a tB în 1.11 printr-o variabil¼a t; atunci L

devine o funçtie de t; s¼a spunem, s (t) : Înlocuind tA printr-o valoare �xat¼a
t0 2 (t1; t2) ; ob̧tinem:

(1.14) s (t) =

tZ
t0

q
�
x
2
+

�
y
2
det (

�
x =

dx

det ; �y = dy

det ):
Not¼am cuM0 punctul de pe curb¼a care corespunde valorii t0 a parametru-

lui şi cu M; pe cel corespunz¼ator valorii t: Funçtia s (t) ; numit¼a lungimea

arcului
_

M0M al curbei (C); are o interpretare geometric¼a simpl¼a. Pentru
aceasta d¼am de�ni̧tia de mai jos:

De�nitia 1.7 Numim sens pozitiv pe o curb¼a (C); sensul care corespunde
creşterii valorilor parametrului ales pe curb¼a (�g. 1.3).

�g. 1.3

Revenind la 1.14, dac¼a t > t0; atunci s (t) este lungimea poŗtiunii din (C)
cu punctul ini̧tialM0 (t0) şi punctul �nalM (t) : Dac¼a t < t0; atunci s (t) este

negativ, şi lungimea arcului
_

M0M este dat¼a de �s (t) > 0:
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Teorema 1.8 Lungimea de arc s (t) poate � întrebuinţat¼a ca un parametru
în reprezent¼arile parametrice ale curbelor. Trecerea de la t la s p¼astreaz¼a
clasa curbei.

Demonstratie. Din 1.14, avem asigurat¼a continuitatea funçtiei s (t) ;
neanularea derivatei lui s (t) în raport cu parametrul t:

(1.15)
�
s
2
(t) =

�
x
2
+

�
y
2
> 0

şi faptul c¼a funçtia s (t) este monoton cresc¼atoare. Rezult¼a c¼a funçtia:

s = s (t)

dat¼a de 1.14 admite o funçtie invers¼a, s¼a spunem:

t = t (s) ;

care înlocuit¼a în ecua̧tiile parametrice 1.10, conduce la ecua̧tiile parametrice:

(1.16)
�
x = x (t (s))
y = y (t (s))

şi demonstreaz¼a prima parte a teoremei.
Presupunând acum 1.10 de clas¼a n; rezult¼a c¼a funçtiile

�
x (t) ;

�
y (t) sunt

de clas¼a n� 1; din 1.15, �s (t) este de clas¼a n� 1 şi �s (t) 6= 0: Din 1.16 avem:

(1.17)
dx

ds
=
dx

dt
� dt
ds
=

�
x
�
s
;
dy

ds
=
dy

dt
� dt
ds
=

�
y
�
s
;

ceea ce implic¼a: �
dx

ds

�2
+

�
dy

ds

�2
=

�
x
2
+

�
y
2

�
s
2 = 1 6= 0;

adic¼a
dx

ds
(s) ;

dy

ds
(s) sunt de clas¼a n � 1 şi deci curba 1.16 este de clas¼a

n. În plus, dac¼a un punct P 2 (C) este regulat în reprezentarea având ca
parametru pe t; atunci el este regulat şi în reprezentarea 1.16. Cu aceasta,
demonstra̧tia este complet¼a.
Parametrul s este numit parametrul natural al curbei (C). Vom

vedea c¼a utilizarea reprezent¼arii parametrice 1.16 simpli�c¼a unele considera̧tii
asupra curbelor plane.
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Observatia 1.9 Continuitatea funcţiilor din 1.8 sau 1.10 nu este su�cient¼a
pentru existenţa lungimii unui arc .

De exemplu, muļtimea de puncte dat¼a prin:

x = t; y =

�
0

t sin
�
1
t

�
;

t = 0
t > 0

nu are o lungime �nit¼a (�g 4).

�g. 1.4

Din 1.17, ob̧tinem pentru lungimea de arc formula:

L _
AB
=

tBZ
tA

q
(dx)2 + (dy)2:

Expresia
p
dx2 + dy2 se noteaz¼a cu ds şi se numeşte elementul de arc

(liniar) al curbei (C): Cu alte cuvinte, avem:

(1.18) ds2 = dx2 + dy2;

sau

(1.19) ds =

q
�
x
2
+

�
y
2
dt;

sau înc¼a,

(1.20) ds =
p
1 + y02dx:

Reamintim c¼a am notat y0 =
dy

dx
şi _y =

dy

dt
:

Exercitiul 1.10 S¼a se determine elementul de arc, lungimea arcului şi

parametrizarea natural¼a (relativ la t0 = 0) pentru curba
�
x = a cos3 t
y = a sin3 t

;

t 2 [0; �=2]:
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1.3 Contactul a dou¼a curbe plane

Problema interseçtiei a dou¼a curbe plane se reduce la problema algebric¼a
de rezolvare a sistemului format din reprezent¼arile curbelor în discu̧tie.
S¼a ne �x¼am ateņtia asupra unui punct, s¼a spunemM0; comun celor dou¼a

curbe.

De�nitia 1.11 Spunem c¼a dou¼a curbe plane au într-un punct de intersecţie
un contact de ordinul n 2 N; dac¼a în acel punct sunt confundate n+1 puncte
comune ale celor dou¼a curbe (punctul de intersecţie este comun de n+1 ori).

1.3.1 Cazul în care ambele curbe sunt date în
reprezentarea explicit¼a

Fie curbele (C1) şi (C2) date respectiv prin reprezent¼arile y = f1 (x) şi
y = f2 (x) :
Aşa cum am spus, g¼asirea punctelor comune revine la rezolvarea sistemu-

lui format din reprezent¼arile curbelor (C1) şi (C2) ; adic¼a:

(1.21)
�
y = f1 (x)
y = f2 (x)

Sistemul de mai sus este echivalent cu�
y = fi (x) (i = 1 sau 2)
f1 (x)� f2 (x) = 0

Rezolvând ecua̧tia

(1.22) E (x) � f1 (x)� f2 (x) = 0;

ob̧tinem abscisele punctelor comune ale celor dou¼a curbe, s¼a spunem xi (i =
0; 2; :::; k; :::; s); pentru care avem:

f1 (xi) = f2 (xi) i = 1; 2; :::; s:

Dac¼a x = x0 este abscisa punctului M0 în care cele dou¼a curbe au un
contact de ordinul n; înseamn¼a, conform cu de�ni̧tia 1.11, c¼a x = x0 trebuie
s¼a �e r¼ad¼acin¼a de multiplicitate n+1 a ecua̧tiei E (x) = 0: Aceasta revine la
faptul (cunoscut din analiza matematic¼a):

E (x0) = 0; E
0 (x0) = 0; E

(n) (x0) = 0; şi E(n+1) (x0) 6= 0:
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Ultimele rela̧tii se pot scrie, ţinând cont de 1.22, sub forma:8>>>><>>>>:
f1 (x0) = f2 (x0)
f 01 (x0) = f 02 (x0)

:::

f
(n)
1 (x0) = f

(n)
2 (x0)

f
(n+1)
1 (x0) 6= f

(n+1)
2 (x0) :

Am demonstrat astfel:

Teorema 1.12 Dac¼a dou¼a curbe date prin ecuaţiile y = f1 (x) ; y = f2 (x)
au într-un punct M0 un contact de ordinul n; atunci funcţiile f1 (x) ; f2 (x) şi
derivatele lor pân¼a la şi inclusiv ordinul n vor �egale în acel punct, derivatele
de ordinul n+ 1 având valori distincte.

1.3.2 Cazul în care o curb¼a este dat¼a parametric, iar a
doua, implicit

S¼a consider¼am acum curba (C1) dat¼a prin ecua̧tiile parametrice�
x = x (t)
y = y (t)

;

iar curba (C2) dat¼a prin
F (x; y) = 0:

Determinarea punctelor de interseçtie între aceste curbe înseamn¼a re-
zolvarea sistemului 8<:

x = x (t)
y = y (t)

F (x; y) = 0
;

sistem care este echivalent cu sistemul de mai jos:

(1.23)

8<:
x = x (t)
y = y (t)

� (t) � F (x (t) ; y (t)) = 0
:

Din ultima ecua̧tie a sistemului 1.23 ob̧tinem valorile ti
(i = 0; 2; :::; k; :::; s) ale parametrului t; corespunz¼atoare punctelor
Mi (x (ti) ; y (ti)) comune curbelor (C1) şi (C2).
Dac¼a în punctul M0 corespunz¼ator valorii t0 a parametrului t; cele dou¼a

curbe au un contact de ordinul n; atunci t = t0 trebuie s¼a �e r¼ad¼acin¼a de
multiplicitate n+ 1 pentru ultima ecua̧tie 1.23. Cu alte cuvinte, avem:
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Teorema 1.13 Dac¼a o curb¼a este dat¼a parametric prin ecuaţiile�
x = x (t)
y = y (t)

; iar o alt¼a curb¼a printr-o ecuaţie implicit¼a F (x; y) = 0

şi dac¼a not¼am � (t) � F (x (t) ; y (t)) funcţia obţinut¼a prin înlocuirea ecuaţi-
ilor parametrice în membrul întâi al ecuaţiei implicite, atunci condiţiile
ca într-un punct M0 corespunz¼ator parametrului t0 s¼a avem un contact de
ordinul n sunt:

(1.24) � (t0) = 0;�
0 (t0) = 0; :::;�

(n) (t0) = 0 şi �(n+1) (t0) 6= 0:

Exemplul 1.14 S¼a se stabileasc¼a ordinul contactului între curbele: (C1) :
y = ln x şi (C2) : y = x� 1 în punctul de abscis¼a x = 1;

Avem f1(x) = ln x; f2(x) = x � 1 şi f1(1) = f2(1) = 0: Calculând
derivatele acestor funçtii în x = 1; ob̧tinem c¼a

f 01(1) = f 02(1) = 1

f 001 (1) = �1 6= f 002 (1) = 0;

deci, cele dou¼a curbe au un contact de ordinul 1 în punctul considerat. Cu
alte cuvinte, punctul M0(1; 0) este comun de dou¼a ori.

Exercitiul 1.15 S¼a se stabileasc¼a ordinul contactului între curbele: (C1) :
y = cos x şi (C2) : x2 + y2 � 1 = 0 în A(0; 1):

O parametrizare a curbei y = cos x este x = t; y = cos t. Construim
funçtia

� (t) = t2 + cos2 t� 1:

Avem � (0) = �0 (0) = �00 (0) = �000 (0) = 0; �IV (0) = 8 6= 0, şi de aici
deducem c¼a ordinul contactului între cele dou¼a curbe este n = 3 (adic¼a, cele
dou¼a curbe au în A(0; 1) patru puncte comune confundate sau, echivalent,
punctul A(0; 1) este comun de patru ori).

1.4 Dreapta tangent¼a şi dreapta normal¼a
într-un punct regulat

De�nitia 1.16 Dreapta tangent¼a la o curb¼a într-un punct regulatM0 este
limita dreptei secante M0M0 la curb¼a când M0 !M0 (�g. 1.5).
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�g. 1.5

Ţinând cont de de�ni̧tia contactului a curbe plane (def. 1.11), conchidem
c¼a: dreapta tangent¼a este dreapta care are cu curba, în punctul
regulat M0, un contact de ordin n � 1 (adic¼a cel pu̧tin dou¼a puncte
în comun).
A. Fie M (x0; y0) un punct regulat al curbei (C): y = f (x) ; c¼aut¼am

dreapta tangent¼a sub forma explicit¼a y = mx + n: Conform teoremei 1.12,
trebuie s¼a avem îndeplinite condi̧tiile:

(1.25) mx0 + n = f (x0) ; m = f 0 (x0) :

De aici ob̧tinem c¼a

(1.26) m = f 0 (x0) ; n = f (x0)� x0f
0 (x0) :

Substituind acum rela̧tiile 1.26 în ecua̧tia y = mx+ n şi notând y0 = f (x0),
ob̧tinem pentru tangenta într-un punct regulat M (x0; y0) la curba dat¼a în
reprezentare explicit¼a y = f (x) ecua̧tia:

(1.27) y � y0 = f 0 (x0) (x� x0) :

În cele ce urmeaz¼a, vom mai folosi nota̧tia

y00 = f 0 (x0) :

Observ¼am c¼a 1.26 rea�rm¼a un lucru cunoscut din analiza matematic¼a re-
feritor la interpretarea geometric¼a a derivatei f 0 (x0): derivata f 0 (x0) este
panta tangentei la curb¼a în punctul de abscis¼a x0.
B. Fie acum curba (C) dat¼a în reprezentarea parametric¼a�
x = x (t)
y = y (t)

; şi M0 2 (C) un punct regulat, corespunz¼ator valorii t0 a lui t;

c¼aut¼am dreapta tangent¼a în M0 sub forma general¼a (implicit¼a)

(1.28) Ax+By + C = 0:
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atunci, în conformitate cu teorema 1.13, trebuie s¼a avem îndeplinite condi̧ti-
ile:

Ax (t0) +By (t0) + C = 0;(1.29)

A
�
x (t0) +B

�
y (t0) = 0;(1.30)

A
��
x (t0) +B

��
y (t0) 6= 0; (

��
x =

d2x

dt2
;
��
y =

d2y

dt2
):(1.31)

Not¼am pentru simplitate x (t0) = x0; y (t0) = y0;
�
x (t0) =

�
x0;

�
y (t0) =

�
y0

etc.
Sistemul format din ecua̧tiile 1.28, 1.29, 1.30 în necunoscutele A;B;C

este un sistem omogen care trebuie s¼a admit¼a solu̧tie nebanal¼a, adic¼a trebuie
s¼a avem: ������

x y 1
x0 y0 1
�
x0

�
y0 0

������ = 0 sau

������
x� x0 y � y0 0
x0 y0 1
�
x0

�
y0 0

������ = 0;
care se mai poate scrie:

(1.32)
x� x0

�
x0

=
y � y0

�
y0

şi reprezint¼a ecua̧tia dreptei tangente la curba dat¼a parametric într-un
punct regulat al ei M0 (t = t0).
Observa̧tie. Ecua̧tia 1.32 se putea ob̧tine din ecua̧tia 1.27 ţinând cont

de rela̧tia y0 =
_y

_x
:

C. În �ne, dac¼a în punctul regulat M0 (x0; y0) al curbei (C) dat¼a în
reprezentarea implicit¼a F (x; y) = 0; c¼aut¼am dreapta tangent¼a în M0 sub
forma parametric¼a

(1.33)
�
x = x0 + tv1
y = y0 + tv2

;

în conformitate cu teorema 1.13 (� (t) � F (x0 + tv1; y0 + tv2)), trebuie s¼a
avem îndeplinite condi̧tiile:

(1.34)
F (x0; y0) = 0; F 0x0 � v1 + F 0y0 � v2 = 0
(F 0x0 = F 0x (x0; y0) = (F

0
x)M0

; F 0y0 = F 0y (x0; y0) =
�
F 0y
�
M0
);

unde am ţinut cont c¼a punctul M0 (x0; y0) corespunde valorii t0 = 0 a para-
metrului t şi de formula de derivare:

d

dt
[F (u (t) ; v (t))] =

@F

@u
� du
dt
+
@F

@v
� dv
dt
:
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Prima egalitate 1.34 a�rm¼a c¼a M0 2 (C); iar din cea de-a doua, putem
explicita

(1.35)
v2
v1
= �

F 0x0
F 0y0

:

Eliminând parametrul t din ecua̧tiile 1.33 şi ţinând cont de 1.35, ob̧tinem
ecua̧tia dreptei tangente în punctul regulat M0 (x0; y0) al curbei (C)
dat¼a în reprezentarea implicit¼a F (x; y) = 0 sub forma:

(1.36) (x� x0) � F 0x0 + (y � y0) � F 0y0 = 0:

Observa̧tie. Ecua̧tia 1.36 se putea ob̧tine din ecua̧tia 1.27, ţinând cont
de formula de derivare a funçtiilor implicite.

De�nitia 1.17 Dreapta normal¼a într-un punct regulat al unei curbe plane
este dreapta ce trece prin acel punct, perpendicular¼a pe dreapta tangent¼a.

Notând cu mtg panta tangentei şi cu mN panta normalei, vom avea: mtg �
mN = �1 şi de aici rezult¼a cu uşuriņt¼a ecua̧tiile pentru normala într-un
punct regulat al curbei, dat¼a în diverse reprezent¼ari.
Dac¼a curba (C) este dat¼a în reprezentarea explicit¼a, ecua̧tia dreptei

normale în punctul regulat M0 (x0; y0) este:

(1.37) y � y0 = �
1

y00
(x� x0) :

Dac¼a curba (C) este dat¼a în reprezentarea parametric¼a, ecua̧tia
dreptei normale în punctul regulat M0 (t = t0) este:

(1.38) (x� x0) �
�
x0 + (y � y0) �

�
y0 = 0:

Dac¼a curba (C) este dat¼a în reprezentarea implicit¼a, ecua̧tia dreptei
normale în punctul regulat M0 (x0; y0) este:

(1.39)
x� x0
F 0x0

=
y � y0
F 0y0

:

În �nal, notând cu T (respectiv cu N ) interseçtia între dreapta tangent¼a
(respectiv dreapta normal¼a) în punctul regulat M0 şi axa Ox; se pun în evi-
deņt¼a urm¼atoarele segmente: segmentul tangent¼a (Stg �M0T ), segmen-
tul normal¼a (SN �M0N) , segmentul subtangent¼a (Sstg) şi segmentul
subnormal¼a (SsN), ultimele dou¼a �ind, respectiv, proieçtiile ortogonale ale
lui Stg şi SN pe axa Ox (�g. 1.6).
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�g. 1.6

Deducerea lungimii acestor segmente este o opera̧tie trigonometric¼a,
ţinând cont c¼a:

m = tg� = y00 şi M0P = jy0j :
Ob̧tinem:

Sstg =

����y0y00
���� ; SsN = jy0 � y00j ;

respectiv

Stg =

����y0y00
����q1 + y020 ; SN = jy0jq1 + y020 ;

cum uşor se poate constata.
Mai mult, dac¼a trecem la parametrizarea cu s - lungimea de arc, şi ţinând

cont de 1.20, avem:

(1.40) cos� =
Sstg
Stg

=
1p
1 + y020

=
dx

ds
jM0 ;

şi

(1.41) sin� =
y0
Stg

=
y0p
1 + y020

=

�
ydx

ds

�
0

=
dy

ds
jM0 :

Exercitiul 1.18 S¼a se arate c¼a o curb¼a este parabol¼a dac¼a şi numai dac¼a
are în �ecare punct segmentul subnormal¼a constant .

1.5 Cercul osculator al unei curbe plane

Este binecunoscut din geometria sintetic¼a (elementar¼a) c¼a trei puncte
necoliniare determin¼a un cerc şi numai unul ce trece prin ele.
S¼a consider¼am un punct regulatM0 al unei curbe plane (C) şi dou¼a puncte

M0; M0 in�nit apropiate deM0: Dac¼a aceste trei puncte nu sunt pe o aceeaşi
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dreapt¼a, atunci ele determin¼a un cerc unic care trece prin ele. Apare în mod
natural întrebarea: în cazul în care M0 şi M0 tind de-a lungul lui (C) c¼atre
M0; un astfel de cerc mai exist¼a? R¼aspunsul, dup¼a cum vom demonstra mai
jos, este, în general, a�rmativ, cu mici excep̧tii, pe care le vom speci�ca. Mai
întâi d¼am de�ni̧tia care urmeaz¼a:

De�nitia 1.19 Numim cerc osculator al unei curbe plane într-un punct
regulat, cercul care are cu curba în acel punct un contact de ordin cel puţin
doi (n � 2; n+ 1 � 3; adic¼a cel puţin trei puncte comune confundate).

Fie curba (C) dat¼a în reprezentarea parametric¼a x = x (t) ; y = y (t) şi un
punct M0 2 (C) corespunz¼ator lui t = t0; c¼aut¼am ecua̧tia cercului sub form¼a
implicit¼a

(1.42) (x� �)2 + (y � �)2 �R2 = 0;

unde �; � - coordonatele centrului şi R - raza cercului, le vom determina din
condi̧tiile de contact. În conformitate cu teorema 1.13, pentru care

� (t) � (x (t)� �)2 + (y (t)� �)2 �R2;

�0 (t) � 2
n
[x (t)� �]

�
x (t) + [y (t)� �]

�
y (t)

o
;(1.43)

�00 (t) � 2
n
[x (t)� �]

��
x (t) + [y (t)� �]

��
y (t) +

�
x
2
(t) +

�
y
2
(t)
o
;

va trebui s¼a avem

� (t0) = 0;�
0 (t0) = 0;�

00 (t0) = 0;

contactul �ind de ordin cel pu̧tin doi (punctul M0 �ind comun de cel pu̧tin
trei ori).
Rezult¼a c¼a �; �; R sunt solu̧tiile sistemului

(1.44)

8><>:
(x0 � �)2 + (y0 � �)2 �R2 = 0

(x0 � �)
�
x0 + (y0 � �)

�
y0 = 0

(x0 � �)
��
x0 + (y0 � �)

��
y0 = �

�
�
x
2

0 +
�
y
2

0

�
:

Consider¼am sistemul (liniar) format din ultimele dou¼a ecua̧tii 1.44, în
necunoscutele x0��; y0��; în ipoteza c¼a determinantul acestuia este diferit
de zero, adic¼a

(1.45)

�����
�
x0

�
y0

��
x0

��
y0

����� 6= 0;
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prin regula lui Cramer g¼asim:

(1.46) x0 � � =

�
y0

�
�
x
2

0 +
�
y
2

0

�
�
x0

��
y0 �

��
x0

�
y0
; y0 � � =

� �
x0

�
�
x
2

0 +
�
y
2

0

�
�
x0

��
y0 �

��
x0

�
y0

;

din care deducem pentru coordonatele �; � ale centrului cercului expresiile:

(1.47) � = x0 �
�
y0

�
�
x
2

0 +
�
y
2

0

�
�
x0

��
y0 �

��
x0

�
y0
; � = y0 +

�
x0

�
�
x
2

0 +
�
y
2

0

�
�
x0

��
y0 �

��
x0

�
y0
:

Din prima egalitate 1.44 şi din 1.46 deducem raza R a cercului osculator:

R2 =

�
y
2

0

�
�
x
2

0 +
�
y
2

0

�
�
�
x0

��
y0 �

��
x0

�
y0

�2 +
�
x
2

0

�
�
x
2

0 +
�
y
2

0

�
�
�
x0

��
y0 �

��
x0

�
y0

�2 =
�
�
x
2

0 +
�
y
2

0

�3
�
�
x0

��
y0 �

��
x0

�
y0

�2 ;
sau

(1.48) R =

��������
�
�
x
2

0 +
�
y
2

0

� 3
2

�
x0

��
y0 �

��
x0

�
y0

�������� :
Dac¼a curba (C) este dat¼a în reprezentarea explicit¼a y = f (x) ; atunci

consider¼am parametrizarea x = t; y = f(t) şi avem

(1.49)
�
x = 1;

��
x = 0;

�
y = f 0;

��
y = f 00; t0 = x0;

înlocuind în 1.47 şi 1.48, coordonatele centrului şi raza cercului osculator,
într-un punct regulat al curbei, sunt date de:

(1.50) � = x0 �
y00 (1 + y

02
0 )

y000
; � = y0 +

(1 + y020 )

y000
; R =

�����(1 + y020 )
3
2

y000

����� :
Pentru a r¼aspunde complet la problema existeņtei cercului osculator, tre-

buie s¼a ridic¼am ipoteza 1.45.

Cercet¼am cazul în care determinantul

�����
�
x0

�
y0

��
x0

��
y0

����� este nul. Ţinând cont
de 1.49, ob̧tinem:

(1.51)

���� 1 y00
0 y000

���� = 0;
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care conduce la y000 = y00(x0) = 0; adic¼a, x0 este punct de in�exiune pentru
gra�cul lui f:
Presupunând acum c¼a 1.51 are loc pe un întreg interval (x1; x2), avem

y00(x) = 0; 8x 2 (x1; x2):

Integrând, ob̧tinem y = c1x + c2; adic¼a ecua̧tia unei familii de drepte. În
acest fel, am ob̧tinut:

Teorema 1.20 Orice curb¼a de clas¼a cel puţin 2 în vecin¼atatea unui punct
regulat şi nein�exionar, admite un cerc osculator şi numai unul, în acel
punct. Dac¼a curba este dat¼a în reprezentarea parametric¼a (respectiv, ex-
plicit¼a), atunci coordonatele centrului şi raza cerului osculator sunt date de
formulele 1.47, 1.48 (respectiv, 1.50).

Remarc¼am deci c¼a: a) în punctele dreptelor; b) în punctele unui arc -
segment de dreapt¼a - al unei curbe; c) în punctele de in�exiune ale unei
curbe, nu putem ataşa cerc osculator.

1.6 Curbura şi raza de curbur¼a a unei curbe
plane

Pentru a introduce no̧tiunea de curbur¼a a unei curbe plane, ne vom
aduce aminte de rela̧tia care exist¼a într-un cerc, între unghiul la centru, arcul
corespunz¼ator şi raza cercului.
S¼a consider¼am un cerc de centru O şi raz¼a R, dou¼a tangente în punctele

M1 şi M2 şi s¼a not¼am cu � (m¼asurat în radiani) unghiul M1OM2; iar cu

arc� =
_

M1M2 (�g. 1.7).

�g. 1.7

Deoarece OM1 ? M1T1 şi OM2 ? M2T2; rezult¼a c¼a � este şi unghiul
tangentelor.
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Cunoaştem c¼a
_

M1M2 = arc� = � �R radiani,

de unde

(1.52)
�

arc�
=
1

R
(constant).

Rela̧tia 1.52 ne arat¼a c¼a oricare ar � pozi̧tia punctelor M1;M2 pe cerc,

raportul între unghiul tangentelor şi arcul
_

M1M2 este acelaşi sau cu alte
cuvinte, �abaterea� cercului de la tangent¼a este aceeaşi în orice punct al

cercului şi anume,
1

R
; cantitate numit¼a curbura cercului.

În cazul unei curbe plane oarecare, acest lucru nu se mai întâmpl¼a, dar
sugereaz¼a introducerea no̧tiunii de curbur¼a, în general, pentru o curb¼a plan¼a
oarecare într-un punct regulat.
De�ni̧tia 4.1. Numim unghi de contingeņt¼a al unui arc de curb¼a,

şi-l not¼am cu ��, unghiul ascu̧tit format de tangentele duse la extremit¼a̧tile
arcului (�g. 1.10).
De�ni̧tia 4.2. Numim curbur¼a medie a unui arc de curb¼a, şi o

not¼am cu Km; raportul dintre unghiul de contingeņt¼a şi lungimea arcului:

(1.53) Km =
��

�s
:

De�ni̧tia 4.3. Numim curbura unei curbe într-un punct, şi o not¼am

cu K sau
1

R
; limita curburii medii când lungimea arcului tinde c¼atre zero;

inversul curburii poart¼a numele de raza de curbur¼a a curbei în acel punct:

(1.54) K =
1

R
= lim

�s!0

��

�s
; R =

1

K
= lim

��!0

�s

��
:

Ne propunem s¼a determin¼am o expresie analitic¼a pentru calculul cur-
burii. În acest scop, �e curba (C) dat¼a în reprezentarea explicit¼a y = f (x) ;
de clas¼a cel pu̧tin 2 în vecin¼atatea unui punct regulat M (x; y) al curbei,
M (x+�x; y +�y) un punct al lui (C) in�nit apropiat de M şi T; T tan-
gentele înM şiM; care formeaz¼a cu axa Ox unghiurile � şi respectiv �+��
(�g. 1.8). Presupunem, în plus, c¼a y00 6= 0.
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�g. 1.8

Din teorema unghiului exterior, avem

�+�� = �+��;

de unde
�� = ��:

Curbura K este atunci dat¼a de

K = lim
�s!0

��

�s
= lim

�s!0

��

�s
= lim

�x!0

��
�x
�s
�x

=
d�
dx
ds
dx

;

în care am ţinut cont de ultima egalitate, apoi am împ¼aŗtit num¼ar¼atorul şi
numitorul cu �x şi am folosit faptul c¼a, dac¼a �s ! 0 (M ! M), atunci
�x! 0:
F¼acând apel la interpretarea geometric¼a a derivatei, şi anume:

y0 =
dy

dx
= tg�;

ob̧tinem
� = arctgy0

şi deci
d�

dx
=

1

1 + y02
� y00:

Pe de alt¼a parte, avem

ds

dx
=
p
1 + y02:

Ultimele dou¼a egalit¼a̧ti conduc la rela̧tiile dorite:

(1.55) K =
y00

(1 + y02)
3
2

; R =
(1 + y02)

3
2

y00
:
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Observatia 1.21 Prima formul¼a 1.55 calculat¼a într-un punct M0 (x0; y0) ;
abstracţie f¼acând de semn, este identic¼a cu formula razei cercului osculator
(1.50). Concludem: modulul razei de curbur¼a a unei curbe într-un
punct este egal cu raza cercului osculator al curbei plane în punctul
respectiv.

Astfel, ţinând cont de 1.55, am demonstrat

Teorema 1.22 Curbura şi raza de curbur¼a într-un punct regulat al
unei curbe de clas¼a cel puţin 2 în vecin¼atatea unui punct regulat şi
nein�exionar sunt determinate în mod unic şi diferite de zero, astfel:

1. prin formulele

(1.56) K =
y00

(1 + y02)
3
2

; R =
(1 + y02)

3
2

y00
:

dac¼a curba este dat¼a în reprezentarea explicit¼a y = f(x);

2. prin formulele:

(1.57) K =

�
x
��
y � ��

x
�
y�

�
x
2
+

�
y
2
� 3
2

; R =

�
�
x
2
+

�
y
2
� 3
2

�
x
��
y � ��

x
�
y

;

dac¼a curba este dat¼a în reprezentarea parametric¼a x = x (t) ; y = y (t) ;
derivatele �ind luate în punctul considerat.

Dac¼a curba de clas¼a cel pu̧tin 2 este dat¼a în reprezentarea implici-
t¼a F (x; y) = 0; atunci pentru calculul curburii şi razei de curbur¼a putem
folosi formulele 1.55 în care ţinem seama de formula de derivare a funçtiilor
implicite

(1.58) y0 = �F
0
x

F 0y
:

Derivând 1.58, avem:

y00 =
dy0

dx
= � d

dx

�
F 0x
F 0y

�
= �

F 0y
d
dx
(F 0x)� F 0x

d
dx

�
F 0y
��

F 0y
�2 =

= �
F 0y
�
F 00x2 + F 00xy � y0

�
� F 0x

�
F 00yx + F 00y2 � y0

�
�
F 0y
�2 ;
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unde am notat clasic: F 00x2 =
@2F

@x2
; F 00xy =

@2F

@x@y
; F 00yx =

@2F

@y@x
; F 00y2 =

@2F

@y2
:

F¼acând apel la faptul c¼a clasa curbei este cel pu̧tin 2, (este îndeplinit¼a
teorema lui Schwartz F 00xy = F 00yx), ob̧tinem:

(1.59) y00 = �
F 02x � F 00y2 � 2F 0x � F 0y � F 00xy + F 02y � F 00x2

F 03y
:

Printr-o demonstra̧tie identic¼a cu cea a teoremei 1.20 din paragraful prece-
dent, ob̧tinem:

Teorema 1.23 Curbura unei curbe este identic nul¼a dac¼a şi numai dac¼a
curba este o dreapt¼a.

Din acest motiv, exprimându-ne �grosso modo�, putem spune c¼a curbura
unei curbe într-un punct m¼asoar¼a �abaterea� curbei de la o linie dreapt¼a,
anume �abaterea�de la dreapta tangent¼a la curb¼a în punctul respectiv.

Exemplul 1.24 Fie curba (cicloida)�
x = r(t� sin t)
y = r(1� cos t); t 2 R;

Determinaţi centrul cercului osculator, curbura şi raza de curbur¼a într-un
punct curent al acesteia.

Avem: _x2+ _y2 = 2r2(1�cos t); _x ��y� ��
x _y = �r2(1�cos t); de unde ob̧tinem

coordonatele centrului cercului osculator:

� = r(t+ sin t); � = �r(1� cos t);

curbura este K = �2r
p
2(1� cos t) = �4r

����sin t2
���� ; iar raza de curbur¼a,

R =
1

K
:

1.7 Puncte singulare şi puncte multiple ale
unei curbe plane

1.7.1 Puncte singulare

Conform cu cele discutate în paragraful 1, un punct singular M0(x0; y0)
al unei curbe plane (C) poate � caracterizat şi prin:
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F 0x(x0; y0) = 0; F
0
y(x0; y0) = 0;

dac¼a (C) este dat¼a în reprezentarea implicit¼a F (x; y) = 0; respectiv,

_x(t0) = 0; _y(t0) = 0;

dac¼a (C) este dat¼a în reprezentarea parametric¼a x = x(t); y = y(t); iar M0

corespunde valorii t0 a parametrului.
În reprezentarea explicit¼a y = y(x); toate punctele în care funçtia y este

de clas¼a cel pu̧tin unu, sunt puncte regulate.
Dup¼a cum se poate observa din 1.32 şi 1.36, punctele singulare sunt exact

acele puncte în care nu putem determina în mod unic (cel pu̧tin la o prim¼a
evaluare) dreapta tangent¼a.
În cele ce urmeaz¼a, încerc¼am s¼a determin¼am forma curbei plane în vecin¼a-

tatea unui punct singular al ei, dat prin condi̧tiile de mai sus.
Fie, pentru început, curba (C) dat¼a în reprezentarea implicit¼a

F (x; y) = 0: Punctele singulareM0 sunt, în acest caz date de solu̧tiile (x0; y0)
ale sistemului

(1.60)

8<:
F 0x(x0; y0) = 0
F 0y(x0; y0) = 0
F (x0; y0) = 0

:

Mai general, putem spune c¼a un punctM0(x0; y0) 2 (C) este singular de
ordin k; dac¼a toate derivatele paŗtiale ale lui F pân¼a la ordinul k�1 inclusiv
se anuleaz¼a în (x0; y0); şi exist¼a cel pu̧tin o derivat¼a paŗtial¼a de ordinul k;
nenul¼a în acest punct:

@lF

@xr@xs
(x0; y0) = 0; 8(r; s) cu r + s = l; l = 1; :::; k � 1;

@kF

@xr@xs
(x0; y0) 6= 0; pentru cel pu̧tin un (r; s) cu r + s = k:

În cazul particular k = 2 (adic¼a, în cazul în careM0 este punct singular
de ordinul al doilea), panta tangentei la curb¼a este

(1.61) m = y00 = �
�
F 0x
F 0y

�
M0

= �F
0
x (x0; y0)

F 0y (x0; y0)
;

constat¼am c¼a avem o nedeterminare de forma
0

0
:



1.7. PUNCTE SINGULARE ŞI PUNCTEMULTIPLEALEUNEI CURBEPLANE27

Ridic¼am nedeterminarea aplicând regula lui l�Hospital:

y00 = y0 (x0) = �

0B@ d

dx
(F 0x)

d

dx

�
F 0y
�
1CA
M0

= �
 
F 00x2 + F 00xy � y0

F 00xy + F 00y2 � y0

!
M0

;

adic¼a

(1.62) y00 = �
F 00
x20
+ F 00x0y0 � y00

F 00x0y0 + F 00
y20
� y00

:

Notând y00 cu m; ob̧tinem din 1.62:

Teorema 1.25 În cazul unui punct singular de ordinul al doilea, pantele
tangentelor la curb¼a sunt date de ecuaţia:

(1.63) F 00y20
�m2 + 2F 00x0y0 �m+ F 00x20

= 0:

I. S¼a presupunem, mai întâi, c¼a F 00y20 6= 0; adic¼a, 1.63 este o ecua̧tie de

gradul al doilea. În funçtie de semnul discriminantului acesteia

R =
�
F 00x0y0

�2 � F 00x20
� F 00y20 ;

putem distinge urm¼atoarele trei cazuri în ceea ce priveşte natura punctelor
singulare de ordinul al doilea:
1) R > 0; în acest caz, în punctul considerat avem dou¼a drepte tangente

reale şi distincte, punctul este un nod (�g 1.9 (a)).
2) R = 0; în acest caz, în punctul M0 avem dou¼a drepte tangente reale

confundate, M0 este un punct de întoarcere (de prima spȩt¼a (b1) ; de a
doua spȩt¼a (b2) ; de contact (tacnod) (b3)).
3) R < 0; în acest caz, pantele tangentelor sunt imaginare, deci nu putem

duce drepte tangente reale la curb¼a în punctul M0. Ţinând seama de 1.16,
înseamn¼a c¼a nu exist¼a puncte pe curb¼a într-o vecin¼atate su�cient de mic¼a a
lui M0. Punctul este un punct izolat (�g 9 (c)).
Merit¼a sesizat faptul c¼a, dac¼a F 00x20 = 0; atunci m = 0 este solu̧tie, adic¼a

una din dreptele tangente la (�) este dreapta orizontal¼a y = y0:
II: În situa̧tia în care F 00

y20
= 0; ecua̧tia pantelor tangentelor 1.63 este de

gradul 1, având �e o solu̧tie (dac¼a F 00x0y0 6= 0), �e nici una (dac¼a F 00x0y0 = 0;
ceea ce, dac¼a ţinem seama c¼a m¼acar una din derivatele paŗtiale de ordinul al
doilea trebuie s¼a nu se anuleze în M0; conduce la F 00x20 6= 0). La prima vedere,
s-ar p¼area c¼a într-un astfel de punct avem cel mult o dreapt¼a tangent¼a la
curb¼a. Acest lucru nu este totuşi adev¼arat, dup¼a cum vom vedea. Mai
precis, are loc
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Propozitia 1.26 Dac¼a în punctul singularM0(x0; y0); avem F 00
y20
= 0; atunci

dreapta x = x0 este dreapta tangent¼a la (�) în M0:

Demonstra̧tie: C¼aut¼am ecua̧tia dreptei tangente sub forma x = py+ q:
Atunci �panta�p este

p = x00 = x0 (y0) = �

0BB@
d

dy

�
F 0y
�

d

dy
(F 0x)

1CCA
M0

= �
�
F 00y2 + F 00xy � x0

F 00xy + F 00x2 � x0

�
M0

;

ceea ce conduce la

(1.64) F 00x20
� p2 + 2F 00x0y0 � p+ F 00y20

= 0:

Ţinând cont c¼a F 00y20 = 0; deducem c¼a p = 0 este solu̧tie; cu alte cuvinte,
ecua̧tia dreptei tangente c¼autate este de forma x = q: Punând condi̧tia ca
aceasta s¼a treac¼a prin M0; ob̧tinem q = x0;; ceea ce înseamn¼a c¼a una din
dreptele tangente la curb¼a în acest caz este dreapta vertical¼a x = x0:
În concluzie, dac¼a F 00y20 = 0; atunci una din dreptele tangente este verticala

x = x0; iar cealalt¼a are panta dat¼a de 1.63.

�g. 1.9

Dac¼a p = 3; membrul doi al rela̧tiei 1.62 este din nou o nedeterminare,
care ridicat¼a va conduce la implica̧tii de natur¼a algebric¼a ş.a.m.d.

În cazul în care curba (C) este dat¼a în reprezentare parametric¼a
x = x(t); y = y(t); un punct singular poate � caracterizat şi prin

_x(t0) = _y(t0) = 0:
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Mai general, punctul singular M0; corespunz¼ator lui t0, se numeşte singular
de ordinul k; dac¼a

_x(t0) =
��
x(t0) = ::: = x(k�1)(t0) = 0;

y(t0) =
��
y(t0) = ::: = y(k�1)(t0) = 0;

şi cel pu̧tin una din derivatele de ordin k; x(k)(t0); y(k)(t0) este diferit¼a de
zero.
Presupunem c¼a cel pu̧tin una din derivatele de ordinul doi

��
x(t0);

��
y(t0)

este diferit¼a de zero, adic¼a M0 este singular de ordinul al doilea. În acest
caz, pentru determinarea pantelor dreptelor tangente, vom aplica regula lui
l�Hospital:

m = lim
t!t0

_y(t)

_x(t)
= lim

t!t0

��
y(t)
��
x(t)

=

��
y(t0)
��
x(t0)

:

În cazul în care ambele derivate
��
x(t0);

��
y(t0) sunt nule, avem din nou o

nedeterminare de tip 0
0
şi aplic¼am regula lui l�Hospital etc.

Exemplu: Fie curba (foliul lui Descartes) x3 + y3 � 3axy = 0; a > 0:
Determin¼am o parametrizare a curbei, pentru a studia punctele singulare ale
curbei în reprezentare parametric¼a.
Pentru aceasta, intersect¼am curba cu dreapta y = tx (procedeu demn de

rȩtinut!). Înlocuind pe y în ecua̧tia curbei, ob̧tinem:

x2(x+ t3x� 3at) = 0:
L¼asând la o parte r¼ad¼acina dubl¼a x = 0 (care corespunde punctului O(0; 0)),
avem:

(1.65) x =
3at

1 + t3
; y =

3at2

1 + t3
;

ceea ce reprezint¼a parametrizarea c¼autat¼a.
În reprezentarea parametric¼a 1.65, avem:

_x =
3a� 6at3
(1 + t3)2

; _y =
6at� 3at4
(1 + t3)2

:

Sistemul _x = 0; _y = 0 nu admite solu̧tii, deci, în aceast¼a reprezentare, toate
punctele curbei (inclusiv O(0; 0)) sunt puncte regulate.
În reprezentare implicit¼a, avem F 0x = 3x

2� 3ay; F 0y = 3y2� 3ax: Ataş¼am
sistemul 1.60 şi g¼asim unica solu̧tie x = 0; y = 0; adic¼a punctul O(0; 0): În
acest punct, calcul¼am derivatele paŗtiale de ordinul al doilea:

F 00x2c 0 = 6xjx=0;y=0 = 0;

F 00xyc 0 = �3ajx=0;y=0 = �3a;
F 00y2c 0 = 6yjx=0;y=0 = 0:
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Prin urmare, (0; 0) este punct singular de ordinul al doilea. Deoarece F 00y2 = 0;
una din dreptele tangente este verticala x = 0; conform cu 1.63, mai exist¼a
o dreapt¼a tangent¼a, având panta m = 0; deci, O este un nod pentru curba
considerat¼a, dreptele tangente în acest punct �ind Oy şi, respectiv, Ox:
Aşadar, acelaşi punct al unei curbe plane poate ap¼area ca punct

regulat într-o reprezentare şi ca punct singular în alta, fapt pe care,
în general, nu îl lu¼am în considerare.

1.7.2 Puncte multiple

De�nitia 1.27 Un punct al unei curbe plane se numeşte punct multiplu
de ordin p2 N� dac¼a curba trece de p ori prin acel punct.
Dac¼a p = 2; punctul este un punct dublu; dac¼a p = 3; punctul este un

punct triplu; dac¼a p = 4; punctul este un punct cvadruplu etc.

�g. 1.10

Evident, o curb¼a dat¼a în reprezentarea explicit¼a y = f(x); x 2 D �
R; nu poate avea puncte multiple (deoarece orice paralel¼a la Oy nu poate
intersecta gra�cul lui f în mai mult de un punct); prin urmare, nu vom lucra
în reprezentarea explicit¼a, ci doar în cea implicit¼a sau parametric¼a.
S¼a consider¼am M0 (x0; y0) un punct dublu al curbei (C) dat¼a în

reprezentarea implicit¼a F (x; y) = 0 şi �e (d) o dreapt¼a care trece prin
M0; de direçtie

�!v (v1; v2):

(d)

�
x = x0 + �v1
y = y0 + �v2

;

punctul M0 corespunzând la valoarea zero a parametrului (�g. 1.11).

�g. 1.11
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Interseçtia dintre (d) şi (C) revine la rezolvarea sistemului

x = x0 + �v1; y = y0 + �v2; F (x; y) = 0;

care este echivalent cu sistemul

(1.66)

8<:
x = x0 + �v1
y = y0 + �v2

F (x0 + �v1; y0 + �v2) = 0
;

ultima ecua̧tie a acestui sistem �ind ecua̧tia care determin¼a valorile para-
metrului � corespunz¼atoare punctelor de interseçtie.
Dezvolt¼am membrul întâi al ultimei ecua̧tii 1.66 dup¼a formula lui Taylor:

(1.67)
F (x0; y0) + �

�
v1F

0
x (x0; y0) + v2F

0
y (x0; y0)

�
+ 1

2
�2[v21F

00
x2 (x0; y0)+

+2v1v2F
00
xy (x0; y0) + +v

2
2F

00
y2 (x0; y0)] + :::: = 0:

Dac¼a M0 este punct dublu, atunci ecua̧tia 1.67 în � trebuie s¼a aib¼a
r¼ad¼acin¼a dubl¼a � = 0 pentru v1; v2 arbitrari, adic¼a

F (x0; y0) = 0; F
0
x (x0; y0) = 0; F

0
y (x0; y0) = 0;

f¼ar¼a ca termenul în �2 s¼a �e identic nul, adic¼a cel pu̧tin una din derivatele
paŗtiale de ordinul al doilea

F 00x2 (x0; y0) = F 00x20
; F 00xy (x0; y0) = F 00x0y0 ; F

00
y2 (x0; y0) = F 00y20

;

trebuie s¼a �e diferit¼a de zero:�
F 00x20

�2
+
�
F 00x0y0

�2
+
�
F 00y20

�2
> 0:

Aşadar:

Teorema 1.28 Coordonatele (x0; y0) ale unui punct dublu al curbei dat¼a în
reprezentarea implicit¼a F (x; y) = 0; veri�c¼a condiţiile:

(1.68) F (x0; y0) = 0; F
0
x (x0; y0) = 0; F

0
y (x0; y0) = 0;

şi

(1.69)
�
F 00x20

�2
+
�
F 00x0y0

�2
+
�
F 00y20

�2
> 0;

adic¼a, orice punct dublu este punct singular de ordinul al doilea pentru curba
dat¼a.
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Dac¼a în dezvoltarea Taylor a membrului întâi al ecua̧tiei 1.67 punem în
evideņt¼a derivatele paŗtiale pân¼a la şi inclusiv ordinul p:

F (x0; y0) + �
h
v1 (F

0
x)M0

+ v2
�
F 0y
�
M0

i
+ 1

2!
�2
h
v1 (F

0
x)M0

+ v2
�
F 0y
�
M0

i0
+ :::

+ 1
(p�1)!�

p�1
h
v1 (F

0
x)M0

+ v2
�
F 0y
�
M0

i(p�2)
+ 1

p!
�p
h
v1 (F

0
x)M0

+ v2
�
F 0y
�
M0

i(p�1)
+ ::: = 0:

putem, printr-un ra̧tionament analog celui de mai sus, motiva:

Teorema 1.29 Coordonatele (x0; y0) ale unui punct multiplu de ordin p al
unei curbe date în reprezentarea implicit¼a F (x; y) = 0 au proprietatea c¼a
funcţia F şi toate derivatele ei parţiale pân¼a la ordinul p � 1 inclusiv se
anuleaz¼a în (x0; y0) :

(1.70)
@mF

@xr@ys
(x0; y0) = 0;

pentru 8 (r; s) astfel încât r + s = m; m 2 f0; 1; 2; :::; p� 1g ; şi cel puţin o
derivat¼a parţial¼a de ordinul p este nenul¼a în acest punct:

(1.71) 9 (r; s) ; r + s = p;
@pF

@xr@ys
(x0; y0) 6= 0;

adic¼a, orice punct multiplu de ordin p al curbei (C) este punct sin-
gular de ordin p al lui (C).

În reprezentare parametric¼a, un punct multiplu de ordin p al curbei
x = x(t); y = y(t) va � caracterizat prin

x(t1) = x(t2) = ::: = x(tp)

y(t1) = y(t2) = ::: = y(tp);

cu t1; t2; :::; tp diferi̧ti.
Merit¼a remarcat faptul c¼a, în reprezentare parametric¼a, un punct multiplu

nu este neap¼arat caracterizat prin anularea simultan¼a a derivatelor _x; _y. Ca
exemplu, s¼a lu¼am curba �

x = t(t� 1)
y = t(t� 1)(t� 2):

Evident, O(0; 0) este punct dublu, corespunz¼ator valorilor t = 0 şi t = 1: În
acest punct, avem

_x = 2t� 1 6= 0:
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1.8 Înf¼aşur¼atoarea unei familii de curbe plane

1.8.1 Familii de curbe plane depinzând de un para-
metru

Fie ecua̧tia

(1.72) F (x; y; �) = 0;

în care � este un parametru şi s¼a presupunem c¼a, pentru orice � apaŗtinând
unui interval sau reuniuni de intervale, sunt îndeplinite condi̧tiile ca ecua̧tia
1.72 (cu � �xat) s¼a reprezinte o curb¼a.

De�nitia 1.30 Mulţimea curbelor date de ecuaţia 1.72 este numit¼a familie
de curbe care depinde de un parametru.

�g. 1.12

Exemplul 1.31 Ecuaţia

(x� �)2 + (y � �)2 � �2 = 0; � 2 R;

reprezint¼a o familie de cercuri, cu centrele pe prima bisectoare, tangente
hiperbolei degenerate formate din axele de coordonate (�g. 1.12 (a)). (Dou¼a
curbe se spun a � tangente într-un punct, dac¼a au aceeaşi dreapt¼a tangent¼a
în punctul respectiv).
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Exemplul 1.32 Ecuaţia:

x2 + y2 � �2 = 0; � 2 R;

reprezint¼a o familie de cercuri concentrice (�g. 1.12 (b)). Evident, nu exist¼a
nici o curb¼a care s¼a �e tangent¼a la toate aceste cercuri.

Exemplul 1.33 Ecuaţia:

F (X;Y; t) � [X � � (t)]2 + [Y � � (t)]2 �R2 (t) = 0; t 2 (t1; t2) ;

în care
(1.73)

� (t) = x (t)�
�
y (t)

�
�
x
2
(t) +

�
y
2
(t)
�

�
x (t)

��
y (t)� ��

x (t)
�
y (t)

; � (t) = y (t) +

�
x (t)

�
�
x
2
(t) +

�
y
2
(t)
�

�
x (t)

��
y (t)� ��

x (t)
�
y (t)

;

R (t) =

��������
�
�
x
2
(t) +

�
y
2
(t)
� 3
2

�
x (t)

��
y (t)� ��

x (t)
�
y (t)

�������� ;
reprezint¼a o familie de cercuri şi anume, toate cercurile osculatoare ale arcu-
lui de curb¼a (C)x = x (t) ; y = y (t) ; t 2 (t1; t2). Evident, aceste cercuri sunt
tangente la curba (C) (�g. 1.12 (c)).

Exemplul 1.34 Ecuaţia:

x cos�+ y sin�� p = 0 (p > 0);

reprezint¼a o familie de drepte, perpendiculare pe o direcţie arbitrar¼a ce trece
prin originea axelor, şi situate la distanţa p faţ¼a de origine. Evident, toate
aceste drepte sunt tangente cercului cu centrul în origine şi raza p (�g. 1.12
(d)).

Din exemplele de mai sus remarc¼am c¼a, �ind dat¼a o familie de curbe, se
poate întâmpla s¼a existe o curb¼a la care s¼a �e tangente toate curbele familiei,
sau s¼a nu existe o asemenea curb¼a.

De�nitia 1.35 Dat¼a �ind familia de curbe 1.72, dac¼a exist¼a o curb¼a (I) cu
proprietatea c¼a toate curbele familiei sunt tangente lui (I) ; atunci curba (I)
poart¼a numele de înf¼aşur¼atoarea curbelor familiei date.
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De�nitia 1.36 Dac¼a familia de curbe 1.72 admite înf¼aşur¼atoare (I) ; atunci
punctul de contact al unei curbe (C�) a familiei (corespunz¼atoare unei valori
� a parametrului) cu înf¼aşur¼atoarea (I) se numeşte punct caracteristic al
curbei (C�) :

Presupunem c¼a înf¼aşur¼atoarea (I) exist¼a şi, mai mult, punctul caracteris-
tic, s¼a-i spunem M; nu este singular pentru nici una din curbele (C�)
şi (I) :

�g. 1.13

Dac¼a parametrul � variaz¼a, curba (C�) variaz¼a, ceea ce ne arat¼a c¼a coor-
donatele (x; y) ale punctuluiM sunt funçtii de parametrul �; cu alte cuvinte,
ecua̧tiile înf¼aşur¼atoarei sunt:

(1.74)
�
x = x (�)
y = y (�)

cu x (�) ; y (�) anumite funçtii de �; ce se cer determinate.
Aplicând de�ni̧tia 1.35, va trebui s¼a egal¼am panta tangentei înM la curba

(C�)

�
y0 = �F

0
x

F 0y

�
cu panta tangentei în M la curba (I)

�
dy

d�
=
dx

d�

�
; deci:

�F
0
x

F 0y
=

dy

d�
dx

d�

;

de unde deducem rela̧tia:

(1.75) F 0x �
dx

d�
+ F 0y �

dy

d�
= 0:

Deoarece M 2 (C�) ; coordonatele lui M date de 1.74 trebuie s¼a veri�ce
pentru orice valoare a lui � ecua̧tia curbelor familiei 1.72, adic¼a

F (x (�) ; y (�) ; �) = 0; 8� 2 R:
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Derivând aceast¼a identitate în raport cu �; ob̧tinem

(1.76) F 0x �
dx

d�
+ F 0y �

dy

d�
+ F 0� = 0

Combinând 1.75 cu 1.76, rezult¼a:

(1.77) F 0� (x; y; �) = 0:

În acest mod am ob̧tinut: coordonatele punctului curent al în-
f¼aşur¼atoarei curbelor 1.72 veri�c¼a sistemul format din ecua̧tiile 1.72
şi 1.77.
S¼a presupunem c¼a familia 1.72 este format¼a din curbe care au puncte

singulare. Fie S un punct singular al curbei (C�) :

�g. 1.14

Dac¼a parametrul � variaz¼a, S descrie o curb¼a (I 0) (�g. 1.14). Coordo-
natele lui S; funçtii de �; veri�c¼a identic ecua̧tia 1.72, deci şi rela̧tia 1.76,
ob̧tinut¼a prin derivarea identit¼a̧tii în raport cu �:
Deoarece S este punct singular, avem:

F 0x = 0; F
0
y = 0;

care înlocuite în 1.76 conduc şi în acest caz la 1.77:
Aşadar, şi coordonatele punctelor singulare ale curbelor familiei

1.72 veri�c¼a sistemul format din ecua̧tiile 1.72 şi 1.77.
S¼a consider¼am acum problema invers¼a: s¼a ar¼at¼am c¼a eliminarea para-

metrului � între ecua̧tiile 1.72 şi 1.77 (respectiv explicitarea în funçtie de � a
lui x; y) conduce la ecua̧tia (respectiv ecua̧tiile) unei curbe tangente tuturor
curbelor familiei 1.72:
În scopul demonstr¼arii acestei a�rma̧tii, �ind dat¼a ecua̧tia 1.72, s¼a-i

ataş¼am ecua̧tia 1.77, ob̧tinut¼a prin derivare în raport cu � şi s¼a presupunem c¼a
pentru o valoare oarecare (�xat¼a) a parametrului �; sunt îndeplinite condi̧ti-
ile ca ecua̧tia 1.72 s¼a reprezinte o curb¼a (C�) ; iar ecua̧tia 1.77 o curb¼a, s¼a-i
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spunem (��) : Mai mult, presupunem c¼a (��) şi (C�) au un punct comun
M (x; y) pentru care avem:

(1.78)
D (F; F 0�)

D (x; y)
�
���� F 0x F 0y
F 00x� F 00y�

���� 6= 0;
(1.79) F 00�2 (x; y; �) 6= 0:

Înainte de a trece mai departe, s¼a ne amintim teorema de existeņt¼a refe-
ritoare la funçtiile implicite pentru dou¼a ecua̧tii implicite.

Teorema 1.37 Fiind date ecuaţiile F (x; y; z) = 0; G (x; y; z) = 0 veri�-
cate de coordonatele x0; y0; z0 ale unui punct M; dac¼a funcţiile F (x; y; z) ;
G (x; y; z) sunt continue şi au derivate parţiale de prim ordin continue într-o
anumit¼a vecin¼atate a lui M şi dac¼a determinantul funcţional

D (F;G)

D (y; z)
=

���� F 0y F 0z
G0y G0z

����
este diferit de zero în M; ecuaţiile F (x; y; z) = 0; G (x; y; z) = 0 de�nesc
dou¼a (şi numai dou¼a) funcţii y = f (x) ; y = g (x), biunivoce şi continue în
vecin¼atatea valorii x = x0; care satisfac identic ecuaţiile F = 0; G = 0 şi iau
valorile y0 şi z0 pentru x = x0:

Derivatele funçtiilor y şi z, de asemenea continue, sunt date de sistemul

(1.80)
�

F 0x + F 0y � y0 + F 0z � z0 = 0
G0x +G0y � y0 +G0z � z0 = 0

Reîntorcându-ne la 1.78, în primul rând putem a�rma c¼a, în acest caz,
cel pu̧tin una din derivatele F 0x; F

0
y este nenul¼a în M; a�rma̧tie adev¼arat¼a

simultan şi pentru derivatele F 00�x; F
00
�y: Rezult¼a c¼a punctul M este punct

regulat pentru curbele (C�) şi (��) :
În al doilea rând, putem aplica teorema de mai sus. sistemului 1.72, 1.77

şi ob̧tinem pentru coordonatele x; y ale punctului M explicitarea:

(1.81)
�
x = x (�)
y = y (�)

;

x (�) ; y (�) �ind funçtii continue (cu derivate continue) care veri�c¼a sistemul
1.72, 1.77:

(1.82) F (x (�) ; y (�) ; �) = 0; F 0� (x (�) ; y (�) ; �) = 0:
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Dac¼a � variaz¼a, curbele (C�) şi (�a) variaz¼a. Punctul M variind de
asemenea, el descrie o curb¼a reprezentat¼a parametric de 1.81; pentru care
avem:

(1.83)

8><>:
F 0x
dx

d�
+ F 0y

dy

d�
= 0

F 00�x
dx

d�
+ F 00�y

dy

d�
= �F 00�2

;

rela̧tii ob̧tinute prin derivare în raport cu � a identit¼a̧tilor 1.82:

Ţinând cont de 1.78 şi 1.79; sistemul 1.83 în necunoscutele
dx

d�
;
dy

d�
nu

poate admite solu̧tia banal¼a. Aceasta ne arat¼a c¼a punctul M este punct
regulat pentru curba 1.81:
Mai mult, din prima rela̧tie 1.83, avem

�F
0
x

F 0y
=

dy

d�
dx

d�

;

ceea ce arat¼a c¼a dreapta tangent¼a înM la (C�) coincide cu dreapta tangent¼a
în M la curba 1.81, care este prin urmare curba (I) ; înf¼aşur¼atoarea curbelor
familiei 1.72, iar M este punct caracteristic.
Am demonstrat:

Teorema 1.38 Locul geometric al punctelor comune curbelor 1.72 şi 1.77,

F (x; y; �) = 0;

F 0�(x; y; �) = 0;

numit curb¼a discriminant¼a a familiei 1.72 este format din înf¼aşur¼atoarea
curbelor familiei 1.72 şi din locul geometric al punctelor singulare ale acestor
curbe.

Observatia 1.39 Dac¼a F 00�2 = 0 pentru orice valoare a parametrului �;
avem:

@2F

@�2
(x; y; �) = 0() @

@�
(F 0� (x; y; �)) = 0()

() @F

@�
(x; y; �) � � (x; y)() F (x; y; �) � �� (x; y) +  (x; y) ;

deci, în acest caz, familia de curbe se prezint¼a sub forma

(1.84) �� (x; y) +  (x; y) = 0
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şi, în general, nu putem determina o înf¼aşur¼atoare a familiei 1.84 în sensul

de�niţiei 1.35 Cu toate acestea, deoarece
@F

@�
� � (x; y) = 0; prin �abuz�,

convenim a spune c¼a � (x; y) = 0 este înf¼aşur¼atoarea curbelor familiei 1.84:

Observatia 1.40 Nu este exclus¼a posibilitatea s¼a existe unele puncte ca-
racteristice presupuse puncte regulate atât pentru (I) cât şi pentru curbele
(C�) corespunz¼atoare, în care F 00�2 s¼a se anuleze. În aceste puncte, deoarece
sistemul 1.83 admite soluţie nebanal¼a, trebuie s¼a avem şi determinantul

funcţional
D (F; F 0�)

D (x; y)
de asemenea nul şi reciproc.

Observatia 1.41 S¼a consider¼am dou¼a curbe (C�) şi (C�+��) ale familiei
1.72, corespunz¼atoare valorilor apropiate � şi � + �� ale parametrului �:
În general, curbele (C�) şi (C�+��) se intersecteaz¼a în unul sau mai multe
puncte. S¼a not¼am cu P un astfel de punct (�g. 1.15). Coordonatele lui P
veri�c¼a sistemul:

F (x; y; �) = 0; F (x; y; �+��) = 0;

care este echivalent cu sistemul:

F (x; y; �) = 0;
F (x; y; �+��)� F (x; y; �)

��
= 0:

�g. 1.15

Trecând la limit¼a pentru��! 0; punctul P tinde la un punct, s¼a spunem
M; ale c¼arui coordonate veri�c¼a sistemul

F (x; y; �) = 0; lim
��!0

F (x; y; �+��)� F (x; y; �)

��
= 0;

adic¼a sistemul �
F (x; y; �) = 0
F 0� (x; y; �) = 0:
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Concludem c¼a M apaŗtine curbei discriminante a familiei 1.72. Dac¼a M
nu este singular pentru (C�) ; atunci el apaŗtine înf¼aşur¼atoarei curbelor fami-
liei 1.72, iar dac¼a M este singular, el apaŗtine locului geometric al punctelor
singulare ale curbelor familiei 1.72:

Observatia 1.42 Este posibil s¼a existe puncte caracteristice care s¼a nu prov-
in¼a din intersecţia a dou¼a curbe in�nit apropiate (C�) şi (C�+��) ; dup¼a cum
ne vom convinge la sfârşitul acestui paragraf.

1.8.2 Familii de curbe plane depinzând de doi para-
metri

Fie ecua̧tia:

(1.85) F (x; y; �; �) = 0;

în care perechea (�; �) apaŗtine unui domeniu plan (�) ; astfel încât pentru
orice pereche (�; �) �xat¼a (din (�)), sunt îndeplinite condi̧tiile ca ecua̧tia
1.85 s¼a reprezinte o curb¼a.

De�nitia 1.43 Mulţimea curbelor date de ecuaţia 1.85 este numit¼a familie
de curbe care depinde de doi parametri.

În general, familia depinzând de doi parametri nu admite înf¼aşur¼atoare.
Vom lucra în cazul în care exist¼a o rela̧tie de leg¼atur¼a între para-

metrii � şi �; s¼a spunem:

(1.86) � (�; �) = 0;

dat¼a în aşa fel încât s¼a se poat¼a explicita un parametru. Aceasta, geometric,
înseamn¼a c¼a în planul � (�; �) ; ecua̧tia 1.86 reprezint¼a o curb¼a situat¼a total
sau paŗtial în (�) (�g. 1.16).

�g. 1.16
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Dac¼a � = � (�) este explicitarea lui 1.86; atunci ecua̧tia 1.85 devine:

(1.87) F (x; y; �; � (�)) = 0;

care reprezint¼a o familie de curbe depinzând de un parametru.
În conformitate cu rezultatele de mai sus, trebuie s¼a deriv¼am 1.87 în

raport cu � şi ob̧tinem:

F 0� + F 0� �
d�

d�
= 0:

Îns¼a, din 1.86, avem:

d�

d�
= �

d�

d�
d�

d�

;

astfel încât ultima rela̧tie se poate scrie sub forma:

F 0� �
d�

d�
� F 0� �

d�

d�
= 0;

ecua̧tie care este identic¼a cu

(1.88)
D (F; �)

D (�; �)
= 0:

Avem, deci:

Teorema 1.44 Curba discriminant¼a a unei familii de curbe plane depinzând
de doi parametri F (x; y; �; �) = 0; legaţi între ei printr-o relaţie de forma
� (�; �) = 0; se obţine eliminând parametrii � şi � din sistemul:

(1.89) F (x; y; �; �) = 0; � (�; �) = 0;
D (F; �)

D (�; �)
= 0:

În cazul în care curbele 1.85 nu au puncte singulare, curba discriminant¼a
coincide cu înf¼aşur¼atoarea curbelor familiei.

1.8.3 Evoluta unei curbe plane

Fiind dat¼a o curb¼a, dreptele tangente la ea constituie o familie de drepte
depinzând de un parametru (parametrul pe curb¼a), a c¼arei înf¼aşur¼atoare este
curba dat¼a (�g. 1.17).
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�g. 1.17 �g. 1.18

Evident, şi dreptele normale ale unei curbe plane constituie o familie de
drepte depinzând de un parametru şi anume, parametrul ales pe curb¼a.

De�nitia 1.45 Numim evoluta sau desf¼aşurata unei curbe, înf¼aşur¼a-
toarea normalelor curbei date.

Din de�ni̧tia dat¼a, remarc¼am c¼a dreptele tangente la evoluta (E) sunt
drepte normale la curba dat¼a (C) (�g. 1.18).
Dac¼a consider¼am ecua̧tia curbei (C) dat¼a sub form¼a parametric¼a�

x = x (t)
y = y (t)

;

atunci, într-un punct curent M (x (t) ; y (t)) al curbei (C); ecua̧tia dreptei
normale va � (formula 1.38)

(1.90) [X � x (t)]
�
x (t) + [Y � y (t)]

�
y (t) = 0;

adic¼a o ecua̧tie de forma:
F (X; Y; t) = 0:

Pentru a determina evoluta, aplic¼am teorema 1.38.
Aceasta înseamn¼a c¼a trebuie eliminat parametrul t (pentru determinarea

ecua̧tiei evolutei sub form¼a implicit¼a), sau de explicitat X şi Y în funçtie de t
(pentru determinarea ecua̧tiei evolutei sub form¼a parametric¼a), între ecua̧tia

1.90 şi derivata ei în raport cu t;
�
F t (X;Y; t) = 0 :

(1.91) [X � x (t)]
��
x (t) + [Y � y (t)]

��
y (t) =

�
x
2
(t) +

�
y
2
(t) :
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Plasându-ne în ipoteza:

(1.92)

�����
�
x (t)

�
y (t)

��
x (t)

��
y (t)

����� 6= 0;
ceea ce înseamn¼a despre curba (C) c¼a este de clas¼a cel pu̧tin doi, iar M este
punct regulat şi nein�exionar al lui (C); putem rezolva în mod unic sistemul
format din ecua̧tiile 1.90, 1.91 în necunoscutele X � x (t) ; Y � y (t) şi apoi
explicita X şi Y ca funçtii de t; sub forma:

(1.93) X = x (t)�
�
y (t)

�
�
x
2
(t) +

�
y
2
(t)
�

�
x (t)

��
y (t)� ��

x (t)
�
y (t)

; Y = y (t)+

�
x (t)

�
�
x
2
(t) +

�
y
2
(t)
�

�
x (t)

��
y (t)� ��

x (t)
�
y (t)

;

ecua̧tii ce reprezint¼a, sub form¼a parametric¼a, evoluta curbei (C) date.
S¼a observ¼am c¼a ecua̧tiile 1.93 , într-un punct �xatM0 2 (C); sunt identice

cu formulele 1.47 ale coordonatelor centrului cercului osculator corespunz¼ator
lui M0. Astfel, are loc

Teorema 1.46 Evoluta unei curbe este locul geometric al centrelor cer-
curilor osculatoare ale curbei date (�g. 1.18).

Exemplu: Pentru a determina evoluta elipsei
x2

a2
+
y2

b2
= 1; consider¼am

parametrizarea: x = a cos t; y = b sin t şi avem:

_x = �a sin t; ��x = �a cos t; _y = b cos t;
��
y = �b sin t;

�
x
��
y � ��

x
�
y = ab:

Înlocuind în 1.93, ob̧tinem

X =
a2 � b2

a
cos3 t; Y =

b2 � a2

b
sin3 t:

1.8.4 Evolventa unei curbe plane

De�nitia 1.47 Numim evolventa sau desf¼aşur¼atoarea unei curbe plane
(C); o curb¼a plan¼a (D) care admite curba dat¼a (C) drept evolut¼a.

Din de�ni̧tia de mai sus şi cea a evolutei, rezult¼a c¼a dreptele tangente la
(C) sunt drepte normale la (D) ((C) �ind înf¼aşur¼atoarea normalelor curbei
(D)) şi faptul c¼a nu exist¼a, pentru o curb¼a (C); o unic¼a evolvent¼a (D) : Orice
curb¼a (D0) perpendicular¼a pe dreptele tangente la (C) reprezint¼a o evolvent¼a
a curbei (C) (�g. 1.19).
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�g. 1.19

Nu exist¼a metode generale simple pentru determinarea ecua̧tiei evolventei
unei curbe oarecare, în schimb ea se poate construi prin metode mecanice.
Pentru a putea rezolva aceast¼a problem¼a, demonstr¼am teorema care

urmeaz¼a.

Teorema 1.48 Diferenţa razelor de curbur¼a în dou¼a puncte ale evolventei
este egal¼a cu lungimea arcului corespunz¼ator pe curba dat¼a.

Demonstra̧tie: Fie x = x (s) ; y = y (s) ecua̧tiile parametrice ale curbei
(C); cu s parametrul natural (de�nit în 1.14). Fie M 2 (C) şi P punctul în
care evolventa (D) întâlneşte dreapta tangent¼a în M la (C) (�g. 1.20).

�g. 1.20

Notând cu R raza de curbur¼aMP , cu �; înclinarea dreptei tangente TM
fa̧t¼a de Ox şi cu X;Y coordonatele punctului P; avem: X = x + R cos�;
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Y = y + R sin�: Ţinând cont c¼a
dx

ds
= cos�;

dy

ds
= sin� (rela̧tiile 1.40 şi

1.41), rezult¼a pentru X şi Y expresiile:8><>:
X = x+R

dx

ds

Y = y +R
dy

ds

:

Dreapta tangent¼a (T 0) în P la (D) are parametrii directori
dX

ds
;
dY

ds
şi

cum ea este perpendicular¼a pe dreapta tangent¼a (MT ) ; trebuie s¼a avem:

dX

ds
� dx
ds
+
dY

ds
� dy
ds
= 0;

rela̧tie care devine, ţinând cont de expresiile X şi Y :�
dx

ds
+
dR

ds
� dx
ds
+R

d2x

ds2

�
dx

ds
+

�
dy

ds
+
dR

ds
� dy
ds
+R

d2y

ds2

�
dy

ds
= 0;

sau înc¼a

(1.94)

 �
dx

ds

�2
+

�
dy

ds

�2!�
1 +

dR

ds

�
+

�
dx

ds
� d

2x

ds2
+
dy

ds
� d

2y

ds2

�
R = 0:

S¼a ne reamintim c¼a are loc egalitatea
�
dx

ds

�2
+

�
dy

ds

�2
= 1: Derivând aceast¼a

rela̧tie în raport cu s; g¼asim:

dx

ds
� d

2x

ds2
+
dy

ds
� d

2y

ds2
= 0:

Înlocuind în condi̧tia de ortogonalitate 1.94, rezult¼a

1 +
dR

ds
= 0;

care integrat¼a ne d¼a rela̧tia:
R + s = c;

valabil¼a pentru orice pozi̧tie a lui M 2 (C), deci şi a lui P 2 (D) corespun-
z¼ator.
Luând pe curba (C) dou¼a puncte M1 şi M2; c¼arora le corespund punctele

P1 şi P2 pe evolventa (D) ; avem pe de o parte

_

M0M1 = s1;
_

M0M2 = s2;
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iar pe de alt¼a parte

R1 + s1 = c;

R2 + s2 = c;

rela̧tii care sc¼azute termen cu termen conduc la

R1 �R2 = s2 � s1 =
_

M0M2 �
_

M0M1;

adic¼a

R1 �R2 =
a

M1M2;

ceea ce trebuia demonstrat.
Teorema 1.48 ne conduce la urm¼atoarea construçtie mecanic¼a a evolventei

unei curbe plane (C) :
Întindem un �r inextensibil, de lungime K; de-a lungul curbei (C); în-

cepând din M0 - originea arcelor. Desf¼aşurând �rul, ţinându-l întins aşa
fel încât s¼a r¼amân¼a mereu tangent la curba (C); extremitatea acestui �r va
descrie evolventa (desf¼aşur¼atoarea) (D) a curbei (C):

�g. 1.21

Observatia 1.49 În �g. 1.21, M1;M2 2 (C) sunt centre de cercuri oscu-
latoare (pentru (D)), în conformitate cu teorema 1.46. Cum arcul este mai

mare decât coarda (
_

M1M2 > M1M2), avem din teorema 6.5. relaţia

R1 �R2 > M1M2;

ceea ce exprim¼a faptul c¼a distanţa centrelor a dou¼a cercuri osculatoare este
mai mic¼a decât diferenţa razelor, adic¼a unul din ele este interior celuilalt (nu
se întretaie) (�g. 1.12 (c)).
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Acest rezultat ne exprim¼a c¼a cercurile osculatoare ale unei curbe plane
constituie o familie de curbe depinzând de un parametru (exemplul 3 §6),
care admite înf¼aşur¼atoare (înf¼aşur¼atoarea �ind curba îns¼aşi), pentru care un
punct caracteristic nu provine din puncte de interseçtie a dou¼a
curbe apropiate ale familiei.
În acest fel, observa̧tia 1.42 este motivat¼a.

1.9 Reperul şi formulele lui Frenet pentru
curbe plane

S¼a consider¼am un arc de curb¼a plan¼a (C) dat în reprezentarea parame-
tric¼a x = x(t); y = y(t): Deoarece coordonatele unui punct M 2 (C) sunt
componentele vectorului de pozi̧tie

��!
OM = �!r ; avem

(1.95) �!r (t) = x (t)
�!
i + y (t)

�!
j ; t 2 (a; b) ;

sau pe scurt

(1.96) �!r = �!r (t) ; t 2 (a; b) :

Ecua̧tia 1.96 poart¼a numele de ecua̧tia vectorial¼a a arcului de curb¼a
plan¼a (C); cu t drept parametru al curbei. Funçtia ~r(t) introdus¼a de aceasta
este o funçtie vectorial¼a de un argument scalar.
Dac¼a M 2 (C) este un punct regulat, atunci de�ni̧tia 1.2, ne asigur¼a c¼a

funçtia
��!r (t) = _x (t)

�!
i + _y (t)

�!
j

exist¼a şi este diferit¼a de zero în acest punct.
Dac¼a �!r = �!r (t�) este o alt¼a reprezentare vectorial¼a a aceluiaşi arc, cu t�

drept parametru, trebuie s¼a avem pe de o parte, o leg¼atur¼a între parametrii
t şi t�; s¼a spunem de forma

(1.97) t = t (t�) ; t� 2 (a; b) ;

iar pe de alt¼a parte, pentru un punct regulat M 2 (C) trebuie s¼a avem
îndeplinit¼a continuitatea lui 1.97 şi condi̧tia

(1.98)
dt

d t�
6= 0;

aşa cum se constat¼a din rela̧tia

d�!r
d t�

=
d�!r
d t

� dt
d t�

;
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şi din faptul c¼a neglij¼am posibilitatea ca un punct s¼a apar¼a drept punct
regulat într-o reprezentare şi drept punct singular în alta.

Fie
_

AB un arc regulat al curbei (C) date în reprezentarea vectorial¼a 1.95

cu t drept parametru; expresia 1.11 a lungimii arcului
_

AB se scrie vectorial

L _
AB
=

tBZ
tA

d�!rd t
 dt =

tBZ
tA

kd�!r k ;

iar pentru un arc regulat oarecare
_

M0M � (C); cu M0 corespunz¼ator valorii
t0 a parametrului, iar M; corespunz¼ator valorii t; aceasta se scrie

(1.99) s (t) =

tZ
t0

d�!rdet
 det =

tZ
t0

s� ��!r �
��!r
�
det � ��!r =

d�!r
det
�
:

Deoarece funçtia s = s (t) este continu¼a, monoton cresc¼atoare şi

(1.100)
�
s (t) =

d�!rd t
 6= 0

rezult¼a c¼a funçtia sa invers¼a exist¼a şi este continu¼a, s¼a o not¼am cu t = t (s).

Aceast¼a funçtie respect¼a condi̧tia 1.98
�
dt

ds
=
1
�
s
6= 0
�
şi deci s poate � luat

drept parametru pe curb¼a, ob̧tinând pentru arcul regulat respectiv ecua̧tia
vectorial¼a

(1.101) �!r = �!r (s) ;

cu s drept parametru. s se numeşte parametru natural pe curba (C).
Derivând 1.101 în raport cu parametrul s prin intermediul parametrului

t; avem:

(1.102)
d�!r
d s

=
d�!r
d t

� dt
ds
=

��!r
�
s
;

rela̧tie care în conformitate cu 1.32, ne arat¼a c¼a vectorul
d�!r
d s

este un vector

tangent în punctul regulat M 2 (C): Mai mult, din 1.100 şi 1.102, avem:

(1.103)

d�!rd s
 = 1;

ceea ce ne arat¼a c¼a
d�!r
d s

este un vector tangent unitar în M la (C):
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De�nitia 1.50 Vectorul
d�!r
d s

îl vom nota cu �!� şi-l vom numi versor tan-

gent la arcul de curb¼a (C) în punctul regulat M 2 (C):

Avem, deci

(1.104) �!� = d�!r
d s

:

Deoarece

�!� = lim
�s!0

�!r (s+�s)��!r (s)
�s

şi s+�s > s;

tot din teorema 1.3. §.1, rezult¼a c¼a �!� este orientat în M de la �!r (s) spre
�!r (s+�s) ; adic¼a, în sensul pozitiv de parcurs pe curb¼a (�g. 1.22).

�g. 1.22 �g. 1.23

S¼a not¼am cu �!� un vector unitar perpendicular pe �!� ; cu proprietatea c¼a
în punctulM; ansamblul fM;�!� ;�!� g formeaz¼a un reper orientat ca şi reperuln
O;
�!
i ;
�!
j
o
(orientat drept) (�g. 1.23).

De�nitia 1.51 Versorul �!� introdus mai sus poart¼a numele de versor nor-
mal la arcul de curb¼a (C) în punctul regulat M 2 (C):

De�nitia 1.52 Ansamblul fM;�!� ;�!� g se numeşte reperul mobil al lui
Frenet în punctul regulat M 2 (C):

Din k�!� k2 = �!� � �!� = 1; prin derivare în raport cu s; deducem c¼a

�!� � d
�!�
ds

= 0;
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deci
d�!�
d s

este perpendicular pe �!� ; de aici rezult¼a c¼a d
�!�
d s

este coliniar cu �!� ;
adic¼a versorul normal �!� respect¼a rela̧tia:

(1.105)
d�!�
d s

= ��!� (� 2 R) ;

sau

(1.106) �!� = "

d�!�
d sd�!�d s
 = "

d2�!r
d s2d2�!rd s2

 ;
" �ind �1; semn ce va � precizat în cele ce urmeaz¼a.
Ne propunem s¼a determin¼am scalarul � din rela̧tia 1.105:
În acest scop, mai întâi deriv¼am 1.102 în raport cu s prin intermediul lui

t :

(1.107)
d2�!r
d s2

=
d�!�
d s

=
d�!�
d t

� dt
ds
=

���!r �
s�

��!r ��s
�
s
3 ;

şi apoi efectu¼am produsul scalar între
d�!�
d s

şi el însuşi, ob̧tinând:

d�!�
d s

� d
�!�
d s

=

 ��!r
2  ���!r

2 � � ��!r �
���!r
�2

 ��!r
6 ;

unde am ţinut cont c¼a din 1.100 urmeaz¼a

�
s
2
=

� ��!r �
��!r
�
=

 ��!r
2 ; �

s
��
s =

��!r �
���!r :

Acum, din
��!r = _x

�!
i + _y

�!
j ;

���!r = ��
x
�!
i +

��
y
�!
j , rezult¼a ��!r

2 = _x2 + _y2;

 ���!r
2 = ��

x
2
+

��
y
2
;

��!r �
���!r = _x

��
x+ _y

��
y;

printr-un calcul direct, ţinând cont de 1.105, ob̧tinem

j�j =
d�!�d s

 =
s�

d�!�
d s

� d
�!�
d s

�
=

��������
�
x
��
y � ��

x
�
y�

�
x
2
+

�
y
2
� 3
2

�������� :
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Comparând expresia lui � cu 1.57, avem � =
1

R
; unde R este raza de curbur¼a.

Deci

(1.108)
d�!�
d s

=
1

R
�!�

rela̧tie care reprezint¼a prima formul¼a a lui Frenet pentru o curb¼a plan¼a.
Printr-un ra̧tionament analog celui aplicat lui �!� ; din j�!� j = 1, ob̧tinem

c¼a
d�!�
d s

este perpendicular pe �!� şi deci
d�!�
d s

este coliniar cu �!� :

(1.109)
d�!�
d s

= ��!� :

Deoarece �!� � �!� = 0; avem prin derivare în raport cu s :

d�!�
d s

� �!� +�!� � d
�!�
d s

= 0;

de unde, prin 1.108 şi 1.109, ob̧tinem � = � 1
R
şi, în conseciņt¼a,

(1.110)
d�!�
d s

= � 1
R
�!� ;

rela̧tie care reprezint¼a a doua formul¼a a lui Frenet pentru curba plan¼a.
În acest fel am ob̧tinut:

Teorema 1.53 În orice punct regulat şi nein�exionarM al unei curbe plane
de clas¼a cel puţin doi, se poate ataşa reperul lui Frenet fM;�!� ;�!� g ; ai c¼arui
versori, derivaţi în raport cu parametrul natural s; respect¼a formulele lui
Frenet:

(1.111)

8><>:
d�!�
d s

=
1

R
�!� ;

d�!�
d s

= � 1
R
�!� :

Din 1.108 şi 1.106 rezult¼a evident

(1.112) " = sgn R:

În cele ce urmeaz¼a, vom pune în evideņt¼a dou¼a conseciņte ale formulelor
lui Frenet.
O prim¼a conseciņt¼a important¼a a formulelor 1.111 o vom avea în inter-

pretarea geometric¼a a semnului curburii.
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Înainte de aceasta, reamintim c¼a dreapta tangent¼a într-un punct M0 al
unei curbe (C) de clas¼a cel pu̧tin doi în vecin¼atatea lui M0 �ind trasat¼a,
avem versorul tangent �!� 0 la (C) în M0 �xat în sensul pozitiv pe curb¼a şi
versorul normal �!� 0 bine determinat de condi̧tia ca reperul fM0;

�!� 0;�!� 0g s¼a
�e orientat drept.
Deoarece o dreapt¼a împarte planul în dou¼a regiuni, convenim a spune c¼a

partea pozitiv¼a a dreptei tangente este partea lui�!� 0; iar partea negativ¼a,
partea lui ��!� 0:

Teorema 1.54 Dac¼a M0 este un punct al unei curbe (C) de clas¼a cel puţin

doi, atunci, dac¼a
�
1

R

�
M0

> 0; curba p¼ar¼aseşte dreapta tangent¼a pe partea

pozitiv¼a a sa, iar dac¼a
�
1

R

�
M0

< 0; curba p¼ar¼aseşte dreapta tangent¼a pe

partea sa negativ¼a.

Demonstratie. Fie 1.101 reprezentarea lui (C) cu s drept parametru şi
M0 2 (C) corespunz¼ator la s = s0: În cele ce urmeaz¼a, convenim s¼a not¼am
cu accente derivatele lui �!r în raport cu lungimea de arc s; spre deosebire de
cele în raport cu un parametru oarecare t; pe care le vom nota cu puncte:
�!r 0 = d~r

ds
;
��!r = d~r

dt
:

Deoarece (C) este de clas¼a cel pu̧tin doi într-o vecin¼atate su�cient de
mic¼a a lui M0; putem dezvolta funçtia vectorial¼a �!r (s) dup¼a formula Taylor
şi avem

(1.113)

�!r (s) = �!r (s0) + (s� s0)
�!r 0 (s0)+

+
(s� s0)

2

2!
�!r 00 (s0 + � (s� s0)) ; 0 < � < 1:

Fie P un punct oarecare al dreptei tangente la (C) înM0; de vector de pozi̧tie�!
R (s) şi M 2 (C) oarecare (�g. 1.24).

�g. 1.24
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Avem

(1.114)
�!
R (s) = �!r (s0) + (s� s0)

�!r 0 (s0)

ecua̧tia vectorial¼a a dreptei tangente în M0 la (C):
Din �g. 1.27 şi 1.114, deducem:

��!
PM = �!r (s)��!R (s) = �!r (s)��!r (s0)� (s� s0)

�!r 0 (s0) ;

rela̧tie care, prin 1.113, conduce la

��!
PM =

(s� s0)
2

2
�!r 00 (s0 + � (s� s0)) :

Cei doi vectori din ultima egalitate au acelaşi sens, deoarece
(s� s0)

2

2
> 0:

Dac¼a s se apropie de s0 (s > s0) ; atunci
��!
PM p¼astreaz¼a prin continuitate

sensul lui �!r 00 (s0) într-o vecin¼atate su�cient de mic¼a a lui s0:
Dar

�!r 00 (s0) =
�
d�!�
d s

�
s0

=

�
1

R
�!�
�
s0

=

�
1

R

�
0

�!� 0;

adic¼a
��!
PM are sensul lui

�
1

R

�
0

�!� 0 :

lim
s!s0

��!
PM =

�
1

R

�
0

�!� 0:

Dac¼a
�
1

R

�
0

> 0;
��!
PM are acelaşi sens cu �!� 0; de unde rezult¼a c¼a punctele

curbei se aşeaz¼a pe partea pozitiv¼a a dreptei tangente, iar dac¼a
�
1

R

�
0

< 0;

��!
PM are acelaşi sens cu ��!� 0; adic¼a punctele curbei se aşeaz¼a pe partea
negativ¼a a dreptei tangente, c.c.t.d.

Observa̧tie: În �g. 1.23, în primul caz, avem curbura
1

R
< 0; iar în cel

de-al doilea, curbura
1

R
> 0; în punctul M 2 (C):

Ca o a doua conseciņt¼a a formulelor lui Frenet, vom da leg¼atura între
raza de curbur¼a R a unei curbe date şi raza de curbur¼a R� a evolutei
corespunz¼atoare curbei date.
S¼a not¼am cu P un punct oarecare al normalei la o curb¼a dat¼a (C) într-un

punct M 2 (C) şi cu �!R vectorul de pozi̧tie al lui P: Avem

(1.115)
h�!
R ��!r (s)

i
� �!� (s) = 0; s �xat
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ecua̧tia vectorial¼a a dreptei normale înM la (C); care se mai scrie sub forma:

(1.116)
�!
R = �!r (s) + �!� (s) ;  - scalar oarecare, s �xat.

Dac¼a P devine un punct al evolutei (înf¼aşur¼atoarea normalelor curbei
date) atunci coordonatele sale trebuie s¼a veri�ce 1.115 şi ecua̧tia ob̧tinut¼a
prin derivarea lui 1.115 în raport cu parametrul s (s variabil):h�!

R ��!r (s)
i
� �!� �R = 0;

unde R este raza de curbur¼a a lui (C) în M 2 (C) oarecare şi am f¼acut apel
la 1.104 şi formula lui Frenet 1.108:
Substituind 1.116 în ultima egalitate, ob̧tinem  = R; adic¼a vectorul de

pozi̧tie
�!
R al unui punct curent al evolutei respect¼a ecua̧tia vectorial¼a

(1.117)
�!
R = �!r (s) +R (s)�!� (s) ; s oarecare,

numit¼a ecua̧tia vectorial¼a a evolutei.

Dac¼a într-un punct M0 2 (C) avem
�
1

R

�
0

= 0 (ceea ce se întâmpl¼a în

cazul unui punct de in�exiune sau dac¼a M0 apaŗtine unui arc segment de
dreapt¼a al curbei), atunci pentruM !M0; raza de curbur¼a R!1; ceea ce
ne arat¼a c¼a în acest caz punctul curent P al evolutei descrie o ramur¼a in�nit¼a
pentru care dreapta normal¼a în M0 la (C) este o asimptot¼a (�g. 1.25).

�g. 1.25 �g. 1.26

S¼a not¼am, în continuare, cu �!r � vectorul de pozi̧tie al unui punct curent
al evolutei, adic¼a, în conformitate cu 1.117, avem pentru evolut¼a ecua̧tia
vectorial¼a :

(1.118) �!r � (s) = �!r (s) +R (s)�!� (s) :
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Derivând 1.118 în raport cu parametrul s; ob̧tinem:

(1.119)
d�!r �
ds

=
dR

ds
�!� (s) ;

unde am folosit din nou 1.104 şi 1.108:
În acest fel, am demonstrat:

Teorema 1.55 Oric¼arui punct M al unei curbe (C) de clas¼a cel puţin doi

în care
1

R
6= 0 şi dR

ds
6= 0; îi corespunde un punct regulat P al evolutei.

Dac¼a înM0 2 (C) în care
�
1

R

�
0

6= 0 avem
�
dR

ds

�
0

= 0; rezult¼a c¼a R are

valoarea extrem¼a (maxim¼a sau minim¼a) şi prin de�ni̧tie, un astfel de punct
îl numim vârf al curbei (C):

Unui vârf al lui (C) cu
1

R
6= 0; în general, îi corespunde un punct de

întoarcere de prima spȩt¼a al evolutei (�g. 1.26).
S¼a presupunem c¼a (C) în vecin¼atatea lui M 2 (C) este un arc regulat

f¼ar¼a vârfuri şi pentru care
1

R
6= 0: În acest caz, raza de curbur¼a este �nit¼a şi

monoton¼a de arcul s:
Din 1.119; avem (d�!r �)2 = (dR)2 ; adic¼a pentru elementul de arc ds� al

evolutei, avem rela̧tia:
(ds�)2 = (dR)2

care ne conduce la

(1.120) ds� = � dR:

Mai mult, derivând �!r � în raport cu arcul s� al evolutei, prin intermediul
arcului s al curbei date, avem:

d�!r �
ds�

=
d�!r �
ds

� ds
ds�

=
dR

ds
�!� ds

ds�
=
dR

ds�
�!� ;

care prin 1.120 conduce la

(1.121)
d�!r �
ds�

= ��!� ;

adic¼a la faptul cunoscut: dreapta tangent¼a la evolut¼a este dreapta
normal¼a la curba dat¼a.
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Derivând înc¼a o dat¼a 1.121 în raport cu s� prin intermediul lui s şi f¼acând
apel la prima formul¼a Frenet 1.108 şi la 1.120, ob̧tinem:

d2�!r �
d2s�

= �d
�!�
ds

� ds
ds�

= � 1
R
�!� ds

ds�
= � 1

R

ds

dR
�!� = � 1

R
dR

ds

�!� ;

rela̧tie care conduce la
1

R�
�!� � = � 1

R
dR

ds

�!� :

Trecând la norme în ultima egalitate, leg¼atura dorit¼a între raza de curbur¼a
R a curbei date şi raza de curbur¼a R� a evolutei corespunz¼atoare este

R� = R

dRds
 :

Vom încheia acest paragraf cu câteva considera̧tii asupra ecua̧tiei in-
trinseci a unei curbe plane.
Faptul c¼a curbura unei curbe plane a fost de�nit¼a printr-o proprietate

geometric¼a (§1.6), independent¼a de reperul la care este raportat¼a curba, ne
face s¼a avem motivat¼a a�rma̧tia c¼a, dac¼a schimb¼am reperul, curbura nu se
schimb¼a. Ne exprim¼am spunând c¼a: curbura este un invariant (scalar)
al unei curbe plane.
Mai mult, vom ar¼ata c¼a dac¼a este dat¼a expresia curburii:

(1.122)
1

R
= F (s);

cu F - funçtie derivabil¼a de arcul s; atunci curba plan¼a este perfect deter-
minat¼a, abstraçtie f¼acând de pozi̧tia ei în plan. Pe baza acestei a�rma̧tii,
ecua̧tia 1.122 poart¼a numele de ecua̧tia intrinsec¼a a curbei plane.

Teorema 1.56 Abstracţie f¼acând de o rototranslaţie, exist¼a o singur¼a curb¼a
plan¼a pentru care curbura este o funcţie derivabil¼a dat¼a de arcul s:

Demonstratie. Fie F (s) o funçtie derivabil¼a de arcul s şi � unghiul
dreptei tangente în punctul M al unei curbe cu axa Ox: Dac¼a F (s) este
curbura în M a curbei (C); avem, conform cu cele ar¼atate în §1.6,

d�

ds
= F (s);
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ecua̧tie care integrat¼a conduce la

(1.123) � =

sZ
0

F (s)ds+ �0;

unde �0 este o constant¼a.

Ţinând acum cont c¼a
dx

ds
= cos�;

dy

ds
= sin� sunt componentele lui ~� ;

ob̧tinem prin integrare

(1.124) x =

sZ
0

cos�ds+ x0; y =

sZ
0

sin�ds+ y0;

x0; y0 �ind constante.
Notând în 1.123:

� =

sZ
0

F (s)ds;

avem în 1.124
sZ
0

cos�ds =

sZ
0

cos(� + �0)ds = cos�0

sZ
0

cos�ds� sin�0

sZ
0

sin�ds;

sZ
0

sin�ds =

sZ
0

sin(� + �0)ds = sin�0

sZ
0

cos�ds+ cos�0

sZ
0

sin�ds:

Dac¼a not¼am acum:

(1.125) X =

sZ
0

cos�ds; Y =

sZ
0

sin�ds;

ob̧tinem din ultimele egalit¼a̧ti şi 1.124 ecua̧tiile:

(1.126)
�
x = X cos�0 � Y sin�0 + x0
y = X sin�0 + Y cos�0 + y0:

Rela̧tiile 1.125 reprezint¼a ecua̧tiile parametrice ale unei curbe (C0); iar 1.126,
ecua̧tiile parametrice ale unei curbe (C); anume, toate curbele care au aceeaşi
curbur¼a dat¼a F (s): Observ¼am c¼a 1.126 se deduc din 1.125 printr-o roto-
transla̧tie, [5]. Constantele x0; y0; �0 în 1.126 �ind arbitrare, concludem c¼a
1.126 reprezint¼a 13 curbe (C); oricare din aceste curbe ob̧tinându-se din
una din ele, de exemplu, din (C0) (care corespunde lui x0 = y0 = �0 = 0),
printr-o rototransla̧tie, c.c.t.d.
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1.10 Reprezentarea gra�c¼a a curbelor plane

1.10.1 Ramuri in�nite. Asimptote

Fie I = (a; b) un interval deschis (unde a şi b pot lua şi valorile �1 şi
+1) şi

(C) :

�
x = x(t)
y = y(t)

; t 2 I;

o curb¼a plan¼a. Fie t0 unul din capetele intervalului I:

De�nitia 1.57 Spunem despre curba (C) c¼a are o ramur¼a in�nit¼a pentru
t! t0 dac¼a lim

t!t0
x(t) = �1 sau lim

t!t0
y(t) = �1:

Presupunem c¼a t! t0 de�neşte o ramur¼a in�nit¼a a lui (C).

De�nitia 1.58 Dreapta (D) este o asimptot¼a pentru (C) dac¼a

lim
t!t0

dist(P; (D)) = 0;

unde P (x(t); y(t)) este punctul de pe (C) corespunz¼ator valorii t a parametru-
lui.

Sunt posibile urm¼atoarele cazuri:
I. lim

t!t0
x(t) = �1; lim

t!t0
y(t) = y0 (�nit). În acest caz, dreapta y = y0 este

asimptot¼a orizontal¼a pentru (C):
II. lim

t!t0
y(t) = �1; lim

t!t0
x(t) = x0 (�nit). În acest caz, dreapta x = x0

este asimptot¼a vertical¼a pentru (C):
III. lim

t!t0
x(t) = �1; lim

t!t0
y(t) = �1: În acest caz, c¼aut¼am asimptote

oblice de forma (D) : y = mx+ n; adic¼a

(1.127) (D) : mx� y + n = 0

S¼a presupunem c¼a (D) din 1.127 este o astfel de asimptot¼a şi P (x(t); y(t)) 2
(C): Avem:

(1.128) lim
t!t0

dist(P; (D) = lim
t!t0

jmx(t)� y(t) + njp
1 +m2

= 0:

Condi̧tia ca aceast¼a limit¼a s¼a �e 0 este echivalent¼a cu:

(1.129) lim
t!t0

(mx(t)� y(t) + n) = 0;



1.10. REPREZENTAREA GRAFIC¼A A CURBELOR PLANE 59

adic¼a

(1.130) lim
t!t0

x(t)

�
m� y(t)

x(t)
+

n

x(t)

�
= 0:

Ţinând cont c¼a lim
t!t0

x(t) = �1; din 1.130 rezult¼a c¼a m� y(t)

x(t)
! 0 când

t! t0; adic¼a exist¼a şi e �nit¼a limita

(1.131) m = lim
t!t0

y(t)

x(t)
:

Rescriind acum 1.129 sub forma

(1.132) n = lim
t!t0

(y(t)�mx(t)) ;

ob̧tinem c¼a:
Dac¼a (D) : y = mx + n este asimptot¼a pentru (C); corespunz¼atoare lui

t! t0; atunci m şi n din 1.131 şi 1.132 exist¼a şi sunt �nite.
Reciproc, dac¼a limitele 1.131 şi 1.132 exist¼a şi sunt �nite, atunci, înlocuind

în 1.128, g¼asim c¼a lim
t!t0

dist(P; (D) = 0; adic¼a (D) este asimptot¼a pentru (C):

Am demonstrat astfel:

Teorema 1.59 Dreapta (D) : y = mx+n este asimptot¼a pentru (C); cores-
punz¼atoare lui t! t0; dac¼a şi numai dac¼a exist¼a şi sunt �nite limitele

m = lim
t!t0

y(t)

x(t)
; n = lim

t!t0
(y(t)�mx(t)) :

1.10.2 Reprezentarea gra�c¼a

Fie (C) : x = x(t); y = y(t) o curb¼a plan¼a. Pentru a putea desena curba,
abord¼am urm¼atoarele probleme:

1. Domeniul de de�niţie I al funcţiilor x şi y:

2. Paritatea/imparitatea, respectiv periodicitatea lui x şi y:

(a) Dac¼a x(�t) = x(t); y(�t) = �y(t); 8t; atunci curba este simetric¼a
fa̧t¼a de Ox:

(b) Dac¼a x(�t) = �x(t); y(�t) = y(t); 8t; atunci curba este simetric¼a
fa̧t¼a de Oy:
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(c) Dac¼a x(�t) = �x(t); y(�t) = �y(t); 8t; atunci curba este sime-
tric¼a fa̧t¼a de O:
În toate aceste cazuri, vom reprezenta poŗtiunea de curb¼a care
corespunde valorilor pozitive ale lui t; iar restul desenului va �
completat prin simetrie.

(d) Dac¼a funçtiile x şi y sunt periodice, având perioadele respectiv T1
şi T2; şi, în plus,

T1
T2
=
p

q
2 Q;

atunci, notând cu T = qT1 = pT2; avem

x(t+ T ) = x(t+ qT1) = x(t);

y(t+ T ) = x(t+ pT2) = y(t);

deci curba (C) este periodic¼a, având perioada T ; în acest caz,
restrângem studiul asupra unui interval de lungime T; convenabil
ales (de exemplu, (0; T )).

3. Limite la capetele domeniului; asimptote.

4. Intersecţiile curbei cu axele de coordonate.

5. Puncte regulate/singulare ale curbei. Puncte de in�exiune.

În punctele singulare, vom determina pantele tangentelor (conform cu
cele ar¼atate în §1.7).

Punctele de in�exiune sunt acele puncte regulate în care _x
��
y � ��

x _y = 0
(conform cu §1.5).

6. Punctele multiple ale curbei şi dreptele tangente la curb¼a în aceste
puncte.

7. Tabelul de variaţie al funcţiilor x şi y:

8. Trasarea curbei.

Exemplu: Fie curba y2x+ ay2 + x3 � ax2 = 0; a > 0 (strofoida).
În primul rând, determin¼am o parametrizare a curbei. Pentru aceasta, o

intersect¼am cu dreapta y = tx; şi ob̧tinem:

x =
a(1� t2)

1 + t2
; y =

at(1� t2)

1 + t2
:
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1. Domeniul de de�ni̧tie al funçtiilor x şi y: I = R:

2. Avem x(�t) = x(t); y(�t) = �y(t); ca atare, curba este simetric¼a fa̧t¼a
de Ox şi studiem varia̧tia lui x şi y doar pentru t 2 [0;1):

3. lim
t!1

x(t) = �a; lim
t!1

y(t) = �1; de unde deducem c¼a x = �a este
asimptot¼a vertical¼a (pentru t! �1).

4. Interseçtii cu axele:

(a) cu Oy : din ecua̧tia x = 0; ob̧tinem t = �1; ambelor valori
corespunzându-le punctul O(0; 0) (de unde rezult¼a c¼a O este punct
cel pu̧tin dublu);

(b) cu Ox : din y = 0; ob̧tinem t 2 f0;�1g: Pentru t = 0; g¼asim
A(a; 0):

5. Calcul¼am derivatele lui x şi y :

_x =
�4at
(1 + t2)2

; _y =
a(1� 4t2 � t4)

(1 + t2)2

(x şi y sunt de�nite şi continue pe R); din _x = 0; avem t = 0; iar
_y se anuleaz¼a pentru t = �

pp
5� 2; în conseciņt¼a, nu avem puncte

singulare.

6. Puncte multiple: Rezolv¼am sistemul8>><>>:
a(1� t21)

1 + t21
=
a(1� t22)

1 + t22
at1(1� t21)

1 + t21
=
at2(1� t22)

1 + t22

;

solu̧tiile sunt t1 = �1; t2 = 1; caz în care avem punctul dublu O(0; 0);
respectiv, t1 = t2 (caz ce nu conduce la puncte multiple), deci, singurul
punct multiplu este O(0; 0):

7. Tabelul de varia̧tie al lui x şi y :

t 0
pp

5� 2 1 1
_x 0 � � � � � �
x a & & & 0 & �a
_y + + 0 � � � �
y 0 % y0 & 0 & �1
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8. Desenul:

�g. 1.27

1.11 Curbe plane în coordonate polare

Reamintim, pentru început, câteva no̧tiuni de geometrie analitic¼a.
Un sistem de coordonate polare în plan este format dintr-un punct

O numit pol şi o semidreapt¼a Ox care trece prin pol, numit¼a ax¼a polar¼a.
Presupunând c¼a am �xat un astfel de sistem de coordonate, un punct

oarecare M din plan este unic determinat de:

1. distaņta � =
��!OM de la O la M şi

2. unghiul � dintre axa polar¼a Ox şi raza vectoare OM; m¼asurat în sens
trigonometric (� 2 [0; 2�)).

Perechea (�; �) poart¼a numele de coordonatele polare ale punctuluiM .
Leg¼atura între coordonatele carteziene (x; y) şi cele polare (�; �) ale lui M
este dat¼a de formulele:

(1.133) (x; y)! (�; �) :

(
� =

p
x2 + y2

tg� =
y

x

:

(1.134) (�; �)! (x; y) :

�
x = � cos �
y = � sin �

;

Un arc regulat de curb¼a plan¼a va �, prin urmare, caracterizat printr-o
ecua̧tie de forma

(C) : � = �(�)
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(unde � ia valori într-un interval (a; b) � R), numit¼a ecua̧tia curbei în
coordonate polare. În continuare, trecem în revist¼a principalele probleme
studiate pe parcursul acestui capitol, transcriind rezultatele în coordonate
polare.

� Condi̧tii de regularitate
Presupunem c¼a funçtiile x şi y de�nite prin 1.134 sunt bijective şi de
clas¼a cel pu̧tin 1 pe domeniul de de�ni̧tie. Atunci condi̧tia _x2 + _y2 6= 0
este echivalent¼a cu faptul c¼a

_x = �0 cos � � � sin � şi(1.135)

_y = �0 sin � + � cos �

nu se anuleaz¼a simultan. Astfel, un punctM 2 (C) este punct singular
dac¼a şi numai dac¼a

(1.136)
�
�0 cos � � � sin � = 0
�0 sin � + � cos � = 0

:

Sistemul 1.136 este liniar şi omogen în necunoscutele � şi �0; având
determinantul ���� cos � � sin �

sin � cos �

���� = 1; 8�;
astfel, el admite doar solu̧tia banal¼a �(�) = �0(�) = 0: În concluzie,
punctul M 2 (C); corespunz¼ator unei valori date �0 a parametrului
este punct singular dac¼a şi numai dac¼a

(1.137) �2 + �02 = 0;

respectiv, M este punct regulat dac¼a şi numai dac¼a expresia din mem-
brul stâng al lui 1.137 este nenul¼a.

� Elementul de arc. Lungimea arcului de curb¼a
Înlocuind expresiile 1.135 ale lui _x şi _y în formula elementului de arc
ds =

p
_x2 + _y2d�; ob̧tinem printr-un calcul direct:

(1.138) ds =
p
�2 + �02d�:

Lungimea arcului regulat de curb¼a
a
AB este

(1.139) L a
AB
=

�BZ
�A

p
�2 + �02d�:
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� Dreapta tangent¼a şi dreapta normal¼a
Înlocuim x şi y din 1.134 în ecua̧tia dreptei tangente 1.32 şi, respectiv,
în ecua̧tia dreptei normale 1.38, fapt l¼asat în seama cititorului.

În cele ce urmeaz¼a, ne va � util urm¼atorul rezultat:

Teorema 1.60 Tangenta unghiului V format de raza vectoare cu dreapta
tangent¼a la curb¼a într-un punct regulat este

tgV =
�

�0
:

Demonstratie. Fie M 2 (C) un punct regulat, MT tangenta în M la
curb¼a (T 2 Ox) şi � - unghiul dintre MT şi Ox:

Avem V = \OMT şi � = � + V; adic¼a

(1.140) V = �� �:

De aici, deducem c¼a

tgV = tg(�� �) =
tg�� tg�

1 + tg� tg�
:

Cum îns¼a, tg� =
dy

dx
=
_y

_x
şi tg� =

y

x
(conform cu 1.134), ob̧tinem

tgV =
x _y � _xy

x _x+ y _y
:

Ţinând cont de 1.133 şi 1.135, rezult¼a

x _y � _xy = �2; x _x+ y _y = ��0:
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Înlocuim acum în expresia lui tgV şi g¼asim

tgV =
�2

��0
=
�

�0
;

c.c.t.d.
Fie, acum, M 2 (C) un punct regulat; not¼am cu PP 0 perpendiculara în

O pe raza vectoare OM şi cu T; respectiv, N; interseçtiile dreptei tangente,
respectiv, ale dreptei normale în M la curb¼a cu PP 0: Se pun în evideņt¼a
urm¼atoarele segmente:

1. segmentul tangent¼a polar¼a Stgp =MT ;

2. segmentul normal¼a polar¼a Snp =MN ;

3. segmentul subtangent¼a polar¼a Sstgp = OT ;

4. segmentul subnormal¼a polar¼a Ssnp = ON:

Ţinând cont de teorema demonstrat¼a mai sus, se veri�c¼a uşor egalit¼a̧tile:

Sstgp =

�����2�0
���� ; Ssnp = j�0j ;

Stgp =

���� ��0
����p�2 + �02; Snp =

p
�2 + �02:

� Curbura curbei (C) : � = �(�) într-un punct regulat este

(1.141) K =
�2 + 2�02 � ��00

(�2 + �02)
3
2

:
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Într-adev¼ar, �e M şi M dou¼a puncte in�nit apropiate ale lui (C): Not¼am
cu�� unghiul de contingeņt¼a al dreptelor tangente şi cu V; respectiv, V +�V;
unghiurile formate de razele vectoare cu dreptele tangente în punctele M şi
M (vezi �gura de mai sus).
În patrulaterul OMAM avem:

�� + 180o � V + 180o ���+ V +�V = 360o;

de unde
�� = �� +�V:

Aplicând 1.53, 1.54, curbura medie a arcului
a

MM este:

Km =
��

�s
=
�� +�V

�s
=
1 +

�V

��
�s

��

;

respectiv, curbura în M a lui (C) are expresia:

K = lim
�!0

1 +
�V

��
�s

��

=
1 +

dV

d�
ds

d�

:

Conform cu 1.138, numitorul are valoarea

ds

d�
=
p
�2 + �02:

Pentru a calcula num¼ar¼atorul, folosim teorema 1.60, scris¼a sub forma

V = arctg
�

�0
:
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Avem:
dV

d�
=

1

1 +

�
�

�0

�2 � �02 � ��00

�02
=
�02 � ��00

�2 + �02

şi deci

K =

1 +
�02 � ��00

�2 + �02p
�2 + �02

=
�2 + 2�02 � ��00

(�2 + �02)
3
2

:

Observa̧tie: Formula 1.141 se mai poate ob̧tine şi din formula curburii
1.57, înlocuind expresiile lui _x; _y;

��
x şi

��
y:

� Coordonatele centrului cercului osculator. Derivând înc¼a o dat¼a
1.135, ob̧tinem:

��
x =

d2x

d�2
= �00 cos � � 2�0 sin � � � cos �

��
y =

d2y

d�2
= �00 sin � + 2�0 cos � � � sin �:

Printr-un calcul direct, ob̧tinem

_x
��
y � ��

x _y = �2 + 2�02 � ��00:

Rezult¼a c¼a un punct M 2 (C) este punct de in�exiune dac¼a şi numai
dac¼a �2+2�02���00 = 0. Presupunând c¼aM nu este punct de in�exiune,

ţinând din nou seama c¼a _x2+ _y2 =
ds

d�
=
p
�2 + �02 şi de formulele 1.47,

ob̧tinem pentru coordonatele centrului cercului osculator expresiile:

� = � cos � � (�
0 sin � + � cos �)(�2 + �02)

�2 + 2�02 � ��00

� = � sin � +
(�0 cos � � � sin �)(�2 + �02)

�2 + 2�02 � ��00
:

� Punctele multiple ale lui (C) sunt date de solu̧tiile sistemului

�(�1) = �(�2)

�2 = 2k� + �1; pentru un k 2 Z:

� Asimptote. Presupunem c¼a pentru � = �0 se ob̧tine o ramur¼a in�nit¼a
a curbei (C): Conform cu cele ar¼atate în paragraful precedent, aceasta
înseamn¼a:

(1.142) lim
�!�0

p
x2 + y2 = lim

�!�0
�(�) =1:
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Fie (D) o asimptot¼a a lui (C); corespunz¼atoare ramurii in�nite � = �0;
P 2 (C) corespunz¼ator valorii � a parametrului şi Q proieçtia lui P pe
(D):

Not¼am cu OX paralela prin O la (D) şi cu OY perpendiculara în acelaşi
punct pe OX: Dac¼a d este distaņta de la polul O la (D); iar � unghiul pe
care îl face aceast¼a dreapt¼a cu axa polar¼a Ox; atunci dreapta (D) este unic
determinat¼a de valorile lui d şi �:
Fie Q0 proieçtia lui P pe OX: Avem:

dist(P ; (D)) = PQ = QQ0 � PQ0:

Îns¼a QQ0 = d; PQ0 = �(�) jsin(� � �)j ; adic¼a
dist(P ; (D)) = d� �(�) jsin(� � �)j :

Condi̧tia ca aceast¼a distaņt¼a s¼a tind¼a la zero când � ! �0 devine astfel
echivalent¼a cu faptul ca limita

d = lim
�!�0

�(�) jsin(� � �)j

s¼a existe şi s¼a �e �nit¼a.
Ţinând cont de 1.142 rezult¼a acum c¼a, dac¼a (D) e asimptot¼a, atunci

lim
�!�0

sin(� � �) = 0; adic¼a

(1.143) � = �0 � k�;

cu k 2 Z astfel ales încât � 2 [0; �): Din ultima egalitate avem c¼a sin(���) =
� sin(� � �0; ); adic¼a

(1.144) d = lim
�!�0

�(�) jsin(� � �0)j :

Reciproc, dac¼a limita 1.144 exist¼a şi e �nit¼a, atunci dist(P ; (D)) ! 0
când � ! �0; prin urmare, dreapta de�nit¼a de 1.143 şi 1.144 este asimptot¼a
pentru curba (C): Am demonstrat astfel

Teorema 1.61 Curba (C) : � = �(�) admite asimptot¼a corespunz¼atoare ra-
murii in�nite � = �0 dac¼a şi numai dac¼a limita 1.144 exist¼a şi este �nit¼a.
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1.12 Curbe plane des utilizate în tehnic¼a

În acest paragraf vom deduce ecua̧tiile câtorva curbe des utilizate,
pornind de la o proprietate a acestora, adic¼a determinându-le ca locuri geo-
metrice.

1.12.1 Cisoida lui Diocles

Consider¼am un cerc de raz¼a dat¼a a şi dreapta tangent¼a într-un punct �xat
A de pe cerc. O secant¼a variabil¼a dus¼a prin punctul O; diametral opus lui
A; taie cercul în C şi dreapta tangent¼a, în B (�g. 1.28).

�g. 1.28

Locul geometric al punctelor P cu proprietatea

(1.145) BP = OC

poart¼a numele de cisoida lui Diocles.
În continuare, ne propunem s¼a determin¼am ecua̧tia acestui loc geomet-

ric. Pentru aceasta, consider¼am O originea reperului, iar ca ax¼a Ox; alegem
dreapta OA; respectiv, ca ax¼a Oy, perpendiculara în O pe OA:
Fie � unghiul (variabil) format de secant¼a cu axa Ox şi �; lungimea seg-

mentului OP: Atunci, coordonatele x şi y ale lui P sunt:

x = � cos �; y = � sin �:

Evident, � variaz¼a cu �; mai precis, avem

� = OP = OB �BP = OB �OC =
2a

cos �
� 2a cos �;

unde am ţinut cont c¼a, în triunghiurile dreptunghice OAB şi OCA avem

respectiv: OB =
2a

cos �
; OC = 2a cos �:
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În conseciņt¼a,

(1.146) � = 2a
sin2 �

cos �
;

rela̧tie care reprezint¼a ecua̧tia cisoidei în coordonate polare.
Înlocuind 1.146 în expresiile lui x şi y; ob̧tinem:

(1.147)

8<: x = 2a sin2 �

y = 2a
sin3 �

cos �

;

rela̧tii ce reprezint¼a ecua̧tia cisoidei în reprezentare parametric¼a.
Ţinând cont c¼a

y

x
= tg�; sin2 � =

tg2�

1 + tg2�
=

y2

x2 + y2
;

din 1.147 deducem c¼a

x = 2a
y2

x2 + y2
;

sau

(1.148) x3 + xy2 � 2ay2 = 0;

rela̧tie ce reprezint¼a ecua̧tia cisoidei în reprezentare implicit¼a. În
reprezentare explicit¼a, avem

(1.149) y = �x
r

x

2a� x
:

Merit¼a remarcat c¼a, în reprezentare implicit¼a, avem

F 0x = F 0y = 0

dac¼a şi numai dac¼a x = y = 0; deci, singurul punct singular al cisoidei este
O(0; 0): Acesta este un punct dublu, deoarece F 00y2 = �4 6= 0: Determinând
pantele dreptelor tangente în acest punct (cf. §7), ob̧tinem c¼a acesta este un
punct de întoarcere.
Utilizând algoritmul de reprezentare gra�c¼a, �e pentru reprezentarea pa-

rametric¼a, �e pentru cea explicit¼a (studiat în liceu), cisoida arat¼a ca în �g.
1.29.
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�g. 1.29

1.12.2 Cicloida

Cicloida este curba plan¼a descris¼a de un punct �x de pe un cerc care
ruleaz¼a f¼ar¼a s¼a alunece pe o dreapt¼a �x¼a.
Fie O un punct �x al unui cerc de raz¼a a tangent în O la dreapta d:

Pentru a determina ecua̧tia cicloidei, consider¼am punctul �x O drept origine
a reperului, dreapta tangent¼a d drept ax¼a Ox şi axa Oy; perpendiculara în
O pe d:

Cercul rulând din pozi̧tia O pân¼a în pozi̧tia A; punctul care a fost în O a
ajuns în M: Avem:

OA =
a
AM = a�;

unde � este unghiul de rulare.
În triunghiul O!M avem

��!
OM =

�!
O! +

��!
!M:

Proiectând pe axa Ox, respectiv, Oy; ultima egalitate şi notând cu x; y co-
ordonatele carteziene ale lui M; ob̧tinem:

x = prOx
�!
O! + prOx

��!
!M; y = prOy

�!
O! + prOy

��!
!M:
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Dar

prOx
�!
O! = OA = a�; prOy

�!
O! = A! = a;

�+ � = 270o;

prOx
��!
!M =

��!
!M � �!i = �AM 0 = �!S = �a cos(180o � �) = a cos� =

a cos(270o � �) = �a sin� şi prOy
��!
!M =

��!
!M � �!j = SM = a sin(180o � �)

= a sin� = a sin(270o � �) = �a cos�; de unde

x = a�� a sin�; y = a� a cos�;

sau înc¼a

(1.150) x = a(�� sin�); y = a(1� cos�);

ceea ce reprezint¼a ecua̧tiile parametrice ale cicloidei. Eliminarea para-
metrului � din 1.150 conduce la reprezentarea explicit¼a

x = a arccos
a� y

a
�
p
2ay � y2;

reprezentare ce îns¼a, nu este, în general, utilizat¼a.
Exerci̧tiu: Ţinând cont de 1.150, reprezenta̧ti gra�c cicloida.

�g. 1.30 - cicloida

1.12.3 Epicicloida. Cardioida

Epicicloida este curba descris¼a de un punct de pe un cerc care ruleaz¼a,
f¼ar¼a s¼a alunece, pe un alt cerc exterior �x.
Fie cercul cu centrul în O de raz¼a b care ruleaz¼a pe cercul �x cu centrul

în O şi de raz¼a a: Alegem reperul xOy cu originea în centrul O şi direçtiile
axelor a doi diametri perpendiculari, axa Ox trecând prin punctul A; punct
ini̧tial de contact între cercurile considerate.
S¼a consider¼am rularea cercului O din pozi̧tia A într-o pozi̧tie arbitrar¼a,

cu N punct de contact. Punctul A va trece în punctul M (�g. 1.31).
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�g. 1.31

Not¼am:
� = [NOx; �0 = \NO0M;

şi avem
a
AN =

a
NM; adic¼a

a� = b�0;

de unde
�0 =

a

b
�

şi deci

�+ �0 =
a+ b

b
�;

rela̧tie pe care o vom utiliza în cele ce urmeaz¼a.
Din triunghiul OMO0 avem rela̧tia:

��!
OM =

��!
OO0 +

��!
O0M;

care, proiectat¼a pe axele de coordonate, conduce la urm¼atoarele expresii pen-
tru coordonatele punctului M de pe epicicloid¼a:

x = prOx
��!
OO0 + prOx

��!
O0M; y = prOy

��!
OO0 + prOy

��!
O0M:

Dar:

prOx
��!
OO0 =

��!
OO0 � �!i = (a+ b) cos�;

prOy
��!
OO0 = (a+ b) sin�

şi prOx
��!
O0M = prO0x0

��!
O0M = b cos \MO0x0 = b cos(�+ �0� 180o) = �b cos(�+

�0) = �b cos a+ b

b
�; respectiv, prOy

��!
O0M = b sin \MO0x0 = b sin(� + �0 �
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180o) = �b sin(�+ �0) = �b sin a+ b

b
�; deoarece \MO0N 0 = \MO0x0 +\x0O0N;

adic¼a �0 = \MO0x0 + 180o � �; deci \MO0x0 = �0 + � � 180o; rela̧tie ce a fost
folosit¼a.
În acest fel, ob̧tinem ecua̧tiile parametrice ale epicicloidei sub forma:

(1.151)

8><>:
x = (a+ b) cos�� b cos

a+ b

b
�

y = (a+ b) sin�� b sin
a+ b

b
�:

Cardioida este epicicloida în care cele dou¼a cercuri, cel �x şi cel mobil,
au raze egale.
Luând a = b în 1.151, ob̧tinem ecua̧tiile parametrice ale cardioidei:

(1.152)
�
x = a(2 cos�� cos 2�)
y = a(2 sin�� sin 2�)

şi ea este reprezentat¼a gra�c în �g 1.32.

�g. 1.32 - cardioida

Este interesant de determinat ecua̧tia cardioidei în coordonate polare. În
acest scop, este avantajos s¼a translat¼am reperul xOy în punctul A; astfel,
avem schimbarea numai a abscisei, care devine x� a: În acest reper, avem:�

x = a(2 cos�� cos 2�� 1)
y = a(2 sin�� sin 2�)

sau

(1.153)
�
x = 2a cos�(1� cos�)
y = 2a sin�(1� cos�) ;

de unde
tg� =

y

x
; cos� =

xp
x2 + y2

:
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Înlocuind ultimele rela̧tii în expresia lui x din 1.153, ob̧tinem:

x = 2a
xp

x2 + y2

 
1� xp

x2 + y2

!
;

adic¼a

(1.154) x2 + y2 = 2a(
p
x2 + y2 � x);

sau, dac¼a vrem,

(1.155) (x2 + y2 + 2ax)2 � 4a2(x2 + y2) = 0:

Ecua̧tia 1.154 sau 1.155 reprezint¼a forma implicit¼a (ira̧tional¼a, respectiv,
ra̧tional¼a) a ecua̧tiei cardioidei.
Trecând în coordonate polare, x2 + y2 = �2 şi x = � cos �; ob̧tinem

(1.156) � = 2a(1� cos �);

reperul polar având drept pol punctul de contact al cercurilor, iar drept ax¼a
polar¼a, linia centrelor celor dou¼a cercuri.

1.12.4 Hipocicloida. Astroida

Hipocicloida este curba descris¼a de un punct de pe un cerc care ruleaz¼a
f¼ar¼a s¼a alunece, pe un alt cerc �x, cercurile �ind interioare.
Alegem ca reper xOy doi diametri perpendiculari ai cercului �x de centru

O; axa Ox trecând prin punctul A; punct ini̧tial de contact între cercurile
considerate.
S¼a consider¼am rularea cercului O din pozi̧tia A într-o pozi̧tie arbitrar¼a,

cu N punct de contact între cercul �x şi cercul mobil. Punctul A va trece în
punctul M (�g. 1.33)

�g. 1.33
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Not¼am:
� = [NOx; �0 = \MO0N

(în sens trigonometric) şi avem:

a
AN =

a
MN

(în sens trigonometric), adic¼a a� = b�0; de unde �0 =
a

b
� şi deci

�0 � � =
a� b

b
�;

rela̧tie pe care o vom utiliza în cele ce urmeaz¼a.
Din triunghiul OO0M avem

��!
OM =

��!
OO0 +

��!
O0M;

din care rezult¼a

x = prOx
��!
OO0 + prOx

��!
O0M; y = prOy

��!
OO0 + prOy

��!
O0M:

Dar:

prOx
��!
OO0 =

��!
OO0 � �!i = (a� b) cos�;

prOy
��!
OO0 = (a� b) sin�;

prOx
��!
O0M =

��!
O0M ��!i = �O0S = �b cos \MO0x00 = �b cos(���0�180o) =

b cos sin(�0 � �) = b cos
a� b

b
�; respectiv, prOy

��!
O0M =

��!
O0M � �!j = SM =

b sin \MO0x00 = b sin(�0���180o) = �b sin(���0) = �b sin a� b

b
�; deoarece

\MO0x00+\xO0O+180o = \MO0N (în sens trigonometric), adic¼a \MO0x00+�+

180o = �0, de unde \MO0x00 = �0 � �� 180o; rela̧tie ce a fost utilizat¼a.
În acest mod, am ob̧tinut ecua̧tiile parametrice ale hipocicloidei sub

forma

(1.157)

8><>:
x = (a� b) cos�+ b cos

a� b

b
�

y = (a� b) sin�� b sin
a� b

b
�:

Astroida este hipocicloida care are patru ramuri simetrice.
În acest caz, raza b a cercului mobil trebuie s¼a �e a patra parte din raza

cercului �x, pentru ca el s¼a se aştearn¼a într-o rulare complet¼a pe un sfert de
cerc (�g. 1.34)
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�g. 1.34 - astroida

Luând a = 4b în 1.157, ob̧tinem

(1.158)
�
x = b(3 cos�+ cos 3�)
y = b(3 sin�+ sin 3�)

;

ecua̧tiile parametrice ale astroidei, care se mai pot scrie şi sub forma:�
x = 4b cos3 �
y = 4b sin3 �

;

sau

(1.159)
�
x = a cos3 �
y = a sin3 �

;

Eliminând parametrul � din ecua̧tiile 1.159, g¼asim ecua̧tia astroidei în
reprezentare implicit¼a:

x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 :

Vom da, în continuare, câteva exemple de curbe plane în reprezentarea
polar¼a � = �(�):

1.12.5 Ecua̧tia unei drepte în coordonate polare

Fie OP = p distaņta de la originea O a reperului xOy la dreapta d; �
unghiul de înclina̧tie al dreptei d fa̧t¼a de Ox şi �; � coordonatele polare ale
unui punct M 2 d (�g. 1.35)

�g. 1.35
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Avem:
OP = OM sin�;

şi, deoarece � = �� �; rezult¼a din ultima egalitate rela̧tia

p = � sin(�� �);

adic¼a ecua̧tia dreptei în coordonate polare sub forma:

(1.160) � =
p

sin(�� �)
;

unde � = arctgm; m �ind panta dreptei.

1.12.6 Ecua̧tiile conicelor în coordonate polare

Se ştie c¼a orice conic¼a nedegenerat¼a poate �de�nit¼a ca locul geometric al
punctelor din plan care se bucur¼a de proprietatea c¼a au raportul distaņtelor
la un punct �x, numit focar şi la o dreapt¼a �x¼a, numit¼a directoare, constant.
Aceast¼a constant¼a se noteaz¼a cu e şi se numeşte excentricitate.
Ecua̧tiile conicelor raportate la un pol situat într-un focar şi la o ax¼a

coincizând cu axa conicei se numesc ecua̧tiile conicelor în coordonate
polare.
Pentru a ob̧tine aceste ecua̧tii, consider¼am focarul conicei în O; axa polar¼a

�ind axa conicei (caz în care dreapta directoare d este perpendicular¼a pe axa
polar¼a (�g. 1.36)).

�g. 1.36

Avem
OM

MT
= e:

Îns¼a MT =MN +NT = � cos � + d şi deci

�

� cos � + d
= e;

adic¼a, � = �e cos � + de:
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Notând de = p, avem

(1.161) � =
p

1� e cos �
;

ecua̧tia conicelor în coordonate polare.
Dac¼a e = 1; avem

� =
p

1� cos � ;

ecua̧tia parabolei în coordonate polare.

1.12.7 Spirale

Spirala lui Arhimede ia naştere prin deplasarea unui punct cu o vitez¼a
uniform¼a pe o semidreapt¼a, în timp ce semidreapta se roteşte în jurul unei
extremit¼a̧ti �xe, cu o vitez¼a unghiular¼a constant¼a.
Consider¼am semidreapta OD care se roteşte cu vitez¼a unghiular¼a con-

stant¼a ! în jurul punctului O: Punctul M parcurge dreapta cu o vitez¼a
constant¼a v: Not¼am

OM = �; [xOD = �

şi cu t; timpul. Avem
� = vt; � = !t;

de unde

� =
v�

!
sau

(1.162) � = k�;

ecua̧tia spiralei lui Arhimede în coordonate polare.

�g. 1.37 - spirala lui Arhimede

Spirala hiperbolic¼a. Construim în jurul polului O o serie de cercuri
concentrice, care taie axa polar¼a în punctele A1; A2; A3; ::: Ducem din aceste
puncte pe cercurile respective arce egale, de lungime dat¼a a: Locul geometric
al extremit¼a̧tilor acestor arce este spirala hiperbolic¼a (�g. 1.38, �g. 1.39)
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�g. 1.38 �g. 1.39

Avem:
a

A1M1 =
a

A2M2 =
a

A3M3 = ::: = a;

sau
�1�1 = �2�2 = �3�3 = ::: = a:

Coordonatele polare ale punctelor Mi veri�c¼a deci ecua̧tia

� � � = a;

de unde

(1.163) � =
a

�
;

ceea ce reprezint¼a ecua̧tia în coordonate polare a spiralei hiperbolice.
Din 1.163 rezult¼a c¼a, dac¼a � ! 1; � ! 0; adic¼a punctul de pe curb¼a

ajunge la pol dup¼a un num¼ar in�nit de mare de rotiri complete. Se spune c¼a
polul este punct asimptotic.
Mai mult, din y = � sin � şi � =

y

sin �
; avem cu 1.163:

y = a
sin �

�
;

de unde

lim
�!0

y = lim
�!0

a
sin �

�
= a;

ceea ce ne arat¼a c¼a y = a este asimptot¼a orizontal¼a pentru spirala hiperbolic¼a
şi motiveaz¼a reprezentarea gra�c¼a a ei dat¼a în �g. 1.39.
Speci�c¼am c¼a spirala lui Arhimede 1.162 şi spirala hiperbolic¼a 1.163 sunt

cazuri particulare ale spiralelor generale de ecua̧tie:

� = k�m:

Spirala logaritmic¼a este curba în care argumentul � este propoŗtional
cu logaritmul razei vectoare (�g. 1.40), adic¼a
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� =
1

k
ln �; (k 2 R� constant)

de unde

(1.164) � = ek�:

�g. 1.40

1.12.8 Lemniscata

Lemniscata este locul geometric al punctelor din plan cu proprietatea
c¼a produsul distaņtelor la dou¼a puncte �xe este constant şi egal cu p¼atratul
jum¼at¼a̧tii distaņtei dintre cele dou¼a puncte.
S¼a consider¼am F1; F2 - cele dou¼a puncte �xe, O - mijlocul segmentului

F1F2 şi M un punct oarecare al lemniscatei. Alegând reperul polar cu O
drept pol şi cu dreapta OF2 ca ax¼a polar¼a, avem:

OM = �; \xOM = �; OF1 = OF2 = a:

Aplicând teorema cosinusului în triunghiurile OMF1; respectiv, OMF2;
ob̧tinem rela̧tiile: MF 21 = �2 + a2 + 2a� cos �; respectiv, MF 22 = �2 + a2 �
2a� cos �:
Înlocuind ultimele egalit¼a̧ti în de�ni̧tia locului geometric,

MF1 �MF2 = a2;
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g¼asim c¼a:
(�2 + a2)2 � 4a2�2 cos2 � = a4:

Ultima egalitate este echivalent¼a cu:

�4 + 2a2�2 = 4a2�2 cos2 �;

sau cu:
�2 = 2a2(2 cos2 � � 1):

Înlocuind paranteza, ob̧tinem ecua̧tia lemniscatei în coordonate polare
de forma:

(1.165) �2 = 2a2 cos 2�:

Trecând din coordonate polare în coordonate carteziene, ob̧tinem ecua̧tia:

(x2 + y2)2 � 2a2(x2 � y2) = 0;

adic¼a reprezentarea sub form¼a implicit¼a a lemniscatei.

1.12.9 Concoide

Concoida unei curbe date în reprezentarea polar¼a � = �(�) este curba
ob̧tinut¼a din curba dat¼a prin ad¼augarea unui segment constant razei vectoare.
Cu alte cuvinte, concoida curbei � = �(�) este

e� = �(�) + k:

Concoida cercului. Pentru a determina concoida unui cerc de raz¼a dat¼a
a; scriem ecua̧tia în coordonate polare a acestui cerc, luând reperul polar cu
polul O un punct �xat pe cerc şi ax¼a polar¼a prelungirea unui diametru �xat
ce trece prin O (�g. 1.41)

�g. 1.41
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În triunghiul OMN avem: OM = ON cos(180o � �) = �2a cos �:
Ad¼aug¼am razei vectoare m¼arimea constant¼a k şi avem toate concoidele

cercului dat, în reprezentare polar¼a:

(1.166) � = k � 2a cos �:

În cazul particular k = 2a; ob̧tinem una din concoidele cercului, anume

� = 2a(1� 2a cos �);

comparând cu 1.156, deducem c¼a aceast¼a curb¼a este, de fapt, cardioida.
Concoida unei drepte (concoida lui Nicomede)
Consider¼am o dreapt¼a d perpendicular¼a pe axa polar¼a, la distaņta a de

pol şi dorim s¼a determin¼am concoida acestei drepte.
În acest scop, folosind ecua̧tia 1.160, cu � = 90o, p = a; avem pentru

dreapta d ecua̧tia în coordonate polare:

� =
a

cos �
:

Concoida lui d va avea, deci, ecua̧tia:

(1.167) � =
a

cos �
+ k;

având reprezentarea gra�c¼a dat¼a în �g. 1.42:

�g. 1.42



Capitolul 2

Curbe în spa̧tiu

2.1 Reprezentarea analitic¼a a curbelor în
spa̧tiu

Prin curb¼a în sens larg îņtelegem o muļtime de puncte (�) din R3; ai
c¼aror vectori de pozi̧tie satisfac ecua̧tia:

(2.1) �!r = �!r (t); t 2 (a; b) � I;

care în reperul ortonormat
n
O;
�!
i ;
�!
j ;
�!
k
o
al lui R3 se scrie sub forma

�!r (t) = x(t)
�!
i + y(t)

�!
j + z(t)

�!
k ; t 2 I:

Ecua̧tia 2.1 poart¼a numele de reprezentare parametric¼a a lui (�), iar t
este numit parametrul acestei reprezent¼ari.
Pentru a putea aplica no̧tiunile şi rezultatele calculului difereņtial ecua̧tiei

2.1, va trebui s¼a o înzestr¼am cu presupuneri difereņtiabile şi facem aceasta
în cele ce urmeaz¼a, ordonând riguros introducerea conceptului de curb¼a în
spa̧tiu în geometria difereņtial¼a.

De�nitia 2.1 Reprezentarea 2.1 este numit¼a reprezentare admisibil¼a de
clas¼a p dac¼a ea satisface urm¼atoarele presupuneri:

P0: Aplicaţia t 7! �!r (t) : I ! (�) este bijectiv¼a.
P1: Funcţia vectorial¼a

�!r este de clas¼a p � 1 pe I:
P2: Derivata sa

��!r =
d�!r
dt

este diferit¼a de zero peste tot în I:

Este evident c¼a 2.1 nu este unica reprezentare parametric¼a posibil¼a pentru
o curb¼a dat¼a. Putem ob̧tine din ea o alt¼a reprezentare parametric¼a printr-o

85
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transformare de tipul

(2.2) t = t(t�):

Deoarece muļtimea punctelor (�) din 2.1 este ini̧tial condi̧tionat¼a, vom
admite numai acele transform¼ari care, aplicate unei reprezent¼ari 2.1 admisi-
bile de clas¼a p; s¼a conduc¼a la reprezent¼ari admisibile �!r = �!r (t�) tot de clas¼a
p şi s¼a reprezinte întreaga muļtime de puncte (�).

De�nitia 2.2 Dou¼a reprezent¼ari admisibile de clas¼a p se spun a � echiva-
lente dac¼a exist¼a o transformare de parametru t = t(t�) care s¼a le transforme
una în alta, cu urm¼atoarele propriet¼aţi:

P �0 : Funcţia t = t(t�) : I� ! I; unde I� este un interval, este bijectiv¼a.
P �1 : Funcţia t = t(t�) este de clas¼a p � 1 peste tot în I�:
P �2 : Derivata

dt

dt�
este diferit¼a de zero peste tot în I�:

Este uşor de veri�cat c¼a rela̧tia de�nit¼a mai sus îndeplineşte axiomele
echivaleņtei.

De�nitia 2.3 O clas¼a de echivalenţ¼a de reprezent¼ari admisibile de clas¼a p
se numeşte arc regulat de curb¼a de clas¼a p:

Cu alte cuvinte, un arc regulat este format din muļtimea de puncte (�)
(puncte ale arcului) şi un reprezentant �!r = �!r (t) al clasei de echivaleņt¼a:
f(�) : �!r = �!r (t); t 2 Ig : În continuare, vom neglija acolada pentru de-
semnarea arcului regulat, notând simplu:

(�) : �!r = �!r (t); t 2 I:

Condi̧tiile P0; P1; P2 se numesc condi̧tii de regularitate. Un punct
care îndeplineşte aceste condi̧tii se numeşte punct regulat, spre deosebire
de punctul singular, care nu îndeplineşte cel pu̧tin una din aceste condi̧tii.
Este evident, din cele de mai sus, c¼a un arc regulat este constituit din puncte
regulate, abstraçtie f¼acând eventual de extremit¼a̧ti, şi c¼a un arc regulat nu
are interseçtii cu el însuşi (conform presupunerii P0), adic¼a, nu are puncte
multiple.
Fie I un interval, nu neap¼arat m¼arginit.

De�nitia 2.4 O reprezentare de forma �!r = �!r (t) : I ! (C) se numeşte
reprezentare general admisibil¼a de clas¼a p dac¼a ea satisface P1 şi P2
(nu neap¼arat şi P0), îns¼a restricţia acesteia la un subinterval eI = (a; b) � I
este un arc regulat de curb¼a.
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De�nitia 2.5 Dou¼a reprezent¼ari �!r = �!r (t) : I ! (C) şi �!r = �!r (t�) : I� !
(C) general admisibile de clas¼a p se spun a � echivalente dac¼a pentru orice
subinterval eI = (a; b) al lui I; restricţia lui �!r (t) la eI este echivalent¼a cu
restricţia lui �!r (t�) la un subinterval al lui I�; în sensul de�niţiei 2.2.

Axiomele echivaleņtei sunt evident îndeplinite, aşa încât d¼am

De�nitia 2.6 Prin curb¼a de clas¼a p, înţelegem o clas¼a de echivalenţ¼a de
reprezent¼ari general admisibile de clas¼a p: Elementele mulţimii de puncte din
aceast¼a clas¼a sunt numite puncte ale curbei.

Aşadar, o curb¼a este ansamblul format de muļtimea de puncte (C)
(puncte ale curbei) şi un reprezentant �!r = �!r (t) al clasei de echivaleņt¼a:�
(C) : �!r = �!r (t); t 2 I � R

	
: În continuare, vom nota, pentru simplitate:

(C) : �!r = �!r (t); t 2 I:

De�ni̧tia de mai sus a�rm¼a c¼a, de fapt, o curb¼a de clas¼a p este o
reuniune de arce regulate de clas¼a p.
Deoarece presupunerea P0 nu este întotdeauna îndeplinit¼a, o curb¼a poate

admite puncte multiple (autointerseçtii). Curbele care nu admit puncte mul-
tiple se numesc curbe simple.
O curb¼a se spune a �închis¼a dac¼a ea poate �reprezentat¼a printr-o funçtie

vectorial¼a periodic¼a �!r (t):

�!r (t+ w) = �!r (t); 8t 2 I

(unde w > 0 este �xat).
O curb¼a se numeşte plan¼a dac¼a toate punctele ei sunt coņtinute într-un

plan; o curb¼a care nu este plan¼a se numeşte curb¼a strâmb¼a.
Geometria difereņtial¼a a curbelor în spa̧tiu se ocup¼a în mod special de

studiul curbelor în vecin¼atatea unui punct regulat.
Din expresia analitic¼a a funçtiei vectoriale 2.1, avem:

(2.3)

8<:
x = x(t)
y = y(t)
z = z(t);

pentru un arc regulat cu t 2 (a; b) sau pentru o curb¼a cu t 2 I; ecua̧tii ce
poart¼a numele de ecua̧tiile parametrice ale arcului sau curbei în spa̧tiu.

Deoarece într-un punct regulat,
��!r 6= 0; rezult¼a c¼a, într-un astfel de

punct, cel pu̧tin una din derivatele _x(t); _y(t) sau _z(t) este diferit¼a de zero.
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Dac¼a, de exemplu, _x(t) 6= 0; rezult¼a c¼a funçtia x = x(t) admite o invers¼a
t = t(x) şi avem pentru un arc regulat (mai general, chiar pentru o curb¼a)
ecua̧tiile:

(2.4) y = y(x); z = z(x):

Astfel, o curb¼a în spa̧tiu poate ap¼area şi în reprezentarea 2.4 cu x drept
parametru, ecua̧tiile 2.4 reprezentând din punct de vedere geometric inter-
seçtia a doi cilindri, primul cu generatoarele paralele cu Oz şi al doilea, cu
generatoarele paralele cu Oy:
La fel, dac¼a _y(t) 6= 0 sau _z(t) 6= 0; ob̧tinem pentru curb¼a reprezent¼arile:

x = x(y); z = z(y);

cu y drept parametru, sau, respectiv,

x = x(z); y = y(z);

cu z drept parametru al curbei.
Mai general, o curb¼a în spa̧tiu poate � ob̧tinut¼a şi din sistemul

(2.5)
�

F (x; y; z) = 0
G(x; y; z) = 0;

care, în condi̧tiile teoremei funçtiilor implicite pentru dou¼a ecua̧tii implicite
1.37, conduce la ecua̧tii de tip 2.4. Amintim c¼a funçtiile F şi G trebuie s¼a �e
continue, cu derivate paŗtiale cel pu̧tin de ordin 1 continue şi cel pu̧tin unul
din determinaņtii funçtionali

D(F;G)

D(y; z)
=

���� F 0y F 0z
G0y G0z

���� ; D(F;G)D(z; x)
=

���� F 0z F 0x
G0z G0x

���� ;(2.6)

D(F;G)

D(x; y)
=

���� F 0x F 0y
G0x G0y

����
s¼a �e diferit de zero. Ecua̧tiile 2.5 poart¼a numele de reprezentarea
cartezian¼a general¼a a curbei.
Dac¼a în 2.5 consider¼am x; y ca variabile independente atunci putem, în

condi̧tiile impuse de analiza matematic¼a, explicita 2.5 în forma:

(2.7)
�
z = f(x; y)
z = g(x; y);

care este o ultim¼a form¼a analitic¼a pentru ecua̧tiile unei curbe în spa̧tiu.



2.1. REPREZENTAREA ANALITIC¼A A CURBELOR ÎN SPAŢIU 89

Deoarece ecua̧tia z = f(x; y) poate � scris¼a sub forma:

(2.8)

8<:
x = u
y = v

z = f(u; v);

cu u; v drept parametri, aceasta reprezint¼a o suprafa̧t¼a în sens larg. Mai
mult, ecua̧tia

(2.9) F (x; y; z) = 0

reprezint¼a o suprafa̧t¼a în sens larg. Pân¼a la ordonarea riguroas¼a a conceptului
de suprafa̧t¼a (care va � f¼acut¼a în capitolul urm¼ator), vom admite c¼a funçtia
F din 2.9 are proprietatea c¼a cel pu̧tin una din derivatele paŗtiale de ordinul
întâi F 0x; F

0
y; F

0
z este nenul¼a în vecin¼atatea oric¼aruia din punctele sale, ipotez¼a

necesar¼a trecerii de la ecua̧tia 2.9 la ecua̧tiile 2.8.

Revenind la ecua̧tiile 2.5, observ¼am c¼a o curb¼a în spa̧tiu poate �ob̧tinut¼a
şi ca interseçtia a dou¼a suprafȩte.

Observa̧tie: Nu întotdeauna o curb¼a în spa̧tiu este interseçtia complet¼a
a dou¼a suprafȩte. Putem vedea acest lucru pe exemplul urm¼ator:

y = x2; xz � y2 = 0;

care, pe lâng¼a punctele curbei (C) : y = x2; z = x3; mai coņtine şi axa Oz
(x = 0; y = 0).

Vom exempli�ca reprezentarea analitic¼a a curbelor în spa̧tiu prin curba
Viviani (�g. 2.1).

Aceasta este curba de interseçtie dintre sfera (S)x2 + y2 + z2 � r2 = 0 şi
cilindrul (S 0) x2 + y2 � rx = 0:
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�g. 2.1

Ecua̧tiile generale ale curbei sunt:�
x2 + y2 + z2 � r2 = 0
x2 + y2 � rx = 0:

Vom da şi o reprezentare parametric¼a a curbei.
Fie M (x; y; z) 2 (C); M 0 (x; y; 0) - proieçtia lui M pe planul xOy (M 0

apaŗtine cercului de diametru OA). S¼a observ¼am c¼a triunghiurile �OAM 0 şi
�OMM 0 sunt dreptunghice şi congruente (OM 0 comun¼a şi OA = OM = r).
Prin urmare, \AOM 0 � \MOM 0: Notând cu t = \AOM 0; ob̧tinem:8<:

x = OM 0 cos t
y = OM 0 sin t
z = OM sin t

:

Dar OM 0 = OA cos t = r cos t şi deci,8<:
x = r cos2 t

y = r sin t cos t
z = r sin t

; t 2 [0; 2�]

constituie o reprezentare parametric¼a a curbei Viviani.
Alte exemple le vom studia pe parcurs.



2.2. ELEMENT DE ARC AL UNEI CURBE ÎN SPAŢIU 91

În ceea ce urmeaz¼a, vom prezenta teoria difereņtial¼a a curbelor în spa̧tiu
în reprezentarea parametric¼a 2.1, iar la �nalul capitolului vom prezenta for-
mulele necesare trecerii de la reprezentarea parametric¼a la reprezentarea
cartezian¼a general¼a.
Încheiem acest paragraf introducând no̧tiunea de orientare pe o curb¼a

în spa̧tiu, în acelaşi mod ca pentru o curb¼a plan¼a.

De�nitia 2.7 Numim sens pozitiv de parcurs pentru curba (C) : �!r =
�!r (t); t 2 I; sensul care corespunde creşterii valorilor parametrului t:

Evident, exist¼a dou¼a moduri de orientare a lui (C) şi trecerea de la o ori-
entare la orientarea opus¼a poate � efectuat¼a printr-o transformare de para-

metru a c¼arei derivat¼a este negativ¼a: t = t(t�);
dt�

dt
< 0 (în particular, putem

alege t = �t�).

2.2 Element de arc al unei curbe în spa̧tiu

No̧tiunea de arc recti�cabil al unei curbe plane a fost introdus¼a în §2 al
capitolului precedent. Deoarece aceast¼a no̧tiune este independent¼a de reper,
ea r¼amâne valabil¼a şi pentru curbele în spa̧tiu.

Fie (C) :

8<:
x = x (t)
y = y (t)
z = z (t)

; t 2 I � R o curb¼a reprezentat¼a parametric şi

�!r = �!r (t) � x (t)
�!
i + y (t)

�!
j + z (t)

�!
k ; ecua̧tia vectorial¼a a curbei.

�g. 2.2
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Consider¼am
_

AB un arc regulat pe curba (C); cu A corespunz¼ator valorii
t = a a parametrului, iar B - lui t = b: Avem:

Teorema 2.8 Arcul regulat
_

AB este recti�cabil. Lungimea sa este:

(2.10) L _
AB
=

bZ
a

 ��!r (t)
 dt =

bZ
a

q
�
x
2
+

�
y
2
+

�
z
2
dt:

Num¼arul L _
AB
este independent de reprezentantul clasei de echivalenţ¼a a ar-

cului regulat
_

AB (adic¼a, L _
AB
este independent de parametrizarea aleas¼a).

Demonstratie. Consider¼am un poligon Qn de n coarde cu vârfurile Ms

date de vectorii de pozi̧tie

�!rs = �!r (ts) ; s = 0; :::; n;

unde t0 = a < t1 < t2 < ::: < tn = b.
Poligonul Qn are lungimea

L(Qn) = l1 + l2 + :::+ ln;

unde
ls =

�����!Ms�1Ms


este lungimea laturii s a poligonului, adic¼a:

ls = k�!r s ��!r s�1k =
=

(xs � xs�1)
�!
i + (ys � ys�1)

�!
j + (zs � zs�1)

�!
k
 :

Deoarece �!r (t) este o funçtie de clas¼a p � 1; putem aplica teorema de medie
din calculul difereņtial în ultima egalitate, ob̧tinând:

ls = (ts � ts�1)
 _x(ts1)�!i + _y(ts2)

�!
j + _z(ts3)

�!
k
 ; cu ts�1 < tsj < ts, j =

1; 2; 3: S¼a not¼am
�!v s = _x(ts1)

�!
i + _y(ts2)

�!
j + _z(ts3):

Cu aceast¼a nota̧tie, avem:

ls = (ts � ts�1) k�!v sk :

Adunând şi sc¼azând

 ��!r s
în membrul doi al ultimei rela̧tii, avem:

ls = (ts � ts�1)

� ��!r s
+ �s

�
;
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unde �s = k�!v sk �
 ��!r s

 : Sumând acum dup¼a s; ob̧tinem:

(2.11) L(Qn) =
nX
s=1

(ts � ts�1)

 ��!r s
+ nX

s=1

(ts � ts�1)�s:

Din inegalitatea triunghiului (propriet¼a̧tile normei), îns¼a,

�s = k�!v sk �
 ��!r s

 � �!v s � ��!r s
 :

Folosind faptul c¼a
��!r s este continu¼a, avem c¼a, pentru " > 0 dat, exist¼a �(")

astfel încât

�!v s � ��!r s
 < " dac¼a ts � ts�1 < �: Din aceast¼a cauz¼a, dac¼a

lungimea corzii maxime este mai mic¼a decât �; atunci

nX
s=1

(ts � ts�1)�s �
nX
s=1

(ts � ts�1)

�!v s � ��!r s
 �

� "
nX
s=1

(ts � ts�1) = "(b� a):

Aceast¼a ultim¼a egalitate ne arat¼a c¼a dac¼a lungimea corzii maxime se apropie
de zero când n!1; ultima sum¼a din 2.11 tinde la zero; prima sum¼a tinde,
în acest caz, la integrala 2.10.
În acest fel, prima parte a teoremei este demonstrat¼a.
Fie, acum �!r = �!r (t�) un alt reprezentant al clasei de echivaleņt¼a a

reprezent¼arii �!r = �!r (t): Atunci, exist¼a o transformare t = t(t�) de�nit¼a
pe un interval I� = (a�; b�) care duce o reprezentare în alta. Conform pre-

supunerilor P �1 ; P
�
2 , avem

dt

dt�
continu¼a pe I� şi substituind în 2.10 pe t�;

avem:

L _
AB
=

bZ
a

 ��!r (t)
 dt =

b�Z
a�

 ��!r (t)
 ���� dtdt�

���� dt� =
b�Z
a�

d�!rdt�
 dt�;

ceea ce demonstreaz¼a şi cea de-a doua parte a teoremei.
Din 2.10, avem:

(2.12) L _
AB
=

bZ
a

 ��!r (t)
 dt =

bZ
a

kd�!r k =
bZ
a

p
dx2 + dy2 + dz2:
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Expresia kd�!r k =
p
dx2 + dy2 + dz2 se noteaz¼a cu ds şi se numeşte ele-

mentul de arc (elementul liniar) al curbei (C):
Avem, deci:

ds2 = kd�!r k = d�!r � d�!r ;(2.13)

ds2 = dx2 + dy2 + dz2:

Dac¼a schimb¼am cap¼atul �x de integrare b cu o variabil¼a t 2 [a; b]; atunci
lungimea de arc L devine o funçtie de t; s¼a spunem, s(t): Înlocuind şi valoarea
a din 2.10 cu o valoare �xat¼a t0 2 [a; b]; ob̧tinem:

(2.14) s(t) =

tZ
t0

 ��!r (t)
 dt =

tZ
t0

kd�!r k ;
��!r = d�!r

dt
:

Funçtia s(t); numit¼a lungimea arcului
_

M0M al curbei (C) (unde M0 2
(C) este punctul care corespunde valorii t0 a parametrului, iar M; punctul
corespunz¼ator lui t), are interpretarea geometric¼a analoag¼a celei date pentru
lungimea arcului unei curbe plane.
Mai mult, teorema 1.8 de la curbe plane se traduce f¼ar¼a di�cultate la

curbe în spa̧tiu, ob̧tinând:

Teorema 2.9 Lungimea de arc s(t) poate � întrebuinţat¼a ca parametru în
reprezent¼arile parametrice ale curbelor în spaţiu. Trecerea de la t la s
p¼astreaz¼a clasa reprezent¼arii.

Avem, din 2.14:

_s2 =
��!r �

��!r > 0;

de unde, prin derivare, rezult¼a

_s
��
s =

��!r �
���!r :

Substituind inversa funçtiei s = s(t) în reprezentarea parametric¼a�!r = �!r (t);
ob̧tinem reprezentarea curbei (C) sub forma:

(2.15) �!r = �!r (s);

cu s drept parametru, numit parametru natural.
Utilizarea parametriz¼arii naturale va simpli�ca unele din calculele f¼acute

în considera̧tiile asupra curbei în spa̧tiu, dup¼a cum vom vedea în paragrafele
ce urmeaz¼a.
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Speci�c¼am c¼a punctul corespunz¼ator pe (C) lui s = 0; adic¼a t = t0 poate
�ales, în 2.14, arbitrar. Sensul pozitiv al reprezent¼arii 2.15 este acelaşi cu cel
al reprezent¼arii ini̧tiale �!r = �!r (t); deoarece s = s(t) este o funçtie monoton
cresc¼atoare. Utilizând observa̧tia din �nalul paragrafului precedent, pentru a
ob̧tine orientarea opus¼a putem întrebuiņta pe s� = �s; ca un nou parametru.
Facem conveņtia ca în continuare, derivatele funçtiei vectoriale �!r în

raport cu parametrul natural s s¼a le not¼am cu accente, spre deosebire de
derivatele aceleiaşi funçtii în raport cu parametrul t oarecare, pe care ne-am
obi̧snuit s¼a le not¼am cu puncte:

�!r 0 = d�!r
ds

; �!r 00 = d2�!r
ds2

;
��!r =

d�!r
dt

;
���!r = d2�!r

dt2
etc.

2.3 Dreapta tangent¼a şi planul normal la o
curb¼a în spa ţiu

Fie (C)

8<:
x = x (t)
y = y (t)
z = z (t)

o curb¼a dat¼a parametric şi �!r = �!r (t) - ecua̧tia

vectorial¼a a curbei.
Dreapta tangent¼a la curb¼a într-un punct M (x; y; z) 2 (C) regulat, este

pozi̧tia limit¼a a dreptelor MM 0 atunci când M 0 2 (C) ! M: Din ra̧tiona-
mentul f¼acut la calculul elementului arcului de curb¼a rezult¼a c¼a tangenta este
de vector director:

d�!r
dt

=
��!r =

�
x (t)

�!
i +

�
y (t)

�!
j +

�
z (t)

�!
k :

�g. 2.3
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Dac¼a
�!
R este vectorul de pozi̧tie al unui punct arbitrar N(X; Y; Z) de pe

tangent¼a, atunci:
�!
R ��!r = ��!MN = �

��!r :
Adic¼a:

(2.16) (tg) :
�!
R = �!r + �

��!r ; � 2 R;

este ecua̧tia vectorial¼a a dreptei tangente în M la (C):
Pe componente, avem:

(2.17) (tg) :
X � x

�
x

=
Y � y

�
y

=
Z � z

�
z

;

ecua̧tiile dreptei tangente la (C) în punctulM; sub form¼a de rapoarte.

Versorul dreptei tangente se noteaz¼a cu �!� şi se ob̧tine împ¼aŗtind
��!r la

lungimea sa:

(2.18) �!� =
��!r ��!r
 =

d�!r
dt
ds

dt

=
d�!r
ds

:

Dac¼a curba este dat¼a de interseçtia a dou¼a suprafȩte:

(C)

�
F (x; y; z) = 0
G (x; y; z) = 0

;

presupunând c¼a x = x (t) ; y = y (t) ; z = z (t) este o parametrizare a curbei,
prin derivare în raport cu t; ob̧tinem:

(2.19)

(
F 0x

�
x+ F 0y

�
y + F 0z

�
z = 0

G0x
�
x+G0y

�
y +G0z

�
z = 0:

Matricea sistemului are rangul doi în punctul regulat M(x; y; z); prin

urmare, putem presupune c¼a, spre exemplu, determinantul

���� F 0x F 0y
G0x G0y

���� este
diferit de zero.
Rezolv¼am sistemul de mai sus prin regula lui Cramer, luând _z ca para-

metru. Ob̧tinem:

�
x���� F 0y F 0z

G0y G0z

���� =
�
y

�
���� F 0x F 0z
G0x G0z

���� =
�
z���� F 0x F 0y

G0x G0y

���� :
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Din 2.17 şi ultimul şir de egalit¼a̧ti, ob̧tinem ecua̧tiile dreptei tangente
în cazul curbei date ca interseçtie de dou¼a suprafȩte, sub forma:

(2.20)
X � x���� F 0y F 0z
G0y G0z

���� =
Y � y

�
���� F 0x F 0z
G0x G0z

���� =
Z � z���� F 0x F 0y
G0x G0y

���� :
De�nitia 2.10 Se numeşte plan normal (�N) la curb¼a într-un punct re-
gulat M 2 (C); planul perpendicular în M pe dreapta tangent¼a.

Notând cu
�!
R vectorul de pozi̧tie al unui punct din planul normal (�N) ;

ecua̧tia vectorial¼a a planului normal este:

(2.21)
��!r �
h�!
R ��!r (t)

i
= 0:

Pe componente, (�N) se scrie:

(2.22)
�
x (t) [X � x (t)] +

�
y (t) [Y � y (t)] +

�
z (t) [Z � z (t)] = 0;

sau:

(2.23)

������
X � x (t) Y � y (t) Z � z (t)

F 0x F 0y F 0z
G0x G0y G0z

������ = 0:
2.4 Reperul Frenet

Fie (C) : �!r = �!r (t); t 2 I o curb¼a de clas¼a cel pu̧tin 2 şi M0 un punct
al lui (C); corespunz¼ator valorii t0 a parametrului. Presupunem c¼a M0 este
punct regulat. Avem

��!r (t0) 6= 0

şi, dup¼a cum am v¼azut mai sus, vectorul
��!r (t0) ne d¼a direçtia dreptei tangente

în M0 la curb¼a. Lu¼am în considerare şi vectorul
���!r (t0): Dac¼a

���!r (t0) 6= 0;

punctul M0 se numeşte nein�exionar (în caz contrar, el poart¼a numele de
punct in�exionar al lui (C)).
Mai mult, dac¼a

��!r (t0)�
���!r (t0) 6= 0;
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adic¼a, dac¼a vectorii
��!r (t0) şi

���!r (t0) nu sunt coliniari, atunci punctul M se
numeşte nesta̧tionar (în caz contrar, el poart¼a numele de punct sta̧tionar
al lui (C)).
Presupunând c¼a M0 este nein�exionar şi nesta̧tionar, direçtiile vectorilor

��!r (t0) şi
���!r (t0), împreun¼a cu punctul M0; determin¼a în mod unic un plan.

De�nitia 2.11 Se numeşte plan osculator (�0) la curba (C) într-un punct
nein�exionar şi nestaţionar M0(t0) 2 (C); planul care trece prin M0 şi

conţine direcţiile vectorilor
��!r (t0) şi

���!r (t0):

Direçtia normal¼a la acest plan este, evident,
��!r (t0) �

���!r (t0) : De aici,
deducem ecua̧tia sa vectorial¼a:

(2.24) (�0) :
��!
R ��!r (t0)

�
�
� ��!r (t0)�

���!r (t0)
�
= 0;

unde
�!
R este vectorul de pozi̧tie al unui punct oarecare din planul (�0) :

Pe componente, ob̧tinem ecua̧tia planului osculator sub forma:

(2.25) (�0) :

�������
X � x (t0) Y � y (t0) Z � z (t0)

�
x (t0)

�
y (t0)

�
z (t0)

��
x (t0)

��
y (t0)

��
z (t0)

������� = 0:
Observa̧tii:

1. Planul osculator (�0) coņtine dreapta tangent¼a la curb¼a în M0 şi este
perpendicular pe planul normal (�N) în M0:

2. În punctele in�exionare sau sta̧tionare ale lui (C) nu putem ataşa planul
osculator. De aceea, în cele ce urmeaz¼a, vom lua în considerare numai
punctele M 2 (C); nein�exionare şi nesta̧tionare.

3. Planul osculator nu depinde de parametrizarea aleas¼a pe curb¼a (de
reprezentantul �!r = �!r (t) al clasei de echivaleņt¼a). Într-adev¼ar, dac¼a
�!r = �!r (t�) este un alt reprezentant al clasei de echivaleņt¼a, atunci:

��!r =
d�!r
dt

=
d�!r
dt�

� dt
�

dt
;

deci,
��!r este coliniar cu d

�!r
dt�

: Mai mult,

���!r =
d

dt

�
d�!r
dt�

� dt
�

dt

�
=

�
dt�

dt

�2
� d

2�!r
dt�2

+
d�!r
dt�

� d
2t�

dt2
;
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de unde rezult¼a c¼a

(2.26)
��!r �

���!r =

�
d�!r
dt�

� d2�!r
dt�2

�
�
�
dt�

dt

�3
;

adic¼a direçtia lui
d�!r
dt�

� d
2�!r
dt�2

coincide cu cea a normalei planului oscula-

tor. Ca atare, planul de�nit de punctulM 2 (C) şi direçtiile d
�!r
dt�

;
d2�!r
dt�2

coincide cu planul osculator în M la (C).

4. Dac¼a punctul M este sta̧tionar într-o parametrizare, el este astfel în
toate parametriz¼arile, fapt ce rezult¼a imediat din 2.26.

5. S¼a presupunem curba (C) situat¼a în planul xOy. Fie
�
y = f(x)
z = 0

;

x 2 I; reprezentarea ei explicit¼a. Atunci, o reprezentare parametric¼a a
lui (C) este

(C) :

8<:
x = t
y = f(t)
z = 0

; x 2 I:

Rezult¼a
��!r =

�!
i + f 0(t)

�!
j ;

���!r = f 00(t)
�!
j şi

��!r �
���!r = f 00(t)

�!
k ; ceea

ce înseamn¼a c¼a pentru o curb¼a plan¼a, no̧tiunile de punct in�exionar,
respectiv, punct sta̧tionar, coincid, aceste puncte �ind date de solu̧tiile
ecua̧tiei f 00(x) = 0; fapt cunoscut din liceu.

Deoarece planele (�N) şi (�0) au în comun punctul de studiu M0 2 (C);
ele vor avea în comun şi o dreapt¼a.

De�nitia 2.12 Dreapta de intersecţie dintre planul normal (�N) şi planul
osculator (�0) se numeşte dreapt¼a normal¼a principal¼a (np) :

Ca interseçtie de dou¼a plane, avem:

(np) :

�
�0 = 0
�N = 0

:

Rezult¼a c¼a vectorul director al normalei principale este dat de produsul

vectorial al vectorilor normali la planele în discu̧tie, adic¼a
� ��!r �

���!r
�
�

��!r :
Ecua̧tia vectorial¼a a dreptei normale principale este:

(2.27) (np) :
�!
R = �!r (t0) + �

�� ��!r (t0)�
���!r (t0)

�
�

��!r (t0)
�
:
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Pe componente, ob̧tinem ecua̧tiile de mai sus sub form¼a de rapoarte:

(2.28) (np) :
X � x (t0)���� B C
�
y (t0)

�
z (t0)

���� =
Y � y (t0)

�
���� A C
�
x (t0)

�
z (t0)

���� =
Z � z (t0)���� A B
�
x (t0)

�
y (t0)

���� ;
unde

A =

�����
�
y (t0)

�
z (t0)

��
y (t0)

��
z (t0)

����� ; B =
�����
�
z (t0)

�
x (t0)

��
z (t0)

��
x (t0)

����� ; C =
�����
�
x (t0)

�
y (t0)

��
x (t0)

��
y (t0)

����� :
Aşadar, în M0 2 (C) am ob̧tinut dou¼a drepte perpendiculare şi anume,

dreapta tangent¼a şi dreapta normal¼a principal¼a. Acum, este uşor de ob̧tinut,
în M0; o a treia dreapt¼a, perpendicular¼a pe acestea.

De�nitia 2.13 Dreapta perpendicular¼a pe planul osculator (�0) în M0 se
numeşte dreapt¼a binormal¼a (bn) :

Conform cu cele ar¼atate mai sus, dreapta binormal¼a este coņtinut¼a în

planul normal şi este de direçtie
��!r (t0)�

���!r (t0) :
Ecua̧tia vectorial¼a a dreptei binormale este:

(2.29) (bn)
�!
R = �!r (t0) + �

� ��!r (t0)�
���!r (t0)

�
:

Pe componente, ob̧tinem ecua̧tiile dreptei binormale sub form¼a de
rapoarte:

(2.30)
X � x (t0)

A
=
Y � y (t0)

B
=
Z � z (t0)

C
;

unde A;B;C sunt date mai sus.

De�nitia 2.14 Se numeşte plan recti�cator în M0 2 (C) planul ce trece
prin M0 şi este perpendicular pe dreapta normal¼a principal¼a.

Ecua̧tia vectorial¼a a planului recti�cator este:

(2.31) (�r)
��!
R ��!r (t0)

�
�
�� ��!r (t0)�

���!r (t0)
�
�

��!r (t0)
�
= 0:

Ecua̧tia scalar¼a a lui (�r) este:���� B C
�
y (t0)

�
z (t0)

���� (X � x (t0))�
���� A C
�
x (t0)

�
z (t0)

���� (Y � y (t0))+(2.32)

+

���� A B
�
x (t0)

�
y (t0)

���� (Z � z (t0)) = 0



2.4. REPERUL FRENET 101

Vom încheia acest paragraf cu câteva considera̧tii asupra versorilor
dreptelor introduse.

1. Prin 2.18, am v¼azut c¼a versorul dreptei tangente este:

�!� =
��!r ��!r
 =

d�!r
ds

:

Deoarece k~�k = 1; avem ~� � ~� = 1; care, prin derivare, conduce la ~� �
d�!�
ds

= 0; adic¼a,

~� ? d�!�
ds

:

Cu alte cuvinte,
d�!�
ds

este o direçtie din planul normal (�N) :

2. Pe de alt¼a parte, avem:

d�!�
ds

=
d2�!r
ds2

=
d

ds

�
d�!r
ds

�
=

d

ds

�
d�!r
dt

dt

ds

�
=
d2�!r
dt2

�
dt

ds

�2
+
d�!r
dt

�
d2t

ds2

�
=

���!r
�
dt

ds

�2
+

��!r
�
d2t

ds2

�
:

Cum
���!r şi

��!r sunt dou¼a direçtii din planul osculator (�0) ; rezult¼a c¼a
d�!�
ds

2 (�0) :

Din observa̧tiile 1) şi 2), ob̧tinem c¼a
d�!�
ds

=
d2�!r
ds2

este o direçtie pe dreapta

normal¼a principal¼a (np) : Din 2), mai rezult¼a c¼a
d�!�
ds

nu depinde de orientarea

pe curb¼a, deoarece prin schimbarea s� = �s ob̧tinem acelaşi lucru. Vectorul
d�!�
ds

se numeşte vector de curbur¼a.
Versorul vectorului de curbur¼a se noteaz¼a cu

(2.33) �!� =
d�!�
dsd�!�ds


şi este un versor pentru dreapta normal¼a principal¼a, numit versor normal
principal.



102 CAPITOLUL 2. CURBE ÎN SPAŢIU

De�nitia 2.15 Se numeşte curbur¼a a curbei (C) în punctul regulat M 2
(C); scalarul

(2.34) K =

d�!�ds
 :

Inversul curburii se numeşte raz¼a de curbur¼a: R =
1

K
:

Merit¼a remarcat faptul c¼a, pentru o curb¼a în spa̧tiu, curbura este tot
timpul nenegativ¼a: K � 0:

De�nitia 2.16 Versorul dreptei binormale (bn) într-un punct regulat M 2
(C); notat cu

�!
� ; orientat astfel încât

n
M;�!� ;�!� ;�!�

o
s¼a formeze un reper

direct orientat, se numeşte versor binormal.

�g. 2.4

Din de�ni̧tia de mai sus, rezult¼a

(2.35)
�!
� = �!� ��!� :

S¼a remarc¼am c¼a în �ecare punct regulat M 2 (C) am format un reper

mobil
n
M;�!� ;�!� ;�!�

o
ataşat curbei, reper ortonormat şi direct orientat.

Reperul ob̧tinut se numeşte reperul (triedrul) lui Frenet în punctul
M:
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În raport cu parametrul t al curbei, versorii reperului sunt:

�!� =
��!r ��!r
 ;
�!� =

� ��!r �
���!r
�
�

��!r� ��!r �
���!r
�
�

��!r
 ;
�!
� =

��!r �
���!r ��!r �
���!r
 :

Planele reperului (�N) ; (�0) ; (�r) se numesc fȩtele triedrului.
Dreptele (tg) ; (np) ; (bn) se numesc muchiile triedrului.
Exemplu: Fie curba: x = a cos t; y = a sin t; z = ht; t 2 R (elicea

cilindric¼a). S¼a se determine triedrul Frenet al curbei într-un punct oarecare.
Avem:

_x = �a sin t; _y = a cos t; _z = h;
��
x = �a cos t; ��

y = �a sin t; ��
z = 0:

Ecua̧tiile dreptei tangente sunt:

X � a cos t

�a sin t =
Y � a sin t

a cos t
=
Z � ht

h
;

iar ecua̧tia planului normal,

�a sin t(X � a cos t) + a cos t(Y � a sin t) + h(Z � ht) = 0:

Versorul dreptei tangente ~� este dat de:

~� =
1p

h2 + a2
(�a sin t~i+ a cos t~j + h~k):

Ecua̧tia planului osculator este������
X � a cos t Y � a sin t Z � ht
�a sin t a cos t h
�a cos t �a sin t 0

������ = 0;
sau, dup¼a dezvoltarea determinantului,

h sin t(X � a cos t)� h cos t(Y � a sin t) + a(Z � ht) = 0;

de unde citim vectorul binormal ~b(h sin t;�h cos t; a) şi deducem ecua̧tiile
dreptei binormale:

X � a cos t

h sin t
=
Y � a sin t

�h cos t =
Z � ht

a
:
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Versorul ~� al acestei drepte este dat de:

~� =
1p

h2 + a2
(h sin t~i� h cos t~j + a~k):

Vectorul director al dreptei normale principale este ~np = (
�
~r�

��
~r)�

�
~r = ~b�

�
~r

sau

~np =

������
~i ~j ~k

h sin t �h cos t a
�a sin t a cos t h

������ = �(h2 + a2)(cos t~i+ sin t~j);

prin urmare, ecua̧tiile dreptei normale principale sunt:

X � a cos t

cos t
=
Y � a sin t

sin t
=
Z � ht

0
;

iar versorul normal principal ~� are componentele ~�(� cos t;� sin t; 0) (~� se
putea g¼asi şi direct, din egalitatea ~� = ~��~�). Planul recti�cator are, atunci,
ecua̧tia:

(X � a cos t) cos t+ (Y � a sin t) sin t = 0:

2.5 Formulele lui Frenet

În paragraful precedent am descris modul de construçtie al triedrului
Frenet pentru curba (C) �!r = �!r (t) :
Ţinând cont de De�ni̧tia 2.15, formula 2.33 se poate scrie:

(2.36)
d�!�
ds

=
1

R
�!� :

Ne propunem s¼a calcul¼am derivatele în raport cu s şi pentru ceilaļti doi
versori. Deoarece lungimea lor este constant¼a (unitatea), derivatele lui �!� şi�!
� sunt vectori perpendiculari pe ei şi deci, avem urm¼atoarea descompunere
dup¼a versorii triedrului:

(2.37)

d�!�
ds

= a2
�!
� + b2

�!� ;
d
�!
�

ds
= a3

�!� + b3
�!� :

Din �!� � �!� = 0; prin derivare, avem
d�!�
ds

� �!� + �!� � d
�!�
ds

= 0; adic¼a
1

R
�!� � �!� +�!� �

�
a2
�!
� + b2

�!�
�
= 0: Ob̧tinem c¼a b2 = �

1

R
:
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Analog, din �!� � �!� = 0; prin derivare, avem:

d�!�
ds

� �!� +�!� � d
�!
�

ds
= 0) �!� � (a3�!� + b3

�!� ) = 0) a3 = 0:

Din �!� � �!� = 0; prin derivare ob̧tinem:

d
�!
�

ds
� �!� +�!� � d

�!�
ds

= 0) b3 + a2 = 0:

Not¼am a2 =
1

T
şi deci, b3 = �

1

T
:

Scalarul � =
1

T
se numeşte torsiunea curbei (C) în punctul M; iar T

se numeşte raz¼a de torsiune.
Am dedus urm¼atoarele formule:

d�!�
ds

=
1

R
�!� ;

d�!�
ds

= � 1
R
�!� + 1

T

�!
� ;(2.38)

d
�!
�

ds
= � 1

T
�!� ;

sau, matriceal,

d

ds

0@ �!�
~�
~�

1A =

0BBBB@
0

1

R
0

� 1
R

0
1

T

0 � 1
T

0

1CCCCA
0@ �!�

~�
~�

1A ;

numite formulele lui Frenet.

2.6 Curbur¼a şi torsiune. Interpret¼ari geome-
trice

2.6.1 Interpretarea geometric¼a a curburii şi torsiunii.
Semnul torsiunii

Fie curba (C) : x = x(s); y = y(s); z = z(s); dat¼a în parametrizare
natural¼a şi �!� (s); versorii s¼ai tangeņti.



106 CAPITOLUL 2. CURBE ÎN SPAŢIU

Construim sfera cu centrul în O; de raz¼a 1 şi translat¼am versorii �!� (s);
cu originea în O: Vârfurile acestora vor descrie în acest caz o curb¼a pe sfer¼a,
numit¼a indicatoarea sferic¼a a tangentelor curbei (C) (�g. 2.5). În mod
analog, translatând în O versorii binormali

�!
� (s); se ob̧tine no̧tiunea de in-

dicatoare sferic¼a a binormalelor.

�g. 2.5

Fie (I) indicatoarea sferic¼a a tangentelor. Ecua̧tia ei vectorial¼a este

�!r �(s) = �!� (s);

cu meņtiunea c¼a, pentru I; s nu mai este parametru natural.
Fie P (s) şi Q(s +�s) (cu �s > 0) dou¼a puncte vecine ale lui (C) şi P 0;

Q0 corespondentele lor pe indicatoarea sferic¼a (I) (�g. 2.5). Numim unghi
de contingeņt¼a al tangentelor, unghiul �� dintre OP 0 şi OQ0:

Teorema 2.17 Are loc egalitatea:

K(s) =

�������s
���� :

Demonstratie. Lungimea segmentului P 0Q0 este:��!P 0Q0
 = k�!� (s+�s)��!� (s)k :

Conform teoremei de medie, k�!� (s+�s)��!� (s)k =
 ��!� (s0)

�s; cu
s0 2 (s; s+�s); adic¼a ��!P 0Q0

 = K(s0)�s:
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Împ¼aŗtind prin �s şi trecând la limit¼a cu �s! 0; ob̧tinem:

(2.39) K(s) = lim
�s!0

��!P 0Q0


�s
= lim

�s!0


��!
P 0Q0

�s

 :
Pe de alt¼a parte, din triunghiul isoscel OP 0Q0, avem��!P 0Q0


2

=

����sin ��2
���� :

Înlocuim în 2.39:

K(s) = lim
�s!0

�����2 sin ��2�s

����� = lim
�s!0

�����sin ��2��
2

��

�s

����� :
Cum îns¼a, lim

�s!0

�������
sin
��

2
��

2

������� = 1; ob̧tinem rela̧tia c¼autat¼a.

În concluzie, curbura unei curbe este dat¼a de varia̧tia unghiului
de contingeņt¼a al tangentelor, raportat¼a la varia̧tia lungimii de arc.
Analog, putem construi unghiul de contingeņt¼a al binormalelor ��;

ra̧tionând ca în teorema precedent¼a, modulul torsiunii este

j�(s)j =
�������s

���� :
În continuare, ne propunem s¼a studiem ce informa̧tii ne ofer¼a curbura şi

torsiunea unei curbe despre forma acesteia în vecin¼atatea unui punct al ei.
Pentru aceasta, s¼a presupunem c¼a funçtia K(s) se anuleaz¼a pentru to̧ti

s dintr-un interval I: Din formula de de�ni̧tie a curburii, avem K (s) = 0

) d2�!r
ds2

= 0; adic¼a �!r (s) = s�!a + �!b ; altfel spus, curba este o dreapt¼a.
Reciproca este evident¼a. Am demonstrat astfel

Propozitia 2.18 O curb¼a este o dreapt¼a dac¼a şi numai dac¼a are curbura
identic nul¼a.

Mai mult, din cele ar¼atate mai sus, am putea a�rma c¼a, pentru o curb¼a
în spaţiu, curbura într-un punct m¼asoar¼a abaterea acesteia de la o dreapt¼a şi
anume, dreapta tangent¼a la curb¼a în punctul considerat (vezi şi cazul curbelor
plane, Teorema 1.23).
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Propozitia 2.19 O curb¼a (C) de clas¼a cel puţin 3 şi curbur¼a nenul¼a este
plan¼a dac¼a şi numai dac¼a torsiunea sa este identic nul¼a.

Demonstratie. Dac¼a curba este plan¼a cu K > 0; atunci
�!
� va avea

direçtie, sens şi modul constant şi deci,
d
�!
�

ds
= 0: Din 2.38 ob̧tinem c¼a

1

T
= 0:

Reciproc, dac¼a
1

T
= 0; atunci

d
�!
�

ds
= 0 şi prin integrare ob̧tinem

�!
� =

�!c : Cum �!� � �!� = 0; prin integrare, ob̧tinem �!c �
R �!� ds = const:; adic¼a

�!c ��!r (s) = k = constant. Rezult¼a c¼a toate punctele curbei (C) cu torsiunea
nul¼a satisfac ecua̧tia �!c � �!r (s) = k; adic¼a apaŗtin unui plan care trece prin
M0; �xat şi perpendicular pe

�!c : Curba este, deci, plan¼a.

De�nitia 2.20 O curb¼a �!r = �!r (t) este drept orientat¼a în punctul M0 2
(C) corespunz¼ator valorii s0 a parametrului natural s; dac¼a pentru s > s0
punctele M(s) ale curbei (C) p¼ar¼asesc planul osculator (�0) în M0 pe partea
dat¼a de

�!
� 0: În caz contrar, ea se numeşte stâng orientat¼a.

Teorema 2.21 Fie (C) o curb¼a de clas¼a cel puţin trei în vecin¼atatea unui
punct M0 2 (C); cu curbura şi torsiunea nenule.
Dac¼a torsiunea în M0 este pozitiv¼a, atunci curba este drept orientat¼a în

M0; iar dac¼a torsiunea înM0 este negativ¼a, curba este stâng orientat¼a înM0:

Demonstratie. Deoarece curba (C) este de clas¼a cel pu̧tin trei, funçtiile
�!r (s) ; �!r 0 (s) ; �!r 00 (s) ; �!r 000 (s) sunt continue. Aplic¼am formula lui Taylor şi
avem:

�!r (s) = �!r (s0) +
s� s0
1!

�!r 0 (s0) +
(s� s0)

2

2!
�!r 00 (s0) +

(s� s0)
3

3!
�!r 000 (s0) +

�!O ;

unde
�!O ! �!

0 când s! s0:
Din formulele lui Frenet, rezult¼a:

�!r 0 (s0) = �!� 0; �!r 00 (s0) =
d�!�
ds
js0 = K0

�!� 0

�!r 000 (s0) =
d

ds
(K (s)�!� (s)) js0 = K 0

0
�!� 0 �K2

0
�!� 0 +K0�0

�!
� 0;

unde K0 = K(s0); K
0
0 = K 0(s0) etc.. Avem, deci:

�!r (s) = �!r (s0) +
"
(s� s0)�

(s� s0)
3

6
K2
0

#
�!� 0 +(2.40) "

(s� s0)
2

2
K0 +

(s� s0)
3

6
K 0
0

#
�!� 0 +

(s� s0)
3

6
K0�0

�!
� 0 +

�!O :
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Ţinând seama c¼a produsul mixt
��!� 0;�!� 0;�!� 0

�
= 1; din 2.40, ob̧tinem:

(2.41) (�!r ��!r 0;�!� 0;�!� 0) =
(s� s0)

3

6
K0�0 + ";

unde "! 0 când s! s0:
Dac¼a �0 > 0; produsul mixt (

�!r ��!r 0;�!� 0;�!� 0) > 0; în conseciņt¼a, curba
este drept orientat¼a înM0: Dac¼a �0 < 0; produsul mixt este negativ şi astfel,
curba este stâng orientat¼a. Astfel, teorema este demonstrat¼a.

2.6.2 Forma local¼a a unei curbe în vecin¼atatea unui
punct regulat. Reprezentarea canonic¼a. Ecua̧ti-
ile intrinseci

S¼a presupunem c¼a am ales un sistem de coordonate x; y; z cu originea înM0;

astfel ca �!� 0;�!� 0;
�!
� 0 s¼a dea direçtiile axelor. Atunci, avem:

�!r 0 =
�!
0 ; �!� 0 =

�!
i ; �!� 0 =

�!
j ;

�!
� 0 =

�!
k ;

�!O = O1
�!
i +O2

�!
j +O3

�!
k

şi 2.40 scris¼a dup¼a componente, cap¼at¼a forma:

x (s) = s� 1
6
K2
0s
3 +O1;

y (s) =
1

2
K0s

2 +
1

6
K 0
0s
3 +O2;(2.42)

z (s) =
1

6
K0 � �0s3 +O3:

Ecua̧tiile 2.42 poart¼a numele de reprezentarea canonic¼a a curbei.
Dac¼a în 2.42 rȩtinem în membrul doi respectiv �ecare prim termen,

ob̧tinem funçtia vectorial¼a:

(2.43) �!r � (s) = s
�!
i +

1

2
K0s

2�!j + 1
6
K0 � �0s3

�!
k ;

care reprezint¼a ecua̧tia vectorial¼a a unei curbe (C�), numit¼a curb¼a aproxi-
mant¼a de ordinul întâi a curbei (C) în vecin¼atatea punctului M0:
Proieçtiile pe planele de coordonate ale aproximantei sunt:

- pe planul osculator (�0) : y =
1

2
K0x

2 (�g. 2.6 a));

- pe planul recti�cator (�r) : z =
1

6
K0 � �0x3 (�g. 2.6 b));

- pe planul normal (�N) : z =
1

3

�
2

K0

� 1
2

�0y
3
2 (�g. 2.6 c)).
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�g. 2.6

�g 2.6�- aproximanta

Curba (C�) reprezint¼a o bun¼a aproximare a lui (C) în vecin¼atatea punc-
tului regulat M0: Dac¼a (C) este drept orientat¼a în M0 (�0 > 0), atunci, şi
curba (C�) este drept orientat¼a în M0.
Acest lucru se constat¼a uşor din reprezentarea vectorial¼a 2.43 şi s > 0;

K0 > 0 ((C) p¼ar¼aseşte planul xM0y pe partea sa pozitiv¼a).
Din cele ar¼atate mai sus, concluzion¼am c¼a putem cunoaşte forma unei

curbe în vecin¼atatea unui punct regulat studiind curbura şi torsiunea acesteia
în punctul respectiv. Mai mult, se poate demonstra, [2], urm¼atoarea teorem¼a
(datorat¼a lui Euler):

Teorema 2.22 Fie F (s) > 0 şi G(s) dou¼a funcţii de o variabil¼a real¼a, de�-
nite şi continue într-un interval închis I : 0 � s � a: În aceste condiţii, exist¼a
un arc al unei curbe (C) a c¼arui lungime de arc este s; a c¼arui curbur¼a şi
torsiune sunt date, respectiv, de:

(2.44) K = F (s); � = G(s):

Acest arc este unic, abstracţie f¼acând de poziţia sa în spaţiu.

Ecua̧tiile 2.44 poart¼a numele de ecua̧tiile intrinseci ale curbei (C); de-
numirea �ind justi�cat¼a prin faptul c¼a lungimea de arc, curbura şi torsiunea
sunt cantit¼a̧ti caracteristice lui (C); ele nedepinzând de reperul ales.



2.6. CURBUR¼A ŞI TORSIUNE. INTERPRET¼ARI GEOMETRICE 111

2.6.3 Calculul curburii şi torsiunii cu t - parametru
oarecare

Deoarece în practic¼a, parametrizarea natural¼a nu este întotdeauna uşor
de determinat, este util s¼a d¼am formulele de calcul pentru curbur¼a şi torsiune
în funçtie de un parametru oarecare t.
Avem:

(2.45)
��!r =

d�!r
ds

� ds
dt
= �!� � s0;

(2.46)
���!r =

d�!�
ds

� ds
dt
� s0 +�!� � s00 = 1

R
s02 � �!� +�!� � s00:

Calcul¼am

����!r =

�
1

R

�0
s02 � �!� + 1

R
� 2s0 � s00 � �!� + 1

R
s02 � d

�!�
ds

ds

dt
+ s000�!� + s00

d�!�
ds

ds

dt
=

=

�
1

R

�0
s02�!� + 2

R
s0s00�!� + 1

R
s03
�
� 1
R
�!� + 1

T

�!
�

�
+ s000�!� + s0s00

R
�!� ; adic¼a

(2.47)
����!r =

�
s000 � 1

R2
s03
�
�!� +

�
3s0s00

R
+

�
1

R

�0
s02
�
�!� + s03

R � T
�!
� :

Calcul¼am pe
��!r �

���!r , ţinând seama de 2.45 şi 2.46:

��!r �
���!r = s03

R
(�!� ��!� ) = s03

R

�!
� :

De aici, rezult¼a c¼a � ��!r �
���!r
�
�
����!r =

s06

R2T
:

Dar s0 =

 ��!r
 ; astfel c¼a din ultimele dou¼a rela̧tii deducem:

(2.48)
1

R
=

 ��!r �
���!r
 ��!r

3 şi
1

T
=

� ��!r ;
���!r ;

����!r
�

 ��!r �
���!r
2 :
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Exemplu: Pentru curba ~r(t) = 2t~i+ t2~j +
t3

3
~k; s¼a se determine curbura

şi torsiunea în O(0; 0; 0) şi aproximanta acesteia în vecin¼atatea originii.
Originea corespunde valorii t = 0 a parametrului şi avem:

�
~r(0) = (2~i+ 2t~j + t2~k)jt=0 = 2~i;
��
~r(0) = (2~j + 2t~k)jt=0 = 2~j;

���
~r(0) = 2~k;

(
�
~r �

��
~r)(0) = 4~k; (

�
~r;
��
~r;
���
~r)(0) = 8: Deducem de aici, prin 2.48, c¼a, în punctul

considerat, K0 =
1

R
jt=0 =

1

2
; X0 =

1

T
jt=0 =

1

2
: Uzând acum de rela̧tiile 2.43,

ob̧tinem ecua̧tia vectorial¼a a aproximantei:

~r�(s) = s~i+
s2

4
~j +

s3

24
~k:

2.7 Contactul între dou¼a curbe în spa̧tiu

Fie

(2.49)
(C) : �!r (t) = x1 (t)

�!
i + y1 (t)

�!
j + z1 (t)

�!
k ;

(C�) : �!r (t�) = x2 (t
�)
�!
i + y2 (t

�)
�!
j + z2 (t

�)
�!
k ;

dou¼a curbe în spa̧tiu.
S¼a presupunem c¼aM0 este un punct comun celor dou¼a curbe. Apar dou¼a

posibilit¼a̧ti (�g. 2.7):
a) dreptele tangente în M0 s¼a �e distincte;
b) curbele au dreapt¼a tangent¼a comun¼a în M0:

�g. 2.7
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În cel de-al doilea caz, avem pe lâng¼a �!r (t0) = �!r (t�0) şi faptul c¼a ver-
sorii dreptelor tangente sunt coliniari (de acelaşi sens, sau de sensuri opuse).
Schimbând eventual orientarea pe una din curbe, putem presupune c¼a versorii

tangeņti coincid: �!� = �!� �; adic¼a d
�!r
dt0

=
d�!r
dt�0

:

De�nitia 2.23 Dou¼a curbe, (C) şi (C�); de clas¼a k � n; au un contact
de ordin n într-un punct M0 2 (C)\ (C�); dac¼a în raport cu reprezent¼arile
2.49, avem:

(2.50) �!r (t0) = �!r (t�0) ;
d�!r
dt
jt0 =

d�!r
dt�0
jt�0 ; :::;

dn�!r
dtn

jt0 =
dn�!r
dt�n

jt�0

şi
dn+1�!r
dtn+1

jt0 6=
dn+1�!r
dt�n+1

jt�0 ;

unde t0 şi t�0 sunt valorile parametrilor de pe (C); respectiv, (C
�); corespun-

z¼atoare lui M0.

Evident, rela̧tiile respective se traduc pe �ecare component¼a a vectorilor.
Contactul de ordin 0 este cel din situa̧tia (a) (punct comun).
Contactul de ordin unu se numeşte contact ordinar. O dreapt¼a tangent¼a

în M0 la curb¼a are un contact de ordin cel pu̧tin unu cu curba.
Contactul de ordin doi se numeşte contact osculator sau sta̧tionar, iar

contactul de ordin trei, contact osculator sta̧tionar sau supercontact.
Este interesant de remarcat o interpretare geometric¼a simpl¼a a no̧tiunii

de contact a dou¼a curbe în spa̧tiu. Dezvoltând în serie Taylor pe �!r (t) şi
�!r (t�) în t = t0; to̧ti coe�cieņtii lui (t� t0)

i vor coincide pentru i � n în cazul
contactului de ordin n: Curba reprezentat¼a de puterile comune o vom numi
curb¼a aproximant¼a de ordin n: Astfel, dou¼a curbe care au într-un punct
un contact de ordinul n, au în acel punct aceeaşi aproximant¼a de ordinul n:
Fie

(2.51) (C) : �!r (t) � x (t)
�!
i + y (t)

�!
j + z (t)

�!
k ;

(S) : F (x; y; z) = 0

o curb¼a şi respectiv o suprafa̧t¼a din spa̧tiu, ambele de clas¼a p � m şi M0

punct de interseçtie al curbei cu suprafa̧ta, corespunz¼ator lui t = t0:

De�nitia 2.24 Curba (C) şi suprafaţa (S) au în M0 un contact de ordinul
m (exact) dac¼a exist¼a pe (S) o curb¼a (C�) de clas¼a cel puţin m care are cu
(C) un contact de ordin m; îns¼a nu exist¼a pe (S) nici o curb¼a care s¼a aib¼a
cu (C) un contact de ordin mai mare ca m:
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Caracterizarea analitic¼a a no̧tiunii de contact de�nite mai sus o vom da
în teorema care urmeaz¼a:

Teorema 2.25 Curba (C) şi suprafaţa (S) din 2.51 au în M0 (t0) un con-
tact de ordin m dac¼a şi numai dac¼a funcţia � (t) = F (x (t) ; y (t) ; z (t))
veri�c¼a ecuaţiile:

(2.52) � (t0) = �
0 (t0) = ::: = �(m) (t0) = 0; �(m+1) (t0) 6= 0:

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem c¼a (C) şi (S) au în M0 un
contact de ordinulm (exact). Atunci, în conformitate cu de�ni̧tia de mai sus,
exist¼a o curb¼a (C�) pe (S) care are cu (C) un contact de ordinul m exact.
S¼a presupunem c¼a (C�) este reprezentat¼a prin

�!r (t�) = x� (t�)
�!
i + y� (t�)

�!
j + z� (t�)

�!
k :

Presupunem c¼a, pe (C�); punctul M0 corespunde valorii t�0 a parametrului
şi c¼a în M0 curbele (C) şi (C�) au aceeaşi orientare. Deoarece (C�) este
coņtinut¼a în (S); avem identitatea

F (x� (t�) ; y� (t�) ; z� (t�)) = 0:

Derivând-o în raport cu t�; ob̧tinem identit¼a̧tile:

@F

@x
� dx

�

dt�
+
@F

@y
� dy

�

dt�
+
@F

@z
� dz

�

dt�
= 0;

@2F

@x2
�
�
dx�

dt�

�2
+
@F

@x
� d

2x�

dt�2
+ :::+

@F

@z
� d

2z�

dt�2
= 0;(2.53)

::::

@m+1F

@xm+1
�
�
dx�

dt�

�m+1
+ ::::::::::+

@F

@z
� d

m+1z�

dt�m+1
= 0:

Deoarece (C) şi (C�) au un contact de ordinul m (exact) în M0; avem:

x(t0) = x�(t�0); y(t0) = y�(t�0); z(t0) = z�(t�0);

dix

dti
jt0 =

dix�

dt�i
jt�0 ;

diy

dti
jt0 =

diy�

dt�i
jt�0 ;

diz

dti
jt0 =

diz�

dt�i
jt�0 ; i = 1; :::;m;(2.54)

dm+1x

dtm+1
jt0 6= dm+1x�

dt�m+1
jt�0 ;

dm+1y

dtm+1
jt0 6=

dm+1y�

dt�m+1
jt�0 ;

dm+1z

dtm+1
jt0 6=

dm+1z�

dt�m+1
jt�0 :

Luând acum în rela̧tiile 2.53, t� = t�0 şi utilizând 2.54, ob̧tinem 2.52.
Su�cieņta. Prin ipotez¼a, cel pu̧tin una din derivatele paŗtiale de ordinul

întâi ale funçtiei F este nenul¼a în M0; s¼a spunem, de exemplu,
@F

@z
6= 0:
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Atunci putem reprezenta (S) într-o vecin¼atate a luiM0 în forma z = f(x; y):
Deoarece 2.52 sunt îndeplinite, avem pentru �(t) = z(t)� f(x(t); y(t)) iden-
tit¼a̧tile:

z(t0)� f(x(t0); y(t0)) = 0;

dz

dt
jt0 �

�
@f

@x
� dx
dt
jt0 +

@f

@y
� dy
dt
jt0
�
= 0;

d2z

dt2
jt0 �

"
@2f

@x2
�
�
dx

dt

�2
jt0 + :::+

@f

@y
� d

2y

dt2
jt0

#
= 0;

:::;

dmz

dtm
jt0 �

�
@mf

@xm
�
�
dx

dt

�m
jt0 + :::+

@f

@y
� d

my

dtm
jt0
�
= 0;

derivata de ordin m + 1 a lui � �ind diferit¼a de zero în t0: Alegând t� = t;
x�(t�) = x(t); y�(t�) = y(t); z�(t�) = f(x(t); y(t); ob̧tinem pe (S) o curb¼a
(C�) care îndeplineşte identic condi̧tiile de contact de ordin m (exact) cu
curba (C):
Ar¼at¼am c¼a nu exist¼a nici o curb¼a pe (S); care s¼a aib¼a cu (C) un contact

de ordin m+ 1 în M0: Pentru aceasta, s¼a presupunem prin absurd c¼a exist¼a
o curb¼a ( �C) � (S); dat¼a de �x = �x(�t); �y = �y(�t); �z = �z(�t); care are în M0(�t0)

un contact de ordin m + 1 cu (C): Atunci, am avea
dk�x

d�tk
(�t0) =

dkx

dtk
(t0);

dk�y

d�tk
(�t0) =

dky

dtk
(t0);

dk�z

d�tk
(�t0) =

dkz

dtk
(t0); k = 1; :::;m+1 şi, înlocuind în expresia

lui �; am ob̧tine �(m+1)(t0) = 0; contradiçtie, adic¼a, (C) şi (S) au în M0 un
contact de ordinulm (exact). Cu aceasta, teorema este complet demonstrat¼a.

Teorema care urmeaz¼a caracterizeaz¼a geometric contactul între o curb¼a
şi o suprafa̧t¼a.

Teorema 2.26 Fie (S) o suprafaţ¼a care are un contact de ordinul m (exact)
cu o curb¼a de clas¼a p � m+1 într-un punctM0: Dac¼a m este par, atunci (C)
str¼apunge suprafaţa (S) prinM0: Dac¼am este impar, atunci într-o vecin¼atate
su�cient de mic¼a a lui M0; curba (C) r¼amâne de aceeaşi parte a suprafeţei.

Demonstratie. Fie (C) reprezentat¼a prin:

(C) : �!r (t) � x (t)
�!
i + y (t)

�!
j + z (t)

�!
k

şi (S); prin
(S) : F (x; y; z) = 0:
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Presupunem c¼a M0 corespunde lui t = 0: Atunci, din formula lui Taylor
şi în conformitate cu condi̧tiile de contact de ordin m; 2.52, care sunt prin
ipotez¼a îndeplinite, avem:

F (x(t); y(t); z(t)) = �(t) =
tm+1

(m+ 1)!
�(m+1)(�t); 0 < � < 1:

Pentru t = 0; derivata de ordin (m+1) a lui � nu este zero. Deoarece � este
de clas¼a cel pu̧tin (m + 1); avem c¼a �(m+1) este continu¼a şi nenul¼a pentru
to̧ti t cu jtj su�cient de mic, şi are semn constant.
Dac¼a m este par, atunci tm+1 este pozitiv când t este pozitiv şi este

negativ, când t este astfel. Concludem c¼a punctele curbei din vecin¼atatea lui
M0 stau de o parte şi de alta a lui (S); deci (C) str¼apunge suprafa̧ta.
Dac¼a m este impar, atunci tm+1 este pozitiv pentru toate valorile lui t;

ceea ce completeaz¼a demonstra̧tia teoremei.
Vom prezenta în continuare cazurile de contact între o curb¼a şi suprafȩtele

simple.
I. Mai întâi, consider¼am plane (P ) : Ax + By + Cz + D = 0 care au

contact cu o curb¼a (C); ra̧tionând în sensul de�ni̧tiei de mai sus.
Dac¼a contactul este de ordin 0, planul trebuie s¼a coņtin¼a punctul M0;

ob̧tinând 12 plane cu aceast¼a proprietate (steaua de plane ce trece prin
M0):
Dac¼a contactul este de ordin 1, planul trebuie s¼a coņtin¼a aproximanta

de ordin 1 a curbei (C) în M0; adic¼a trebuie s¼a coņtin¼a dreapta tangent¼a la
(C) în acest punct (contactul de ordin 1 echivaleaz¼a, prin urmare, cu dou¼a
puncte confundate în M0). Evident, exist¼a 11 plane cu aceast¼a proprietate,
şi anume, fascicolul de plane ce trece prin dreapta tangent¼a; acest fascicol
coņtine şi planul osculator al lui (C) în M0:

Teorema 2.27 Planul osculator al unei curbe într-un punct M0 are un con-
tact de ordin 2 (cel puţin) cu curba în M0:

Demonstratie. Fie (C) : �!r = �!r (t) reprezentarea curbei (C) şi �e M0

corespunz¼ator lui t = t0: Atunci:

�!r (t) = �!r (t0) +
t� t0
1!

��!r (t0) +
(t� t0)

2

2!

���!r (t0) +
�!
0 :

Suma primilor trei termeni reprezint¼a o curb¼a (C�) care are un contact de
ordin cel pu̧tin 2 cu (C) în M0 şi apaŗtine planului osculator al lui (C) în

M0; deoarece acest plan este construit de
��!r (t0) şi

���!r (t0) ; c.c.t.d.
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Observa̧tii: 1. Dac¼a (C) este de clas¼a cel pu̧tin 3 şi are torsiunea nenul¼a,
atunci contactul este de ordin exact 2, fapt de se poate uşor constata folosind
2.52.
2. Rev¼azând teorema de mai sus, concludem c¼a un contact de ordinul doi

este echivalent cu trei puncte confundate în M0:
Mai mult, putem a�rma c¼a: unicul plan care are cu (C) un contact de

ordin doi într-un punct �xat M0 2 (C), dac¼a exist¼a, este planul osculator
în M0 la (C): Într-adev¼ar, s¼a presupunem c¼a (C) este dat¼a în reprezentarea
�!r = x(t)

�!
i + y(t)

�!
j + z(t)

�!
k ; iar M0 corespunde valorii t = t0: C¼aut¼am

planele

(2.55) (P ) : Ax+By + Cz +D = 0

care au un contact de ordin cel pu̧tin doi cu (C) în M0:
Formând funçtia

�(t) = Ax(t) +By(t) + Cz(t) +D;

condi̧tiile de contact de ordin 2 sunt: �(t0) = �0(t0) = �00(t0) = 0: Din
�(t0) = 0; deducem c¼a D = �[Ax(t0) + By(t0) + Cz(t0)]; care, înlocuit în
2.55, conduce la steaua de plane

(2.56) A[x� x(t0)] +B[y � y(t0)] + C[z � z(t0)] = 0:

Calculând �0(t0) şi �00(t0); condi̧tiile de contact de ordin doi devin

(2.57)

8<:
A[x� x(t0)] +B[y � y(t0)] + C[z � z(t0)] = 0
A _x(t0) + B _y(t0) + C _z(t0) = 0

A
��
x(t0) + B

��
y(t0) + C

��
z(t0) = 0:

Sistemul 2.57 admite solu̧tie nebanal¼a numai dac¼a������
x� x(t0) y � y(t0) z � z(t0)
_x(t0) _y(t0) _z(t0)
��
x(t0)

��
y(t0)

��
z(t0)

������ = 0;
ceea ce reprezint¼a tocmai ecua̧tia planului osculator.
II. S¼a consider¼am acum sfere care au contact cu o curb¼a (C) : �!r = �!r (s)

(cu s- parametru natural). O sfer¼a (S) de raz¼a �; cu centrul în !(a1; a2; a3)
poate � reprezentat¼a sub forma

(S) : �!r (x; y; z) � (�!r ��!a )2 � �2 = 0;
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unde �!a =
�!
O! este vectorul de pozi̧tie al lui !: Pentru ca (C) şi (S) s¼a

aib¼a un contact de ordin zero într-un punct M corespunz¼ator valorii s a
parametrului, funçtia �(s) = (�!r (s)��!a )2 � �2 trebuie s¼a îndeplineasc¼a, în
M; condi̧tia:

(2.58) (�!r (s)��!a )2 � �2 = 0;

ceea ce exprim¼a faptul c¼a M apaŗtine sferei şi ne arat¼a c¼a avem 13 sfere cu
aceast¼a proprietate (ecua̧tia de mai sus leag¼a 4 parametri: a1; a2; a3 şi � şi
expliciteaz¼a cel mult unul). Pentru contact de ordinul 1 trebuie s¼a mai
avem, pe lâng¼a 2.58, şi �0(s) = 0; adic¼a

(2.59) 2(�!r (s)��!a ) �
��!r (s) = 2[�!r (s)��!a ] � �!� (s) = 0;

ceea ce ne arat¼a (̧tinând cont de ecua̧tia vectorial¼a a planului normal) c¼a
centrul ! al sferei c¼autate trebuie s¼a apaŗtin¼a planului normal (�N) în M la
(C): Presupunând c¼a M este punct nein�exionar şi nesta̧tionar, vectorii �!�
şi
�!
� exist¼a (̧si determin¼a pe (�N)), şi avem pentru vectorul de pozi̧tie al lui

! :

(2.60) �!a = �!r (s) + ��!� (s) + �
�!
� (s);

raza � corespunz¼atoare �ind dat¼a de 2.58.
Avem, evident, 12 sfere care au un contact de ordinul 1 cu (C) în M

(aceste sfere depind de parametrii arbitrari � şi �).
Pentru contact de ordinul 2, trebuie s¼a mai avem în M şi �00(s) = 0;

adic¼a:
(2.61)
2f�!� (s) � �!� (s) + [�!r (s)��!a ] � �!� 0(s)g = 2f1 + [�!r (s)��!a ] �K(s)�!� (s)g = 0;

unde am f¼acut apel la prima formul¼a Frenet 2.38. Înlocuind 2.60 în ultima
egalitate, ob̧tinem c¼a 1� �K(s) = 0; sau

� =
1

K(s)
= R(s);

R �ind raza de curbur¼a a lui (C) în M: Rezult¼a de aici c¼a centrul unei astfel
de sfere apaŗtine unei drepte date de:

(2.62) �!a (�) = �!r (s) +R(s)�!� (s) + �
�!
� (s);

(unde � este arbitrar, iar s este �xat, corespunz¼ator luiM). Aceast¼a dreapt¼a
poart¼a numele de axa polar¼a a lui (C) în M .
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Axa polar¼a este normal¼a la planul osculator (�o) al lui (C) în M şi inter-
secteaz¼a acest plan într-un punct Q; numit centrul de curbur¼a al lui (C)
în M; punct care are vectorul de pozi̧tie dat de

(2.63)
�!
OQ = �!r (s) +R(s)�!� (s) = �!r (s) +R2(s)�!� 0(s):

�g. 2.8

Cercul de raz¼aR(s) cu centrul înQ din planul osculator este numit cercul
de curbur¼a sau cercul osculator al lui (C) în M (�g. 2.8). El are un
contact de ordin cel pu̧tin 2 cu (C) în M: În acest fel, am ob̧tinut 11 sfere
care au un contact de ordin 2 cu (C) în M; anume, fasciculul de sfere cu
centrele pe axa polar¼a, ce au în comun cercul de curbur¼a.
În �ne, pentru ca sfera s¼a aib¼a un contact de ordinul 3 (cel pu̧tin) cu

(C) înM; pe lâng¼a 2.58, 2.59, 2.61, trebuie s¼a mai avem şi �000(s) = 0, adic¼a:

2fK(s)�!� (s) � �!� (s) + [�!r (s)��!a ] � [K 0(s)�!� (s) +K(s)�!� 0(s)]g =
2[�!r (s)��!a ][K 0(s)�!� (s)�K2(s)�!� (s) +K(s) � X (s)�!� (s)] = 0;

unde am ţinut seama de cea de-a doua formul¼a Frenet. Înlocuind acum 2.62
în egalitatea de mai sus, ob̧tinem condi̧tia

R(s)K 0(s) +K(s) � X (s)� = 0:

Dac¼a K(s) 6= 0; X (s) 6= 0; atunci � = �R(s)K 0(s)

K(s) � X (s) : Deoarece R(s) =
1

K(s)
;

ob̧tinem prin derivare R0(s) = �K
0(s)

K2(s)
= �R(s)K

0(s)

K(s)
; de unde,

� =
R0(s)

X (s) ;

sau
� = R0(s)T (s);
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unde T este raza de torsiune a lui (C) în M: Urmeaz¼a c¼a aceast¼a sfer¼a are
centrul ! de vector de pozi̧tie �!a = �!O! dat de

(2.64) �!a = �!r (s) +R(s)�!� (s) +R0(s)T (s)
�!
� (s)

şi raza � dat¼a de

(2.65) � = k�!r (s)��!a k =
p
R2(s) + [R0(s)T (s)]2:

Aceast¼a sfer¼a se numeşte sfera osculatoare a curbei (C) în punctul M:
În cazul particular în care K 0(s) = 0; atunci R0(s) = 0 şi centrul sferei

osculatoare apaŗtine planului osculator (�o) în M şi coincide cu centrul de
curbur¼a, deoarece �!a =

�!
O! =

�!
OQ: Din 2.65 se observ¼a c¼a acele curbe care

au curbura constant¼a, au razele sferelor osculatoare constante.
Aşadar, am demonstrat

Teorema 2.28 Centrele sferelor care au un contact de ordin 1 (cel puţin) cu
o curb¼a (C) într-un punct M al acesteia aparţin planului normal (�N) al lui
(C) în M: Centrele sferelor care au un contact de ordin 2 (cel puţin) cu (C)
în M aparţin axei polare a lui (C) în M şi aceste sfere intersecteaz¼a planul
osculator al curbei de-a lungul cercului de curbur¼a al lui (C) în M: Acest
cerc are contact de ordinul 2 (cel puţin) cu (C) în M: Sfera osculatoare, cu
centrul de vector de poziţie 2.64 şi raza 2.65 are contact de ordin (cel puţin)
3 cu curba (C) în punctul M:

Exerci̧tiu. S¼a se determine ecua̧tia sferei osculatoare şi, respectiv, ecua̧ti-

ile cercului osculator în origine la curba: ~r = t~i+
t2

2
~j +

t3

6
~k:

Vectorul de pozi̧tie
�!
O! al centrului sferei osculatoare este dat de 2.64, în

care s este parametrul natural al lui (C): Originea corespunde valorii t = 0
(deci, şi lui s = 0, şi atunci, �!r (s) = 0). În plus, avem:

~�(s) = �!r 0(s) = d~r

ds
=

�
~r

_s
=
2~i+ 2t~j + t2~k

2 + t2
;

~�(s) = �!r 00(s) = 1

_s

d

dt

0@ �
~r

_s

1A =

=
(2~j + 2t~k)(t2 + 2)� 2t(2~i+ 2t~j + t2~k)

2 + t2
� 2

2 + t2
:

În O(s = 0); ultimele dou¼a egalit¼a̧ti se transcriu: ~�(0) = ~i; ~�(0) = ~j; de

unde rezult¼a ~�(0) = (~� � ~�)(0) = ~i � ~j = ~k: În plus,
�
~r �

��
~r =

t2

2
~i � t~j + ~k;
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(
�
~r;
��
~r;
���
~r) = 1; de unde g¼asim, conform cu 2.48:

R =
1

K
=
(t2 + 2)2

4
; T =

(t2 + 2)2

4
;

R0 =
dR
dt
ds
dt

= t(t2 + 2) � 2

2 + t2
= 2t:

În t = 0; ob̧tinem: R(0) = T (0) = 1; R0(0) = 0; şi, înlocuind în 2.64, centrul
sferei osculatoare este dat de:

�!
O! = �!r (s) +R(s)�!� (s) +R0(s)T (s)

�!
� (s) = ~j;

sau !(0; 1; 0): Raza acesteia este � = d(O;!) = 1:
Cercul osculator al curbei se ob̧tine prin interseçtia sferei osculatoare cu

planul osculator în punctul respectiv. Deoarece planul osculator al curbei în
O este xOy (el �ind generat de ~� =~i şi ~� = ~j), ecua̧tiile acestuia sunt:�

x2 + (y � 1)2 + z2 = 1;
z = 0:

Centrul cercului osculator coincide (în acest caz!) cu centrul sferei oscula-
toare, anume, !(0; 1; 0):

2.8 Studiul curbelor în reprezentarea
cartezian¼a general¼a

Fie (C) o curb¼a în spa̧tiu, de clas¼a cel pu̧tin 1, dat¼a în reprezentarea
cartezian¼a general¼a

(2.66)
�

F (x; y; z) = 0
G(x; y; z) = 0:

Dac¼aM este un punct regulat al lui (C); atunci m¼acar unul din determinaņtii
funçtionali

D(F;G)

D(y; z)
;
D(F;G)

D(z; x)
;
D(F;G)

D(x; y)

este diferit de zero înM: Pentru a face o alegere, presupunem c¼a
D(F;G)

D(y; z)
6= 0

şi atunci, în conformitate cu teorema funçtiilor implicite, avem de�nite dou¼a
şi numai dou¼a funçtii y = y(x); z = z(x); care satisfac identic 2.66, adic¼a
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(2.67)
�

F (x; y(x); z(x)) = 0
G(x; y(x); z(x)) = 0:

pentru orice x dintr-un anumit interval.
Derivând 2.67 în raport cu x; prin intermediul lui y şi z; ob̧tinem iden-

tit¼a̧tile:

(2.68)

8><>:
F 0x + F 0y

dy

dx
+ F 0z

dz

dx
= 0

G0x +G0y
dy

dx
+G0z

dz

dx
= 0;

din care putem explicita derivatele de ordinul întâi
dy

dx
;
dz

dx
; sub forma

(2.69)
dy

dx
=

D(F;G)

D(z; x)

D(F;G)

D(y; z)

;
dz

dx
=

D(F;G)

D(x; y)

D(F;G)

D(y; z)

şi rezolva problemele de clas¼a 1 (lungimea de arc, dreapta tangent¼a şi planul
normal), într-un punct regulat al unei curbe date în reprezentarea cartezian¼a
general¼a, considerând-o redus¼a la reprezentarea parametric¼a

(2.70) x = t; y = y(t); z = z(t)

şi folosind 2.69 în formulele corespunz¼atoare. Un exemplu de rezolvare a
problemelor de clas¼a 1 a fost dat în §3, când am dedus ecua̧tiile dreptei
tangente şi planului normal într-un punct regulat al curbei 2.66.
Dac¼aM este un punct regulat al lui (C); presupus¼a acum de clas¼a p � 2;

atunci, derivând 2.68 în raport cu x; ob̧tinem identit¼a̧tile:

(2.71)

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

F 00x2 + 2F
00
xy

dy

dx
+ 2F 00xz

dz

dx
+ 2F 00yz

dy

dx

dz

dx
+ F 00y2

�
dy

dx

�2
+

+F 00z2

�
dz

dx

�2
+ F 0y

d2y

dx2
+ F 0z

d2z

dx2
= 0

G00x2 + 2G
00
xy

dy

dx
+ 2G00xz

dz

dx
+ 2G00yz

dy

dx

dz

dx
+G00y2

�
dy

dx

�2
+

+G00z2

�
dz

dx

�2
+G0y

d2y

dx2
+G0z

d2z

dx2
= 0;
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care conduc, prin 2.69, la determinarea derivatelor de ordinul 2
d2y

dx2
şi
d2z

dx2
şi ne rezolv¼a, împreun¼a cu 2.69, problemele de clas¼a 2 (curbur¼a, plan
osculator, dreapt¼a normal¼a principal¼a şi dreapt¼a binormal¼a).
În �ne, dac¼aM este un punct regulat al lui (C); presupus¼a de clas¼a p � 3;

putem deduce prin procedeul de mai sus şi derivatele de ordin 3,
d3y

dx3
şi
d3z

dx3
;

care ne rezolv¼a, împreun¼a cu 2.69 şi 2.71, problemele de clas¼a 3 (torsiune,
formulele lui Frenet etc.). Procedând astfel, ob̧tinem formule care cuprind
numai funçtiile F şi G şi derivatele lor pân¼a la, cel mult, ordinul 3.

2.9 Curbe speciale

2.9.1 Înf¼aşur¼atoarea unor familii de curbe strâmbe

1. Familii de curbe date în reprezentarea cartezian¼a general¼a. În-
f¼aşur¼atoarea acestei familii

Fie ecua̧tiile:

(2.72)
�

F (x; y; z; �) = 0
G(x; y; z; �) = 0;

în care � este un parametru şi s¼a presupunem c¼a, pentru orice � apaŗtinând
unui interval sau unei reuniuni de intervale, sunt îndeplinite condi̧tiile ca
ecua̧tiile 2.72 (cu � �xat) s¼a reprezinte o curb¼a în spa̧tiu. Spunem c¼a
muļtimea curbelor date de 2.72 reprezint¼a o familie de curbe strâmbe
depinzând de un parametru.
Ca şi în cazul curbelor plane (§1.8), ne întreb¼am dac¼a exist¼a o curb¼a (I)

la care toate curbele familiei 2.72 s¼a �e tangente. Dac¼a o astfel de curb¼a
exist¼a, ea se numeşte înf¼aşur¼atoarea curbelor familiei date. Dac¼a 2.72
admite înf¼aşur¼atoare, atunci punctul caracteristic (de contact între curba
(C�) a familiei corespunz¼atoare unei valori � a parametrului şi înf¼aşur¼atoarea
(I)), s¼a-i spunemM; trebuie s¼a aib¼a coordonatele funçtii de �, în conseciņt¼a,
ecua̧tiile parametrice ale înf¼aşur¼atoarei sunt:

(2.73) x = x(�); y = y(�); z = z(�);

cu x(�); y(�); z(�) funçtii ce se cer determinate.
Presupunând c¼aM nu este punct singular pentru nici una din curbele

(C�) şi (I); condi̧tia de tangeņt¼a, ţinând cont de cele ar¼atate în paragraful
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anterior, este:

(2.74)

dx

d�
D(F;G)

D(y; z)

=

dy

d�
D(F;G)

D(z; x)

=

dz

d�
D(F;G)

D(x; y)

:

Din rela̧tiile 2.74 şi din identit¼a̧tile de mai jos (ce se pot veri�ca printr-un
calcul direct)

F 0x
D(F;G)

D(y; z)
+ F 0y

D(F;G)

D(z; x)
+ F 0z

D(F;G)

D(x; y)
= 0

G0x
D(F;G)

D(y; z)
+G0y

D(F;G)

D(z; x)
+G0z

D(F;G)

D(x; y)
= 0;

deducem rela̧tiile:

F 0x
dx

d�
+ F 0y

dy

d�
+ F 0z

dz

d�
= 0(2.75)

G0x
dx

d�
+G0y

dy

d�
+G0z

dz

d�
= 0:

Deoarece M 2 (C�); coordonatele sale x(�); y(�); z(�) veri�c¼a identic re-
la̧tiile 2.72, identit¼a̧ti care prin derivare conduc la:

F 0x
dx

d�
+ F 0y

dy

d�
+ F 0z

dz

d�
+ F 0� = 0

G0x
dx

d�
+G0y

dy

d�
+G0z

dz

d�
+G0� = 0;

rela̧tii care, împreun¼a cu 2.75, conduc la

(2.76) F 0�(x; y; z; �) = 0; G
0
�(x; y; z; �) = 0:

În acest fel, am ob̧tinut: coordonatele unui punct curent al înf¼aşur¼a-
torii veri�c¼a sistemul:

(2.77)
�
F (x; y; z; �) = 0; G(x; y; z; �) = 0;
F 0�(x; y; z; �) = 0; G

0
�(x; y; z; �) = 0:

Facem observa̧tia c¼a sistemul de mai sus, de patru ecua̧tii în necunoscutele
x; y; z; nu are, în general, solu̧tii, cu alte cuvinte, o familie de curbe în spa̧tiu
nu are în general înf¼aşur¼atoare.
S¼a consider¼am acum problema invers¼a: ar¼at¼am c¼a eliminarea parametru-

lui � în din sistemul 2.77 conduce la ecua̧tiile unei curbe care este tangent¼a
tuturor curbelor familiei 2.72.
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Presupunem c¼a sunt îndeplinite condi̧tiile ca ecua̧tiile 2.72, s¼a reprezinte
o curb¼a (C�); respectiv, 2.76, s¼a reprezinte o curb¼a, s¼a-i spunem (��) şi c¼a,
în plus, curbele (C�) şi (��) au un punct comun M(x; y; z) pentru care cel
pu̧tin unul din determinaņtii funçtionali

(2.78)
D(F;G; F 0�)

D(x; y; z)
;
D(F;G;G0�)

D(x; y; z)

este diferit de zero şi cel pu̧tin una din derivatele F 00�2 ; G
00
�2 este diferit¼a de

zero în M: Pentru a face o alegere, �e, de exemplu,

D(F;G; F 0�)

D(x; y; z)
=

������
F 0x F 0y F 0z
G0x G0y G0z
F 00�x F 00�y F 00�z

������ 6= 0;(2.79)

F 00�2(x; y; z; �) 6= 0:(2.80)

Ţinând cont de 2.79, în primul rând, putem a�rma c¼a cel pu̧tin una din
derivatele F 00�x; F

00
�y; F

00
�z este nenul¼a în M; a�rma̧tie adev¼arat¼a simultan şi

pentru determinaņtii funçtionali

(2.81)
D(F;G)

D(y; z)
;
D(F;G)

D(z; x)
;
D(F;G)

D(x; y)
:

Rezult¼a c¼a punctul M este punct regulat pentru curbele (C�) şi (��):
În al doilea rând, putem aplica teorema de existeņt¼a a funçtiilor implicite

sistemului

(2.82) F (x; y; z; �) = 0; G(x; y; z; �) = 0; F 0�(x; y; z; �) = 0;

ob̧tinând explicitarea coordonatelor x; y; z ale punctului M sub forma

(2.83) x = x(�); y = y(�); z = z(�);

unde funçtiile x(�); y(�); z(�) sunt de clas¼a cel pu̧tin 1 şi veri�c¼a identic
sistemul 2.82:

F (x(�); y(�); z(�); �) = 0

G(x(�); y(�); z(�); �) = 0(2.84)

F 0�(x(�); y(�); z(�); �) = 0:

Dac¼a � variaz¼a, curbele (C�) şi (��) variaz¼a, şi, de asemenea, variaz¼a
şi punctul M; descriind o curb¼a reprezentat¼a prin 2.83, pentru care avem
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identit¼a̧tile 2.75, ob̧tinute acum prin derivarea primelor dou¼a rela̧tii 2.84,
ţinând seama de 2.76, şi identitatea

(2.85) F 00�x
dx

d�
+ F 00�y

dy

d�
+ F 00�z

dz

d�
= �F 00�2 ;

ob̧tinut¼a prin derivarea în raport cu � a ultimei identit¼a̧ti 2.84. Formând din

2.75 şi 2.85 un sistem de ecua̧tii în necunoscutele
dx

d�
;
dy

d�
;
dz

d�
şi ţinând cont

de 2.79 şi 2.80, concludem c¼a acesta nu poate admite solu̧tia banal¼a. Aceasta
ne arat¼a c¼a punctul M este punct regulat pentru curba 2.83.
Deoarece determinaņtii funçtionali 2.81 nu sunt to̧ti nuli, din 2.75 de-

ducem 2.74, ceea ce ne arat¼a c¼a tangenta în M la curba (C�) coincide cu
tangenta înM la curba 2.83 care este, deci curba (I); înf¼aşur¼atoarea familiei
2.72, iar M este punct caracteristic.
În cazul în care familia (C�) are puncte singulare, analog ca în teoria

curbelor plane, se demonstreaz¼a c¼a aceste puncte veri�c¼a sistemul 2.77 ca şi
punctele caracteristice.
Am demonstrat astfel:

Teorema 2.29 Locul geometric al punctelor comune curbelor 2.72 şi 2.76,
numit curb¼a discriminant¼a a familiei 2.72, este format din înf¼aşur¼atoarea
acestei familii şi din locul geometric al punctelor singulare ale acestor curbe.
Înf¼aşur¼atoarea familiei 2.72 exist¼a dac¼a sistemul 2.77 este compatibil, oricare
ar � � şi dac¼a pentru o soluţie a acestui sistem , determinanţii funcţionali
2.78 nu sunt amândoi nuli şi, de asemenea, derivatele F 00�2 şi G

00
�2 nu sunt

ambele nule.

2. Înf¼aşur¼atoarea unei familii de curbe date vectorial parametric

Fie

(2.86) �!r = �!r (t; �)

o familie de curbe strâmbe depinzând de un parametru.
Dac¼a aceast¼a familie admite o înf¼aşur¼atoare (I); vectorul de pozi̧tie al

punctului caracteristic M; care apaŗtine curbei (C�) corespunz¼atoare valorii
� a parametrului, este dat de 2.86, unde t este o anumit¼a funçtie de �; şi
astfel, înf¼aşur¼atoarea (I) este dat¼a de ecua̧tia

(2.87) �!r = �!r (t(�); �);

unde funçtia t(�) trebuie determinat¼a.
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Curbele (C�) şi (I) având aceeaşi dreapt¼a tangent¼a în M; deducem c¼a

vectorii
@�!r
@t

şi
@�!r
@t

� dt
d�
+
@�!r
@�

sunt coliniari, ceea ce conduce la:

@�!r
@t

�
�
@�!r
@t

� dt
d�
+
@�!r
@�

�
= ~0;

de unde rezult¼a condi̧tia necesar¼a şi su�cient¼a

(2.88)
@�!r
@t

� @�!r
@�

= ~0:

Aceast¼a condi̧tie este veri�cat¼a şi de vectorii de pozi̧tie ai punctelor sin-
gulare, dac¼a curbele 2.86 au astfel de puncte. Pe componente, 2.88 devine:

(2.89)

@x

@t
@x

@�

=

@y

@t
@y

@�

=

@z

@t
@z

@�

;

şi prin una din aceste rela̧tii se determin¼a funçtia dorit¼a t = t(�); cealalt¼a
rela̧tie r¼amânând s¼a �e veri�cat¼a identic de aceast¼a funçtie. Astfel se încheie
determinarea înf¼aşur¼atoarei (I) în acest caz.
Facem observa̧tia c¼a rela̧tia 2.88 este simetric¼a în variabilele de derivare

t şi �, de unde concludem c¼a înf¼aşur¼atoarea familiei 2.86 cu � drept para-
metru este aceeaşi cu înf¼aşur¼atoarea familiei pentru care rolul de a determina
curbele familiei îl are t; dac¼a cele dou¼a familii nu au puncte singulare.

2.9.2 Evoluta unei curbe în spa̧tiu

Fie (C) o curb¼a în spa̧tiu, de clas¼a p � 3, dat¼a în reprezentarea �!r =
�!r (s); cu s - parametru natural, M un punct regulat al ei şi (�N) planul
normal în M la curba (C):
S¼a consider¼am P un punct arbitrar în (�N); de vector de pozi̧tie

�!
OP =

�!
R

(�g. 2.9).

�g. 2.9
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Dreapta (MP ) (coņtinut¼a în (�N)) va avea ecua̧tia vectorial¼a
�!
R (�) =

�!r + ��!v ; unde �!v este versorul lui (MP ). Avem, evident, � =
��!MP

 :
Ţinând cont c¼a �!r depinde de s; iar �!v depinde de unghiul � pe care îl face

cu sensul pozitiv al dreptei normale principale, rezult¼a c¼a dreptele normale
ale unei curbe în spa̧tiu (C) constituie o familie de curbe (drepte) depinzând
de doi parametri, s şi �, ai c¼aror vectori de pozi̧tie

�!
OP =

�!
R respect¼a ecua̧tia

(2.90)
�!
R (�; s; �) = �!r (s) + �[cos��!� (s) + sin��!� (s):

Apare întrebarea dac¼a putem extrage din familia 2.90 a dreptelor normale
la o curb¼a în spa̧tiu, o familie dependent¼a de un singur parametru (s sau
�), care s¼a admit¼a înf¼aşur¼atoare. Ca şi la curbe plane, înf¼aşur¼atoarea unei
familii de drepte normale depinzând de un parametru, o vom numi evoluta
sau desf¼aşurata curbei date.
Presupunând c¼a dreptele normale MP înf¼aşoar¼a o curb¼a (C�); când M

descrie curba (C); s¼a not¼am cuM� punctul caracteristic - de contact cu evo-

luta (C�) - al acestor drepte normale şi
���!MM�

 = q(s) (�g. 2.9). Atunci, în

raport cu triedrul lui Frenet în M; avem pentru vectorul
���!
MM� componen-

tele (0; q(s) cos�; q(s) sin�); iar dac¼a �!r � noteaz¼a vectorul de pozi̧tie al lui
M� 2 (C�); avem din 2.90 ecua̧tia vectorial¼a a lui (C�), de forma

(2.91) �!r �(s) = �!r (s) + q(s) cos��!� (s) + q(s) sin�
�!
� (s);

în care q = q(s) şi � = �(s) trebuie determina̧ti.
În acest scop, deriv¼am 2.91 în raport cu s şi ţinem seama de formulele lui

Frenet. Ob̧tinem:

d�!r �
ds

=
d�!r
ds

+
dq

ds
(cos��!� (s) + sin��!� (s)) + q(� sin��!� + cos��!� )d�

ds
+

+q

 
cos�

d�!�
ds

+ sin�
d
�!
�

ds

!
=

= �!� + dq

ds
(cos��!� (s) + sin��!� (s)) + q(� sin��!� + cos��!� )d�

ds
+

+q[cos�(�K�!� + X�!� )�X sin��!� ];

sau înc¼a

d�!r �
ds

= (1� qK cos�)�!� +
�
dq

ds
cos�� q sin�

d�

ds
� qX sin�

�
�!� +�

dq

ds
sin�+ q cos�

d�

ds
+ qX cos�

�
�!
� :
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Deoarece am presupus c¼a M� este punct de contact al dreptei normale

MP cu evoluta (C�); trebuie s¼a avem c¼a vectorii
���!
MM� şi

d�!r �
ds

sunt coliniari,

cu alte cuvinte, componentele lor trebuie s¼a �e propoŗtionale. Impunând
aceasta, ob̧tinem:

1� qK cos� = 0;

dq

ds
cos�� q sin�

d�

ds
� qX sin�

q cos�
=

dq

ds
sin�+ q cos�

d�

ds
+ qX cos�

q sin�
;

de unde rezult¼a rela̧tiile:

q(s) cos� = R(s);(2.92)
d�

ds
= �X (s);(2.93)

R(s) �ind raza de curbur¼a, iar X - torsiunea lui (C) în M:
Comparând 2.92 cu 2.62, putem formula:

Teorema 2.30 Punctul de contact M� al dreptei normale MP cu evoluta
(C�) aparţine axei polare a lui (C) în M:

Corolarul 2.31 Evoluta (C�) (la care r¼amâne tangent¼a MP; când M de-
scrie (C)) este situat¼a pe suprafaţa polar¼a, suprafaţ¼a format¼a din toate
axele polare ale curbei (C):

Din rela̧tia 2.93, ob̧tinem

(2.94) �(s) = �
sZ
0

X (u)du+ �0 (�0- constant);

ceea ce ne arat¼a c¼a exist¼a 11 familii de drepte normale ale curbei strâmbe
(C); care admit înf¼aşur¼atoare, �ecare familie corespunzând la o valoare anu-
mit¼a atribuit¼a lui �0:
Avem deci:

Teorema 2.32 O curb¼a în spaţiu, de clas¼a p � 3; admite o familie de evolute
depinzând de un parametru �0; evolute situate pe suprafaţa polar¼a.

Dac¼a �0 şi �00 sunt valori ale lui �; corespunz¼atoare la dou¼a valori �00 şi
�000 ale lui �0; pentru aceeaşi valoare a cap¼atului superior din integrala 2.94,
adic¼a:

�0 = �
sZ
0

X (u)du+ �00; �
00 = �

sZ
0

X (u)du+ �000;
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ob̧tinem:
�0 � �00 = �00 � �000;

ceea ce ne permite s¼a formul¼am

Teorema 2.33 O familie de drepte normale, tangente unei evolute a unei
curbe (C); se obţine rotind în jurul dreptelor tangente ale curbei, cu acelaşi
unghi, familia de drepte normale tangente altei evolute.

Remarc¼am, în �nal, c¼a o familie de drepte normale care fac unghiuri
egale cu dreptele normale principale (� = constant) - în particular, familia
dreptelor normale principale (� = 0) - are înf¼aşur¼atoare dac¼a şi numai dac¼a
torsiunea este identic zero, în conformitate cu 2.93, adic¼a, dac¼a şi numai dac¼a
curba este plan¼a. În acest caz, dreptele normale principale sunt dreptele nor-
male ale curbei (C); situate în planul curbei, iar înf¼aşur¼atoarea este evoluta
curbei plane, dat¼a de ecua̧tia vectorial¼a

�!r �(s) = �!r (s) +R(s)�!� (s):

Alte evolute (în spa̧tiu) pentru curba plan¼a (C) se ob̧tin considerând
familii de drepte normale nesituate în planul curbei, care fac acelaşi unghi cu
dreptele normale situate în planul curbei. Aceste evolute sunt reprezentate
prin ecua̧tia general¼a a evolutelor:

�!r �(s) = �!r (s) +R(s)�!� (s) +R(s)tg�0
�!
� (s);

unde am ţinut cont de 2.91.

2.9.3 Evolventa unei curbe strâmbe

Ca şi în teoria difereņtial¼a a curbelor plane, are sens s¼a introducem
no̧tiunea de evolvent¼a a unei curbe în spa̧tiu ca o curb¼a care admite curba
dat¼a drept evolut¼a.
Din aceast¼a de�ni̧tie rezult¼a c¼a evolventa (D) a unei curbe (C) apaŗtine

unei suprafȩte (�), formate cu toate dreptele tangente la (C); numit¼a
suprafa̧t¼a tangent¼a a lui (C) şi (D) este ortogonal¼a la dreptele tangente
care genereaz¼a (�): Mai mult, nu exist¼a o singur¼a evolvent¼a pentru (C):
Dac¼a (C) este reprezentat¼a prin �!r = �!r (s); urmeaz¼a c¼a (�) poate �

reprezentat¼a prin ecua̧tia vectorial¼a

(2.95)
�!
R (s; �) = �!r (s) + ��!� (s);

unde �!� (s) este versorul tangent al lui (C) şi � 2 R:
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Din aceast¼a egalitate, vedem c¼a o evolvent¼a a lui (C) poate �reprezentat¼a
vectorial prin funçtia vectorial¼a

(2.96)
�!
R (s) = �!r (s) + �(s)�!� (s);

unde �(s) trebuie s¼a îndeplineasc¼a condi̧tia de de�ni̧tie, adic¼a, versorul tan-
gent la evolvent¼a

�!
R 0(s) = �!� (s) + �0(s)�!� (s) + �(s)K(s)�!� (s)

s¼a �e ortogonal versorului tangent �!� la (C):
Cu alte cuvinte,

�!
R 0(s) � �!� (s) = 0; ceea ce conduce la 1 + �0(s) = 0 şi

deci, �(s) = c� s; unde c este o constant¼a arbitrar¼a.
Rezult¼a c¼a o evolvent¼a a lui (C) are reprezentarea vectorial¼a

(2.97)
�!
R (s) = �!r (s) + (c� s)�!� (s);

existând 11 evolvente, �ecare evolvent¼a corespunzând unei valori precise a
constantei c în 2.97.
Comparând 2.97 cu rezultatele referitoare la evoluta unei curbe plane,

rezult¼a aceeaşi construçtie mecanic¼a a evolventei, dar pentru o curb¼a în
spa̧tiu.

2.10 Clase remarcabile de curbe în spa̧tiu

2.10.1 Curbe elice

De�nitia 2.34 Se numeşte elice o curb¼a în spaţiu pentru care dreapta tan-
gent¼a în orice punct al curbei face un unghi constant cu o direcţie dat¼a.

Not¼am cu �!� versorul tangentei şi cu �!e versorul dreptei date.
Condi̧tia din de�ni̧tia curbei elice se scrie:

(2.98) �!� � �!e = cos� (constant).

Deriv¼am aceast¼a condi̧tie în raport cu s şi ob̧tinem:

d�!�
ds

� �!e +�!� � d
�!e
ds

= 0:

Cum �!e este vector constant, rezult¼a K�!� � �!e = 0: Dac¼a curba are curbura
nenul¼a, ob̧tinem:

(2.99) �!� � �!e = 0;
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condi̧tie ce caracterizeaz¼a o curb¼a elice.

Dac¼a torsiunea este nenul¼a, ampli�c¼am 2.99 cu � 1
T
şi ob̧tinem:

d
�!
�

ds
��!e =

0; care prin integrare ne d¼a:

(2.100)
�!
� � �!e = cos � (constant),

adic¼a dreapta binormal¼a la o elice face unghi constant cu dreapta dat¼a.

Teorema 2.35 Condiţia necesar¼a şi su�cient¼a ca o curb¼a s¼a �e elice este ca
raportul între curbura şi torsiunea curbei în orice punct s¼a �e constant.

Demonstratie. Dac¼a (C) este elice, atunci �!� � �!e = 0 şi, prin derivare,

avem:
d�!�
ds

� �!e = 0: Utiliz¼am a treia formul¼a Frenet şi ob̧tinem:
T

R
=

�!
� � �!e
�!� � �!e = constant (în baza lui 2.98 şi 2.100).

Reciproc, dac¼a
T

R
= constant =

1

c
; din

d�!�
ds

=
1

R
�!� şi

d
�!
�

ds
= � 1

T
�!� ;

rezult¼a R
d�!�
ds

+ T
d
�!
�

ds
= 0; adic¼a c

d�!�
ds

+
d
�!
�

ds
= 0: Prin integrare, se ob̧tine:

c�!� +�!� = �!e (constant),

rela̧tie care înmuļtit¼a cu �!� ne conduce la �!� � �!e = 0; adic¼a, curba este elice.

Exemple
1) Elicea cilindric¼a:

�g. 2.10
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8<:
x = a cos t
y = a sin t
z = bt

; a; b 2 R�;

se g¼aseşte pe cilindrul x2 + y2 = a2:
2) Elicea conic¼a: 8<:

x = at cos t
y = at sin t
z = bt

; a; b 2 R�;

se g¼aseşte pe conul x2 + y2 =
a2

b2
z2:

�g 2.11

2.10.2 Curbe Ţi̧teica

Se numeşte curb¼a Ţi̧teica o curb¼a în spa̧tiu pentru care T � d2 = con-
stant, unde T este raza de torsiune şi d este distaņta de la un punct �x la
planul osculator (�0) :
Condi̧tia dat¼a se traduce vectorial prin:�

�!
R 0 ��!r ;

��!r ;
���!r
�2

� ��!r ;
���!r ;

����!r
� = constant,

�!
R 0 �ind vectorul de pozi̧tie al punctului �x.
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Exerci̧tii. S¼a se arate c¼a:

1) x = at; y = bt2; z =
1

abt3
;

2) xyz = 1; y2 = x;
sunt curbe Ţi̧teica.



Capitolul 3

Geometria difereņtial¼a a
suprafȩtelor

3.1 De�ni̧tia analitic¼a a unei suprafȩte

Prin suprafa̧t¼a în sens larg, îņtelegem o muļtime (�) de puncte din
R3 ai c¼aror vectori de pozi̧tie satisfac o ecua̧tie de tipul

(3.1) �!r = �!r (u1; u2); (u1; u2) 2 A�B; A;B � R;

care în reperul ortonormat fO;�!i ;�!j ;�!k g al lui R3 se scrie sub forma:

(3.2) �!r (u1; u2) = x(u1; u2)
�!
i + y(u1; u2)

�!
j + z(u1; u2)

�!
k ; (u1; u2) 2 A�B:

Ecua̧tia 3.1 poart¼a numele de reprezentarea parametric¼a a lui (�),
perechea (u1; u2), pe cel de parametri ai reprezent¼arii, iar planul hu1; u2i
este numit planul parametric.
Pentru a putea aplica calculul difereņtial ecua̧tiei 3.1, va trebui s¼a o

înzestr¼am cu presupuneri difereņtiabile, lucru pe care îl vom face în cele ce
urmeaz¼a, ordonând riguros conceptul de suprafa̧t¼a în geometria difereņtial¼a.
În continuare, vom presupune c¼a domeniul de de�ni̧tie al lui �!r este o

muļtime G deschis¼a din R2:
Exemplu: �!r (u1; u2) = R cosu1

�!
i + R sinu1

�!
j + u2

�!
k ; u1 2 (0;

�

2
);

u2 2 (0; 1); reprezint¼a poŗtiunea din cilindrul circular

x2 + y2 = R2

situat¼a în primul octant, între planele xOy (z = 0) şi z = 1 (vezi �gura de
mai jos).

135
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X

Y

Z

O

Z= 1

Vom nota derivatele paŗtiale ale funçtiei �!r (u1; u2) prin indici, adic¼a:

�!r 1 =
@�!r
@u1

; �!r 2 =
@�!r
@u2

; �!r �� =
@2�!r
@u�@u�

; �; � = 1; 2; etc.

De�nitia 3.1 Reprezentarea 3.1 este numit¼a reprezentare admisibil¼a de
clas¼a p dac¼a aplicaţia �!r : G! (�) de�nit¼a de aceasta satisface urm¼atoarele
condiţii:

P0:
�!r este bijectiv¼a;

P1:
�!r este de clas¼a p � 1 pe domeniul de de�niţie;

P2: produsul vectorial
�!r 1 � �!r 2 este diferit de vectorul nul, peste tot în

G:

Este evident c¼a 3.1 nu este unica reprezentare posibil¼a pentru o suprafa̧t¼a
în sens larg dat¼a. Putem ob̧tine alte funçtii vectoriale care s¼a reprezinte
muļtimea de puncte (�), prin impunerea unor transform¼ari de tipul

(3.3) u1 = u1(u1; u2); u2 = u2(u1; u2):

Not¼am cu G domeniul de de�ni̧tie al transform¼arii 3.3. Deoarece
muļtimea punctelor (�) care satisfac 3.1 este ini̧tial condi̧tionat¼a, vom ad-
mite numai acele transform¼ari 3.3 care, aplicate unei reprezent¼ari admisibile
de clas¼a p de tip 3.1, conduc tot la reprezent¼ari admisibile de clas¼a p şi
reprezint¼a întreaga muļtime (�) dat¼a de 3.1. Pentru a atinge acest scop,
d¼am de�ni̧tia care urmeaz¼a:

De�nitia 3.2 Transformarea 3.3 se numeşte transformare parametric¼a
admisibil¼a de clas¼a p dac¼a:

P 0: Aplicaţia 3.3, de�nit¼a pe G; cu valori în G; este bijectiv¼a.
P 1: Funcţiile u1 şi u2 sunt de clas¼a p � 1 în G:
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P 2: Jacobianul transform¼arii

(3.4) D =
D(u1; u2)

D(u1; u2)
=

���� @u1

@u1
@u1

@u2
@u2

@u1
@u2

@u2

����
este diferit de zero peste tot în G:

Speci�c¼am c¼a P 0 şi P 2 sunt condi̧tii independente. Într-adev¼ar, transfor-
marea

u1 = eu
1

cosu2; u2 = eu
1

sinu2

are jacobianul
D = e2u

1 6= 0;
dar nu este bijectiv¼a, în vreme ce transformarea

u1 = (u1)3; u2 = u2

este bijectiv¼a pe R2; dar
D = 3(u1)2

este zero, dac¼a u1 = 0:
Folosind transform¼arile parametrice admisibile, putem împ¼aŗti reprezen-

t¼arile admisibile de forma 3.1 în clase de echivaleņt¼a.

De�nitia 3.3 Dou¼a reprezent¼ari admisibile de clas¼a p se spun a � echiva-
lente dac¼a exist¼a o transformare admisibil¼a de clas¼a p care s¼a le transforme
una în cealalt¼a.

Se veri�c¼a uşor c¼a sunt îndeplinite axiomele echivaleņtei.

De�nitia 3.4 O clas¼a de echivalenţ¼a de reprezent¼ari 3.1 admisibile de clas¼a
p se numeşte porţiune de suprafaţ¼a de clas¼a p: Punctele mulţimii de
puncte reprezentate în aceast¼a clas¼a sunt numite puncte ale porţiunii de
suprafaţ¼a.

Parametrii u1; u2 din 3.1 se numesc coordonate ale poŗtiunii de
suprafa̧t¼a.
Aşadar, o poŗtiune de suprafa̧t¼a este ansamblul format din muļtimea de

puncte (�) şi un reprezentant �!r = �!r (u1; u2); (u1; u2) 2 G al clasei de
echivaleņt¼a:

f(�) : �!r = �!r (u1; u2); (u1; u2) 2 Gg:
În continuare, vom neglija paranteza acolad¼a pentru desemnarea poŗtiunii de
suprafa̧t¼a.
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De�nitia 3.5 Prin suprafaţ¼a de clas¼a p, înţelegem o mulţime de puncte
(S) din R3, cu proprietatea c¼a �ecare punct are o vecin¼atate U astfel încât
S \ U este o porţiune de suprafaţ¼a de clas¼a p:

Remarc¼am c¼a presupunerea P2; anume
�!r 1 ��!r 2 6= 0 este echivalent¼a cu

faptul c¼a matricea

(3.5) J =

0@ @x
@u1

@x
@u2

@y
@u1

@y
@u2

@z
@u1

@z
@u2

1A
are rangul 2.
Vom admite c¼a într-un num¼ar �nit de puncte izolate sau de-a lungul unui

num¼ar �nit de curbe de pe suprafa̧ta (S); matricea J are rangul mai mic ca
2. Astfel de puncte sau curbe le vom numi singulare, celelalte numindu-se
puncte regulate.
Alte moduri de a descrie analitic o suprafa̧t¼a le ob̧tinem dac¼a observ¼am

c¼a 3.1 se scrie pe componente:

(3.6)

8<:
x = x(u1; u2);
y = y(u1; u2);
z = z(u1; u2);

Ecua̧tiile 3.6 se numesc ecua̧tiile parametrice ale poŗtiunii de suprafa̧t¼a
sau ale suprafȩtei.
Deoarece rang(J) = 2 într-un punct regulat, avem unul din minorii de

ordin 2 ai lui J diferit de zero. Pentru a face o alegere, presupunem���� x0u1 x0u2
y0u1 y0u2

���� 6= 0:
Atunci, primele dou¼a ecua̧tii 3.6, x = x(u1; u2); y = y(u1; u2), admit solu̧tia
invers¼a u1 = u1(x; y); u2 = u2(x; y); care, înlocuit¼a în ultima egalitate 3.6,
conduce la ecua̧tia z = z(u1(x; y); u2(x; y)) sau, pe scurt:

(3.7) z = z(x; y);

numit¼a ecua̧tia cartezian¼a explicit¼a a poŗtiunii de suprafa̧t¼a.
Trecerea de la 3.7 la 3.6 se face simplu prin renotarea variabilelor inde-

pendente x; y; anume: 8<:
x = u
y = v

z = z(u; v)
;
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ceea ce sugereaz¼a şi faptul c¼a reprezentarea parametric¼a nu este unic¼a.
În �ne, o poŗtiune de suprafa̧t¼a, sau o suprafa̧t¼a, poate � ob̧tinut¼a şi sub

forma:

(3.8) F (x; y; z) = 0;

numit¼a ecua̧tia cartezian¼a implicit¼a. Funçtia F trebuie s¼a îndeplineasc¼a
în punctele regulate condi̧tia:

(3.9) (F 0x)
2 + (F 0x)

2 + (F 0x)
2 > 0;

adic¼a, cel pu̧tin una din derivatele paŗtiale F 0x; F
0
y; F

0
z s¼a nu se anuleze.

Aceast¼a ipotez¼a ne asigur¼a c¼a putem trece de la 3.8 la ecua̧tia explicit¼a 3.7
în vecin¼atatea unui punct regulat.

3.2 Elemente de algebr¼a tensorial¼a

No̧tiunea de tensor este una din no̧tiunile de baz¼a ale matematicii, ea
�ind folosit¼a cu mult succes în mecanic¼a, electrodinamic¼a, teoria relativit¼a̧tii
etc. Ea apare în secolul al XIX-lea, în leg¼atur¼a cu unele probleme din teoria
elasticit¼a̧tii, dar teoria matematic¼a a acestei no̧tiuni a fost dezvoltat¼a între
1886 şi 1901 de c¼atre geometrul C. G. Ricci (1855-1925) şi matematicianul
mecanician T. Levi-Civita (1873-1942). Rolul acestei teorii matematice a
crescut considerabil odat¼a cu crearea în 1915-1916, de c¼atre savantul A. Ein-
stein (1879-1955), a teoriei relativit¼a̧tii, teorie care are ca baz¼a matematic¼a,
calculul tensorial.
În cele ce urmeaz¼a, vom prezenta algebra tensorial¼a din punctul de

vedere al geometriei suprafȩtelor şi al geometriei riemanniene n-dimensionale,
geometrie care este o generalizare a teoriei suprafȩtelor. Vom face acest lucru
într-un mod simplu, prin neimpunerea asupra dimensiunii n, a valorii n = 2
din teoria suprafȩtelor.
Conveņtia indicilor de sumare întrebuiņtat¼a în geometria analitic¼a

r¼amâne şi aici valabil¼a: dac¼a o liter¼a apare de dou¼a ori, o dat¼a ca indice
superior şi o dat¼a ca indice inferior, atunci se face sumare dup¼a acest indice
de la 1 la n, f¼ar¼a a scrie simbolul de sum¼a

P
:

3.2.1 Tensori contravariaņti şi tensori covariaņti de or-
dinul întâi (Vectori contravariaņti şi covariaņti)

Cunoaştem din paragraful precedent c¼a o suprafa̧t¼a (S) poate �reprezen-
tat¼a printr-o funçtie vectorial¼a �!r (u1; u2) unde parametrii u1; u2 sunt coor-
donate pe (S):
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Noile coordonate u1; u2 pot �introduse pe (S) prin intermediul unei trans-
form¼ari admisibile 3.3, care satisface presupunerile de�ni̧tiei 3.2.
Generalizând, într-un spa̧tiu n-dimensional (a c¼arui structur¼a nu o

preciz¼am), sunt necesare n coordonate u1; u2; :::; un; iar noile coordonate
u1; u2; :::; un , pot � introduse prin intermediul unei transform¼ari

(3.10) uj = uj(u1; u2; :::; un); j = 1; :::; n;

transformare pe care o presupunem admisibil¼a. Cu alte cuvinte, admitem
c¼a 3.10 este bijectiv¼a, are jacobianul

D =
@(u1; u2; :::; un)

@(u1; u2; :::; un)
=

�������
@u

1

@u1
::: @u

1

@un

::::
@u

n

@u1
::: @u

n

@un

�������
diferit de zero pe tot domeniul de de�ni̧tie şi, în plus, 3.10 şi inversa sa

(3.11) uj = uj(u1; u2; :::; un); j = 1; 2; :::; n;

sunt de clas¼a p � 1:
În acest paragraf, pe lâng¼a ipoteza c¼a toate transform¼arile care apar

sunt admisibile, mai consider¼am şi c¼a aceste transform¼ari admisibile
formeaz¼a un grup G: Aceast¼a ipotez¼a ne asigur¼a c¼a atât compusa a dou¼a
transform¼ari din G; cât şi inversa unei astfel de transform¼ari, r¼amân în G:
Scriind 3.10 şi 3.11 în forma:

uj = f j(u1; u2; :::; un); uj = f
j
(u1; u2; :::; un);

ob̧tinem identit¼a̧tile evidente

uj = f j(f
1
; f

2
; :::; f

n
); uj = f

j
(f 1; f2; :::; fn);

care derivate, prima, în raport cu variabila uk; a doua, în raport cu variabila
uk; conduc, respectiv, la identit¼a̧tile:

(3.12)
@u

j

@uk
=

@f j

@f
m �

@f
m

@uk
; ;

@uj

@uk
=

@f
j

@fm
� @f

m

@uk
; j; k = 1; 2; :::; n;

indicele m de la 1 la n �ind indice de sumare. Deoarece uj şi uk pentru j 6= k
sunt independente (analog uj şi uk); membrul întâi din �ecare identitate este
0 dac¼a j 6= k şi 1 dac¼a j = k:
Revenind în 3.12 la nota̧tiile din 3.10 şi 3.11, ob̧tinem rela̧tiile:

(3.13)
@uj

@um
� @u

m

@uk
= �jk;

@uj

@um
� @u

m

@uk
= �jk; j; k = 1; 2; :::; n;
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unde

(3.14) �jk =

�
0 dac¼a j 6= k
1 dac¼a j = k;

este numit simbolul lui Kronecker.
Deoarece coordonatele u1; u2; :::; un şi u1; u2; :::; un sunt legate printr-o

transformare admisibil¼a 3.10, atunci difereņtialele lor du1; du2; :::; dun şi şi
du1; du2; :::; dun sunt legate prin formula

(3.15) duj =
@uj

@um
dum; j = 1; 2; :::; n;

şi invers,

(3.16) duj =
@uj

@um
dum; j = 1; 2; :::; n;

unde m este indice de sumare de la 1 la n:
Ultimele dou¼a formule vor � de baz¼a în de�nirea no̧tiunii de tensor.
Fie G un grup de transform¼ari admisibile de coordonate într-un spa̧tiu n-

dimensional şi �e un n-uplu de numere reale a1; a2; :::; an asociate cu un punct
P de coordonate u1; u2; :::; un:Mai mult, �e asociat cu P un n-uplu de numere
reale a1; a2; :::; an în raport cu orice alt sistem de coordonate u1; u2; :::; un;
care poate � ob̧tinut din u1; u2; :::; un printr-o transformare din G: Spunem
c¼a a1; a2; :::; an, respectiv, a1; a2; :::; an constituie în P componentele unui
tensor contravariant de ordinul întâi (vector contravariant) fa̧t¼a de
G în sistemul de coordonate respectiv, dac¼a leg¼atura între ele la schimbarea
3.10 de coordonate respect¼a legea de transformare a difereņtialelor, adic¼a

(3.17) aj =
@uj

@um
am; j = 1; 2; :::; n;

sau invers,

(3.18) aj =
@uj

@um
am; j = 1; 2; :::; n:

Vectorul contravariant va �notat, pe scurt, aj sau aj; în sistemul de coordo-
nate uj, respectiv, uj:Transformarea covariant¼a 3.17 este indicat¼a prin indici
superiori.

Observatia 3.6 Relaţia 3.18 poate � obţinut¼a din 3.17 folosind 3.13. Într-

adev¼ar, înmulţind 3.17 cu
@uk

@uj
şi sumând dup¼a j de la 1 la n, folosind a doua
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egalitate 3.13 şi 3.14, g¼asim:

@uk

@uj
aj =

@uk

@uj
� @u

j

@um
am = �kma

m = ak ) ak =
@uk

@uj
aj;

k = 1; :::; n;

adic¼a relaţia 3.18, scris¼a cu alţi indici, ceea ce nu afecteaz¼a formula, bazat
�ind pe convenţia de sumare şi posibilitatea de renotare a indicilor liberi în
ambii membri.

Observatia 3.7 Orice n-uplu ordonat de numere reale poate � luat drept
componente ale unui vector contravariant în P de coordonate u1; u2; :::; un;
cu condiţia ca, în raport cu coordonatele u1; u2; :::; un ale punctului P; com-
ponentele acestui vector s¼a �e obţinute din 3.18. Acest fapt nu exclude posi-
bilitatea ca, în general, componentele unui vector contravariant s¼a nu �e date
mereu într-un singur punct, ci în �ecare punct al unei mulţimi de puncte şi
vom spune în acest caz c¼a este dat un câmp de vectori contravarianţi
sau un câmp de tensori contravarianţi de ordinul întâi. Pentru a
simpli�ca vocabularul, vom spune tot �tensor� în loc de �câmp de tensori�.

Vom introduce în continuare no̧tiunea de vector covariant.
În acest scop, �e ai un vector contravariant oarecare şi s¼a consider¼am

forma liniar¼a
A = bia

i = b1a
1 + b2a

2 + :::+ bna
n;

în componente ale acestui vector. S¼a c¼aut¼am legea de transformare a co-
e�cieņtilor bi la o transformare admisibil¼a de coordonate 3.3, f¼acând pre-
supunerea c¼a forma liniar¼a A are o semni�ca̧tie geometric¼a, adic¼a, A este
invariant¼a la 3.3.
Fie bs coe�cieņtii formei transformate A şi �e as notat vectorul de coor-

donate u1; u2; :::; un: Atunci avem:

A = bsa
s = bia

i = A:

Folosind 3.18, ob̧tinem

bia
i = bs

@us

@ui
ai;

şi deoarece aceast¼a rela̧tie are loc pentru orice vector contravariant, compo-
nentele ai trebuie s¼a aib¼a aceiaşi coe�cieņti în ambii membri şi deci,

(3.19) bi = bs
@us

@ui
:
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Multiplicând aceast¼a rela̧tie cu
@ui

@um
şi folosind 3.13, în mod analog, ob̧tinem:

(3.20) bs =
@ui

@us
bi:

De�nitia 3.8 Fie G un grup de transform¼ari admisibile de coordonate într-
un spaţiu n-dimensional şi �e un n-uplu de numere reale b1; b2; :::; bn asociate
cu un punct P de coordonate u1; u2; :::; un: Mai mult, �e asociat cu P un n-
uplu de numere reale b1; b2; :::; bn în raport cu orice alt sistem de coordonate
u1; u2; :::; un; care poate � obţinut din u1; u2; :::; un printr-o transformare din
G: Spunem c¼a b1; b2; :::; bn; respectiv, b1; b2; :::; bn constituie în P componentele
unui tensor covariant de ordinul întâi (vector covariant) faţ¼a de G;
în sistemul de coordonate respectiv, dac¼a regula de transformare între ele la
schimbarea 3.3 a sistemului de coordonate este de forma 3.19, unde derivatele
sunt evaluate în P: Vectorul covariant este notat prin bj sau bj în sistemul
de coordonate uj, respectiv, uj: Transformarea covariant¼a 3.19 este indicat¼a
prin indici inferiori.

Având la dispozi̧tie tensorii de ordinul întâi (vectorii contravariaņti şi co-
variaņti), putem uşor introduce tensorii de ordin superior, procedând ca mai
sus, adic¼a plecând de la forme multiliniare în tensori de ordinul întâi, forme
pe care le presupunem invariante la transform¼ari admisibile de coordonate şi
c¼autând legea de transformare a coe�cieņtilor acestor forme. Pentru ca pro-
cedeul s¼a �e mai uşor de îņteles, vom introduce mai întâi tensorii de ordinul
doi, pentru ca apoi generalizarea s¼a se fac¼a f¼ar¼a nici o di�cultate. Facem
acest lucru şi pentru c¼a tensorii de ordinul doi sunt mai frecvent întâlni̧ti în
teoria difereņtial¼a a suprafȩtelor.

3.2.2 Tensori de ordinul doi

În primul rând, pornim de la doi vectori covariaņti oarecare bj şi ck
într-un punct P de coordonate u1; u2; :::; un şi consider¼am forma biliniar¼a

B = ajkbjck;

în componente ale acestor vectori, form¼a pe care o presupunem invariant¼a la
transform¼ari admisibile de coordonate 3.3.
Notând cantit¼a̧tile corespunz¼atoare în coordonatele u1; u2; :::; un printr-o

bar¼a, trebuie s¼a avem:

B = apqbpcq = ajkbjck = B:
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Din aceast¼a egalitate şi 3.20, ob̧tinem

ajkbjck = apq
@uj

@up
bj
@uk

@uq
ck;

şi deoarece aceast¼a rela̧tie are loc pentru orice pereche de vectori covariaņti,
produsul bjck trebuie s¼a aib¼a aceiaşi coe�cieņti în ambii membri şi deci:

(3.21) ajk =
@uj

@up
@uk

@uq
apq; j; k = 1; :::; n:

În mod analog, folosind 3.19, ob̧tinem transformarea invers¼a:

(3.22) asm =
@us

@uj
@um

@uk
ajk; s;m = 1; :::; n:

De�nitia 3.9 Mulţimea ordonat¼a de n2 numere reale ajk, respectiv, ajk

(j; k = 1; :::; n) date în P; care la o transformare 3.3 respect¼a legea 3.21,
poart¼a numele de componente ale unui tensor contravariant de or-
dinul doi în raport cu G; în sistemul de coordonate uj; respectiv, uj;
derivatele în 3.21 �ind evaluate în P:

Observa̧tii: 1. Rela̧tia 3.22 poate � ob̧tinut¼a şi din 3.21 prin multipli-

carea cu
@us

@uj
� @u

m

@uk
; sumând dup¼a j şi k de la 1 la n şi folosind de�ni̧tia

simbolului lui Kronecker. Într-adev¼ar:

@us

@uj
@um

@uk
ajk = apq

@uj

@up
@us

@uj
@uk

@uq
@um

@uk
= apq�sp�

m
q = asm:

2. Componentele tensorului de ordinul doi ajk, în num¼ar de n2; pot �
aranjate în forma unei matrici p¼atratice în care elementele sunt notate cu
indici superiori (de contravariaņt¼a)0BB@

a11 a12 ::: a1n

a21 a22 ::: a2n

:::
an1 an2 ::: ann

1CCA :

3. Dac¼a vj şi wk sunt vectori contravariaņti în punctul P; putem forma
n2 produse

ajk = vjwk; j; k = 1; :::; n;

care sunt componente ale unui tensor contravariant de ordinul doi (l¼as¼am în
seama cititorului veri�carea acestui fapt). Acest tensor de numeşte produsul
tensorial al celor doi vectori.
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S¼a remarc¼am c¼a, invers, nu orice tensor de ordinul doi poate si reprezentat
ca produs tensorial de doi vectori.
În al doilea rând, plec¼am de la doi vectori contravariaņti oarecare bj şi ck

într-un punct P şi consider¼am forma biliniar¼a:

C = ajkb
jck;

în componente ale acestor vectori, form¼a pe care o presupunem invariant¼a la
3.3.
Notând cantit¼a̧tile corespunz¼atoare în coordonatele u1; u2; :::; un printr-o

bar¼a, trebuie s¼a avem:

C = apqb
p
cq = ajkb

jck = C:

Din aceast¼a egalitate şi 3.18, ob̧tinem

ajkb
jck = apq

@up

@uj
bj
@uq

@uk
ck;

şi deoarece aceast¼a rela̧tie are loc pentru orice pereche de vectori covariaņti,
produsul bjck trebuie s¼a aib¼a aceiaşi coe�cieņti în ambii membri şi deci:

(3.23) ajk = apq
@up

@uj
@uq

@uk
; j; k = 1; :::; n:

În mod analog, folosind 3.17, ob̧tinem transformarea invers¼a:

(3.24) asm =
@uj

@us
@uk

@um
ajk; s;m = 1; :::; n:

De�nitia 3.10 Mulţimea ordonat¼a de n2 numere reale ajk, respectiv, ajk
(j; k = 1; :::; n) date în P; care la o transformare 3.3 respect¼a legea 3.23,
poart¼a numele de componente ale unui tensor contravariant de or-
dinul doi în raport cu G; în sistemul de coordonate uj; respectiv, uj;
derivatele în 3.23 �ind evaluate în P:

Analoagele celor trei observa̧tii referitoare la tensorii covariaņti de ordinul
doi sunt uşor de transpus şi de aceea nu le mai d¼am.
În �ne, în al treilea rând, plecând de la doi vectori arbitrari, da̧ti în P;

unul contravariant bj şi altul covariant ck şi considerând forma biliniar¼a

F = a kj b
jck;

în componente ale acestor vectori, form¼a pe care o presupunem invariant¼a la
3.3, adic¼a

F = a qp b
p
cq = a kj b

jck;
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prin 3.18 şi 3.20 ob̧tinem:

a kj b
jck = a qp

@up

@uj
bj
@uk

@uq
ck;

şi, deoarece aceast¼a egalitate are loc pentru orice pereche de vectori, produsul
tensorial bjck trebuie s¼a aib¼a aceiaşi coe�cieņti în ambii membri şi deci:

(3.25) a kj = a qp
@up

@uj
@uk

@uq
; j; k = 1; :::; n:

Prin 3.17 şi 3.19 g¼asim leg¼atura invers¼a:

(3.26) a ms =
@uj

@us
@um

@uk
a kj ; m; s = 1; :::; n:

De�nitia 3.11 Mulţimea ordonat¼a de n2 numere reale a kj , respectiv, a
k
j

(j; k = 1; :::; n) date în P; care la o transformare 3.3 respect¼a legea 3.25,
poart¼a numele de componente ale unui tensor mixt de ordinul doi în
raport cu G; în sistemul de coordonate uj; respectiv, uj; derivatele în 3.25
�ind evaluate în P:

De asemenea, şi în acest caz au loc analoagele observa̧tiilor pe care le-am
f¼acut referitor la tensorii covariaņti.

3.2.3 Tensori de ordin arbitrar. Opera̧tii cu tensori

Vom introduce acum no̧tiunea de tensor de ordin arbitrar, care va include
de�ni̧tiile precedente drept cazuri particulare, iar în �nalul paragrafului vom
indica opera̧tiile cu aceşti tensori.
Pentru aceasta, vom considera forma multiliniar¼a

M = a k1:::ks
j1:::jr

bj1cj2 :::f jrgk1hk2 :::wks ;

în componente a r vectori contravariaņti bj1 ; cj2 ; :::; f jr şi a s vectori covar-
iaņti gk1 ; hk2 ; :::; wks , arbitrari, da̧ti într-un punct P; pe care o consider¼am
invariant¼a la transform¼arile grupului G: Scriind aceasta şi folosind 3.18 şi
3.20, ob̧tinem:

(3.27) a k1:::ks
j1:::jr

=
@up1

@uj1
:::
@upr

@ujr
@uk1

@uq1
:::
@uks

@uqs
a q1:::qs
p1:::pr

;

rela̧tie care multiplicat¼a cu

@uj1

@ut1
:::
@ujr

@utr
� @u

m1

@uk1
:::
@ums

@uks
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conduce la leg¼atura invers¼a

(3.28) a m1:::ms
t1:::tr =

@uj1

@ut1
:::
@ujr

@utr
� @u

m1

@uk1
:::
@ums

@uks
a k1:::ks
j1:::jr

;

to̧ti indicii luând valori de la 1 la n:

De�nitia 3.12 Fie G un grup de transform¼ari admisibile de coordonate şi
�e a k1:::ks

j1:::jr
o mulţime ordonat¼a de ns+r numere reale date în punc-

tul P în sistemul de coordonate u1; u2; :::; un: Mai mult, �e a m1:::ms
t1:::tr o

mulţime ordonat¼a de ns+r numere reale date în P în sistemul de coordonate
u1; :::; us; obţinut din u1; u2; :::; un printr-o transformare din G: Dac¼a relaţiile
de transformare 3.27-3.28 sunt îndeplinite, atunci spunem c¼a în P sunt date
componentele unui tensor de ordin s+r, sau de tipul (s,r), sau de
s ori contravariant şi de r ori covariant în raport cu G:

Este uşor de v¼azut c¼a de�ni̧tia de mai sus le include pe cele ale tensorilor
de ordinul întâi şi doi.
Nu excludem posibilitatea ca, în general, componentele unui tensor s¼a �e

date nu numai într-un singur punct, ci în �ecare punct al unei muļtimi de
puncte din spa̧tiul considerat. Aceste componente vor � atunci funçtii de
coordonatele din acea muļtime şi în cest caz vom spune c¼a în acea muļtime
este dat un câmp de tensori. Pentru simplitate, vom spune tot �tensor�
în loc de �câmp de tensori�în acest caz.
Înainte de a trece la opera̧tii cu tensori, sunt necesare câteva preciz¼ari.
Scalarii îi numim tensori de ordin 0 (zero).
Un tensor se spune a � simetric în raport cu doi indici de contravar-

iaņt¼a sau doi indici de covariaņt¼a, dac¼a componentele ob̧tinute prin schim-
barea indicilor respectivi între ei, sunt egale. Un tensor contravariant sau
covariant se spune a � simetric dac¼a el este simetric în raport cu �ecare
pereche de indici. Un asemenea tensor nu poate �mixt.
Pentru un tensor simetric de ordin doi, din cele n2 componente, cel mult

n(n+1)
2

sunt distincte.
Tensorul antisimetric (strâmb simetric sau alternat) în raport cu

doi indici de contravariaņt¼a sau doi indici de covariaņt¼a, este acel tensor
ale c¼arui componente ob̧tinute prin schimbarea indicilor respectivi între ei
difer¼a numai prin semn. Un tensor contravariant sau covariant se spune a �
antisimetric dac¼a el este antisimetric în raport cu �ecare pereche de indici.
În cazul unui tensor, s¼a spunem, covariant de ordinul doi, antisimetric

tij; trebuie s¼a avem tij = �tji; în particular, tii = �tii; de unde rezult¼a c¼a
tii = 0:
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Doi tensori se numesc de acelaşi tip dac¼a ei au acelaşi num¼ar de indici
de covariaņt¼a şi acelaşi num¼ar de indici de contravariaņt¼a. Vom nota cu T sr
muļtimea tensorilor de tip (s; r) (de s ori contravariaņti şi de r ori covariaņti).

1. Adunarea se de�neşte numai pentru tensorii de acelaşi tip. Suma
între a k1:::ks

j1:::jr
şi b k1:::ks

j1:::jr
este tensorul de tip (s; r)

c k1:::ks
j1:::jr

= a k1:::ks
j1:::jr

+ b k1:::ks
j1:::jr

:

2. Înmuļtirea tensorilor este de�nit¼a f¼ar¼a restriçtii. Prin produsul
(produsul tensorial) a doi tensori a i1:::iq

h1:::hp
şi b k1:::ks

j1:::jr
,

primul de tip (q; p); al doilea de tip (s; r); îņtelegem un tensor de tip
(q + s; p+ r); de componente

c
i1:::iqk1:::ks

h1:::hpj1:::jr
= a

i1:::iq
h1:::hp

� b k1:::ks
j1:::jr

:

Pe scurt, are loc egalitatea

T qp 
 T rs = T
q+s
p+r :

Deoarece un scalar este un tensor de ordinul 0 (zero), are sens în-
muļtirea unui tensor cu un scalar şi concludem c¼a: muļtimea tenso-
rilor de acelaşi tip formeaz¼a spa̧tiu vectorial.

3. Contraçtia indicilor. În cazul unui tensor mixt, putem egala un
indice de contravariaņt¼a (superior) cu un indice de covariaņt¼a (inferior)
şi efectua sumarea în raport cu aceast¼a pereche de indici. Aceast¼a
opera̧tie se numeşte contraçtie. Din 3.27 şi 3.13 rezult¼a c¼a aceast¼a
opera̧tie conduce la un tensor cu un indice de contravariaņt¼a şi un
indice de covariaņt¼a mai pu̧tin, adic¼a

C : T qp ! T q�1p�1 :

De exemplu, dac¼a a kj 2 T 11 ; atunci a
j
j = a 11 + a

2
2 + :::+ a

n
n 2 T 00 = R:

Într-adev¼ar,

a mm =
@ui

@um
� @u

m

@uj
a ji = � ij a

j
i = a jj :

Analog, dac¼a a klm
ij 2 T 32 ; putem avea

1

C
1
a klm
ij := a ilm

ij 2 T 21 ;
2

C
1
a klm
ij := a kim

ij 2 T 21 etc.,
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sau s¼a repet¼am contraçtia:

1

C
1

�
1

C
1
a klm
ij

�
= a ijm

ij 2 T 10 ;
2

C
1

�
2

C
1
a klm
ij

�
= a kij

ij 2 T 10 etc.

Dac¼a contract¼am un produs tensorial în raport cu indici în ambii fac-
tori ai produsului, tensorul rezultat este numit produsul interior al
acestor tensori.

De exemplu, dac¼a aj 2 T 01 şi bk 2 T 10 ; atunci ştim c¼a ajbk 2 T 11 ; iar
produsul lor interior este ajbj 2 T 00 = R: Sau înc¼a, dac¼a aij 2 T 02 şi
bklm 2 T 30 ; atunci ştim c¼a aijbklm 2 T 32 ; iar produsele lor interioare pot
� de forma aijbjlm 2 T 21 ; aijbkim 2 T 21 ; aijbijm 2 T 10 etc.

4. Simetrizarea unui tensor. Opera̧tia de simetrizare a unui tensor, în
raport cu anumi̧ti indici (de acelaşi fel) const¼a în construçtia urm¼atoare
a unui tensor simetric, plecând de la tensorul dat: se consider¼a suma
tuturor componentelor tensorului dat ob̧tinute permutându-se în toate
modurile posibile indicii în raport cu care simetriz¼am şi se împarte
aceast¼a sum¼a la num¼arul permut¼arilor.

Tensorul ob̧tinut se noteaz¼a punând în paranteze rotunde indicii
simetriza̧ti. De exemplu:

(3.29) t(ij) =
1

2
(tij + tji);

şi în general,

(3.30) t(i1:::ip) =
1

p!
(ti1:::ip + ti2i1:::ip + :::):

Dac¼a între indicii în raport cu care simetriz¼am sunt intercala̧ti indici în
raport cu care nu simetriz¼am, aceştia se despart prin bare. De exemplu:

(3.31) t(ijjjk) =
1

2
(tijk + tkji):

5. Alternarea. Opera̧tia de alternare a unui tensor în raport cu anumi̧ti
indici d¼a un procedeu de a construi, plecând de la un tensor dat, un
tensor antisimetric în raport cu aceşti indici.

Pentru aceasta vom proceda ca şi la simetrizare, numai c¼a în sum¼a vom
lua componentele ce se ob̧tin din primul termen printr-o permutare par¼a a
indicilor cu semnul plus, iar cele care se ob̧tin printr-o permutare impar¼a a
indicilor, cu semnul minus.
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Indicii alternaņti se vor nota cu paranteze p¼atrate. De exemplu:

(3.32) t[ij] =
1

2
(tij � tji);

(3.33) t[ijk] =
1

6
(tijk � tikj + tjki � tjik + tkij � tkji);

(3.34) t[i1:::ip] =
1

p!
(ti1:::ip + ti2:::ipi1 + ti3:::ipi1i2 + :::� ti2i1:::ip � :::);

sau înc¼a,

t[ijjjk] =
1

2
(tijk � tkji);

unde intercalarea indicilor între bare semni�c¼a faptul c¼a în raport cu ei nu
altern¼am sau nu simetriz¼am.

3.2.4 Tensori a�ni şi tensori euclidieni. Opera̧tia de
ridicare şi coborâre a indicilor

Pân¼a acum, în acest paragraf nu am precizat structura spa̧tiului n-
dimensional în care am considerat grupul transform¼arilor admisibile de co-
ordonate G; în raport cu care am de�nit tensorii de ordin arbitrar. Luând
cazuri particulare de astfel de spa̧tii vom ob̧tine cu uşuriņt¼a cazurile par-
ticulare ale tensorilor a�ni şi euclidieni, tensori ce se întâlnesc frecvent în
mecanic¼a, �zic¼a şi alte discipline.
Pentru început, vom considera spa̧tiul n-dimensional drept spa̧tiu liniar

n-dimensional En (ale c¼arui elemente le numim vectori) peste un corp K
(ale c¼arui elemente poart¼a numele de scalari). Fie fe1; :::; eng o baz¼a a acestui
spa̧tiu, [5].
Un vector oarecare se descompune unic în aceast¼a baz¼a, s¼a spunem, sub

forma:
x = xiei;

unde (x1; :::; xn) sunt numite componente ale vectorului x în baza e1; :::; en:
Dac¼a schimb¼am baza, s¼a spunem, e1; :::; en; atunci trebuie s¼a avem o leg¼a-

tur¼a între baza nou¼a şi baza veche, de forma

(3.35) em = A i
mei; m = 1; :::; n;

unde det(A i
m) 6= 0:
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Atunci, vectorul x se scrie în baza nou¼a:

x = xmem;

unde (x1; :::; xn) sunt noile componente ale vectorului x: Prin 3.35 rezult¼a:

x = xiei = xmem = xmA i
mei;

şi, cum e1; :::; en sunt liniar independeņti, avem:

(3.36) xi = A i
mx

m; i = 1; ; :; n;

leg¼atura între vechile componente xi şi noile componente xi:
Dac¼a leg¼atura între baza veche şi baza nou¼a este de forma

(3.37) ei = Bm
i em; i = 1; ; :; n;

un calcul analog conduce la leg¼atura dintre componentele noi xi şi cele vechi
xi; de forma:

(3.38) xm = Bm
i x

i;

unde det(Bm
i ) 6= 0:

Avem, evident,

(3.39) A �B = (A i
mB

m
j ) = (�

i
j) = I; B � A = (Bm

i A
j
m) = (�

i
j) = I;

unde I desemneaz¼a matricea unitate, iar �ij este simbolul lui Kronecker, pe
scurt

A j
mB

m
k = �jk; A

k
mB

m
j = �jk; j; k = 1; :::; n:

Dac¼a En � Rn este muļtimea sistemelor ordonate de n numere reale (ele-
mentele acesteia le mai putem numi �puncte�), atunci 3.36 şi 3.38 reprezint¼a
formulele de transformare ale coordonatelor unui punct P (x1; :::; xn); respec-
tiv, P (x1; :::; xn); la schimbarea reperului, prin p¼astrarea originii (rota̧tie).
Dac¼a schimb¼am şi originea reperului, ob̧tinem formulele:

(3.40) xi = A i
mx

m + A i
0 ;

(3.41) xm = Bm
i x

i +Bm
0 ;

unde (A 1
0 ; ; An

0 ); respectiv, (B
1
0 ; ; B n

0 ) reprezint¼a coordonatele noilor orig-
ini, în sistemele respective. Formulele 3.40, 3.41 formeaz¼a grupul, s¼a-l not¼am
tot cu G; al transform¼arilor a�ne.
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Acest grup G este un caz particular de grup de transform¼ari admisibile
de coordonate şi deci, are sens s¼a calcul¼am din 3.40 şi 3.41 (mai particular,
din 3.36 şi 3.38) cantit¼a̧tile:

(3.42)
@ui

@um
=

@xi

@xm
= A i

m;
@um

@uj
=
@xm

@xj
= Bm

j ;

cantit¼a̧ti necesare de�nirii tensorilor a�ni, prin particulariz¼ari ale de�ni̧ti-
ilor de mai sus.
De exemplu, n2 numere aij; respectiv, aij; date în P (x1; :::; xn); respectiv,

în P (x1; :::; xn); constituie componentele unui tensor a�n contravariant
de ordinul doi dac¼a legea lor de schimbare la transform¼arile a�ne G date
de 3.40 este:

(3.43) ajk = A j
pA

k
q a

pq; (j; k = 1; :::; n)

sau invers,

(3.44) asm = B s
j B

m
k a

jk; (s;m = 1; :::; n):

În mod analog, n3 numere reale a jki ; respectiv, a jki ; apaŗtin spa̧tiului
liniar al tensorilor a�ni de tipul (2; 1), T 21 (En); dac¼a la o transformare a�n¼a
din G; se modi�c¼a dup¼a legea

(3.45) a jki = Bm
i A

j
pA

k
q a

pq
m (i; j; k = 1; :::; n);

sau invers,

(3.46) a pqm = A i
mB

p
j B

q
k a

jk
i (m; p; q = 1; :::; n);

cum se constat¼a prin particularizarea lui 3.27, la care aplic¼am 3.42 şi, respec-
tiv, din 3.45, cu rela̧tiile 3.13.

Observatia 3.13 Din 3.42, observ¼am c¼a xi sunt componente a�ne con-
travariante ale vectorului x: Din acest motiv, elementele unui spaţiu vectorial
sunt numite vectori contravarianţi.

Dac¼a consider¼am doi vectori x; y 2 En; putem de�ni produsul scalar al
lor în baza e1; :::; en; notat cu x � y; dat de

x � y = xjykejek;

care este un invariant a�n. Într-adev¼ar, din 3.38, 3.35 şi 3.13, avem:

�x�y = xpyqepeq = B p
j x

jB q
k y

kA r
p erA

s
q es = �rj�

k
sx
jykeres =

= xjykejek = x � y:
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Produsele scalare între vectorii bazei le vom nota pe scurt:

(3.47) gij = eiej

şi este uşor de v¼azut c¼a gij 2 T 02 (En): Într-adev¼ar, din egalitatea de mai sus
şi 3.35, avem:

(3.48) gpq = epeq = A j
pejA

k
q ek = A j

pA
k
q ejek = A j

pA
k
q gjk;

adic¼a, tocmai legea de transformare a unui tensor a�n covariant de ordinul
al doilea. Mai mult, el este simetric: gij = gji:
Multiplicând, descompunerea vectorului x în baza e1; :::; en :

x = xiei;

cu un vector ej oarecare din baz¼a, ob̧tinem produsul scalar xej de forma

(3.49) xej = xigij;

unde am ţinut cont de nota̧tia 3.47.
S¼a not¼am membrul al doilea al acestei egalit¼a̧ti cu

(3.50) xj = xigij

şi s¼a c¼aut¼am legea de transformare a lui xj prin grupul G:
Avem, din 3.50, 3.49 şi 3.48, rela̧tia

xq = xpgpq = �x�eq = B p
i x

iA j
pA

k
q gjk = �jiA

k
q x

igjk = A k
q x

igik = A k
q xk;

ceea ce arat¼a c¼a xj sunt componente de vector covariant, xj 2 T 01 (En):
Numim xj componentele covariante ale vectorului x; în baza aleas¼a,

spre deosebire de componentele contravariante xi ale vectorului x.
Dac¼a matricea (gij) este nesingular¼a, adic¼a

(3.51) det(gij) 6= 0;

are sens matricea invers¼a, notat¼a cu (gij) a lui (gij) :

(3.52) gijg
ki = �kj :

Atunci, din 3.50, prin înmuļtire cu gjk şi 3.52, ob̧tinem:

(3.53) xk = gkjxj:

Formulele 3.50, respectiv, 3.53, ne arat¼a modul de trecere de la compo-
nentele contravariante xi ale vectorului x la componentele covariante xi ale
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aceluiaşi vector x: Acest procedeu de coborâre şi ridicare a indicilor
poate � extins la tensori oarecare prin formule de tipul:

(3.54) t
i2:::iq
i1

= gi1j1t
j1i2:::iq ;

pentru coborârea indicelui de contravariaņt¼a, sau

(3.55) ti1i2:::iq = gi1j1tj1i2:::iq ;

pentru ridicarea indicelui de covariaņt¼a. Putem repeta opera̧tia de mai multe
ori:

(3.56) ti1i2:::iq = gi1j1gi2j2 :::giqjqt
j1j2:::jq ;

(3.57) ti1i2:::iq = gi1j1gi2j2 :::giqjqtj1j2:::jq ;

sau opera̧tia poate � aplicat¼a unui tensor mixt, formulele �ind analoage cu
cele de mai sus.
Caracterul tensorial al membrului întâi din 3.54-3.57 se veri�c¼a uşor, efec-

tuând în �ecare câte o schimbare a bazei.
În �ne, dac¼a în spa̧tiul liniar En peste corpul K (= R sau C) alegem o

baz¼a ortonormat¼a e1; e2; :::; en şi de�nim produsul scalar a doi vectori x şi
y prin:

xy =
nX
i=1

xiyi;

atunci spa̧tiul liniar se numeşte spa̧tiu euclidian n-dimensional, pentru
care avem, evident,

gij = eiej = �ij;

simbolii lui Kronecker cu ambii indici nota̧ti jos.
Dac¼a e1; e2; :::; en este o alt¼a baz¼a ortonormat¼a, avem:

�pq = epeq = gpq = A j
pA

k
q �jk =

nX
i=1

A k
pA

k
q ;

ceea ce exprim¼a faptul c¼a matricea A i
m din 3.35 este ortogonal¼a.

Aceasta înseamn¼a c¼a toate de�ni̧tiile tensorilor a�ni se particularizeaz¼a
la tensori euclidieni în scrierea de mai sus, numai cu suplimentarea

det(A j
i ) = 1:

Deoarece
det(gij) = det(�ij) = 1 6= 0;
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rezult¼a c¼a gij admit reciprocii gji şi opera̧tia de ridicare şi coborâre a indicilor
într-un spa̧tiu euclidian n-dimensional este totdeauna posibil¼a.
Atragem ateņtia c¼a, pentru a putea coborî sau ridica un indice, trebuie ca

locul pe care aducem acel indice s¼a �e liber. Prin urmare, atunci când vom
lucra cu tensori a�ni, ne vom îngriji de p¼astrarea locului indicilor coborâ̧ti
şi ridica̧ti. Astfel, de exemplu, nu vom scrie imprecis tji , ci vom scrie tji sau
t ji şi, în general, aceşti doi tensori sunt diferi̧ti. Numai dac¼a aceştia coincid,
vom putea scrie f¼ar¼a ambiguitate tji :

3.3 Prima form¼a fundamental¼a a unei
suprafȩte

3.3.1 Curbe pe suprafa̧t¼a

Fie (S) o suprafa̧t¼a de clas¼a p � 1 dat¼a în reprezentarea

(3.58) �!r = �!r (u1; u2);

şi P un punct regulat al ei.
O curb¼a (C) trasat¼a pe (S) poate � reprezentat¼a sub forma

(3.59) u1 = u1(t); u2 = u2(t);

unde t este un parametru real, funçtiile u1(t); u2(t) �ind de clas¼a p � 1 şi
îndeplinind condi̧tia ca pentru orice t, cel pu̧tin una din derivatele _u1 şi _u2

s¼a �e diferit¼a de zero:

(3.60) ( _u1)2 + ( _u2)2 > 0:

Înlocuind 3.59 în 3.58, ob̧tinem pentru curba (C) de pe suprafa̧ta (S)
reprezentarea parametric¼a

(3.61) �!r = �!r (u1(t); u2(t)):

În condi̧tiile de mai sus, reprezentarea 3.61 este general admisibil¼a (în sensul
de�ni̧tiei 2.4).
În particular, dac¼a alegem u1 = t; respectiv, u2 = t; g¼asim pentru curba

(C) de pe (S) reprezent¼arile:

(3.62) u2 = u2(u1) sau u1 = u1(u2)

şi reprezentarea implicit¼a:

(3.63) h(u1; u2) = 0:
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Mai mult, s¼a remarc¼am c¼a u1=constant şi u2=constant sunt curbe pe (S),
anume, familia curbelor coordonate (sau familia curbelor parametri-
ce), ce formeaz¼a o rȩtea (�g. 3.1): prin �ecare punct P0(u10; u

2
0) al lui (S)

trece cel pu̧tin câte o curb¼a din �ecare familie, anume:

(C1) : u2 = u20
(C2) : u1 = u10:

�g. 3.1

Mai mult, ţinând cont c¼a aplica̧tia (u1; u2) 7! �!r (u1; u2) este bijectiv¼a,
are loc

Propozitia 3.14 Printr-un punct P al unei suprafeţe regulate trece exact
câte o curb¼a coordonat¼a din �ecare familie.

Astfel, P se a�¼a la interseçtia curbelor coordonate u2 = u20 şi u
1 = u10;

avem, astfel, o situa̧tie analoag¼a celei dintr-un plan raportat la un reper
xOy; caz în care un punct M(x0; y0) se a�¼a la interseçtia dreptelor x = x0
şi y = y0; (x0,y0) numindu-se coordonate rectangulare (sau carteziene). Din
acest motiv, parametrii u1; u2 mai poart¼a numele de coordonate curbilinii
pe suprafa̧ta (S):
Fie acum P un punct al unei curbe oarecare (C); trasate pe (S): Pre-

supunem c¼a (C) este reprezentat¼a prin 3.59. Atunci, vectorul tangent în P

la (C); cu nota̧tiile �!r 1 =
@�!r
@u1

; �!r 2 =
@�!r
@u2

, este:

(3.64)
��!r =

d�!r
dt

=
@�!r
@u1

du1

dt
+
@�!r
@u2

du2

dt
= �!r 1 _u1 +�!r 2 _u2;

rela̧tie care ne arat¼a c¼a acest vector este o combina̧tie liniar¼a de vectorii �!r 1
şi �!r 2: Pentru curbele coordonate, avem:

(C1) : (u
1 = t; u2 = const:; _u1 = 1; _u2 = 0);
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respectiv,
(C1) : (u

1 = const:; u2 = t; _u1 = 0; _u2 = 1);

şi rela̧tia 3.64 ne permite s¼a formul¼am:

Propozitia 3.15 Vectorul tangent la curba coordonat¼a u2 = const este
�!r 1 =

@�!r
@u1

; iar vectorul tangent la curba coordonat¼a u1 = const este

�!r 2 =
@�!r
@u2

:

Presupunem c¼a P 2 (S) este punct regulat. Dac¼a ţinem cont de condi̧tia
de regularitate �!r 1 ��!r 2 6= 0; urmeaz¼a c¼a:

Propozitia 3.16 Cele dou¼a curbe coordonate care trec printr-un punct P al
unei suprafeţe regulate au în P drepte tangente distincte.

Cu alte cuvinte, dac¼a P este punct regulat, atunci vectorii �!r 1 şi �!r 2 sunt
liniar independeņti, ceea ce înseamn¼a, ţinând cont de 3.60, c¼a

��!r 6= 0
Mai mult, din 3.64 deducem c¼a vectorul tangent la orice curb¼a pe (S) este

o combina̧tie liniar¼a de �!r 1 şi �!r 2. Prin urmare, el descrie planul determinat
de punctul P şi direçtiile �!r 1 şi �!r 2), fapt ce va �folosit în paragraful urm¼ator

3.3.2 Planul tangent şi dreapta normal¼a la o suprafa̧t¼a
într-un punct regulat. Orientarea unei suprafȩte

De�nitia 3.17 Numim plan tangent în punctul regulat P la suprafaţa (S);
planul care conţine tangentele în P ale tuturor curbelor de pe (S) ce trec prin
P:
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Notând cu
�!
R vectorul de pozi̧tie al unui punct oarecare din acest plan şi

cu ~r; vectorul de pozi̧tie al lui P , avem:

(3.65) (
�!
R ��!r ;�!r 1;�!r 2) = 0

sau

(3.66)
�!
R (�1; �2) = �!r + �1�!r 1 + �2�!r 2; �1; �2 2 R (�!r 1 ��!r 2 6= 0);

pentru ecua̧tia vectorial¼a a planului tangent în P la (S):
Rela̧tia 3.65 se scrie pe componente:

(3.67)

������
X � x Y � y Z � z
@x
@u1

@y
@u1

@z
@u1

@x
@u2

@y
@u2

@z
@u2

������ = 0;
unde X; Y; Z sunt componentele lui

�!
R; iar x; y; z; cele ale lui �!r :

De�nitia 3.18 Numim dreapt¼a normal¼a în punctul regulat P la suprafaţa
(S); dreapta ce trece prin P şi este perpendicular¼a pe planul tangent în P la
(S):

Cum vectorul

(3.68)
�!
N = �!r 1 ��!r 2

este perpendicular pe planul tangent în P la (S); (�tg)P ; notând cu
�!
R vec-

torul de pozi̧tie al unui punct oarecare de pe dreapta normal¼a, avem:

(3.69)
�!
R = �!r + �

�!
N ; � 2 R;

pentru ecua̧tia vectorial¼a a dreptei normale în P la (S):
Ecua̧tiile sub form¼a de rapoarte ale dreptei normale sunt, conform cu

3.68:

(3.70)
X � x���� @y
@u1

@z
@u1

@y
@u2

@z
@u2

���� =
Y � y���� @z
@u1
@z
@u2

@x
@u1
@x
@u2

���� =
Z � z���� @x
@u1

@y
@u1

@x
@u2

@y
@u2

���� :
Remarc¼am c¼a vectorul unitar normal la (S) în P este dat de:

(3.71) �!n =
�!
N�!N =

�!r 1 ��!r 2
k�!r 1 ��!r 2k

:
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Exemplu. Fie suprafa̧ta (elicoidul) x = u1 cosu2; y = u1 sinu2; z = hu2:
S¼a se determine planul tangent şi dreapta normal¼a în A(1; 0; 0):
Punctul A corespunde valorilor u1 = 1; u2 = 0: În acest punct, avem:

~r1 = cos u2~i + sinu2~jjA = ~i; ~r2 = �u1 sinu2~i + u1 cosu2~j + h~kjA = ~j + h~k:
Planul tangent are ecua̧tia:������

X � 1 Y Z
1 0 0
0 1 h

������ = 0;
sau �hY + Z = 0: Vectorul normal la plan în A are, astfel, componentele

~N(0;�h; 1); iar versorul lui este ~n
�
0;

�hp
1 + h2

;
1p
1 + h2

�
: Ecua̧tiile dreptei

normale sub form¼a de rapoarte sunt uşor de scris.
Observa̧tii:

1. Dac¼a punctul P este dat, vectorii �!r 1 şi �!r 2 sunt unic determina̧ti şi
necoliniari şi atunci, ansamblul fP;�!r 1;�!r 2g constiuie un reper �xat în
planul tangent. În acest reper, vectorul tangent la o curb¼a arbitrar¼a
de pe (S); ce trece prin P; în conformitate cu 3.64, are componentele
��!r ( _u1; _u2); adic¼a

�
du1

dt
;
du2

dt

�
; direçtia tangent¼a �ind de componente

(du1; du2) sau (1;
du2

du1
); prin coliniaritate.

2. Remarc¼am c¼a în �ecare punct regulat al unei suprafȩte putem ataşa un
triplet de vectori liniar independeņti �!r 1;�!r 2 şi �!n ; care, spre deosebire
de reperul Frenet al curbelor în spa̧tiu nu este neap¼arat ortonormat,
deoarece, în general, �!r 1 şi �!r 2 nu sunt unitari şi nu sunt perpendi-
culari. Reperul mobil format din punctul regulat P 2 (S) şi tripletul
f�!r 1;�!r 2;�!n g poart¼a numele de reperul lui Gauss.

3. Planul tangent şi dreapta normal¼a într-un punct regulat P 2 (S) sunt
invariante la transform¼arile admisibile de coordonate (reparametriz¼ari).
Într-adev¼ar, dac¼a ui = ui(�u1; �u2); i = 1; 2; atunci:

~r1 =
@~r

@u1
=

@~r

@�ui
@�ui

@u1
=
@�ui

@u1
~r�{;

~r2 =
@~r

@u2
=

@~r

@�uj
@�uj

@u2
=
@�uj

@u2
~r�j;

de unde deducem c¼a vectorii normali ~r1 � ~r2 şi ~r�{ � ~r�j sunt coliniari,
ceea ce justi�c¼a a�rma̧tia.
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4. Sensul lui �!n depinde de reprezentarea parametric¼a a suprafȩtei: o
transformare parametric¼a admisibil¼a al c¼arei jacobian D este negativ
inverseaz¼a sensul lui �!n ; iar o transformare pentru care D este pozitiv
p¼astreaz¼a sensul lui �!n :

Într-adev¼ar, dac¼a (S) este dat¼a în reprezentarea

�!r = �!r (u1; u2);

avem:

�!r 1 ��!r 2 =
@�!r
@u1

� @�!r
@u2

=

�
�!r 1

@u1

@u1
+�!r 2

@u2

@u1

�
�
�
�!r 1

@u1

@u2
+�!r 2

@u2

@u2

�
=

= (�!r 1 ��!r 2)
�
@u1

@u1
@u2

@u2
� @u2

@u1
@u1

@u2

�
;

adic¼a

(3.72) �!r 1 ��!r 2 = D(�!r 1 ��!r 2);

sau invers, printr-un calcul analog:

(3.73) �!r 1 ��!r 2 = D(�!r 1 ��!r 2);

unde D este inversul lui D :

(3.74) DD = 1:

Rela̧tiile 3.72-3.73 demonstreaz¼a a�rma̧tia.

De�nitia 3.19 Sensul vectorului unitar normal la suprafaţa (S) în P este
numit sensul normal pozitiv al suprafeţei (S) în P:

De�nitia 3.20 O suprafaţ¼a (S) se spune a � orientabil¼a dac¼a sensul nor-
mal pozitiv dat într-un punct arbitrar P al lui (S) poate � prelungit în mod
continuu la întreaga suprafaţ¼a.

Dac¼a (S) este orientabil¼a, atunci nu exist¼a pe (S) o curb¼a închis¼a (C) care
trece prin P; astfel încât sensul pozitiv normal s¼a se schimbe atunci când ne
deplas¼am continuu de la P de-a lungul lui (C) întorcându-ne la loc în P:
Evident, reprezent¼arile admisibile ale unei poŗtiuni de suprafa̧t¼a pot �

divizate în dou¼a clase, �ecare corespunzând la una din cele dou¼a posibilit¼a̧ti
de orientare a acestei poŗtiuni. Dou¼a astfel de reprezent¼ari apaŗtin la aceeaşi
clas¼a, dac¼a ele sunt legate printr-o transformare al c¼arei jacobian este pozitiv.
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De�nitia 3.21 Vom spune c¼a unghiul orientat ( \�!t 1;
�!
t 2) dintre vectorii di-

rectori ai dreptelor tangente în P la dou¼a curbe pe (S) este orientat pozitiv
dac¼a triedrul format de vectorii

�!
t 1;

�!
t 2;

�!n este drept orientat.

Prin schimbarea sensului vectorului �!n se schimb¼a şi orientarea unghiului
(
\�!
t 1;

�!
t 2):

În cele ce urmeaz¼a, ne propunem s¼a deducem ecua̧tia planului tangent şi
expresia vectorului normal într-un punct regulat P 2 (S); pentru cazurile în
care suprafa̧ta este dat¼a în reprezentare explicit¼a sau implicit¼a.
Dac¼a suprafa̧ta (S) este dat¼a în reprezentarea cartezian¼a explicit¼a

3.7, o renotare a variabilelor independente x şi y cu u1; respectiv, u2; conduce
la ecua̧tia vectorial¼a a lui (S) :

�!r (u1; u2) = u1
�!
i + u2

�!
j + z(u1; u2)

�!
k ;

de unde deducem c¼a vectorii tangeņti la curbele coordonate sunt:

�!r 1(u1; u2) =
�!
i + z1

�!
k ; �!r 2(u1; u2) =

�!
j + z2

�!
k ; zj =

@z

@uj
; j = 1; 2:

Introducând nota̧tiile lui Monge:

p =
@z

@x
; q =

@z

@y

şi efectuând calculele în 3.67, ob̧tinem ecua̧tia planului tangent la suprafa̧ta
(S) dat¼a în reprezentarea explicit¼a z = z(x; y) sub forma:

(3.75) �(X � x)p� (Y � y)q + (Z � z) = 0;

la care remarc¼am vectorul normal

(3.76)
�!
N (�p;�q; 1)

şi vectorul unitar normal

(3.77) �!n = �p�!i � q
�!
j +

�!
kp

1 + p2 + q2
;

orienta̧ti pozitiv fa̧t¼a de planul xOy:
Dac¼a suprafa̧ta (S) este dat¼a în reprezentarea implicit¼a 3.8

F (x; y; z) = 0; atunci, conform celor ar¼atate în §1, în vecin¼atatea unui punct
regulat P 2 (S); exist¼a explicitarea z = z(x; y) care satisface 3.8 identic:

F (x; y; z(x; y)) = 0:
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Derivând aceast¼a identitate în raport cu x, respectiv y; ob̧tinem iden-
tit¼a̧tile:

F 0x + F 0zp = 0; F
0
y + F 0zq = 0;

care ne expliciteaz¼a p şi q sub forma

(3.78) p = �F
0
x

F 0z
; q = �

F 0y
F 0z
:

Substituind 3.78 în 3.75, suntem conduşi, în acest caz, la ecua̧tia planului
tangent la (S) în punctul P (x; y; z) sub forma:

(3.79) (X � x)F 0x + (Y � y)F 0y + (Z � z)F 0z = 0:

Distingem vectorul normal
�!
N ; notat câteodat¼a şi cu gradF (̧si numit gra-

dientul funçtiei F ), de componente

(3.80)
�!
N � gradF (F 0x; F

0
y; F

0
z)

şi vectorul normal unitar

(3.81) �!n =
F 0x
�!
i + F 0y

�!
j + F 0z

�!
kq

(F 0x)
2 + (F 0y)

2 + (F 0z)
2
:

Ecua̧tiile sub form¼a de rapoarte ale dreptei normale �ind uşor de scris,
nu le mai d¼am.

3.3.3 Prima form¼a fundamental¼a. M¼asurarea lun-
gimilor şi unghiurilor. Aria unei poŗtiuni de
suprafa̧t¼a

Fie (S) : ~r = ~r(u1; u2) o suprafa̧t¼a de clas¼a p � 1; (C) : u1 = u1(t);

u2 = u2(t); o curb¼a trasat¼a pe (S) şi un arc regulat
a
AB al curbei (C);

corespunz¼ator lui t 2 [a; b] : A(t = a); B(t = b): Ne propunem s¼a calcul¼am

lungimea arcului regulat
a
AB de pe suprafa̧ta (S): În acest scop, ţinând cont

de 2.10, vom calcula

 ��!r
 =

q
��!r �

��!r ; unde
��!r = ~r1 _u

1 + ~r2 _u
2 este vectorul

tangent la (C). Produsul scalar �ind distributiv, urmeaz¼a c¼a:

��!r �
��!r = (�!r 1 � �!r 1)( _u1)2 + 2(�!r 1 � �!r 2) _u1 _u2 + (�!r 2 � �!r 2)( _u2)2:
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Notând:

(3.82) gjk =
�!r j � �!r k; (j; k = 1; 2);

adic¼a

(3.83) g11 =
�!r 1 � �!r 1; g12 = �!r 1 � �!r 2; g22 = �!r 2 � �!r 2;

avem:

(3.84)
��!r �

��!r = gjk _u
j _uk;

prin conveņtia de sumare. Atunci, 3.84 şi 2.10, conduc la formula lungimii
unui arc de curb¼a pe (S) :

(3.85) L a
AB
=

bZ
a

q
gjk _uj _ukdt:

Mai mult, din 3.84, vedem c¼a elementul de arc 2.13 pe curba (C) cap¼at¼a
forma

(3.86) ds2 = gjkdu
jduk;

pe larg,

(3.87) ds2 = g11(du
1)2 + 2g12du

1du2 + g22(du
2)2:

De�nitia 3.22 Forma p¼atratic¼a diferenţial¼a 3.86 poart¼a numele de prima
form¼a fundamental¼a a suprafeţei (S):

Deoarece ds2 = d~r � d~r = (
��!r �

��!r )dt2 = (~r1du
1 + ~r2du

2)2; prima form¼a
fundamental¼a se numeşte p¼atratul elementului liniar al suprafȩtei.
Observa̧tie: Ţinând cont de 3.83, rezult¼a c¼a într-un punct regulat P al

lui (S) (�!r 1 ��!r 2 6= 0), avem ~ri 6= 0; adic¼a

(3.88) gii > 0; (i = 1; 2)

şi, din de�ni̧tia coe�cieņtilor gij; avem g12 = k~r1k k~r2k cos �; � = \(~r1; ~r2); sau

(3.89) g12 =
p
g11 � g22 cos �; � = \(~r1; ~r2):

Vom ar¼ata c¼a unghiul � dintre dou¼a curbe ce se intersecteaz¼a (C) şi (C�);
trasate pe (S); se calculeaz¼a folosind coe�cieņtii gjk ai acestei forme, unghiul
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� �ind de�nit ca unghiul dintre vectorii tangeņti la (C) şi (C�) în punctul
de interseçtie.
Pentru a realiza aceasta, s¼a consider¼am curbele (C) şi (C�) reprezentate

pe (S) prin

(C) : uj = hj(t);

(C�) : uj = h�j(t�); j = 1; 2;

respectiv, dac¼a p este punctul lor de interseçtie, atunci, dup¼a 3.64, vectorii
tangeņti la (C) şi (C�) vor � da̧ti, respectiv, de:

(3.90)
�
~r = ~r1 _h

1 + ~r2 _h
2 =

�
~rj _h

j;
�
~r
�
= ~r1 _h

�1 + ~r2 _h
�2 = ~rk _h

�k:

Ţinând cont de nota̧tia 3.82, ob̧tinem c¼a unghiul a dou¼a curbe trasate
pe suprafa̧ta (S) are cosinusul dat de formula:

(3.91) cos� =

�
~r �

�
~r
�q

�
~r �

�
~r

q
�
~r
�
�
�
~r
�
=

gjk _h
j _hkq

glm _hl _hm
q
grs _h�r _h�s

:

Caz particular. Dac¼a alegem drept (C) şi (C�) curbele coordonate

u1 = const: şi u2 = const:; avem _h1 = 0; _h�2 = 0; adic¼a,
�
~r = ~r2 _h

2 şi
�
~r
�
= ~r1 _h

�1: De aici, urmeaz¼a c¼a:

(3.92) cos� =
~r1 � ~r2
k~r1k k~r2k

=
g12p
g11g22

;

formul¼a din care putem enuņta:

Teorema 3.23 Curbele coordonate sunt ortogonale (reţeaua curbelor para-
metrice este ortogonal¼a) dac¼a şi numai dac¼a

(3.93) g12 = 0:

Folosirea rȩtelelor parametrice ortogonale simpli�c¼a multe considera̧tii şi
evident, formule corespunz¼atoare.
S¼a remarc¼am o proprietate important¼a a primei forme fundamentale. O

form¼a p¼atratic¼a
F (x; y) = a11x

2 + 2a12xy + a22y
2

de dou¼a variabile reale x şi y se spune a � pozitiv de�nit¼a dac¼a F > 0
pentru orice (x; y) 6= (0; 0): Este clar c¼a forma este pozitiv de�nit¼a dac¼a şi
numai dac¼a a11 > 0 şi discriminantul ei

a = �� = a11a22 � a212 > 0:
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În cazul primei forme fundamentale, conform cu 3.88:

(3.94) g11 = ~r1 � ~r1 = k~r1k2 > 0;

~r1 �ind diferit de vectorul nul, conform condi̧tiei de regularitate. Discrimi-
nantul formei este, ţinând cont de 3.89:

(3.95) g =

���� g11 g12
g21 g22

���� = g11g22 � g212 = g11g22(1� cos2 �);

sau g = g11g22 sin
2 � = (k~r1k k~r2k sin �)2; de aici, deducem c¼a

(3.96) g = k~r1 � ~r2k > 0:

Am ob̧tinut în acest fel:

Teorema 3.24 În punctele regulate ale unei suprafeţe, prima form¼a funda-
mental¼a este pozitiv de�nit¼a.

Din punct de vedere geometric, aceasta înseamn¼a c¼a nu exist¼a nici o
direçtie real¼a (du1; du2) tangent¼a suprafȩtei pentru care prima form¼a funda-
mental¼a s¼a se anuleze.
Ecua̧tia

gjkdu
jduk = 0

de�neşte, în �ecare punct al suprafȩtei, o pereche de direçtii (du1; du2) imagi-
nar conjugate, numite direçtii izotrope; curbele tangente la aceste direçtii
formeaz¼a rȩteaua izotrop¼a a suprafȩtei. Curbele acestei rȩtele sunt linii
(curbe) minimale ale suprafȩtei, deoarece lungimea unui segment arbitrar de
curb¼a apaŗtinând unei linii izotrope este zero (ds = 0).

Observatia 3.25 Unghiul � între dou¼a curbe (C) şi (C�) trasate pe (S); care
se intersecteaz¼a într-un punct regulat P; poate � determinat şi prin sinusul
s¼au.

Pentru aceasta, plec¼am de la egalitatea

�
~r �

�
~r
�
=

� �~r �~r� sin��~n;
egalitate care, înmuļtit¼a scalar cu ~n; conduce la

(3.97) sin� =

0BB@
�
~r �~r ;

�
~r
� �~r� ; ~n

1CCA ;
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sau înc¼a,

(3.98) sin� = (~� ;~� �; ~n);

unde am notat cu ~� şi ~� � versorii tangeņti la (C) şi (C�) respectiv.
Formula 3.97 ne arat¼a c¼a, dac¼a facem o schimbare de parametri cu jaco-

bian negativ, atunci semnul valorii lui sin� se schimb¼a, deoarece sensul lui

~n se schimb¼a şi atunci se schimb¼a şi orientarea unghiului (
d�
~r;

�
~r
�
):

Avem, din 3.97 sau 3.98:

(3.99) (~� ;~� �; ~n) =
(~rj _h

j; ~rk _h
�k; ~n)r

gem _he _hm
q
grs _h�r _h�s

=
(~r1; ~r2; ~n)( _h

1 _h�2 � _h�1 _h2)dt2
ds � d�s ;

unde ds şi d�s noteaz¼a elementele de arc ale curbelor (C) şi respectiv, (C�):
Ţinând cont de expresia versorului normal 3.71, scris¼a sub forma ~r1 � ~r2 =
k~r1 � ~r2k~n şi de 3.96 scris sub forma

k~r1 � ~r2k =
p
g;

ob̧tinem ~r1 � ~r2 = ~n
p
g; rela̧tie care, înmuļtit¼a scalar cu ~n; conduce la

(3.100) (~r1; ~r2; ~n) =
p
g:

Cu 3.100, egalitatea 3.98 conduce la formula dorit¼a:

(3.101) sin� =
(_h1 _h�2 � _h�1 _h2)pgr
gem _he _hm

q
grs _h�r _h�s

:

Dac¼a consider¼am câte o pereche de curbe in�nit vecine din �ecare familie
de curbe coordonate

C1(u
1); ~C1(u

1 +�u1); C2(u
2); ~C2(u

2 +�u2);

atunci aria �� a patrulaterului curbiliniu de pe (S) ce se formeaz¼a cu aceste
curbe, se poate aproxima cu ajutorul ariei paralelogramului construit pe vec-
torii tangeņti ai acestor curbe, adic¼a, pe ~r1�u1 şi ~r2�u2 (�g. 3.2);

�g. 3.2
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mai precis,
�� = k~r1 � ~r2k�u1�u2;

şi atunci, ţinând cont de 3.96, putem da

De�nitia 3.26 Aria A(�) a unei porţiuni regulate (�) din suprafaţa (S)
este dat¼a de integrala dubl¼a

(3.102) A(�) =

Z Z
U

p
gdu1du2;

unde U este domeniul din planul parametric hu1; u2i corespunz¼ator porţiunii
de suprafaţ¼a (�): Expresia

(3.103) d� =
p
gdu1du2

este numit¼a elementul de arie al suprafeţei (S):

Deoarece cu ajutorul primei forme fundamentale avem posibilitatea de a
m¼asura lungimile, unghiurile şi ariile pe o suprafa̧t¼a, spunem c¼a ea de�neşte
o�metric¼a�pe suprafa̧ta (S): O metric¼a de�nit¼a printr-o form¼a difereņtial¼a
p¼atratic¼a pozitiv de�nit¼a este numit¼ametric¼a riemannian¼a, geometria care
îi corespunde �ind numit¼a geometrie riemannian¼a, iar spa̧tiile cu astfel
de metrici sunt numite spa̧tii (sau variet¼a̧ti) Riemann. Din cele de mai
sus concludem c¼a suprafȩtele sunt spa̧tii riemanniene bidimensionale.
În reprezentarea explicit¼a (S) : z = z(x; y); alegând parametrizarea

u1 = x; u2 = y; avem, în nota̧tiile lui Monge p =
@z

@x
; q =

@z

@y
:

~r1 =~i+ z0x
~k =~i+ p~k; ~r2 = ~j + z0y

~k = ~j + q~k;

de unde ob̧tinem coe�cieņtii primei forme fundamentale:

(3.104) g11 = 1 + p2; g12 = pq; g22 = 1 + q2:

În reprezentarea implicit¼a F (x; y; z) = 0; cu substitu̧tiile

p = z0x = �
F 0x
F 0z
; q = z0y = �

F 0y
F 0z
;

g¼asim c¼a

(3.105) g11 = 1 +

�
F 0x
F 0z

�2
; g12 =

F 0xF
0
y

(F 0z)
2
; g22 = 1 +

�
F 0y
F 0z

�2
:
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În �nal, speci�c¼am c¼a pentru coe�cieņtii primei forme fundamentale se
mai folosesc şi nota̧tiile lui Gauss

g11 = E; g12 = F; g22 = G;

matematicianul şi astronomul german K.F. Gauss (1777-1855) �ind primul
care a dat formele fundamentale ale suprafȩtelor.
Exemplu. S¼a se scrie elementul de arie al paraboloidului z = x2 + y2:
În nota̧tiile lui Monge, avem: p = z0x = 2x; q = z0y = 2y şi

g11 = 1 + p2 = 1 + 4x2; g12 = pq = 4xy; g22 = 1 + q2 = 1 + 4y2;

de unde rezult¼a, conform cu 3.103,

d� =
q
g11g22 � g212dxdy =

p
1 + 4x2 + 4y2dxdy

(deoarece u1 = x; u2 = y).

3.4 Tensori speciali pe o suprafa̧t¼a

3.4.1 Tensorul metric covariant şi tensorul metric con-
travariant

Teorema 3.27 Coe�cienţii gjk ai primei forme fundamentale sunt compo-
nente de tensor covariant de ordinul doi, în raport cu grupul transform¼arilor
admisibile de coordonate.

Demonstratie. Fie dou¼a reprezent¼ari ~r = ~r(u1; u2) şi ~r = ~r(�u1; �u2) ale
unei suprafȩte, legate între ele printr-o transformare admisibil¼a 3.3 şi gjk; �gjk,
coe�cieņtii corespunz¼atori:

gjk = ~rj � ~rk; �glm = ~r�l � ~r �m; (~r �m =
@~r

@�um
; m = 1; 2):

Avem:

gjk = ~rj � ~rk = (~r�1
@�u1

@uj
+ ~r�2

@�u2

@uj
) � (~r�1

@�u1

@uk
+ ~r�2

@�u2

@uk
) =

= ~r�l � ~r �m
@�ul

@uj
@�um

@uk
;

şi deci,

(3.106) gjk =
@�ul

@uj
@�um

@uk
�glm;
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adic¼a tocmai legea de transformare a componentelor unui tensor contravari-

ant de ordinul doi. Multiplicând aceast¼a egalitate cu
@uj

@�us
@uk

@�up
; ob̧tinem leg¼a-

tura invers¼a:

(3.107) �gsp =
@uj

@�us
@uk

@�up
gjk;

adic¼a legea de transformare 3.24, ceea ce trebuia demonstrat.
Din acest fapt şi din acela c¼a prima form¼a fundamental¼a introduce o

metric¼a pe suprafa̧t¼a, gjk 2 T 02 se numeşte tensor metric covariant.
Din formulele 3.72 şi din rela̧tiile de mai sus se ob̧tine urm¼atoarea teorem¼a,

a c¼arei demonstra̧tie o l¼as¼am ca exerci̧tiu.

Teorema 3.28 Discriminanţii g şi �g ai formelor fundamentale din teorema
3.27 sunt legaţi prin formulele:

(3.108) g = �D2�g; �g = D2g;

unde D este jacobianul 3.4 al transform¼arii parametrice ui ! �ui şi �D este
jacobianul transform¼arii inverse.

Fie aij 2 T 02 şi bkl 2 T 20 tensori de ordinul doi, pentru care determinantul
tuturor componentelor este diferit de zero, adic¼a

det(aij) 6= 0; det(bkl) 6= 0:

Prin de�ni̧tie, aceşti doi tensori se numesc conjuga̧ti, dac¼a

(3.109) aijb
jl = �li =

�
0 dac¼a i 6= l
1 dac¼a i = l

:

Ţinând cont de de�ni̧tia înmuļtirii matricelor, rezult¼a c¼a matricea (bjl) este
inversa matricei (aij) şi 3.109 poate � scris¼a sub forma:

(aij)(b
jl) = I;

unde I este matricea unitate.
Cunoaştem c¼a inversa matricei�

g11 g12
g21 g22

�
este

1

g

�
g22 �g21
�g12 g11

�
; (g = det(gjk) > 0):
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De aici, conjugatul tensorului metric covariant gjk 2 T 02 al unei suprafȩte
(S) este tensorul glm cu componentele:

(3.110) g11 =
g22
g
; g12 = g21 = �g12

g
; g22 =

g11
g
:

Tensorul glm 2 T 20 este numit tensorul metric contravariant al
suprafȩtei (S): Determinantul s¼au corespunz¼ator este

(3.111) g� = g11g22 � (g12)2 = 1

g
:

Pentru tensorii metrici gjk 2 T 02 şi glm 2 T 20 ; are loc egalitatea 3.109 şi
astfel,

(3.112) gijg
jl = �li:

Tensorul cu componentele �li; simbolul lui Kronecker, este numit şi �-
tensorul mixt. Acest tensor are aceleaşi componente în orice sistem de
coordonate admisibil. Într-adev¼ar, �e �asr notate componentele acestui tensor
în raport cu coordonatele �uj: Avem, conform cu cele ar¼atate în §2,

�asr =
@ui

@�ur
@�us

@uk
�ki =

@ui

@�ur
@�us

@ui
= �sr:

Cu ajutorul coe�cieņtilor primei forme fundamentale se poate introduce
pe (S) tensorul de componente

(3.113) "11 = 0; "12 =
p
g; "21 = �

p
g; "22 = 0;

numit "-tensorul covariant de ordinul doi, care este antisimetric. În
raport cu un alt sistem de coordonate, "-tensorul covariant are componentele:

(3.114) �"11 = 0; �"12 =
p
�g; �"21 = �

p
�g; �"22 = 0:

Demonstra̧tia acestui fapt o l¼as¼am cititorului ca exerci̧tiu.
În �ne, tensorul

(3.115) "ij = "rsg
irgjs 2 T 20

este numit "-tensorul contravariant de ordinul doi al lui (S): Din 3.113,
ob̧tinem:

(3.116) "ij =
p
g(gi1gj2 � gi2gj1);

şi de aici, componentele acestui tensor sunt:

(3.117) "11 = 0; "12 =
p
g �
p
g� =

1
p
g
; "21 = � 1

p
g
; "22 = 0:

Din aceast¼a ultim¼a egalitate şi 3.113 mai g¼asim (exerci̧tiu) rela̧tiile:

(3.118) "ij"kj = �ik; "
ij"jk = ��ik:
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3.4.2 Vectori în planul tangent al unei suprafȩte

Cunoaştem c¼a planul tangent �tg(P ), într-un punct regulat P al unei

suprafȩte (S); este determinat de vectorii ~r1 =
@~r

@u1
şi ~r2 =

@~r

@u2
; derivatele

�ind evaluate în P: Lungimile acestor vectori, prin nota̧tiile scalare 3.82, sunt
date de

(3.119) k~r1k =
p
~r1 � ~r1 =

p
g11; k~r2k =

p
~r2 � ~r2 =

p
g22:

Un vector în planul tangent al unei suprafȩte este de asemenea cunoscut
sub numele de vector pe suprafa̧t¼a. Un astfel de vector ~v în planul �tg(P );
urmeaz¼a c¼a este o combina̧tie liniar¼a de ~r1 şi ~r2; s¼a spunem,

(3.120) ~v = aj~rj = a1~r1 + a2~r2 (~r1 � ~r2 6= 0):

Dac¼a coordonatele u1; u2 ale punctului P 2 (S) sunt meņtinute �xe,
atunci vectorul ~v este unic determinat prin numerele a1 şi a2: Aceast¼a cores-
pondeņt¼a între perechea ordonat¼a de numere (a1; a2) şi vectorii ~v pe (S) în P
este bijectiv¼a. Dac¼a introducem acum noi coordonate �u1; �u2 pe (S) printr-o
transformare admisibil¼a de coordonate, ob̧tinem o nou¼a reprezentare a lui
(S) ~r = ~r(�u1; �u2) şi reprezentarea corespunz¼atoare a lui ~v; s¼a spunem:

~v = �am~r �m; unde ~r �m =
@r

@�um
:

Aplicând acest procedeu şi folosind 3.74, ob̧tinem:

(3.121) ~v = �am~r �m = aj~rj = aj~r �m
@�um

@uj
:

Deoarece ultima egalitate are loc pentru orice vector de pe (S); coe�cieņtii
lui ~r �m din ambii membri trebuie s¼a �e egali şi astfel,

�am =
@�um

@uj
aj;

rela̧tie care ne arat¼a c¼a perechile (a1; a2) şi (�a1; �a2) sunt componentele con-
travariante ale vectorului ~v de pe (S):
Ne propunem s¼a d¼am o interpretare geometric¼a componentelor contravari-

ante ale vectorului ~v de pe (S):
În acest scop, s¼a not¼am cu R reperul fP;~r1; ~r2g:

Teorema 3.29 Componentele contravariante (a1; a2) ale unui vector ~v de
pe o suprafaţ¼a (S); într-un punct regulat P ale acesteia, abstracţie f¼acând
de semn şi de multiplicarea cu

p
g11 şi, respectiv,

p
g22; reprezint¼a lungimile

proiecţiilor paralele ale lui ~v pe axele sistemului de coordonate R:
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Demonstratie. A�rma̧tia rezult¼a imediat din 3.119, 3.120 şi �gura al¼a-
turat¼a,

de unde deducem:

~v =
��!
PP1 +

��!
PP2 = a1~r1 + a2~r2 = aj~rj;

��!
PP1 = a1~r1��!
PP2 = a2~r2

şi atunci, ��!PP1 = �a1 k~r1k = �a1
p
g11 > 0��!PP2 = �a2 k~r2k = �a2

p
g22 > 0;

q.e.d.
Observa̧tie: În cazul con�gura̧tiei din desenul nostru, semnele din fa̧ta

lui a1 şi a2 sunt pozitive:

a1 =

��!PP1
p
g11

; a2 =

��!PP2
p
g22

:

În loc de a considera proieçtiile paralele ale lui ~v pe axele reperului R;
putem lua proieçtiile ortogonale ale lui ~v pe aceste axe.

Notând cu j unghiul dintre ~v şi ~rj; (j = 1; 2), proieçtiile ortogonale ale
lui ~v pe axa ~rj au lungimile date de

(3.122)
��!PQj = Lj = k�!v k cos j =

k�!r jk k�!v k cos j
k�!r jk

=
�!r j � ~vp
gjj

; j = 1; 2;
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unde atragem ateņtia c¼a nu însum¼am dup¼a j:
S¼a consider¼am num¼ar¼atorul din 3.122:

(3.123) aj =
�!r j � ~v; (j = 1; 2):

Cantit¼a̧tile care corespund la un nou sistem de coordonate �u1; �u2 pe (S) sunt:

a �m =
�!r �m � ~v =

@uj

@�um
�!r j � ~v =

@uj

@�um
aj;

cu alte cuvinte, perechile de numere reale (a1; a2) şi (�a1; �a2) sunt legate prin
legea 3.19. Din aceast¼a cauz¼a, ele sunt numite componentele covariante
ale vectorului ~v de pe (S); în sistemul de coordonate uj; respectiv, �uj: Din
3.122, ob̧tinem urm¼atoarea interpretare geometric¼a a acestor componente:

Teorema 3.30 Componentele covariante (a1; a2) ale unui vector ~v de pe o
suprafaţ¼a (S); într-un punct regulat P 2 (S); abstracţie f¼acând de semn şi de
multiplicarea cu

1
p
g11

şi respectiv,
1

p
g22

; sunt proiecţiile ortogonale ale lui ~v

pe axele �!r 1 şi �!r 2 (a1 = L1
p
g11; a2 = L2

p
g22).

Leg¼atura dintre componentele contravariante aj şi componentele covari-
ante aj ale unui vector ~v de pe (S) este simpl¼a, ea ob̧tinându-se din 3.120
introdus în 3.123:

aj =
�!r j � ~v = �!r j � ak~rk;

şi avem:

(3.124) aj = gjka
k:

Invers, prin 3.112, avem:

(3.125) ai = gijaj:

Rela̧tiile 3.124, 3.125 şi 3.115 ne arat¼a c¼a gjk 2 T 02 şi gjk 2 T 20 servesc la
opera̧tia de ridicare şi coborâre a indicilor tensorilor de�ni̧ti pe (S) (analog
formulelor 3.50, 3.53, 3.54 din cazul tensorilor a�ni şi euclidieni).
Dac¼a sistemul de coordonate u1; u2 al unei suprafȩte (S) într-un punct

regulat (P ) 2 (S) respect¼a condi̧tiile

g11 = 1; g12 = 0; g22 = 1;

atunci sistemul de coordonate se spune a � cartezian în (P ) (k�!r 1k =
k�!r 2k = 1; ~r1 � ~r2 = 0):
În acest caz, din 3.124 rezult¼a a1 = g11a

1 + g12a
2 = a1; a2 = g21a

1 +
g22a

2 = a2; fapt ce decurge şi din aceea c¼a proieçtiile paralele coincid cu
cele ortogonale. Din aceast¼a cauz¼a, algebra vectorial¼a a vectorilor liberi nu
meņtioneaz¼a conceptul de covariaņt¼a şi contravariaņt¼a şi are, deci, loc
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Teorema 3.31 În cazul coordonatelor carteziene într-un spaţiu euclidian nu
exist¼a nici o diferenţ¼a între componentele contravariante şi componentele co-
variante ale unui vector.

Speci�c¼am c¼a, dac¼a �(u1; :::; un) reprezint¼a o funçtie de n variabile de clas¼a

p � 1 şi dac¼a not¼am ai =
d�

dui
; atunci fa̧t¼a de un sistem de noi coordonate

�ui; avem:
d�

dui
=

d�

d�um
d�um

dui
; adic¼a ai =

d�um

dui
�am;

ceea ce înseamn¼a c¼a, în conformitate cu 3.80, vectorul normal ~N =

gradF (
@F

@x
;
@F

@y
;
@F

@z
) este şi el un exemplu de vector covariant, în teoria

suprafȩtelor.
În �ne, dac¼a ~a şi ~b sunt vectori pe (S) în punctul P; reprezenta̧ti în forma

~a = aj~rj; ~b = bk~rk;

atunci produsul lor scalar este

~a �~b = gjka
jbk:

Prin coborârea şi ridicare indicilor, ob̧tinem:

gjka
jbk = gjkg

jsasb
k = �skasb

k = akb
k = gklakbl;

adic¼a

(3.126) ~a �~b = gjka
jbk = akb

k = gjkajbk:

Urmeaz¼a c¼a lungimea unui vector este

(3.127) k~ak =
p
~a � ~a =

q
gjkajak =

p
akak =

q
gjkajak;

iar unghiul � dintre ~a şi ~b este dat de

(3.128) cos� =
gjka

jbkp
gisaias

p
gpqbpbq

=
ajb

j

p
akak

p
brbr

=
gjkajbkp

gisaias
p
gpqbpbq

:
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3.5 A doua form¼a fundamental¼a. Seçtiuni
normale

Prima form¼a fundamental¼a ds2 nu ne d¼a informa̧tii asupra con�gura̧tiei
suprafȩtei în vecin¼atatea unui punct regulat. Spre exemplu, considerând
suprafȩtele

~r(u1; u2) = u1~i+ u2~j (planul xOy)

şi

~r(u1; u2) = cosu1~i+ sinu1~j + u2~k,

(cilindrul circular drept, de raz¼a 1, cu generatoarele paralele cu Oz), ob-
serv¼am c¼a, deşi ele sunt distincte, prima lor form¼a fundamental¼a este aceeaşi,
şi anume,

ds2 = (du1)2 + (du2)2:

Din acest motiv, s-a introdus cea de-a doua form¼a fundamental¼a, care,
prin leg¼atura sa cu prima form¼a, ne d¼a informa̧tii asupra curbelor ce trec
printr-un punct P 2 (S) (forma local¼a a suprafȩtei (S) o cunoaştem cu atât
mai bine, cu cât cunoaştem pe (S) mai multe curbe ce trec prin P ). Dintre
aceste curbe, cele mai importante sunt seçtiunile normale.

3.5.1 A doua form¼a fundamental¼a a unei suprafȩte

Fie (S) o suprafa̧t¼a de clas¼a p � 2; dat¼a în reprezentarea ~r = ~r(u1; u2);
(C) o curb¼a trasat¼a pe (S); de clas¼a p� � 2; dat¼a prin

u1 = u1(s); u2 = u2(s);

cu s - lungimea de arc drept parametru şi P 2 (C) � (S); un punct regulat,
în care curbura curbei (C); notat¼a cu �(s); este diferit¼a de zero.
În aceste condi̧tii, în punctul P; privit ca punct al lui (S); putem ataşa

vectorii liniar independeņti ~r1; ~r2 şi ~n; iar dac¼a îl privim pe P ca punct al lui
(C); îi putem ataşa reperul Frenet (§2.4), cu vectorii ~�(s); ~�(s); ~�(s) (lega̧ti
prin formulele Frenet), curba (C) � (S) �ind dat¼a prin ecua̧tia sa vectorial¼a:

(3.129) ~r = ~r(u1(s); u2(s)):
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�g. 3.3

Deoarece tangenta în P la (C) apaŗtine planului tangent înP la (S);
rezult¼a c¼a planul normal în P la (C) coņtine normala în P la (S): În general,
versorul normal principal ~� al lui (C) face cu versorul normal ~n al lui (S) un
unghi  diferit de zero, unghi care variaz¼a de-a lungul lui (C) şi depinde atât
de curba (C); cât şi de suprafa̧ta (S) (�g. 3.3).
Ţinând cont c¼a ~� şi ~n sunt unitari, avem:

(3.130) cos  = ~� � ~n;

sau

(3.131)
cos 

R
= ~n � ~r 00;

dac¼a, în 3.130 ţinem seama de prima formul¼a a lui Frenet 2.38, scris¼a în forma

~� =
1

�
~r 00; cantitatea

1

�
= R �ind raza de curbur¼a a lui (C) în P:

Membrul doi al rela̧tiei 3.130, cât şi interpretarea geometric¼a a leg¼aturii
cu membrul întâi, vor � de importaņt¼a deosebit¼a în cele ce urmeaz¼a.
Derivând ecua̧tia 3.129 a lui (C) în raport cu s; notând derivatele paŗtiale

prin indici şi utilizând conveņtia de sumare, avem:

(3.132) ~r 0 = ~rj(u
j)0; ~r 00 = ~rjk(u

j)0(uk)0 + ~rj(u
j)00;

iar dac¼a ţinem cont c¼a ~n şi cu ~rj (j = 1; 2) sunt perpendiculari, atunci
membrul doi al rela̧tiei 3.131 devine, prin a doua egalitate 3.132, de forma

(3.133) ~n � ~r 00 = ~n � ~rjk(uj)0(uk)0;

expresie care, în difereņtiale, se scrie sub forma:

(3.134) ~n � d2~r = ~n � ~rjkdujduk:
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Introducem nota̧tiile:

(3.135) bjk = ~n � ~rjk;

adic¼a:
b11 = ~n � ~r11; b12 = ~n � ~r12; b22 = ~n � ~r22:

De�nitia 3.32 Forma p¼atratic¼a diferenţial¼a

(3.136) bjkdu
jduk = ~n � d2~r;

adic¼a,
~n � d2~r = b11(du

1)2 + 2b12du
1du2 + b22(du

2)2;

poart¼a numele de forma a doua fundamental¼a a unei suprafeţe.

Discriminantul ei este:

(3.137) b = b11b22 � (b12)2:

Deoarece din 3.71 şi 3.96 avem pentru versorul normal la (S) expresia

(3.138) ~n =
~r1 � ~r2p

g
;

rezult¼a din 3.135, pentru coe�cieņtii bjk ai celei de-a doua forme fundamen-
tale, formulele de calcul:

(3.139) bjk =
(~r1; ~r2; ~rjk)p

g
:

Observatia 3.33 Deoarece ~n �~rj = 0; obţinem prin derivare în raport cu uk

relaţia ~n �~rjk+~nk �~rj = 0; care, prin 3.135, conduce la formulele echivalente:

(3.140) bjk = �~nk � ~rj;

şi avem atunci, pentru a doua form¼a fundamental¼a, de�niţia echivalent¼a

(3.141) bjkdu
jduk = �d~n � d~r:

Amintim c¼a prima form¼a fundamental¼a este dat¼a de

(3.142) gjkdu
jduk = d~r � d~r = ds2:
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Cu ajutorul rela̧tiei 3.133 şi a de�ni̧tiilor lui bjk 3.135, formula 3.131
devine:

(3.143)
cos 

R
= bjk(u

j)
0
(uk)

0

derivatele �ind calculate în raport cu lungimea de arc s pe curba (C); drept
parametru.
Dac¼a t este un parametru oarecare al curbei (C); atunci, ţinând cont de

(uj)
0
=
duj

dt
� dt
ds
=
_uj

_s
;

rela̧tia 3.143 devine:

(3.144)
cos 

R
=
bjk _u

j _uk

_s2
=

bjk _u
j _uk

glm _ul _um
=

bjkdu
jduk

glmduldum
;

care ne arat¼a leg¼atura dintre prima form¼a fundamental¼a şi cea de-
a doua form¼a fundamental¼a ale unei suprafȩte şi va � de baz¼a în
considera̧tiile ce urmeaz¼a.
Facem urm¼atoarele observa̧tii:

1. Leg¼atura dintre coe�cieņtii bjk şi �bjk ai formei a doua fundamentale a lui
(S) date în reprezent¼arile ~r(u1; u2) şi, respectiv, ~r(�u1; �u2); reprezent¼ari
legate printr-o transformare admisibil¼a de coordonate, este dat¼a de
formulele (exerci̧tiu):

bjk = �@�u
l

@uj
@�um

@uk
�blm; (j; k = 1; 2);

�blm = �@u
j

@�ul
@uk

@�um
bjk; (l;m = 1; 2);

unde semnul �+�corespunde la o transformare admisibil¼a cu jacobianul
D > 0 (care p¼astreaz¼a sensul lui ~n), iar semnul ���corespunde la o
transformare admisibil¼a cu jacobianul D < 0 (care inverseaz¼a sensul
lui ~n). Determinaņtii b şi �b corespunz¼atori sunt lega̧ti prin formulele
(exerci̧tiu):

b = �D2�b; �b = D2b; (D �D = 1):

2. Dac¼a not¼am cu ~N; ~n; �1; �2; respectiv, vectorul normal, versorul nor-
mal, prima form¼a fundamental¼a, a doua form¼a fundamental¼a ataşate
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suprafȩtei (S) în reprezentarea ~r(u1; u2) şi cu
�
~N;

�
~n;

�
�1;

�
�2 aceleaşi can-

tit¼a̧ti, dar ataşate suprafȩtei (S) în reprezentarea ~r(�u1; �u2); atunci, din
3.139, 3.138 şi observa̧tia de mai sus, ob̧tinem:

�
~N = ~ND; ;

�
�1 = �1;

�
~n = �~n;

�
�2 = ��2:

Ne exprim¼am spunând c¼a ~N este un invariant relativ, iar ~n; �1; �2
sunt invariaņti absolu̧ti ai transform¼arilor de coordonate curbilinii,
ultimii doi �ind condi̧tiona̧ti de D > 0:

Dac¼a facem o transformare de coordonate carteziene ortogonale, suprafa̧ta
în R3 �ind raportat¼a la un sistem cartezian ortogonal cu originea înO; atunci,
notând cu O0 noua origine, vectorul de pozi̧tie

�!
OP = ~r al unui punct P 2 (S)

va deveni:
~r = ~r� +

��!
OO0;

unde ~r� =
��!
O0P ; vectorul

��!
OO0 �ind constant. Avem, evident,

(3.145)
@p+q~r

@(u1)p@(u2)q
=

@p+q~r�

@(u1)p@(u2)q
; 8p; q 2 N;

de unde concluzion¼am c¼a: vectorul normal şi cele dou¼a forme funda-
mentale sunt invariaņti absolu̧ti ai transform¼arilor de coordonate
carteziene ortogonale.
Speci�c¼am folosirea în unele tratate a nota̧tiilor lui Gauss:

b11 = L; b12 =M; b22 = N;

nota̧tii pe care noi nu le folosim pe motivul conveņtiei de sumare.

3.5.2 Seçtiuni normale într-o suprafa̧t¼a

Deoarece forma geometric¼a a unei suprafȩte în vecin¼atatea unuia din
punctele sale va �cunoscut¼a prin curbe care trec prin punct, ne vom întoarce
la formula 3.144, pe care o vom interpreta geometric.
Un punct regulat P 2 (S) �ind �xat, urmeaz¼a c¼a gjk şi bjk au valori �xe.

Curbura
1

R
= � a unei curbe ce trece prin P; dup¼a cum ne arat¼a 3.144,

depinde numai de direçtia tangentei în P 2 (C) � (S), adic¼a, de (du1; du2)

sau (1;
du2

du1
) şi de unghiul  dintre versorul normal principal ~� în P la (C) şi

versorul normal ~n în P la (S): Dac¼a planul osculator în P la (C) este �xat
(deci, direçtia tangent¼a la (C) şi ~� sunt �xate), şi el nu coincide cu planul
tangent în P la (S); avem cos  6= 0 şi, cum ~n este �xat, putem enuņta:
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Teorema 3.34 Fie (S) o suprafaţ¼a de clas¼a p � 2 şi P un punct �xat al lui
(S): Toate curbele de clas¼a p� � 2 pe (S) care trec prin P şi au în P acelaşi
plan osculator, au de asemenea aceeaşi curbur¼a în punctul P:

Nuļtimea curbelor din teorema de mai sus coņtine o curb¼a plan¼a şi anume,
curba de interseçtie dintre (S) şi planul osculator în P la (C): În conseciņt¼a,
putem restrânge considera̧tiile asupra curburii acestor curbe la curbura unei
curbe plane care trece prin P:
Putem trage şi alte concluzii din 3.144. În acest scop, consider¼am toate

curbele de pe (S) ce trec prin P şi au în P aceeaşi dreapt¼a tangent¼a.
Presupunând c¼a aceast¼a dreapt¼a tangent¼a este �xat¼a (ceea ce înseamn¼a c¼a,
direçtia sa este cunoscut¼a, �x¼a), atunci membrul al doilea din 3.144 are o
valoare �x¼a. Not¼am aceast¼a valoare cu �n; adic¼a

(3.146)
bjkdu

jduk

gemduedum
= �n:

De�nitia 3.35 Num¼arul �n dat de 3.146 poart¼a numele de curbur¼a nor-
mal¼a a suprafeţei (S) în punctul P:

Denumirea de curbur¼a normal¼a rezult¼a din faptul c¼a, dac¼a substituim
3.146 în 3.144, avem:

(3.147) � cos  = �n;

rela̧tie care ne arat¼a c¼a, dac¼a  = 0; atunci � = �n; iar dac¼a  = �; avem
� = ��n; cu alte cuvinte, j�nj este curbura curbei de interseçtie dintre (S)
şi un plan trecând prin dreapta tangent¼a şi dreapta normal¼a la (S) în P
(pentru o astfel de curb¼a, ~n = "~�; " = �1; în conseciņt¼a, acest plan este
planul osculator).

De�nitia 3.36 Curba de intersecţie (Cn) dintre suprafaţa (S) şi planul ce
trece printr-un punct regulat P 2 (S), determinat de:
- o direcţie tangent¼a ~� (�xat¼a) pentru o familie de curbe (C) de pe (S) ce

trec prin P; şi
- direcţia normal¼a ~n la (S) în P;
poart¼a numele de secţiune normal¼a a lui (S) asociat¼a familiei (C):

Din cele de mai sus rezult¼a: modulul curburii normale �n este cur-
bura seçtiunii normale a lui (S) corespunz¼atoare unei direçtii tan-
gente �xate.
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Semnul lui �n este egal cu semnul lui cos  (deoarece �, �ind curbura
unei curbe din spa̧tiu, este pozitiv¼a) prin urmare, �n depinde de orientarea
lui (S):
De asemenea, din 3.147 deducem c¼a: dintre toate curbele care trec printr-

un punct P 2 (S) şi au aceeaşi dreapt¼a tangent¼a, seçtiunea normal¼a are
curbura (în modul) cea mai mic¼a.
Evident, la diverse direçtii tangente în P corespund diverse valori ale lui

�n. Punctul regulat P 2 (S) �ind presupus �x, dac¼a rotim planul seçtiunii
normale (Cn) în jurul normalei în P la (S), dreapta tangent¼a în P la (Cn) se
roteşte în jurul lui P; r¼amânând în planul tangent în P la (S); deci, raportul
du2

du1
; de care depinde direçtia tangent¼a, variaz¼a, curbura normal¼a �n �ind

astfel funçtie continu¼a de
du2

du1
:

Putem studia varia̧tia curburii normale �n în punctul P 2 (S); rotind
planul seçtiunii normale (Cn) în jurul normalei în P la (S); adic¼a, f¼acând

raportul
du2

du1
s¼a varieze. Ne vom da, astfel, seama de forma geometric¼a

local¼a a lui (S) în vecin¼atatea lui P; c¼autând drepte tangente prin P; pentru
care curbura normal¼a corespunz¼atoare are diverse valori.
S¼a remarc¼am un rezultat important care decurge din 3.147. În acest scop,

presupunem �n 6= 0 şi not¼am
1

�n
= Rn; jRnj �ind raza de curbur¼a a seçtiunii

normale corespunz¼atoare.

Cum
1

�
= R; putem rescrie 3.147 sub forma:

(3.148) R = Rn cos ;

rezultat cunoscut sub numele de teorema lui Meusnier. Presupunând c¼a
parametrizarea lui (C) este cea natural¼a ~r = ~r(s); expresia vectorului de
pozi̧tie al centrului de curbur¼a Q al lui (C); conform cu 2.63, este

�!
OQ =

�!r (s) +R(s)�!� (s); adic¼a
�!
PQ =

�!
OQ��!r (s) = R(s)�!� (s) = Rn cos ~�

aşa încât teorema lui Meusnier poate � formulat¼a dup¼a cum urmeaz¼a:

Teorema 3.37 Centrele de curbur¼a Q ale tuturor curbelor de pe o suprafaţ¼a
(S) care trec printr-un punct P 2 (S); având în P aceeaşi direcţie tangent¼a,

şi a c¼aror curbur¼a normal¼a e diferit¼a de zero, aparţin unui cerc de raz¼a
jRnj
2
;

situat în planul normal comun tuturor curbelor şi care are contact de ordin
cel puţin unu cu (S) în P (�g. 3.4).
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�g. 3.4

Prin teorema de mai sus, avem înc¼a o dat¼a accentuat¼a importaņta seçti-
unilor normale ale unei suprafȩte.

3.5.3 Direçtii asimptotice. Clasi�carea punctelor unei
suprafe ţe. Direçtii principale. Curburi princi-
pale. Curbura total¼a şi curbura medie a unei
suprafȩte

În continuare, studiem curbele trasate pe o suprafa̧t¼a pentru care cur-
bura normal¼a se anuleaz¼a, respectiv, ia valori extreme (minim¼a şi maxim¼a).

De�nitia 3.38 Direcţiile tangente ce trec printr-un punct P al unei
suprafeţe (S) de clas¼a p � 2; pentru care curbura normal¼a este zero, se
numesc direcţii asimptotice ale lui (S) în P:

Excluzând cazul în care to̧ti coe�cieņtii bjk ai formei a doua fundamentale
sunt zero în P (caz în care �n este identic 0 în P ), rezult¼a din 3.146 c¼a
direçtiile asimptotice (du1; du2) sunt date de anularea în P a celei de-a doua
forme fundamentale, adic¼a, de

(3.149) bjkdu
jduk = 0;

pe larg,
b11(du

1)2 + 2b12du
1du2 + b22(du

2)2 = 0;

sau înc¼a,

(3.150) b22m
2 + 2b12m+ b11 = 0;

în care am notat
du2

du1
= m:

Deoarece ecua̧tia 3.150 este de gradul 2, rezult¼a c¼a printr-un punct P trec
cel mult dou¼a direçtii asimptotice.
Acestea pot � reale şi distincte, reale confundate sau complexe conju-

gate, dup¼a cum realizantul ecua̧tiei 3.150: (b12)2 � b11b22 este pozitiv, nul
sau negativ, adic¼a, dup¼a cum discriminantul 3.137 al celei de-a doua forme
fundamentale, b = b11b22� (b12)2 este negativ, nul, respectiv, mai mare ca 0.
Are sens, atunci:
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De�nitia 3.39 Un punct al unei suprafeţe se numeşte:

1. punct hiperbolic, dac¼a prin el trec dou¼a direcţii asimptotice reale dis-
tincte (b < 0);

2. punct parabolic, dac¼a prin el trec dou¼a direcţii asimptotice reale con-
fundate (b = 0);

3. punct eliptic, dac¼a direcţiile asimptotice care trec prin el sunt, com-
plexe conjugate (b > 0).

S¼a analiz¼am cazul în care to̧ti coe�cieņtii bjk sunt zero în P (deci, �n
este identic nul în acest punct). Dac¼a P este un punct al unei suprafȩte (S)
date în reprezentarea z = z(x; y); pentru care bjk sunt to̧ti nuli, scriind (S)
în forma ~r(u1; u2) = u1~i + u2~j + z(u1; u2)~k; va trebui s¼a avem prin 3.139
îndeplinite simultan condi̧tiile:

z00xx = 0; z
00
xy = 0; z

00
yy = 0;

ce reprezint¼a un sistem de ecua̧tii cu derivate paŗtiale de ordinul doi, care
integrat conduce la solu̧tia:

z = Ax+By + C;

adic¼a, un plan.
Reciproc, având un plan z = Ax + By + C; prin 3.139 avem coe�cieņtii

bjk to̧ti nuli şi atunci, are sens

De�nitia 3.40 Dac¼a oricare ar � direcţia (du1; du2) în P 2 (S); curbura în
P a oric¼arei secţiuni normale prin P este zero, atunci punctul P se numeşte
punct planar al suprafeţei (S):

Observa̧tie. Se poate întâmpla ca într-un punct P 2 (S); s¼a avem
aceeaşi curbur¼a normal¼a (nu neap¼arat nul¼a) pentru toate direçtiile.

De�nitia 3.41 Dac¼a oricare ar � direcţia (du1; du2) în P 2 (S); curbura
în P a oric¼arei secţiuni normale prin P este aceeaşi, atunci punctul P se
numeşte punct ombilical sau punct şa al suprafeţei (S):

Este evident c¼a un punct este ombilical dac¼a şi numai dac¼a coe�cieņtii
bjk ai celei de-a doua forme fundamentale sunt, respectiv, propoŗtionali cu
coe�cieņtii gjk ai primei forme, adic¼a

bjk = k(u1; u2)gjk; (j = 1; 2);
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dup¼a cum rezult¼a din 3.146. Atunci, b = k2g şi, cum g > 0; rezult¼a b � 0,
astfel c¼a, un punct ombilical este �e un punct eliptic (în cazul k 6= 0), �e, în
cazul în care k = 0; atunci, b = 0; şi punctul P este planar.
Exemple:

1. Paraboloidul eliptic: z =
x2

a2
+
y2

b2
: Consider¼am parametrizarea x =

u1; y = u2; z =
(u1)2

a2
+
(u2)2

b2
; de unde, ~r1(1; 0;

2u1

a2
); ~r2(0; 1;

2u2

b2
);

~r11(0; 0;
2

a2
); ~r12 = 0; ~r22(0; 0;

2

b2
) şi

b11 =
1
p
g

����������
1 0

2u1

a2

0 1
2u2

b2

0 0
2

a2

����������
=

2

a2
p
g
; b12 = 0; b22 =

1
p
g

����������
1 0

2u1

a2

0 1
2u2

b2

0 0
2

b2

����������
=

2

b2
p
g
;

ob̧tinem astfel,

b = b11b22 � b212 =
4

a2b2g
> 0;

adic¼a, toate punctele paraboloidului eliptic sunt eliptice.

2. Paraboloidul hiperbolic: z =
x2

a2
� y2

b2
: Considerând parametrizarea

x = u1; y = u2; z =
(u1)2

a2
� (u

2)2

b2
; ob̧tinem:

b11 =
2

a2
p
g
; b12 = 0; b22 =

�2
b2
p
g

şi b = � 4

a2b2g
< 0; adic¼a, toate punctele paraboloidului hiperbolic sunt

hiperbolice.

3. Cilindrul circular drept (de raz¼a a; cu generatoarele paralele cu Oz):
x2 + y2 = a2; sau, ~r(a cosu1; a sinu1; u2); a > 0; este format numai din

puncte parabolice, deoarece avem: b11 =
�a2
p
g
; b12 = 0; b22 = 0; adic¼a,

b = b11b22 � b212 = 0:

În �ne, întorcându-ne la 3.146 şi notând
du2

du1
= m; ob̧tinem exprimarea

curburii normale ca funçtie continu¼a de direçtia tangent¼a m în P 2 (S); sub
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forma:

(3.151) �n(m) =
b11 + 2b12m+ b22m

2

g11 + 2g12m+ g22m2
:

Presupunând c¼a P 2 (S) nu este ombilical (în particular, nici punct
planar), are sens s¼a c¼aut¼am direçtiile tangente m ce trec prin P şi care
realizeaz¼a extremul funçtiei 3.151, �n = �n(m):

De�nitia 3.42 Direcţiile tangente ce trec printr-un punct regulat P al unei
suprafeţe (S) de clas¼a p � 3; pentru care curbura normal¼a corespunz¼atoare
are valori extreme, se numesc direcţii principale ale lui (S) în P:

Pentru a g¼asi direçtiile principale, deriv¼am în raport cu m funçtia 3.151
şi, egalând rezultatul deriv¼arii cu 0, ob̧tinem ecua̧tia

(3.152)
b12 + b22m

g12 + g22m
=
b11 + 2b12m+ b22m

2

g11 + 2g12m+ g22m2
;

ecua̧tie ce este echivalent¼a cu

(3.153)
b12 + b22m

g12 + g22m
=
b11 + b12m

g11 + g12m
;

sau cu ecua̧tia

(3.154) (g12b22 � g22b12)m
2 + (g11b22 � g22b11)m+ g11b12 � g12b11 = 0;

altfel spus,

(3.155)

������
m2 �m 1
g11 g12 g22
b11 b12 b22

������ = 0;
fapt ce se poate constata printr-un calcul direct.
Deoarece ecua̧tia 3.154 (echivalent, 3.155) este o ecua̧tie de grad doi în

m, ajungem la concluzia c¼a printr-un punct al unei suprafȩte trec cel
mult dou¼a direçtii principale.
Mai mult, aceste dou¼a direçtii principale sunt reale distincte,

deoarece are loc:

Teorema 3.43 Ecuaţia 3.154 are r¼ad¼acini reale distincte.
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Demonstratie. Nu restrângem generalitatea dac¼a presupunem curbele
coordonate u1 = const:; u2 = const: ale suprafȩtei (S), ortogonale, având
în vedere invariaņta curburii normale fa̧t¼a de transform¼ari de coordonate
carteziene ortogonale şi fa̧t¼a de transform¼ari de coordonate curbilinii, fapt ce
rezult¼a din 3.146 şi din observa̧tia (2) din �nalul paragrafului precedent.
În acest caz, avem g12 = 0 şi ecua̧tia direçtiilor principale devine:

(3.156) g22b12m
2 + (g22b11 � g11b22)m� g11b12 = 0;

cu realizantul
(g22b11 � g11b22)

2 + 4g11g22b
2
12 > 0;

deoarece, prin 3.83, avem g = g11g22 > 0.
Notând cu m1;m2 r¼ad¼acinile (reale şi distincte) ale ecua̧tiei 3.154, avem,

prin înlocuirea lor în formula curburii normale 3.151, valorile extreme ale
curburii normale, s¼a spunem,

(3.157) �n(m1) = �1; �n(m2) = �2:

De�nitia 3.44 Valorile extreme �1; �2 ale curburii normale �n; date de
3.157, poart¼a numele de curburi principale ale lui (S) în P; iar inversele
lor se numesc raze de curbur¼a principale. Secţiunile normale, având
drept direcţii, direcţiile principale m1 şi m2, se numesc secţiuni principale
ale lui (S) în P:

Conform de�ni̧tiei de mai sus, avem pentru curburile principale 3.157,
rela̧tiile:

(3.158)
b11 + 2b12mi + b22m

2
i

g11 + 2g12mi + g22m2
i

=
b12 + b22mi

g12 + g22mi

=
b11 + b12mi

g11 + g12mi

; i = 1; 2;

ultimele dou¼a egalit¼a̧ti ob̧tinându-se din 3.152 şi, respectiv, 3.153.
Ne propunem s¼a g¼asim ecua̧tia de gradul doi a curburilor principale

�1 şi �2: În acest scop, scriem egalit¼a̧tile pe care le îndeplinesc �1 şi �2 sub
formele convenabile:

�i =
b12 + b22mi

g12 + g22mi

; �i =
b11 + b12mi

g11 + g12mi

;

care sunt echivalente cu rela̧tiile:

(g22�i � b22)mi + g12�i � b12 = 0;

(g12�i � b12)mi + g11�i � b11 = 0:
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Eliminând mi din ultimele dou¼a rela̧tii, ob̧tinem pentru curburile princi-
pale �i; i = 1; 2, ecua̧tia de gradul al doilea

(3.159)

���� g22�� b22 g12�� b12
g12�� b12 g11�� b11

���� = 0;
care, prin ordonare, se poate scrie sub forma:

(3.160) g�2 � (g11b22 � 2g12b12 + g22b11)�+ b = 0:

De�nitia 3.45 Numim curbur¼a total¼a (curbura lui Gauss) şi, respec-
tiv, curbura medie ale suprafeţei (S) de clas¼a p � 3; într-un punct regulat
P 2 (S); numerele notate cu K şi respectiv, H; date de

(3.161) K = �1�2; H =
1

2
(�1 + �2);

unde �1 şi �2 noteaz¼a curburile principale ale lui (S) în P:

Din de�ni̧tia de mai sus şi ecua̧tia de gradul doi a curburilor principale
3.160, deducem pentru curburile total¼a şi medie, respectiv, formulele de cal-
cul:

(3.162) K =
b

g
; H =

g11b22 � 2g12b12 + g22b11
2g

:

Observatia 3.46 Din prima formul¼a 3.162, de�niţia 3.39 şi din faptul c¼a
g > 0, rezult¼a c¼a în punctele eliptice, parabolice şi hiperbolice, curbura total¼a
K este pozitiv¼a, zero şi respectiv, negativ¼a.

O suprafa̧t¼a cu curbura medie H constant nul¼a se numeşte suprafa̧t¼a
minimal¼a.
Exemplu. S¼a se calculeze curburile principale, curbura medie şi curbura

total¼a într-un punct curent al elicoidului x = u1 cosu2; y = u1 sinu2; z = hu2:
Printr-un calcul direct, ob̧tinem : g11 = 1; g12 = 0; g22 = (u1)2 + h2;

b11 = 0; b12 =
�hp

(u1)2 + h2
; b22 = 0: Înlocuind în ecua̧tia 3.159, ob̧tinem:

��������
[(u1)2 + h2]�

hp
(u1)2 + h2

hp
(u1)2 + h2

�

�������� = 0;
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de unde rezult¼a curburile principale

�1;2 = �
h

(u1)2 + h2
:

Curbura medie este H =
1

2
(�1 + �2) = 0 (de unde concluzion¼am c¼a eli-

coidul este o suprafa̧t¼a minimal¼a), iar curbura total¼a, K = �1 � �2 =
b

g
=

� h2

[(u1)2 + h2]2
< 0; adic¼a, elicoidul este format numai din puncte hiperbolice.

Pentru curbura total¼a K avem teorema remarcabil¼a (de aur), sau
egregium, datorat¼a lui Gauss:

Teorema 3.47 Curbura lui Gauss, K; a unei suprafeţe (S) de clas¼a p � 3;
nu depinde de forma a doua fundamental¼a, ci numai de coe�cienţii gjk ai
primei forme fundamentale şi de derivatele de ordinul întâi şi al doilea ale
acestor coe�cienţi. Mai precis, avem:

(3.163) K =
1

g2

8<:
������
g11 g12 �13
g21 g22 �23
�31 �32 �33

�������
������
g11 g12 �13
g21 g22 �23
�31 �32 0

������
9=; ;

unde
(3.164)8><>:

�13 =
1

2

@g11
@u2

; �23 =
1

2

@g22
@u1

; �23 =
1

2

@g22
@u2

; �31 =
1

2

@g11
@u1

;

�13 =
@g12
@u2

� �23; �32 =
@g12
@u1

� �13; �33 = �
1

2

@2g11
@(u2)2

+
@2g12
@u1@u2

� 1
2

@2g22
@(u1)2

:

Demonstratie. Ţinând cont de 3.137 şi 3.139 în expresia curburii totale
3.1611; ob̧tinem pentru aceasta formula:

K =
b

g
=
1

g2
[(~r1; ~r2; ~r11)(~r1; ~r2; ~r22)� (~r1; ~r2; ~r12)]2:

Efectuând înmuļtirile între determinaņtii ce apar prin produsele mixte şi
întrebuiņtând nota̧tiile 3.82, avem:
(3.165)

K =
1

g2

8<:
������

g11 g12 ~r1 � ~r22
g21 g22 ~r2 � ~r22

~r11 � ~r1 ~r11 � ~r2 ~r11 � ~r22 � ~r12 � ~r12

�������
������

g11 g12 ~r1 � ~r12
g21 g22 ~r2 � ~r12

~r12 � ~r1 ~r12 � ~r2 0

������
9=; ;

unde am ţinut cont, în plus, de dezvoltarea ultimilor doi determinaņti dup¼a
elementele celei de-a treia linii.
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Luând acum derivatele paŗtiale ale lui 3.82 în raport cu ui; g¼asim:

(3.166)
@gjk
@ui

= ~rji � ~rk + ~rj � ~rki:

În particular, pentru k = j; ob̧tinem:

(3.167)
1

2

@gjj
@ui

= ~rji � ~rj;

care ne determin¼a elementele �13; �23; �23; �31 din enuņtul teoremei sub forma
3.164, iar cu 3.166, elementele �13 şi �32:
Derivând acum 3.166, scris¼a pentru j = 1; k = 2; i = 1; în raport cu u2;

avem:
@2g12
@u1@u2

= ~r112 � ~r2 + ~r11 � ~r22 + ~r12 � ~r12 + ~r1 � ~r122:

În mod analog, din 3.167, ob̧tinem formulele:

1

2

@2g11
(@u2)2

= ~r12 � ~r12 + ~r1 � ~r122;

1

2

@2g22
(@u1)2

= ~r112 � ~r2 + ~r12 � ~r12;

formule care, sc¼azute din precedenta, conduc la �33 din 3.163 (echivalent:
3.165).

3.5.4 Linii asimptotice şi linii de curbur¼a. Teorema lui
Euler. Indicatoarea lui Dupin

Am v¼azut mai sus c¼a ecua̧tia în
du2

du1
:

(3.168) b11(du
1)2 + 2b12du

1du2 + b22(du
2)2 = 0;

determin¼a în punctul P (u1; u2) al suprafȩtei (S) de clas¼a p � 2, dou¼a direçtii
tangente, anume, direçtiile asimptotice, cu proprietatea c¼a seçtiunile normale
în P; prin aceste direçtii tangente, au curbura în P zero.
Direçtiile asimptotice sunt reale distincte dac¼a P este punct hiperbolic

(b < 0); reale confundate dac¼a P este punct parabolic (b = 0); şi complexe
conjugate dac¼a P este eliptic (b > 0):

De�nitia 3.48 O curb¼a de pe (S) cu proprietatea c¼a direcţia tangent¼a este
direcţie asimptotic¼a în �ecare din punctele sale, se numeşte curb¼a asimp-
totic¼a sau linie asimptotic¼a a lui (S).
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Din aceast¼a de�ni̧tie rezult¼a c¼a liniile asimptotice sunt date de solu̧tiile

ecua̧tiei difereņtiale 3.168. Rezolvând-o în raport cu
du2

du1
; ob̧tinem dou¼a

ecua̧tii difereņtiale de ordinul întâi:

(3.169)
du2

du1
= �1(u

1; u2);
du2

du1
= �2(u

1; u2);

�ecare din aceste ecua̧tii determinând, prin integrare, o familie de linii
asimptotice ale suprafȩtei:

(3.170) h1(u
1; u2; C1) = 0; h2(u

1; u2; C1) = 0:

Aşadar, totalitatea liniilor asimptotice ale unei suprafȩte (S) de clas¼a p �
2; linii de�nite de ecua̧tia difereņtial¼a 3.168, este format¼a din dou¼a familii,
printr-un punct regulat P 2 (S) trecând dou¼a linii asimptotice, câte una din
�ecare familie, tangente în P direçtiilor asimptotice. Dac¼a P este hiperbolic,
liniile asimptotice prin P sunt reale şi cu drepte tangente distincte în P ;
dac¼a P este parabolic, liniile asimptotice sunt reale, având aceeaşi dreapt¼a
tangent¼a în P; iar dac¼a P este eliptic, liniile asimptotice sunt imaginare.
Pe o poŗtiune a lui (S) format¼a numai din puncte hiperbolice, curbele

asimptotice formeaz¼a o rȩtea şi ele pot � folosite drept curbe coordonate.
Atunci, 3.168 trebuie s¼a �e satisf¼acut¼a pentru du1 = 0 şi du2 = 0; şi reciproc,
fapt ce ne permite a formula

Teorema 3.49 Curbele coordonate u1 = const: şi u2 = const: ale unei
reprezent¼ari admisibile ~r(u1; u2) de clas¼a p � 2 sunt curbe asimptotice dac¼a
şi numai dac¼a

(3.171) b11 = 0; b22 = 0:

Din 3.130, 3.131, 3.144 şi 3.168, ob̧tinem pentru liniile asimptotice rela̧tia:

(3.172) ~r 00 � ~n = � ~� � ~n = 0:

Ultima egalitate este îndeplinit¼a pentru orice curb¼a ~r = ~r(s) care are
~r 00 = 0; adic¼a, ~r = s~a+~b (~a şi ~b - vectori constaņti), cu alte cuvinte, pentru
o linie dreapt¼a. Prin urmare, putem formula

Teorema 3.50 Orice linie dreapt¼a a unei suprafeţe (S) de clas¼a p � 2 este
o curb¼a asimptotic¼a a lui (S):
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Exemple. 1. Pentru hiperboloidul cu o pânz¼a
x2

a2
+
y2

b2
� z2

c2
� 1 =

0; generatoarele rectilinii sunt curbe asimptotice. Mai mult, deoarece prin
�ecare punct al suprafȩtei trec exact dou¼a generatoare rectilinii, acestea sunt
singurele curbe asimptotice ale hiperboloidului.
2. În cazul cilindrului circular x2+y2 = a2; am ar¼atat în paragraful prece-

dent c¼a toate punctele sale sunt parabolice, prin urmare, prin �ecare punct
trece exact câte o direçtie asimptotic¼a. Deducem de aici c¼a singurele linii
asimptotice ale cilindrului sunt generatoarele sale rectilinii (prin �ecare punct
al acestuia trece exact câte o generatoare). Acest lucru se poate demonstra
şi utilizând 3.168-3.169, anume: cu parametrizarea x = a cosu1; y = a sinu1;

z = u2; avem: b11 =
�a2
p
g
; b12 = 0; b22 = 0: Direçtiile asimptotice sunt date

de ecua̧tia
�a2
p
g
(du1)2 = 0, care conduce la du1 = 0; adic¼a, u1 =constant,

ceea ce reprezint¼a tocmai generatoarele rectilinii ale cilindrului.
De asemenea, 3.172 ne arat¼a c¼a, curbele care îndeplinesc 3.168 au propri-

etatea c¼a vectorul normal principal ~� este ortogonal cu vectorul ~n al suprafȩtei
şi deci:

Teorema 3.51 În �ecare punct P al unei curbe asimptotice (C); de pe o
suprafaţ¼a (S) de clas¼a p � 2, (C) având în P curbura � 6= 0, planul osculator
al lui (C) coincide cu planul tangent la (S) în P .

Trecem acum la de�nirea liniilor de curbur¼a şi evideņtierea unor propri-
et¼a̧ti importante ale acestora.

Am v¼azut c¼a ecua̧tia 3.154 a curburilor principale (în
du2

du1
), pe care o

scriem acum sub forma

(g12b22 � g22b12)(du
2)2 + (g11b22 � g22b11)du

2du1+(3.173)

+(g11b12 � g12b11)(du
1)2 = 0;

determin¼a în punctul P al unei suprafȩte, care nu este punct ombilical, dou¼a
direçtii tangente, numite direçtiile principale. Acestora le corespund cur-
burile principale, anume, valorile extreme ale curburii normale. Aceste
dou¼a direçtii principale sunt reale, distincte (teorema 3.43).

De�nitia 3.52 O curb¼a de pe (S) cu proprietatea c¼a direcţia sa tangent¼a
este direcţie principal¼a în �ecare din punctele sale se numeşte linie de cur-
bur¼a a lui (S):
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Din aceast¼a de�ni̧tie rezult¼a c¼a liniile de curbur¼a sunt solu̧tii ale ecua̧tiei
difereņtiale 3.173, care este echivalent¼a cu ecua̧tia:

(3.174)

������
(du2)2 �du1du2 (du1)2

g11 g12 g22
b11 b12 b22

������ = 0;
Ecua̧tia 3.174, rezolvat¼a în raport cu

du2

du1
; conduce la dou¼a ecua̧tii difereņtiale

de ordinul întâi, distincte:

(3.175)
du2

du1
=  1(u

1; u2);
du2

du1
=  2(u

1; u2);

care integrate determin¼a dou¼a familii reale şi distincte, şi anume, liniile de
curbur¼a ale suprafȩtei:

(3.176) q1(u
1; u2; C1) = 0; q2(u

1; u2; C2) = 0:

Exemplu: Pentru elicoidul x = u1 cosu2; y = u1 sinu2; z = hu2 (cu:

g11 = 1; g12 = 0; g22 = (u1)2 + h2; b11 = 0; b12 =
�hp

(u1)2 + h2
; b22 = 0),

liniile de curbur¼a sunt date de:��������
(du2)2 �du1du2 (du1)2

1 0 (u1)2 + h2

0
�hp

(u1)2 + h2
0

�������� = 0;

sau: [(u1)2 + h2](du2)2 = (du1)2; echivalent,
du2

du1
= � 1p

(u1)2 + h2
: Prin

integrare, ob̧tinem:

u2 = � ln
���u1 +p(u1)2 + h2

���+ c:

Mai mult, avem:

Teorema 3.53 Exceptând punctele ombilicale, liniile de curbur¼a ale unei
suprafeţe formeaz¼a o reţea ortogonal¼a.

Demonstratie. Fie P 2 (S) un punct regulat, care nu este ombilical şi
(C); (C�); cele dou¼a linii de curbur¼a corespunz¼atoare lui P; de ecua̧tii:

(C) : ui = hi(t); (C�) : ui = h�i(t); (i = 1; 2):
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Atunci, direçtiile tangente în P la (C) şi (C�) sunt date, respectiv, de

du2

du1
=
_h2

_h1
;
du2

du1
=
_h�2

_h�1
;

şi, cum ele sunt direçtii principale, avem prin 3.175, egalit¼a̧tile:

(3.177)  1 =
_h2

_h1
;  2 =

_h�2

_h�1
;

unde  1 şi  2 sunt solu̧tiile ecua̧tiei 3.173, îndeplinind rela̧tiile:

(3.178)  1 +  2 = �
g11b22 � g22b11
g12b22 � g22b12

;  1 �  2 =
g11b12 � g12b11
g12b22 � g22b12

:

Pe de alt¼a parte, din 3.91, curbele (C) şi (C�) de pe (S) sunt ortogonale
dac¼a şi numai dac¼a

(3.179) g11 _h
1 _h�1 + g12( _h

1 _h�2 + _h2 _h�1) + g22 _h
2 _h�2 = 0;

rela̧tie care, împ¼aŗtit¼a prin produsul _h1 _h�1; conduce la condi̧tia de ortogona-
litate a lui (C) : ui = hi(t) şi (C�) : ui = h�i(t) sub forma

(3.180) g22
_h2

_h1

_h�2

_h�1
+ g12

 
_h2

_h1
+
_h�2

_h�1

!
+ g11 = 0:

În cazul în care (C) şi (C�) sunt chiar linii de curbur¼a, prin 3.177 şi 3.180,
ele vor � ortogonale dac¼a şi numai dac¼a avem îndeplinit¼a condi̧tia:

(3.181) g22 1 �  2 + g12 ( 1 +  2) + g11 = 0:

F¼acând apel la 3.178, printr-un calcul direct se arat¼a c¼a 3.181 este identic
satisf¼acut¼a. Cu aceasta, demonstra̧tia este complet¼a.
Deoarece liniile de curbur¼a formeaz¼a o rȩtea real¼a şi ortogonal¼a, ele pot

� luate, printr-o transformare admisibil¼a de coordonate, drept curbe coor-
donate, aceasta simpli�când calculul, dup¼a cum rezult¼a din teorema de mai
jos:

Teorema 3.54 Curbele coordonate u1 = const: şi u2 = const: ale unei
reprezent¼ari admisibile ~r(u1; u2) sunt linii de curbur¼a ale suprafeţei corespun-
z¼atoare, dac¼a şi numai dac¼a

(3.182) g12 = 0 şi b12 = 0:
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Demonstratie. Dac¼a curbele coordonate sunt linii de curbur¼a, atunci
3.173 este satisf¼acut¼a de du1 = 0 şi de du2 = 0; cu alte cuvinte, coe�cieņtii
lui (du1)2 şi (du2)2 în 3.173 trebuie s¼a se anuleze simultan:

(3.183)
�
g12b22 � g22b12 = 0
g11b12 � g12b11 = 0

Privind sistemul 3.183 ca un sistem omogen în necunoscutele g12 şi b12; de-
terminantul s¼au:

D =
���� b22 �g22
b11 �g11

���� = g22b11 � g11b22

nu poate � zero (dac¼a D ar � 0, se ob̧tine printr-un calcul direct c¼a P ar
� ombilical). Rezult¼a c¼a sistemul considerat admite numai solu̧tia banal¼a
3.182.
Reciproc, dac¼a 3.182 are loc , atunci 3.173 se reduce la Ddu1du2 = 0; şi

cum D 6= 0; avem solu̧tia u1 = const:, u2 = const:; cu alte cuvinte, liniile de
curbur¼a sunt curbele coordonate.
Dup¼a cum am a�rmat mai sus, luând liniile de curbur¼a drept curbe coor-

donate, calculul se simpli�c¼a foarte mult, deoarece rela̧tiile 3.182 sunt îndepli-
nite. De exemplu, curbura total¼a K; curbura medie H; curburile principale
�1 şi �2; date de 3.161 şi 3.160 cap¼at¼a formele simple:

(3.184) K =
b11
g11

� b22
g22

; H =
1

2

�
b11
g11

+
b22
g22

�
; �1 =

b11
g11

; �2 =
b22
g22

:

Folosind rȩteaua liniilor de curbur¼a drept rȩtea de curbe coordonate,
putem demonstra uşor teorema lui Euler referitoare la descompunerea
curburii normale �n a unei direçtii oarecare în termeni ai curburilor princi-
pale �1 şi �2; lucru pe care-l vom face în continuare, dup¼a care vom trage
ultimele concluzii asupra formei geometrice a unei suprafȩte.

Teorema 3.55 (Euler) Fie P un punct oarecare al unei suprafeţe (S); neom-
bilical, şi � - unghiul dintre o direcţie oarecare în P şi direcţia principal¼a în
P corespunz¼atoare lui �1: Atunci:

(3.185) �n = �1 cos
2 �+ �2 sin

2 �:

Demonstratie. Alegem pe (S) liniile de curbur¼a drept curbe coordonate.
Atunci, în conformitate cu 3.146, 3.182 şi 3.184, avem:

(3.186) �n =
b11(du

1)2 + b22(du
2)2

ds2
= �1g11(u

10)2 + �2g22(u
20)2:
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Amintim c¼a:

1. direçtia tangent¼a
du2

du1
este ob̧tinut¼a din vectorul tangent ~r 0 = ~rju

j0 ;

2. direçtia corespunz¼atoare lui �1 este dat¼a de ~r1;
3. curbele coordonate sunt ortogonale şi
4. j~r 0j = j~� j = 1:
Avem atunci rela̧tiile:

cos� =
~r1
k~r1k

� ~r 0

k~r 0k =
~r1(~r1u

10 + ~r2u
20)

p
g11

=
g11u

10

p
g11

=
p
g11u

10 ;

sin� =
~r2
k~r2k

� ~r 0

k~r 0k =
~r2(~r1u

10 + ~r2u
20)

p
g22

=
g22u

20

p
g22

=
p
g22u

20 ;

unde � este unghiul speci�cat în enuņtul teoremei. Aceste dou¼a rela̧tii, in-
troduse în 3.186, demonstreaz¼a teorema lui Euler.
Din 3.185, observ¼am c¼a extremele lui �n corespund direçtiilor principale,

date de � = 0 şi � =
�

2
; iar 3.185 împreun¼a cu teorema lui Meusnier 3.148

ne dau informa̧tii complete asupra curburii oric¼arei curbe de pe suprafa̧t¼a.
Vom încheia acest paragraf, dând o interpretare geometric¼a teoremei lui

Euler.
În acest scop, �e z1; z2 coordonatele carteziene ortogonale în planul tan-

gent la (S) în P; direçtiile pozitive ale axelor corespunzând direçtiilor prin-

cipale. În orice direçtie, lu¼am un segment de lungime
p
jRnj =

1p
j�nj

din

originea P a reperului, ob̧tinând punctul de extrem al segmentului, de coor-
donate

z1 =
p
jRnj cos�; z2 =

p
jRnj sin�:

Înlocuindu-le în 3.185, ob̧tinem aşa-numita indicatoare a lui Dupin, de
ecua̧tie:

(3.187) �1z
2
1 + �2z

2
2 = �1;

care, din punct de vedere geometric, reprezint¼a o conic¼a situat¼a în planul
tangent la (S) în P: Mai precis, ţinând cont de 3.162, vedem c¼a:

1. dac¼a punctul P este punct eliptic al lui (S); atunci �1 şi �2 au acelaşi
semn şi indicatoarea este o elips¼a; în particular, dac¼a punctul P este
ombilical, atunci � este nede�nit, iar indicatoarea este un cerc;

2. dac¼a P este parabolic, cu �1 = 0; atunci 3.187 se reduce la o pereche
de drepte paralele cu axa z1;
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3. dac¼a punctul P 2 (S) este hiperbolic, atunci �1 şi �2 au semne opuse,
şi indicatoarea este format¼a din dou¼a hiperbole conjugate.

Indicatoarea lui Dupin este aproximativ egal¼a (înrudit¼a) cu curba de in-
terseçtie a lui (S) cu un plan paralel şi su�cient de apropiat cu planul tangent
la (S) în P; fapt ce rezult¼a din calculul distaņtei de la un punct al suprafȩtei
la planul tangent:

Propozitia 3.56 Dac¼a P este un punct al suprafeţei (S); de vector de poziţie�!
OP = ~r(u1; u2); punct neplanar, atunci distanţa de la un punct Q al lui (S);
de vector de poziţie

�!
OQ = ~r(u1 + h1; u2 + h2); la planul tangent �tg(P ) al lui

(S) este aproximativ egal¼a cu

1

2

��bjkhjhk�� ;
unde �aproximativ� înseamn¼a c¼a neglij¼am termenii de ordin mai mare sau
egal cu 3 în jh1j+ jh2j :

�g. 3.5

Demonstratie. Din formula lui Taylor, avem:

~r(u1 + h1; u2 + h2) = ~r(u1; u2) + hj~rj +
1

2
hjhk~rjk +~"((

��h1��+ ��h2��)2);
şi atunci, distaņta d(Q; �tg) este (�g. 3.5)

d(Q; �tg) =
��f~r(u1 + h1; u2 + h2)� ~r(u1; u2)g � ~n

�� =
=

1

2

��hjhk~rjk � ~n��+ j~" � ~nj = 1

2

��hjhkbjk��+ j~" � ~nj ;
unde am ţinut cont de ~rj �~n = 0 şi nota̧tiile 3.135. Rezult¼a c¼a planele paralele
la �tg(P ), duse la distaņta �� de acesta, intersecteaz¼a (S) aproximativ de-a
lungul unei curbe (sau unor curbe) care respect¼a

(3.188) bjkh
jhk = �2�:
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Alegând coordonatele pe (S) astfel încât curbele coordonate s¼a �e linii de
curbur¼a, atunci 3.188 devine, prin 3.182 (b12 = 0) şi 3.184 (bjj = �j � gjj) :

�1g11(h
1)2 + �2g22(h

2)2 = �2�:

Transformarea z1 = h1
r
g11
2�
; z2 = h2

r
g22
2�

conduce la 3.187.

Aşadar,

Teorema 3.57 Intersecţia dintre o suprafaţ¼a (S) de clas¼a p � 3 şi un plan
care este paralel şi su�cient de apropiat cu planul tangent �tg(P ) al lui (S)
într-un punct P neplanar, este aproximativ egal¼a cu o secţiune conic¼a simi-
lar¼a cu indicatoarea lui Dupin a lui (S) în P sau, dac¼a P este punct hiper-
bolic, similar¼a cu una din cele dou¼a hiperbole ale acestei indicatoare.

Deoarece poŗtiunile de paraboloid eliptic, paraboloid hiperbolic
şi cilindru, sunt formate, respectiv, din puncte eliptice, hiperbolice
şi parabolice, rezult¼a c¼a: în vecin¼atatea unui punct regulat P al unei
poŗtiuni de suprafa̧t¼a, care este eliptic, hiperbolic sau parabolic,
poŗtiunea de suprafa̧t¼a se asimileaz¼a, respectiv, cu acestea.

3.5.5 Linii geodezice

De�nitia 3.58 Se numeşte linie geodezic¼a (sau, simplu, geodezic¼a) a
unei suprafeţe (S) o curb¼a (C) � (S) cu proprietatea c¼a în �ecare punct al
lui (C), normala la suprafaţ¼a se a�¼a în planul osculator al curbei.

Propozitia 3.59 Secţiunile normale ale unei suprafeţe sunt linii geodezice.

Justi�carea acestui fapt st¼a în aceea c¼a seçtiunile normale sunt curbe
plane, prin urmare, planul lor osculator este planul care le coņtine, iar acesta
coņtine, la rândul s¼au, normala la suprafa̧t¼a. Astfel,

1. Pe sfera x2+ y2+ z2 = R2; cercurile ob̧tinute prin interseçtiile cu plane
care trec prin origine (cercurile mari) sunt linii geodezice.

2. Pe cilindrul circular drept x2+y2 = 1, cercurile situate în plane paralele
cu xOy (x = cos t; y = sin t; z = const:) sunt linii geodezice.

Fie (C) : ~r = ~r(u1(t); u2(t)): Normala la suprafa̧t¼a
�!
N = �!r 1��!r 2 apaŗtine

planului osculator (determinat de d�!r şi d2�!r ) dac¼a şi numai dac¼a

(3.189)
��!r 1 ��!r 2; d�!r ; d2�!r � = 0;
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sau, echivalent, dac¼a ~N = A~i + B~j + C~k; (̧si ţinând cont c¼a d�!r = dx~i +

dy~j + dz ~k; d2�!r = d2x~i+ d2y~j + d2z ~k),

(3.190)

������
A B C
dx dy dz
d2x d2y d2z

������ = 0:
ceea ce reprezint¼a ecua̧tia difereņtial¼a a liniilor geodezice. Se observ¼a
imediat din 3.189:

Propozitia 3.60 Dreptele conţinute într-o suprafaţ¼a sunt geodezice.

Fie ~n versorul normal la suprafa̧t¼a într-un punct regulat P al acesteia.
Deoarece ~n este perpendicular pe vectorul tangent al oric¼arei curbe trasate
pe (S); rezult¼a c¼a: (C) este geodezic¼a dac¼a şi numai dac¼a dreapta
normal¼a principal¼a a curbei coincide cu normala la suprafa̧t¼a, adic¼a:

(3.191) ~n = �~�;

unde ~� este versorul normal principal al curbei.
Ţinând cont de prima formul¼a Frenet, ob̧tinem: ~r 00 = �~�; unde � este

curbura curbei. Comparând cu 3.191, are loc

Teorema 3.61 O curb¼a pe (S), de ecuaţie ~r = ~r(u1(s); u2(s)); cu parametrul
s - lungimea de arc, este geodezic¼a dac¼a şi numai dac¼a vectorul ~r 00 este coli-
niar cu normala la suprafaţ¼a în �ecare punct al curbei.

De�nitia 3.62 Numim curbur¼a geodezic¼a a curbei (C) � (S) într-un
punct regulat P 2 (C); şi not¼am cu Kg; funcţia Kg = � sin�; unde � este

curbura lui (C) în P şi � =
�
\�!n ;�!v

�
:

Teorema 3.63 Curba (C) � (S) este o geodezic¼a dac¼a şi numai dac¼a ea are
curbura geodezic¼a nul¼a în �ecare punct .

Demonstratie. Dac¼a (C) este geodezic¼a, atunci are loc 3.191, adic¼a

� =
�
\�!n ;�!v

�
2 f0; 180�g; de unde reiese imediat Kg = � sin� = 0: Reciproc,

Kg = 0 implic¼a sin� = 0; de unde, conform cu 3.191, (C) este geodezic¼a, sau
� = 0; caz în care (C) este o dreapt¼a, adic¼a, în conformitate cu propozi̧tia
3.60, (C) este geodezic¼a.
Interpretarea geometric¼a a curburii geodezice o ob̧tinem în modul urm¼a-

tor: Fie (C) � (S) o curb¼a şi P 2 (C). Not¼am cu (C 0) proieçtia ortogonal¼a
a acesteia pe planul tangent la suprafa̧t¼a în P: Dreptele proiectante �ind
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perpendiculare pe planul tangent, acestea determin¼a o seçtiune normal¼a (a
lui (C)) în cilindrul format de aceste proiectante, iar seçtiunea normal¼a este
tocmai (C 0): Aplicând teorema lui Meusnier pe suprafa̧ta cilindric¼a, g¼asim
c¼a:

�C0 = � cos([~n0; ~�);
unde ~n0 desemneaz¼a versorul normal la suprafa̧ta cilindric¼a, iar ~�; versorul
normal principal al lui (C):
Generatoarele cilindrului sunt paralele cu normala la suprafa̧t¼a ~n

(deoarece ele sunt perpendiculare pe �tg(P )), prin urmare, normala ~n0 la
cilindru este perpendicular¼a pe ~n; în plus, ~n; ~� şi ~n0 sunt coplanare, ele �ind
coņtinute în planul normal la (C) în P şi atunci, ([~n0; ~�) = 90� � (d~n;~�); de
unde ob̧tinem cos([~n0; ~�) = sin(d~n;~�); şi avem:

�C0 = � sin(d~n;~�) = Kg;

Putem formula:

Teorema 3.64 Curbura geodezic¼a a unei curbe într-un punct P este curbura
proiecţiei ei ortogonale pe planul tangent la suprafaţ¼a în P .

Din rezultatul de mai sus şi din teorema 3.63, deducem acum

Teorema 3.65 Curba (C) � (S) este geodezic¼a dac¼a şi numai dac¼a proiecţia
ei ortogonal¼a pe planul tangent în �ecare punct P 2 (C) are curbura în P
egal¼a cu zero.

Se poate demonstra: drumul cel mai scurt pe o suprafa̧t¼a între
dou¼a puncte ale acesteia este o geodezic¼a ce trece prin ele. Mai mult,
dac¼a aceste dou¼a puncte sunt su�cient de apropiate, aceast¼a geodezic¼a exist¼a
şi este unic¼a.

Exemplul 3.66 Geodezicele planului: Fie planul xOy; de�nit de x =
u1; y = u2; z = 0: Normala acestuia este ~N = ~k(0; 0; 1); iar dx = du1;
dy = du2; dz = 0 etc. Ecuaţia diferenţial¼a a geodezicelor se scrie în acest
caz: ������

0 0 1
du1 du2 0
d2u1 d2u2 0

������ = 0:
C¼aut¼am geodezicele sub forma u2 = u2(u1); astfel, d2u1 = 0; şi ecuaţia aces-
tora devine: ������

0 0 1
du1 du2 0
0 d2u2 0

������ = 0;
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adic¼a, d2u2 = 0; ceea ce este echivalent cu

u2 = au1 + b; (a; b� const:);

sau fy = ax + b; z = 0g adic¼a, geodezicele planului sunt dreptele şi numai
ele.

3.6 Contact între suprafȩte

De�nitia 3.67 O suprafaţ¼a (S) de clas¼a p � m + 1 are un contact de
ordinul m (exact) cu o suprafaţ¼a (S�) de clas¼a p� � m + 1; într-un punct
comun M0; dac¼a exist¼a cel puţin o reprezentare a suprafeţelor

(S) : ~r = ~r(u1; u2); (S�) : ~r = ~r�(u�1; u�2);

punctul M0 corespunzând pe (S) valorilor (u10; u
2
0); iar pe (S

�); valorilor
(u�10 ; u

�2
0 ); astfel încât s¼a �e satisf¼acute condiţiile:

(3.192)
�

@i+j~r

@(u1)i@(u2)j

�
M0

=

�
@i+j~r�

@(u�1)i@(u�2)j

�
M0

; 1 � i+ j � m;

dar nu exist¼a nici o reprezentare parametric¼a astfel încât aceste condiţii s¼a
�e satisf¼acute pentru i+ j = m+ 1:

Observa̧tii:

1. Din observa̧tia 3.145 cunoaştem c¼a, dac¼a vectorul ~r(u1; u2) este
dus în vectorul ~R(u1; u2) printr-o transformare ortogonal¼a, atunci

@i+j~r

@(u1)i@(u2)j
este dus în

@i+j ~R

@(u1)i@(u2)j
: Din aceasta şi din faptul c¼a

egalitatea vectorilor este p¼astrat¼a la transform¼ari ortogonale, rezult¼a c¼a
rela̧tiile 3.192 sunt invariante la astfel de transform¼ari. Mai mult, dac¼a
schimb¼am parametrizarea suprafȩtei (S) cu ajutorul transform¼arilor ad-
misibile u1 = u1(�u1; �u2); u2 = u2(�u1; �u2); de clas¼a cel pu̧tin m, rela̧tiile
3.192 vor �p¼astrate, cu condi̧tia ca şi pe (S�) s¼a schimb¼am parametrii,
derivatele funçtiilor u�1 = u�1(�u�1; �u�2); u�2 = u�2(�u�1; �u�2); care reali-
zeaz¼a schimbarea parametrilor pe (S�); �ind egale cu cele ale funçtiilor
u1 = u1(�u1; �u2); u2 = u2(�u1; �u2) pân¼a la şi inclusiv ordinul m: Aceasta
ne arat¼a c¼a 3.192 nu depind de alegerea parametrilor pe (S) şi analog,
pe (S�):

Cele de mai sus ne permit s¼a spunem c¼a proprietatea a dou¼a suprafȩte
de a avea contact de ordinul m într-un punct comun este o proprietate
geometric¼a.
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2. Ca şi în cazul curbelor, putem da o interpretare geometric¼a simpl¼a
de�ni̧tiei de mai sus. Dezvolt¼am cu formula lui Taylor pe ~r(u1; u2) în
serie de puteri ale lui u1 � u10 şi u2 � u20, şi suprafa̧ta reprezentat¼a prin
suma primilor termeni ai acestei dezvolt¼ari pân¼a la şi incluzând termenii
care coņtin puterile (u1 � u10)

k şi (u2 � u20)
k o vom numi suprafa̧ta

aproximant¼a de ordinul k a suprafȩtei (S) în punctul M0: Atunci,
un contact de ordinul m este echivalent cu coincideņta suprafȩtelor
aproximante de ordinul 1; 2; :::;m ale suprafȩtelor (S) şi (S�) în punctul
M0:

În cazul în care dou¼a suprafȩte reprezentate parametric au în comun un
punct, putem decide ordinul contactului prin

Teorema 3.68 Fiind date dou¼a suprafeţe (S) şi (S�) de clas¼a cel puţinm+1;
reprezentate, respectiv, prin

(3.193) (S) : ~r = ~r(u1; u2); (S) : ~r = ~r�(u�1; u�2);

având în comun punctul M0 (cu
���!
OM0 = ~r(u10; u

2
0) = ~r�(u�10 ; u

�2
0 ); condiţia

necesar¼a şi su�cient¼a ca aceste suprafeţe s¼a aib¼a în M0 un contact de ordinul
m este ca sistemul de ecuaţii:
(3.194)8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

�
@~r

@u1

�
0

=

�
@~r�

@u�1

�
0

�
@u�1

@�u�1

�
0

+

�
@~r�

@u�2

�
0

�
@u�2

@�u�1

�
0�

@~r

@u2

�
0

=

�
@~r�

@u�1

�
0

�
@u�1

@�u�2

�
0

+

�
@~r�

@u�2

�
0

�
@u�2

@�u�2

�
0�

@2~r

@(u1)2

�
0

=

�
@2~r�

@(u�1)2

�
0

�
@u�1

@�u�1

�2
0

+ 2

�
@2~r�

@u�1@u�2

�
0

�
@u�1

@�u�1

�
0

�
@u�2

@�u�1

�
0

+�
@2~r�

@(u�2)2

�
0

�
@u�2

@�u�1

�2
0

+

�
@~r�

@u�1

�
0

�
@2u�1

@(�u�1)2

�
0

+

�
@~r�

@u�2

�
0

�
@2u�2

@(�u�1)2

�
0

;

:::::::::::::::::::

în necunoscutele
�
@u�1

@�u�1

�
0

;

�
@u�2

@�u�1

�
0

;

�
@u�1

@�u�2

�
0

;

�
@u�2

@�u�2

�
0

;

�
@2u�1

@(�u�1)2

�
0

;�
@2u�1

@�u�1@�u�2

�
0

;

�
@2u�1

@(�u�2)2

�
0

;

�
@2u�2

@(�u�1)2

�
0

;

�
@2u�2

@�u�1@�u�2

�
0

;

�
@2u�2

@(�u�2)2

�
0

;...,

s¼a �e compatibil, iar sistemul conţinând derivatele de ordinul m+1 ale funcţi-
ilor u�1; u�2 s¼a nu �e compatibil.

Demonstratie. Fie (S) şi (S�) reprezentate prin ~r = ~r(�u1; �u2) şi re-
spectiv, (S�) : ~r = ~r�(�u�1; �u�2); astfel încât în M0 (cu

���!
OM0 = ~r(�u10; �u

2
0) =
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~r�(�u�10 ; �u
�2
0 )) sunt îndeplinite condi̧tiile 3.192, adic¼a avem:

(3.195)
@~r

@�u1
=

@~r�

@�u�1
;
@~r

@�u2
=

@~r�

@�u�2
;

@2~r

@(�u1)2
=

@2~r�

@(�u�1)2
etc.,

derivatele �ind calculate în M0; fapt pe care nu-l vom mai meņtiona, pentru
a simpli�ca scrierea. Facem aceeaşi transformare de parametri pe (S) şi (S�);
astfel încât pe (S) s¼a ob̧tinem parametrii u1; u2 din 3.193, adic¼a:

�u1 = f 1(u1; u2); �u�1 = f 1(u1; u2);

�u2 = f 2(u1; u2); �u�2 = f 2(u1; u2):

Condi̧tiile 3.192 vor � înc¼a satisf¼acute. Într-adev¼ar, avem:

(3.196)
@~r

@u1
=

@~r

@�u1
@�u1

@u1
+

@~r

@�u2
@�u2

@u1
;
@~r�

@u1
=

@~r�

@�u�1
@�u�1

@u1
+

@~r�

@�u�2
@�u�2

@u1
;

(̧si analoagele),

@�u1

@u1
=
@f 1

@u1
=
@�u�1

@u1
;
@�u2

@u1
=
@f 2

@u1
=
@�u�2

@u1

(̧si analoagele), de unde rezult¼a prin 3.195 rela̧tiile:

@~r

@�u1
=

@~r�

@�u�1
;
@~r

@�u2
=

@~r�

@�u�2
;

@2~r

@(�u1)2
=

@2~r�

@(�u�1)2
etc..

Schimb¼am parametrii u1; u2 pe (S�) în �u�1; �u�2 (prin identitate) şi apoi,
pe �u�1; �u�2 astfel încât s¼a ob̧tinem parametrii u�1; u�2 din 3.193, adic¼a:

�u�1 = �u�1(u�1; u�2); �u�2 = �u�2(u�1; u�2):

Atunci, 3.196 cap¼at¼a forma:

@~r

@u1
=

@~r

@u�1
@u�1

@�u�1
+

@~r

@u�2
@u�2

@�u�1
(̧si analoagele),

adic¼a, 3.194, cu valorile necunoscutelor precizate. Rezult¼a de aici c¼a sistemul
3.194 este compatibil, cu alte cuvinte, condi̧tia este necesar¼a.
Reciproc, consider¼am valorile necunoscutelor date de sistemul 3.194.

Schimb¼am parametrii pe (S�) cu ajutorul transform¼arii admisibile

u�1 = u�1(�u�1; �u�2); u�2 = u�2(�u�1; �u�2);

derivatele acestor funçtii pân¼a la şi inclusiv ordinul m; având în M0 valorile
date de sistemul 3.194. În noul sistem de coordonate, condi̧tiile 3.192 sunt
satisf¼acute.
Dac¼a sistemul 3.194 ar �compatibil şi pentru derivatele de ordinul m+1;

atunci condi̧tiile 3.192 vor � satisf¼acute pân¼a la m + 1; cel pu̧tin. Astfel,
condi̧tia este şi su�cient¼a.
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Teorema 3.69 Fiind date dou¼a suprafeţe de clas¼a p � m; suprafaţa (S)
�ind dat¼a parametric prin ~r = ~r(u1; u2); iar (S�) prin ecuaţia F (x; y; z) = 0;
având în comun punctulM0 (

���!
OM0 = ~r(u10; u

2
0) = ~r(x0; y0; z0)); ordinar pentru

suprafaţa (S�); condiţiile necesare şi su�ciente ca aceste suprafeţe s¼a aib¼a în
M0 un contact de ordin cel puţin m sunt:

(3.197) F (~r(u10; u
2
0)) = 0;

@i+jF (~r(u1; u2))

@(u1)i@(u2)j
j(u10;u20) = 0; 1 � i+ j � m:

Demonstratie. Presupunem c¼a în M0 suprafȩtele (S) şi (S�) au un
contact de ordin cel pu̧tinm: Atunci, în conformitate cu de�ni̧tia 3.192, exist¼a
reprezent¼ari parametrice ale lor (S) : ~r = ~r(�u1; �u2); (S�) : ~r = ~r�(�u�1; �u�2);
pentru care condi̧tiile 3.192 (echivalent: 3.195) sunt îndeplinite. Pe de alt¼a
parte, F (~r�(�u�1; �u�2)) = 0; şi prin 3.195, vom avea în M0 rela̧tiile:

(3.198) F (~r(�u10; �u
2
0)) = 0;

�
@i+jF (~r(�u1; �u2))

@(�u1)i@(�u2)j

�
0

= 0; 1 � i+ j � m:

Facem acum schimbarea u1 = u1(�u1; �u2); u2 = u2(�u1; �u2); pe (S); astfel
încât s¼a ob̧tinem suprafa̧ta (S) dat¼a prin ~r = ~r(u1; u2): Condi̧tiile 3.198
conduc la 3.197, deoarece �ecare derivat¼a în u1; u2 a funçtiei F se exprim¼a
liniar cu ajutorul derivatelor lui F în �u1; �u2; de ordin mai mic sau egal cu
ordinul derivatei respective. Aceasta arat¼a c¼a 3.197 sunt condi̧tii necesare.
Reciproc, deoarece M0 este ordinar pentru (S); putem presupune

F 0z(x0; y0; z0) 6= 0 şi vom putea reprezenta (S�) în vecin¼atatea lui M0 prin
ecua̧tia explicit¼a z = f(x; y): Alegem pentru aceast¼a suprafa̧t¼a reprezentarea:

(S�) : ~r = ~r�(u1; u2) : x = x(u1; u2); y = y(u1; u2); z = f(x(u1; u2); y(u1; u2));

suprafa̧ta (S) �ind dat¼a, din enuņtul teoremei prin:

(S) : ~r = ~r(u1; u2) : x = x(u1; u2); y = y(u1; u2); z = z(u1; u2):

Avem, evident, F (~r�(u1; u2)) � 0: Consider¼am funçtia

�(z) = F (~r)� F (~r�)

şi o dezvolt¼am în jurul punctului �x; �y; �z dat de

�x = x; �y = y; �z = f(x; y):

Ob̧tinem:
�(z) = (z � �z)F 0z(x; y; �z�);
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unde �z� 2 (�z; z): Datorit¼a continuit¼a̧tii, putem presupune F 0z(x; y; �z
�) 6= 0 şi,

deci:

(3.199) z � �z = �(z)

F 0z(x; y; �z
�)
:

Rela̧tiile 3.197 �ind satisf¼acute, avem �(z) = A(z � z0)
m+1 + ::: (cu A 6= 0)

şi F 0z(x; y; �z
�) = B + C(z � z0) + ::: (cu B 6= 0) şi din 3.199, avem:

(3.200) z � �z = D(z � z0)
m+1 + ::: (cu D 6= 0).

Întrucât �x = x; �y = y şi are loc 3.200, rezult¼a c¼a în M0; reprezent¼arile
de mai sus ale lui (S) şi (S�): ~r = ~r(u1; u2); ~r = ~r�(u1; u2) satisfac 3.192, de
unde rezult¼a c¼a 3.197 sunt şi condi̧tii su�ciente.
Observa̧tie. Dac¼a suprafȩtele (S) şi (S�) de clas¼a m + 1; au în punctul

comun M0 un contact de ordinul m; atunci orice curb¼a (C) de clas¼a m + 1
de pe (S); ce trece prin M0; are în M0 un contact de ordin m cu suprafa̧ta
(S�):
Într-adev¼ar, dac¼a suprafȩtele sunt date prin (S) : ~r = ~r(u1; u2); (S�) :

~r = ~r�(u�1; u�2) şi sunt îndeplinite 3.192, atunci, la orice curb¼a de pe (S); s¼a
spunem, (C1) : u1 = h1(t); u2 = h2(t); ataş¼am curba

(C2) : u
�1 = u�10 � u10 + h1(t); u�2 = u�20 � u20 + h2(t)

de pe suprafa̧ta (S�); punctul M0 satisf¼acând condi̧tiile u10 = h1(t0); u
2
0 =

h2(t0) şi de�ni̧tia contactului a dou¼a curbe în spa̧tiu (cap. 2) este satisf¼acut¼a.
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eņtial¼a, Ed. Tehnic¼a, Bucureşti, 1987.
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[16] C. Udri̧ste, C. Radu, C. Dicu, O. M¼al¼ancioiu: Algebr¼a, geometrie şi
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