
Spaţii euclidiene

Noţiunea de produs scalar

Fie V  un spaţiu vectorial real.

Definiţie  Se numeşte produs scalar pe spaţiul vectorial  real  V o aplicaţie 
RVV →×:ϕ , notată >= < yxyx ,),(ϕ , care are următoarele proprietăţi:

1) Vyxxyyx ∈∀>>= << ,,,,  (produsul scalar este comutativ).
2) RVyxxyxyxyxx ∈∀∈∀><+><>=+< 212122112211 ,,,,,,,, λλλλλλ
(produsul scalar este liniar în prima variabilă).
3)  Vxxx ∈∀≥>< ,0 ,  şi  00 , =⇒=>< xxx , (produsul scalar este pozitiv 
definit).

Definiţie Se numeşte spaţiu euclidian un spaţiu vectorial real de dimensiune 
finită pe care s-a definit un produs scalar.

Observaţii: 
1) Din condiţiile 1) şi 2) ale definiţiei de mai sus rezultă că produsul scalar 
este liniar şi în variabila a doua. Într-adevăr, oricare ar fi scalarii  şi oricare ar 
fi vectorii  avem 

><+><>=+< 22112211 ,,, yxyxyyx µµµµ , R∈∀ 21, µµ , Vyyx ∈∀ 21 ,,
2) Produsul scalar dintre vectorul nul şi oricare alt vector din V este egal cu 
zero  Vxxx ∈∀>=>= << ,0,00,

Exemple de produse scalare

1) Pe spaţiul vectorial nR  se defineşte produsul scalar canonic a doi vectori
),...,( 1 nxxx = , ),...,( 1 nyyy =  prin formula

nn yxyxyxyx +++>=< ..., 2211

2) Pe spaţiul vectorial C([a, b]) al funcţiilor reale continue pe intervalul 
[a, b] se defineşte produsul scalar canonic a două funcţii f  şi g prin formula

∫>=<
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Inegalitatea Cauchy-Schwarz-Buniakovsky

Propoziţie  Dacă V este un spaţiu vectorial real pe care este definit un produs 
scalar  >⋅⋅<  , , atunci, pentru oricare doi vectori  x şi  y din  V, este adevărată 
inegalitatea

><><≤>< yyxxyx ,,,

În inegalitatea de mai sus avem egalitate dacă şi numai dacă vectorii x 
şi y sunt liniar dependenţi.

Norma asociată unui produs scalar

Definiţie  Se numeşte  normă pe spaţiul  vectorial  V o funcţie  ,: RVN →  
notată xxN =)( , care are următoarele proprietăţi:

1) Vxx ∈∀≥ ,0  şi .00 =⇒= xx

2) RVxxx ∈∈∀= λλλ ,, .

3) Vyxyxyx ∈∀+≤+ ,,  (inegalitatea triunghiului).
Un spaţiu vectorial V pe care este definită o normă se numeşte spaţiu 

vectorial normat.

Propoziţie  Dacă V este un spaţiu vectorial real pe care este definit un produs 
scalar >⋅⋅<  , , atunci aplicaţia RV →⋅ :  definită prin formula        

><= xxx ,

este o normă pe V.

Exemple de norme

Pe  spaţiul  euclidian  Rn norma  asociată  produsului  scalar  canonic 
definit prin relaţia nn yxyxyxyx +++>=< ..., 2211 , numită norma euclidiană, 
este dată de formula

22

1 ... nxxx ++=
oricare ar fi vectorul nRx ∈ .

Pe spaţiul vectorial real infinit dimensional C([a, b]) al funcţiilor reale
continue pe intervalul [a, b], norma asociată produsului scalar definit prin

relaţia  ∫>=<
b

a

dttgtfgf )()(, ,  este  dată  de  formula  ∫=
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Unghiul dintre doi vectori

Fie  V  un  spaţiu  euclidian.  Folosind  definiţia  normei  euclidiene 
><= xxx ,  ,  inegalitatea  Cauchy-Schwarz-Buniakovsky  se  poate  scrie 

sub forma  yxyx ⋅≤>< ,  de unde, pentru  x şi  y diferiţi de vectorul nul, 

obţinem .1
,

1 ≤
⋅

><≤−
yx

yx

Definiţie  Fie  V un  spaţiu  euclidian  şi  x,  y doi  vectori  nenuli  din  V.  Se 
numeşte măsura unghiului dintre vectorii x şi y  numărul real θ ∈ [0, π] dat 
de formula

.
,
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yx

⋅
><=θ

Definiţie  Fie  V un spaţiu  euclidian.  Doi  vectori  x şi  y ∈ V se numesc 
ortogonali şi se notează x ⊥ y dacă produsul lor scalar .0, >=< yx

Exemplu: Fie  3RV = . Să se găsească un vector  z de normă egală cu 1 şi 
orthogonal cu vectorii )0,1,2(=x şi )0,2,3(−=y .

Mulţimi ortogonale şi ortonormate

Definiţie  O submulţime  S ⊂ V se  numeşte  ortogonală dacă  oricare doi 
vectori  distincţi  din  S sunt  ortogonali. O submulţime  S ⊂ V se numeşte 
ortonormată dacă  S este ortogonală şi oricare vector din S are norma egală 
cu 1.

Observaţie  Din orice mulţime ortogonală { }mxxxS ,...,, 21= , care nu conţine 
vectorul  nul,  se  poate  construi  o  mulţime  ortonormată.  Într-adevăr,  dacă 

împărţim  fiecare  vector  Sxi ∈  la  norma  sa  şi  notăm  
i

i
i x

x
y = ,  atunci 

mulţimea { }myyy ,...,, 21  este o mulţime ortonormată.

Propoziţie Într-un  spaţiu  euclidian  V,  orice  submulţime  ortogonală 
{ }mxxxS ,...,, 21= , care nu conţine vectorul nul, este liniar independentă.



Teoremă  (Procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt) 
Fie  V un  spaţiu  euclidian  şi  { }mxxxL ,...,, 21=  o  submulţime  liniar 
independentă  a  lui  V.  Pornind  de  la  submulţimea  L se  poate  construi  o 
submulţime { }myyyM ,...,, 21=  care are următoarele proprietăţi:
1) Toţi vectorii mulţimii M sunt nenuli.
2) M este o mulţime ortogonală.
3) Pentru orice k, 1 ≤ k ≤ m, vectorii myyy ,...,, 21  generează acelaşi subspaţiu 
vectorial cu cel generat de mxxx ,...,, 21 , adică

),...,,(),...,,( 2121 mm xxxSpyyySp = .

4)  Mulţimea  { }mzzzS ,...,, 21= ,  unde  ,
i

i
i y

y
z =  i  =  1,  2,  .  .  .  ,  m,  este 

ortonormată şi ),...,,(),...,,( 2121 mm xxxSpzzzSp = , oricare ar fi 1 ≤ k ≤ m.

Demonstraţie. Vectorii mulţimii M se construiesc conform formulelor de mai 
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unde ijα  sunt scalari reali care se determină din condiţiile ca fiecare vector

iy  să fie ortogonal pe cei determinaţi anterior: 
,0, >=< ji yy  i = 2..m,  j = 1.. i−1

1) Din definirea vectorilor iy  rezultă că aceştia se pot scrie şi sub forma
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Dacă ar exista un vector  iy , 1 ≤ i ≤ m, astfel încât  ,0=iy  atunci relaţia de 
mai sus arată că mulţimea { }ixxx ,...,, 21  este liniar dependentă, ceea ce este 
imposibil  deoarece  mulţimea  L este  liniar  independentă  şi,  în  consecinţă, 
orice  submulţime  a  sa  este  tot  liniar  independentă.  Prin  urmare,  ,0≠iy  
oricare ar fi 1 ≤ i ≤ m.
2) Pentru i = 2, condiţia ,0, 12 >=< yy  devine ><+>= < 112112 ,,0 yyyx α



de unde se obţine ><
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Pentru i = 3, condiţia ,0, 13 >=< yy devine  
><+><+>= < 1232113113 ,,,0 yyyyyx αα

Deoarece ,0, 12 >=< yy  se obţine ><
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Analog, condiţia ,0, 23 >=< yy  devine
><+><+>= < 2232213123 ,,,0 yyyyyx αα .

Cum ,0, 21 >=< yy  se obţine ><
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În cazul general, condiţiile ,0, >=< ji yy  i = 2..m,  j = 1.. i−1, implică 

><+>>= <+>= <= < ∑∑
−

=

−

=
j

i

k
kikjij

i

k
kikiji yyyxyyxyy

1

1

1

1

,,,,0 αα

ţinând seama că 0, >=< jk yy , dacă ,1..1 −= ik  jk ≠ , rezultă 
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Evident, vectorii iy  astfel construiţi sunt ortogonali doi câte doi.
3) Egalitatea ),...,,(),...,,( 2121 mm xxxSpyyySp =  rezultă imediat din

cele două moduri de scriere 
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4) Rezultă deoarece din orice mulţime ortogonală  { }myyyM ,...,, 21= , care 
nu conţine vectorul nul, se poate construi o mulţime ortonormată.

Baze ortonormate

Definiţie  Fie  V un  spaţiu  euclidian  de  dimensiune  n peste  R.  O  bază 
{ }neeeB ,...,, 21=  a lui  V se numeşte  bază ortogonală dacă oricare doi vectori 

distincţi din B sunt ortogonali ,0, >=< ji ee  

Definiţie  Baza B se numeşte bază ortonormată dacă este ortogonală şi orice 
vector din B are norma egală cu 1.

Altfel  spus,  { }neeeB ,...,, 21=  este  bază  ortonormată  dacă  ,, ijji ee δ>=<  unde 
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Teoremă: În orice spaţiu Euclidian există o bază ortonormată.

Avantajele folosirii bazelor ortonormate

a) Calculul  componentelor  unui vector  x ∈ V într-o bază ortonormată se 
face extrem de simplu cu ajutorul  produsului  scalar  şi  nu prin rezolvarea 
unui sistem de ecuaţii liniare.
b)  Într-un  spaţiu  euclidian  n-dimensional  dotat  cu  o  bază  ortonormată 
formulele de calcul pentru produsul scalar dintre doi vectori şi norma unui 
vector au aceeaşi formă cu cele din Rn.
c) Matricea de trecere între două baze ortonormate este o matrice ortogonală, 
adică o matrice a cărei inversă este egală cu transpusa sa.

Propoziţie  Fie  V un  spaţiu  euclidian  de  dimensiune  n peste  R şi 
{ }neeeB ,...,, 21=  o bază ortonormată a sa. Atunci dacă vectorul x ∈ V are în 

baza ortonormată B scrierea nneeex ααα +++= ...2211

atunci componentele sale în această bază sunt date de formulele
njex jj ..1,, =∀>= <α

Prin urmare, orice vector  x ∈ V are în baza ortonormată  { }neeeB ,...,, 21=  
scrierea nn eexeexeexx ><++><+>= < ,...,, 2211



Exemplu:  În  spaţiul  euclidian  3RV =  să  se  găsească  o bază  ortonormată 
pornind  de  la  baza:  { })1,1,1(),1,1,1(),1,1,1( 321 −−=−=== eeeB .  Care  este 
scrierea vectorului )3,1,2(=x în noua bază.

Matricea de trecere dintre două baze ortonormate

Fie C o matrice cu n linii şi n coloane cu elemente reale. 
Definiţie O matrice )(, RMC nn∈  se numeşte matrice ortogonală dacă

n

TT ICCCC ==
Din definiţia de mai sus rezultă că o matrice ortogonală C este inversabilă şi 

TCC =−1

Propoziţie  Fie V un spaţiu euclidian de dimensiune n peste R,
{ }neeeB ,...,, 21=  o bază ortonormată a sa şi  { }nfffB ,...,, 21=′  o altă bază a 

lui V, iar C matricea de trecere de la baza B la baza B’.
Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

1) Baza B’ este ortonormată.
2) Matricea C este o matrice ortogonală.

Subspaţiul ortogonal unui subspaţiu vectorial

Fie V un spaţiu euclidian şi A o submulţime a sa. Se spune că vectorul 
Vx ∈ este  ortogonal  pe  mulţimea  A şi  se  notează  ,Ax ⊥  dacă 

.,0, Aaax ∈∀>=<
Vom nota },0,|{ AaaxVxA ∈∀>=<∈=⊥

⊥A  este  un  subspaţiu  vectorial  al  lui  V şi  se  numeşte  subspaţiul 
ortogonal mulţimii A.

Pentru  a  demonstra  că  un  vector  x este  ortogonal  pe  un  subspaţiu 
vectorial  S este suficient să se demonstreze că  x este ortogonal pe vectorii 
unei baze a subspaţiului S.

Propoziţie  Fie  S un  subspaţiu  vectorial  al  spaţiului  euclidian  V, 
{ }meeeB ,...,, 21=  o  bază  a  lui  S şi  x un  vector  oarecare  din  V.  Avem 

echivalenţa: ...1, mjexSx j =∀⊥⇔⊥

Demonstraţie 
 ⇒ Dacă Sx ⊥ , atunci, evident, mjex j ..1, =∀⊥ deoarece .Se j ∈



⇐  Presupunem că mjex j ..1, =∀⊥ . Avem de demonstrat că 0, >=< yx , 
oricare ar fi vectorul  Sy ∈ . Cum orice vector  Sy ∈ se scrie în baza  B sub 

forma j
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Teoremă (Teorema subspatţiului ortogonal) 
Fie V un spaţiu euclidian ş¸si W S un subspa¸tţiu finit dimensional al s˘aău. 
Atunci ⊥⊕= SSV .
Demonstraţie. 
Trebuie  să  arătăm că  orice  vector   Vx ∈ se  scrie  în  mod unic  sub forma 

uwx +=  cu Sw∈ şi .⊥∈ Su  Subspaţiul S fiind finit dimensional, notăm cu m 
dimensiunea sa şi considerăm o bază ortonormată  { }meeeB ,...,, 21=  a lui  S. 
Fie x un vector oarecare din V. Vectorul w definit prin egalitatea 

mm eexeexeexw ><+><+>= < ,...,, 2211  aparţine subspaţiului S. 
Notăm wxu −=  şi demonstrăm că .⊥∈ Su În baza propoziţiei anterioare, este 
suficient să demonstrăm că ...1, mjeu j =⊥

>><<−−>><<−>><<−>>= <−>= << jmmjjjjj eeexeeexeeexexewxeu ,,...,,,,,,, 2211

⇒>=<−>= < 0,, jj exex .⊥∈ Su  Deci  uwx +=  cu  Sw∈ şi  ⊥∈ Su ⊥+=⇒ SSV . 

Pentru  a  demonstra  că  e  suma  directă  demonstrăm  că  { }0=∩ ⊥SS .  Fie 
⊥∩∈ SSx , 00, =⇒>=< xxx ⇒ { }0=∩ ⊥SS .

Corolar Dacă V este un subspaţiu euclidian finit dimensional, atunci orice S 
subspaţiu vectorial al lui V, atunci are loc descompunerea ⊥⊕= SSV .

Exemple:
În R2: },|)0,{( RxxS ∈=  },|),0{( RyyS ∈=⊥ ⊥⊕= SSR2 .
În R3: },,|)0,,{( RyxyxS ∈=  },|),0,0{( RzzS ∈=⊥ ⊥⊕= SSR3 .

Aplicaţie;
Dacă 3RV = este considerat ca spaţiu euclidian găsiţi subspaţiul ortogonal al 
subspaţiului generat de ),2,2,1(1 −−=e )2,1,2(2 −=e  şi o bază a sa.


