Spatii euclidiene

Notiunea de produs scalar
Fie V' un spatiu vectorial real.

Definitie Se numeste produs scalar pe spatiul vectorial real V' o aplicatie
¢:VxV - R notata $(x,y)=<x,y > care are urmitoarele proprietiti:

1) <x,y>=<y,x >Ux,yUV (produsul scalar este comutativ).

D<Ax, +Ax,y>=A <x,y>+A, <x,,y>0x,x,y0V,04,A, 0R
(produsul scalar este liniar in prima variabila).

3) <x,x>20,lx0V si <x,x>=00 x=0_ (produsul scalar este pozitiv
definit).

Definitie Se numeste spatiu euclidian un spatiu vectorial real de dimensiune
finitd pe care s-a definit un produs scalar.

Observatii:

1) Din conditiile 1) si 2) ale definitiei de mai sus rezultd ca produsul scalar
este liniar s1 in variabila a doua. Intr-adevar, oricare ar fi scalarii si oricare ar
f1 vectorii avem

<X, Uy, T LY, > <X,y >+, <x,y, > Uy, OR, Oy, y,y, OV

2) Produsul scalar dintre vectorul nul si oricare alt vector din V este egal cu
zero <x,0>=<0,x>=0,Ix0V

Exemple de produse scalare

1) Pe spatiul vectorial R" se defineste produsul scalar canonic a doi vectori
x=(x%,), ¥ =(¥5-,) prin formula
<x,y>=xy tx,y,t.+txy

2) Pe spatiul vectorial C([a, b]) al functiilor reale continue pe intervalul
[a, b] se defineste produsul scalar canonic a doua functii f* i g prin formula

</f.g>=[feg)dt



Inegalitatea Cauchy-Schwarz-Buniakovsky

Propozitie Daca V este un spatiu vectorial real pe care este definit un produs
scalar <LI>  atunci, pentru oricare doi vectori x si y din V, este adevirata
inegalitatea

[<x,y < <xx><y,y>
In inegalitatea de mai sus avem egalitate daca si numai daci vectorii x
si y sunt liniar dependenti.

Norma asociata unui produs scalar

Definitie Se numeste norma pe spatiul vectorial ¥ o functie N:V — R,
notatd N(x) = x|, care are urmatoarele proprietati:

1) |2 0,0x0V si[x|=00 x=0.

2) H/\x” = /\mx LxOV,AOR.

3) |x + ¥ < x| +|y.Cx, y OV (inegalitatea triunghiului).

Un spatiu vectorial V pe care este definitd o norma se numeste spafiu
vectorial normat.

Propozitie Daca V este un spatiu vectorial real pe care este definit un produs
scalar <L atunci aplicatia |[[: ¥ — R definitd prin formula

b = V< x>

este 0o norma pe V.
Exemple de norme

Pe spatiul euclidian R" norma asociatd produsului scalar canonic
definit prin relatia <x,y >=x,y, +x,y, +...+ X, v, numitd norma euclidiana,

este data de formula
x| = fx] + o+ XD
oricare ar fi vectorul xJR".

Pe spatiul vectorial real infinit dimensional C([a, b]) al functiilor reale
continue pe intervalul [a, b], norma asociatd produsului scalar definit prin

relatia < f,g >=} fg)dt, este dati de formula |f]= /} f@de,
£ 0OC((a,b)).



Unghiul dintre doi vectori

Fie 7  un spatiu euclidian. Folosind definitia normei euclidiene
| =+v/<x,x> , inegalitatea Cauchy-Schwarz-Buniakovsky se poate scrie

sub forma ‘< X,y >‘ = HXH [W)/H de unde, pentru x si y diferiti de vectorul nul,

SNYZ o,

]

Definitie Fie V un spatiu euclidian si x, y doi vectori nenuli din V. Se
numeste mdsura unghiului dintre vectorii x si y numarul real 6 & [0, n] dat
de formula

obtinem ~1=

<Xx >
Cosez’—y

<l al

Definitie Fie V un spatiu euclidian. Doi vectori x §i y & V se numesc
ortogonali si se noteazd x |y daca produsul lor scalar <x,y >=0.

Exemplu: Fie V' =R’. Sa se gaseasca un vector z de norma egala cu 1 si
orthogonal cu vectorii ¥ =(2,1,0)si y =(=3,2,0),

Multimi ortogonale si ortonormate

Definitie O submultime S C V' se numeste orfogonala daca oricare doi
vectori distincti din S sunt ortogonali. O submultime S C V' se numeste
ortonormata dacd S este ortogonald si oricare vector din S are norma egala
cu l.

Observatie Din orice multime ortogonala S ={x1,x2,...,xm} , care nu contine
vectorul nul, se poate construi o multime ortonormata. Intr-adevar, daca

X.

impartim fiecare vector X;[1S 1la norma sa si notim J; :_Hxl , atunci

i

multimea [yl,yza--.,ym} este 0 multime ortonormata.

Propozitie Intr-un spatiu euclidian V, orice submultime ortogonala
S ={x1,x2,...,xm} , care nu contine vectorul nul, este liniar independenta.



Teorema (Procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt)

Fie V un spatiu euclidian si L ={x1,x2,...,xm} o submultime liniar
independenta a lui V. Pornind de la submultimea L se poate construi o
submultime M = [ VisVyseees ym} care are urmatoarele proprietati:

1) Toti vectorit multimii M sunt nenuli.

2) M este o multime ortogonala.

3) Pentru orice &, 1 < k < m, vectorii Y,,),,--,Y, genereaza acelasi subspatiu
vectorial cu cel generat de x,,X,,..., X, , adica

SP(Vys Vyoers V) =SP(X,, Xy 500 X))

4) Multimea S:[ZI,ZZ,---,Z,”}, unde Z :H%» 1=1,2, ..., m, este

i

ortonormati si Sp(z,,2,,...,2,) = Sp(x,,X,,...,X, ), oricare ar fi 1 <k <m.

Demonstratie. Vectorii multimii M se construiesc conform formulelor de mai
jos

Yi=x

y2 :x2 +a21y1’

y3 :x3 +a31y1 +a32y2’

m—1

ym :xm +Zamjyj9
J=
unde @; sunt scalari reali care se determina din conditiile ca fiecare vector
», sa fie ortogonal pe cei determinati anterior:
<y[3yj >=O) 1= 2..m, j: 1 l_l

1) Din definirea vectorilor Y, rezultd cd acestia se pot scrie si sub forma
i1
V=X Y M
=

Daca ar exista un vector ¥, 1 <i <m, astfel incat y, =0, atunci relatia de
mai sus arata ca multimea {xl,xz,...,x,.} este liniar dependenta, ceea ce este
imposibil deoarece multimea L este liniar independentd §i, in consecinta,
orice submultime a sa este tot liniar independentd. Prin urmare, ), 0,
oricare ar fi 1 <i<m.

2) Pentru i = 2, conditia <,,¥, >=0, devine 0 =<x,,y, >+a, <y,y, >



_SX 0 2

de unde se obtine a5, =
<V 2

. — _<x25y1 >
Prin urmare, V, =%, = ——— V>
SV 2

Pentru i = 3, conditia < y;,y, >=0,devine
0=<x,y,>+a, <y,y >+0,,<y,,y, >
< XY, >

Deoarece < ,,y, >=0, se obtine &5, =~
<Yy 2

Analog, conditia < y,,y, >=0, devine
0=<x,,y,>+0a, <y,y,>+0, <y, y, >.

— . —_— <x37y2 >
Cum <y,,y, >=0, se obtine &y, =~——— .
<V ), 2
. — <Xx 1y > <X 9y >
Deci y3_x3_ S Vo~ 22 Y-

<Yy > <y, >
In cazul general, conditiile <¥:»¥, >=0, i=2.m, j=1..i—1, implica

i-1 i-1
0=<y,y, >=<x, + Zaikyk,yj >=<x,y, > +Z a, <y.y, >
=] =1

tinAnd seama ci <Y,,Y, >=0 daca k=1.i-1, k# j rezulta

= _ <X,y 2
0=<x,y,>+0a,<y,,y, > deunde se obtine @, =——————
> <y<,y, >
J J
_ i-1 <xl_,y]_ >
Deci ¥, =X, —) ————_V,,i=2.m.
}':]<yj9yj >

Evident, vectorii ), astfel construiti sunt ortogonali doi cate doi.
3) Egalitatea Sp(¥,,¥,,-.-,¥,,) =Sp(x,,X,,...,X,,) rezultd imediat din
=%
Yy =X a5,

Yy =X 105y, T05,),

i-1
cele doud moduri de scriere siy,=x t Z Hx;,
: =

m=1

ym :xm + Zam,-yj,
=



4) Rezulta deoarece din orice multime ortogonald M :{ylayza'-'aym}a care
nu contine vectorul nul, se poate construi o multime ortonormata.

Baze ortonormate

Definitie Fie V un spatiu euclidian de dimensiune n peste R. O baza
B={e,e,..e,} alui V se numeste bazd ortogonald daca oricare doi vectori
distincti din B sunt ortogonali <e;,e; >=0,

Definitie Baza B se numeste baza ortonormata daca este ortogonald si orice
vector din B are norma egala cu 1.

Altfel spus, B ={e,,e,,.e,} este bazi ortonormati daci < €,¢; >=0; unde
C,i#

0o

Teoremd: In orice spatiu Euclidian existi o bazi ortonormata.

i

Avantajele folosirii bazelor ortonormate

a) Calculul componentelor unui vector x & V intr-o baza ortonormata se
face extrem de simplu cu ajutorul produsului scalar si nu prin rezolvarea
unui sistem de ecuatii liniare.

b) Intr-un spatiu euclidian n-dimensional dotat cu o bazi ortonormati
formulele de calcul pentru produsul scalar dintre doi vectori i norma unui
vector au aceeasi forma cu cele din R".

c¢) Matricea de trecere intre doud baze ortonormate este o matrice ortogonala,
adica o matrice a carei inversa este egala cu transpusa sa.

Propozitie Fie V un spatiu euclidian de dimensiune n peste R si
B :{81,82,--.,€n} o0 baza ortonormata a sa. Atunci daca vectorul x & V are in
baza ortonormatd B scrierea x =d\e, *Q,e, +...+ A ¢,

atunci componentele sale in aceastd baza sunt date de formulele
a, =<x,e, >j=1l.n

Prin urmare, orice vector x & V are in baza ortonormata B :[61,62,---,€n]
scrierea X = <x,e, >et+t<x,e, >e, +.+<x,e >e



Exemplu: In spatiul euclidian ¥ = R® si se giseascd o bazi ortonormati
pornind de la baza: B =[el =(LLD,e, =(L-1),e, = (1,—1,—1)}. Care este
scrierea vectorului X = (2,1,3)1n noua baza.

Matricea de trecere dintre doua baze ortonormate

Fie C o matrice cu 7 linii si # coloane cu elemente reale.
Definitie O matrice CUM, ,(R) se numeste matrice ortogonald daca
cc'=C'c=1,
Din definitia de mai sus rezultd ca o matrice ortogonald C este inversabild si
C—l — CT

Propozitie Fie V un spatiu euclidian de dimensiune » peste R,
B :{61,62,---,6,1} 0 bazi ortonormati a sa si B’ :{fl,fz,---,fn} o altd bazi a
lui V, 1ar C matricea de trecere de la baza B la baza B’
Urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:
1) Baza B’ este ortonormata.
2) Matricea C este o matrice ortogonala.

Subspatiul ortogonal unui subspatiu vectorial

Fie V un spatiu euclidian §i 4 o submultime a sa. Se spune ca vectorul
xOVeste ortogonal pe multimea 4 si se noteazda xUA4, daca

<x,a>=0,Ual]A.

Vomnota 4° ={x0V [<x,a>=0,0a 0 A4}

A" este un subspatiu vectorial al lui V' si se numeste subspatiul
ortogonal multimii A.

Pentru a demonstra cd un vector x este ortogonal pe un subspatiu
vectorial S este suficient sd se demonstreze ca x este ortogonal pe vectorii
unei baze a subspatiului S.

Propozitie Fie S un subspatiu vectorial al spatiului euclidian 7,
B:[el’ez""aem} o bazd a lui S si x un vector oarecare din V. Avem
echivalenta: xUS < xUe,llj =1.m.

Demonstratie

U Daca x OS, atunci, evident, x Ue;,lj =1..m deoarece ¢, US.



0 Presupunem ci x Ue;,0j =1.m  Avem de demonstrat ¢ <x,y >=0,
oricare ar fi vectorul yUS . Cum orice vector ¥US se scrie in baza B sub

forma ¥ =) y,e;, obtinem <X,y >=<x,% ye >=%y <xe >=0,
= = =

Teorema (Teorema subspattiului ortogonal)

Fie V un spatiu euclidian g:81 #~S un subspasttiu finit dimensional al s=agu.
Atunci ¥ =50S".

Demonstratie.

Trebuie sda ardtam cd orice vector x0V se scrie in mod unic sub forma
x=w+u cu wlSsi «0S". Subspatiul S fiind finit dimensional, notam cu m
dimensiunea sa si considerdm o baza ortonormatid B =[€1,€2,.--,€m} alu S.
Fie x un vector oarecare din V. Vectorul w definit prin egalitatea

w=<x,e >e+t<xe >e, +..<xe, >e, apartine subspatiului S.

Notam #=x-w si demonstrim ca » 0S".In baza propozitiei anterioare, este
suficient si demonstrdm cd « Ue;,j =1..m.

< u,e; >=<x - w,e; >= <x,ej. >—<xe >< e.,e; >—<Xx,e >< €),€; >—-.—<uxe, >< e,,€; >

=<x,e;>-<xe;>=00 ,gg° Deci x=w+u cu wOSsl ,O0S°O0V=5+5".

Pentru a demonstra ci e suma directd demonstraim ca Sn S”={0}. Fie
xO0SnSY, <x,x>=0U x=00 SnSD:{O}_

Corolar Daca V este un subspatiu euclidian finit dimensional, atunci orice S
subspatiu vectorial al lui V, atunci are loc descompunerea V' =S 0 S”.

Exemple:
In R S={(x0)|x0OR}, S”={(0,y)|yOR}, ®>=50S".
In R S={(x,»,0)|x,yOR}, S”={(0,0,2)|z0R}, R* =50 S".

Aplicatie;
Daca V = R’ este considerat ca spatiu euclidian gasiti subspatiul ortogonal al
subspatiului generat de ¢ =(1,-2,-2), ¢, =(2,-1,2) si 0 baza a sa.



