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19, f(¥)=In(1 + £) 20. f(0) = (Inx)?

P'e 25
21. f(¥) =§—4f - 12;:—E

2, fi=(x—1)B+@x+1)B

23. Discuta la concavidad de la funcién lineal
f(x) = ax + b ;jTiene puntos de inflexién?

Clasifique los puntos criticos de las funciones de los
Ejercicios 24-35 utilizando el test de la segunda derivada

slempre que sea posible,

M. =3 —36x—3 25 f)=x(x—27%+1
py g T
26. {X)—X‘i‘; 27. (X)— +;
X X
28. f{X]=§, 29, f[:}l) =m
30, f(x) = xe* 31, f(W =xlhx
32, () = (F — 4)° 33, f() = (¥ —4)?
M, f(¥)=(F -3¢ 35. f() =xe ¥

36. Sea f)=xXslx20y flH=—x¥slx<0 ;Es0
un punto critico de f? ;Tiene f un punto de inflexién
alli? ;Es £'(x) = 0?7 Si una funcién tiene una tangente
no vertical en un punto de inflexién, jse tiene que
hacer cero necesariamente la segunda derivada de la
funcién en ese punto?

+37. Verifique que si f es convexa en un intervalo,
entonces su grafica esta por encima de sus tangentes
en dicho intervalo, Sugerencia: Suponga que f es
convexa en un intervalo ablerto que contiene a x;. Sea
K = £(3) — F(x) — £ (%)(x — x;). Demuestre que A
tiene un valor minimo local en x; y, por tanto, que
1(x) =0 en el intervalo, Demuestre que A(x) >0 si x#x.

Verifique que la grafica y = f(x) cruza a su tangente
en un punto de inflexidn, Sugerencia: Considere
separadamente los casas en los que la tangente es
vertical y no vertical.

Sea {0 =x"ygW=—x,(n=2234,.).
Determine si estas funciones tienen un maximo local,
un minimo local o un punto de inflexién en x =0,

+38.

40. (Test de derivadas superiores) Utilice las

=41,

*42.

m Dibujo de la grafica de una funcién

Al dibujar la grafica y = f(x) de una funcién f£, hay tres fuentes de informacién de utilidad:

(i) La propia funcién f, mediante la que se pueden determinar las coordenadas de algunos
puntos de la grafica, su simetria, y si existen asintotas.
(ii) Su primera derivada £, de donde se pueden determinar los intervalos de crecimiento y
decrecimiento y la localizacién de los valores extremos locales.
(iii) Su segunda derivada £, de donde se puede determinar la concavidad y los puntos de in-
flexi6n, y algunas veces los valores extremos.

conclusiones del Ejercicio 39 para plantear una
generalizacion del test de la segunda derivada que se
pueda aplicar cuando

flx) = () = -
para algin & = 2,

Este problema demuestra que ningin test que se base
solamente en los signos de las derivadas en x, puede

determinar para toda funcién con un punto critico en

X sl en ese punto tiene un maximo o un minimo local
0 un punto de inflexién. Sea

— 1y

= A U(gy =0, Ax) £0

_Je st x#0
fm_{o st x=0

Demuestre lo siguiente:

(@) lim, o x "f(x) =0paran=0,12 3, ..

(b) lim,_, A1/x) f(x) = 0 para todo polinomio P.

(c) Parax# 0, f¥(x) = P10 fH(k= 1,23 .),
siendo P un polinomio,

(d) 9 (0) existe yesigual a0 para k=1, 2,3, ...

(e) ftiene un minimo local en x = 0; —f tiene un
maximo local en x= 0,

(f) Si gl = xf(x), entonces g9(0) = 0 para todo
entero positivo ky g tiene un punto de inflexién
en x =10,

Una funcién puede tener un punto critico y no tener
en dicho punto un maximo local ni un minimo local
ni un punto de inflexién. Demuestre que esto es asi
considerando la siguiente funcion:

1
i) = xzsen; st x#0
0 st x=0

Demuestre que £(0) = f{0) =0, por lo que el eje xes
tangente a la grafica de f en x=0; pero f(x) no es
continua en x = 0, por lo que no existe £'(0).
Demuestre que la concavidad de f no es constante en
ningyin intervalo con extremo 0.
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Los puntos (i) y (iii) se han considerado en las dos secciones anteriores, En esta seccién vamos
a ver lo que se puede aprender de la propia funci6n sobre la forma de su gréfica, y después ilus-
traremos el procedimiento completo de dibujo con varios ejemplos utilizando las tres fuentes de
informacién.

Se podria dibujar la gréafica pintando las coordenadas de muchos puntos y uniéndolos me-
diante una curva suave adecuada. Esto es lo que hacen el software de computador y las calcula-
doras graficas. Cuando esto se hace a mano (sin computador ni calculadora), este método simple
es muy tedioso y ademéas puede ocultar los aspectos més interesantes de la grafica (puntos singu-
lares, valores extremos, etc.). También se podria dibujar la pendiente en cada uno de los puntos
y, dibujando rectas cortas que pasaran por esos puntos con las pendientes adecuadas, asegurarnos
de que la grafica pasa por todos los puntos que se han dibujado, con la pendiente correcta. Un
procedimiento més eficiente es obtener las coordenadas de unos pocos puntos y utilizar informa-
cién cualitativa sobre la funcién y su primera y segunda derivadas para determinar la forma de la
gréfica entre esos puntos.

Ademaés de los puntos criticos, singulares y de inflexi6n, una gréfica puede tener otros puntos
«interesantes». La abscisa y ordenada en el origen (los puntos en los que la gréfica corta a los
ejes coordenados) se encuentran entre dichos puntos. Cuando se dibuja cualquier grafica es
interesante intentar obtener estos puntos, es decir, todos los puntos de coordenadas (x, 0) y (0, )
que estén en la grafica. Por supuesto, no todas las graficas tienen que tener esos puntos, e inclu-
so aunque existan, puede no ser posible calcularlos exactamente. Siempre que una grafica esté
compuesta de varios trozos no conectados (denominados componentes) se deben obtener las
coordenadas de al menas un punto de cada componente. A veces es también til determinar las
pendientes en estos puntos. Las asintotas verticales (que se comentardn posteriormente) separan
generalmente la grafica de una funcién en componentes.

Advertir que una funcién dada posee alguna simetrfa puede ayudar mucho a obtener un buen
dibujo de su grafica. En la Seccién P.4 presentamos las funciones pares e impares y observamos
que las funciones impares tienen gréaficas que son simétricas respecto al origen, y que las funcio-
nes pares tienen graficas que son simétricas respecto al eje y, como se muestra en la Figura 4,27,
Estas son las simetrfas més faciles de advertir, pero las funciones pueden tener otras simetrias,
Por ejemplo, la grafica de 2 + (x — 1)* es simétrica respecto a la recta x= 1 y la gréfica de
2 + (x — 3)® es simétrica respecto al punto (3, 2).

Y y= fx) ¥
¥ = fx)

— 2
*

Al

-z

Figura 4.27

(a) La grafica de una funcién par
es simétrica respecto al eje y.

{(b) La grifica de una funcién
impar es simétrica respecio

(a) (b) al origen,

Asintotas

Algunas de las curvas que hemos dibujado en las secciones anteriores tenfan asintotas, es decir,
rectas a las que la curva se acerca arbitrariamente cuando se aleja a una distancia infinita del
origen. Las asintotas pueden ser de tres tipos: verticales, horizontales y oblicuas.
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DEFINICION 5
La grafica de y= f(x) tiene una asintota vertical en x = a si
obien lim f(x) = +o0o o bien lim f() = +o0, o0 ambas

=g x—=a+

Esta situacion tiende a aparecer cuando f(x) es un cociente de dos expresiones y el denominador
es cero en x= a.

1
m Calcule las asintotas verticales de f(x) = P, (Coémo se aproxima la gréfica a esas

Solucién  El denominador ¥* — x = x(x — 1) se aproxima a 0 cuando x se aproxima a 0 o 1, por lo que £
tiene asintotas verticales en x= 0y x = 1 (véase la Figura 4.28). Como x(x — 1) es positivo en (— oo, 0) y
en (1, oo) y es negativo en (0, 1), tenemos que

1 1
x]-l-nﬂ.l—XE—X_m xl-j:?.l—XE—X__m
lim ! s lim !
x-ﬂ+.¥2—x— = 1""1+XE_X—m

ﬂ Figura 4.28

DEFINICION 6
La grafica de y= f(x) tiene una asintota horizontal en y= L si
obien lim f(x =L o bien lim f(x =L  oambas

m Calcule las asintotas horizontales de
1 ¥+ 22
(@) f{X)=X2— y (b g(X)=f+1
Solucion
(@) La funcién f tiene la asintota horizontal y = 0 (véase la Figura 4.28) ya que
lim t - lim 1/¥ - =0

x¥—ton Pa —X_x-j;ao i—- (1,",2) _1
(b) La funcién g(x) tiene la asintota horizontal y= 1 (véase el Figura 4.29) ya que
g 1+ (1) 1

e el Rprre i
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Obsérvese que la grafica de g auza a su asintota dos veces (un error comin entre los estudiantes es que
las curvas no pueden cruzar a sus asintotas; el Ejercicio 41 al final de la seccién presenta un ejemplo
de una curva que cruza a su asintota infinitas veces).

x4 x?
y=—
' x4 1

+  Figura 429
|
Las asintotas horizontales de las funciones f y g del Ejemplo 2 son bilaterales, lo que significa
que la grafica se acerca a la asintota cuando x se aproxima a infinito y a menos infinito, La fun-
cién tan~! x tiene dos asintotas unilaterales, y= n/2 (cuando x— ) y y= — (n/2) (cuando
x— —oo). Véase la Figura 4.30.

Puede suceder que la grafica de una funcién f(x) se aproxima a una recta no horizontal cuando
xtiende a o0 0 a — oo (0 en ambos casos). Dicha recta se denomina asintota oblicua de la gréfica,

I T

V= tan—'x

T

Figura 430 Asintotas horizontales unilaterales,

DEFINICION 7
Larecta y= ax+ b (siendo a + 0) es una asintota oblicua de la grafica de y = f(x} si
o bien im (f(—(ax+BH)=0 obien lm (f(¥ —(ax+ bH)=0 o ambas

A== 00 A= 30

m Considere la funcién
9 = £+1 o X
- X B X
cuya grafica se muestra en la Figura 4.31(a). La recta y = x es una asintota oblicua bilateral de la gréafica
de f porque

1
im (f—x= lim -=0
X— oo ¥=tao X .

xe*
ST LI [a gréfica de y= ———, que se muestra en la Figura 4,31(b), tiene una asintota horizon-

L4t
tal y= 0 por la izquierda y una la asintota oblicua y = x por la derecha:
lim m“'_(]_ﬂ
R BN Y
xe* Hef—1—¢€) —X
}.jﬂ(lJre’_x)_}ﬂ TrE T -
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X Pt

1+e*

Figura 4.31
* (@) y= f( tiene una asintota
oblicua bilateral y = x.
(b) Esta grifica tiene una asintota
horizontal por la izquierda
y una asintota oblicua por la
(a) (b) derecha,

Recuérdese que una funcién racional es una funcién de la forma f(x) = PAx)/Q(x), siendo Py
@ polinomios, De acuerdo con las observaciones realizadas en las Secciones P.6, 1.2 y 1.3, las
asintotas de una funcién racional son muy especificas.

Asintotas de una funcién racional

Supongamos que f(x) = Z’“Eﬁ siendo P, y @), polinomios de grados m y n, respectiva-

mente. Supongamos también que P,, y ¢, no tienen factores lineales comunes. Entonces:

(@) La grafica de f tiene una asintota vertical en todos los puntos x en los que se cumpla
que @,() = 0.

(b) La grafica de f tiene una asintota horizontal bilateral y =0 si m < n

(c) La grafica de f tiene una asintota horizontal bilateral y= L (L #0) si m= n L es el
cociente de los coeficientes de los términos de mayor grado de P, y @,

(d) La grafica de f tiene una asintota oblicua bilateral si m = n + 1. Esta asintota se pue-
de obtener dividiendo @), por P, para obtener un cociente lineal ax + by un resto, £,
que es un polinomio de grado como mucho n — 1. Es decir,

R
@nlx)

f() =ax+ b+

La asintota oblicua es y= ax+ b,
() La grafica de f no tiene asintotas horizontales ni oblicuas si m > n+ 1.

X
m Calcule la asintota oblicua de = m

Soluciéon El coclente se puede obtener dividiendo directamente los polinomios:

x—1
——=x—1+—
f+x+1|x3 ¥+x+1 X+x+1
f+¥+x
- ¥-x

—F—x-1
1
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o0 bien podemos hacer:
X _x3+x2+x—x“—x—1+1
H+x+1 +x+1

=x— 14+
% Z4+x+1

En cualquier caso, podemos ver que la ecuacion de la asintota oblicua es y= x — 1.

Ejemplos de dibujo formal de curvas

Presentamos a continuacién una lista de cosas a considerar cuando se nos pide hacer un dibujo
de la grafica de y = f(x). Por supuesto no siempre sera posible obtener todos los puntos mencio-
nados en la lista.

Lista para dibujo de curvas

1. Caleule f(x) y f'(x), y exprese los resultados en forma factorizada.
2, Examine f(x) para determinar su dominio y los siguientes elementos:
(a) Asintotas verticales (buscar ceros de denominadores).
(b) Asintotas horizontales u oblicuas (considerar lim, , , ., f(x)).
(c) Simetrias obvias (;es f par o impar?).
(d) Ordenada y abscisa en el origen (puntos con coordenadas (x, 0) o (0, 3)), extremos
u otros puntos «obvios», Esta lista se puede ampliar si se conocen puntos criticos,
puntos singulares y punto de inflexién. Finalmente, hay que asegurarse de que se
conocen las coordenadas de al menos un punto en cada componente de la grafica.
3. Examine f'(x) para buscar:

(a) Puntos criticos.

(b) Puntos en los que f no esté definida (que incluiran los puntos singulares, los ex-
tremos del dominio de f'y las asintotas verticales).

(c) Los intervalos en los que f' es positiva o negativa. Es una buena idea reunir esta
informacién en forma de tabla como las que se han usado en los ejemplos anterio-
res, En la tabla se pueden indicar también las conclusiones sobre el crecimiento y
decrecimiento de fy la clasificacién de algunos puntos criticos y singulares como
maximos y minimos locales.

4, Examine f"(x) para buscar:

(a) Puntos en los que (x) = 0.

(b) Puntos en los que (%) no esté definida (entre los que se encontrardn los puntos
singulares, los extremos, las asintotas verticales, y posiblemente también otros
puntos donde £ esté definida pero f” no).

(c) Intervalos donde f sea positiva o negativa y donde f serd, por tanto, convexa o
c6ncava. Utilice una tabla.

(d) Los puntos de inflexién.

Una vez que se haya obtenido tanta informacién como sea posible, debe realizarse un cuidadoso
dibujo que refleje todo lo que se ha aprendido sobre la funcién. Considere el mejor sitio para
situar los ejes y qué escala utilizar en cada uno de modo que las «caracteristicas interesantes» de
la gréafica se muestren de la forma mas clara posible, Hay que tener cuidado con las aparentes
inconsistencias en la informacién, es decir, con las sospechas de que hemos cometido un error en
alguna parte. Por ejemplo, si hemos determinado que f(x) — oo cuando x se acerca a la asintota
vertical x = a por la derecha y también que f es decreciente y céncava en el intervalo (a, b),
entonces probablemente habremos cometido un error (intente dibujar esa situacién y ver por qué).
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ST Dibuje la grafica de y = M

2x

Solucién Resulta de utilidad expresar la funcién y de la forma

—X+1+2
‘y_E X

que asi no sélo se muestra claramente que y = (x/2) + 1 es una asintota oblicua, sino que se hace mas
facil calcular las derivadas

1 2 £-4 . A
G T R

De y. Dominio: todo x excepto 0. Asintota vertical: x = 0.
X X 2
Ashnotaohlicua:y=§+ Ly— E+ 1)=E—>{] cuando x— + oo,

Simetria: ninguna obvia (y no es par ni impar),
Abscisas y ordenadas en el origen: ninguna. ¥’ + 2x+ 4 = (x+ 1)* + 3 > 3 para todo x e y no
estd definida en x = 0.
De y: Puntos criticos: x= +2; puntos (—2, —1) y (2, 3).
¥ no esta definida en x = 0 (asintota vertical).
De y". y" = 0en ningiin punto; y" no estd definida en x= 0,

PC ASY PC
X ~2 0 2
y| + 0 - mdef - 0 +
y | - —  indef + +
y | »~ max N\, indef \, min
m m u o

La gréfica se muestra en la Figura 4,32,

-1
ST Dibuje la grafica de f(x) = Z_1

Solucion Tenemos que

B —Bx f._ﬁmf+g
(0 = (% -0

De f: Dominio: todo x excepto +2. Asintotas verticales: x= —2y x= 2,
Asintota horizontal: y= 1 (cuando x — + o0).
Simetria: respecto al eje y (y es par).
Abscisas y ordenadas en el origen: (0, 1/4), (—1, 0) y (1, 0).
Otros puntos: (—3, 8/5), (3, 8/5) (las dos asintotas verticales dividen la grifica en tres componen-
tes; necesitamos puntos en cada uno de ellas. Las componentes externas requieren puntos con
x| > 2),

De f IPllmto critico; x=0: f no estd definidaen x=20 x= -2,

De f": £'(x) = 0 en ningtin punto; £’ mo esté definidaen x=2 0o x= —2,
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ASY PC ASY
¥ —2 0 2
—’
£l + indef + 0  — indef —
P+ indef — — indef  +
£ |~ indef 7 max N\, indef
) mn (] W)

La gréafica se muestra en la Figura 4,33,

(—3.8/%)

_________________________

Figura 4.32 Figura 4.33

Dibuje la grafica de y = xe **,
Solucién Tenemos que y = (1 — e % y' = x(£ — 3)e *~,
De y.  Dominio: todo x.
Asfntota horizontal: y = 0. Nétese que, si £ = x*/2, entonces |xe~ */?| = /2te"— 0 cuando ¢ oo

(cuando x— + oo).
Simetria: respecto al origen (y es impar), Abscisas y ordenadas en el origen: (0, 0).

De y: Puntos criticos: x= +1; puntos (+1, +1/./6 = (+1, +081).
De y: y'=0enx=0yx= +.,/3; puntos (0, 0), (£/3, £/3¢ %) = (£ 1.73 + 0.39).

PC PC
X -3 ~1 0 1 J3 N
y | - - 0 + + 0 - =
y |- o + + 0 - - 0 +
Y|~ N min A /. max N\, N,
N infl W v infl o~ N infl

La gréfica se muestra en la Figura 4.34.
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STINTIGE: N Dibuje la grafica de f(x) = (¥ — 1)%3, Véase la Figura 4.35.
Beiaciim B 4 X P 4 ¥-3
ucion f(x) = 3E- P (x) = S D

De f: Dominio: todo x.
Asfntotas: ninguna ( (%) crece como x** cuando x— + o).
Simetria: respecto al eje f (f es una funcién par).
Abscisas y ordenadas en el origen: (+1, 0), (0, 1).

De f: Puntos criticas: x = 0; puntos singulares x = +1.

De f: f(=0enx= + \/P puntos (+f 275 » (+1.73, 1,59); £"(x) no esta definida en x= +1.

PS PC BS
x -3 -1 0 1 V3
f — — indef + 0 — Indef + +
ol + 0 —  indef - —  indef - 0 +
F |~ . min  max ~, mn 7
v infl n N n N infl o
[ |
¥y y
y= (_‘.3 e ”23'3
(Le 12y
q-,fﬁ. Fe—3i2y

—vﬁ.—\@t’_j 1}

Figura 4.34

e

—1/2

{(—1,—e i

=

Figura 4.35

Observacion Uso de una herramienta de grificos Las técnicas para el dibujo de curvas que
se han comentado anteriormente sélo son (tiles para dibujar graficas de funciones lo suficiente-
mente simples como para permitir calcular y analizar sus derivadas. En la préactica, muchas ve-
ces serd necesario utilizar una calculadora gréfica o un computador para dibujar la grafica de
forma rapida y sencilla, Para utilizar estas herramientas graficas de forma mas efectiva, hay que
decidir en qué ventanas de visualizacién y qué escalas horizontal y vertical utilizar. Una selec-
cién inadecuada de la ventana de visualizacién puede hacer que se pierdan caracteristicas signifi-
cativas de la grafica. A continuaci6n se presenta un comando de Maple que sirve para visualizar
la gréfica de la funcién del Ejemplo 6, junto con su asintota oblicua. Pedimos a Maple que dibu-
je O+ 2x+ 4)/20 y 1 + (9/2).

> plot ({¥X2+2*x+4)/(2*x), 1+ (x/2)}, x=—6..6, —7..7)

Conseguir que Maple dibuje la grafica del Ejemplo 9 no es tan sencillo. Como Maple no trabaja
con potencias fraccionarias de niimeros negativos, incluso aunque tomen valores positivos reales,
hay que dibujar |¥* — 1/*® o si no la parte de la gréfica entre — 1y 1 se perdera.

> plot(labsix2—1)Y (2/3), x=—4,.4, —1..5)} ;
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Ejercicios 4.4

1. La Figura 4.36 muestra las graficas de una funcién £
sus dos derivadas a £ y ", y otra funcién g ;Qué
gréfica corresponde a cada funcién?

(a) ¥

4

(b) ¥

A\

1

3 4y —S—nl\—_l{if_]l
¥

(d)

—

N

g _3_35{/ 2

2. Indique, para cada una de las funciones que se dibujan
en la Figura 4.38, qué informacion se puede determinar
(aproximadamente) por simple inspecci6n de la grafica

3 odx —5—4-IN2-]
—1
—4
-5

Figura 4.36

1 2 3 4x

(simetrfa, asintotas, abscisa y ordenada en el origen,
intervalos de crecimiento y decrecimiento, puntos
criticos y singulares, maximos y minimos locales,
intervalos de concavidad constante, y puntos de

inflexién).
3. La Figura 4.37 muestra las graficas de cuatro
funciones:
(a) ¥ (b) ¥y
3 3
2 2
1 1
P, JT F, (U | I 2 3 4 x —5—4-3-2— ; 1 E X
2 2
3 3
—4 —4
() ¥y {d) ¥
3 3
2 2
1 r_-
54 -3-2-1 2 3 4 x

wWord =

Figura 4.37

—_— X 3 X

i M =1—¢
r—x X

jj — e —

e JE+1 2 JIE =1

¢ Qué gréfica corresponde a cada funcién?

4. Repita el Ejercicio 2 para las gréficas de la Figura
4,37,

En los Ejercicios 5-6, dibuje la gréfica de una funcién que
tenga las propiedades dadas, Identifique los puntos criticos,
puntos singulares, maximos y minimas locales y puntos de
inflexién. Suponga que f es continua y que sus derivadas
existen en todas partes excepto que se pueda inferir lo
contrario de forma implicita o explicita,

5. flo)=1, fi=x1)=0, f2) =1, lim,, ., f(x) = 2,
lim,, ,fl)= -1, £(x) >0en (—oo,0) yen
(1, o), f(x) <0en(0,1), f(x) >0en(—o0,0) yen
(0, 2), y f'(x) <0Oen (2, o).

6. f(—1)=0 fl0)=2 Al =1, fi2)=0, f3) =1,
lim, (Y +1-—20=0 (3 >0en (-, —1),
(—1,0)y (2 x), f(x) <0en (0, 2),

lim,, , ix)=oc0, f(x)>0en(—o0, —1) yen
(1, 3,y £'(x) <0en (—1, 1) yen (3, o).

En los Ejercicios 7-39, dibuje las graficas de las funciones
dadas, utilizando cualquier informacién que se pueda
obtener de la funcién, y de su primera y segunda derivadas.

T.y=(x-1)p° 8. y=x(¥ — 1)°
my=2_x 1&y=x_1
X x+1
1. y= £ 12. y=;
1+x 4+ ¥
13.y=; 14, y= =
2 — % ¥—1
i i i
¥—1 ¥—1
17. y= £ 1&y=—ji—
£+1 ¥+1
19y=f_4 z&y=£:3
’ x+1 ¥—1
X — 4y ¥—1
11.y=x2_1 11.y=T
2
B.y=(‘¥2£1]2 24, y= & XSA)
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1 X 1 X
B ux R A Sy e B
¥ B+ | g
= 28, y=x+senx 39. y=(—1)F
40. ;Qué es lim, 5, xInx? ;Y lim,_ g xIn|x? 51 f(x) =
29, y=x+ 2senx . o g = xIn|x| para x # 0, jes posible definir £(0) de forma
31, y=xe* 32 y=e *senx (x> 0) 31:; é"ese? continua en toda la recta real? Dibuje la gra-
3. y=xe* 3. y=¥e sen x

41. ;Qué recta es una asintota de la curva y = m? (En

Inx Inx
3. P g (x>0) 36, Y=z (x>0) qué puntos cruza la curva a esta asintota?

m Problemas de valores extremos

En esta seccién vamos a resolver varios problemas del mundo real que, al ser trasladados a tér-
minos matematicos, requieren el cdlculo del valor méximo o minimo de una funcién de una va-
riable. Estos problemas pueden variar desde muy simples a muy complejos y dificiles. Se pueden
formular en terminologias apropiadas de otras disciplinas, o ya pueden estar parcialmente tradu-
cidos a un contexto mas matematico, Ya hemos encontrado algunos de esos problemas en capi-
tulos anteriores.

Consideremos primero un par de ejemplos antes de proceder a formular principios generales
para tratar estos problemas.

Se desea construir una jaula de animales rectangular, uno de cuyos lados aprovecha una

pared existente y los ofros tres se cierran con una valla. Si se dispone de 100 m de valla, jcul es la maxi-
ma 4rea posible para la jaula?

Solucion Este problema, como muchos otros, es esencialmente geométrico. Es conveniente realizar un
dibujo, como se ha hecho en la Figura 4.38. Sean x e yla longitud y la anchura ante la jaula, respectiva-
mente, y sea el d&rea A m®, Por tanto, A = xy. Como la longitud total de la valla es de 100 m, tenemos que
x+ 2y=100. A es funcién de dos variables, x e y, pero estas variables no son independientes, sino que
estan relacionadas por la restriccion x + 2y = 100, A partir de la ecuacién de la restriccién se puede despe-
jar una variable en funcién de la otra, y por tanto A se puede expresar en funcién de una sola variable:

x=100 - 2y
A= A()) = (100 — 2))y = 100y — 2%

x Figura 4.38

Evidentemente, se requiere que y= 0y y< 50 (es decir, x= 0), para que el 4rea tenga sentido (de otro
modo serfa negativa). Por lo tanto, debemos maximizar la funcién A(y) en el intervalo [0, 50]. Como A es
continua en este intervalo cerrado y finito, debe tener un valor maximo, por el Teorema 1. Claramente,
A(0) = A(50) = 0y A(y) > 0 para 0 < y< 50, Por tanto, el méximo no puede estar en un extremo, Como
A no tiene puntos singulares, el maximo debe estar en un punto critico, Para obtener los puntos criticos,
hacemos

0= A =100 — 4y

Por tanto, y= 25. Como A debe tener un valor maximo y sélo hay uno posible, el maximo debe estar en
y= 25, La maxima 4rea posible de la jaula es, por tanto, A(25) = 1250 m?, =
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Un faro L se sittia en una pequefia isla 5 km al norte de un punto A sobre la costa este-
oeste. Se tiende un cable desde L hasta un punto Ben la costa, 10 km al este de A El cable se despliega
por el agua formando una linea recta desde L hasta un punto Cen la costa entre Ay B, y desde alli hasta B
siguiendo 1a linea de la costa (véase la Figura 4,39), La parte del cable que se despliega en el agua cuesta
5000 € por kilémetro, y la parte que se despliega por la costa cuesta 3000 € por kilémetro.

(a) ¢Doénde habria que situar el punto C para minimizar el coste total del cable?
(b) ¢Donde habria que situar el punto Csi B esta sélo a 3 km de A?

Solucion

(a) Sea C un punto situado a x km de A hacia B Por tanto, 0 < x< 10, La longitud de LCes /25 + ¥, y
la longitud de CB es de 10 — x km, como se muestra en la Figura 4.39. Por tanto, el coste total del
cable es T €, siendo

T= Tx = 5000,/25 + x* + 3000(10 — x), 0<x<10)

C

o

= > Figura439

Tes continua en el intervalo cerrado y finito [0, 10], por lo que tiene un valor minimo que puede estar
en uno de los extremos x =0 o x = 10, 0 en un punto critico en el intervalo (0, 10) (Tno tiene puntos
singulares). Para calcular los puntos criticos, hacemos

dr  5000x

T R
Asf, 5000x = 3000, /25 + ¥
255 = 9(25 + ¥)
16x% = 225

225 15°
16 4

Los puntes criticos son x= =+ 15/4. Sélo un punto critico, x = 15/4 = 3.75, esta en el intervalo (0, 10).
Como T{0) = 55 000, T(15/4) = 50 000, y T(10) ~ 55 902, el punto critico es evidentemente el valor
minimo de T(x). Para obtener un coste minimo,  deberia estar a 3.75 km de A.

(b) Si Bestaa 3 km de A, la funcién de coste total en este caso es

T¥) = 5000,/25 + &% + 3000(3 — %), 0<x<3)

que se diferencia de la funcién de coste total T(x) del apartado (a) sélo en la constante afiadida (9000
en vez de 30 000). Por tanto, tiene los mismos puntos criticos, x= + 15/4, ninguno de los cuales estd
en el intervalo (0, 3). Como T10) = 34 000 y T(3) ~ 29 155, en este caso hay que escoger x = 3. Para
minimizar el caste total, el cable deberia ir directamente desde L hasta B, -

Procedimiento para resolver problemas de valores extremos

Basandose en los ejemplos que se han mostrado anteriormente, se puede formular un procedi-
miento de pasos a comprobar para resolver problemas de optimizacién.
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Solucion de problemas de valores extremos

1. Lea el problema cuidadosamente, quizd més de una vez. Es necesario entender clara-
mente qué informacién se da y qué es lo que se pide.

2. Haga un gréfico si es necesario, Muchos problemas tienen una componente geométri-
ca, y un buen diagrama puede ser a menudo una parte esencial del procedimiento de
solucion.

3. Defina los simbolos que desee utilizar y que no estén ya especificados en el plantea-
miento del problema,

4, Exprese la cantidad ¢ a ser maximizada o minimizada en funcién de una o més va-
riables.

5. Si ) depende de n variables, siendo n> 1, obtenga n — 1 ecuaciones (restricciones)
que relacionen estas variables (si esto no se puede hacer, el problema no se puede re-
solver utilizando técnicas de una variable).

6. Utilice las restricciones para eliminar variables y exprese ¢ en funcién de una sola va-
riable, Determine el intervalo o intervalos a los que debe pertenecer esta variable para
que el problema tenga sentido. Alternativamente, considere las restricciones como una
forma de definir implicitamente n — 1 variables, y por tanto de definir @ en funcién
de la variable restante (en general, en los problemas de valores extremos, es mejor evi-
tar si se puede este método implicito).

7. Calcule el valor extremo requerido de la funcién @ utilizando las técnicas de la Sec-
cion 4.2, No olvide considerar los puntos criticos, puntos singulares y extremos. Ase-
giirese de dar un argumento convincente para justificar que el valor extremo es el bus-
cado. Por ejemplo, si se estd buscando un méaximo, el valor obtenido no deberia ser un
minimo.

8. Exprese una conclusién que responda a la cuestién planteada. ;jFs razonable la res-
puesta a la cuestion? Si no es asi, vuelva a revisar la solucién para ver qué es erréneo.

W Calcule la longitud de la escalera més corta que se pueda desplegar desde una pared verti-
, sobre una valla de 2 m de altura situada a 1 m de distancia de la pared, hasta un punto en el suelo fuera

de la valla,

Solucion Sea @ el angulo de inclinacién de la escalera, como se muestra en la Figura 4,40, Utilizando
los dos tridngulos rectangulos de la figura, se puede obtener la longitud L de la escalera en funcién de 6:
1 2

L=Lf=—+—
© cosfl  senf

donde 0 < 8 < n/2. Como
im L =c y lim L) =oo

= m/2) — =0+

Figura 4.40

L(f) debe tener un valor minimo en (0, 7/2), que estard en un punto critico (L no tiene puntos singulares en
(0, m/2)). Para calcular los puntos criticos, hacemos

sen 2cosﬂ_sensﬁ— 2cos’ 0

0=L{ﬂ)=cmzﬂ_senzﬂ_ cos” B sen” §
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Los puntos criticos deben cumplir sen® # = 2 cos 6, o, en otros términos, tan® # = 2, No es necesario resol-
ver esta ecuacién para obtener @ = tan~' (2'), ya que lo que realmente necesitamos es el correspondiente
valor de L(f)). Obsérvese que

sec?0=1+tan?0 =1+ 228

Se deduce que 218
CCﬁﬂ=W y senﬂ=tanﬂcosﬁ=W
Por tanto, el valor minimo de L{f) es
1 2 ; (1 4 223172
o e & P G T R 2332 o,
e L R (1 + 22332 ~ 418

La escalera méas corta que se puede desplegar desde la madera sobre la valla hasta el suelo por fuera tiene
aproximadamente 4,16 m de longitud. B

(ST T W Calcule la forma mas econémica de una lata cilindrica.

Solucién [ste problema estd planteado de forma mas bien imprecisa. Debemos considerar qué significa

«méas econdmica» e incluso «forma». Sin informacién adicional, podemos adoptar uno de estos dos puntos

de vista:

(i) El volumen de la lata es fijo, y debemos calcular las dimensiones que minimizan el 4rea total de la
superficie,

(i) La superficie total es fija (es decir, la cantidad de metal que se utiliza es fija), y debemos calcular las
dimensiones que maximizan el volumen,

Posteriormente plantearemos ofras posibles interpretaciones. Como un cilindro est4 determinado por su ra-

dio y su altura (véase la Figura 4.41), su forma esta determinada por la relacién radio/atura. Sean r, 4 Sy

¥, respectivamente, el radio, altura, &rea total de superficie y volumen de la lata. El volumen de un cilindro
es el 4rea de la base multiplicada por la altura:

V=nrh

'._'_,_,....----—'—'_'—'—----....,,__‘.~

~---...,____________________.__,...--—"

h

s Figura 4.41

La superficie de 1alata esta formada por la pared cilindrica y los discos circulares de las tapas. Cada uno de
los discas tiene area mr, y la pared cilindrica es realmente un rectangulo enrollado de base 2ar (la circun-
ferencia de la lata) y altura A Por tanto, el 4rea total de la superficie de la lata es

S=2prh+ 2nrF

Utilicemos la interpretacién (i): V es constante y hay que minimizar S, Podemos utilizar la ecuacién de V
para eliminar una de las dos variables ry A de las que depende 5. Supongamos que despejamos h = V/(nr)
y sustituimos en la ecuacién de S, para obtener .S como una funcién tinicamente de r:

vV 2V

S= S = 2rr— + 2P =2~ + 2P 0 <r< )
nr r

Evidentemente, lim,_ 4, () = 0 y lim,, S} = . Como es diferenciable y por tanto continua en

(0, o0), S(1) debe tener un valor minimo y debe estar en un punto critico, Para calcular los puntos criticos,

2V
0=S{n= —F'l' dgr

2 1 1
P—E—aﬂfzﬂ—ifﬂ
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Por tanto, i = 2ren el punto critico de S. Bajo la interpretacién (i), la lata més econdmica tiene una forma
tal que su altura es igual al didmetro de su base, Animamas al lector a comprobar que la interpretacién (ii)
conduce a la misma conclusién, -

Observacion Hay otra forma de resolver el Ejemplo 4 que muestra directamente que las
interpretaciones (i) y (ii) conducen a la misma solucién. Comenzamos de nuevo con las dos
ecuaciones

V=nfh y S=2arh+2zf

Considerando A como funcién de r y diferenciando implicitamente, se obtiene

dav dh
E = 2nrh+ ;'Uz E

ds dh
E‘= 2nh + ZME + 4mr

Bajo la interpretacién (i), Ves constante y deseamos obtener un punto critico de S. Bajo la inter-
pretacién (ii), S es constante y deseamos obtener un punto critico de V. En cualquier caso
dV/dr= 0y dS/dr= 0. Por tanto, ambas interpretaciones producen

dh dh
2nn‘:+mza— 0 'y 2rh+dnr+2ar—=0

Si se divide la primera ecuaci6én por n/ la segunda ecuacién por 2nr y se restan para eliminar
dh/dr se tiene de nuevo h = 2r.

Observacion Modificacién del Ejemplo 4 Dada la informacién imprecisa proporcionada en
el planteamiento del problema del Ejemplo 4, las interpretaciones (i) y (ii) son lo mejor que po-
demos hacer. El problema podria tener un mayor significado econémico (desde el punto de vista,
por ejemplo, de un fabricante de latas) si se afaden mas elementos. Por ejemplo:

(@) La mayoria de las latas utilizan un material mas grueso para la pared cilindrica que para los
discos de las tapas. Si el material de la pared cilindrica cuesta A € por unidad de 4rea y el
material de las tapas cuesta B€ por unidad de 4rea, una opci6n serfa minimizar el coste total
de materiales dado un volumen concreto de la lata, ;Cuél es la forma 6ptima si A = 25?

(b) Generalmente, las latas se fabrican en nimeros grandes y el material para su fabricacién se
corta de ldminas de metal. Las paredes cilindricas se realizan cortando rectdngulos, y los rec-
tangulos se pueden cortar de la lamina de metal sin dejar material sobrante o dejando el mi-
nimo posible. Sin embargo, siempre habra una proporcién de material sobrante cuando se
cortan los discos de las tapas. La proporcién exacta dependera de la forma en que se dispo-
nen los discos, La Figura 4.42 muestra dos posibles disposiciones. ;Cudl es la forma 6ptima
de la lata si se utiliza un empaquetamiento cuadrado de los discos? ;Y si se utiliza un empa-
quetamiento hexagonal? Estas modificaciones del problema original alterardn la forma 6pti-
ma hasta clerto punto. En problemas «reales» hay que tener en cuenta muchos factores para
obtener la «mejor» estrategia.

(c) El problema no considera ningiin otro coste de fabricacién de la lata excepto el coste de la
lamina de metal, Pueden existir también costes asociados a unir los extremos opuestos del
rectangulo para construir el cilindro y para unir los discos de las tapas al cilindro. Estos cos-
tes pueden ser proporcionales a las longitudes de los segmentos a unir.

En la mayoria de los ejemplos anteriores el valor méximo o minimo aparece en un punto critico.
No seré éste el caso en nuestro ejemplo final.
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E:Hﬁﬁi:;amfﬂ:ﬁ?;:fﬁﬁj Y Figura 4.42 Empaquetamientos cuadrado y hexagonal de discos en un plano,

Un hombre puede correr al doble de velocidad a la que puede nadar. Se encuentra de pie
en el borde de una piscina circular de 40 m de didmetro y desea llegar al punto diametralmente opuesto B
en el menor tiempo posible. ;Dénde se deberia situar el punto C para minimizar el tiempo total que lleva ir
de A hasta B?

Solucién Fs conveniente expresar la posicién de C en funcién del dngulo AOC, siendo Oel centro de la
piscina (véase la Figura 4,43). Sea 6 este angulo, Claramente 0 < # < = (si 6 = 0 el hombre nadarfa todo el
camino; si # = = correrfa todo el camino). El radio de la piscina es de 20 m, por lo que el arco AC = 206,
Como el 4angulo BOC=n— @, tenemos que el 4ngulo BOL=(z—#),2 y la cuerda BC=2BL=40sen {(r — 6)/2).

Figura 4.43 Desplazamienio desde A hasta B corriendo y nadando,

Supongamos que el hombre nada a una velocidad de 4 m/s y, por tanto, corre a una velocidad de 24 m/s, Si
tes el tiempo total que necesita para ir desde A hasta B, entonces

t= t(#) = tlempo corriendo + tiempo nadando

200 o 40 =0
T k2
Se supone que no se emplea tiempo en saltar al agua en el punto C. El dominio de ¢ es [0, n] y fno tiene
puntos singulares. Como ¢ es continua en un intervalo cerrado y finito, debe tener un valor minimo y ese
valor debe estar en un punto critico o en un extremo, Para el caso de los puntos criticos,
10 20 =—@0

U=f{ﬂ]=T—Tcos 2
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Por tanto,

Ccos =

n—08 = T

: ~3 73

Fste es el tnico valor critico de @ que est4 en el intervalo [0, 7). Tenemos que

(F\_ 10z 0 z_10 -,-.-.+4J§
3] 5k Tk T 3T 2 ¥

45,11

Debemos buscar también en los extremos 6 =0y 6 = n:

40
H0) =—,

; 10 314
W == =7

Evidentemente #(z) es el minimo de esos tres tlempos, Para ir desde A hasta B tan rapidamente como sea

posible, el hombre debera correr todo el tiempo,

Observacion Este problema muestra la importancia de comprobar si los puntos candidatos
corresponden a maximos o minimos. En este caso, el punto critico # = n/3 proporciona la peor
estrategia posible: correr un tercio del camino y nadar después el resto requiere el méaximo tiem-

po, no el minimo.

Ejercicios 4.5

1. Dos niimeros positivos suman 7, ;Cual es el maximo
valor posible de su producto?

2. El producto de dos niimeros positivos es 8. jCudl es el
minimo valor posible de su suma?

3. Dos nimeros no negativos suman 60, ;De qué niimeras
se trata si el producto de uno de ellos por el cuadrado
del otro es maximo?

4. Dos mimeros suman 18, ;De qué niimeros se trata si el
producto del cubo de uno y la quinta potencia del otro
es tan grande como sea posible?

5. La suma de dos niimeros no negativos vale 10. ;jCual
es el minimo valor de la suma del cubo de un mimero
y el cuadrado del otro?

6. Dos niimeros no negativos suman 7. /Cudl es el
minimo valor posible de la suma de sus cuadrados?

7. Entre todos los rectangulos de un area dada, demuestre
que el cuadrado tiene el perimetro minimo,

8. Entre todos los rectangulos de un perimetro dado,
demuestre que el cuadrado tlene el drea maxima,

9. Entre todos los trisngulos isésceles de un perimetro
dado, demuestre que el tridngulo equilatero es el de
drea maxima,

10. Calcule la maxima é4rea posible de un tridngulo
isésceles si la longitud de cada uno de sus dos lados
iguales es de 10 m,

11. Calcule el 4rea del maximo rectangulo que se puede
inscribir en un semicirculo de radio £ st un lado del
rectangulo esté sobre el didmetro del semicirculo.

12. Calcule el maximo perimetro posible de un rectangulo
inscrito en un semicirculo de radio R si un lado de
rectangulo esta sobre el didmetro del semicirculo

(es interesante notar que el rectdngulo del maximo
perimetro tiene una forma diferente que el de méxima
drea, obtenido en el Ejercicio 11).

13. Un rectangulo con lados paralelos a los ejes

coordenados se inscribe en la elipse
£y
? + F =]

Calcule la méxima drea posible de este rectangulo.

14, Sea ABC un tridngulo rectangulo con angulo recto en C
y drea S. Calcule la maxima 4rea de un rectdngulo
inscrito en el triangulo si (a) una esquina del
rectangulo estd en C o (b) un lado del rectdngulo esta
en la hipotenusa AB.

15. Calcule la maxima 4rea de un tridngulo isdsceles cuyos
lados iguales tienen 10 cm de longitud. Utilice 1a mitad
de la longitud del tercer lado del tridngulo como
variables para expresar el drea de dicho tridngulo,

16. Repita el Ejercicio 15, pero utilice como variable dpa:a
expresar el area del tridngulo el 4ngulo entre los dos
lados iguales. ;Qué solucién es més facil?

17. (Disefio de una cartelera) Se desea construir una
cartelera con 100 m” de 4rea y con mérgenes de 2 m
en la parte superior e inferior y de 4 m en cada lado.
Calcule las dimensiones exteriores de la cartelera si su
area total debe ser minima.

18. (Disefio de una caja) Se desea construir una caja
partiendo de una ldmina de cartén de 70 cm % 150 cm,
cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y

después doblando las cuatro solapas resultantes para

hacer los lados de la caja (la caja no tiene tapa). jCuél

es el maximo volumen posible de la caja?



19.

(Uso de descuentos para maximizar el beneficio) Un
fabricante de automéviles vende 2000 coches al mes,
con un beneficio medio de 1000 € por coche, Las
prospectivas de mercado indican que por cada 50 € de
descuento que el fabricante ofrezca a los compradares
podria vender 200 coches més al mes. ;Cuénto descuento
deberfa ofrecer para maximizar el beneficio mensual?

(Maximizacién del beneficio de renta) Las 80
habitaciones de un motel se podrfan alquilar todas las
noches si el director cobrara 40 € o menos por
habitacién. Si se cobra (40 + x) € por habitacién,
entonces 2x habitaciones permanecerdn vacantes, Si
cada habitacién alquilada le cuesta al director 10 € al
difa y cada habitaci6én no alquilada 2 € al dia, ;qué
precio deberia cobrar el director por habitacién para
maximizar su beneficio diario?

21. (Minimizacién del tiempo de viaje) Nos encontramos

26.

en un todoterreno en el desierto, 12 km al sur del punto
A més cercano de una carretera recta este-oeste, Se
desea alcanzar un punto Ben la carretera 10 km al este
de A. Si nuestro todoterreno puede correr en promedio
a 15 km/h sobre la arena y a 39 km/h por la carretera
/hacia qué punto de la carretera habria que dirigirse
para minimizar el tiempo de viaje hasta B?

Repita el Ejercicio 21, suponiendo que B se encuentra
s6lo a 4 km de A.

Un alambre de 1 m de longitud se corta en dos trozos.
Un trozo se dobla en forma de circunferencia y el otro
en forma de cuadrado. Calcule la longitud de la parte
utilizada para el cuadrado si la suma de las édreas del
circulo y el cuadrado es (a) maxima y (b) minima.

Calcule el 4rea del méximo rectangulo que se puede
dibujar de forma que cada uno de sus lados pase por un
vértice diferente de un rectangulo cuyos lados son ay b,

¢ Cudl es la longitud del minimo segmento que tiene
uno de sus extremos en el eje x, el otro en el eje yy

pasa por el punto (9, \/5_']?

(Doblando una esquina) Calcule la longitud méxima
que puede tener una viga para que pueda doblar
horizontalmente la esquina que comunica un vestibulo
de anchura a m con otro vestibulo de anchura » m

(véase la Figura 4.44; suponga que la viga no tiene
anchura).

o 1m

— [ m—

Figura 4.44

27,

31.

32.

35,

CAPITULO 4. Aplicaciones de las derivadas 291

Si la altura de ambos vestibulos del Ejercicio 26 es de
cm, y no es necesario que la viga sea transportada
horizontalmente, ;qué longitud maxima podria tener la
viga para seguir doblando la esquina? Sugerencia: Este
ejercicio se puede resolver facilmente teniendo en
cuenta el resultado del ejercicio anterior.

La valla del Ejemplo 3 se destruye y se construye una
nueva valla a 2 m de separacién del muro. ; Cudl puede
ser la méxima altura de la valla si se debe poder
extender una escalera de 6 m desde el muro, sobre la
valla y hasta el suelo en el exterior de la valla?

Eza)l;:ule la minima distancia desde el origen a la curva
=1

Calcule la minima distancia desde el punto (8, 1) a la
curva y =1+ x¥%

Calcule las dimensiones del méximo cilindro circular
recto que se puede inscribir en una esfera de radio .

Calcule las dimensiones del cilindro circular de
méaximo volumen que se puede inscribir en un cono
cuyo radio en la base vale Ry su altura es H, si la base
del cilindro coincide con la base del cono.

Una caja de base cuadrada sin tapa tiene un volumen
de 4 m". Calcule las dimensiones de la caja mas
economica,

(Construccién de una pirimide) Se construye una
pirdmide de base cuadrada con cuatro caras, cada una
de las cuales tienen la forma de un triangulo isésceles,
cortando cuatro tridngulos de una pieza cuadrada de
cartulina de 2 pies {como se muestra en la Figura 4.45)
y doblando los tridngulos resultantes para formar las
paredes de la pirdmide. ;Cuél es el maximo volumen
que puede tener la pirdmide? rencia; El volumen
de una pirdmide con 4rea de la base A Y altura h
medida perpendicular a la base es V=g Ah.

12 fi

Figura 4.45

(Obtencién de la mixima luminosidad) Una ventana
tiene un perimetro de 10 m y su forma es rectangular
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con el lado superior reemplazado por un semicirculo.
Calcule las dimensiones del rectngulo si la ventana
admite la maxima cantidad de luz.

36. (Disefio de un tanque de combustible) Un tanque de

combustible tiene la forma de un cilindro cerrado por
semiesferas en cada uno de los extremos, Si el caste de
las semiesferas por unidad de é4rea es el doble que el de
la pared del cilindro, y si el volumen del tanque es ¥,
calcule el radio y la altura de la parte cilindrica que
minimizan el coste total, Fl 4rea de la superficie de una
esfera de radio res 4nr%, y su volumen es 3 nr,

37. (Reflexién de la luz) La luz viaja de forma que emplea

#38.

el minimo tiempo posible en ir de un punto a otro. Un
rayo de luz procedente del punto C se refleja en un
espejo plano ABen X'y después pasa por el punto D
(véase la Figura 4.46). Demuestre que los rayos CX'y
XD forman angulos iguales con la normal a ABen X
(Observacicn: Puede darse una demostracién basada en
geometria elemental sin utilizar el célculo o se puede
minimizar el tiempo empleado en el recorrido CXD).

Figura 4.46

(Ley de Snell) Si la luz viaja con velocidad v; en un
medio y con velocidad v, en un segundo medio, y si
los dos medios estan separados por una interfaz plana,
demuestre que un rayo de luz que va del punto A en
un medio al punto Ben el otro se desvia en la interfaz
de forma que

seni u

senr v

siendo 1y rlos angulos de incidencia y de refraccién,
como se muestra en la Figura 4.47, Esto se conoce
como Ley de Snell, Deduzca esta ley a partir del
principio de minimo tiempo presentado en el
Ejercicio 37.

velocidad vy
velocidad vo

Figura 4.47

39. (Corte de la viga mas rigida) La rigidez de una viga

de madera de seccién cruzada rectangular es
proporcional a la anchura y al cubo de la profundidad
de la seccién cruzada, Calcule la anchura y la
profundidad de la viga de méxima rigidez que se puede
cortar utilizando un tronco de radio .

40. Calcule la ecuacién de la recta de méxima pendiente

que es tangente a la curva y= 1+ 2x — x°,

41, Una cantidad @ crece de acuerdo con la ecuacién

diferencial
dQ
— = kL - Q*
=P
siendo k y L constantes positivas. ;Qué valor tiene ¢
cuando esta creciendo con la maxima velocidad?

+42, Calcule el minimo volumen posible de un cono

circular recto que puede contener a una esfera de
radio R (el volumen de un cono de radio en la base r
y altura hes § nrh).

+43. (Carga de un ferry) Un ferry realiza el recorrido

entre tierra y la isla de Dedlos, La capacidad maxima
del ferry es de 1000 coches, pero cargarlo cerca de su
méaxima capacidad consume mucho tiempo, Se sabe
que el nimero de coches que se pueden cargar en f
horas es

(A = 1000

e+ ¢

Nétese que lim, ,, f(f) = 1000, como podria
esperarse. Ademés, se sabe que se requieren x/1000
horas descargar x coches, El tiempo de navegacién a
la isla o desde la isla es de una hora. Suponga que
siempre hay en cada viaje més coches esperando que
los que se pueden cargar. ;Cudntos coches deberian
cargarse en el ferry en cada viaje para maximizar el
movimiento medio de los coches hacia y desde la
isla? (Puede ser necesaria una calculadora grafica o
un software de computador como la rutina £solve de
Maple para calcular el punto critico apropiado).

*44. (La mejor vista de un mural) ;A qué distancia hay

que mirar de un mural para conseguir la mejor vista si
el mural tiene 10 pies de altura y su parte inferior esta
2 ples por encima del nivel de nuestros ojos? Véase la
Figura 4,48,

10 pies <
_E:IE':“{*____‘_:ZI‘_“_'_::::&-_C‘-;_;::
r i
Figura 4.48
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#45, (Mejora de la jaula del Ejemplo 1) Se construye

A
una jaula, uno de cuyos limites coincide con un muro
recto, La otra parte de la jaula se clerra mediante una R
valla con la farma de un arco de circunferencia, St m
hay disponibles 100 m de valla, jcudl es el 4rea de la B
jaula més grande posible? ;En qué fraccién de un
circulo se curva la valla?
+46. (Disefio de una copa Dixie) Se corta un sector de un b

disco circular de radio R, y la parte restante del disco

se dobla de forma que se unen los dos segmentos

rectos y se forma un cono (Figura 4.49). ;Cual es el Figura 4.49
méximo volumen posible del cono?

+47. (Minimizacién del pliegue) Una esquina de una tira
de papel de anchura a cm se dobla de forma que
llegue justo al lado opuesto (Figura 4.50). Calcule la
minima longitud posible de 1a linea de pliegue.

pliegue

Figura 4.50

m Calculo de raices de ecuaciones

El céleulo de soluciones (raices) de ecuaciones es un problema matematico importante, al cual el
calculo ha hecho contribuciones significativas. Sélo hay unas pocas clases de ecuaciones de la
forma f(x)=0 que se pueden resolver de forma exacta, Entre ellas estan las ecuaciones lineales:

b
ax+b=0 = x= 2

y las ecuaciones cuadriticas:

al+bx+c=0 = x= —b# ”2:2_4ac

Las ecuaciones ctibicas (polinomios de tercer grado) y de cuarto grado también se pueden resol-
ver, pero las férmulas son muy complicadas. En general, estas ecuaciones y un buen nimero de
ofras se resolverdn aproximadamente utilizando métodos numéricos, a menudo con ayuda de la
calculadora o el computador,

En la Secci6én 1.4 se present6 el método de la biseccién para aproximar la raiz de una ecua-
ci6én de la forma f(x) = 0. Este método utiliza el Teorema del Valor Medio y depende s6lo de la
continuidad de f y de nuestra habilidad para obtener un intervalo [x;, x;] donde se pueda encon-
trar la rafz, porque f(x;) y f(x;) tengan signos opuestos. Este método es lento. Requiere entre
tres y cuatro iteraciones para obtener la rafz que estd siendo aproximada con una precisién sufi-
ciente,

Si sabemos mas cosas sobre £, ademéas de que es continua, podemos desarrollar métodos me-
jores (es decir, mas rapidos) para calcular las raices de f(x) = 0. En esta secci6n estudiaremos
dos métodos de este tipo:

(a) E1 método de Newton, que requiere que f sea diferenciable y que en general es muy efi-
ciente,
(b) La iteracién del punto fijo, que se aplica a ecuaciones de forma diferente: f(x) = x
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Como el método de la biseccién, ambos métodos requieren tener una cierta idea inicial de dénde
se encuentra la rafz, y generan secuencias de aproximaciones para aproximarse més y mas a la
misma,

Método de Newton

Se desea calcular una raiz de la ecuacién f(x) = 0, es decir, un niimero rtal que f(r) = 0. Ese
niimero se denomina también cero de la funcién f, Si f es diferenciable cerca de la raiz, enton-
ces se pueden utilizar rectas tangentes para producir la secuencia de aproximaciones a la raiz que
se acerque rapidamente a dicha raiz. La idea es como sigue (véase la Figura 4.51). Se parte de
una aproximacién inicial a la rafz, por ejemplo x = x,. Se dibuja la recta tangente a y= f(x) en
(x5, f(xg)) vy se calcula x;, el punto donde esta recta tangente corta al eje x. Bajo ciertas condicio-
nes, x; estard mas cerca de la raiz que x;. Este proceso se puede repetir sucesivamente para obte-
ner una secuencia de numeros Xz, Xs, ..., y se van acercando a la raiz r. El nimero x, ., es el
corte con el eje x de la tangente y= f(x) en (x, f(x,)).

Figura 4.51

La ecuaci6n de la recta tangente y= f(x) en x = xp es
y=flxg) + £ ) (x— x)
Como el punto (x;, 0) estd en esta recta, tenemos que 0 = f(xg) + £ (xg) (x; — x). Por tanto,

_ . flx
=57 ()

Férmulas similares producen x, a partir de x;, después x; a partir de X, y asf sucesivamente. La
férmula para obtener x,,,, a partir x, es

flx,)
X,

n+1=xn_m
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y se conoce con el nombre de férmula del Método de Newton, Generalmente, se utilizara una
calculadora o un ordenador para obtener las aproximaciones sucesivas x;, Xp, Xy, ..., y observar si
los mimeros parecen converger a un limite, Si lim,,_, , x, = rexiste, y si f/f es continua cerca
de r, entonces rdebe ser una raiz de f ya que

=0

: i f(x,) f(n
P= A = = I e P

de donde se deduce que f(r) = 0. Este método se conoce con el nombre de Método de Newton
0 Método de Newton-Raphson.

w Utilice el Método de Newton para calcular la raiz real unica de la ecuacién
—x — 1 =0 con una precisi6n de 10 cifras decimales.

Solucién Tenemos que f(x) =¥ —x— 1y (3 = 3¥* — 1. Como f es continua y como f(1)= —1y
f(2) = 5, la ecuacién tiene una rafz en el intervalo [1, 2]. Empecemos con el valor inicial x, = 1.5, La fér-
mula del Método de Newton en este caso es

L—x—1 20+1
X =Y — =
n+1 ] 3‘%_1 3){3,—1

de forma que, por ejemplo, la aproximacién x; es

2(1.5°% + 1
X = # =~ 1.347 826...
1.5 —1
Utilizando una calculadora cientifica se obtienen los valores de la Tabla 1:
Tabla 1.

n x, flx)
0 1.5 0.875 000 000 000Q:--
1 1.347 826 086 96--- 0.100 682 173 091.--
2 1,325 200 398 95... 0.002 058 361 917...
3 1.324 718 174 00--- 0.000 000 924 378...
4 1.324 717 957 24... 0.000 000 000 000:--
5 1.324 717 957 24...

Evidentemente, r= 1,324 717 957 2 con una precisién redondeada a 10 cifras decimales, -

Obsérvese el comportamiento del nimero x,. En la tercera iteracién, x;, aparentemente hemos
conseguido una precisién de 6 cifras decimales, y con x,, unos 10 digitos decimales. Una carac-
teristica del Método de Newton es que, cuando se empieza cerca de la rafz, la convergencia pue-
de ser muy répida. Es ilustrativo comparar estos resultados con los obtenidos para la misma
ecuacién por el método de la biseccién en el Ejemplo 12 de la Seccién 1.4, Allf se consegufan
tres cifras decimales de precision tras 11 iteraciones.

m Resuelva la ecuacién x* = cos x con una precisién de 11 cifras decimales.

Solucién Deseamos obtener la coordenada x, r, de la interseccién de las curvas y= x*y y = cosx. Ob-
servando la Figura 4.52 parece que las curvas se cortan ligeramente a la derecha de x= 1. Empezaremos
con el valor inicial x, = 0.8. Si f(¥) = ¥ — cosx, entonces £(¥) = 3x + sen x La férmula del Método de
Newton es
X —cosx, 2% + x,senx,-+ cosx,
Apy1 = Xp =

32 +senx, 3% + sen x,,
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Figura 452 Resolucién de x° = cos x.

Las aproximaciones x,, x,, ..., se muestran en la Tabla 2:

Tabla 2.

n X, flx,)

0 08 —0.184 706 709 347.-.
1 0.870 034 801 135--- 0.013 782 078 762:--
2 0.865 494 102 425--- 0.000 006 038 051 ---
3 0.865 474033 493... 0.000 000001 176---
4  0.865 474033 102:-- 0.000 000 000 000---
5  0.865474033 102.--

Las dos curvas se cortan en x = 0,865 474 033 10, con una precision de 11 cifras decimales,
N

Observacion El Ejemplo 2 muestra la utilidad de dibujar una gréfica para determinar un po-
sible valor inicial x; Incluso un dibujo muy aproximado de la grafica de y= f(x) puede mostrar
cuéntas raices tiene aproximadamente la ecuacién f(x) = 0 y por dénde estan. En general, cuan-
to mas precisa sea la aproximacién inicial a la rafz verdadera, menor nimero de iteraciones se-
ran necesarias para conseguir la precisién deseada. De forma similar, para una ecuacién de la
forma g(x) = h(x), hacer un dibujo de las graficas de gy A (sobre los mismos ejes) puede sugerir
aproximaciones para el comienzo de la iteracién para encontrar los puntos de interseccién, A
partir de los valores iniciales, se puede aplicar después el Método de Newton para mejorar las
aproximaciones.

Observacion Cuando se utiliza el Método de Newton para resolver una ecuacién de la forma
2(x) = h(x) (como la del Ejemplo 2), hay que transformar la ecuacién a la forma f(x) =0 y
aplicar el Método de Newton a f En general, basta utilizar f(x) = g(x) — h(x), aunque
f(x = (g(x)/h(x) — 1 es también una posibilidad.

Figura 4.53 FEn este caso las iteraciones del Método de Newton no convergen
a la raiz,

Observacion Si disponemos de una calculadora programable, podemos aprender a programar
la féormula del Método de Newton para una ecuacién dada, de forma que para generar nuevas
iteraciones baste con pulsar unos pocos botones. Si nuestra calculadora dispone ademés de capa-
cidades graficas, se pueden utilizar para localizar un buen valor inicial.
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El Método de Newton no siempre funciona tan bien como lo hace en los ejemplos anteriores.
Si la primera derivada f es muy pequefa cerca de la raiz, o si la segunda derivada 1" es muy
grande cerca de la rafz, una sola iteracién de la férmula nos puede llevar desde un punto muy
cercano a la rafz a un punto muy lejano, La Figura 4.53 ilustra esta posibilidad (véanse también
los Ejercicios 15 y 16 al final de esta seccion).

El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes para que las aproximaciones del
Meétodo de Newton converjan a una raiz r de la ecuacién f(x) = 0 si el valor inicial x; esta lo
suficientemente cerca de dicha raiz.

TEOREMA o Limites de error del Método de Newton
Supongamos que f, 'y f son continuas en un intervalo I que contiene a x, x,,; y auna
raiz x=r de f(x) = 0. Supongamos también que existen constantes K y L > 0 tales que
para todo x perteneciente a /se cumple

@) D<Ky
(i) | F)| =L
Entonces,

K
@ e = A < o7 s — x|y

K
O Xowr = 1l S 57 12, = 1f

—

Las condiciones (i) y (ii) aseguran que cerca de r la pendiente de y = f(x) no es demasiado pe-
quefia y que no cambia con demasiada rapidez. Si K/(21) < 1, el teorema demuestra que x, con-
verge rapidamente a r cuando nse hace lo suficientemente grande para que |x, — r| <1,

La demostracién del Teorema 7 depende del Teorema del Valor Medio. No la daremos aqui
ya que este teorema es de uso prictico limitado. En la practica, se calculardn aproximaciones
sucesivas utilizando la férmula de Newton y se observara si parecen converger a un limite, Si lo
hacen, y si los valores de f en esas aproximaciones tienden a 0, podemos confiar en que hemos
localizado una raiz.

lteracion del punto fijo

Un niimero r que cumple 1a ecuacién f(r) = r se denomina punte fijo de la funcién f porque al
aplicar la funcién f el niimero no cambia. Para ciertas clases de funciones, se pueden encontrar
sus puntos fijos comenzando con un valor inicial x; y calculando sucesivas aproximaciones
x, = f(x), % = f(x)), ... En general,

o —1ix), paran=0, 1, 2, ...
Empecemos investigando un ejemplo simple:

m Calcule una raiz de la ecuacién cosx= 5x

Solucién Fsta ecuaci6n es de la forma f(¥) = x, con f(x) =1cosx. Como cosx tiende a 1 cuando x
tiende a 0, vemos que ¢ cos xtenderd a ¢ cuando x = 4. Esto sugiere que un valor inicial razonable del punto
fijo es % = £ = 0.2, Los valores de las aproximaciones posteriores

1 1 1
X = cos (o), Xy = COS (x), By =g eos (%), ...
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se presentan en la Tabla 3, La raiz es 0,196 164 28 con una precisién de ocho cifras decimales,
Tabla 3.

Xp

0.2

0.196 013 32
0.196 170 18
0.196 164 05
0.196 164 29
0.196 164 28
0.196 164 28

Do W= O |

(Por qué funciona el método utilizado en el Ejemplo 37 jFuncionara con cualquier funcién 7
Para responder a estas preguntas, examinemos la linea poligonal de la Figura 4.54, Empezando
en xp, se dirige verticalmente a la curva y = f(x) hasta una coordenada x de valor x;. Después se
dirige horizontalmente a la recta y = x, cruzandola en un punto cuya coordenada x sigue valien-
do x. Después el proceso se repite; la recta va verticalmente hasta la curva y= f(x) y horizon-
talmente hasta y = x llegando al punto x = x,. La linea continia de esta forma siguiendo un mo-
vimiento en espiral cada vez més cercana a la interseccién de y= f(x) y y= x. Cada valor de x,
estd mas cerca del punto fijo r que el valor anterior.

y = flx)

—

Figura 454 lieraciones de x,,, = f(x,) que

se dirigen en espiral hacia

L el punto fijo.

BT ] [y I SRR S S S ———

Consideremos ahora funcién f cuya grafica se muestra en la Figura 4.55(a). Si intentamos
seguir el mismo método en este caso, empezando con x,, la linea poligonal se dirige en espiral
hacia afuera, lejos de la rafz, y los valores resultantes x, no convergen a la raiz como lo hacfan
en el Ejemplo 3, Para ver por qué el método funciona con la funcién de la Figura 4,54, pero no
lo hace con la funcién de la Figura 4.55(a), obsérvense las pendientes de las dos gréficas
y= f(¥), cerca del punto fijo r. Ambas pendientes son negativas, pero en la Figura 4.54 el valor
absoluto de la pendiente es menor que 1, mientras que el valor absoluto de la pendiente de fen
la Figura 4.55(a) es mayor que 1. Observando cuidadosamente las graficas, debemos ver clara-
mente que éste es el hecho que hace que los puntos x, se acerquen a r en la Figura 4.54 y se
alejen de r en la Figura 4.55(a).
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y v
y=fix)
y=x
I ! [ i
R i
A : Figura 455
(LB E () Una funcién f para la que las
3 I ! ' iteraciones x,,, = f(x,)
X2Xxp P X] X3 X Xo X1 xX2x3r X Nno convergen.
(b) Convergencia «en escalera»
(a) (b) al punto fijo,

Un tercer ejemplo, que se puede ver en la Figura 4.55(b), muestra que el método puede fun-
cionar también para funciones cuyas gréaficas tengan pendientes positivas cerca del punto fijo r,
suponiendo que la pendiente sea menor que 1. En este caso, la linea poligonal forma una «esca-
lera» en vez de una «espiral», y las aproximaciones sucesivas x, crecen hacia laraiz si x; < ry
decrecen hacia la raiz si x5 > .

El siguiente teorema garantiza que la iteracién del método del punto fijo funcionara para una
clase particular de funciones.

TEOREMA o U feonenun del. punte i

Supongamos que f esta definida en un intervalo /= [a, b] y cumple las dos siguientes con-
diciones:

(i) f(x) pertenece a Isiempre que x pertenezca a I

(i) Existe una constante X, con 0 < K < 1, tal que para todos u y v pertenecientes a J

|£(&) — flv)| < Klu— v

Entonces f tiene un punto fijo fen I que es f(r} = r, y empezando con cualquier niimero
Xp la iteracién

X = f(&]}, X.'Z = fl:xl}, s

converge a I.

—

Invitamos al lector a demostrar este teorema mediante el método que se sugiere en los Ejercicios
24 y 25 al final de esta seccién.

Rutinas «Solve»

Muchos de los modelos méas avanzados de calculadoras cientificas y la mayoria de los programas
matematicos para computador disponen de rutinas para resolver numéricamente ecuaciones ge-
nerales o, en algunos casos, incluso simbélicamente, Estas rutinas «Solve» suponen continuidad
a los lados izquierdo y derecho de las ecuaciones dadas y a menudo requieren que el usuario
especifique un intervalo en el cual buscar la raiz o una aproximacién inicial al valor de dicha
rafz, 0 ambas cosas. Generalmente, la calculadora o el software de computador tendran también
capacidades graficas, y las podremos utilizar para obtener una idea de cudntas raices tiene la
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ecuacién y ver aproximadamente su localizacién, antes de utilizar las rutinas de resolucién.
También es posible especificar una tolerancia sobre la diferencia de los dos miembros de la
ecuaci6én, Por ejemplo, si deseamos obtener una solucién de la ecuacién f(x) = 0, puede ser mas
importante para nosotros asegurarnos de que una solucién aproximada ¥ satisface | (3] < 0.0001
que asegurarnos de que X esta dentro de una distancia particular de la raiz real.

Los métodos utilizados por las rutinas de resolucién varian de una calculadora o aplicacién
software a otra, y suelen ser muy sofisticados, pues utilizan diferenciacién numérica y otras téc-
nicas para obtener la rafz muy rapidamente, incluso aunque el intervalo de biisqueda sea grande.

Si disponemos de una calculadora cientifica avanzada o un software de computador con posi-
bilidades similares, merece la pena leer los manuales que describen cémo hacer un uso efectivo
de las ecuaciones de resoluci6én, Las aplicaciones de matemdticas para resolver problemas «del
mundo real» generalmente requieren obtener soluciones aproximadas de ecuaciones que son in-

solubles por métodos exactos.

Ejercicios 4.6

En los Ejercicios 1-10, utilice el Método de Newton para
resolver las ecuaciones dadas con la precisién permitida por
su calculadora.

1. Calcule /2 resolviendo # — 2 =0, |

2. Calcule /3 resolviendo & — 3 = 0,
3. Calcule laraizde ¥ + 2x— 1 =Oentre 0 y 1.

4, Calcule larafzde x* + 2¥ —2=0entre 0y 1, |58
5. Calcule las dos raices de ¥'— 8¢ —x+16=0 =

6. Calcule las tres raices de x¥* + 32 — 1 =0

en [1, 3]. B8

en [—3, 1].

7. Resuelva senx = 1 — x Realice un dibujo como (58

8.
9.

10.

11.

ayuda para obtener un valor inicial xp.
Resuelva cos x = ¥, jCuantas raices existen?

¢Cuéntas raices tiene la ecuacién tanx = x? |58
Calcule la que esta entre 7/2 y 3n/2.

1
Resuelva R \/;f expresandola en la forma

(1+A)/x—1=0

Si su calculadora dispone de una rutina «Solve»,
0 si dispone de un software de computador con
una rutina de ese tipo, utilicelas para resolver las
ecuaciones de los 10 ejercicios anteriores,

il

Hl

En los Ejercicios 12-13 calcule los valores maximo y
minimo de las funciones,

12.

sen x €os X
58 13

[ e
1+% |28 14+ 4

onn
000

14. Sea f(x) = x°. La ecuacién f(x) = 0 tiene claramente
como solucién x = 0. Obtenga las iteraciones del
Método de Newton x,, X, y X3 empezando con x; = 1.

(@) JQué es x,?

(b) ;Cuéntas iteraciones se necesitan para calcular la rafz
con un error menor que 0.0001 en valor absoluto?

(c) ¢Cuéntas iteraciones se necesitan para obtener una
aproximacién x, para la que | f(x,)| < 0.00017

(d) ;Por qué las iteraciones del Método de Newton
convergen en este caso més lentamente que en los
ejemplos presentados en esta seccién?

15. (Oscilacién) Aplique el Método de Newton a

x, x20
X x<0
empezando con el valor inicial x, = a > 0. Calcule x;
Y Xp. ;Qué sucede? (realice un dibujo). Si observara
este comportamiento cuando estuviera utilizando el
Método de Newton para calcular la rafz de una
ecuacion, ;qué harfa a continuacion?

16. (Oscilaciones divergentes) Aplique el Método de
Newton a (%) = x'* con x = 1. Calcule x,, %, X3 ¥
xy. (Qué sucede? Obtenga una férmula para x,,

17. (Oscilaciones convergentes) Aplique el Método de
Newton a f(§ = ¥*7 con x, = 1. Calcule x,, %, X3, y
x4, {Qué sucede? Obtenga una férmula para x,
Utilice la iteracién del punto fijo para resolver las

ecuaciones de los Ejercicios 18-22, Obtenga una precisién
de cinco cifras decimales,

X
18. | +3senx=x 19. cosy =x 7]
1
8=y [ =y &
20. (x+9) X |5 21. PP x |s



22, Resuelva x* + 10x — 10 = 0 expreséndola en la
forma 1l — ¥ =x =

23, Sea f(x) una funcién diferenciable cuya derivada f(x)
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Los Ejercicios 24-25 constituyen una demostracién del
Teorema 8,

+24, La condicién (ii) del Teorema 8 implica que fes

continua en /= [a, b] Utilice la condicién (i) para
demostrar que f tiene un punto fijo ren 1.

nunca vale cero, Sea

M =x— it Sugerencia. Aplique el Teorema del Valor Medio a
fx) gx) = f(x) — xen [a, b

Demuestre que res unaraiz de f(x) =0siysélosir
es un punto fijo de M), ;Qué son en este caso las
aproximaciones sucesivas x,,, = Mx,), empezando
en x,?

+25, Utilice la condicién (ii) del Teorema 8 e induccién

mateméatica para demostrar que
%, — 11 < K% — 11

Como 0 < K < 1, sabemas que K" — 0 cuando
n— oo, Esto demuestra que lim,, ,  x,=r

Aproximaciones lineales

Muchos problemas de matematica aplicada son dificiles de resolver exactamente, y todo lo que
podemos esperar es obtener soluciones aproximadas que sean correctas dentro de unos limites
pequenios de tolerancia aceptables. En esta seccién examinaremos c6mo el conocimiento de los
valores de una funcién y de su primera derivada en un punto nos puede servir para obtener valo-
res aproximados de la funcién en puntos cercanos.

La tangente a la grafica y = f(x) en x= a describe el comportamiento de dicha grafica cerca
del punto P= (a, f(a)), mejor que cualquier otra linea recta que pase por F, porque pasa por
dicho punto en la misma direccion que la curva y = f(x) (véase la Figura 4.56). Explotaremos
este hecho utilizando la altura hasta la tangente para calcular valores aproximados de f(x) para
valores de x cercanos a a. La ecuacién de la recta tangente es y= f(a) + f(a)(x — a).

y= f(x)

P = (a, fla))

Figura 456 Linealizacion de la funcién falrededor de a.

c;J X x
Denominaremos al miembro derecho de esta ecuacién linealizacién de f alrededor de a (o linea-
lizacién de f(x) en x = a).

DEFINICION 8
La linealizacién de la funcién f alrededor de aes la funcién L definida como
Lix) = f(a + fla)x— a

Se dice que f(x) ~ L(x) = f(a) + f'(a) (x — a) proporciona una aproximacién lineal de los
valores de f cerca de a.

IEZTERN Calcule linealizaciones de (a) £(X) = \/T+xenx=0y (b) g(t) = 1/ten t= 1/2.
Solucion
(@) Tenemos que f(0) =1y, como f(x) = 1/(2,/1 + %), £{0)=1/2, La linealizacién de f cerca del 0 es

1 X
L{ﬂ=1+E[X—U)=1+E
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(b) Tenemos que g(1/2) = 2 y, como g(f) = — 1/, g(1/2
Ly =2— 4(;—

= —4, La linealizacién de g(f) en t= 1/2 es
)= 4 — 4t

Aproximacion de valores de funciones
Ya hemos utilizado 1a linealizacién en la Seccién 2.7, donde se disfrazdé como la férmula

B | = e

d
Ay= Fi:ﬂx

y se emple6 para aproximar un pequefio cambio Ay = f(a + Ax) — f(a) en los valores de la fun-
cién f correspondiente a un pequefio cambio en el argumento de la funcién del valor a al valor
a+ Ax. Esto es exactamente la aproximacién lineal

fla+ Ax) =~ f(a) + f(aAx

Una bola de hielo se funde de forma que su radio disminuye de 5 cm a 4,92 cm, ;Cudnto
disminuye aproximadamente el volumen de la bola?

4
Solucién El volumen V de una bola de radio r se expresa como V= 3 nr, por lo que

4
AV o n(3°)Ar = AnrPAr

Para r= 5y Ar= —0.08 tenemos que
AV 47(5%)(—0.08) = —8r ~ —25.13

El volumen de la bola disminuye aproximadamente 25 cm®, -

El siguiente ejemplo ilustra el uso de la linealizacién para obtener un valor aproximado de una
funcién cerca de un punto cuando se conocen los valores de la funcién y de su derivada.

m Utilice la linealizacién de \/;: en x = 25 para obtener un valor aproximado de ,/28.

Solucién Si f(¥) = ﬁ entonces f(x) = lj(E\/;). Como sabemos que f(25) =5y £(25) = 1/10,1a li-
nealizacion de f{x) en x =25 es

1
L) =5 + - (x— 25)

Haclendo x = 26 se obtiene

1
/26 = f(28) ~ L(26) = 5 + g (28— 25 =51
[ |

Si se utiliza la funcién raiz cuadrada de una calculadora se puede obtener el «verdadero valor» de

\/ﬁ (realmente, s6lo otra aproximacién, aunque presumiblemente mejor): \/ﬁ = 5.099 019 5...,
pero si tenemos una calculadora no se necesita la primera aproximacion. Las aproximaciones son
utiles cuando no es facil obtener el valor verdadero. Sin embargo, si no conocemos el valor ver-
dadero, al menos nos gustaria disponer de alguna forma de determinar la calidad de la aproxima-
cién, es decir, desearfamos conocer una estimacién del error. Después de todo, cualquier mime-
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ro es un aproximacién de /26, pero el error puede ser inaceptablemente grande. Por ejemplo, el
tamaro del error en la aproximacion , /26 =~ 1 000 000 es mayor que 999 994,

Analisis del error

En cualquier aproximacién, se define el error como
error = valor verdadero — valor aproximado

Si la linealizacién de f alrededor de a se usa para aproximar f(x) en x= a, es decir,
f ~ Ly ="fla+ k-3
entonces el error Elx) de esta aproximacién es
Ex)=f(0 — Lx) = flx) — f(@ — f(d(x— a

Es la distancia vertical en x entre la grafica de f y la tangente a esa grafica en x = a, como se
muestra en la Figura 4.57. Obsérvese que si x estd «cerca de» a, entonces Elx) serd pequefio
comparado con la distancia horizontal entre xy a

Lix)

Figura 457 {(x) y su linealizacién
L(x) en x= a, Ex) es el emor de la

e e

X aproximacién f(x) = L(x).

El siguiente teorema y sus corolarios nos dan una forma de estimar este error si se conocen limi-
tes para la segunda derivada de f.

TEOREMA () Una formula para el error de Ia linealizacidn

Si existe f(f) para todo f en un intervalo que contenga a a y a x, entonces existe algin
punto s entre a y x tal que el error Elx) = f(x) — L(x) en la aproximacién lineal
f(x) = Lx) = f(a) + (a)(x — & cumple

f'(s)

L
E(xa)

B =
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DEMOSTRACION Supongamos que x> a (la demostracién para x< a es similar). Como
EHy=f() - fla) - r(a@t-a

Tenemos que E(f) = () — £(a). Aplicamos el Teorema del Valor Medio Generalizado
(Teorema 16 de la Seccién 2.6) a las dos funciones Flf) y (t — a° en [a, x]. Teniendo en
cuenta que E(a) = 0, se obtiene un niimero uen (a, x) tal que
E(x _ Ex) — Ela) _ E(u) =f[tﬂ—f(}=lf,(5}
x—a? (x—a*-(@a-a* 2u-a 2(u— a) 2
para algin s en (a, u); la dltima expresién es una consecuencia de aplicar de nuevo el Teo-
rema del Valor Medio, esta vez a f en [a, u]. Entonces,

_rs
By = >

(x— a*
como se queria demostrar.
e
Los tres corolarios siguientes son consecuencias inmediatas del Teorema 9.

Corolario A, Si f'(f) tiene signo constante (es decir, es siempre positivo o siempre negativo)
entre a y x, entonces el error F{x) en la aproximacion lineal f(x) & L(x) en el Teorema tiene ese
mismo signo; si () > 0 entre a y x, entonces f(x) > L(x); si f'(§ <0 entre a y x, entonces
f(x) < L(x).

Corolario B. Si | ()| < K para todo ¢ entre ay x, entonces |E(¥)| < (K/2)(x — a).

Corolario C. Si '(f) cumple M < () < N para todo tentre a y x (siendo My N constantes),
entonces

L(x}+ﬁ—;(x—a}2<f[ﬂ < L(® +Jg(x—a}2

Si My N tienen el mismo signo, una aproximacién mejor a f(x) es el punto medio de este inter-
valo que contiene a f(x):
M+ N

4
Para esta aproximacién el error es menor que la mitad de la longitud del intervalo:

0 ~ L + (x — a)?

4

|Error| < (x — a)®

SEIGTI L Determine el signo y estime el tamario del error en la aproximacién /26 ~ 5.1 obtenida
en el Ejemplo 3, Obtenga a continuacién un intervalo en el que pueda asegurar que esta /26,

Solucién Para f($) = /', tenemos que
b in = L osp
PO=56" y PO= -t

Para 25<f< 28, tenemos que f'(f) <0, por lo que \/ﬁ = f(26) < L(26) = 5.1, Ademas,
£% > 25%% = 125, por lo que | £'(9] < (1/4)(1/125) = 1/500) y

1 1 1
28) | < — X — % (26 — 25)2 = ——= (0,001
| EX; Jll«f-2 500 (; ) 1000

Por tanto, £(26) > L(26) — 0.001 = 5099 y /26 est4 en el intervalo (5.099, 5.1).
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Observacion Se puede utilizar el Corolario C del Teorema 9 y el hecho de que /26 < 5.1

para calcular un intervalo mejor (es decir, mas [;equeﬁa} que contenga a /26 de la siguiente
forma, Si 25 < t < 26, entonces 125 = 25°* < £ < 26%* < 5.1°, Por tanto,

M= — =N

< f'(f) <

1
4 x 125 4 x 513

M+N 1/ 1 L
/26 = L(28) + 1 —5-1_1(4 X 125+4 x 5,13

N—M_l( 11

) = 5099028 8

|Brror] < ——=16\ " 5.5 " 125

Entonces . /26 esta en el intervalo (5.099 00, 5.099 06).

) 0.000 028 8

Utilice una linealizacién adecuada para obtener un valor aproximado de cos (36°) = cos (n/
+ (Es el verdadero valor mayor o menor que la aproximacién? Estime el tamafio del error y proporcione
un intervalo en el que pueda asegurar que esta cos (36°).

Solucién Sea f{f) = cost, de forma que f(f) = —senty F'() = —cost El valor de a més préximo a
36° para el que conocemos cos a es a = 30° = x/6, por lo que utilizamos la linealizacién alrededor de ese

punto:
L{x)=cosf—senf( _f)=£_l( _E)

2 2 B
Como (r/5) — (=/6) = =/30, nuestra aproximacién es

. V3_1
cos (36%) -::os z L(s) > (30) 0.813 67
Si (m/8) < f < (m/5), entonces () <0y |F'(D)] < cos (n/B) = ﬁ/E. Por tanto, cos (36°) < 0.813 67 y

2
|E(369)| < % (%) < 0.004 75

Por tanto, 0.813 87 — 0.004 75 < cos (36°) < 0.813 87, por lo que cos (36°) esta en el intervalo (0.808 92,
0.813 87).
||

Observacion El error en la linealizacién de f(x) en x= a se puede interpretar en términos de
diferenciales (véase la Seccién 2.2) de la siguiente forma. Si Ax = dx= x — a, entonces el cam-
bio en f(x) cuando pasamos de x=aa x= a+ Axes fla+ Ax) — f(a = Ay, y el correspon-
diente cambio en la linealizacién L(x) es £ (a)(x — & = £(a) dx, que es justamente el valor de
x = adel diferencial dy = f(x) dx. Por tanto,

Ely = Ay — dy

El error E(x) es pequeno comparado con Ax cuando Ax tiende a 0, como se puede ver en la Fi-
gura 4.57. De hecho,

Hmﬁy*ab':jxﬂnﬂ(ﬂf_aﬁf) ¥_g_,

Axr—0  Ax Ax dx dx dx
Si| (8] < K (constante) cerca de t= a, se puede realizar una aseveracién mas fuerte:
Ay —df _ | B _

[+

por tanto,  |Ay - dy <3 (Ax?

@ | e S 2
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Ejercicios 4.7

En los Ejercicios 1-10, calcule la linealizaci6n de las
funciones dadas alrededor de los puntos dadas.

1, ¥ drededor de x= 3
2. x 2 drededor de x= 2

3. ./4—xdrededor de x=10

4. /3 + ¥ alrededor de x= 1

5. 1/(1 + #°) alrededor de x = 2

6. 1/,/x drededor de x = 4

7. senx drededor de x=x

8. cos (24 alrededor de x = =n/3

9. sen’ x alrededor de x = n/6
10. tan x alrededor de x = /4

11. ;Cuénto crece aproximadamente el drea de un cuadrado
si la longitud de su lado pasa de 10 cm a 10.4 cm?

12, ;Cuanto hay que reducir aproximadamente la longitud
del lado de un cubo que mide 20 cm para reducir el
volumen de dicho cubo en 12 cm®?

13. Una nave espacial orbita la tierra a una distancia de
4100 millas desde su centro. ;Cudnto disminuira la
circunferencia de su 6rbita si su radio disminuye en 10
millas?

14. (Aceleracién de la gravedad) La aceleracién a de la
gravedad a una altitud de 4 millas sobre la superficie
de la tierra se puede expresar como

_ (R
a'g(fem)

siendo g~ 32 ples/s® la aceleracién en la s cie de
la tierra y R~ 3960 millas el radio de la tierra. ;En
qué porcentaje disminuird a si h aece desde 0 hasta 10
millas?

En los Ejercicios 15-22, utilice una linealizacién adecuada
para aproximar el valor indicado, Determine el signo del
error y estime su tamario. Utilice esta informacién para

m Polinomios de Taylor

especificar un intervalo en el que se pueda asegurar que
esté el valor,

15. /50 16. /47
17. Y85 18. . B
2,003
19. cos 46° 20. seng
21. sen(3.14) 22, sen33°

Utilice el Corolario C del Teorema 9 de la manera que
suglere la observacién que sigue al Ejemplo 4 para obtener
mejores intervalos y mejores aproximaciones a los valores
de los Ejercicios 23-26,

23, \/ﬁ a partir de la primera aproximacién del Ejercicio 15.

24. /47 a partir de la primera aproximacién del Ejercicio 18,

25, cos 36° a partir de la primera aproximacién del
Ejemplo 5.

26. sen 33° a partir de la primera aproximacion del
Ejercicio 22,

27.51 f(2) =4, F()=—-1y0< (¥ <1/xpara x>0,
calcule el minimo intervalo en el que se pueda asegurar
que esta f(3).

28, Si A(2) = 4, f(2]=—1y%£f’(x)g%para

2 € x < 3, calcule la mejor aproximacion posible para
£(3).

29. Sig2) =1, g(2) =2y |g'(®]| <1+ (x— 2)° para
todo x> 0, calcule la mejor aproximacién posible para
£(1.8). ;C6mo puede ser de grande el error?

30. Demuestre que la linealizacién de senf en 6 = O es
L{®) = 6. ;C6mo puede ser de grande el error
porcentual en la aproximacion senf = @ si | 0] es
menor que 17°7

31. Un globo esférico se infla de forma que su radio crece

desde 20 cm a 20,20 cm en un minuto, ;Cuanto ha
crecido aproximadamente su volumen en ese minuto?

La linealizacién de la funcién f(x) en x= a, es decir, la funcién lineal

P =Lx=1fa+ (k-3

describe el comportamiento de f cerca de a mejor que cualquier otro polinomio de grado 1 por-
que tanto P, como f tienen el mismo valor y la misma derivada en a:

Pla)=1fla vy

Pi(a = f(a)
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Se utiliza el simbolo P, en vez de L para subrayar el hecho de que la linealizaci6én es un polino-
mio de grado maximo 1.

Se pueden obtener mejores aproximaciones a f(x) utilizando polinomios de segundo grado o
de grado superior y ajustando més derivadas en x = a, Por ejemplo, si f es dos veces diferencia-
ble cerca de a, entonces el polinomio

f'(a)
P = fla) + F@) b= @) + —— (x~ a)’
cumple P(a) = f(a), Py(a) = f(a) y P;(a) = {'(a) y describe el comportamiento de f alrededor
de a mejor que cualf%u.ﬁer otro polinomio de grado méximo 2.

En general, si f’(x) existe en un intervalo abierto que contiene a x = a, entonces el poli-
nomio
f(a) ()
P,(x =f(ﬂ}+1—l x—a t=r (x— a?
£"(a) (a)

+ (x—a+. + (x— a"

3l

se ajusta a f y a sus n primeras derivadas en x= 3,
Pla =fla, Pla=r@, .., Ba=1"

y, por tanto, describe el comportamiento de f(x) cerca de x = a mejor que cualquier otro polino-
mio de grado méximo n. F, se denomina polinomio de Taylor de orden m para f alrededor
de a (los polinomios de Taylor alrededor de 0 se denominan generalmente polinomios de Ma-
claurin). El polinomio de Taylor de orden 0 para f alrededor de a es la funcién constante a
Py(x) = f(a). El polinomio de Taylor de orden n para f alrededor de a se denomina a veces poli-
nomio de Taylor de grado n, pero su grado ser4 en realidad menor que nsi f“(a) = 0.

nl

m Calcule los sigulentes polinomios de Taylor:

(@) P,(x) para f(x) = /x cerca de x = 25,

(b) Ps(x) para glx) = Inxcercade x=e.

Solucién (a) £ = (12)x % (0 = —(1/4)x 3% Por tanto,

£'(25)

Py(#) = £(25) + £(25)(x — 25) + (x — 25)2

2l
=5+ (r— 25) — — (x— 257
=547 T B Ty X )
1 1 2
(b) g(x) = g'x= 2 2" == Por tanto,
P = g0+ g@r— 9 + £ (r— 02 + 02 (- o

gl g boe el A e e
—1+E[x €) Eez{x ) +393[x g

Calcule el polinomio de Maclaurin de orden n P,(x) para &*, Utilice Fy(1), P,(1), P(1), ...
para calcular valores aproximados de e = e'. Deténgase cuando piense que tiene tres cifras decimales co-
mectas,
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Solucion Como todas las derivadas de €* valen €', y por tanto valen uno en x= 0, el polinomio de
Maclaurin de orden n para e” {es decir, el polinomio de Taylor en x = 0) es

P 1+— +f+,,,3+ v
W8 = 12l nl

Por tanto, tenemas para x = 1, afiadiendo un término més en cada paso:
B(l) =1

1
1) =1+ =2

By(1) = B (1) +%= P(1) +%= 25

Py(1) = P(1) +%—P2{1)+%—26%6

P1) = By(1) + — = A1)+ . ;= 27083
1 1

(1) = Py(1) + 7= Py(1) + 5 = 27166

(1) = B(D) + 7= 1) + 70 s o= 27180

1 1
Py(1) = PD) + 5= R1) + oo = 2.7182

Parece que e ~ 2,718 con una precision de tres cifras decimales. En el Ejemplo 5 posterior verificaremos
que de hecho P;(1) produce mucha mayor precisién, Las graficas de ¢*y de sus cuatro primeros polinomios
de Maclaurin se muestran en la Figura 4.58,

¥

= —I : +  Figura 458 Algunos polinomios
de Maclaurin para €,

Calcule los polinomios de Maclaurin P,(x), Bo(8), Ps(x) y Pa(x) para f(¥) = senx Escriba
después los polinomios generales de Maclaurin P, (%) y P;,() para esa funcién,
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Solucién Tenemos que f(x) =cosx, f'(} = —senx, £"(x) = —cosxy f(») = senx = (), por lo
que el patrén se repite para derivadas superiores. Como
fQ =0  f0=0, M =0 M=o
=1 fMO=-1 Mo=1 M=-1
tenemos que

Pix)=0+x=x

PE&)=D+x+EEIf=X=PIL¥)

1 e
PS[X]=U+X+O—§XS=X—3—I
1 0 el
P_;{X:I=D+X+D—§XS+EE=X—5=PS{X)
En general, f2"=1(0) = (—1)" 'y £27(0) =0, por lo que
B L r X sy AT
2n—1 (%) = En{lﬂ_x_g_l-’_ﬁ_'"-’_{_l] (2n— 1)!

Férmula de Taylor

El siguiente teorema proporciona una férmula para el error en una aproximacién de Taylor
f(®) ~ P,(¥, similar a la proporcionada para la aproximacién lineal en el Teorema 9.

TEOREMA () Teorema de Taylor

Si la derivada de orden (n+ 1), £ (#, existe para todo ¢ en un intervalo que contiene a
ayaxysiP,x es el polinomio de Taylor de orden n para f alrededor de a, es decir,

f(a) (g

— 2 D)
T x—a“—+ .-+ o

(x — a)”

Px=1f@+rl@kx-a+

entonces el error E,(x) = f(x) — P,(x) en la aproximacién f(x) ~ P,(x) se expresa como

f("""l}[’s}

— _ =nt+1
Ex) = TERI (x—a
siendo s un nimero entre a y x. La férmula resultante
i i
9 =@+ P2 + 22 (r= g2 4o+ T g
fﬁ+1}(,5} i
PEEN (x— 8!, paraalginsentre ayx

se denomina férmula de Taylor con resto de Lagrange. El término del resto de Lagran-
ge es la férmula explicita dada anteriormente para £, (x).
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Notese que el término de error (resto de Lagrange) en la férmula de Taylor se parece al
siguiente término del polinomio de Taylor si continudramos dicho polinomio para incluir
un término més (de grado n+ 1) EXCEPTO porque la derivada """ no se evalta en a,
sino en algiin punto ¢ (en general desconocido) entre a y x. Esto facilita recordar la fér-
mula de Taylor.

DEMOSTRACION Obsérvese que el caso n= 0 de la férmula de Taylor, concreta-
mente,
f(s)

) = Py + Ey(n) = fla) T (x— a)

es justamente el Teorema del Valor Medio
9 — fla) _

A f(s) para algin sentre ay x

Nétese también que el caso n= 1 es justamente la férmula del error para la linealizacién
dada en el Teorema 9.

Completaremos la demostracion para valores de n mayores utilizando induccién mate-
matica (péase la demostracion del Teorema 2 en la Seccién 2.3). Supongamos entonces
que ya hemos demostrado el caso n= k— 1, donde k> 2 es un entero. Esto es, estamos
suponiendo que si f es una funcién cualquiera cuya k-ésima derivada existe en un interva-
lo que contiene a a y a x, entonces

B
By () = % (x — 3}*

siendo s alglin nimero entre a y x. Consideremos el caso siguiente n= k Como en la de-
mostracién del Teorema 9, suponemos que x > a (el caso x < a es similar) y aplicamos el
Teorema del Valor Medio Generalizado a las funciones E(f) y (¢t — a**!en [a x. Como
Ej(a) = 0, obtenemos un nimero u en el intervalo (& x) tal que

E®W _ EW-E@ B
[X_‘ a:Ii'+1 (X_ a}k+1 — (3 s a]lr+1 (.k"f‘ 1}(”“ a}i’

Ahora
d 45
B =50~ fa ~ P = 2 =% (- o
9 (a) 3
e = aY)
_ ; %(a) b
= 1) - 718 - P@- a — -~ = (a- 2

Esta dltima expresion es justamente E),_,(u) para la funcién £ en vez de £. Por el supues-
to de induccién es igual a

(1) B

e ok
o w-a . w-a
para algin valor s entre a y u. Por tanto,
+1)
Efx = 7709 g+t

(k+ 1)



CAPITULO 4. Aplicaciones de las derivadas 311

Hemos demostrado que el caso n= k del Teorema de Taylor es verdadero si el caso
n= k — 1 es verdadero, lo que completa la demostracién por induccién.

_

Observacion Para cualquier valor de x para el que lim,_, , E,(x) = 0 podemos asegurar que
la aproximacion de Taylor f(x) & P,(x) estara tan cerca como deseemos escogiendo n suficiente-
mente grande.

SR Utlice el polinomio de Taylor de segundo orden para . /x alrededor de x = 25 obtenido en
el Ejemplo 1(a) para aproximar J_ Estime el tamatio del error y especifique un intervalo en el que pueda
asegurar que se encuentra \/ﬁ

Solucién En el Ejemplo 1(a) calculamos £(x) = —(1/4)x~¥* y obtuvimos el polinomio de Taylor

1
P(,sf)—s+ﬁ (,r—z)—m(,r—z:'))2

La aproximaci6n requerida es

1 1
o, . Pt U = 2 =
/26 = £(26) ~ P,(26) = 5 + 1 (26 — 25) — 1 (26 — 25)” = 5,099

Ahora (x) = (3/8)x °*, Para 25 < 5 < 26 tenemos que

3 3
=8 255'”2 8 x 3125 25000

| £(s)] <

Por tanto, el error de la aproximacién cumple

| E;(28) | < 3 (26 — 25)° = = (0.00002

25000 x 8 50 000

Entonces, . /26 esta en el intervalo (5.09898, 5.09902), N

Utilice el Teorema de Taylor para confirmar que el polinomio de Maclaurin P;(x) para &
es suficiente para calcular el nimero e con una precisién de tres cifras decimales, como se indica en el
Ejemplo 2,

Soluciéon El error en la aproximacién € = P,(x) cumple

e
(n+ 1)1

Ef%) = ¥ paraalgin sentre 0y x

Six=1, entonces D<s<l1, porloque e<e<3y0 < E(l) <3/(n+ 1), Para obtener una aproxima-
ci6n de e =e' con una exactitud de tres cifras dechnales. es necesario que Ey(1) < 0.0005. Como
3/(81) = 3/40 320 ~ 0,000 074, pero 3/(71) = 3/5040 = 0.000 59 podemos estar seguros de que n= 7 cum-
plira, pero no podemos asegurar que lo cumplird n = 6:

1 1 o1 1 1
exl+1+— +—+— + — 27183 = 2,718
2l 4] 6! 7

con una exactitud de tres cifras decimales.
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CALCULO

Notacion O

DEFINICION 9
Se escribe f(x) = O(u(¥) cuando x — asi

| f(0] < K u(x)|

se cumple para alguna constante K en algin intervalo abierto que contiene a x= a.
De forma similar, f(x) = g(x) + O(u(x)) cuando x— asi f(x) — glx) = O(u(x)) cuando
X— a es decir, si

| f(x) — gW)| < Klu(®)| cercade a

Por ejemplo, senx = O(x) cuando x — 0 porque |sen x| < |x]| cerca de 0.
A partir de la definicién se pueden deducir las siguientes propiedades de la notacién O

(i) Si f(x) = O(u(x)) cuando x — a, entonces Cf(x) = u(x)) cuando x— a para cualquier
constante C.
(i) Si (Y =O®) cuando x—a y g = O cuando x—a entonces
f(x) £ glx) = Olu(x) cuando x— a,
(i) Si (¥ = O((x— a)*u(®)) cuando x— a, entonces f(x)/(x— a* = O(u(x) cuando x— a
para cualquier constante £.

El Teorema de Taylor dice que si " () existe en un intervalo que contiene a ay a x, y si
P, es el polinomio de Taylor de orden npara f alrededor de a, entonces, cuando x— 3,

(0 = P2 + O(lx — 8"

Esto es una afirmacién sobre 1a rapidez con que la grafica del polinomio de Taylor P,(x) se acer-
ca alade f(x) cuando x— a. La distancia vertical entre las graficas disminuye tan rapidamente
como |x — a|™ ", El siguiente teorema demuestra que el polinomio de Taylor P,(x) es el tnico
polinomio de grado méximo n cuya gréfica se aproxima a la gréfica de f(x) con esa rapidez.

TEOREMA 0 Si f(x = @,® + O(lx — &™) cuando x— a, siendo @, un polinomio de grado maximo

n, entonces @,(x) = P,(x), es decir, ¢, es el polinomio de Taylor para f(x) en x= a.

DEMOSTRACION Sea P, el polinomio de Taylor. Entonces las pro;i)iedades (i) y (i)
de la notacion O implican que R,(¥ = @,(¥ — P.(¥ = Ol(x— &™) cuando x— a.
Queremos demostrar que £,(x) es idénticamente cero de forma que @,(x) = P,(x) para to-
do x. Sustituyendo x por a + (x — a) y desarrollando las potencias, podemos escribir £,(x)
en la forma

R =c+alk-a+qgk-2a+ - +clx—a)"

Si B,(x) no es idénticamente nulo, entonces existe un minimo coeficiente ¢,(k < n) tal que
¢ # 0, pero ¢;= 0 para 0 < j < k — 1. Por tanto,

R® = (x— &+ Guilx—a) + - + clx— 2"

Por lo tanto, lim,, ,R(x)/(x— a)* = ¢, # 0. Sin embargo, por la propiedad (iii) anterior
tenemos que K, (x)/(x — A*=0(x— a""'™%. Como n+1— k>0, esto indica que
R.(8/(x — a&* > 0 cuando x — a, Esta contradiccién demuestra que £,(x) debe ser idénti-
camente nulo, Por tanto, @,(x) = P,(x) para todo x.

e
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La Tabla 4 contiene las férmulas de Taylor alrededor del 0 (férmulas de Maclaurin) para algunas
funciones elementales, con términos de error expresados utilizando la notacién O,

Tabla 4. Algunas formulas de Maclaurin con términas de error expresados
mediante la notacién O

Cuando x— 0
Xz XS X +1
(a) .*3”=1+.1;'+ﬁ+ﬁ+..._|_H_|_Q(A)T )
XE Xd 41 XE" 4+ 2
(b) cmx-l—2—l+4—l—...+(_1) (2n]l+o[ )
+1
=y—— 4+ —— . —1)" n+ 3
€ sear=y—gprg et O gy T
(d) —lix=1+x+f+f+--.+£’+o( +Hy
(e) 1n(1+x]=x—£+x—3—...+(_1)ﬂ—l‘t_n+ O(F*1)
2 3 n
¥ ¥ o
=y 4. —1" +3
U e

Es conveniente recordar las expresiones anteriores, Las tres primeras se pueden obtener facil-
mente utilizando la férmula de Taylor con el resto de Lagrange. Las otras tres requieren un es-
fuerzo mayor para verificarlas para un valor de n general. En la Seccién 9.6 volveremos a los
polinomios de Taylor y Maclaurin en el contexto de las series de Taylor y Maclaurin, En ese
momento dispondremos de mejores medios para establecer esos resultados. La necesidad de cal-
cular derivadas de orden superior puede hacer dificil el uso de la férmula de Taylor, excepto pa-
ra las funciones més simples.

La importancia real del Teorema 11 es que nos permite obtener polinomios de Taylor para
nuevas funciones combinando otros ya conocidos. Mientras el término de error sea de mayor
grado que el orden del polinomio obtenido, éste debe ser un polinomio de Taylor. Tlustraremos
esto con algunos ejemplos.

ST TGNl Calcule el polinomio de Maclaurin de orden 2n para cosh x.

Solucion Escribimos la férmula de Taylor para e* en x = 0 (véase en la Tabla 4) sustituyendo n por
2n+ 1, y luego la volvemos a escribir sustituyendo x por — x. Obtenemos

=1+ +f+xs+ +in+ i + O(F"2
sttt ettt e Y TR
. f XS in XEn+l i
A il oty gt o T e PO )
cuando x— 0. Promediando los dos resultadas anteriores se obtiene
Frer £ A 2 .
coshx = 5 -1+2—!+a+---+(2ml+0{x"-“)
cuando x— 0. Por el Teorema 11 el polinomio de Maclaurin 7, ,(x) para coshx es
P(x)—1+—+£j+ +£
MR Tl TR
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SN Obtenga el polinomio de Taylor de orden fres para €* en x= 1 a partir del correspondien-
te polinomio de Maclaurin para e* (de la Tabla 4).

Solucion Escribiendo x=1 + (x — 1), tenemos que
FX = g2 H2—1) — g2 20e—1)
ZPx—1)F 2Px—1)°
(zn Lo {3! ) +O(Lr—1)"J]

cuando x — 1, Por el Teorema 11, el polinomio de Taylor P;(x) para € en x= 1 debe ser

=92|:1+2(x— 1)+

Py =6 +2&x—1)+2(x—1)° +% (x—1)°
||

(ST TR Utilice la férmula de Taylor para In(1 + x) (de la Tabla 4) para calcular el polinomio de
Taylor P3(x) para Inx en x= e (esto proporciona una alternativa a utilizar la definicién de polinomios de
Taylor tal como se hizo para resolver el mismo problema en el Ejemplo 1(b)).

Solucién Tenemos que x=e + (x— &) = e(l + f) siendo = (x— e)/e. Como x — e tenemos que ¢ — 0,
por lo que

| I
]nx=lne+]n(1+ﬂ=]ne+E—E+§+ o)

¥x—e 1/x—e\ 1/x—e\®
=1+ ——( )+—( . )+0{(x—e}“)

3
+1 ¥ — e\
3 e

Por tanto, por el Teorema 11,

e 2\ e
|
Ejercicios 4.8
Calcule los polinomios de Taylor que se indican para las _JB ; 1/3
funciones de los Ejercicios 1-8 utilizando la definicién de 9, f{) =2 drededor de 8; aproxime 9,
o de Taylor. 10. =,/ x alrededor de 64; aproxime ,/61.

polinomio de Tayl fx) alrededor de pr

1. Para e~ * drededor de x = 0, orden 4, 1 1

SIE LA REEEE 11. f{x) = — alrededor de 1; aproxime —.

2. Para cos x drededor de x = n/4, orden 3. X 1.02

3, Para Inx drededor de ¥= 2, orden 4, 12. f(x) = tan~' x alrededor de 1; aproxime tan~" (0.97).

4, Para sec x drededor de x =0, orden 3. 13. f(x) = ¢ drededor de 0; aproxime e~°,

X P ﬂ T e 14. f(x) = senx alrededor n/4; aproxime sen (47°).

_ En los Ejercicios 15-20, escriba las férmulas de Taylor para

. Papa 11 =) studedor da e 1, ‘Drdet 4 los casos indicados para las funciones dadas, ;Cual es el

7. Para 1/(2 + x) alrededor de x = 1, orden n. resto de Lagrange en cada caso?

8. Para sen (2x) alrededor x = /2, orden 2n — 1. 15. fix) =senx, a=0,n=7
En los Ejercicios 9-14, utilice el polinomio de orden 2, 16. f(x) = cosx, a=0,n=6
P,(x), para las funciones dadas alrededor del punto 17. f(x) =senx, a=n/4, n=14
especificado, para aproximar los valores indicados. Estime
el error, y escriba el minimo intervalo que se pueda 18. flx) = a={-n="8

asegurar que contiene el valor, =&



19.
20.

f=Inx, a=1 n=286
f(d=tanx, a=0,n=3

Calcule los polinomios de Taylor que se piden en los
Fjercicios 21-26, utilizando polinomios de Taylor o
Maclaurin conocidos y cambiando las variables, como se

hizo en los Ejemplos 6-8,
21. Py(x) para e alrededor de x = —1.
22, Pg(x) para e * dlrededor de x = 0,
23. P,(x) para sen” x drededor de x = 0. Sygerencia:
., 1—cos2x
sen‘ x= ———
2

24. P;(X) para sen x drededor de x = z.
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. Pg(®) para 1/(1 4+ 24%) alrededor de x= 0.
. Pg(x) para cos (3x — n) alrededor de x= 0.
. Calcule todos los polinomios de Maclaurin P,(x) para

f=x.

. Calcule todos los polinomios de Taylor P,(x) para

fd=xenx=1,

Calcule el polinomio de Maclaurin 7, ,(x) para
senh x combinando adecuadamente en los polinomios

x

para e 'y e ",

. Combinando adecuadamente las polinomios de

Maclaurin para In(1 + %) y In(1 — x), obtenga el
polinomio de Maclaurin de orden 2n+ 1 para
1 1+x
= — i
tanh™" (x) > ln(1 —.r)'
Escriba la férmula de Taylor para f(¥ = e * con

a =0 y utilicela para calcular 1/e con una precisién de

cinco cifras decimales (se puede utilizar una
calculadora, pero no su funcién &%).

m Formas indeterminadas

En la Seccién 2.5 demostramos que
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32. Escriba la forma general de la férmula de Taylor para

f(x) = senx en x = 0 con resto de Lagrange. ; Qué
valor necesita tener n para asegurar que la
correspondiente aproximacién del polinomio de Taylor
proporcionaré el seno de 1 radidn con una precisién de
cinco cifras decimales?

. ¢(Cudl es la me%or aproximaci6n de orden 2 a la funcién

f(x) = (x— 1)* en x = 07 ;Cudl es el error de esta
aproximacién? Responda ahora las mismas preguntas
para g{x) = x* + 2¥ + 3x + 4, ;Puede ser mejorada
(es decir, hacerse mas pequenia) la constante 1/6 = 1/3|
en la férmula del error para la aproximacién de grado 27

. Factorizando 1 — ¥"*! (o0 mediante divisién de

polinomios), demuestre que

+1

(9

A continuacién demuestre que si |x] < K <1, entonces

pptt 1
+1
’1—11“““1—3"“” |

Esto implica que ¥"*'/(1 — x = O(¥"*") cuando
x—0 y confirma la férmula (d) de la Tabla 4. ;Qué
dice entonces el Teorema 11 sobre el polinomio de
Maclaurin de orden n para 1/(1 — x)?

1
—=1+x+F+L+ -+ X+
1—x l—x

. Diferenciando la identidad (*) del Ejercicio 34 y

sustituyendo después n por n+ 1, demuestre que
W=1+2x+ 3¢ 4+ o+ (n+ 1)x"
n+2—(n+1)x

(1 - %
Utilice después el Teorema 11 para determinar el
nésimo polinomio de Maclaurin para 1/(1 — ¥,

f+l

Senx
¥ _=1

X

Esto no se puede ver inmediatamente sustituyendo x = 0 en la funcién (senx)/x, ya que tanto
senx como x valen cero en x = 0. (senx)/x se denomina forma indeterminada del tipo [0/0] en
x = 0. El limite de esa forma indeterminada puede ser cualquier nimero. Por ejemplo, cada uno
de los cocientes kx/x, x/x* y x¥’/¥* es una forma indeterminada del tipo [0/0] en x = 0, pero

kx
lim — = k
=0 X

== lim % =0
- 02

Existen otros tipos de formas indeterminadas. Se muestran, junto con un ejemplo de cada tipo,

en la Tabla 5.



