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PREFATA

In aceasta lucrare sunt prezentate in mod unitar conceptele de bazi ale algebrei
liniare, ale geometriei andlitice si ale geometriei diferentiale. O astfel de prezentare este
posibila datorita legaturii naturale dintre aceste domenii matematice si are o deosebita
importanta pentru tratarea lor intr-un spirit modern. Geometria este construita cu ajutorul
unel axiomatici simple, care are ca fundament algebra liniara. Aceasta constructie uneste
in mod firesc metoda sintetica cu cea analitica si elimina astfel separarea lor clasica in
studiul geometriei.

Algebraliniara constituie prima parte a cartii si cuprinde : spatii si subspatii vec-
toriale, transformari liniare, vectori si valori proprii, forme biliniare si patratice. Prin a-
ceste teme se ating problemele de baza ale teoriei elementare a spatiilor vectoriale care au
aplicatii imediate in disciplinele care pregatesc viitorii specialisti.

Geometria analitica in E; formeaza a doua parte a cartii determinata de : vectori
legati si vectori liberi, operatii cu vectori, dreapta si planul in spatiu, cuadrice. Varianta
de prezentare scoate in evidenta faptul ca vectorii liberi formeaza un instrument de lucru
atat pentru geometrie cat §i pentru mecanica, fizica etc.

Geometria diferentiala este ultima parte din lucrare alcatuita din : campul reperu-
lui Frenet pe o curba, formulele Frenet, elementul de arc, formele patratice fundamentale
ale suprafetei, aria unei portiuni de suprafatd. Aceasta arata ca geometria diferentiala ele-
mentara moderna foloseste preponderent notiunea de vector legat si cea de camp vectori-

al, care sunt accesbile la nivelul anului intai de facultate.
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|. ALGEBRA LINIARA

Acest capitol contine notiunile fundamentale ale algebrei liniare, proprietati ale
acedora si metode de calcul pentru determinarea lor. Pentru intelegerea lor este
necesara cunoasterea calculului algebric efectuat in liceu care contine: formulele de
calcul prescurtat, sudiul functiilor de gradul intai, de gradul al doilea, studiul functiei
modul, a functiei putere, al functiei exponentiale, al functiei logaritmice, analiza
combinatorie, calcularea sumelor numerice, progresii aritmetice si geometrice,
polinoame, ecuatii si inecuatii, sisteme de ecuatii, sisteme de inecuatii, matrice si
determinanti, sisteme de ecuatii liniare, trigonometrie, numere complexe.

Obiectivele care decurg din studiul acestui capitol sunt ca studentii:

- i defineasca spatiul vectorial, subspatiul vectorial, dependenta si independenta
liniara, baza unui spatiu vectorial, coordonate, produsul scalar, norma, distanta,
ortogonalitatea, spatiul vectorial euclidian, transformari liniare, nucleul si imaginea unei
transformari liniare, matricea asociata unei transformari liniare, vectori proprii, valori
proprii, polinom caracteristic, tipuri de transformari, forme biliniare, forme patratice,
sgnatura unei forme patratice reale;

- &1 recunoasca expredile andlitice ale elementelor enuntate mai sus;

- i calculeze produsul scalar adoi vectori, norma unui vector, distanta si unghiul
dintre doi vectori, nucleul si imaginea unei transformari liniare, valorile proprii ale unui
endomorfism;

- &1 deduca dependenta sau independenta liniarda a unui sistem de vectori,
coordonatele unui vector la schimbarea bazelor, 0 bazid ortonormatd pornind de la o
bazi datd, matricea asociatd unei transformairi liniare, a unei forme biliniare sau a unei
forme patratice, vectorii proprii unui endomorfism, forma diagonalda a unui
endomorfism, tipurile de transformari, expresia canonica a unei forme patratice,
sgnatura unei forme patratice reale.
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SPATII SI SUBSPATII VECTORIALE

1.1. Spatiu vectorial

Notiunea de spatiu vectorial este fundamentald in matematica si studiul acestuia
constituie obiectul algebrei liniare.
DEFINITIA 1.1. Fie K un corp comutativ si 1x elementul siu unitate. Un
triplet format din:
o mulfimea nevida v,
e legea de compoztie interna pe V, notata aditiv
(xy)=> x+y (VxV V),
e legea de compoztie externa:
(oc,x)—> oxX (: KxV —>V),
Se numeste spatiu vectorial peste K ( sau K-spatiu vectorial ) daca verifica urmatoarele
axiome:
perechea (V,+) este un grup abelian, adica:
a,) x+(y+z)=(x+y)+z Vxy,zeV,
a,) 30y eV a.i Oy +x=x+0y =X VxeV,
a,) VxeV,3(-x)eV ai x+(-x)=(-x)+x=0y,
a,) Xx+y=y+x, VX,yeV.
faza de legea de compozitie externd sunt indeplinite axiomele:
ag) a(x+ y): oX+ay,VaeK,VXxyeV,
a,) (a+p)x=ax+px, Va,pecK, VxeV,
a,) OL(B X)z(aB)X, Va,peK,VxeV,
ag) Ik - X=X,VXeV.
Daca K=R (respectiv K=C) vom spune ca V este un spatiu vectorial real

(respectiv complex).
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Elementele unui K-spatiu vectorial se numesc vectori, iar elementele corpului K
Se numesc scalari.
Legea de compozitie internd se numeste adunarea vectorilor iar legea de

compozitie externa se numeste inmultirea cu scalari din K.
Notatie \%( :=V este K- spatiu vectorial.
TEOREMA 1.1. Daca este dat spatiul \%( , atunci au loc urmatoarele
proprietati:
Lo(x—y)=ax—ay,VaeK,VxyeV;
,(0—B)x=ax-Ppx,Va,peK,VxeV;
;-a-0y =0y,VaeK, 0y €V;

P
P
P
P,.0x -x=0y,VXeV,
P;.ax=0y & a =0k sau x=0y;
P6.oc(—x)=(—oc)x:(—ocx):—ocx,VoceK,VXGV;
P,.(~a)(-x)=ax,VaeK,VxeV;
P,.(-)x=-x,VxeV.

Demongtratie. P1. a(x—y)+ay=a(x—y+y)=a(x+0y )= ax (conform cu a,)
si a3)) deci a(x—y)+ay=oax, in care, scizand in ambii membri pe ay, rezultd
a(x—y)=ax—ay.

Po. (0—B)x+Bx=(a—P+PB)x=(a+0g)x=ax (conform cu a) si as)), deci
(a—B)x+Bx=ax,in care, scizind pe Px 1in ambii membri, rezultd
(a—B)x = ax-Bx.

Ps. InP; facem x =y si atunci o(x—X)=ax-ax = a0y =0 .

Ps. InP;luam a=Bsi= (a—a) X=oax—ax = O -x=0y.

Ps. Demonstram implicatia directa: presupunem ca ax=0y si o #0x =

X=1 ~X:(oc_1oc) X:a_l(ax):a_loOV =0y.
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Reciproc, evident din Ps si Pa.

Ps. Sd ardtim ca o (— x)=—ox. Avem

a(—x+x)ioc =0y }3

o (= X+ X)= o (= X)+ ax
a(- x)+ ax =0y = a(-x)= —ax.
Andlog, folosind ;) = (- a) x = —a x.

P;. In prima parte a demonstratiei Pg luim in loc de o pe -a. si avem:

() x+x)=(-a)o, =0y -
<—a><—x+x>=<—a><—x>+<—a>x}3(‘“><—X>+<—a)x—ov

(~a)(=x)=—(-a) x =ax (conform cu a;)).
Ps. Evidenta, punand in Pg scalarul o = 1x. o
Exemple.

1. Orice camp K este spatiu vectorial peste el insusi % ;

2. Spatiul vectorial al matricelor cu m linii §i n coloane cu elemente din K
M(mnK)=|ul]cu1<i<m,1<j<n,val ek,

3. Spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult neN cu coeficienti in K

Kn[X]z{f|f - i a; X' o; ek, i =o,12,...,n}.
i=0

4. Fien K-gpatii vectoriale Vi, V,..., V, siprodusul cartezian

Vy x Vo xox Vg = { (Vy, Vo,V ) [V €V, 1=12,.,n ).

Fieu, ve V) xV, x...xV,;,a €K si definim operatiile :

U+V = (Up +Vq,Uy Vo, Up +Vy) 5 oV =(avy,0vy,...,av, ) cu o eK.

Acesta este un spatiu vectorial i se numeste produs direct de spatii vectoriale.
Daca V, =K, V i =1,2,..., n, atunci se obtine spatiul vectorial :

n

K" = {(ocl,ocz,...,ocn) | o eK i =1,2,...,n}

numit spatiul vectorial aritmetic cu n dimensiuni.
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1.2. Subspasiu vectorial

Fie spatiul vectorial V/K si multimeaV; cV ,cuV, # @.

DEFINITIA 1.3. V,se numeste subspatiu vectorial al lui V daca V', este spayiu
vectorial peste K fata de operatiile de adunare a vectorilor si de inmultire cu scalari
induse in V1 de operatiile dinV. Senoteaza Vi/Kc V/K.

TEOREMA 1.2. Vi/K ¢ VIK < sunt indeplinite conditiile -

1) Yuyv eV, = u+veV;
2) VieK,YueV; =Lk -ueV,.

Demonsdratie. Conditia este necesara. V; fiind o parte stabila a lui V fata de

adunarea vectorilor si de iInmultirea cu scalari a vectorilor, avem
u+veV,,V u,veV;siiueV,,Vie K si VueV,.

Conditia este si suficientd. Dacad sunt indeplinite conditiile 1) si 2) din teorema se
verifica usor pentru V; cele opt axiome din D.1.1. o

Aceadtd teorema se poate exprima si sub forma

Observatia 1.1. V; este subspatiu vectorial al lui V <

Sau+ eV, Va,feK, YuveV,.

Exemple.
1. Multimea matricelor patratice simetrice cu elemente din K

S(n,K)= {M eM(n,n,K)| M= Mt}, ,unde M " este transpusa matricei M .
2. Multimea matricelor patratice antisimetrice cu elemente din K

A(n,K)= {M eM(n,n,K) | M =—M‘}.
3. Multimea matricelor superior triunghiulare

Ts(K)={|aT |e M(nnK) | o« =0pti > j:i,j=12...n}.
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DEFINITIA 1.4. Fie Vi si ScV, S=®. Se numeste combinafie liniard
n . .
finita de eemente din S o expresie de forma Y A'vi, unde v, eS, A eK,
i=1
Vi=12,..,n.
n .
Observatia 1.2. Daci V este K-spatiu vectorial si S <V , atunci Y A'v; e V.
i=1

Notatie. Multimea tuturor combinatiilor liniare finite de elemente din S se
noteazi L (S).

TEOREMA 1.3. Daci ScV, S=®, Y4 aunci S}, = v/ .

. n . m .
Demonstratie. Fie v,ue L(S) = v=3Y2'v; , u= > plu; cu v;,u;eS=
i=1 j=1

v+u este 0 combinatie liniara finita de vectorii v,,V,,...,V,,U;,U,,...,U, € S=
= Vv+UeL(S)Anaog Au e L(S) si conditiile Teoremei 1.2. sunt indeplinite. o

DEFINITIA 1.5. L(S) se numeste subspatiul generat de S sau acoperirea
lintara a lui S .

Daci S=@ atunci prin definiie L(S)= {0, }

TEOREMA 1.4. Daca Vi si V> sunt subspatii vectoriale pentru V, atunci :

1) Mulfimea Vy+Vy =y +V, [y €V, si v, eV, | este subspayiu vectorial al

[ui V (se numeste suma dintre Vs si V2);

2) Intersectia subspatiilor vectoriale este un subspatiu vectorial al lui V',

3) Reuniunea subspatiilor vectoriale nu este un subspatiu vectorial al lui V.

Demonstr atie.
1. Saarataimca Vu,veV, +V,, Va,fe K = au+pveV, +V,.

u=u; +U, U U,V eV

Dar u,veV; +V, :{ ,atunci o+ Bv = (g + By )+

V=V, +V, u,,vo eV,

+(auy +Bvy) eV +V, = MV o vl

2.FieuveV;nV, =>uveV, si uveV,.Cum \%V% Vi =
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VipeK=rw+puweV;nVy = Vlmv%c\%(.

AU+pv eV
AU+pv eV,

Din v, eV, UV, consideram Vv, ¢V, si Vo €V,. Rezultd vy +v, ¢V si

V1+V2€V2 :>V1+V2EV1UV2 :}VlUV2¢\%(. O
1.3. Dependenta si independentd liniard
DEFINITIA 1.6. Mulfimea ScV cu V4 se numeste liniar dependentdsi se

. n .
LcSsiPllL oK, asfd cadin YAV =0, si
.......... )

noteazi dep, S, daca3{v}_,

rezulte ca existd cel putin un i € {1,2,...,n} astfel incat A 0.

DEFINITIA 1.7. Mulfimea ScV senumeste liniar independenta si se noteaza

.....

rezulte toti scalarii nuli (kl =2 =..=A"= 0)
Exemple. 1. In spatiul vectorial al functiilor f :R — R, functiile 1, sin x, cos x

formeaza o multime liniar independenta.
Intr-adevar, din relatia

A1+ 2% -sinx+ A% -cosx=0,Vx eR
rezulta, punand pe rand x=0, X =g SiX=r1,

el =0t+2%2=021-23=0,

adici A1 =22 =2%=0.
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2. Functiile 1,sin®x,cos’x formeazi o multime liniar dependenti deoarece
1-sin®x—cos’x=0,Vxe R.
TEOREMA 15. Fie sistemul de vectori S=1{,Vy,..,vpfcV. AtUNC

dep,S< cel putin un vector din S se poate exprima ca o combinatie

liniara de ceilalti vectori.

p .
Demonstratie. Daci depy, S atunci in relatia > A'v; = 0, cel putin un coeficient
i=1

este diferit de zero. Presupunand ca AP = 0 obtinem
unde
i py i
o =-A") A,i=1,..p-1
Reciproc, dacd cel putin un vector, de exemplu Vv, se poate exprima ca o
combinatie liniara de ceilalti vectori
2. —

Vp = v +p v+t Py
rezulta
in care coeficientul lui v, este —1= 0 si, deci, vectorii sunt liniar dependenti . O

TEOREMA 1.6. Vectorul nul formeaza un sistem liniar dependent.

Demondratie. Avem de exemplu 1.0, =0,,. O
TEOREMA 1.7. Orice vector x # 0y, formeazi un sistem liniar independent.
Demonsdratie. Pentru x = 0y, relatia A-x=0y =>A=0. O

TEOREMA 1.8. Orice sistem de vectori, din care se poate scoate un sistem
liniar dependent, este de asemenea liniar dependent .
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Demonstratie. Fie sistemul S= {vl,...,vp ‘ p>1,pe N } Cu proprietatea ca

subsistemul S’ = {vl,...,v r< p} estedep, S. Deci exista scalarii A1,22,...,A", nu toti

]
nuli astfel incat
vy +02, + ..+ ATy, =0y
Putem scrie atunci si
AN+ o+ AV, 40V, +..+0:v, =0,

sideci depyS. O

TEOREMA 1.9. Orice sistem de vectori care contine vectorul nul este liniar
dependent .

Demonstratie. De exemplu, pentru sistemul {0y ,x} avem combinatia liniard
1.0y +0-x=0y, cu1=0, deci dep, {Oy,x}. O

TEOREMA 1.10. Orice subsistem al unui sistem de vectori liniar independeny:
este de asemenea liniar independent .

Demonstratie. Dacad un subsistem ar fi liniar dependent, dupa teorema 1.8 ar
rezulta ca intregul sistem este liniar dependent. O

TEOREMA 1.11. Daca o multime liniar independenta S are n elemente, atunci
orice multime care contine n+1 elemente este liniar dependenta .

Demonstratie. Fie S= {vj }j:

W =Zoc“vj ,1=1,...,n+1.

] n+1 K n+1 P LA ) )
Considerim Y A‘w, =0, = > 1| Yo/ Vj [= Oy si, schimband sumarea, avem
k=1 k=1 \j=1

n(n+l ik k n+1 ikn K .
I YWy =0y = Yo =0, Vj=1,.,n.

j=1\k=1 k=1

Explicitaind ultima relatie obtinem
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o+ a2 4 oA oM = 0
a2 a0 4 F MM =

care este un sistem de n ecuatii liniare si omogene cu n+1 necunoscute a carei matrice
este A = locijJ cul<i<n,l<j<n+l,curangA<n = 3 k=1,.,n+1 astfel incat

MW#20= depyWifiy g O

Observatia 1.3. Daca multimea {Wi }i=

Consecinti 1.1. Daci ScV, cardS=n, indySsi w;|_, . < L(S), aunci

..... m

indy, {Wi }i=1 ..... m

1.4. Baza unui spatiu finit dimensional. Coordonate

a) Baza si dimensiunea spatiului vectorial . Fie V/K si multimea B V.
DEFINITIA 1.8. B s numeste bazi a lui V/K dacd indeplineste conditiile :
1. indy B (esteliniar independenta );
2. L(B) =V ( B este un sistem de generatori pentru V) .
DEFINITIA 1.9. Spatiul vectorial VIK se numeste finit dimensional daca are o
bazi formata dintr-un numdar finit de elemente sau daca spatiul vectorial se reduce la

un singur vector V={O } In caz contrar se numeste patiu vectorial infinit

dimensional .

TEOREMA 1.12. ( teorema inlocuirii a lui Steinit; ) Daci B={g,e,,...e,}
este bazi a unui spatiu finit dimensional L (L #{0,}) si S= f/l,vz‘...,vp} este o

multime de vectori din L liniar independenta , atunci :

p<n;
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reindexand eventual vectorii din B , multimea de vectori
B'= {vl,vz,..,vp,ep+l,...,en} este bazi pentru L .

Demonstr atie. Teorema se demonstreaza prin inductie dupa p .

Pentru p =1 avem evident 1<n. Deoarece v; € L iar B este baza a acestuia,
avem v, = a'e +a’e, +..+a"e, ,cua' €K ,i=1,...,n Dinv, eSsiind S rezulta
vy # 0., deci cel putin un coeficient o #0, , i = 1,..n Fie de exemplu al 0.
Atunci 3 (ocl)_l €K si din expresia lui v; rezulta

g=(a)"v,-(a) e’ —..— (') "a"s,
deci multimea {Vl,ez,...,en } genereaza spatiul L. Aratdm ca aceastd multime este liniar
independenta . Pentru aceasta consideram relatia de dependenta liniara
vy +2%e, +..+2"e, =0, ,
in care vy = Zn:aiq, cu ot = 0 si obtinem
i=1
Wole +(la?+22)e,+..+ (o +2")e, =0
Dar {g,,€;,...,€, =B fiind baza in L , rezulta ind, B si deci
Mat=0,21a?+2%=0,..,A'a"+2" =0.
Cum al#0, rezultiperand 21 =0,22=0,..,A" =0 , deci v;,€,,€3,....€, formeaza
un sistem liniar independent . Prin urmare multimea {v;,e,,..e,} este o bazi a
Spatiului L.

Presupunem teorema adevarata pentru p -1 si o demonstram pentru p. Mai
exact, presupunem ca multimea liniar independenta S'= {vl,vz,...,vp_l} are proprietatile

1’)p-1<n,

2’) multimea B, = {Vl,vz,...,vp_l,ep,ep+l,...,en} este 0 bazd pentru spatiul

vectorial L.
Din proprietatea 1’) rezultd p -1 < n caci , daca p -1 = n, an avea

B, = {vl,vz,...,vp_l}: S i, deci, v, sar exprima ca 0 combinatie liniara de vectorii
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ViV, Vp 1, Care este in contradictie cu ipoteza cd S= {vl,vz,...,vp_l,vp} este liniar
independenti. Decip—1 <n, adici p<n. Inbaza B, vectorul v, areexpresia
Vp = By +..+B p_]vp_l +BPe,+...+p"e,

unde cdl putin un coeficient B; #0, cu p<i<n , caci altfel Sar fi dependenta liniar.
Facand eventual o renumerotare a vectorilor e,...,€,, putem presupune ca BP =0 si
astfel rolul lui & din prima parte a demonstratiei il ia acum €,,. Facand un rationament
analog cu cel din cazul p = 1, rezultd ca multimea B = {v ,...,vp_l,vp,epﬂ,...,en} esteo
baza a spatiului L. O

Consecinta 1.2. Daci B={g,e,,...,€,} este 0 bazi a spatiului L, atunci orice
baza a Iui L are tot n elemente.

Demonstratie. Fie B, = {V;,V5,...,Vyy} O atd baza a spatiului L . Din ind, By si
B bazd , rezulta m<n . Din ind_ B si B; bazi, rezultd n < m. Cele doua inegalitati au

sensdaci si numai dacam=n. o
DEFINITIA 1.10. Se numeste dimensiune a unui spatiu vectorial finit
dimensional numarul natural dimV = cardB, cu B bazi a spatiului vectorial VIK.
Prin definifie dim{0y }= 0.
Pentru un spatiu n dimensional V/K, putem completaD.1.8. astfel:
DEFINITIA 1.8°. FieV/K si BcV,. Mulfimea B se numeste bazi a lui Vy/K
daca :
1. cardB=n;
2. mulfimea B este ordonata,
3. indyB;
4. L(B)=V,.
Exemple de bazi. 1. In spatiul vectorial aritmetic K" 0 bazi este de forma

B={e.e,..€ ), cue =(e€,..€,.6)sii=1..n

Baza B se numeste canonica daca
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- 0,i#] . : . .
e'j =J; ={ _1,8”- = simbolul lui Kronecker , adica explicit

l,i=]j
e =(1,0,0,..0)
e, =(0,1,0.,...,0)
e, =(0,0,0,...,1)

Se arati usor ci acesti vectori formeazi o bazi. Intr-adevar,
ﬂq+x%a+m+x%%=ow<:Q£ﬁ“wﬂﬁ=mgw®¢>ﬂ=x2=m=x”=Q

adici multimea B este liniar independent si pentru orice x € K" avem

X = (xl,xz,..., x”): x}(1,0....,0)+ x?(04,...,0)+...+ x"(0,0,....1) =

= xYe; + x%e, +...+ x"e,,, deci B genereaza spatiul K",
2. In spatiul vectorial K ,[X], o bazi este de forma B = {1, X, ..., X”}.
Intr-adevir, o relatie de forma 10 + A1x+ 22x% + ..+ A"x" = 0, V x € K areloc daca si
numai daci A° =" =% =...=A" =0, adici indy [x]B si orice polinom Pe K ,[X] se
poate scrie sub forma P(X)=a’ +a'X +a?X? +...+a"X", adica B este un sistem de
generatori pentru P.

b) Coordonate. In spatiile vectoriale finit dimensionale se pot introduce si folosi

coordonatele unui vector.

TEOREMA 1.13. Orice vector x e V/K intr-0 bazi datd B={g } admite

i=1,..,n’

0 exprimare unica de forma
(@D} X=> X 8.
Demonstratie. Folosind metoda reducerii laabsurd, presupunem ca

n . n . . . n . n .
x=>x'e si x=XYx'g, cu X zx',Vi=12..,n=>x=Yx'eg =3x"¢g =
= ] i-1 i1

Z(xi — X! )e-, =0y = x' = x! ,Vi=1,.,n, contradictic cu presupunerea facuta.
i=1
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DEFINITIA 1.11. Relatia (1) se numeste relatia de descompunere a vectorului
X in baza B ,iar scalarii x!,x?,...,x" se numesc coordonatele vectorului x in baza B .

Notatie. Coordonatele vectorului x in baza B se noteaza astfel:

[x]g = x* su [x]'s =(x1,x2,...,x”)e K",

B
Matriceal relatia (1) se scrie sub forma:
(1) x=xg =B:[xg

DEFINITIA 1.12. Bijectia f:V, — K" definitd prin (x)=(x',%?,.., x"), care
asociazi fiecdrui vector x €V, eementul (xl,xz,..., x“)e K", format din coordonatele
lui X in baza B, se numeste Sistem de coordonate pe V,,.
¢) Schimbiri de baze. Fie B,B'c V,, doui baze in V,, de forma B={g,€,,....€,} si

B'={€;,€5,..,€, ). Vectorii bazei B’ se pot exprima in baza B, folosind relatia (1°)

n ..
€= B[e'j ]B => e, adici in mod explicit (j =1,2,...,n):

i=1
€ €' .. €
\ 11 21 nl 1 2 n
€1=a"g+a"e +... -0 €, 11 12 1n
, 26 4+ 026 4+ +a"e & o a .. o«
€, =a o
2 “ 2 " sau e [0 a® .. a®,
' o o m
€,=a +0o € +..+to e
n el 2 n en OLnl oLn2 oLnn
care matricea se scriu
ol g2 i
21 22 2n
, o o e O \ \ ,
@) M(B,B')= =(e1].le,] - [en))-
0Lnl 0Ln2 0Lnn

DEFINITIA 1.13. Matricea M(B, B’) data de relatia (2) se numeste matricea de
trecere de la baza B la baza B’, iar coloanele ei reprezinta coordonatele vectorilor

bazel noi B’ in baza veche B.
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d) Schimbiri de coordonate. Deoarece un vector poate fi scris in baze diferite, ne

intereseaza trecerea de la coordonatele vectorului intr-0 bazi, la coordonatele aceluiasi

vector intr-0 ati baza. Fie, deci:

v
n o X2
X=Xg = le & = {61, €0} = B[x]s *)
|=. e
X" ) g
!
2
x=xg =2 x € ={e],€5,..€} - B'[x]g (**)
a o

= BM(B, B'), rezulti ca relatia (**) devine

x = BM(B,B'[x]g.,
care impreuna cu (*), folosind tranzitivitatea relatiei de egalitate, da
B[x]g = BM(B,B')[x]g si indy B =

[x]g =M(B, B)[X]5--
1.5. Probleme rezolvate

1. Sa se determine daci R*=RxR are o structura de spatiu vectorial in raport cu

urmétoarele perechi de operatii:
1) (¢ )+(yhy?)=(x+y.0) si k(xt,x?)= (ke kc?), keR;
2) [t x2 )+ [yhy2 )= [t + yhy2) s k(xt x2)= (ot ke?), keR;

B (et y?) b vh 2 +v2) s Kbh?)= o), ke
by ey?) s k)= s i) )=

(axl —Bx2,pxt + ocxz), unde keC, a,f €R.

4) (xl
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Rezolvare. Pentru a stabili daca R? are o structura de spatiu vectorial, trebuie verificate
axiomele spatiului vectorial din definitia 1.1. si anume:

1) Din axiomele grupului abelian, pentru determinarea elementului neutru
(el,ez)e R?, avem
(xl,x2)+(e1,ez)=(xl,x2) , pentru v(xl,xz)e R?
= (xl,x2)+ (el,ez)z (xl+el,0)¢ (xl,xz):z element neutru in R?
si ca urmare R? nu este spatiu vectorial peste R in acest caz.

2) Neocupam tot de elementul neutru si avem:
(Xl’X2)+ (el’ez): (Xl’ Xz) xtiel=x! =el=-o0
(xl,x2)+ (el,e2 )df (xl +el e? { x> =R* = e =x° |
deci pentru vV x? € R vom avea €2 = x? eR, adici elementul neutru nu este
unic, deci R? nu este spatiu vectorial peste R in acest caz.
3) Se verifici usor ca (R2,+) este grup abelian ((¢',€?)=(0,0)), dar si verifi-
cdm ultima axioma a spatiului vectorial
1- (xl, Xz): (xl, xz)
in care, membrul stang este 1. (Xl,xz): (O,lo Xz): (O, X2)¢ (Xl,xz) deci R?
nu este spatiu vectorial Impreund cu cele doud operatii.
4) Estesmpluca (R2,+) este grup abelian.
Lafel de usor se verifica si celelalte axiome, de exemplu
1- (xl, Xz): (xl,xz),
in care membrul sting este
1. (xl, x2)= 1+ Oi)(xl,xz)dzf (1- xt —0x?0xt +1- x2)= (xl, x2) .

in concluzie, R? este Spatiu vectorial impreuna cu operatiile 4).
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2. Dandu-se spatiul vectorial P, al functiilor polinomiale reale care au cel mult
gradul n, si se cerceteze care dintre urmatoarele submultimi sunt subspatii vectoriale

1) A={p(x) pl0)=h heRj

2) B={p(x}3p(0)-2p(1)=0}

3) D={p(x) plL)+ p(2)+..+ p(m)=0, meN* fixat}

Rezolvare. 1) Fie p,qe A= p(0)=h si q(0)=h. Folosim Teorema 1.2. si
presupunemci p+qge A= (p+q)(0)=h= p(0)+q(0)=h=2h=h,
contradictie pentru h = 0. Rezulta ca prima conditie (din T. 1.2.) nu este indeplinita
si, prin urmare, multimea A nu este subspatiu vectorial a lui P,.

2) Fie p,qeB=13p(0)-2p(l)=0 si 39(0)-2q(1)=0. Considerim expresia
ap+pq cu a,B € Rsiavem
3ap+Ba)(0)— 2ap+Ba)(1) = a(3p(0)- 2p(1))+ B(3a(0) - 2q(1)) = 0=

=op+pfgeB=B ese un subspatiu vectorial al lui B, (conform cu

Obs. 1.1.)
3) Fie p.ge D:kzm; pk)=0s kZm; q(k)=0. Consideram ap+pq cu a,B R si

. = -

é (ap+Ba)(k)= é (cp(k)+ Bai(k))= o é p(k)+B é q(k)=a-0+B-0=0

Rezultd ca multimea D este subspatiu vectorial al lui P,.

3. Fie subspatiile vectoriale V si U ale lui R® generate respectiv de vectorii
vy = (111), v =(0,31), v3 = (2,-11) up = (L-2,4), up(-2,4,-8).

1) Sa se verifice daca sunt subspatii suplimentare.

2) Si se gaseascd descompunerea vectorului w = (5-7,13) pe aceste subspatii.

Rezolvare. 1) Doui subspatii vectoriale V si U ale lui R® se numesc suplimentare daca

V U ={0r% si suma directa este intregul spatiu vectorial, adici V +U =R>.
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Aratam mai intdi ca V nU = iORg ; Subspatiul vectorial V nU contine acei vectori

pentru care
alvl + a2v2 + a3v3 = Blul + Bzuz.
Folosind operatiile cu vectori, aceasta egalitate vectoriald se scrie sub forma
al+0-0?+203 =pt-2p2
al+302 - o =-2p + 482,

al+a?+03 =4[31—8[32

care este un sistem liniar in necunoscutele ot 02,02 cu parametrii Bl,[}z. Matricea
sistemului
10 2 1
A=|1 3 -1 arerangA:2§iAprinC.=‘1 sz;ﬁO.
11 1

Conform teoremei lui Rouché, compatibilitatea este asiguratd de anularea

determinantului caracteristic

1 0 pl-2p? 10 1
Acarac =[1 3 -2p'+4p° :(31_2[32)1 3 —2212([31—2[32)
1 1 4pl-gp? 11 4
adica
pl-2p2-0

Obtinem solutia B=2v, B, =v, veR, pentru care Blul + Bzuz =2vU1 +VUy =
= (2v,~4v,8v)+ (- 2v,4v,-8v)=(0,0,0). Cu p'sig? agfd gasiti, deducem
al +2a3=0
al+302-a3=0
1

de unde, ol =-2n,a?=n, neR. Se verifica alvl + a2v2 + a3V3 =(0,00) si, deci,

singurul vector comun spatiilor V si U este vectorul nul (0,0,0).
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Se stie cd suma a doud subspatii vectoriale coincide cu acoperirea liniara a
reuniunii subspatiilor respective. Deci V +U = L({v1,V5,V3,Uq,U5 ). Un vector oarecare
we(V+U) este de forma w=ylvy +y2v, +y3vg +v%uy +v°u, si, deci, apartine lui
R® Rezulti c¢a V+U cR® Si aratim c¢d R®cV +U. Intr-adevir, pentru fiecare

2,y3,y4,y5 astfel incat

W= (\Nl,wz,wg) existd numerele reale yl,y
'Yl\/]_ + 'Y2V2 + 'Y3V3 + 'Y4Ul + 'Y5U2 =W.

Aceadta relatie este echivalenta cu sistemul liniar

. 1 2y3 4yt — 25wt
a32 o3yt aSow?
3

yl+y2 +y3+4y4 —8y5 =W
care este compatibil dublu nedeterminat. Prin urmare V +U = R®.
2) Inlocuirea lui w= (5,—7,13) in sistemul precedent de ecuatii conduce la sistemul
liniar
yl +2y3+y4—2y5 5
y1+3y2 —y3—2y4 +4y5 =-7,
yl+y2 +y3+4y4 —8y5 =13

acarui solutie este (—24,4,1+ 4,3+ 2, 1), cu A, 1 €R.
Vectorul w se descompune unic sub forma
w=[(= 20 vy +Avp + (L+ )]+ [(3+2u)uq + pus | .

Gasim, pentru A-1si x=0, w=(2-11)+(3-612)

4. Sa se arate ca vectorii Xq,Xp,...,Xp din spatiul vectorial V,, sunt liniar

independenti daca rangul matricei
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XX .. X
2 2 2
X; X5 ... X
M = .l .2 .n ,
X\ X ... X

acatuita din componentele pe coloane ale acestor vectori intr-0 baza oarecare
(e,,€,,...€, ), este egal cu numarul n al vectorilor.
n

.. S . 9 . iy _
Rezolvare. Vectorii X, Xp,..., X, sunt liniar independenti daca relatia E:l o' Xj =0y,

. n .
o a' eR, Vi=1l.,n=a"=a’..=a" =0. Inroducem in ¥ o'x; =0y  expres-

i=1
. . Nk . ..
siile vectorilor x; = > x{ey, cu i =1,...,n si tinem seama ci (e},e,,...,e,)= B este 0
k=1
baza in V,,, adica
X
n 2
k Xi
Xi =3 X e =(ee...e) "
k=1 :
n
Xi
Obtinem pentru necunoscutele ol,a?,...,a" sistemul liniar si omogen ai cirui

coeficienti sunt chiar elementele matricei M. Deoarece alt=0,0%2=0,...,a" =0,

rezulta ca det M = O si deci rang M = n.

5. Sa se gaseasca pentru spatiul polinoamelor de grad cel mult patru, matriceade
trecere

- de la baza canonici B:(Lx,xz,x3,x4) la baza B’ = (Lx+L(x+1)2,

(x+ 1)3,(x+1)4)
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- de la baza canonici B la baza B" formata din polinoamele Legendre:

Py=1P =xP, =%(3x2 —1) P =%(5x2 —3x) P, =:—é(35x4 — 30x° +3)

Rezolvare. Se stie ci matricea de trecere M(B, B'), de la baza veche B labazanoui B,

are pe coloane componentele vectorilor bazel B’ raportate la baza B. Exprimand

vectorii noii baze B’ cu gjutorul bazel B avem

1=1 r 7]
X+1=1+X
(x+1)? =1+2x+x? = M(B,B)=

(x+1)* =1+3x+3x2 +x°

(x+2)* =1+ 4x + 6x% + 4x% + x* L :

O O O O Bk
O O O -
O O L N P
O Fr W Wk
P A~ O b~ P

Analog se obtine cealalta matrice

10-1 o 3

2 8

01 0 -2 o

" 2

|\/|(B,B)=0 o 3 5 _15),
2 2 4

0O 0 O

00 0 0o 2

L 8 |

1.6. Probleme propuse

1. Si se arate ca K[X], spatiul vectorial al polinoamelor in nedeterminatele X cu
coeficienti in campul K, este un spatiu vectorial peste campul K in raport cu adunarea
polinoamelor si cu inmultirea dintre un element din K si un polinom.

2. Fie K[X] spatiu vectorial peste campul K a polinoamelor in nedeterminata X cu
coeficienti din K. Sa se stabileasca pentru urmatoarele submultimi care este un spatiu
vectorial peste campul K,

i) multimea K [ X] a polinoamelor de grad cel mult n,
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ii)multimea polinoamelor de grad cel putin n.
3. Si se arate ci multimea K"= {(kl,kz,...,k”) | k' eK, i=1,...,n, K camp } este
un spatiu vectorial peste K, in raport cu operatiile:
X+y= (xl+yl,x2 +yZ X+ y”)
ax=(xt X2, axT) aeR.
Caz particular: R?, R®,
4. Fie V un gpatiu vectorial peste campul K si S o multime nevida din K.
Se defineste multimea F = {f| f:S— V} si operatiile
(f+g)(x)= f(x)+g(x) Vv f,geF, ¥vxeS
(kf)(x)=kf(x), VkeK, VxeS
4 se arate ca F impreuna cu cele doud operatii este un spatiu vectorial peste campul K.

5. $A se arate cd urmatoarele multimi sunt, respectiv, spatii vectoriale reale in raport

cu adunarea functiilor si cu inmultirea dintre un numar real si o functie.
i) D={f|f:1 >R | -interval dinR, f este derivabila}.
i) P={f|f:1 > R 1 -interval din R, f admite primitive}
iii) | ={f| f :[a,b] >R, abeR,a<b, f esteintegrabila}
6. Si se arate ca multimile D, P, 1, definite in problema 5, sunt subspatii vectoriale ale
spatiului vectorial F din problema 4.
7. i) Sa se arate cd multimea functiilor pare {f| f:(-aa)>R,f paré} este un
subspatiu vectorial al spatiului F = {f| f:(-aa)—> R.}
i) S8 se arate ca multimea {f| f:(-aa)>R,f imparé} este un subspatiu
vectorial al spatiului F de la punctul 1).
8. Si se precizeze care dintre urmitoarele submultimi ale spatiului R® sunt subspatii
liniare:
. A= {x: (xl,xz,XS) | xEx? x3eR, xt—x?+5x3 = 0},

11.B = {x=(xl,x2,x3) | xt,x%,x3 e R, tgxt =J_rl}.
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9. Considerand in R* vectorii x; = (31,-7,4), X, =(1,506), X3 = (-1,1,30), si se de-
termine combinatia liniard 3x; — 2X, + 7X3 si sa se discute rezultatul obtinut.
10. Stiind ca vectorii X, Y, z sunt liniar independenti in spatiul vectorial V, sa se
stabileasca
i) daca vectorii X+Y, y+2, z+ X sunt liniar independenti,
ii)daca vectorii X —Y, y—2, z— x sunt liniar dependenti.
11. Sa se arate ca daca X, y, z sunt vectori liniar independenti in spatiul vectorial V,
atunci si X,X+ Y, X+ Y+ z sunt liniar independenti.
12. Sase stabileasca liniar dependenta sau independenta urmatoarelor multimi:
A= {xy x=(-315),y=(6-215)| cR*;
B={xy x=(Li2-i3+i),y=(1-i1+i1-3i4-2i), B=C
D={xy,2x=(123),y=(257), 2= (37.10+¢), £ # 0 oricat de mic}, D < R®.
13. Si se arate ca vectorii € = (1,3,5), e, = (6,3,2), € = (3,1,0), scrisi in baza
canonici B a spatiului R® formeazi o baza a spatiului R®. Si se exprime vectorii
x=(371),y=(0,01) si z=(235) in aceasti noua baza.
14. Si se arate ca polinoamele: 1, x—a,(x - a)z,...,(x ~a)"
formeaza o baza in spatiul vectorial R,[X] & polinoamelor de grad cel mult nin
nedeterminata X.
15. In spatiul vectorial real al matricelor pitratice de ordinul al doilea M(2,2, R), se

considera sistemul de vectori

S_Ai_llAz_l—AS_OOA_OO
"t loo)P oo o) 1)t (1 o-1
a) A se arate ca multimea S este o baza pentru spatiul M (2,2, R).

X
b) $a se exprime matricea A= [

yj in baza S.
z t
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2. SPATIUL VECTORIAL EUCLIDIAN

2.1. Produs scalar. Normd. Distantad.

Elementele introduse nu permit studierea unor aspecte ae spatiilor vectoriale
legate de notiunile de unghi si de distanta. Aceasta se poate face inzestrand spatiul
vectoria cu un tip de produs numit produs scalar.

DEFINITIA 21. Fie K=C,R s V un K - spasiu vectorial. O
aplicavie (-|-): Vx V—=K se numeste produs scalar daca:
i) aplicafia x— (Xy) este liniara vy eV,
adica (ax,+ X, |y)=a(X|y)+ B (X]Yy),
i) (y)=(y]¥), (daca K=R, atunci (xy) = (¥x) ),
iii) ({x)>0, vxeV\{O,}.
Notatii ({y)=(x,y)=x-y=xy
Observatii 2.1 (o) (0,y)=0, VyeV.
intr - adevar, (x-x,y)=(xy)-(x,y)=0, deci (0,y)=0.
(B) (x,x)=0, VxeV,
care este imediata din definitia 2.1. i) si observatia 2.1.(a).
) (ax, By)=ap(xy), Va,feC, VxyeV.
intr-adevar (ax, fy) = a(x, fy) = a(M)z aﬁ(ﬁ)z aﬁ(x, y. [
Exemple. 1. FieK = Csi V=K"={x},»?,...,x") [x' eK, 1<i<n}.

Pentru orice x=(xl,...,x”)e K" si y=(yl,...,y”)e K" punem

(x9)=3 X"
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Daca K =R avem

(%)= Xy

i=1

2. In spatiul vectorial C[‘;,b] a functiilor continue pe intervalul

[a, b] cR, produsul scalar este

b
(f.g)=] f(Ig(dx,  vf,geChy.

DEFINITIA 2.2. Un spafiu vectorial pe care s-a definit un produs scalar
s numeste spagiu vectorial euclidian.
TEOREMA 2.1. (Inegalitatea lui Schwarz sau inegalitatea lui Cauchy -

Buneakovski)

(1) Y <(x%)-(y.y).  VxyeV.
Demonstratie. Folosind observatia2.1. #) si proprietatea i) din definitia 2.1,

avem

0< (x= 2y, x=Ay) = (%, x= Ay) = Ay, x= Ay) = (%, %) = 2(x, y) = Ay, ¥) +[4]* (v, y),
VA eC.

In particular, pentru A = 8’ i;; ,cu y=0,, inegalitatea de mai sus devine

oqngxﬂxw_“dﬁﬁh| (G5 C3Y N 3%

(x y)|2 = (x, x)—°~ _ _
(y.y) (v.) |(Y,Y)|2(y’y)_( ) (vy)  (vy)  (vy)
N £37)
=) (v.y)
Deci
(%, Y)|2 < (%.%)-(y, y) 0

DEFINITIA 2.3. Fie K=C,R si V un K- spasiu vectorial. O aplicasie

| -[|:V >R se numeste norma daca
M [§=0 & x=0,

(i) ||ax||=|a|-||x||, Va eK si VxeV (omogenitate),
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(i)  |x+y|<|X+[v] . ¥xyeV (inegalitatea triunghiului).
Observatia 2.2. %[>0, VxeV.

Intr-adevar, folosind proprietitile (i), (ii), (iii) obtinem

0= [0y | =[x = =[x+ (= < + |- D =[] + -5 = 2]
deci

IX|=0, vxeV.

DEFINITIA 2.4. Perechea (V,[|) se numeste spasiu normat.
TEOREMA 2.2. Orice produs scalar determing o norma prin egalitatea
9= x.x).
Demondratie. Verificam cele trei axiome din definitia 2.3. :
(i) [§=0 < J(xx)=0 < x=0 (conform axiomei (iii) din def.

2.1).

(i) x| = laxax) = Jaa(x x) = lo|* (% x) = |a](x,x) = |a] - |-

(i) Jx+ " =(x+y, x+y)=(xx)+(xy)+ (v, )+ (y.y)=
=47+ O y)+ O )+ Y17 =X + 1917 + 2Relx, y) <

<[+l + 2 )

Deci

P <+ + 200 y)

si folosind inegalitatea lui Schwarz obtinem

[+ ™ <+ I+ 20 y) <47 +y17 + 20l = O+ Ivl)°

Prin urmare

O

[+ v <4 + v

Exemple de norme pe K"

L= [Sx = [SK (ke

i=1



ALGEBRA LINIARA 39

2 W= 3K (k=R);
3 =Sl
4. ||><I|w:=r]22<x“.

Precizari. 1. Normalui x se ma numestesi lungimea vectorului x.
2. Normadin exemplul 1 (sau 2) se numeste normai euclidiana pe K"
Cu gjutorul normel se poate da urmatoarea definitie:

DEFINITIA 2.5. Fie E, un spayiu vectorial euclidian de dimensiune n. Un

vector e E, cu proprietatea ca

g =1, se numeste vector unitate sau versor.

Observatii 2.3. 1. Cu aceastd notiune, pentru Vxe En\{OEn}, avem

X
—=e < x=|xe.

4

2. Cu gutorul normei, inegalitatea Cauchy - Schwarz se ma scrie

) 06 y) <[4y
s, daca [ =0, |y|=0,

. (xy) _
& FEY R

DEFINITIA 2.6. Se numeste unghi neorientat al vectorilor x si y numarul
0e [O%J dat de rdaria

cosé =

m Notatie 6 = (X,ij

DEFINITIA 2.7. Fie E,/R. Se numeste metricd sau distantdé o functie
d: E,xE, > R care are proprietarile:
Di.  d(xy)>0 VxyeE,; d(x,y)=0< x=y (poztivitate);
D, d(xy)=d(y,x), VxyeE, (Smetrie);

Ds.  d(xy)<d(x,2)+d(z,y), Vxy,zeE, (inegalitatea triunghiului).
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DEFINITIA 2.8. Un spayiu vectorial inzestrat cu o distanza se numeste spariu
metric.

DEFINITIA 2.9. Distansa definita cu ajutorul normei euclidiene se numeste
distanza euclidiand.

TEOREMA 2.3. Fie E;| R normat cu norma euclidiana. Funcfia reala
d:E,xE, »> Rdefinita prin

d(x,y)=|x-y]. vx,yeE,,

este o distanta (metrica) pe En.

Demonsdratie. Evidenta prin verificarea axiomelor din definitia 2.7.

2.2. Ortogonalitate.

DEFINITII 2.10. Fie E, - spariu vectorial euclidian.

Doi vectori x,y e E, se numesc ortogonali daci (x,y)=0; senoteazi x L y.
O mulime Sc E, senumeste ortogonala daca VX, y e S atunci
0, daca x=#y
(X1 y) = 2
IX|", daca x =y.
O mulfime Sc E, se numeste ortonormata daca este ortogonala si este

formata numai din versori.
Consecinta. Vectorul nul este ortogonal pe orice vector din En.
Exemple.

1. Baza canonica din R" este ortonormata faia de

X'y

M-

(xy)=

i=1

A

2.in Clay multimea S

{fo, Frrer Fongs Fomrens) s in care
fo(X)=1,..., f,, ,(x) = cos2nzx,

f,, =sin2nzx, VneN*, este o multime ortogonala fata de produsul scalar
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1
(F f1)= ] f 0O f, (.
TEOREMA 2.4. Orice mulsime ortogonala formata din e emente nenule dintr-

un spariu vectorial euclidian E, este liniar independenta.

Demongtratie. Fie {v}_ ,cE,\{O | ortogonda = si demonsirim

indEn{ } =1

Pentru aceasta consideram combinatia liniara

.....

.....

Zﬁ'v =0 |-v,, m:ZA‘(vl,v )=0cu j=1...,

. 0, pentru i=j = 2] =0i=1..,
i o (V"Vi):{uwr, ety -

= A =0Vi=L..m = indg{vf, .. 0

.....

DEFINITIA 211.Obaza B= (&1, &, ..., &) cE, se numeste ortonormata

-

daca

o d i # |
(ei,e.): S, =1" aca _I ” J , 6, =simbolul lui Kronecker.
J 11, daca i=j !
(uv)

(v.v)

se numeste mdarimea algebrica a

DEFINITIA 2.12. FieEp, u,ve E,, v= O atunci vectorul -——v senumeste

proiectfia vectorului u pev, iar numarul g—

proiectiei vectorului u pe v.
TEOREMA 25. Fie E, §i B=(e1 & ... &) bazi in E,.

_(xe)

e€,e

Daca B este o baza ortogonald si X = Z x'e ,atunci X'
i=1

—_
R
\_/\_/

m
Daci B este o baza ortonormata si X = Z x'e , aunci X = (X,q )
i=1
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Demonsgtratie.

e = (X,ej)=zxi(eu’ei

n
i=1 i , 17 i (X19| )
= xe)=xfe] 5 x-8)

X'g

M

Il
UN

Din x=

( ) 0, pentru i=#]
&€ Z{Hejuz, pentru i = j

donatele euclidiene ale vectorului x € E, .
DEFINITIA 2.14. Un vector x e E, se numeste ortogonal mulsimii Sc E,

daca este ortogonal peoricevector din S. Mulsimea tuturor vectorilor ortogonali lui
S s numeste S ortogonal si se noteazi S. Daci S/Rc E./R, atunci S* se
numeste complementul ortogonal al lui S.

PROPRIETATEA2.1. S'"/RcE,/R.

2.3. Congtructia unei baze ortonormate, pornind de la o baza datdi

FieE, si baza B=(v,,v,,...,v,)c E,.

Construim mai intai 0 baza ortogonala B'=(ul,u2,...,un) cu

) 0, daca i |
=P, decai=j

facand urmatoarea consideratie

v, =, 1 o2 o8 .. in ]
12

v, =a’?u, +u, 0 1 o® ... o™
13 23 PR 1 3n

V,=a U, +a”u, +U, , adicicu M(B',B)=[0 0 1 .. &,

in 2n n-11
Vo=a U +a”u,+...+a" U+ U o o o .. 1]
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matrice superior triunghiulara.

Punand conditia de ortogondlitate a bazei B', obtinem

Vi =U,
u,,Vv
n
N O R R ) N N
o)t ()
Vn — (ul’vn)u1+ (UZ’Vn)uz_i_” + (un—l’vn) Un_1+Un
(ul’ul) (u2’u2) (un—l’un—l)
u =v,
(ul’VZ)
u, =V, — u
T ()
(ul’v3) (u21v3)
= * U, =V. u, — u
O ) ()"
(ul’vn) (un—l’vn)
u =Vv, — Uy —...————=Uu
" " (ul’ul) ' (un—l’un—l) i

Acest procedeu se numeste Gram-Schmidt.
TEOREMA 2.6. Fie E,.Daca B=(v; V2 ... V) este 0 baza a spasiului E,,

atunci BO= (u; Uz ... Uy) de forma (x) este o bazi ortogonald, iar mulfimea

u u u
B'=(e.e,.. e)=| =, —2,. ..,
e, [nuln Ju.] w

este o bazg ortonormata a lui E,.

Demonstratie. Din constructie s-a vazut ca B' este o baza ortogonda = B"
bazi. Pentru ademonstraca B" este ortonormata, consideram produsul scalar adoi vec-
tori din B"

0, daca i=#]j,

V- ey | e )=
%€ ’ Ui, u u .. . O
( J) [”u|" HUJU ||u,||”uj“( J) m=l daca i=j.
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2.4. Probleme rezolvate

1. Fie P,={PeR[X] ‘ gadP<n, neN* fixat} si aplicatia

( , ):P,xP, >R definiti prin (P,Q)= () a'b’, unde P(x)ziajxjsi

j=0
n
=Y bIX!.
j=0
4 se arate ca aplicatia ( , ) este un produs scalar in P, .

Rezolvare. Verificim axiomele din 2.1. :

) (aR + Q)= 3 (i1 (el + pa) ! =y (i1 /bl + £Y (i) alb’ =

J:O

=a(P,Q)+ A(P,,Q), unde B(X)= Zn:al' X1, R(X)= Zn:azjxj . Scriind capetele
j=0 i=0

acestui sir de egalitati (P, + fP,,Q) = a(P,Q)+ B(P,,Q)), rezulti ca aplicatia ( , ) este

liniard in raport cu prima variabila.

i) (P,Q)= Z() Jblzi(j!)zbiajz(Q,P), deoarece a'b’ =b'a’ in R,

j=0 j=0
=01...,n
iy (P.P)=Y ()P F =3 (j1a'f >0
]:0 j=0
2. Sa se arate ca functia |||| R"> R definiti prin "X” T?lex‘, cu
X = (xl, X2,..., x”)e R", este o norma in R".

Rezolvare. Consideram definitia 2.3. si 1i verificdm axiomele:

) [x=0 < max

I<i<n

X ‘ =0 < x=0_ pentru ca numai vectorul nul are maximum,

pentru elementele sale luate in modul, egal cu zero.

i) Fie || = max|x

I<i<n

‘z‘xk‘,cu k=1,...,n fixat. Rezulti ca
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Jeox| = feex| =[x = ed - -

iii) Fie x| = max|x ‘z‘xk‘,cu k=1...,n, fixat,
||y||=rg§?1<y“=‘yj‘,cu j=1...,n, fixat,
[x+y]| = T,"Z‘ffx +y“=‘xp+yp‘,cu p=1...,n, fixat.
Avem

e ol = y? < Py P < max

+ Max
I<i<n

Y| =Xy [ =+

I<i<n

sl axioma iii) este verificata.

Si se arate cd aplicatia :R"xR"— R, definit prin

X

y) =W[Zn:( )2 (cu x=(xl,x2,...x“), y=(yl,y2 ..... y”)eR”),

este 0 metrici in R".

Rezolvare. Verificam pe rand axiomele din definitia 2.7.:
D) alxy)=,/>(x —y' ] >0, care este adevarata din definitia functiei radical de
i=1
ordinul doi si din (xi - y‘) >0, Vi=1...,n 32( ‘) > 0.Pe de alti parte,
i=1
axy)=0 < Z(xi —y )2 =0 & X -y =0, Vi=l...ne x =y, Vi=1...n
i=1
= (xl x%,..., x")z(yl,y2 ..... y”) & X=y

i=1

D) d(xy)= \/Zn: (xi —y )2 = \/Zn: (yi —X )2 =q(y,x),  ¥xyeR"

Ds) Considerim, pentru orice vectori X,Y,z e R", expresia

n n

a2 ofayF =3¢ -2 +2) 3¢ -2 (e -y F e Sl -y )

i=1 i=1 i=1 i=1

folosind inegalitatea Cauchy — Buneacovski — Schwarz
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obtinem
[a(x 2)+ q(z, Y)F g(xi e zz (x—2)z -y )+iz”l(zi _y P
=2[(X' Z2)+(2 -y =2(x' y' ) =a?(xy)
adica
a(x y)<a(x z)+a(zy).
4. Sa se arate ca functiile polinomiale 1, X ,X?Z ..... ):]!n formeaza o baza

ortonormata a lui P, fatd de produsul scalar definit prin

(,):P,xP, >R, (P,Q)zzn:(k!)zakbk,
k=0
unde P(X)= zn:akxk si Q(X)= zn:bkxk :
k=0 k=0
. . . X 2 X n X k 5
Rezolvare. Si aratim ca baza | 1, X ,7 ..... " = 7 este ortonormata. Fo-
i : * Jk=01,...n

losind definitia 2.11. si definitia produsului scalar din enunt, calculdm produsul scalar a

doua polinoame oarecare din baza

iyl
(XTX—IJ =0, , unde ¢; este smbolul lui Kronecker.
it

Deci baza (x—'j este ortonormata.
k=0,1,...,n
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5. Fie P gpatiul vectorial real al tuturor functiilor polinomiale reale definite pe

1
intervalul [-11] si produsul scalar (,): Px P — R definit prin (p,q)= I p(x)- q(x)dx,
I

cu p,qe P. Polinoamele obtinute din polinoamele 1,%,X?,...,X",... prin procedeul de
ortogonalizare se numesc polinoame L egendre. Sa se scrie primele sase polinoame Le-
gendre.

Rezolvare. Notam p,(x)=x', jeN.Cu q,(x) k=01...,5, notam polinoamele
Legendre.

Fie qo(X) = po(x)=1 si calculam

O bl Pue) oy
ql( )— pl( ) (qo’qo)qO( )

deoarece

1

(P11qo)=jxd><=0, (0o Gp) = [ ax=2.

-1

In mod analog, folosind procedeul Gram — Schmidt, obtinem pe rand :

o () P) o (PG) 2 L
0= P () (qo,qo)%( ) (ql,ql)ql( ) 3’
pentru ci
(pziqo)::‘l‘xzdxzé, (pz,ql)zjx?’dxzo, (ql,ql)::‘l‘xzdxzé
W o () Ps) o (P @) g (P) L o3,
q3( )— ps( ) (qo’QO)qO( ) (ql,ql)ql( ) (q21q2)q2( ) 5

deoarece

1 1 2 1 1
(p3’qo)=IX3dX=0’ (p3’Q1)=IX4dX=§’ (p31q2)=J‘X3(X2_§JdX=0 ,
) -1

2

(0,0) = j(xz —%j ax= 2

’ 45
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(.. %)

o (o) o (P) _ _
C]4(X) p4(X) (qo’QO)qO(X) (Uﬂ,ql)ql(X) (qz,qz)qZ(X) (qs’qs)qs(x)
_ 4_E_1_6£(X2_EJ_X4_§X2+3
B 5 105 2 3) 77 35
pentru ci
foar 2 fos toafo 1 16
(p4,qo)=_flx =2, (p, ql)—_jlx dx=0, (p, qz)—_jlx (x —éjdx=ﬁ,
(p4,Q3)=J‘X4(X3_§XJdX=O’ (qst3)=I(X3_§XJ dX:% ;
o (Psite) oy (@) oy (P @) oy (Psls) o
%00 = Ps(x) (qo,qo)q"(x) (Ga,ql)ql(x) (qz,qz)qz(x) (qs,qs)qS(X)
C(Ps%) (o 3y 16 175( s 3 )_ s 105 5
(q4,q4)q“(x)_ 7" 315 8( 5 J_X o "

deoarece

~N N

(Ps.0,) = jxs(xz —%jdx= 0,

-1

1 1
(Ps,0o) = [x°dx=0, (ps,0a)= [ x°x=
-1 -1

i 3 16 ; 6, 3
(Ps. ;) = IXS(X?’ —ngdx=— (Ps, Q)= Ixs(x“ —7x2 +£de= 0,

’ 315° _1

h 6 3 2
(q4,q4)=j(x4—7x2+£j dx=1052 .

-1
Prin inductie se poate demonstra ca

q,(x)= % (;jxnn (x? —1)n .

2.5. Probleme propuse
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definesc produse scalarein Vj .

2. Pe spatiul vectorial C[‘ie] ={f:[Le > R|f este functie conti nua} definim

aplicatia (,):Cly xClgq = Rprin (f,g)= [(Inx)- f(x)- g(x)dx .

R —

i) S se arate ca aceasta aplicatie este un produs scalar in spatiul C[ie] .
i) Pe spatiul vectorial C[(ie] , Inzestrat cu produsul scalar de la punctul i), sa se calcule-

ze ||, pentru x — f(x)= Jx , folosind teorema 2.2.

3. In spatiul punctual euclidian E, avem produsul scalar (x,y)= 25: x'y!, unde

j=1
X = (xl,xz,xs,x“,xS), y= (yl, y2 e yY, ys)e E..
S4 se determine lungimile laturilor i unghiurile interioare ale triunghiului definit prin
varfurile A(2,4,2,42), B(6,44,46), C(5757.2).
4. Fie M (n) = {Ae M (n, n,R) | A= [a” ], i,j=212,..., n} spatiul vectorial real al ma-
tricelor patratice.

i) Sa se arate ¢ functiile || ||x: M (n) > R., k=12,...,5, definite mai jos, sunt norme:

4, =S A, = elA A= Jﬁ ;

i,j=1

a”‘.

n " n .
A= maxd ey A, = max e’ A, = e
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. . 1 2
ii) Pentru matricea Az{ 3 O} si se calculeze|A|, , cu k=1,...,5.

5. FieC"= {z: (zl,zz,...,znlzj eC, j=1...,n}.

i) Si se arate ca functia d : C"x C"— R, dati prin

n

d(21’ Zz): Z

j=1

j j n
z) —zg‘,cu z,z,eC,

este 0 metricd in C".
ii) In C? s se calculeze distanta dintre elementele
z, =(3+4i, 5-2i) si z,=(-i, 2+3i).
6. Fie Rz[x] spatiul vectorial real al polinoamelor de grad cel mult doi si
(p,q)= Zzlajbj un produs scalar pe Rz[X ], unde p = Zzlaj X!, q= Zzlbj X! . Consi-
j=0 j=0 j=0
deram polinoamele
p, =3X*+2X +5 p,=3X*+5X+2, p,=3X"+2X+1 p,=-X"+2X +1.
i) Sa se gaseasca un polinom po, de grad cel mult doi, care este echidistant fata de
polinoamele p1, P2, Ps, Pa.
i) Sa se calculeze aceasta distanta.

7. 4 se arate cd, dacd X;, X,,..., X, sunt vectori ortogonali in K-spatiu vectorial euclidi-
an E, atundi si vectorii A'x;, A*X, ..., APx, sunt ortogonali, VA’ eK cu j=12,...,n.

8. Sa se demonstreze ca, daca vectorul x este ortogonal pe oricare din vectorii
Y1,Y2,...,yn din E/K, aunci este ortogond si pe combinatia liniara

X AKy . +AX, VA eK,aui=1,...,n.

9. Sd se arate ca orice multime formata din vectori nenuli ortogonali este liniar indepen-
denta.

10. Care din urmitoarele multimi sunt baze in C* fati de produsul scalar

.

y*, cu x=(xl,x2,x3), y=(yl,y2,y3)eC3 ?
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11. Fie M(n)= {Ae M(n,n,R JA=[a’], i,] =L...,n} spatiul vectorial real d ma-
tricelor patratice. Produsul scalar standard este definit pe M (n) prin

(A,B)ztr(At.B): iaijbij’ A=[a'], B=[b'].

i=j=1

Care dintre urmatoarele submultimi din M (3) este ortogonala ?

1 2 3 -3 00 1 0 O]
A=<M=|0 2 3|, N=[{2 0 0|, P=[1 -2 0|},
0 0 3 0 01 0 1 1]
12 3 1 0 O 2 3 4]
B={Q=|0 1 2|, R=|0 -2 0|, S=|0 -1 1
001 0 0 1 0 0 -1

12. Si se ortogonalizeze in R® multimea de vectori
x,=(5 -3 7), =@ 0, 0, x,=(0, 1 1),
3
fatd de produsul scalar (X,y)= Y Xy, cu x= (xl, X2, xa), y= (yl, yZ, ys)e =5
i=1
13. Sa se ortogonalizeze in R* sistemele de vectori
I % =(1111), x,=(33-1-1), x,=(-2068)

Iy, =(0120), y,=(0402) y,=(1-110). y,=(1301).

14. Sa se ortonormeze multimea

A=, 2+% (2+xF (2+x°)

1
in Cg, inraport cu produsul scalar definit prin (f,g)= I f (x)g(x)dx .
0
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15. In spatiul vectorial E4 se defineste produsul scalar a doi vectori x = (xl, X2, x3, x“) si

y= (yl,yz,ys,y“) cu relatia

(X,y)=ixjyj

j=1
i) Sd se completeze vectorii ortogonali e, = (ZL—:LZ,—l), e, = (— 1,2,0,3) cu alti doi vec-
tori e, si e, astfel incat acestia sa formeze impreund cu primii doi o baza ortogonald in

Ea.
if) Din baza obtinuta la punctul i) sd se formeze o baza ortonormata.

16. n spatiul euclidian E4, in care €,,€,,€,,€, formeazi o bazi, avem produsul scalar
4 . .

(xy)=>x'y", cu x= (xl, X2, %, x“), y= (yl, YA y“)e E,. S se descompuni
=t

vectorul u = (- 2,-6,13,6) intr-0 suma de doi vectori, din care unul si apartini subspa-
tiului generat de vectorii &, =(2,-32,4), a, =(3111), a, =(41-4,-2),iar celilalt

sa fie ortogonal acestui spatiu.
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3. TRANSFORMARI LINIARE

3.1. Definitie. Proprietiti generale. Operatii

Indisolubil legata de notiunea de spatiu vectorial este notiunea de transformare liniara
de spatii vectoriale.

DEFINITIA 3.1. FieU si V doua K - spayii vectoriale. O aplicasie . U #V
se numeste K-liniara (sau mai ssimplu liniara, atunci cand corpul K este subinteles)
daca:

(@D} F(x+y)= Z(x)+ Z#(y), X x,y YU (7 ese aditiva),
2 Fla X)= aAx), X xYU, ayK (7 este omogend) .
Conditiile din definitia 3.1 sunt echivalente cu conditia

PROPRIETATEA 3.1. O aplicarie .Z U #V edte o transformare liniara daca
si numai daca
@ FUx+py)=i1 AX)+ pry), Xiu FK Xxy U

Demonstratie. Presupunem ca # este transformare liniara. Din definitia 3.1
rezulta

F(Ax+py)=FAx)+F(uy)= A FX)+ uA(y) .

Reciproc, daca 7 satisface conditia (3) punand A = = 1k, deducem
F(x+y)= Z(x)+ F(y), careeste tocmai relatia (1) si, punand apoi x =0, rezulta
(A x)= 1 Ax), adica relatia(2), ceeace arata ca aplicatia 7 este liniara. [0

Notatie. AU, V):={7|Z:U #* V, 7 transformare liniara} = (U, V)

Denumiri. Vectorul # (x) QR V, pentru x T U, se numeste imaginea lui x

prin & iar x QY U, acarui imagine este #(x) R V, s numeste preimaginea lui %

(x).

Cazuri particulare. Daci 4 Q® Z(U, V) si
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Z inectiva O Zse numeste monomorfism;
Z rjectiva @ Fse numeste epimorfism;
Z bijectiva O Fse numeste izomorfism.
Daci 7 Q 2(U,U) O F se numeste endomorfism.
Daci 7 Q® #(U,U) bijectiva O F se numeste automorfism.

Daca 7 QY Z(U/K,\K) O F s numeste forma liniara.

Exemple. 1. Produsul scalar in E, cu unul din vectori fixati este o forma lini-

ara.
2. Andog in Cfab] cu (f,g):J‘:f (X)g(x)dx cu f(x) fixat.
3. Fie Ry[X] spatiul vectoria al polinoamelor de grad cel mult nsi 7 : Ry[X] # R,1[X]
aplicatia care asociaza fiecarui polinom derivata lui, adica
p(x)=a, +ax+...+ax" —— p(x)=a +2a,x+...+nax"".
Aceasti aplicatie este liniari deoarece < p,p, R R[X] si < k'.k* RR,
avem
FK'p (x) + K*p,(x)) = (k'p,(x) + k*p,(x))O = k'p, O(x) + kp,O(x)=
= k' 7 (p.(x) + k2 7 (p,(x)).
4. FeV ungpatiu vectorial peste campul K, a un element fixat din K si aplicatia
F, -V #® V definita prin 7, (x) = ax, < xR V. Transformarea #, este liniard deoa-

rece, Xx,y AV si K1, u RK, avem

T x+uy)=alt xr u y)=2 @)+ (ay)= 2 7,(0)+ 1 7, (y).

Aplicatia 7, se numeste omotetia spatiului V deraport a ® K.
Ludnd a=-1, obtinem transformarea liniard care asociaza fiecirui vector x ® V
opusul siu — x. Aceasta se numeste simetria lui V fata de subspatiul nul.

TEOREMA 3.1. Daca # Y AU, V) atunci:

1. Z#(0y) = 0y;

2. U/KEFUIK O ZU.) I KEFVIK;

3 VI/IKFVIK O F'\V)IKEFUIK;
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4. S={U}iz1.n, depuS O depy AS);

5. Zbijectivi O 7' Y AV, ).

Demonstratie. 1. Din (1) pentru =0 si apoi =0 O F(0y) =0y .
2. Ui/ KB U/K din definite O [< a,8 QK si X,y RU1 O a x+8 yR
UJO F(a x+B y) RFU) si F(ax+py)=a F(x)+ BF(Y) R F(Uy)

Deci
Ka,fRK si X F(x),Z(y) RFU) O a F(x)+ B F(y) RF(Uy)
0
= J(U)/KEKVI/K.
3. Fie x,y RZ (V) si 1,u RK.Atunci 7 (x), Z(y) R Vi, deci (F fiind
liniara si V; fiind subspatiu), avem
FAX+uy)= 21 Ax)+ psy) Vs,

de unde

AX+uy RFHV)).

i=1

def noo )
4.  dep,S{u} = {Zi'uizouzﬂizl...,n astfel incat A';to]

Deci g{ia‘uijzg(ou) = zn:x‘ F(u;)=0, si3 i=1...,n astfel incat A' #0
i=1 i=1

= dep, AS).
5 Pentruv, eV = 3 u, eU astfelincat v, =#(u,) (sauu, =7 '(v,)).

Analog, pentru v, eV = 3 u, eU astfel incat v, =#(u,) (sauu, =7 *(v,)).

Avem
F v+ wvy) =7 (A F(u)+ u F(u,)) = F (F(Au, + uu,)) =
=, +uu, =AF Hv)+uFv,), Viuek,
deci Fte AV, ). 0

DEFINITIA 3.2. Fie AU, V) pe care introducem urmatoarele:
1. egalitatea 4, % Y AU,V), A =% & FA(x)= H(x), X x YU;
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2. adunarea XA %HNZU V), Z=A+ 5 & Ax)= A(x)+ H(x),
KX W,

3. inmulfireacu scalari X 4 Y AU, V), Xa WK, Z=a A& F(X)=a A
(x), X x yU.

PROPRIETATI 3.2. 1. (# (U, V),+) formeazi grup comutativ;

2. AU, V) impreung cu adunarea si inmulsirea cu scalari formeazi spasiu vectori-
al pesteK.

Demondratie. Evidentd, prin verificarea axiomelor din definitiile corespun-
zatoare.

TEOREMA 3.2. Fie E si EO doud K sparii vectoriale, B = (e1, &, ..., €,) bazi
mEsi C= {v1, Vz .. Va} un sistem arbitrar de vectori din EO. Atunci existd o
aplicavieliniara unica .# E # EO cu prorietatea ca (&) =W, k=1,2,...,n.

Demonsgtratie. B estebaza in E, deci orice x W E este 0 combinatie liniara

de vectorii multimii B, adica
n .
X:Zx'q
i=1

cu x',x%,...,x" unic determinati.

Definim aplicatia 7. E # EO prin
F(X) =XV, +...+ X"V, =D XV,
i=1

si vom arita ci 7 egte liniard sica Z (e )=v,, k=1...,n.

n n

Fie x, =) xe& si X,=) X vectori arbitrari din E, a,8eK scaari arbitrari i
i=1 i=1

consideram combinatia liniara

n

a X +f x2=2(a X, + f xiz)e,.
i=1
Tinand seama de modul cum a fost definita aplicatia % avem pe rand

7o x +p x2)=Z(a X+ B XM, =aiﬁvi +ﬂix;vi =a F(x)+ B F(x,)

n
i=1



ALGEBRA LINIARA

57

si, conform cu proprietatea 3.1, aplicatia .7 este liniard. Tot din definitialui % pentru
x=g (k=1...,n) = x*=1six =0,pentrui=k,deci #(g )=v,, k=1...,n.
Si demongtrim unicitatea. Fie GR % ( E, EO) cu proprietatea ci G(e,) =V,

k=1...,n.

Pentru orice x=znlx‘eI , din E, avem G(x) Zn:x‘ G (e,)zzn:x‘vi :

i=1 i=1 i=1
Vadorile lui G coincid cu valorilelui & < x RE, deci G = Z Aplicatia % definita
mai sus, estesinguraaplica;ieliniarécareiavaloriledateg(ek)zvk, k=1...,n. [

Retinem din aceastda demonstratie urmatoarea expresie pentru imaginea lui x

prin aplicatia 7 :

F x)=znlx‘vi =Zn:x‘ F(e)=x" 7(e )+ x> F(e,)+...+ x" F(e,)=

i=1 i=1
=( #(e) #e,)..., 7(e,) )«(xl,xz,...,x”)t
si facand notatia (Ae), Ae,), ... , Ae,)) : = AB) obtinen urmatoarea
CONSEC Nta:

Consecinta 3.1. Dacd 7 ® Z(E, EO) si B este bazi alui E, atunci pentru 3< x
N E avem
Ax)=AB) <[x]e.
Consecinta 3.2. Daci inde, Csi # R #(E, EO), cu C=#(B), pentru B - baz,

atunci & este monomorfism.

Demonstratie. Fie X,y RE, cu A x) = Ay) C:3>'l' FB)[x]le= AB)[Vy]s

o
AB)([xls - [yle) = 0g, si indeg, C=inde, #AB) O [x]s=[y]s O B[x]s=
BlylsQ x=y O Finectiva. a

TEOREMA 3.3. Daci -7 &Y AUy, V) monomorfism si
1. daca S= {u}i=z1,..n, CU iNdysS Qindy.AS);
2. daca B= (e, e, ... ,&) este bazi a lui U, ¢ indy AB);
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3. daca dimU, = dimV=n si Beste bazi a lui U, & AB) bazi a Iui V.

i=1

Demongratie. 1. ind, S < {Zn:)b‘ui =0, = A=0, Vi ﬂ,...,n}.
7 monomorfism=[pentru u; 20, = #(u)=0,]= |u zu, = )=, ) =

ZJ{ZA' j 7(0,) Z '(u)=0,= 2'=0, Vi=1..,n = indvF(S)

2. si 3. rezulta din 1.
DEFINITIA 3.3. Fie 4 &y Z(U, V) si % &Y Z(V, W), atunci . U # W prin

Ax) = (Ho A)(x), XxY U s numeste compunerea sau produsul

tranformdgri-lor liniare si se noteazi #=.%° A Sau J= .%.4A.
PROPRIETAT! 3.3.

1. Produsul transformarilor liniare este o transformare liniard.

2. Produsul este asociativ si in general nu este comutativ.

3. Compunerea este distributiva la dreapta si la sténga in raport cu adunarea.
Demondratie. (evidentd) exercitiu.

in #(V,V) se pot introduce:

- transformarea identica .#:V # V prin AXx)=x, <X x QV;

- puterile naturale ale unel transformari: #°=.¢, "= F3""

3.2. Nucleul si imaginea unei transformari liniare

DEFINITII 3.4.1. Fie # Y AU,V). Se numeste nucleu al transformarii liniare

Z multimea
(4) {u YU | #(W)=0}= #0,):=Ker ()

adica mulfimea preimaginilor lui O, .
2. Senumeste imagine a transformarii liniare mulfimea
(5) {v V]| & u YU astfel incit #(u)=vl= 7 (U) :=Im( .%),

adica mulfimea imaginilor lui U.
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TEOREMA 3.4. Daca Zty AU,V), atunci Ker( .7)/K ZFU IK 5i Im 4K EHV
IK.

Demonstr atie. Evidenta din proprietitile 3. si respectiv 2. ale teoremei 3.1.

TEOREMA 3.5. Daca U si V sunt K-spatii finit dimensiondesi #' R #(U,V)
atunci

dm Ker (#) +dimIm( %) =dmU

Demonstratie. Fie(e,,e,,...,e,) o baza alui Ker( #) si (Y;,Y,,-..,Y,,) 0 bazd a
lui Im( ). Atunci
(6) 7 (e)=0,,X 1<i<n
si existda x; QU astfel incat
(7) Y =7(%),3< 1<j<m .

Si aritim ci {e,e,,...,6,, X,...,X,} este o bazi a lui U. Fie o', 'R K,

1%

1<i<n, 1< j<msi €4 consideram

®) 0,=Ya'e+d 8% |

Cuind,{e,e,,...,e,} rezulta a' =0, < 1<i<n.Asadar, obtinem

ind,{e,e,...,€,X,...., X, }-
Si ardtam acum ca U=L({ e,e,,...,e,, X,..., X, }). Pentru orice x QU avem

AX)R IM(F) si multimea{ y,,...,y,.}=H{ Z(x), ... ,Z(X,)} fiind baza pentru Im(%),

rezulti ci exista u',...,u" R K , astfel incat
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k}

'g](x)zzm:/lj e (Xj) '

-1

deci ﬂ][x—z/ﬂxjjzo\, ,

j=1

adica X—> u'x; e Ker (7).

j=1

Cum (e,e,,...,e,) este bazi pentru Ker (9), exista 1',...,4" WK cu pro-

prietatea x=> u'x, => 1e
=1 i=1
deci x=>2'6+> ux,
i=1 j=1
Asadar, U=L ({e.,&,....,&,X,..., X, }) O

DEFINITIA 3.5. dim Ker(-9 si dim Im(-% se numesc defectul i, respectiv,
rangul tranformarii liniare &
TEOREMA 3.6. Daca .7 ty #(U ,V) atunci urmatoarele afirmayii sunt echi-
valente:  (a) .# monomorfism & (b) Ker ( .#) = {Oy}
Demonsgratie. (b) O (a) Din Z(x)=Z(y) si Zlinaa ® F(x-y)=0,0
= X-yeKe ()= x-y=0, = x=y =>Zin.
Ker(# )c{0,}. Din xe Ker(# ) = #(x)=0, si cum
#(0y) =0,
(@)= (b) & = F(x)= (0, ) si Zinjectivi= x=0,;
{0, } = Ker (F), evidenta pentru ci Ker(#)/K §H U /K (conf. T

3.4).
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3.3.Matrice asociatd unei transformadri liniare

Fie E si E’ doua K -spétii vectoridle si B=(e,,e,,...,€e,) 0 bazi in E. Conform cu
T.3.2, o transformare liniarda % ' #Z (E,E’) este complet determinata daca sunt date
vaorile 7(e; )=v; RE’, j=1...,n.

FieB’= (u,,U,,...u;) o bazi in E’. Cei n vectori v; pot fi dati prin coordonatele

lor in raport cu bazaB’ , adica
P ]
(9) v, =Zoc"ui . j=1...,n.
i=1
Construim un tablou cu coordonatele acestor vectori in care coordonatele vectorului v,
S gasesc pe coloana j, in ordine naturala. Matricea corespunzitoare acestui tablou o

notam M( %B,B’).

Hew HAe) &ZCi Hen
) ) )

u, |t ot ot L o
(10) Uy 21 22 =2 o=2n
Up gpl gPZ ogP o

11 12 1in

21 22 2n

o o . a

M(7;B,B")=
a™ af ... a™

DEFINITIA 35. Fie #O AE E’), B = (e1,€2,....6) 0 bazi in E si
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B’=(ui, Uy,...,up) 0 baza in E’. Matricea M(.% B,B’) ale carei coloane sunt formate cu
coordonatele vectorilor Ag ) inraport cu B’, se numeste matricea transformarii .#
in raport cu perechea de baze (B,B’).

Pentru un endomorfism 4 R Z(E,E’) se foloseste notatiamai smpla M(.% B).

Observatia 3.1. Matricea M(% B,B)Q®M(p,n,K) are numarul de linii
p =cardB’=dim E’ si numarul de coloane n=card B=dim E, iar elementele sale sunt din
corpul K. Deoarece, conform T.3.2., exista o aplicatie liniard unici # ® Z(E,E’) cu va-
lorile A e )=v, date, aplicatia

M(<;B,B’): Z(EE’) # M(p,nK)

avand vaorile M(Z ; B,B’) definite mai sus, este o bijectie (deci pentru oricare
transfor-mare .7 matriceaM (.7 ; B,B’) exidd si este unic determinata).

TEOREMA 3.7. Fie # Y AE,E’), B=(e1,&2,...,&,) 0 bazi in E, B'=(u, Ua,..., Un)
0 bazz in E’, M(.% B,B’) matricea transformarii si doi vectori x tYE, y (YE’ de

forma
Z = S y:Zyiui = B'[y]B’

Atunci are loc echivalenfa: f(x)=y & M(#B,BO) x]g=[-AX)]e.

Demonsdratie. Avem
F(x) = {Zx e] ZXJ Fle ):anszp:a u, anzp:a”xjui :
j=1

j=1 i=1 1 i=1

Schimbam ordinea de sumare si scotand factor comun pe u,

n P
F(x) = Zp:[zn:a”xjj T (T TR JZ:;“ZJXJ -

i=1
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t 11 12 1 1

(all,alz,...,amXXl,X2,...,X”) a ad® .. aM )\ x

t 21 22 2n 2

_g (aﬂ,azz,...,aZ”XXl,XZ,...,X”) _glet @® 0T x
t 1 2

(apll,apz,...,apnXXl,XZ,...,Xn) ap ap apn Xn

unde am scos factor comun, la dreapta, matricea (xl,xz,...,x”) t:[ x]s .
Avem deci
(11) F(x)=B< M(ZB,B)[x]s.
Vectorul A x) din E’ se mai scrie sub forma
(12) F(x)=B <[F(X)]e -
Din tranzivitatea relatiel de egalitate aplicata pentru (11) si (12) si din faptul ca indgB’,
obtinem
M(ZBB)[x]g=[AX)ls. ©

Observatia 3.2. Forma (11) este reprezentarea analitica a unel transformari
liniare.

TEOREMA 3.8. Aplicasia M( <';B,B’):. AE,E’) # M(p,n,K) prin care ori-
carei relatii liniare i se asociazi 0 matrice in raport cu perechea de baze (B,B’), are
urmatoarele proprietati:

(P.1) M(s+ G B,BO)=M(% BBO)+ M(G; BBO), X .4 G Y AE, EO);
(P.2) M(e~;B,BO)= ®&M(.Z BBO), ;<X @ YK, X 7Y AE, EO).

Demonstratie. (P.1.) Fie #, ¢ R # (E, EO) cu matricele asociate M (., B,
BO)si M (G, B, BO) date.

Din relatile (9) si (10) rezulta ca #B)=BO < M(% B,BO), G (B)=BO <
M(G; B,BO).
Dacd notam o= 7+ G, avem

#B) = #B) + G (B) € BO < M(# B,BO) = BO < (M(Z B,BO) +
M(G: B,BO))
adica, revenind la notatia pentru . si tinand seama de indEoBO,

M(Z+ G; B, BO) = M(Z B,BO) + M(G; B,BO).
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(P.2.) Pentru transformarea liniara @ avem
(8)(B) = ®4B) & BO < M(®.% B,BO)=BO <® M(% B,BO)
adicd (tinand seama de indg BO)
M(®7; B, BO) = ®M(% B,BO) . @
TEOREMA 3.9. Dacd .# &Y AE,EO), G Iy AE’, E”) 5i B, BO, BOO baz,
respectiv, in E, EO, EOO, atunci exista relaria
M(G - % B,BOO) = M(G, BO,BOO) <M(% B,BO).
Demonsdratie. Din consideratiile de mai sus, avem
#AB)=BO <M (£ B,BO), G(BO)=BOO <M (G;BO,BOO)

(13) (G H(E) = G (AB) = G (BO < M( BBO)) = BOO < M(G
BO,BOO) < M(Z B,BO)
unde am folosit exprimarea (11) pentru G (x) = G (BO[x]g,) = BOO < M(G;
BO,BOO) < [x]s, cu[x]g, = M(Z B,BO). Cum (G- H)(B) = BOO < M(Go 7,
B,BOO), din (13) rezultd (tinind seama de indg, [BOO)
M(G- % B,BOO) = M(G, BO,BOO) < M(#B,BO). ©

TEOREMA 3.10. Fieendomorfismele . .# O Y AE, E); B, BO - bazein E si
M(B, BO) matricea detreceredela B la BO. Matricele M (.# O; BO) si M (% B) sunt
asociate aceluiagi endomorfism & areloc rdaria
(14) M (# 0, BO)= M (B, BO) <M(.Z B) <M(B, BO).

Demonstratie. Fie 7= #0.InBO =B < M (B, BO) aplicand transformarea

D.3.5.

Z obtinen #BO) = AB) < M(B,BO) = BO <M (% BO)=B<M (% B) <
M(B,BO), in care, punand B =BO < M (B, BO), obtinem
BO < M (#; B0O) =BO < M (B, BO) < M(.% B) < M(B, BO)
si indeBO da
M (#0;BO) =M *(B, BO) < M(Z B) < M(B, BO).
Reciproc, presupunand adevarata relatia (14), rezulta ca pentru orice baza BO din E

avem
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BO< M(#0;B0)=BO< M "{(B,BO) < M(% B) < M(B,BO)C

F0(BO)=B < M( B) < M(B, BO)=#0O(BO) = A B) < M(B,BO) &
F0(BO) = % B < M(B,BO)) & #O(BO) = #(BO), < BO baziinE

Og70=9. 3

DEFINITIA 3.6. Doud matrice Se numesc asemenea daca ele reprezinta

aceeagsi transformare liniara & in doud baze diferite ale spatiului vectorial.

PROPRIETATEA 3.4. Toate matricele asemenea unel matrice date A sunt de

forma
S7AS
unde Seste 0 matrice nesingulara.
Demonsdtratie. Rezultd imediat din definitia 3.6 si din teorema 3.10.

3.4. Probleme rezolvate

1. Se consideri functiile .7 : R®*— R® definite respectiv prin

1) #(x)=x+a, cu a vector fixat in R®;
2 Fx)=
3) 7(x)
4 Fx)=
)=
)
)=

AX, cu 1eR;

:(xl,xz,(xs)z), cu x=(xl,x2,x3)e RS:

2

x4 2x%, X =3, 2% + X2 3x3);

XA+ X2 x4+ x +x)

5  F(x
6) F(x
7 F(x

8)  #(x)=(x"+2x% —3x°,3x* — X2 +3x%,2x" + 3x% + 2°).

x3, x4 x +k) cu keR*;

Rezolvare. 1) Daca a=#=0_,, atunci ﬁ(OR3)¢ O si Z nu este aditiva, deci

R3 i)
li-niara.

Daci a=0,,atunci #(x)=x, #(y)=y sipentru o, € R avem

& nu este
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sz(ax+ ﬂy)z ax+ py=«a sz(x)+ﬂ J”f(y) si 7 ede liniara ( conform cu proprietatea
3.1)
2) Aot )= Aot )= alin)+ Bay)=a #x)+ p3y),  WxyeR® si
a, B R, rezults e 2(R% RY).
3) Considerimsi y=(y*,y*,y*)eR®si a, 8 €R. Avem
ax+ py = (ocxl + Byt ax? + py?ax’ +ﬂy3)
si
”(ax+ﬂy) (ax + Byt ax® + py? (ax3 +ﬂy3)z)¢
o ool J+ (3t 2 Ly )= @ 0+ . 5ty),
deci #nu este liniara.
4) Flox+ py)= g(axl + Byt ax? + Pyt axd + ﬂys)dif

dj(axl+ﬂyl+2(axz+ﬂy2) ,ax 4 Pyt —ax® = py?, 2axt+ 28yt +ax® + fy? —3ax® -
—3py )=
( ( +2x) ( +2y2) ,a(xl—x3)+ﬂ(yl—y3) ,a(2x1+x2—3x3)+ﬂ(2y1+y2—

_3y7)-

= oz(xl +2x%, X = x3,2xt + X% - 3x3)+ ﬂ(y1 +2y* Yy —yR 2yt +y? - 3y3)=

—a F(x)+ B F(y), V¥xyeR® deci Festetransformare liniara.

5) Zesteliniara (analoga cu problema anterioara — 1.4).
def

6) F(x+y)=(x"+y +Lx2+y>, X3+ y° —1)= (xl,xz,x3)+(yl +1Ly%y° —1)¢
¢( +1,x%,x° ) ( +1y%y° - ) F(x)+ 7 (y), pentru x,y eR®

Deci 7 nu ese aditivi = F¢ 2(R° R?).

7) Deoarece #(0, )=(0,0,k) % (0,0,0)=0_, , rezulta ca & #(R®, R?).

8) Zesteliniara (analoga cu problema 1.4).
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2. Fie 7e #(R* R*) dati prin g(xl,xz,x3,x4)= (xs,xl +x4 X2 - x4,x3). Si se
scrie Im( %) si Ker(9).
Rezolvare. Im(éj)dj{yeRﬂ Ixe R* ai. y=(x)}, deci
Im(%) = {(x3,xl +x* %% - x4,x3) |(xl,x2,x3,x4)e R* }.
Din definitie Ker(#) = {x e R*| #(x)=0_, } deci y= (xs, x4+ x4 x% - x4,x3)= (0,0,0,0),
4

deunderezulta x*=0, x'=-x* x?=x* Avem

Ker(é]):{(—x“,x“,o,x“) | x*eR §.

3. Si se determine defectul si rangul transformarii liniare 7 R®— R® definita prin
F(x)= (xl +x3,0,x + xz), cu X = (xl,xz,x3)e =5
explicitand cate o baza in Ker(.%) si in Im(.%).
Rezolvare. Din definitie Ker(4)={xeR®| #(x)=0_ {, deci Ker(#) este multimea
vectorilor x = (xl, X2, x3) pentru care
(xl+x3 .0, xl+x2)=(0,0,0).

Obtinem sistemul x"+ x*> =0, x'+x* =0 care este Smplu nedeterminat si are solutia
x'=-x3, x*=x%, au x* R, deci Ker(9) = { (- x3,x3,x3) | X*eR }.
Prin urmare, orice vector din Ker(.%) areformax = x3(— LLl) .Vectorul e= (— Lll) # 0
este un vector liniar independent, de aceea multimea {e} este 0 bazi in subspatiul
Ker(7) si deci n = dim(Ker (%)) = 1.

Avand in vedere definitia subspatiului Im(%) si definitia lui %, conchidem ca
ori-ce vector y dinIm(.%) este de forma

y= (xl+x3 , 0, X+ x2)= x'(1,01)+x*(0,01)+ x*(1L0,0) , cu x',x%,x* eR.
Se observa ci pentru x' =—x* =-x* =120, rezultd y =0_,. Deci multimea de vectori
{(ZLO,l), (0,0,1), (ZL0,0)} este liniar dependenta. Mai mult, orice vector din Im(%) se

poate exprima in functie de vectorii €, = (0,0.1) si e, = (1L0,0), care sunt liniar indepen-
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denti. Rezultd ca o bazd in Im(%) este formatd din acesti vectori si atunci
r=dim(Im(%)) = 2.

4. Fie V3 spatiul vectorial real si aplicatia 7 V3— V3 definita prin
F(X)= (xl,xl —x2 XX - xs), cu X = (xl,xz,xs)evs.

i) Sa se arate ca transformarea 7 este liniara.
i) Sd se scrie matricea M(.%; B) atransformarii % in aceeasi baza B in care au fost date
componentele vectorilor x si #(x).
Rezolvare. i) Se verifica usor ci, pentru orice X = (xl, X2, x3) siy= (yl, y?, y3) dinVs
si pentru orice A din R, avem F(x+ y) = #(x)+ F(y) si #(1x)= 1 F(x).
i) Consideram baza B formati din vectorii e,,e, si e,. Scriind vectorii x si #(x) in

baza B, relatia de definitie a functiei # devine

ﬁ(xlel +x%e, + x3%)= x'e + (xl -~ x2) e, + (xl +x° - x3) e

X' 7))+ x* 7(e,)+ X #(g) = X'(g +& +&)+x* (- + &)+ X°(-&).
Din aceasta rezulta
Fe)=e+e,+e, Jle)=-e+e, Ile)=-8,.

Matricea transformirii # in baza B= {e,,e,,e,} este

10 0
M(Z B)=|1 -1 0
1 1 -1

Aceasti matrice are pe coloane componentele vectorilor (g, ), (e, ), #(e,) ( compo-

nentele transformatelor prin & ai vectorilor bazel ) raportati la aceeasi baza B.

5. Un endomorfism.«Z , a spatiului vectorial cu n dimensiuni, transforma vecto-

rii liniar independenti x,,X,,..., X, in vectorii corespuzatori Y,,Y,,...,Y,. Sa se arate ca
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matricea M (.« ; B) aacestei transformari .« intr-0 anumita bazi B= (e e, ,...,e,) poa
te fi determinata cu ajutorul relatiei

M(@Z;B)=Y X" ,
unde coloanele matricelor X si Y sunt alcatuite din componentele ( coordonatele ) vec-

torilor X, X,,...,X,, respectiv, y,,Y,,...,Y,, in aceeasi bazd B.

Rezolvar e. Presupunem problema rezolvata si fie

a a a,

2 aZ a.2

M(Z;B)=| 2 "
a' a ... a

matricea Ciutata a transformarii .« raportati la baza B= (e e, ,...,e, ) . Conform defini-

tiei avem

D) Uz%(e,)zzn:aijej : i=12,...,n

n n
Scriem ca in baza B transformarea .« trece vectorul x, = Z X & in vectorul y, = Z Y€

i=1 i=1

si, tindnd seama de relatia (1), avem

-4 Ixe|-3x v(e)- TS ate -3 Saix e - Sy
Din aceastarezulta
(2) yljzil:aijxf(, j=12,...,n

Aranjand componentele vectorilor y,,Y,,..., Y, pe coloane si folosind relatiile (2), obti-

nem ecuatia matriceala

i Yo - Vol & & a | Ix X .
Y Yo o Yal_|A & oAl ox .
A A A T R A
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Y = M(#;B)- X ,
de unde

M(Z; B)=Y X"

3.5. Probleme propuse

1. Fie Rn[X] spatiul vectorial real al polinoamelor de grad cel mult n. Sa se arate ca
functia # Ra[X]—Ra[X] definita prin #(P(x))= P(x+1)-P(x), VxR, ege o
trans-formare liniara.

2. Sa se cerceteze care dintre functiile definite mai jos sunt transformari liniare.

1)  F(P(x))=P(-x), Pe Rq[X], VxeR.

2)  F(P(x))=P(x+1), Pe Ry[X], ¥xeR.

3) F(P(x))=P(x+2)-P(x), PeRqy[X], vxeR.

4)  #(P(x)=P(x?), PeRi[X], vxeR.

5) ﬁ(x)z((xl)z (x2Y( ) x=(x, X2, %% ) e V.

6) ﬁ(x):(ex ex) (x',x%)eV,.

7) ﬁ(x)z(lerlx +1x° — ) x=(xl,x2,x3)eV3.
8) J(x):(xl+x 0, X"+ X2+ x ) x=(x1,x2,x3)eV3.

9) J(x)= (xl,x1 N G I G VIV R Ve e x“), X = (xl,xz,x3,x4)ev4.
3. (Derivata). Fie spatiile vectorialerede V = {f : (a,b) >R |f functie derivabila|
siW={g:(a,b) >R }.Sisearate ca functia @ :V - W, dati prin g = @ (f)= f',
este o transformare liniara.

4. (Integrala definitd). Fie spatiul vectorial real V = {f : [a,b] > R| f este integrabila in

b
sens Riemann }. Si se arate ci functia o :V — R, definita prin of ( f )=I f(x)-dx,

a

este o transformare liniara.
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5. (Integrala nedefinitd sau primitiva). Fie spatiul vectorial real
V ={f :[ab] >R | f este functie continu ;.

S4 se arate ca functia
PN >V, P(f) If )-dt, pentru a< x<b,

este liniara.

6. Fie spatiul vectorial real V = {f :[a,b] >R |f este functie continua }. S se verifice

c aplicatia #:V -V, #(f)=g, g(x)=| f(t)cos(x~t) -dt, pentru a<x<b, eteo

QD C— T

transformare liniara.
7. Si se cerceteze care dintre functiile # R®— R® definite mai jos, sunt transformari

liniare si in caz afirmativ s se determine defectul si rangul fiecarei transformari.

1) g(x)z(ln‘arctg(x1+x2+x3) . X exl*X2+X3j , cu x=(xl,x2,x3)e RS,
2) g(x):(xl,xl+x2, O), cu x=(xl,x2,x3)e =5

3) g(x):(xl+x2,x2+x3,xl+x3), cu x=(xl,x2,x3)e =5

4 F(x)=x+(030), cu x=(x*,x*,x*)e R®,

5) F(x)= (%, %, %% +x%), cu x=(x, %%, x%)e R®.

8. Pentru problemele 3. si 5. si se determine Ker(%) si, respectiv, Ker(Z).

9. Pe spatiul vectorial real P, a functiilor polinomiale reale de grad cel mult n, se defi-
nesc functiile
P(x) > 4 (P(x)) = xP(x),

P(x) - (P(x) = x[tP(t)ct, UxeR.

0
1) Sa searate ca g si 4 sunt transformari liniare.

2) Sa se determine Ker(.%) si Im(%2).
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10. Pentru transformarea liniara &, definita de problema 3, si i se gaseasca matricea
M(% ; B) in cazurile :
1) B:(l,x,xz,...,x”) ,

2) B:[Lx—a’(x—a)z’m’(x—a)”} cu aeR fixat.

1 2 n
11. Fie # R®— R?0 transformare liniara dati prin imaginile #(g,)=(21) ,

#(e,)=(01) , #(e;)=(11) , unde & =(100) , &=(010), &=(001) .

i) Si se determine imaginea unui vector oarecare din R® .
ii) S4 se determine imaginile vectorilor u = (— ZLZL—Z), V= (1,0,—2) Si W= (0,2,—1) prin
.
12. Fie(e,,e,,&,) 0 bazi a spatiului vectoria V3. Transformarealiniara 24 € #(Vs, Vs)
duce vectorul x, =(0,01) in y, =(35,-2), x, =(0,11) in y, = (01,0), x, =(111) in
y, = (-1,0,1). Care este matricea M ( %/ ; B) in cazurile::

1) B:(e_l.’eZ’eS) ;

2) B=(%,%,X5).
13. Fie 4, %e #(Ra[X], Rs[X]) doua endomorfisme definite prin relatiile :

Fi(@®+atX +a?X 2 +a’X?)=a’ +alX +a?X?, H&(X2+X%)= X+ X5,

O

Fo(X+X3)=1+ X3, B1+X3)=1+ X + X2+ X*, Hl+X +X?+X3)=0.
Sa se determine matricele transformarilor 1% si, respectiv, %, in raport cu baza
canonici a spatiului R[X].

14. Endomorfismul Fe #(Va4, V4) arein baza B = (e, e,,e,,e,) matricea

1 23 2
- 103 1
MZB=l 5 1 5 af

112 2

Care vafi matricea endomorfismului %, daci ludm ca noui baza
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1) B'Z(el1921e31e4);
2) B'=(e,&+€,6-€,+6,6 16 —€—8,).
15. Dacd .21, .4 2e Z(R?, R®) sunt date prin matricele

310 ~1 4 2
M(#1B)=|0 2 1|, M(#z;B)=|0 4 1|,
12 3 0 05

cu B baza canonici a spatiului R®, atunci

1) sise determine imaginea vectorului u = (0,1,—1) prin transformarile .«Z 1, .« ;" ,
Aoy oA

2) si se determineimagineavectorului v = (1,3-2) prin (£ 1+ .45) si (L 1+.42) " ;

3) si se determine imaginea vectorului W=(012) prin .oi.s Ao,

(ﬂz U@l) - si (ﬂl 02@2) =,
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4. VECTORI PROPRII. VALORI PROPRII.

4.1. Subsparii invariante ale unui endomorfism

FieE un K - spatiu vectorial.
DEFINITIA 4.1. Fie .7 Ty Z(E, E) un endomorfism si E, un subspayiu vectorial

al lui E. Sespuneca E, este un subspariu invariant al lui .#(sau fata de %) daca
X x O6YVE,, atunci  #(x) YE,
TEOREMA 4.1. Fie subspariul E, / KAFE / Ksi B, o bazi alui E,.
Subspariul E, este invariant faza de # Y AE,E) & AB,)AHE,.
Demonstratie. Daca E, esteinvariant fata de 7 si B, = (ul,uz,...,up), atunci

A B,) = (7 (u,),7 (u,), ... ,Z(u,)) BYE, deoarece, conform cu D.4.1, pentru orice

k=1...,p,
u g O 7(u) RE,.
Reciproc, fie xe E; arbitrar care, raportat la baza B, se scrie
x= &'y + B U, + ARy
7 ede o transformare liniara
A x)= B Au,) + B2 Hu,) +..+ BP Au,)

adica #A(x) este o combinatie liniara formata din vectorii A u, ) din subspatiul E,,

K k=1...,p, deci Ax) RE, X x NE, . 0
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Observatii 4.1. (a) Cunoasterea unor subspatii invariante ale unui endomorfism
F R Z(E, E) permite alegerea unei baze convenabile in care matricea lui #are o forma
mai simpla.
(b) Multimea{Og} este un subspatiu invariant fata de orice endomorfism ., dar nu pre-
zintd interes. Dimensiunea sa este zero.
(c) Fie E,/K B& E/K, cu dim E,=1. Orice sistem B, = {u}, cu uR E,\{0g}, este 0
baza in E,. Conform cu T.4.1, E, este invariant fata de 4 ® #(E) daca si numai daca
AU) Q E,, adici &~ ® WK ai. Au)=e@u. Vectorii cu aceasta proprietate pre-

zinta un interes deosebit in cele ce urmeazi.

4.2. Vectori proprii. Valori proprii. Definitii. Proprietati

Fie E un K -gpatiu vectorial.

DEFINITIA 4.2. Un vector x ¢Y E \ {Og} se numeste vector propriu al endo-
morfismului .# Y AEE) daca <~ @ tYK a.i.

D AX) = OX.

Un scalar @ tYK se numeste valoare proprie a endomorfismului .7ty AE,E)
daci <~ x CYE\{Og} care verifica egalitatea (1).

Observatii 4.2. (a) Unui vector propriu ii corespunde o0 singura valoare proprie.
intr-adevar, Ax)=Ax si F (x)=ux = (A-u)x=0. = A=u, deoarece
X#0;.

(b) Unei valori proprii A ii corespund o infinitate de vectori proprii.

Intr-adevir, daca x este vector propriu asociat valorii proprii A (adici A x)= 1 x),
atunci toti vectorii subspatiului E; generat de x, mai putin vectorul nul Og, vor fi vec-
tori proprii asociati valorii proprii A (decarece F(kx)= A kx, < kR K \{0}).

TEOREMA 4.2. Vectorii proprii x;,X,,...,X, ai unui endomorfism .# asociayi

unor valori proprii distincte A*,4%,..., A, sunt liniar independenyi.
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Demonstratie. Presupunem contrariul : .~ g%, 4%,..., PR K nu toti nuli,

A~

al.
(2 B+ B, +...+ BPx, =0¢ .
Dispunem de numerotare si putem face ca B' @ 0. Din aceasta deducem
BEAX) + B2 AX,)+ .ot BPHX,) = O
sau, tinind seama ca Xy, X,,..., X, sunt vectori proprii,
2) B+ B2y + ...+ BPAPX, =0¢ .
Inmultim (2) cu A' si oscidem din (2),
B2(A2 =2+ BR(A2 = Aty + ...+ BP(AP = )k, = O .
Daci indg{ x,,..., .}, din aceastd ultima egalitate, cui*, A%,..., AP ditincte, rezulta
B>=p>=...= P =0s5i (2) sereducelaf'x, =0., cuB'® O, deci x, =0, . Dar x
este vector propriu si conform cu D.4.2, x & Og Prin urmare nu are loc

indg{ x,,...,X,}. Am demondrat astfel ca

depe{ X, X550, X, 1 O depef X,,%5..., %, }-
Repetand rationamentul, obtinem

depe{ X, X5..., X, } O depe{ X3, %,,...,X,} O ... O depef x,},
ceea ce este fals deoarece X, © Ogsi ux, =0 = =0 (careddindg x,}).
In concluzie, indg{ x,,%,,...,X,} . &

DEFINITIA 4.3. Fie 4 ' 0 valoare proprie a endomorfismului .7 ¢ty Z(E, E).
Mulsimea Ej= {x TYE| Ax)= A X} se numeste subspariul propriu asociat va-
lorii proprii A ' .

Se observa ca E; este format din vectorul nul si toti vectorii proprii asociati va-

lorii propriid .
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TEOREMA 4.3. (a subspariilor proprii).

(P.1.) Subspayiul propriu E;, asociat valorii proprii 4 ' esteun subspariu vec-
torial al lui E, invariant faya de &

(P.2.) Subspariile proprii asociate valorilor proprii distincte ' = A%, au propri-
etateaca E; & E; = {Og}.

Demonstratie. (P.1.) Sa aratim mai intai ca E; / K E / K. Egdlitatea

A x)=2"x sema scrie (#-1 " H(x) = Og, cu # tranformarea identica. Deci E,

este nucleul endomorfismului -2 .7 si, conform cu T.3.4, este un subspatiu vectori-
a d lui E.

Subspatiul E; este invariant fatd de 7 deoarece < xe E;, A x)=1 Ixe E,
(conform D.4.1) .

xe kg

XcE, = 7 (X)= 1'%, F(x)= 1*x=

(P.2.) Fie 2' # A% Pentru vxe E, N E, :{

=  (-2*)x=0.5i 2#22 0 x=0 O E; % E,={0g . ™

4.3. Polinom caracteristic

In cele ce urmeazi ne vom ocupa de determinarea valorilor proprii si avectorilor
proprii pentru 7 Y #(E, E).

Fie .# endomorfismul unitate, .# (x)=x, <X X e E. Egalitatea (1) este echiva
lenta cu
©) (7-29)(x) = Oe.
Fie B 0 bazi in E, M(%, B) = [a”] wien §I M (Z B) = I, unde |, este matricea unitate

I<j<n
de ordinul n=dimE. Larandul e, egdlitatea (3) este echivalenta cu
(4) (M(Z B) - A1)[x]s =[Cels ,

unde [ x]g este matricea coloana formata din coordonatele lui x in baza B.



78 ELEMENTE DE AL GEBRA LINIARA SI GEOMETRIE

DEFINITIA 4.4. Egalitatea data de relaria (4) se numeste ecuaria vectorilor
proprii.

Aceasta este folosita pentru determinarea coordonatelor (x*,x*,...,x") ale
vectorului propriu x, atunci cand se cunoaste valoarea proprie A .

Ecuatia matriceala (4) se scrie explicit sub forma

at -1 a* . a® Xt 0
21 22 2n 2
- 0
@) ¢ “ A SRR P v g (unde 0=0)
a™ a™ ooa™m=2 X" 0

care este echivalenta cu sstemul

(all —}L)xl +a®x+...+a"x" =0
2™t + (@ = A +...+a®X" =0

©)
2™ +ax + .+ (@™ - A" =0

de ecuatii liniare si omogene in necunoscutele X, i=1...,n, pentru care solutia ba-

nalda nu convine deoarece x '\ E \ {Og}. Deci valorile proprii sunt acele valori aelui A

pentru care determinantul atasat matricei sistemului este nul.

DEFINITIA 4.5. Polinomul
(6) P(1) = det (M(% B) - 11y)

s numeste polinomul caracteristic al endomorfismului % iar P(1)=0 se numeste
ecuaria caracteristicd a lui A4

TEOREMA 4.4. Polinomul caracteristic al unui endomorfism .# este un inva-
riant la schimbarea bazei spariului vectorial E.

Demonstratie. Fie B si B doui bazein E, QR Z(E,E), cuM(Z B), M(Z, §)
matricele asociate lui # in cele doua baze si polinoamele caracteristice ale lui Z in
cele doua baze

P(1) = det (M( B)— 4 1), respectiv, P(1)=det (M(# B)-41,).

Conform egalitatii (14), ateoremei 3.10,

M(Z B)=M*(B,B) M(% B)-M(B,B),
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unde M(B, §) este matricea de trecere delaB la B . Avem in mod evident ci
l,=MYB, B)<I,< M(B, B)
si , prinurmare,
P(1)=det(M *(8,B)- M(% B) -M(B,B)- .M *(B,B)-1,-M(B,B) )=
~ detM (B, B)-det (M(# B)- 1 1, )-detM (B, B) =
-1 detM(B.B) det(M(ZB)-11,)=P(2),
detM (B, B)
deoarece determinantul produsului a doua matrice patrate de acelasi ordin este egal cu
produsul determinantilor celor doua matrice patrate.
Acest rezultat justifica de ce P(4) afost numit, simplu, polinomul caracteristic
a lui 7 si nu polinomul caracteristic al lui & in baza B. 3
TEOREMA 4.5. Fie E un K - spayiu vectorial si .# Ty Z(E, E). Daca K eseun
corp algebric inchis, endomorfismul .# admite valori proprii si vectori proprii.
Demonstratie. P(4) este un polinom cu grad P(1)=n=dimE si cu coeficien-
tii din corpul K. Daci K este algebric inchis, ecuatia P(1)= 0 admite cel putin o solu-
tieA' eK . Printr-un procedeu cunoscut, din aproape in aproape se obtine descompu-
nerea
P(A) = ()" (A -2 (A -2 (-2 )",
cu m +m, +...+m =n. Vaorile proprii ale endomorfismului Zsunt 1*, 4%,...,4', cu

ordinele de multiplicitate m,m,,...,m .

Unei valori proprii A' ii corespunde o infinitate de vectori proprii care au coor-
donatele in baza B date de sisemul (5), incare A esteinlocuitcu A'.

In particular, daca K = C, orice endomorfism R #(E, E) admite valori pro-
prii si vectori proprii. Daci K = R, nu orice #'Q #(E, E) admite valori proprii si vec-

tori proprii.
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4.4. Forma diagonala

O preocupare importanta in cele ce urmeaza este determinarea unei baze in E,
asfel incat matricea unui endomorfism %' #(E,E) si aiba forma cea mai sim-
pla, asa numita forma canonica . Pentru acest motiv, determinarea unel baze in
care matricea endomorfismului % are forma diagonala, prezinta un interes deosebit. Dat
fiind un endomorfism prin matricea saintr-o baza arbitrara, aceasta operatie se numeste
reducerea matricei respective la forma diagonala sau diagonalizarea matricei.

DEFINITIA 4.6. Vom spune ca endomorfismul .+ &y % (EE) este

diagonalizabil daca exista o bazi B in E incare

M(%B): [aij] 1<i<n

<j<n
este 0 matrice diagonala, adici a" =0k , pentru i @ j.
TEOREMA 4.6. Un endomorfism .7 &ty Z(E,, E,) este diagonalizabil daca si
numai daca exista o baza a spatiului E, formata din vectori proprii ai endomorfismului.
Demonstratie. Daci 7 este diagonalizabil, atunci existi o baziB = {g,,e,,...,€, }

aspatiului fatd de care matricea este diagonald, adica

at 0 ... o0
22
MzB)=| 0 ° °
0O O a™
Rezulta
a®t o0 0
0 a22
AB)=B-M (£B)=(e,e,,....e) _ = (a",, a%e,,...,a"e,)
0 O a™

si cum AB)=(Ae,), Ae,),....He,)), Obtinem F(e, )=a“e, k=12,...,n, ceeace
inseamna ca vectorii €, k=12,...,n sunt vectori proprii ai endomorfismului 7.
Reciproc, daca B* = {u,,u,,...,u, } este o bazi in E, formati de vectorii proprii

a lui 7 adica #(u, )= A“u,, k=1...,n, atunci matricealui # in aceast baza este
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A0 ... 0

M7 8=( [ )l A0 )=| O 4 O

0 0 . o

Desigur, unde dintre numerele A* pot fi egale. 0

TEOREMA 4.7. Pentru endomorfismul .# ¢y AE,, E,), dimensiunea unui sub-

patiu propriu este cel mult egald cu ordinul de multiplicitate al valorii proprii cores-

punzitoare subspatiului.

Demonstratie. Fie A° o valoare proprie multipld de ordinul m si Eo subspatiul
propriu corespunzator, cu dimE, = p<n. Fie {q,ez,...,ep }c E, 0 bazi a subspatiului
propriu. Completam aceasta baza pana la o bazd in E, de forma

B={el,...,ep,up+l,...,un}. Deoarece vectorii e, k=12,...,p, sunt vectori proprii

corespunzitori valorii proprii A°, avem Z(e, )= ¢, k=12,...,p si

p i n i - - - A [ [
g(uj):Za"el + > a'u, j=p+1...,n. Matricealui F in aceastd bazi este
i=1

i=p+1
(2 0 ... 0o a"® .. a]
0 2° ... 0 a*®* ... a*
MIZBI=l o 0 . 2 aw . am
|0 0 .. 0 a®™ .. am|

astfel ca polinomul caracteristic al lui # are forma
P(1)=det (M(Z B)—- Al )= (2 - 2)° A(2),
unde A(1) este un determinant de ordin n— p.
In concluzie, A(Ao)z 0 implica p<m, iarA(AO);t 0 implici p=m.Decip<m. [J
TEOREMA 4.8. Un endomorfism .7 &ty Z(E,, E,) este diagonalizabil daca si

numai daca polinomul caracteristic are toate raddcinile in campul peste care este luat

En si dimensiunea fiecarui subspatiu propriu este egala cu ordinul de multiplicitate al
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valorii proprii corespunzitoare.
Demonstr atie. Presupunem ca endomorfismul 7 este diagonalizabil. Rezulta ca

existi o bazi {g,,...,e, } c E, formata din vectori proprii pentru %, faa de care matri-
cealui 7 estediagonda. Fie
P()=(2-2)" (1= 22)" . (a-22)",
adica A*, k=1,...,p, sunt vaorile proprii de Iui # de multiplicititi m', cu
p

Zmi =n. Fird a reduce generalitatea, putem admite ci primii m vectori din baza
i=1

2

le,...,e,} corespund lui A*, urmitorii m* Iui A* etc. in concluzie, vectorii

{q,...,e » }c E, apartin subspatiului propriu corespunzitor valorii proprii ', ceea ce
inseamnd ci numirul lor m' este mai mic sau cel mult ega cu dimE,, adici
m'<dimE,. Pe de alti parte, conform teoremei 4.7, avem dimE <m'. In concluzie
m =dimE,. Analog, rezulta dmEg, =m*, k=2,...,p.

Reciproc, presupunem ca dimE, = m‘, k=12,..., p. Consideram multimea

p
_ i < - ..
B_{e-l-""’eml’em1+l""’e 2,...,emp,l,...,emp},Cu E m' = n, formata din vectori din Ej,

m
i=1

astfel incat primii M vectori Si constituie o bazi in E;, urmitorii m® si constituie o
bazi in E; si aga mai departe. Folosind inductia asupra lui p se arata ca B este o baza a

lui E,. Fata de aceastd baza B matricea lui .7 este

A 0 .. 0 0 0 .. 0
0o A& .. 0 0 0 .. 0
0 0 .. 0
0 0 7 0 0 .. 0
M(ZB)=|... ... ... .. ,
0 0 0 2P0
0 0 0 0 A
0 0 0
0 0 0 0 0 2P |
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adica o matrice diagonala. 0

Consecinta 4.1. Daci 7 Q #(E,, E) este diagonalizabil, atunci E,, este suma
directi a subspatiilor proprii asociate valorilor proprii A',...,A” ae endomorfismului,
adica E, =E +E, +...+ E,.

Procedeu de diagonalizar e a unui endomorfism. Practic se parcurg urmatoa-
rele etape :
1) Fixam o baza B in En si determinam matricea M(.%; B).
2) Determinam valorile proprii care sunt solutii in K ale ecuatiei P(A) =0.
3) Daci existd p(p < n) valori proprii digtincte A*,42,..., A" cu ordinele de multiplici-
tatle m",m,?,...,mP, calculim rangul fiecirei matrice M(Z; B)—Akl , k=1...,p.Daca
rang(M(.Z, B) — A1 ): n-m“, k=1...,p, dmE, =dim(Ker (# - 1*.#)) este numa-
rul solutiilor independente ale sistemului omogen (M (%, B) — A ) [X]B = [OE ]B, atunci
(conform teoremei 4.8) 7 este diagondizabil.
4) Serezolvi cele p ssteme omogene (M(.%, B) - A )~[X]B =[0.];, k=1...,p.Un
sistem fundamental de solutii, pentru un asemenea sistem, reprezinta coordonatele vecto-
rilor proprii corespunzitori valorii proprii 1.
5) Matricea lui %, in raport cu baza formata din vectorii proprii ai lui %, are pe diagonala
dementele A',...,A%...;AP,..., AP, adici valorile proprii.
6) Notam prin DeM (n, n, K) matricea diagonala atasata lui % in raport cu baza formata
din vectorii proprii ai lui 7 Daca CeM (n, n, K) este matricea ae carei coloane sunt
vectorii proprii care acatuiesc noua baza a lui E,, adica matricea de trecerea de la baza

initiala din E, (baza canonica B) la baza formata din vectorii proprii, atunci
D=Cc! M(Z B)-C.
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4.5. Probleme rezolvate

1. Fie 2*,22,..., A" valorile proprii ale endomorfismului lui #e #(E,E), iar
Xy, Xy ..., X, VECtOrii proprii corespunzatori. Sa se arate ¢a endomorfismul ", cu
neZ*, admite valorile proprii (Al)",(iz)” ..... (Ap)n si vectorii proprii X, X,,..., X. .
Rezolvare. Dinrelatia de definitie a vectorilor proprii

F(x)=Ax, i=1..,p

obtinem pe de o parte

a2 i _(4i P a3 _ (4 pe _(4i P

F(x)=2 'J(Xi)_(ﬂ’) X, ()ﬁ)_(}“)z’d’(xi)_( ) X
si pe de dlta parte

e e R e e
pentru i =1,...,p.

2. FieV ={f :[-11]>R |f eC"} spatiul functiilor de clasi C* peinterva-
lul [-1,1]. Endomorfismul <72V —V prin &(f(x)) = [(x* ~1)f'(x)]", vxe[-11] se
numeste oper atorul Sturm-Liouville. Si searateci A" =n(n+1) , neN sunt valorile

proprii, iar vectorii x — P.(x)= |12n (;j - [(x2 —1)”] , neN, sunt vectorii proprii a en-
n-2" dx

domorfismului .
Rezolvare. Facem notatia f,(x)=(x*—1)" si avem egalitatea
(x2 =1, (x) = 2nxf , (x) -
Derivand de n+1 ori ambii membri, folosind formula Leibniz, obtinem
(x2 =172 (%) + 2x(n+ 1) £,V (x) + n(n+1) £, (x) = 2nxF, ™ (x) + 2n(n + 1) £, (x)
sau
(62 1P, (0]"= n(n+1) P, ().
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Aceasta se mai scrie (P, (X)) = n(n+1)P, (), ceea ce arati ca numerele A" = n(n+1)
sunt valorile proprii, iar P,(x) sunt vectorii proprii corespunzitori ai operatorului <%

3.I. Fiematricele asemenea A si B = S'AS (cu S— matricea nesingulari de a-
celagi ordin caA). Sd se arate ca polinoamele caracteristice ale matricelor A s B sunt e-
gale.
Il. FieM s N doua matrice patratice de acelasi ordin. Stiind ca una dinte ele este
nesingulara, si se arate ca :
i) matricele M si N sunt asemenes;
i) polinoamele caracteristice ale matricelor MN si NM coincid.
Rezolvare. |. Deoarece Al = S™AIS, putem scrie
det[B - 1] = det|S *AS— SIS = det|S (A 21)3]
sau inca
det[B— Al]=det S™ - det[A — A1]- det S .
Cum detS™.-detS=1, rezulta
det(B — A1) = det[A — A1].
[1. Presupunem matricea M nesingulara si avem
i) STNMS = S*M *MNMS = (MS) *MN(MS) ;
ii) det[NM — AT] = det[M *MNM — M “4IM | = det|M *(MN - 21)M | =

= detM - det|[MN — A1]-det M = det[MN — A1].

4.1. Fieendomorfismul <7 : R® — R®dat prin matricea

1 0 1
M(7.B)=|0 -1 0
1 -1 0

exprimata in baza canonici B aspatiului R*. Si se determine valorile proprii si vectorii
proprii a lui &7

I1. Fie endomorfismul % : R* — R*dat prin matricea
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1 0 2 -1
h 0 1 4 -2
MFZB=1, 1 0 1
2 -1 -1 2

exprimati in baza canonici B a spatiului vectorial R*.

i) Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii.

i) Daci baza canonica B a spatiului R* este formata din vectorii {e,,e,,e,,e,}, sisea
rate ca subspatiul generat de vectorii u, =€ +2e, S U, = €, + e, + 2e, esteinvariant in
raport cu 7.

Rezolvare. |. Obtinem polinomul caracteristic

-2 0 1
P(1)=| 0 -1-2 0 |=—(2+1)-(42 - 2-1) si valorile proprii 4*=-1,
1 -2

1+\/§

1
ﬁ,f: ]
2 2

A=

Daci x = (xl, X2, x3) este vectorul propriu corespunzitor valorii proprii A, ecuatia (4) a
vectorilor proprii se scrie
1-1 0 1 Xt 0
0 -1-2 0 ||x*|=|0
1 -1 -1)(x) (o
Pentru ' = -1, avem sistemul matriceal

2 0 1)\ (x 0
0 0 O0l]x*|=|0],
1 -1 1)\ 0

din care x* = -2x*,x* — x*, deci vectorul propriu ciutat este X, =a(1,-2,-1), cu a.eR.

—1-45
2

Pentru 4> = # obtinem X, :B[ZLO, ], cuBeR,iar pentru A° = #
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,cuyeR.

obtinem X, =y [ZLO, LZ\/EJ

1. i) Polinomul caracteristic este P(A)=(1-1)" si A* =22 = 2* = 1* =1 este vl oare

proprie multipla de ordinul al patrulea. Ecuatia (4) a vectorilor proprii se scrie

0 0 2 -11[x] [0
0 0 4 —2/|x]| |o
2 -1 -1 1% 7o
2 -1 -1 1||x*| |o

si aresolutia x* = 2x* + x*,x* = 2x®. Parametrizand variabilele x* si x*, punem

x'=a six®=p,cu a,peR, astfd ci vectorul x = (xl,xz,x?’,x“) devine

X a 1

2 2 2 1
x=B % |2 %" 7P| _pq +BA| |

x° B 0 1

x* 2/ 0 2

Prin urmare, lui A =1 1i corespund doi vectori propriiu, =(1, 2,0, 0) si u, =(0, 1, 1, 2)
in scriere vectorida sau u, =B(1,2,0,0)" s u, = B(0,11,2)" in scriere matriceala.

if) Din expresiile vectorilor proprii se vede ca subspatiul generat de vectorii

u =¢e+2e,, U,==g+e +2¢e,esteinvariant in raport cu &, conform teoremei 4.3,

deoarece u, si u, sunt tocmai vectorii proprii ai endomorfismului.

5. Fie endomorfismele 1, %€ & (RS, R3) date in baza canonici B a spatiului

vectorial R® prin matricele

4 6 0 -3 -7 -5
M(#;B)=|-3 -5 0| si M(#B)=| 2 4 3
3 -6 1 1 2 2

Sa se determine valorile proprii, vectorii proprii pentru % si % si 8poi, daca este posi-

bil, si se diagonalizeze fiecare endomorfism.



88 ELEMENTE DE AL GEBRA LINIARA SI GEOMETRIE

Rezolvare. Pentru endomorfismul .7 avem polinomul caracteristic

P(1) = (1- 2)A2 + 4 - 2), valorile proprii A* =—-2,4% = 2* =1 cu ordinele de multiplici-
tate m'=1, m*= 2. Deoarece rang(M(Z; B) — A'I )=2=n-m'=3-1=2, prin rezolvarea
sis-temului omogen [M(a; B) — (-D1] [ul] = [O], obtinem vectorul propriu

u, = Bx*(-111)", cu x* eR s e =B(-111)'. Andog, rang(M(; B) - 2°1)=1=
=n-m?=3-2=1, deci dimE, = 2. Prin rezolvarea sistemului omogen
[M(4;B) - 2°1][u,]=[0], obtinem u, = B(— 2x2,x2,x3)t = x*B(-210) +
+x°B(0,01), cu x*,x* € R sau e, =B(-210)" s e, =B(0,01)'.

Considerand B, = (e,,e,,e;), bazaformata din vectorii proprii pentru 4, obtinem

-1 -2 0
M(B, Bl) =11 1 0] siforma diagonala
1 0 1

-2
D=M"(B,B1)- M(4; B) M(B,B1)=| 0
0

o +— O

0
0].
1

Pentru endomorfismul % avem polinomul caracteristic P(1) = (1 —1)* si vaorile pro-
prii A =4*>=2*=1 cu ordinul de multiplicitate m*= 3. Deoarece

rang(M(Z; B)—1-1) = 2 # n-m'=3-3=0, endomorfismul % nu este diagonalizabil .

4.6. Probleme propuse

1. Sa se demonstreze ca, prin multiplicarea unui operator cu un scalar nenul, vectorii
proprii raman neschimbati, iar valorile proprii se inmultesc cu acel scaar.

2. Si se demonstreze ci, pentru orice a® € R, matricea A —a°1 are aceiasi vectori pro-
prii casi matricea A. Pentru operatorii corespunzatori celor doua matrice, si se gaseasca

relatia dintre valorile proprii.
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3. Sa se arate ca valorile proprii ale unel matrice diagonae coincid cu elementele diago-
nalel.

4. Endomorfismul #e Z(V,, V,) areinbaza B = (g, e,,e,) matricea

211
M(#ZB)=| 1 1 3|.
1 31

1) Sa se gaseasca valorile proprii si vectorii proprii u, ai lui
2) Si s scrie matricea M( % B*), cu B™ = (uy,U,,Uy).
3) Sa s= determine formulele de trecere de labaza B labaza B* .
4) Notand cu M(B;B*) matriceade treceredelaB la B, si se verifice prin calcul di-
rect ca matricea M (%, B*) este asemenea cu matricea M (%, B) (adica, sa se arate ca
M(Z, B*) = M™(B; B*)- M(Z B)- M(B; B¥)).
5) Ce se poate spune despre valorile proprii si vectorii proprii ai transformarii ™ ?
5. Fie endomorfismul cf/lzé'Z(RS, R3) definit prin

a) @f//(x):(xl,2x2,3x3),

b) oo/ (x) = (xl,xl X2 X+ X2+ xs),

Q) o/ (x) = (xl —x2,0,x* + xz).
Sa se gaseasca, pentru fiecare caz in parte, vectorii proprii si valorile proprii.

6. Si se determine valorile si vectorii proprii ai urmitoarelor matrice din spatiul R®:

-1 -5 2 3 -6 9 11 2
M,=|-1 -2 -1 M,=[1 -2 3 M,=[1 2 2
4 5 1 -3 6 -9 2 10

7. Sa se determine polinomul caracteristic pentru operatorul liniar o<, caruia in spatiul

liniar E ii corespunde matricea:

1 -1 0 2
111 1 -10
3 0 10
A=|11 0], B=|{2 1 3}, C= .
1 -1 01
100 0 -2 1
0O 0 1 2
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8. Endomorfismul o</ e Z(V ,, V ,) este definit in baza e, e,,e,,e,aspatiului V, cu

ajutorul matricei

6 -9 5 4
7 -13 8 7
18 -17 11 8
1 -2 1 3

i) Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii al transformarii oo/

i) Sa seindice subspatiile invariante nebanale ale spatiului V.

iii) Poate fi diagonalizata matricea A ?

4 -2 2
9. Sa sediagonalizeze matricea A=| -5 7 —-5].
-6 6 -4

10. Pot fi diagonalizate matricele urmatoare:

2 -1 2 2 -10
5 -3 3 , -1 0 2| ?
-1 0 -2 0O -1 2

11. Fie @763(R3,R3) endomorfismul definit prin
7 (x)= (x1 +2x2 —4x% 2%t — 2x2 — 2x3 —4xt — 2x% + xs), cu X = (xl,xz,x3)e R®. S3

se determine 0 baza ortonormata in R* fata de care matricea endomorfismului si fie di-

agonala.

12.Fie matricea A =

)
N e I
o r R

i)Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii.
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ii)Folosind forma diagonala amatricel A, sase determine A*,k e N si si se scrie sub

forma A* = a*A + b*I, unde| este matricea unitate de ordinul 3, iar a*,b* e R.

13.Fie A = [a‘j ] 0 matrice de ordinul n, cu elemente in R. Se numeste urma matricei A

si se noteaza SpA, suma elementelor diagonale ale acestei matrice
Sp(A)=a +a5 +al +..+a".
Daca matricele A,B,C sunt de acelasi ordin si C este nesingulara, sa se verifice relatiile:
Sp (@A) =a Sp(A) , Sp (A+B) = Sp (A) + Sp(B) ,
Sp (AB) = Sp(BA) Sp(CAC) = Sp (A) .

14.Fie A" + p'A"" 4+ p°A" % +...+ p""A + p" = 0 ecuatia caracteristicd a matricei A.

Notam cu s'=Sp(A), s*=Sp(A?),..., s"=Sp(A"). Si se arate ci :
1. s'=Sp(A)= 21+ 22 +..+A";
2. s*=Sp(A* )=+ () +..+ (MM keZ;

3. Intreurmeles',s?,...,s" si coeficientiip*,p?,...p" ai ecuatiei caracteristice,

exista relatiile
s'+p'=0
s’+p's'+2p* =0
(7) s+ p's’+ p’st+3p* =0

s"+p's"t+ pist 4.+ pTist+np” =0
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15. Folosind relatiile

pl=—gt, p? :_%(plsl+sz) . p° z_é(p231+ p's’ +Ss) ) e

(stabilite in problema 14), si se scrie ecuatiile caracteristice ale matricelor

011 3 4 1 1+i O
1.A=|1 0 1}; 2.A:{5 2}; A=1-i 1 -—i|.
110 0 [ 1
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5. TIPURI DE TRANSFORM ARI PE SPATII
VECTORIALE EUCLIDIENE

5.1. Transformari ortogonale

Fie E, EO doua K - spatii euclidiene.

DEFINITIA 5.1. O transformareliniara .7 &Y Z(E, E O) se numeste ortogo-
nald daca pastreaza produsul scalar, adica
D (AX), Ay)=(xy) HKxyRE

Notatie. % (E, EO): ={ 7R Z(E, EO) | (A x), Ay)) =(X,y), <X,y
RE}

Exemple. 1. Transformareaidentica .#: E #% E este ortogonaa deoarece pentru
orice x WE avem .#(x) = x si conditia (1) este deci indeplinita.
2. Transformarea .7 : E # E care asociazi fiecarui x ® E, opusul siu — x, este ortogo-
nala deoarece din relatia de definitie H(x) = —x pentru orice X Y E, rezulta
con-ditia (1).

TEOREMA 5.1. Conditia necesara si suficienta ca o transformare liniara
7 Y AE, EO) i fie ortogonala este ca ea sa pastreze lungimea vectorilor, adica
) I AX) = 1% |l < x E.

Demonstratie. Daci 7 Q % (E, EO)O (A x), A x))=(x,x) (conform cu (1))
O | AX) = lIxll, VXRE.

Reciproc, daca || A x) [[=[Ix]l, < xR E, consideram
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()=l yF ==y =2 (e ff = = IyP)= S | ot y) [P 29 |-
| ) =2 | w0+ aly) -] #x) [ -] #ty) )=

2
=S (@ 2Y) - #2()= 75 (y) =, #Ay)). 0

Consecinta 5.1. Orice transformare ortogonala este injectiva.

Intr-adevir, daca 7 R Z(E, EO), din A x) = OEo rezulta, conform cu relatia (2), ca
IxlI=1l A x) [I= 10, ll =0, adici Ker (%) ={0g} O Finjectiva (cf.T.3.6).

TEOREMA 5.2. (1) Produsul a doua transformdri ortogonal e este tot o trans-
formare ortogonala.

(2) Inversa unei transformari ortogonale surjective este tot o transformare ortogonala.

Demonstratie. (1) Fie 7;: E # EO si %: EO # EOO doua transformari orto-
gonde si 7= 9 # ;. E # EOO produsul lor. Dupa proprietatea 3.3.1, . estelini-
arasi, tinand seemaderelatia (2), avem || A(x) || = || 22 (F(x)) [ = | Za(x) || = I x]l;
< XxWE, deci # este ortogonala.

(2) Fie 7R %n(E, EO), 7 surjectivi O Feste bijectiva si , deci, existi 7 EO
# E care este, conform proprietitii 3.3.5., transformare liniara. Punand .7 (v’) = v sau
echi-valent vO = AV) si, tinand seama de (2), obtinem || #*(vO) || = |V || = || AV) || =
[VO|, $<vO REO, adici 7' esteortogonai. @

Din teorema 5.2. rezulta

Consecinta 5.2. Operatia de compunere determina, pe multimea endomorfis-
melor ortogonale surjective ale unui spatiu vectorial euclidian E pe e insusi, o structura
de grup.

Acest grup se numeste grupul ortogonal al spatiului euclidian E si-1 vom nota
GO(E). El este subgrup a grupului liniar GL(E) - grupul format de multimea endomor-
fismelor lui E.

TEOREMA 5.3. Condifia necesara si suficienta ca .7 &y % (E, EO) este ca
ma-tricea M(.# B,B O) a transformdrii .# in raport cu orice baze ortonormate B si BO

din E, respectiv, EO si verifice egalitatea
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() M'(.Z BBO) <M(.Z B,BO) = I, ,
unde |, este matricea unitate de ordinul n= dimE.

Demonstratie. Presupunem cd 7 QR %n(E, EO) O < xRE, || AX) [[= %]l
0
(A X), A X)=(%X)O[A X '8o[ AX)e, =[xIs[x]z si, cum [HAX)]s,=M(7
B,.BO)[ x]s,
rezulta [x]'s < M'(% B,BO) < M(% B,BO) < [x]g =[x]'s < I, <[x]g, de unde
rezulta (3).

Reciproc, presupunem adevarata relatia (3) si parcurgand in sens invers demon-
dratia precedenta O || A x) || = |[x], adica FR %« (E, EO).

DEFINITIA 5.2. Matricea patrata A Ty M (n, n, R) se numeste ortogonald
daca satisfacerelaria
(4) A<A = A <A= 1,

Consecinte 5.3. (1) Daca 4 ® %n(E, E) atunci M(%, B) este matrice ortogo-
nala.
(2) Daca A este matrice ortogonala, atunci det A = ¢ 1.
(3) Daca A si B sunt doua matrice ortogonae, atunci si matricea A < B este matrice
orto-gonala.

(4) Inversa unei matrice ortogonal e este 0 matrice ortogonala.

. . . . A O
(5) Daca A si B sunt matrice ortogonale, atunci si matricea [O BJ este ortogonala.

Demonstratie. (1) este evidenta.
(2) Tinand seama de proprietatea ca det (A < B) = det (A) < det (B), avem din relatia
4)
det (A < AY) =detl, O detA < detA'=1
si, cum det A = det A, rezulta (det A)’ =1 O det A = ¢ 1.
(3) Dinipotezi: A < A'=1,,B < B'=1,, rezulti
(AB) < (AB)'= (AB) < (B'AY=A < (BB) < A'= A< I, <A'=AA"' =1,.
(4) FieB=A" si AA" = |,. Avem succesiv:
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BIB'=(AH) <A =A< @AY = (A<AY =11 =1,

(5) Tinand seama de (3), avem perand

A O0JA o] [A ofa o] [AA o |_[v o],
o B|O B| |0 BJjOoO B | 0 BB [0 1] -
Observatie 5.1. In C.5.3.(5) nu este necesar ca cele doua matrice si fie de ace-
lasi ordin.
DEFINITIA 5.3. Un endomorfism ortogonal .# se numeste rotafie daca

detM(.Z B)= 1, unde M(.# B) este matricea lui .7asociata bazei B a spariului vectori-

al.

5.2. Transformari liniare simetrice

DEFINITIA 5.4. O transformare liniara .#a unui spasiu euclidian in & nsusi
s numeste simetrica daca satisface condisia
©) (X, AY)=(Ax).y), X< xyRE

In cele ce urmeaza vom considera dimE = n.

TEOREMA 5.4. Condifia necesara si suficienta ca transformarea liniara
ZF Y AE, E) s fiesmetrica este ca:

i) matricea asociatd e intr-o bazi ortonormata data sa fie simetrica ;

ii) produsul scalar (x, -A X)) s fie real, 3< x YE.

Demonstratie. i) Fie B = (e, &, ... ,&,) 0 baza ortonormata, adica

0, dacai=#j,
! 11, dacai=|.

Consideram doi vectori x si y Y E\{Og} care, in baza B, se exprima sub forma
B-[x]s = x'e si, respectiv, B-[yl; => y'e.
i=1 i=1

Reamintim expresia produsului scalar
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(6) (B[ xJs, Bl yls) =[x]6l yls -
Scriind relatia (5) sub forma matriceala avem

(B[ x]e, BKM(# B)<[y]g) = (BXM(Z B)<[x]s, B[ y]s)
si, folosind (6), obtinem urmatoarele forme echivalente

[x]'s <M (7 B)<[yle=(M(ZB)<[x]e)[yle €

C [x]s<M (£ B)<[yle=[x]s <M (#B)<[y]s &

¢ M (Z B)=M'(ZB).
ii) Daci 7 este Simetric, atunci (x, A X)) = (A x), %) = (X, A X)), unde bara orizon-
tala de deasupra perechii de paranteze inseamna conjugatul complex. Deci (x,
A X)) = (X, AX))si(x, Ax)) eserea, < xRE.

Reciproc, daca (x, A X)) esteredl, atunci (X, A X)) = (X, A X)) = (HA X),X)
== (A X), X) si, prin urmare, F este simetric. o

TEOREMA 5.5. FieE un R - spajiu vectorial, .7ty AE, E) si Bbazi alui E.
Dacd M(.Z B) TYM(n, R) si M(.Z B) = M' (. B), atunci toate valorile proprii, distinc-

te sau nu, ale endomorfismului .7 sunt reale.
Demonstratie. Fie M(.7, B) matricea transformarii 7 fata de o baza ortonormata
din E si ecuatia caracteristica asociata e
det(M (& B) - ®l1,) =0.
Cum aceasta ecuatie este de gradul n in ®, ea are n radacini distincte sau nu in corpul
complex C. Fie ®° unadin ele si [ x]g 0 solutie nenuld a ecuatiel vectorilor proprii (4)

din § 4.3. Consideram relatia (4) din § 4.3 sub forma

@) M (% B) [X]z= o’ [X]g, care, conjugata complex, da
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(8) M(Z B)[x]|; = 2°-[x]5 , unde M(Z, B)=M(Z, B), deoarece M(Z B) RM(n;

R). Amplificand la stanga pe (7) cu[x]. si pe (8) cu [x]., avem

(70) [X]g M (% B) [X];= °[X]s [N .
(80) [XI¢ M (% B) [Xs= 2°[¥s[Xs -

Aplicam transpusa relatiei (80) si obtinem
[X]5 M (% B) [Xg = 2° [X]5 M
care, comparata cu (70), da
0 -2°) x4 [x]s =0

si, cum x® O, rezulta A° :F, deci 1° VR.

TEOREMA 5.6. Subspayiul ortogonal unui vector propriu al unei transformyri
linlare smetrice .7 esteinvariant faya de 4

Demonstratie. Fie e un vector propriu a lui % corespunzator valori proprii rea
le ®°, a cirei existenti este asigurati de teorema precedents si notim cu E° subspatiul
lui E ortogonal pe e. Atunci pentru 3< x ® E° avem

(e, Ax))=(Ae),x)=(9"e, x) = 8%e,x) =0,

adica si A x) WE° si, prinurmare, E® esteinvariant faide # . o

TEOREMA 5.7. Pentru orice transformare liniarg simetrica .#exista o bazi
ortonormata 7n E faya de care matricea & sq aiba forma diagonala.

Demonstratie. Fie e un vector propriu unitar pentru # si E, subspatiul cu
n—1 dimensiuni ortogonal pe e , E, fiind invariant fata de ., restrictia 7 O, alui 7 la
E,, este o transformare liniard de asemenea simetrica peE,. Consderand un vector pro-
priu unitar e, pentru Z O, € este propriu si pentru 7 si ortogona pe g . Fieapoi E,
subspatiul cu n—2 dimensiuni ortogona pe € si e,. E, este de asemenea invariant
fata de # O si fie e; un vector propriu unitar a restrictiei # OO0 alui 7 la E, . Vecto-

rul e, este propriu si pentru Z si ortogonal pe e, si e,. Continuand acest proces, dupa
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n pasi obtinem in E o bazi ortonormata B = (e, e,,...,e, ), format din vectori propii
pentru .. Conform T.4.4, matricea transformarii M (.7, B) areforma diagonda. so

Din aceastd teorema rezulta:

Consecinta 5.4. Subspatiile proprii ale unei transformari liniare smetrice au di-
mensiunile egale cu ordinele de multiplicitate ale valorilor proprii corespunzatoare si
sunt ortogonale doua cate doua.

Practic, pentru a reduce matricea unel transformari liniare simetrice 4 ® Z (En,
En) laforma diagonala printr-o schimbare ortogonala de baza, procedam astfel:
- Consideram o baza ortonormatd B = (e,,e,,...,e, ), fati de care matricea transforma-
rii esteM(%, B), cuM (% B) = M'(% B).
- Scriem ecuatia caracteristica

det (M(# B) - 11,)=0
si gisim radacinile ', A%,...,A" care, dupa cum am vazut, vor fi toate reale. Forma di-

agonala amatricel transformarii .7 vafi

A0 ... 0
2
M(Z BO)= O /1 o 0 , Cu bazaBO necunoscuta.
o o .. 2

- Daca ne intereseaza si baza ortonormata BO fata de care matricea M(%, BO) are
forma diagonaa de ma sus, cum aceadta trebuie sa fie formata din vectori proprii,
procedam in felul urmator. Consderam ecuatia vectorilor proprii
(M (7 B) - ®l,)[ x]s =[O Is

si inlocuind, pe rand, A cu fiecare radacina caracteristica A, determinam subspatiile
proprii E,. Cu ajutorul procedeului Gram-Schmidt construim, pornind de la un sistem
fundamental de solutii ale sistemului (M (# B) - A13)[x]s = [O¢ ]e, cate 0 baza
ortonormata in fiecare E;. Cum subspatiile E; sunt ortogonae cate doua si suma di-

mensiunilor lor este n, rezulta ca aceste baze vor constitui impreuna o baza orto-
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normata B' in E,, fata de care matricea transformarii # are forma diagonala M (%,

BO).

5.3. | zometrii

Fie E un spatiu vectorial euclidian real.

DEFINITIA5.5. Funcfia .7 E # E definita prin .7{x) = x + a,a tYE, afixat,
se numeste translasie de vector a pe E.

Observatia 5.2. Trandatia de vector nul (Og) este identitatea pe E.

TEOREMA 5.8. (1) Daca A este trandayie de vector a; si -% este trandayie de
vector ay, atunci 4 # % = % % 4 estetrandayie de vector a; + ay,

(2) Dacd .7 este trandayie de vector a, atunci .7 existd si este trandasia de
vector - a.

Demongtratie. (1) (% % 1 )(X) = % (x+a,) =(x+a,) + a, = x+(a, +a,).
Andog (%@ F)(x) = x+(a,+a,) si,deci, % Hi=FH T S
(2 Din 7' & 7=9 0 7Y Ax))=x O 7 Yx+a)=x si facand inlocuirea
x—>x-a® O 7 (x)=x-a. 50

Observatia 5.3. Produsul defineste pe multimea tuturor trandatiilor pe E o
structura de grup abelian, numit grupul trandatiilor.

TEOREMA 5.9. Trandlasia pastreaz; distansa euclidianag, adica
d(Ax), Ay)=d(xy), Xxy ¥E
Demonstratie. d(4(x), A y)) = | y) -Ax)|Elly+a~(x+a) =]y - x|=
=d(x,y), <%,y VE. j25)
DEFINITIA 5.6. O funcfie surjectiva .# E # E care pastreazi distanza eucli-
diang, adica d(:Ax), Ay)=d(x,y), X X,y VE, se numeste izometrie.
Observatia 5.4. Transformarile ortogonae si trandatiile sunt izometrii. De ase-

menea se dovedeste cu usurinta ca produsul a doua izometrii este o izometrie.
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TEOREMA 5.10. O izometrie .#Z E # E cu proprietatea ca -AOg) = Og este 0
transformare ortogonald.

Demonstratie. Sa aratam ca .7 pastreaza normele:

X [I=l1x = Og [IFd(Qe, x) = d(AQg), A X)) =d(0, A x))=lAX) - Oell = A X)Il, ><x &
E.
Utilizand acest rezultat putem dovedi ca # pastreaza produsul scalar:
d(Ax), Ay)=d(x,y) & [AY)-AX)Fly-xI <
< (AY)- AX), AY)- AX)D=(y-X, y-X) <
C (Ax), Ay)=(xy) X<xyRE

Aratam acum ca orice izometrie care pastreaza produsul scalar este o transfor-
are liniara:

o (FX)AYN=06 YO k), A Y )=(lox, y )= k(X Y) =k (F x), ¥ )=

=(k Hx), A y)) O (Hkx) - kKA x),Hy))=0, < HAy), X keR.
Facem Ay) = Akx) - KA x) si rezulta Akx) - KA x) =0, adica 7 este
omoge-na.

o (Ax+y)A2)=(x+y,2)=(x,2)*+(y,2)=(Ax), A 2))+(HAX),#A2))=

SAXNAY),H2)) O (Ax+Y)- AX) - AY), A2))=0,< Hz). Deci

AX+Y)- AX)-AYy)=0, adica 7 este aditiva. =

TEOREMA 5.11. Daca .7 ede o izomelrie, atunci exista o trandarie .7si 0
transformare ortogonala # astfel incit #= .7 o %

Demonstratie. Fie Ftrandatia de vector A0g) si .7 trandatia de vector - #0k).
Functia 7' o Z este 0 izometrie care pastreaza pe Oz. Conform cu T.5.10. izometria
Tt o F esteo transformare ortogonala 2, adici o F =R s F=T o R. o

Observatia 5.5. Compunerea defineste pe multimea tuturor izometriilor lui E o

structura de grup.
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5.4. Probleme rezolvate

1. Fie 7: R*> R* transformarealiniara definita prin:

é](x)z(%xl +%X2 +%X3 +%x4,%xl—gx2 +%X3 +éx4,%x1+%x2 —gx3+%x4,

%x1+1x2+1x3—§x4J , cu x=(xl,x2,x3,x4)eR4.

1) Sé se arate ca .7 este o transformare ortogonala.

2) Si sedetermine 7.

3) Si se scriematricele lui 7 si ™ in raport cu baza canonicadin R,

Rezolvare. 1) Folosind consecintele 5.3, scriem

i1 1 1
2 2 2 2
1 5 1 1
M (Z B) = % 16 65 (13 , cu B — baza canonici din R*
2 6 6 6
i1 1 5
12 6 6 6

si, prin calcul, obtinem det M (% B) = -1. Deci e Z(R*, RY).
2) Folosim teorema 3.9 cu &= si avem
M (77 B)=M (7 B) M (%B) &M (#B)=M (57 B) M (% B)
unde .# este transformarea identici. Amplificand la dreapta ultima relatie cu M™(.% B) ,
obtinem

M (#B) M(#B)=M (7% B) M (%B) MY(Z£B),
adica

I-MYZB)=M(7%B)-1,

unde | este matricea unitate de ordinul patru. Rezulta
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i1 11

2 2 2 2

i 5> 11

Fley=MYsR) -2 6 6 6
M (7 B)=M"(Z B) 11 5 1
2 6 6 6

i1 1 5

L2 6 6 6

Pentru x = B(xl,xz,xg’,x“)t eR* obtinem Z(x)=BM(Z*;B)[x]s=

3) MatriceleM (% B) si M (%%, B) s-au determinat in cadrul rezolvarilor anterioare.

2. Sa se determine baza ortonormata a spatiului R® in raport cu care se poate re-
duce matricea

T=

W kR
(TS I
PR ow

atransformarii liniare =7 : R®* — R®, laforma diagonal D.

Rezolvare. Ecuatia caracteristica P(1)= 0 are valorile proprii ' = -2, 1> =3,

A% =6, cu ordinele de multiplicitate m' = m* = m* =1. Calculam rangul fiecirei matri-
ce T- 41 ,k=1,2,3 siobtinem rang(T — 2“1 )=2=n-m* =3-1=2, Vk=123,
Gasim vectorii proprii ortogonali U, = B(ZLO,—l) ‘) u, = B(ZL—ZLl) ' U, = B(J,Z,l)t , unde

B este baza canonica a spatiului R®. Conform teoremei 4.8, matricea T este
diagonalizabila.

Normand vectorii proprii, obtinem

1 1) 1 1 1Y) 1 2 1Y
-B—0-—|,e=B -~ -—,—|,e=B -~ %, —|,
e (\/E «/EJ E (3 3 sj & (6 6 6}
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care este 0 baza ortonormata, notata B, , N raport cu care matricea transformarii 7 este

-2 00
D= 0 3 0].
0O 0 6

Avem, in mod evident, relatia
D=MB,B)T-M(B,B),
care arati ci matricele T s D sunt asemenea (unde M (B, B,) este matricea de trecere de

laB la B,). Transformarea ortogonali pe care o defineste matricea M (B, B,) este

111 E SV SV

X\ (x) | ¥2 \é \f X Jil Jézxﬁ
=M(B,B) Y |=|y|=| O —E%.Y@ \/_Y+\/_Z
V4 Z V4 _iii Z __i 1 1
V2 43 e NF MR

2 1 2]
3 3 3
M=| 2 2 _1
3 3 3
12 2
'3 3 3

laforma canonica C.
Rezolvare. Matricea C trebuie cautata printre matricele ,,ortogonal asemenea” cu ma-
triceaM, adici C=S"-M -S, in care S este 0 matrice ortogonali care trebuie determi-

nata. Avem de rezolvat o problema de valori proprii si vectori proprii. Efectuand calcu-

lele obtinem
PO S VA O S LR
2 2 2 22 2

A== f—
2 2 2 2 2 2

13 :[ 1 i3 1 i@’lj’
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U = (111) .

inlocul vectorilor proprii u,,u,,u, consideram vectorii cu componentele reale

Vi :i-(ul_uz):[_é’ﬁ’oj '
2 2

2i
1 1 1
Va :E(u1+u2):(_5’_5’1j J

A2 =1 ,

Vy =Ug = (:L:Ll) ,
pe care ii hormam

il )

Conform celor prezentate, matricea C=S™-M -S , adici

11 ,f2 1 o2)[.1 11
V2o 2 3 3 3 2 Ve 43
el 1 1 2/f2 2 1)1 1 1|
B V6 6|3 3 3|2 V6 3
101 1|12 2/ 2 1
B B 3L3 3 3] /6 3
DS S I S E B I I B I I
2 2 2 6 3| |2 2 N3
co| 1 1 o200 2 1] 3 1 | | 7
6 V6 6 B V3l |2 2 3
101 1(/1 1 1
B B Bz J6 3l o o 1] | o

unde S are pe coloane componentele vectorilor e, e,,e;.

Observarie. Forma canonica C indica faptul ca transformarea ortogonala a spatiului E,,

definita prin matricea M , este o rotatie cu un unghi de % radiani dela e lae, ,inju-

rul vectorului e,.

4. Fie & C2— C2 definit prin # (x) = (x* +ix? —ix* +x2) , x = (x},x?)eC2 Si searate

ca endomorfismul & este simetric.

. T
—sin—
3

T
Cos—
3

0

0
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Rezolvar e. Folosind teorema5.4. i), trebuie si aratam ca produsul scalar (F(x), x) este
real. Avem (tinand seama de produsul scaar din exemplul 1, situat dupa definitia 2.1)
(%), x) = ((x*+ix? =ixt + x2), (x4, x2)) = (x* +ix? )+ (—ixt + x2 @ =
- ‘xl‘z +ix2xt - ix1P+‘x2‘2 = ‘xl‘z + ix2;+m+‘x2‘2,
care este real deoarece z+z R, pentru zeC.
Mai trebuie aritat ci ix*x2 = (ix?x* | . intr-adevir, deoarece x*,x2 €C, putem lua
X' =x +ix; , x> =% +ix5 , cu x;,%;, %7, %X, €R si obtinem pe rand:

o —ix!x?= —i(xl + ixi)- (x2 +ix2)=—i (xi + ixé)-(xl2 —ix22)=

— iR X +i (i - X2 )| =
= XaxZ — Xi%5 —i(xixl2 + xixi) :
. ix2x" = i(xl2 + ifoxll -~ ixé): i -[xfxll +X5% + i(xzlel -~ xfxi)]:

2,1 2,1 w2yl 2,1
=—x2x1+xlx2+|(xlxl+x2x2),

. ix*x" = x2x7 — X[ X5 — i(xllxl2 + xixzz)z —ix*x2.

5. Punctele M(x,y,2) raportate latriedrul ortogonal drept Oxyz verifica ecuatia
f(x,y,2)= x*+322 + 4yz— 6x+ 4y +14z+1=0.

Sa se gaseasca ecuatia verificatd de coordonatele (X’,y’,z’) ale acestor puncte fata de
triedrul O’x’y’z’ obtinut din cel initial printr-0 trandatie a originii O in punctul
0’(3,-2,-1).
Rezolvare. Formulele care dau translatia sunt

X=X"+3,y=y-2,z=7-1
care, inlocuite 1n ecuatia data, dau urmatoarea ecuatie

X?+3z2%+ 4y’z’-19=0
Ecuatia data in enuntul problemei este ecuatia generala aunel cuadrice cu centrul in
punctul O’(3,-2,-1). Ecuatia cuadricei raportata latriedrul trandatat O'x’y z’ sasim-

plificat deoarece au disparut termenii liniari, iar termenul liber a capatat valoarea
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f(3,-2,-1) = -19.

5.5. Probleme propuse

1. Sa se gaseasca pentru matricea

3 2 2 -2

2 3 -2 2
A:

2 -2 3 2

-2 2 2 3

formadiagonala D si transformarea ortogonala definita prin matricea S astfel incat sa
avem D=S"AS.

2. Sa setransforme matricea

6 3 2
A=-3 2 6
2 -6 3

intr-o matrice ortogonala.

3. Fata de un reper ortonormat a spatiului R?, transformarea % R® — R® are matricea

3 20
F=|2 4 2
0 2 5

1
Sa se calculeze matricea F,atransformarii 72 .

4. Se considera transformarea ortogonala

%=§¢—§W+%W,

1 2 2
=y + SV SE
Byl 3y 3y
2 1 2
==y +Iy =y .
Syl 3y 3y

Si se determine valorile lui y*, y?,y® atunci cand x' =1,x* =-1,x* = 2.
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5. Sa sereduca matricele urmatoare la forma diagonala cu gjutorul cate unei matrice

ortogonale
4 -6 2 -1 8 4 3 -1 1
A=|-6 3 -4,,B=8 -1 4|,C=-1 1 -1
2 -4 -1 4 4 -7 1 -1 1

6. Sd sejustifice urmatoarele afirmatii:

i) Daca determinantul matricei A are valoarea+ 1 si daca fiecare element a acesteia este
egal cu complementul siu agebric luat cu semnul sau cand detA=1 si cu semnul schim-
bat cand detA=-1, atunci matricea este ortogonala;

i) Intr-o matrice ortogonald A suma patratelor tuturor minorilor care se pot forma cu

doua linii (coloane) arbitrare ale matricel este egaa cu —1.

7. Matricea
11 2]
V2 18 3
Aol L 1 2
V2 V18 3
o .4 1
Ji8 3 |

este ortogonaa. Transformand-o printr-o matrice ortogonala S, sa se obtina forma sa
canonica A’. Sa se verifice ca transformarea ortogonala definita prin matricea A se
compune dintr-o simetriesi o rotatie.
8. Fie o7V — V un endomorfism dat prin matricea

M (e B)= [3+ ?i 2— 2|j

1-i 3+4

in raport cu o baza B a spatiului euclidian complex V. Sa se determine doua transforma-
ri simetrice oo/ si o9 astfe ca oo/ = oA +i ook i gpoi sa se determine matricele trans-
formarilor o7 si .
9. Sa se gaseasca valorile proprii si vectorii proprii ai transformarii 2 C*— C2 definita

prin matricea
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1 1+i O
J=|1-i 1 i
0 [ 1
10. Sa se arate ca operatia de compunere a functiilor defineste pe multimea izometriilor

lui E, o structura de grup (grupul izometric).
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6. FORME BILINIARE. FORME PATRATICE.

6.1. Forme biliniare

DEFINITIA 6.1. Fie E un spariu vectorial real cu dimE = n. O aplicarie
o7 ExE #R senumesteformd (sau funcrionald) biliniard daca esteliniara i raport
cu ambele argumente, adica
Aot 0%, ¥)=at A, Y)+ a® Axe, ), Vat,a® eR, ¥X1, X2, Y €E,
1)
AX, Byt fy2)=B" A Y)+ 2 AXY), VB R, VX Y1,y €E.

Exemple. 1. Produsul scaar, in cazul spatiilor reae, este o forma biliniara.

. n _- n i n H . . . . n . “ A
2. Fie E=R"si x=Zx e , y:ZyJej vectori arbitrari din R" exprimati in baza

i=1 j=1
B=(e,e,,...,e,). Aplicatia er: ExE # R definiti prin

iaij Xi yj

n
i=1 j=1

o(xy)=

cu a' constantereale date, este o forma biliniara.

Observatia 6.1. Notiunea de forma biliniara poate fi generaizata in mai multe
sensuri. Daca E si EO sunt doua spatii vectoride reale, aplicatia o7 ExE' # R, de
valori =7(x,y), liniara in raport cu ambele argumente, se numeste forma biliniara.

De asemenea, daca E este un spatiu vectorial complex, aplicatia &7 ExE # C

care satisface conditiile (1), in care R se inlocuieste cu C, iar ultima egalitate cu
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F(x, By, + ﬂ2y2)= B Ax Yy, )+ pEAXY,) ., B fiind conjugatul lui
B,
se numeste forma biliniara.
In cele ce urmeazi ne vom ocupa numai de forme biliniare precizate in def. 6.1.
TEOREMA 6.1. Fie B=(e,,e,,...,e,) 0 bazi oarecare din E. O forma bilinia-

ré <7 ExE #R este complet determinatd daca se cunosc valorile sale~7(g, e, ) = o

pe produsul cartezian Bx B.
Demonstratie. Fie X,y e E arbitrari cu
X=ine|, y=2yjej.
i=1 =1
Tinand seama de (1) avem
AxY)= A Y Xe, D y'e)=2 Y Xy Ad, @)= ) Xy,
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

deci

n

(2) F(x,Y) =Zzn:x‘ n/f(e,,ej) o

i=1 j=1

DEFINITIA 6.2. Daci B=(g,e,,...,e,) eteobazi nEsi o7 ExE #Res
te o formd biliniara, atunci matricea [ «] TYM(n, n, R) cu eementele o = A&, g),
Xi,j=1,2,...,n, senumeste matricea formel biliniare &7 in baza B.

Notatie. [a]: =M (7% BxB).

Observatia 6.2. Sub forma matriceaa relatia (2) se poate scrie
©) AxY)=[x]'s <M (7 BxB) <[Yy]s.

Intr-adevar, avem pe rand

“Axy)= ABNe )= A XG,Y)= Y X Ae.y)=
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F(&.y) F(e,y)
)| F@D| g | P |
F(&Y) F(e, )

incare, pentrui =1, 2, ..., n, explicitand pe y

n n y
F (a,y)=F[e.,Zy"ej]=ZF(e,ej W' =(F(e.e)-Flee): |-

j=1
obtinem

F
F ooy =[xe |,
F(e,.e)..F(e,e) o

TEOREMA 6.2. Fie o forma biliniara <% ExE #R datg in baza B si fieBO 0
alta bazi a spariului E. Daca M(B, B O) este matricea de trecere de la baza B la baza
BO, atunci
4 M(=%Z BOxBO)=M"'(B, BO) <M (=% BxB) <M(B, BO).

Demonstratie. Fie x,ye E \ {Og}. Calculand in doua moduri pe =7(X,y),
tinand seamade relatia (3), obtinem
“AXY) = ABO[ xlag, BO[ Y]g, ) = [X]'s: <M (-7BOxBO) < [ yla,,
A(X,y) = #(BO[x]s,, BO[yls,) = &#(B <M (B, BO) <[ x]g,, B <M(B, BO)
<[ylso)=

=(M (B, BO). [x]Bo)t <M (7 BxB) <M(B, BO) <[Yy]s, =

=[x]'s <M'(B,BO) <M (=% BxB).M (B,BO) <[y]g, -

Folosind proprietatea de tranzitivitate a relatiel de egalitate, rezulta relatia (4). e

DEFINITIA 6.3. Rangul unel forme biliniare este rangul matricei sale
M(eZ BxB) = [a] intr-o bazz B arbitrara in E.
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DEFINITII 6.4. 1. Forma biliniara <# s numeste simetrica daca
AX,Y) = A Y, X), KXYy WE.

2. Forma biliniara o7 se numeste antismetrica daca oA x,y)=— A y,X),5<X,y Y
E.

TEOREMA 6.3. (1) O forma biliniara <7 este smetrica daca si numai daca
matricea sa intr-o bazi B, arbitrard, este Smetrica.

(2) Oforma biliniara o7 este antisimetrica & M (o7 Bx B) este antisimetrica,
oricarear fi baza B.

Demonstratie. (1) Fie B o baza arbitrara si X,y € E arbitrari. # simetrica &
AXY) = cZ(y,x) @ [x]'s <M (7 BxB) <[ylsg= [Y]s8 <M (% BxB) <
[x]e ©

¢ [x]'s <M (5%BxB) < [yle=([yl'e <M (57 BxB) <
[x]s)' &
C M (o7 BxB)=M"'(o7BxB).
(2) Se demonstreaza in mod analog cu (1) . @
Fie multimea
So(e7)={yRE|eAAxy) =0, <X xRE}.
PROPRIETATEA 6.1. Multimea So( ©#) este un subspatiu vectorial & lui E.

Demonstratie. (X, Ay, +A%Y,) =" 7 (XY,) + X7 (%Y,) =0,

Ky, RS(#) si < ILNAPRR, deci Ay, + 17y, R So( 7).

DEFINITIA 6.5. S(=#) senumeste subspariul nul al formei biliniare o7

Observatia 6.3. Unei forme biliniare 7 i se asociaza doua subspatii nule,

So(7) s

So(e”) ={xRE| Ax,y)=0, X yRE}.

DEFINITIA 6.6. Daca <7 este o forma biliniara simetrica atunci subspayiul

nul (S(=#) sau SO(=#) ) se numeste nucleul formei biliniare, adica
{x QZWE| e#(x,y) =0, Xy (YE}: = Ker (7).
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Vectorii X,y ¢YE cu proprietatea ca =#( x,y) = 0, se numesc vectori ortogonali in ra-

port cu o7

6.2. Forme patratice.

DEFINITIA 6.7. Fie E un spayiu vectorial real. O aplicasie # E # R se nu-
meste forma pdtratica daca exista o forma biliniara simetrica «% ExE # R astfel incat
(5) A(X) = A XX), FKxE.

o7 se numeste forma biliniara simetrica asociata formei patratice.
Exemplu. Forma patratica pentru produsul scalar rea este patratul normei eucli-
diene, adica
(x,x) = [Ix ]
TEOREMA 6.4. Oricarei forme biliniare simetrice % ExE # R ii corespunde
o formag patratica - E # R, unica, definita prin (5).
Reciproc, forma biliniaré simetrica asociata unel forme patratice .~ este unica.
Demonstratie. Afirmatia directa este evidenta.
Pentru a o dovedi pe cea de-a doua, vom presupune ci existda doua forme
biliniare simetrice =7 si <7 O cu proprietatea (5),
AX) = AXX), HAx)=co#7 O(x,x), <X xQNE.
Din egdlitatea
AAX+ Y, X+Y) = F(X,X)+2 AXY)+ cAV,Y), <XXYyekE,

rezulta

(6) AX+Y)=AX)+ AY)+ 27(%Yy), XX yekE,

Analog,

(60) AX+Y)=AX)+Ay)+ 27 O(x,y), <Xx,yeE.

Din (6) si (60) rezulta
AXY)=c7 O(XY), XxyeE, deci <& =7 O.
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Observatia 6.4. Daca este data o forma patratica &, atunci forma biliniara sime-

trica asociata are valorile date de
@ F (0 y) =S [Ax+y) - Ax) - AY)], K xyeE,
Intr-adevir, din (6) deducem (7).

Observatia 6.5. Daci o7 (x,y) = [x]'s < M (&7 ; BxB) < [yla,
KX,y e E, aunci

Ax)=[x]'s<M (7 ; BxB)<[x]s .

Este astfel indreptatita urmatoarea definitie:

DEFINITIA 6.8. Matricea unei forme pdtratice intr-o bazz B arbitrara este
matricea M(<# ; Bx B) aforme biliniare ©# asociata in acea bazi B, adica
8) M (# B) = M(c7;Bx B)

DEFINITIA 6.9. O bazi B = (e, &, ... ,&,) Se numeste ortogonala in raport cu
forma biliniara simetrica «# daca

7 (8,8) =5;a’, X<i,j=1,..n, cu < smbolul lui Kronecker.

DEFINITIA 6.10. Fie o7 : Ex E —» R o forma biliniara simetrica si #2E - R
forma patratica asociata . Vectorii X,y € E se numesc ortogonali in raport cu o7 (sau
cu &), daca o7 (x,y)=0.

Observatia 6.6. Intr-o bazi ortogonali in raport cu =# avem perand

a 0 ... 0
22
M (-~ BxB)=| O ¢ eD(n,R),
O 0 .. a™

9 rﬁ(x,y)=ia”><‘yj, A=Y (¢, cu X=i><‘e., y=2 e

DEFINITIA 6.11. Expresile (9) se numesc expresa canonica a formei
biliniare smetrice =7 i, respectiv, expresia canonica a formei patratice .# Se spune

in acest caz ca formele au fost reduse la expresia canonica.
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6.3. Reducerea formei pdtratice la expresia canonicdi
TEOREMA 6.5.(Metoda lui Gauss). O formg patratica . E # R se poate

scrie totdeauna sub forma canonica printr-o schimbare convenabila a bazel spariului.

Demonstratie. Fie o forma patratica

incare B=(e,e,,...,€

n

n n
Yalxxl, cu x=B-(¢x,..,x")"
i=L j=1

) este bazi a spatiului E. Punem in evidenta toti termenii care il

. . 2 A -
contin pe x* si anume a”(xl) + 202X + 20X + ..+ 20" XX" , in care formam

patratul perfect (o™ = 0) obtinand

1 2
(10) T(allx1+a12x2 +...+al”x”)
a

si din care trebuie si scadem pe
e R e U

Deci AX) sescrie

1 2
(@ @ .+ "X+ 2, (%),

a

2(x)=

unde #(x) este o forma patratica care nu-I contine pe x".
Procedeul se continua si pentru #4. Dupa n astfel de operatii obtinem
2 2 nl-n)2
Ay)= By ) + 2y S+ 87y
unde:
y=B(y,y%,...y") ",
B O noua bazi(care, eventual, se determina ugor folosind schimbarile de coordona-

te)

pr=—, Yy =a"x+a?x*+. .+a"x"
(04
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ceilalti coeficienti g' si coordonate y', i = 2, ... ,n, se determini din aproape in
aproape. =
Observatia 6.7. Procedeul folosit nu este unic; aici am inceput cu x*, dar putem

incepe cu oricare X' si si le separam.

Observatia 6.8. Daci o' =0, i =12,....,n si 2 nu este identic nuli, atunci
existi cel putin un element " = 0, pentru i # j . Prin transformarea de coordonate

X' =x'4+x1, x'=x"-x', x*=y*, k=i,]j, expresaformei patratice devine

#(X)= Zn:a'” X' x
=

in care cd putin unul din elementele o', i=12,...,n, este nenul ( deoarece

! = e (eI ).
Presupunand o™ # 0, procedeul se continui cu expresia (10).
TEOREMA 6.6. (Metoda lui Jacobi) Fie E spariu vectorial real, . E # R o

formd patratici, o7 forma biliniard simetricd asociatd, B = (e,€,,...,e,) obazi in E,

M (7 BxB)= [a” }fisn ,

<j<n
Ax) =[x, M (7BxB)[x], = Y ax x|
ij=1
Daca tori determinanyii
11 12 alS

(11) Ay=1 A =a™, A,=

21 22 23
Ayj=la™ a” «a

31 32 33
[24 (24 (24

A, =detM(<7;BxB),
numisi determinangi minori principali ai matricei M(<# ; BxB) sunt nenuli, atunci
exista o baza

B=(8,8,....8,),
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obrinuta din B prin matricea de trecere triunghiulara

'/111 /112 /113 lln'
0 122 123 AZn
(12) MBB)=| 0 o 2 .. 2|,
10 0 0 /1”"_
in care .# are forma canonica
n A - n i
(13) Z()=Y=2xf, auw x=YXE.
i=1 Ai j=1

Demonstratie. in baza B
2 (X)=[x]5-M (7 Bx I§)~[x]§ =>a'%x'%!, e a'=c7(8,8)
Vom demonstra ca se poate determina o transformare triunghiulara de forma (12) astfel
ca @' =0, pentru i # j . Deoarece =7 (§,8, )=-7(§,,§ ), este suficient ca
(14) a'=-7(8,8)=0, Vi,jefl2...,n}, cu j<i,

(|

i
sau, folosind trmsformarea(lZ),p%{é,ZA”ekj=0, Vi,je{l2,...,n}, cuj<i <
k=1

i
> 29 7(8,6)=0 Vi jell2..n}, cuj<i o
k=1

(15) ~7(8,6)=0 k=12,..,i-L i=12..,n
Adaugam, pentru simplificarea calculelor, conditiile
(16) ~7(8,6)=1 i=12...,n.

Cu dezvoltarile

~(&,e)=c7(e,.8)= @J[ek,zlli”ejjzii” @%(ek,ej)zzlli”akj =
j=1 j=1 =1

i
=Y =" +ad A + 40
i1
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pentru ci sunt scalari si ¥ sunt dati, iar A" sunt necunoscuti, relatiile (15) si (16) se

scriu in sistemul

a2+ oA .+ =0 a* o ...t Y 0
aZlAli +a22&2i +...+C¥2i/1” :O aZl a22 . aZi /12i O

(A7) == : o=,
ai—l,lﬂ’li +ai—l,2&2i +,,,+ai_l'iﬂ,ii :O ai—l,l ai—l,Z . ai—l,i ﬂ'i—l,i O
a" M+ + . a2 =1 a®  Jd? A A 1

pentru i =1,2,...,n. Prinipoteza ¢; & 0, deci acest sistem va determinain mod unic co-

ordonatele A",A%,...,A" alevectorului € inbazaB.

De exemplu, A" =T‘l (dinrezolvarea sistemelor de ecuatii liniare si omogene).

inbazaB astfel obtinuta, forma patratica va avea forma canonica

Ax)=Ya"(x'f,
i=1
cu coeficientii
q'-78.8),

care trebuie determinati. Pentru aceasta facem dezvoltarea
a'=c7(8,8)= pﬁ[‘q‘ D Ale, ] =3 7 (8.e),
j=1 j=1

si, tinind seama de (15) si (16), rezulta
a'=A"
Cu A" dedus din sistemul (17) rezulta
a :AA;i_l , i=12,...,n.

Pentru i =1, avem

Gt =7 (8,8)=7 (6,1 )= 1"
Pe de dta parte,

1= 7 (8.6)= 7 (e, )= " 7 (g,0) = 1o
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si rezulta

Deci in baza §, determinata prin procedeul de mai sus, forma patratica are forma cano-
nica (13). $29)

Observatia 6.9. Teorema lui Jacobi permite sa se construiasca o baza pentru re-
ducereaforme patratice la forma canonica si sa se calculeze coeficientii formei canoni-
ce. Acesti coeficienti arata numarul termenilor negativi cat si ai celor pozitivi.

TEOREMA 6.7. (Metoda valorilor proprii si a vectorilor proprii). Daca
7. E # R este 0 forma patratica, atunci exista o bazi BO = (ug, Uy, ..., Up) a lui E faza

de care expresia canonica a formel este

2 (x)= Zn:ﬂi (i,
i=1
unde 1',4%,...,A" sunt valorile proprii ale matricei formei, fiecare valoare proprie
fiind scrisa de atdtea ori cat este multiplicitatea sa, iar X', i=1, ..., n, sunt coordo-
natele lui x in aceasta bazi.

Demonstratie. Deoarece matricea formel & este 0 matrice sSimetrica reala, ea
admite numai valori proprii redle si se poate diagonaliza. Atunci baza cautata BO este
formata din vectorii proprii ortonormati ai matricei formei M(=7; Bx B). In bazaBO
obtinem expresia canonica aforme #si anume, daca M(B, BO) este matricea de trece-

redelaBlaBO, prin schimbarea[ x]; =M (B, BO) [ x] ., avem

2 (0=B (6,8 M (:B8) M(.8) [y =540 f .

6.4.Signatura unei forme pdtratice reale

DEFINITII 6.12. O forma patratica . E # R se numeste poztiv semidefinita
(negativ semidefinita) daca A x) & 0 (respectiv Ax) © 0) pentru 3< x tYE. Forma
patratica & se numeste poaztiv definita (negativ definitad) daca A x) >0 (respectiv
Ax) < 0) pentuorice x @0 cu x YE.
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O forma biliniara simetrica <7 . Ex E # R se numeste poztiv definita (negativ
definita, poztiv semidefinita, negativ semidefiniti) daca forma patratica asociata 7are
aceasta proprietate.

Exemplu. Produsul scalar definit pe un spatiu vectorial real este o forma bilini-
ara simetrica si pozitiv definita.

Observatia 6.10. Daca o~ x, € E astfel incat A x,) >0 si x, € E astfel incat
A X,) <0, spunem ca forma patratica # este nedefinita.

Metoda lui Jacobi ne permite si obtinem o conditie necesara si suficienta pentru
cao forma patraticai &: E # R si fie pozitiv definita (respectiv negativ definita).

TEOREMA 6.8. (Criteriul lui Sylvester). Daca sunt indeplinite condifiile teore-
mei lui Jacobi, atunci forma patratica #: E # R este poztiv definita daca si numai
daca ®> 0, k=1,...,n si este negativ definita daca si numai daca (—1)i >0, i=1,...,n.

Demonstratie. Fie &0 forma patratica pozitiv definita. Admitem prin absurd ca

existi un A,=0, 1<p<n, adici o linie din A, esteo combinatie liniara de celedlte,

deci exista numerelek?,... kP, nu toate nule, astfel incat k'a® + k?a? +...+ kPa® =0,
i—1...p, adici

k' 7 (e, )+k? o7 (e,,8)+...+ kP =7 (e,,6 )=0. De ad rezulti

(18) 7 (k'e, + k%, +...+k’e,, &)=0, i=1..,p,
deoarece <7 este o forma biliniara simetrici. Amplificand (18) cu k', i=1,..., psi,

adunand relatiile astfel obtinute, gasm

P P
kloﬁ[Zk'el,eljJrkz Og"[Zklel,ezj-i-...-i-prg[
i=1 i=1

I

k‘e.,epj=0<:>

deoarece o7 este admisa pozitiv definita. Cum kK',i=1..., p, nu sunt toti nuli, rezulta

ci avem depE{q,...,ep}, ceea ce contrazice ipoteza ci {g,e,,...,6,} este baza in E.
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Deci A, #0, p=1...,n. Ma mult, conform T.6.6. (a lui Jacobi), exista o bazi alui

E fata de care

7()=3 2 (e ]

A
si, cum & este pozitiv definita, rezulta

A, . :
A_>O’ adica A, >0, i=1...,n

Reciproc, daca A, >0, i=1...,n, rezulta

Ay
A

(Xui)z’deducerngp(x)zo; ?/)(X)ZO < X'lZX'ZZ...ZXmZO,

si, dinf/)(x):iznl:

deci x=0..Avem #(x)>0, V¥x=O0;.
Daca 7 este negativ definita, rezulta ca forma -7 este pozitiv definita si totul se
repeta ca ma sus avand in vedere ca matricea lui - este

M (-7 ;BxB)=|-a" 4. . ®
DEFINITIA 6.13. Fie expresia canonica
7(x)=> a'x’?
i=1

a unei forme patratice - E # R in care p coeficiensi sunt strict poztivi, q sunt strict
negativi, iar d =n—(p+q) sunt nuli. Tripletul (p,q,d) se numeste signatura formei
patratice #

Consecinta 6.1. Forma patratica #: E # R este pozitiv definita daca si numai
daca este indeplinita una din urmatoarele conditii:
(i) aresignatura (n,0,0);
(i) determinantii A;, i=1...,n sunt strict pozitivi;

(iii) valorile proprii ale matricel A sunt strict pozitive.
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6.5.Probleme rezolvate
1. Sedi functia #: R*xR*— R definita prin #(x,y) = x'y? - x’y* + x'y® -
S AR D G A G VAR GVAIRS GA VRS G VAR G VAN B ol VAR Gl VAN oV
X = (xl,xz,xs,x“), y = (yl,yz,y?’,y“)e R*.
i) A se arate ca 7 este 0 forma biliniara.

i) Si se scrie matricea formei in raport cu baza canonica B a spatiului R”.
iii) Sa se determine matricea formei in raport cu baza B’ formata din vectorii
u, =(11,0,0), u,=(0110), u,=(0101), u,=(1,001).
Rezolvare. i) Aratam ca .7 este liniard in raport cu primul argument. Considerand ori-
care doi vectori X, =(xll,xf,xf,xf), X, =(x§,x§,x§,x§) din R* si scalarii @, B € R,
avem
Hax + B, y) =l + POy — (oo + PRy + (i + B )y — (o + By +
+lod + By — oo + By + (¢ + By = (@6 + pily* +
+loog + )yt = ot + By + (e + Ay~ (oot + A )y° =
= aly” = X7y XY =Y XY XY Y Y ¢y - XY Y XY+
+ B0Gy? - X2yt +3ay® - Xyt Yt - Xy Gy - Ry Yt - Xyt + By - xiy’ )=
=a 7 (%, Y)+ 7 (%,.Y) -
Anadlog F (XA, +uy,)=AF (X y,)+uF (xy,), VAucR. Rezultici 7 este
lini-ard in raport cu ambele argumente, deci & este 0 forma biliniara.
ii) Baza canonici a spatiului R* este formata din vectorii e, =(1,0,0,0), e, =(010,0),

e = (0,0,LO), e = (0,0,0,l). Matriceaforme # in raport cu baza canonica B este

0 1 1 1

-1 0 1 1
M(Z;BxB)=

-1 -1 0 1

-1 -1 -10

iii) Folosm relatia (4) din teorema 6.2 si avem
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M(7;BxB') =M'(B, B)- M(%;BxB)M(B,B’) =

1100][0 1 1 1][1 00 1] [0 3 3 1
0110[|-1 0 1 1/{1 110 [-3 0 1 0
o010 1||-1 -1 0 1/|/o0 10 0| |-3 -1 0 -1|°
1101[|-1 -1 -10/l0011| |-21 2 0

2. Fie forma pitratica 22 R? # R, definita prin 2(x) = 3(x" f + 2xx% +5(x* ).
Sa se determine valoarea parametrului A e R astfel cavectorii x = (ZLZ) siy= (A,—l)

sa fie ortogonali 1n raport cu forma #.
Rezolvare. Conform definitiei 6.10, vectorii x si y sunt ortogonali in raport cu

#daci 7 (x,y)=0, unde 7 este forma biliniara simetrica atasata lui 2 Determinam

pe 7 (x,y), cu x= (xl, xz), y= (yl, yz)e R?, folosind observatia 6.4. Avem

Fxy)=[ 2(xy)-2()- 2 ()] =3y £ Xy 4 Xy 45y

F (x,y)= (Xl’xzﬁ ElSJ{));J

Pentru x = (1,2) si y=(4,-1), relatia # (x,y) =0 este echivalenti cu

(1,2).[3 1)[}“}0 o 51-11-0 = Ai=2t,
1 5) (-1 5

sau, matriceal,

3. Sa se reduca laforma canonica, prin metoda lui Gauss, urmatoarele forme pa-

tratice:
i) 7 RE#R, 2(x)=3xf +2f +5(x*) + 2x'x* = 2x°%*
i) #:R* # R, 2(x)=2x"x*-6x'x> - 6x°x* + 2x°x* .
Rezolvare. i) Grupam termenii care-l contin pe X"

2(x)= (3(x1 F +2xx? )+ 2x? ) +5(x* ) - 2x2x
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2 (x)= :—13-(3X1 +x2) 4 g(x2 Ja5(x) —2xx .
Facem transformarea
yvi=3x+x? , yi=x2 , yP=x

si obtinem

3 3
sau, Inca
1/ .0 1 2 32 22( 3\2
7 (y)== = (5y2 -3 =
()=50) + y*-3y*f + ()
Cu transformarea
Zl — yl Z2 — 5y2 3y3 23 — y3

?(z)= 1(zl)2 +1—15(22)2 +2—52(23)2 :

Deci, cu transformarea z' = 3x* + x?, 2> =5x* -3x°, Z° =x°, formapatratica 2 (X)
se schimba in forma canonica & (z), obtinuta mai sus.
i) Deoarece toti coeficientii a" =0, i=1,2,34, vom face tranformarea

3 3 4 4

xX'=yl-yt o, K= Yyt =yt Xy
si obtinem
2 (y)=2y*f —6y'y* —6y'y* —2(y?J +6y?y* —6y’y* + 2y°y*,
care se mal scrie
2(y)= %[(Zyl)2 —2.2y.3y®—2.2y'.3y* +2.3y% . 3y* + (3y3)2 + (3y4)2]— 9y3y* —
9 9

_E(ys)z _E(y4)2 _ 2(y2)2 + 6y2y3 —6y2y4 + 2y3y4
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sau, inca
1 9 9
P (y) _ E(2y1 _ 3y3 _ 3y4)2 B 2(y2)2 N 6y2y3 _ 6y2y4 _E(yg)Z B 7ye,y4 _E(y4)2'
Cu transformarea
21:2y1_3y3_3y4 , Z2:y2 ’ 23:y3 7 z4=y4 ’

avem

2(2)= E(21)2 —%[(222)2 -127°7° +12zzz“]—g(23)2 ~-72°7" —g(z“ i

2(z)= 1(21)2 —%(222 ~32° +32'f —162°2".
In sfarsit, cu transformarea
=ttt |, 222-32°+3z'=t* |, Z2=t°-t* |, Z'=t3+t" |

obtinem forma canonica

2 (t)= %(tl)2 —%(tz)2 —16(t) +16(t*) .

Asadar cu transformarea

tt=xt+x2 =3¢ -3x* , =X+ x2 433 -3, ti= , th=

forma patratici # (x) se schimbi in forma canonica & (t) obtinuta .

4. Folosind metoda lui Jacobi si se reduci la forma canonicd urmitoarele forme
patratice :

: 3 1)2 2\2 3)2 1,2 1,3

i) 2:R®#*R, ?/’(x)=5(x ) +6(x ) +4(x ) —AXIXP — AR

iy 7:R°#R, 2 (x)=20¢) +2() + 3 - 4x'x* — 4x® .

Pentru fiecare dintre acestea si se gaseasca o baza fata de care forma patratica sa

aiba o expresie canonica.

Rezolvare. i) Matriceaformei polare .7 atasate lui #este
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5 -2 -2

M(#;BxB)=|-2 6 0

-2 0 4

Minorii principali sunt
5 -2 -2
5 -2
Ao=1 A, =5 A,= ) 6=26, A,=|-2 6 0]=80,

-2 0 4

toti nenuli §i pozitivi.
Forma canonici a lui # (x) ege
_3Ai—1 -iz_E 12 2.22 1_3.32
=58 0 f B o £ e By,

unde
[X]tB- — (X|l , X|2 , X|3) ,
cu B’ baza ortogonaa in raport cu care avem forma canonica pentru # (x)

Pentru cazul general, cand #: V,, % R, sestie ca

ﬂ,ll 112 113 . ﬂ,ln
0 12 A2 ...

M(B,B")=| . C |eTs(nR),
0 0 o .. Am

in care necunoscutele A’ (cui=j, j=1,...,n) sedetermini din ecuatia matriceald

all aZl ail //Lli 0
a12 a22 aiZ /12i 0
: : =] 5]
al,i—l a2,i—1 ai,i—l //Li—l,i 0
ali a2i aii //Lii 1

in care o sunt elementele cunoscute ale matricei M(% Bx B).
In cazul nostru :

“Pentru i=j=1 = o"A"=1 = 5=1 = x“:é.
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5 -2 12 0 1 6
-Pentrui=j=2 = -/1 = = 2= :isigzzzi_
-2 6 A% 1 26 13 26
- Pentru i=j =3 avem
5 -2 -2\ (8 0
-2 6 0 [-|A2]|=]|0],
-2 0 4 )|1® 1
din carerezulta :
0 -2 - 5 0 - 5 -2
0O 6 O -2 0 O -2 6
113:10—4:1_2:3- 123:_2#:i- 133:—_2 0 1:1_3
80 80 20° 80 20 80 40
si obtinem, deci,
11 3
5 13 20
M(B, B)=| 0 > 1
26 20
0O O E
40
adica : e'—l € —i +ie e'—i +ie +1—3
© AT ST AT og% CaT e T % TS
i) Avem
2 -2 0
M(Z;BxB)=|-2 2 -2|,cu Aj=1 A, =2, A,=0, A,=-8.
o -2 3

VVom face 0 schimbare de baza astfel ca, in noua baza, minorii principali sa fie toti dife-

riti de zero. Cu matricea de trecere de la baza B labaza B’

100
M(B,B)=|0 0 1|,
010

obtinem matricea formei polare 7 atasate lui #in noua baza B’
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2 0 -2
M(Z;B%B')=M'(B,B’)- M(#;BxB)M(BB)=| 0 3 -2/,
-2 2 2

incare A, =1, A, =2, A,=6, A,=38, iar formacanonica va fi

N Liave 1/.v 3 s)\
BRIETRTE T

unde x'=(x*,x?,x%)eR?, este exprimat in baza B’,

Se observa ca vectorii €, €,, €, a bazel B’ sunt ortonormati.

5. Se da forma patratici #: R°#R, 2 (x 5( ) ( ) ( 3)2 +4x'x* + 6x'x°
Utilizand metoda valorilor proprii, i se aducd # (x) la expresia canonici si apoi si i se

determine signatura.

Rezolvare. Matriceareala M(;Bx B) aforme polare 4 atasate lui #se scrie

5 2 3
M(#;BxB)=|2 -1 0],
3 0 1

care este 0 matrice simetrica reala si deci are valori proprii reale. Aceste valori proprii
vor constitui coeficientii formei canonice. Determinam valorile proprii din ecuatia ca-

racteristica
5-1 2 3
2 -1-2 0 (|=0.
3 0 1-2
Efectuim calculele si obtinem A(4% ~54—14)=0, adica #* =2, 2 =0, 2* =7,
deci vectorii proprii corespunzatori vor fi ortogonali.
Daci x = (xl, X2, x3) este vectorul propriu corespunzitor valorii proprii A, atunci ecu-

atia vectorilor proprii se scrie
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7 2 3 x* 0
2 1 0] [x*|=|0 ,
30 3 (%X 0

dincare 2x' = —x*, 3x" =-3x?, deci vectorul propriu ciutat este x, = —x*(1,-2,~1), cu
X

. . X 1 2 1
x® eR. Prinnormdizare -~ =¢e,=| — —— ——|.
) Ts [fe 7 \@J
3

Analog, pentru A> =0 obtinem X X 12,-3), cu x* R si vectorul
5 2 3

e

XZ{lZ 3

e \V1a' Vi s

sstemului matriced

j . Coordonatele vectorului €', se obtin fie ca solutie a

-2 2 3 NG 0
2 -8 0| [x*|=|0],
3 0 -6/|x 0

care apoi se normalizeaza, fie din conditiile de ortogonalitate (e';,€',)=0 si (€;,€',)=0.

Gasim ¢,= (4 L 2}.

o] ~\ V21 V2 v

Transformarea ortogonala care ne conduce la forma canonica este

114
1 \/E \/ﬂ \/Z x*
. 2| _|_ 2 2 1 |} =
X =M(B,B)-[x], < 171 V%6 Vi vall’,
s L 3 2 o
J6 N1 Va1
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NI BRI e
V6 14T 21

J N L I VLNV I BNC
V6 14 21

oo tyi 3 e, 2 e
J6 V14 Y2

Prin aceasta transformare, forma patratica devine

7 (x)= -2 f + 7(x°)
Aceasta forma canonica s-a obtinut cu ajutorul unei baze ortonormate data de
B'=(e,,€,,€;).
Signatura formel patratice & este ( conform definitiei 6.12 ) datd de tripletul
(ZLl,l), deoarece in forma canonica obtinutd avem p =1 coeficienti strict pozitivi, =1

strict negativi si d = 3—(p+q)=1 coeficienti nuli.
6.6.Probleme propuse

1. Fie P; spatiul vectorial al functiilor polinomiale reale care au cel mult gradul

trel si fie 7: P3 x P; #R functia definita prin & x y =

O ey

1
j x(t)y(s)dtds.
0

i) Sa se arate ca Z este o forma biliniara.

ii) Sa se determine matricea ei in baza canonica a spatiului P3 si apoi matricea el
inbaza B'= (t2 — 1t —t,t%,t> —t°).

2. Sa se precizeze care dintre urmatoarele functii sunt forme biliniare §i, in caz

afirmativ, sa se gaseasca spatiul nul relativ la a doilea argument.

) 7 PoxPa#R, 7 (x,y)= [xOly)+ Kk, K<R\(O}.

i) 7: R* xR* #R, 7 (x,y)=xy* - Xy +x'y* - x*y' +k, keR\{0}.

i) 7: R* xR* #R, 7 (x,y) = 2x'y' + X2y + x2y? + 3Cy® + x*y' + x*y*.
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iv) 7: R xR* #R,
F(x, y)=ax'y" = 2x'y? + x2y® + x2y* + 2%yt + XPy® - 2xtyt + xR
3. Fieformele biliniare:
J1: R® xR #R, Z1(x,y)= x*y' —2x'y' + x2y® — x'y?,
F5. R® xR #R, %(x,y)=x'y? - xy* + xty® —xCyt + x2y® — xPy2.
4 se scrie matricele corespunzatoare acestor forme biliniare in raport cu baza canonica a
Spatiului R® si apoi in raport cu baza B’ formata din vectorii U, = (ZLZL0,0), u, = (O,ZLZLO),
u, =(0101), u, = (10,01).
4. Fieforma biliniara
T R*xR*#R, 7 (x,y)=x'y' —2x%y* + x?y? —3x%y2.
i) Sa se determine matricea corespunzatoare formei biliniare in baza din R® formata din
vectorii v, = (111), v, =(012), v, =(0,11), exprimati in baza canonici din R®,
ii) Sa se determine spatiul nul relativ la primul argument a formei biliniare.
iii) Sa se reduca la forma canonica.
5. In spatiul R® se considera forma biliniara
F (%, y)=3x'y + x'y? - x2y? + X3yt +3x%y? + x°y°.
S4 se aduca la forma canonica.
6. Fie V un spatiu euclidian complex si % :V # V un endomorfism. Definim
forma patratica x — 2 (x)=( # (x),x), xeV.
i) S se arate ci daca # este o transformare Simetrici, atunci # (x)eR, VxeV , iar
daci 7 este antisimetrica, atunci & (x) este pur imaginar, VxeV .
i) Sa se verifice relatiile
2 (tx)=tt #(x), VteC,
2 (x+y)=2(x)+2 (y)+(F (x)y)+(F (y)x), vxyeV,
si sa se scrie formula corespunzatoare pentru & (X + ty).
iii) Sa se verifice implicatia # (x)=0, VxeV = #(x)=0, VxeV.

iv) S se arate cd daca 2 (x) estered Vx eV , aunci F ede transformare Smetrica.
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7. Se da forma patratica #: R® #R, definita prin
2 (x) = 2x'x® - 6x'x° - 6x°%°
i) Sa se scrie matriceal si sa se determine rangul formei.

ii) Sa se gaseasca expresia canonica prin metoda Gauss i sa se stabileasca matricea de

trecere.
8. Sa da forma patratica 2: R* #R, definita prin
2 (%)= (6 = 265 + 2% = 2xx* — (X2 + 26 — 4x2x* + (¢ = 2(x* f.
Utilizand metoda lui Gauss, metoda lui Jacobi si, respectiv, metoda valorilor proprii, sa

sereduca #2laexpresia canonica si sa i se determine signatura.

9. Sa se reduca la forma canonica

i) 2 (x Z( ‘) +> XX, x=(xl,...,x”)eR”.

i=1 i<j

i) 2 (x ZxxJ x=(xl,...,x”)eR”.

i<j

i) 2 (x) Zn:( ) ——Zx x), x=(xl,...,x”)eR”.

i=1 I<J

10. Pentru fiecare din urmatoarele forme patratice, sa se gaseasca o baza orto-

normata fata de care forma patratica sa aiba o expresie canonica.

i) 7. RE#R,  2(x)=3(xf +6(x2f + 3] - ax'x* - 8x'x® — 4x2x°,

iy 7. R®#R, 2 (x)= (] + (] —5(*) + 6x'x+4x2°

i) 2: R* #R, 2 (x)= (6 + (x2F + (0 F + (x* ] + 2x%2 = 2xx* — 2% + 2x°x*
11. Sa se reduca la forma canonica prin metoda lui Gauss formele patratice:

i) #:R® #R, 2 (x ( ) 3(X) +5( ) —AX' X2 + AXPXE

i) 7: R® #R, 2(x 1](x ) +10( ) + 6(x3)2 —12x'%% —8x2X% + 4x™°

iii)2: R#R, 2 (x) = 20¢f + 203 ) + 20 F +2(x* ] —6x'x% + 4x'x* + 4x°x° - 6x°X"

iv)Z: R* #R,

Ax) = (6 =202+ (62 + (x4 + 4% —10x3%® + 4x2x° + 2XX* + 4x°X* —10X°X*
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12. Sa se reduca prin metoda lui Jacobi urmatoarele forme patratice
i) 7: R #R, 2 (x)= () +2(x*) + 2x'x* — 2x*%°
i) 2 R® #R, #(x)= 1](x1)2 +10(x? )2 +6(x° )2 —12x'x* —8x°X% + 4x*%°
iii) 7:R* #R, 2 (x) = (x ] + 2 f + 3 f +3(x*f — 2x'x® — 2x°x° + 2x'x* + 6x°X"
13. Se da forma patratica
7:R>#R, 7(x)= a(x1)2 + 2% + ;/(xz)2 +2xX'%° —4x*x%, cu a,pB,7 €R.
Ce conditii trebuie sa satisfaca «, f si y pentru caforma patratica sa fie pozitiv defini-
ta ?

14. Sa se arate ca forma patratica

2. R" %R, 2(x Zn:

|l]ll+|J_||
este pozitiv definita.
15. Se da matricea
3 0 11
0O -500
A:
1 0 0O
1 0 0O

S4 1 se scrie forma patratica corespunzatoare si sa se reducd la expresia canonica.
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II.GEOMETRIE ANALITICA IN E;

In cele ce urmeazi sunt prezentate notiunile introductive in geometria analitica din
gpatiul punctual tridimensional (notat E3): segmente orientate, spatiul vectorilor legati,
gpatiul vectorilor liberi, operatii cu vectori, planul si dreapta in spatiu, sfera, cuadrice
nedegenerate si cuadrice degenerate, aceste obiecte (figuri) geometrice sunt tratate cu
mijloacele algebrel.

Obiective care decurg din studiul acestui capitol sunt ca studentii:

- S defineasca segmentul orientat, operatia de adunare a segmentelor orientate,
operatia de Inmultire a segmentelor orientate cu numere reale, spatiul vectorilor legati,
spatiul vectorilor liberi, baze si repere in spatiul vectorilor liberi, proiectia unui vector pe o
dreapta, unghiul a doi vectori liberi, produsul scalar, produsul vectorial, produsul mixt,
dublul produs vectorial, planul in spatiu, dreapta in spatiu, fascicul de plane, stea de plane,
sfera, puterea unui punct fata de o sfera, cuadrice, elipsoidul, hiperboloidul cu o panza,
hiperboloidul cu doua panze, paraboloidul eliptic, paraboloidul hiperbolic, cuadrice
degenerate;

- & recunoasca formele analitice ale acestor notiuni in enuntul oricarei probleme sau
in cadrul oricarui text de specialitate;

- & calculeze proiectia unui vector pe o dreapta, produsul scalar si produsul vectorial
a doi vectori liberi, produsul mixt si dublul produs vectorial a trei vectori liberi, distanta de
la un punct la un plan, distanta dintre doud plane paralele, unghiul dintre doua plane
orientate, unghiul a doua drepte in spatiu, aria unui triunghi din spatiu, unghiul unei drepte
cu un plan, distanta dintre doua drepte in spatiu, unghiul dintre doua sfere, puterea unui
punct fata de o sfera, centrul unei cuadrice (cand este cazul);

- &i descompund un vector dupa trei directii oarecare in spatiu;

- i determine ecuatia planului si ecuatiile dreptei, ecuatia sferei si ecuatia oricarei
cuadrice in conditii bine stabilite;

- S deduca ecuatia normald a unui plan scris in orice forma, pozitiile relative ale
unor plane date, ecuatia unui fascicul de plane, ecuatia unei stea de plane, intersectia unei
drepte cu un plan, pozitiile relative ale dreptelor, pozitia unei drepte sau a unui plan fata de
0 sfera, ecuatia planului tangent la o cuadrica;

- &d reduca ecuatia cuadricel laforma canonica.
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1. SPATII ALE VECTORILOR DIN E3

1.1. Segmente orientate. Echipolenta

Fie E; spatiul punctual tridimensional (sau spatiul geometric) al geometriei ele-
mentare, conceput ca o multime de puncte . Geometria elementara este geometria in ca-re
este admisa axioma paralelelor : “Printr-un punct exterior unei drepte, trece cel mult o
dreapta paralela cu dreapta data . Dreptele si planele sunt submultimi ale lui Ez. Punctul,
dreapta, planul si spatiul Ez sunt notiuni primare legate prin anumite axiome, cunoscute din
geometria elementara .

Consideram multimea A a tuturor dreptelor din Es. In mutimea AxA introdu-cem
relatia p:="dyl | d, saudy=d,”. Aceastaare proprietatile:

o reflexiva: dip di;
e gSmetrica: dacadip dy = dhp d;
e tranzitiva: dacidip dy si dop dz =dip ds,
adica p este o relatie de echivalenta pe A pe care 0 notam cu “~” .

DEFINITIA 1.1. Submulfimea {d’eA/d’~d}:=Clq atuturor elementelor care sunt
echivalente cu un element dat d eA se numeste clasi de echivalenti contindnd d.

Deoarece d~d, atunci de Cl ; si orice element d’e Cl;, se numeste reprezentant al
clasai Cl,.

PROPRIETATEA 1.1. Mulfimea claselor de echivalenta prin relatia “~" este o
partitie (Clasa de submultimi rezultata din descompunerea unei multimi) a multimii A, in
sensul ca A este o reuniune de submultimi disjuncte.

DEFINITIA 1.2. Se numeste directia dreptei d A, clasa de echivalenta a re-

lagiei "0y//dy sau dh=dy” in care d este un reprezentant al acestei clase.
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Altfel exprimat, o directie este multimea tuturor dreptelor din spatiul E3 cu
proprietatea : "dy | d, sau dy = d".
DEFINITIA 1.3. Se numeste segment orientat orice pereche (A,B) eEs x Eg3, in care
A si B sunt puncte din Es.
Senoteazi (A,B) = AB. Grdfic (figura1.1.) este o sigeatd de la A la B. A se
numeste originea segmentului orientat AB ,iar B se numeste extremitatea segmentu-Iui
orientat AB. Dreapta determinati de punctele A si B se numeste suportul seg-mentului

orientat, AB:=sup AB .

A > B
Figural.l.

Caz particular. Daca A = B segmentul orientat AB se numeste segment ori-entat
nul, grafic reprezentandu-se printr-un singur punct A, iar sup AA este nedeter-minat .

DEFINITII 1.4. 1. Lungimea,norma sau modulul unui segment orientat AB este
distanta dintre punctele A §i B. Se noteaza d(A,B) :" AB ||

2. Direcfia unui segment orientat AB, cu A =B, este directia sup AB . Seg-mentele
orientate nule au directia nedeterminata.

3. Segmentele orientate AB si BA senumesc opuse. Avem AB =BA < A=B.

4.Fie AB un segment orientat nenul. Se numesze sens de parcurs pe sup AB , sensul
dela A spre B.

5.0 dreapta impreuna cu alegerea unui sens de parcurs, se numeste dreapta
orientata.

6.0 directie impreuna cu unul din cele doua sensuri posibile, se numeste di-

rEctie orientatd.

7.Doud segmente orientate nenule si CD au acelasi sens, daca:
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a) sup AB =supCD =d si sensul de parcurs determinat de AB pe d este acelasi cu sensul
de parcurs determinat de CD ped (fig. 1.2.a).

b) sup AB//supCD si extremitdtile lor (B si D) se afld in acelasi semiplan (fig.1.2b) din
planul dreptelor suport, determinat de sup AC , adicid D e(sup AC ,B sau Be(sup AC D (

adici B apartine semiplanului determinat de sup AC si punctul D) .

/A &
A/’?C/B/

DEFINITIA 1.5. Doud segmente orientate nenule se numesc echipolente daca au

C Figural.2.b
/ N

aceeasi directie, acelasi sens si aceeasi lungime.

Notatie. Daci AB si CD sunt echipolente, aceasta se noteazi cu AB~CD (vezi
fig.1.3).

/A 5

C D

£

Figural.3.
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TEOREMA 1.1. Relaria de echipolenta are urmatoarele proprietati :
1. esteoréeatie de echivalenta ;
2. AB~CD < BA~DC (echipolenta opuselor) ;
3. VAB si CeEs= IDeE; adtfel incar AB~CD ;
4. AB~CD < AC ~BD (incrucisarea echipolentei).
Demonstratie. Primele trei proprietati sunt imediate. De asemenea si proprie-tatea 4
este evidenta in cazul in care punctele A, B, C, D nu sunt coliniare (fig.1.3.)

Daca cele patru puncte se gasesc pe o aceeasi dreapta d (fig.1.4.), considerdm o

dreapta arbitrara d’ paralela cu d si prin A, B, C, D ducem drepte paralele intre ele si

A

neparalele cu d. Acestea vor intalni dreapta d’ in A’, B’, C’, respectiv D’. Echipolenta
AC ~BD poate fi dedusi din A'C'~BD, iar aceastadin AB~C'D.

Din egdlitatea triunghiurilor AA’B si CC’D deducem ABA'=CDC' deci A'B si
C'D au aceessi directie. Ma mult, B si D sunt de aceeasi parte a dreptei A'C'deci A'B si
C'D au aceessi orientare. Tot din egalitatea celor doua triunghiuri rezulta ci si lungimile
lor sunt egale, deci A'B~C'D . Mai departe prin incrucisare

AB~C'D = AC'~BD.

d A & O
- "1 >
/ r <
/ o a3 / / e g /
/ - [ 2 /
) F.5 & /, j // i 7
d A7 &, IC D,
Figura1.4.

Dar AC ~A'C' si folosind proprietatea de tranzitivitate,rezulti AC~BD. o



140  ELEMENTE DE ALGEBRA LINIARA SI GEOMETRIE

1.2.Spatiul vectorilor legati din E

Fie OcE; un punct fixat si multimea

{ OM | MeE3} :=To(Es) M P
a segmentelor orientate din E3 cu originea
in O. Introducem in To(E3) operatiile :
1.Adunarea segmentelor orientate
din To(Es3) definita de relatia

OM +ON =OP, 0 N

in care punctul P este simetricul punctu- Figura 15
lui O fata de mijlocul segmentului [MN].
Aceasta regula este echivalenta cu regula paralelogramului sau cu regula triunghiului
(fig.1.5.).

2.0peratia de inmultire a segmentelor orientate cu numere reale definita de:

a)dacd OM =O;_ si 40, atunci A-OM este vectorul care are SupOM =supi OM , acelasi
senscu OM daci A > 0 si sens contrar daci A < 0, iar lungimea este| Al -HOM H ;

b)daci OM =0, sau 2 =0, atunci »-OM =00.

TEOREMA 1.2. Multimea To(Es) formeaza un spatiu vectorial real in raport cu
operatiile de adunare a segmentelor orientate si de inmultire cu scalari a segmen-telor
orientate.

Demonstratie. Este elementara (ca exercitiu). O

DEFINITIA 1.6. Spatiul vectorial To(Es) se numeste spatiul vectorial tan-gent la
Es in O. Elementele sale se numesc vectori legari in O sau vectori tangensi in O la Es.
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Cazuri particulare. 1.Feo dreapta d din E3 si Oed, multimea
{ OM | Med} :=To(E1) este un subspatiu vectorial a lui To(Es). Subspatiul To(E1) se
numeste dreapta vectoriala tangenta in O la Es.
2.Fie o un plan si Oco.. Multimea { OM | Mea}:=To(E>) este un subspatiu vectorial al lui
To(Es). Subspatiul To(E2) se numeste plan vectorial tangent in O la Es.

1.3. Spatiul V al vectorilor liberi din E3 . Vectori coliniari, vectori
coplanari in V

DEFINITII 1.7. 1.Clasele de echivalenta ale segmentelor orientate relativ la relatia
de echipolenta se numesc vectori liberi . Directia, sensul si lungimea care sunt comune
segmentelor orientate ce definesc un vector liber se numesc directia, sensul si lungimea
vectorului liber. Fiecare segment orientat din clasa numita vector liber este un
reprezentant al clasel . Notam multimea vectorilor liberi din spatiul Es cu V. Vec-torii

liberi 7i vom nota cu literele mici ale alfabetului latin, prevazute cu sageatad dea-supra.
2.Fie dsi b doi vectori liberi si punctul O E3. Fie OA un reprezentant al clasai lui & si
OB un reprezentant al clasel lui b . Se numeste sumd a vectorilor asi b vectorul liber
¢ ~OC =OA+OB i notam ¢ =a+b .

3.Fie d eV, 1eR i O eEs. Fie OA un reprezentant al clasei lui 4. Se numeste produ-sul

vectorului & cu scalarul 4, vectorul liber b ~1O0A si notim b=13.

PROPRIETATEA 1.2. Multimea vectorilor liberi V din Es inzestrata cu ope-ratiile
definite prin definiziile 1.7. 2 i 3 formeaza un spatiu vectorial.

DEFINITII 1.8. 1.Doi vectori a,b €V \{/O, } se numesc coliniari daci au aceeasi

directie. Vectorul nul avind directia nedeterminata, se considera coliniar cu orice vector
dinV.
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2.Trei vectori &,b,¢ eV\{Q, } senumesc coplanari daci O <Es, reprezentanyii

OA, 0B, OC ai claselor lui &,b, respectiv € sunt situasi in acelasi plan. Vectorul nul se
considerd coplanar cu oricare doi vectori din V.

TEOREMA 1.3.(1). Doi vectori d,b €V \{Q, } sunt coliniari <> depy/a,b ;

(2). Trei vectori d,b,¢ €V \/O, } sunt coplanari<> depy/ a,b,c }.
Demonstratie (1). Presupunem &,b eV\{ O, } si &,b coliniari, atunci au ace-lasi
a_ b

E iH , cu [[a] = Osi HBH #0,de unde”ﬁ”éfr |a]b =0, , deci depy{ &b }

Reciproc, presupunem ¢a 3a, B R, a’+ 2 #0sia a+ B b=0,.Daci o =0

Versor

sif#0 = b=0,;daciinsda ¢#0s5i =0 = a=0,,deci a=0si f#0,de
unde a=-L5 .

a
(2). Presupunem 4&,b,¢ eV\{ év} si liniar dependenti, adica Ja, S,y €R,

a_. —

a’+p2+y*#0sia d+p b+y =0, .Fiey =0, atunci Cz—Ea——b , iar repre-
/4

zentantii claselor respective OA, OB, OC, VO e Es verifica relatia OC = —gOA—EOé , adica
/4 /4

OC se &l in planul determinat de OB si OC .

Reciproc, presupunem &,b,¢ eV\{ O, } si coplanari, atunci VO e E3 reprezentantii

claselor respective OA, OB,OC sunt B
in acelasi plan.

Presupunem ca semidreapta (O,Cc int AOB. Proble- N

ma se reduce la constructia unui paralelogram cu dia-

gonala OC iar laturile situate pe supOAsi sup OB, ca

M

Figura 1.6.
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in figura 1.6.
Dar OM =—qOA si ON = OB cua® + 82 # 0, unde

OC = 0 OA+B OB sideci c=ad+pb. o

Consecinte 1.1. 1.Cricare doi vectori liberi necoliniari sunt liniari indepen-denti.
2.Oricare trei vectori liberi necoplanari sunt liniari independenti.

1.4.Baze si reperein V

TEOREMA 1.4.Spatiul vectorial real V al vectorilor liberi din Es are dimen-

siunea 3.

Demonstratie. Fie &,b, ¢ trei vectori

necoplanari. VVom arita ca {a, b, 6} este 0 bar

za in V. Din teorema precedenta rezultd ca

{d,b,¢} esteun sistem liniar independent.

Ramane de dovedit ca este si sistem generator
alui V. Figural.7.

Luam ca origine a segmentelor orientate care reprezinta vectorii din V un ace-lasi
punct O, iar reprezentantii vectorilor a,b,& pe OA, OB respectiv OC . Punctele O, A, B, C
nu sunt in acelasi plan (fig.1.7).

Fie % arbitrar in V cu reprezentantul OM . Paralela dusi prin M la OC inter-
secteaza planul OAB 1n My. Paralela prin Mg [a OB si OA intersecteaza, respectiv, dreapta

OA in A',dreapta OB in B'. Dreptele MoM si OC fiind paralele determina un plan. Paralela

prin M laOM se afla in acest plan si intersecteaza dreapta OC in C’. Avem :

OM =OM, +OC', OM, = OA'+OB'
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deci
OM = OA+OB'+OC'.
Dar OA' este coliniar cu OA, OB' cu OB, OC' cu OC, deci existi Ja, 3,7 €R astfel

incit OA=a-OA , OB'=8-OB , OC'=y-0OC siavem

OA=¢-a , OB=p-b , OC=y-¢C
si
X=a-d+pB-b+y-C.
Cazuri particulare I. Daci x=0O= M coincidecu Osi X poate fi scriscao

combinatie liniara formatd cu &,b, €, in care toti scalarii sunt nuli,

Il. Dacd %#Oeste coliniar cu a, M se afla pe dreapta OA si Xvafi deforma X=« a cu
« # 0. Rezultate analoage pentru cazurile cand % ar fi coliniar cu b sau €.
I1l. Daca X=O nu este coliniar cu nici unul din vectorii &,b, ¢, dar este coplanar cu
a si b, atunci M se afla in planul OAB si X poate fi exprimat sub formax =« a+ b cu
af3 # 0. Rezultate analoage se obtin in cazurile cAnd X, b, € sau X, €, d sunt copla-nari.
Consecinte 1.2. 1.Daci B =(§,€,,8,) este 0 bazd a lui V, atunci pentru vx eV
avem
X = X' + X6, + x%8, = B[x],
unde
%], = (x*, x%,x%) e R®
2.Daci baza B =(§,6,,8,) estefixata in V, se poate stabili un izomorfismintre V si R®
prin aplicatia
fo:VoR, f(%)=[x]5-
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PROPRIETATI 1.3. Dacd B este o bazd in V atunci egalitatea vectorilor, adu-
narea vectorilor si inmultirea cu scalari a vectorilor se reduc la aceleasi procedee cu
coordonatele vectorilor in R®:

g t

— t
(1)da=b < a'=b', a’=b?, a®=b° cua=B(a'a’a’),, b=B(b"b%b%),;
(2)d+b=¢ < al+b'=c!, a?+b?=c?, a*+b’=c’®cu ab,ceV ;
(3) 2d=b < Ja'=b', 1a’®=b? J1a®=b% culeR, dbeV .

Demonstratie. (1) 4=b < B-[d], =B-ply < [d], =pp} <

o (a4a%a)=(b"b%b?) < a'=b', a’=b?, a®=b’.

(2) si(3) analog cu (1). O

Consecinte 1.3. (1) Doi vectori sunt coliniari < coordonatele lor sunt pro-
portionale.
(2) Trei vectori sunt coplanari < matriceaformata din coordonatele lor are rangul strict
mal mic decat 3.
(3) Trel vectori nu sunt coplanari < rangul matricei formate din coordonatele lor este

3.
Demonstratie. (1) rezulta imediat din Proprietatea 1.3.(3).
(2) Fie 4,b,6 eV\{ O, } coplanari < &a=a b+ f ¢ (conform Teoremei 1.3.(2))
& at=ab'+pc, a®=ab’*+pBc* a’=ab’+pc® (conform Proprietitii
at bt ¢ ab'+pc b ¢

1.3.2)) < matricea|a® b*> ¢®|=|a b+ B ¢ b*> c¢* |aredeterminantul =0,
a® b ¢ abl+pc® b ¢
deoarece coloana intai este o combinatie liniara a celorlalte << rangul matricel coordo-

natelor celor trei vectori este strict mai mic ca 3.

(3) evidenta din Consecinta 1.1.(2). 0



146 ELEMENTE DE ALGEBRA LINIARA SI GEOMETRIE

DEFINITII 1.9. FieB = {4, b, € } 0 bazi in V, un punct fixat O in Es si vecto-rii
reprezentativi OA, OB, OC ai claselor &,b, respectiv ¢ . Se numeste reper in Es
ansamblul /O;(OA, 0B,OC )}, in care punctul O se numesze originea reperului . Dacd
dreptele suport au proprietatea ci  sup OA=0x, supOB =0y, supOC =0z i sunt
orientate in sensul vectorilor @,b , respectiv ¢, atunci in loc de reperul {O;(OA, OB, OC )}

consideran triedrul Oxyz care are axele de coordonate Ox, Oy, Oz si planele de
coordonate xOy, yOz, zOX.

Prin alegerea reperului in Es, oricdrui punct P €Es ii corespunde vectorul OP eTo(Es) care

se numeste vectorul de poztie al punctului P (in raport cu reperul ales) si reci-proc,
oricdrui vector de pozitie OP din To(Es) ii corespunde un punct P din Es, care

este extremitatea lui OP .

1.5.Probleme rezolvate

1.Fie a,b, ¢, vectorii care coincid cu laturile unui triunghi ABC.
i) Si searate ca a+b+¢c=0.
i) Si se exprime vectorii care coincid cu medianele triunghiului in functie de &,b,¢ .

111)Sa se arate ca vectorii care coincid cu medianele pot forma un triunghi.

Rezolvare. i) Folosind regula triunghiului pentru adunarea vectorilor (vezi paragraful 1.2.),
in triunghiul ABC (fig.1.8.) avem AB+ BC = AC, deunde AB+ BC +CA=0), deci
a+b+c=0.

ii) Tot din regulatriunghiului rezulta
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AA'= AB+BA', deci AA'=C+-4a.

N

Prin permutari circulare obtinem vectorii care

coincid cu celelate mediane:
BE—a+~b , CE=b+1¢ .
2 2

iii) Adunand membru cu membru egalitatile

obtinute la punctul ii), gasim

|
|
w
Ol

AA'+BB'+CC =—(a+b + ) §t Figura1.8.

N

conform cu i) rezulta AA+BB+CC'=0O care reprezinti (conform cu i))

conditia ca trei vectori sa formeze un triunghi.

2.5 se demonstreze ca :
i) medianele unui triunghi sunt concurente,
i) GA+GB+GC =0, unde A,B,C sunt varfurile triunghiului ABC si G centrul de greutate.

Rezolvare. i) Fie &b, ¢ vectorii de pozitie ai varfurilor triunghiului ABC (fig.1.9.).

Vectorii de pozitie ai mijloacelor laturilor sunt :

ol

oh=2*C op=C*d e
2 2 2

Considerim ca AG =2GA' , unde G este
punctul de intersectie al medianelor. Rezulta
r(GQ-rA)=2(r(A)-r(Q) <

3r(G):a+2-b—;C@ F(e)=22F¢

w | T

B
b
0

Figura1.9.
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Urménd acelasi rationament pentru vectorii medianelor BB'siCC', obtinem acelasi vec-

tor de pozitie pentru centrul de greutate. Rezulta ca medianele sunt concurente intr-un

punct situat pe fiecare din ele la é devarf.

i) Avem GA+GB +GC = (T (A) —F (G)) + (7 (B) =T (G)) + ( (C) —F (G)) =

=3+b+¢-37 (G) = O, unde am folosit expresialui ¥ (G) dini).

3.Fie vectorii f, = m'a+n'b + p'c, F, = m?a+n’b + pc, descompusi dupa
directiile vectorilor &,b,& necoplanari. Si se determine relatia care trebuie sa existe intre
coeficientii descompunerii, astfel ca
DE=F, : i)h=af.
Rezolvare. i) f, =F, < ma+n'b+p'c=m?d+n*+pc <
< (m*=m?)-a+ (n"=n?)-b +(p'- p?)-c=0

Tinind seama de Consecinta 1.1.2.=> m'-m’=0, n'-n*=0, p'-p*’=0 =

= m=m? n'=n? p'=p’
ii) Din - m'a+n'+ p'c =a (Ma+n%+ p%c) =
= (ml—a m2) é+(n1—a n2) 5+(pl—a p2) ¢=0.
. m' _n !
Deci m'-a m*=0, n'-a n’=0, p'-a p®=0, dincae —=— =—
m> n®* p

AFievectorii F 1= -23a-b +3¢, F,=33-2b-C §i [ 3= —a+3b -2C, des-
compusi dupa directiile vectorilor &,b,& necoplanari.
1) Sa se arate cd vectorii I, T,, I, sunt coplanari.

i) Sa se interpreteze rezultatul obtinut.
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Rezolvare.i) DinTeoremal.3. (2)rezulta o i+ S I, +y T, =Osia, B, y nusunt
smultan nuli. Deci
o (-2d-b+3c)+p (Ba-2b-¢)+y (-a+30-2)=0 <
(-22+3B-y) d+(-a-28+3y) b+(@a-p-2y) =0
-2a+3p-y=0

siindy{ a,b,6}={-a-28+3y =0 .
30-B-2y=0

Solutia sistemului este = B =y = A, cu A €R . Intre vectorii dati exista relatia

AT+AT,+A1,=0, 1eR.
i) Pentru A =1 relatia din i) devine F, + T, + T, = O si conform cu Problema 1, lungimile

vectorilor 1,, T,, r, suntlaturile unui triunghi.

5.54 se descompuna vectorul d=i-3]+2k dupa directiile vectorilor :

a=i+] , b=j+k , €=V +2]+3k.

Rezolvare. Avem i -3j+2k =a ((+])+ (T+E)+y (T+2T+3l2),deunde
a+y=1

a+ f+ 2y =-3. Prinrezolvarea sistemului obtinem o = -2, f=-7, y = 3. Obtinem
P+3y=2

descompunerea
d=-—2a-7b+3%.

6. Mijloacele A1, B1, C; aelaturilor unui triunghi ABC sunt date prin vectorii de
pozitie T (A1), I (B1), T (Cy). Sa se determine vectorii de pozitie ai varfurilor A, B, C.
Rezolvare. Notim cu &,b,¢ vectorii de pozitie ai varfurilor A, B, respectiv C.Avem:

Alél = Bl'&’ BlAl = Clé’ Clél = Alé =
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r(Cy)-r (Ay) =a-r1(By)
F (Ay)-T (By) =b—F (Cy)

r(B1)-r (Cy) =C-r (A1)

din care,
=T (B]_)'*' r (Cl)— r (Al),
=T (C)+7 (A)-T (By),
M (A)+T1 (B)-T (Co).

Ol T

Figura 1.10.

1.6.Probleme propuse

1.Fietetraedrul A A,A;A, sivectorii care coincid cu muchiile tetraedrului ce pornesc din
A, AA =3a,, AA =4, si AA, =4,.Sase exprime cu ajutorul acestor vectori celelalte
muchii ale tetraedrului.
2.Seda triunghiul A A, A, siun punct oarecare O in planul sdu .Sa se demonstreze ca daca
G este centrul de greutate a trunghiului atunci

OA, +OA, +OA, =30G.
3.Vectorii &,b, ¢ sunt coplanari, concurenti si cu extremititile pe aceeasi dreapta <> este
satisfacuta relatia C=a -a+ (1—a)-6 , CUaeR.
4.Mijloacele laturilor unui triunghi ABC sunt A (3-2), B,(21), C,(4,4). Sa se de-

termine coordonatele varfurilor triunghiului.
5.54 se demonstreze ca suma patratelor distantelor unui punct oarecare, situat in planul unui
dreptunghi, la doua varfuri opuse ale dreptunghiului este egala cu suma patratelor

distantelor aceluiasi punct la celelalte doua varfuri ale dreptunghiului.
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6.Dandu-sevectorii a=i +3] +9k, b=-2 +3]-5k, ¢=8-7]+11k,

d =2 +3j +k, si se determine vectorii F 1=a+2b+3¢+4d si F ,=3d-b+26-d.
7.S4 se determine scalarul o.eR astfel incat vectorii 4= 2mM+3fisi b=mM—a N i fie
coliniari, atunci cand m si 1 nu sunt coliniari .

8.Fievectorii a=i+a j+k sib=pT+3]+kcua, S eR. Sisedetermine sca-larii
a si B astfel incat vectorii d si b si fie coliniari.

9.S4 se arate ca punctele P,(2,4,1), P,(37,5), P,(4109) sunt coliniare,

10.Fie E un punct oarecare pe mediana AD atriunghiului ABC. Dreptele BE si CE in-
talnesc laturile AC si AB in F , respectiv G. Sa se demonstreze ca FG este paralela cu BC.
11.Find date doua drepte paralele AB si CD, se unesc punctele A si B cu mijlocul M al lui
CD ; senoteaza cu E si F punctele in care aceste drepte taie pe AC si BD. Sa se
demonstreze ca EF si AB sunt paralele.

12.Se da un paralelogram ABCD. O paralela la laturile opuse AB si CD intalneste pe AD in
G sipe CD in H. Dreptele EH si GF se taie intr-un punct |I. Sa se arate ca pun-ctele A, Csi |
sunt coliniare.

13.intr-un trapez isoscel ABCD se cunoaste baza mare AB = &, unadin laturile nepa-ralele
AD =D si unghiul dintre ele A=% Si se descompund dupa & si b toti vecto-rii care

alcatuiesc celelalte laturi si diagonalele trapezului.
14.Sa se determine vectorul director al unei indltimi dintr-un triunghi ABC dat.

15.S4 se determine vectorul de pozitie al piciorului indltimii AA’ din triunghiul ABC.
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2.0PERATII CU VECTORI LIBERI

2.1.Proiectii. Definitii. Proprietati.
Fie I'T multimea planelor din spatiul geometric Es. Se verifica usor ca relatia de
paralelism definita pe multimea I1 este o relatie de echivalenta.
Clasa de echivalenta a unui plan «t;:
7, ={mnell | 7 ||7rl }
se numeste directia planului ;.

DEFINITII 2.1. Proiectia unui punct M,

dupd directia unui plan =, pe o dreapta d nepara- /M' Y

lela cu 7, este intersectia My cu dreapta d a planu-

lui caretrece prin M si este paralel cu 7 (fig.2.1.).

Daca 7 este perpendicular ped, Mose

numeste proiectia ortogonald sau, mai scurt, [ /

Mo este proiectia lui M pe dreapta d . Figura2.1.

DEFINITIA 2.2. Proiectia unui vector X = AB €V pe o dreaptd d este vec-torul

X=A, L5>0 , unde Ag si Bosunt proiectiile punctelor A si B pe dreapta d.

Notatie. X, =Pr, X.
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DEFINITIA 2.3. Fied o dreapta arbitrara si G, unvector care are directia

dreptei d, cu |[i] = 7. Perechea (d, i) se numeste dreapta orientati .

Observatia 2.1. O dreapta d poate fi orientata in doua feluri deoarece exista doi
vectori avand directia dreptei si norma egald cu 1 si anume U si—U . Dreptele ori-entate (d,

u) si(d,—U) au orientari opuse.

DEFINITIA 2.4. Fie X= AB un vector arbitrar dinV, (d, G) o dreaptd orien-tatd

SI

xi

Xy = Aoéo =Pry

Fie AeR cu proprietatea ca X o= AU . Prin abuz de limbaj, A se numeste pro-iectia

lui X pe dreapta orientata (d, U) sau inca, proiectia lui X pe U §i se noteazd
PrgqX=4, respectiv pryX=2.

Fie VO arbitrar, avind aceeasi orientare cu versorul G . Tot prin abuz de limbaj, 1

Se numeste proiectia lui X pevectorul v si se scrie
proX=41.

O judtificare a acestei definitii este urmatoarea :
vXeV, pryX=X, apartine subspatiului ge-

nerat de U sau V. Luand in acest spatiu ca ba-

za {u} (cu u versor, respectiv U:”_g” ), A

este coordonata lui X, in raport cu baza { U }
si 1l determind complet pe X, din acest sub- Figura2.2.

gpatiu . Deci faptul ca in locul unei drepte d am considerat dreapta orientata (d, 4) ne-a
permis sa reprezentam proiectia unui vector X € V printr-un scalar 4, coordonata sa in

raportcu { U }.
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Retinem, deci, ca proiectia unui vector pe o dreapta este un vector, iar pro-
iectia unui vector pe o dreapta orientata este un scalar (Un numar real).

TEOREMA 2.1.Proiectia pe o dreapta orientata (d, U ), Sau proiectia pe U, are
urmatoarele proprietati:

pry(X+y)=pryX+pr,y , VX VeV,
pri(1%)=2 pr,x . VAieR, VxeV.

Demonstratie . Fie O un punct pe dreaptad si U =OU versorul dreptei orien-
tate (d, U) (dinfig.2.2.). Fie G'= OU" si U''= OU"" doi vectori perpendiculari pe G si
perpendiculari intre ei. Evident { G,U',U"" } este 0 baza in V. Repetand constructia din
Teorema 1.4., pentru X = OM arbitrar din V' se obtine

X = OP + OP'+OP".

Se observi ci OP = prgX. Mai departe, cu

avem
X=a u+a'i'+a"l"
unde o = pr;X.

Procedand analog cu un vector arbitrar y € V, obtinem

y=pgu+pu+pu",
unde g = pr,y.
Deducem X+y=(a+p) i+(a+p) G+a"+p") 0",
A %=(Aa) G+ (Aa') G+(2a") O,
deci

pr, (AX) = Aa = Apr,X. 0
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DEFINITIA 2.5. Unghiul format de doi vectori X = OA si  =OB este unghiul

0</0, ], format de semidreptele OA si OB.

Notatie. 0=(X,Y).

2.2.Produsul scalar. Ortogonalitate

DEFINITIA 2.6. Se numeste produs scalar peV aplicatia J: Vx V—R data
prin
I (% ¥)=|x||¥]-cose, VX VeV, cub=(X, )
Notatie . JI(X,y)=X-Vy .

Observatii 2.2. 1.Daca X # Yy, conform Defi-

A
nitiei 2.4. si din desenul alaturat (fig.2.3.), z/"/
0 B

|X|cos6 = pryx.

y

Analog daca X = O ||y cosé = pr,y . Cu acestea

!
!
I
l
|

X-y =[x|pr.y =[5]pryx.

o<l y

2.Deoarece |cosd| <1, rezultd imediat _
Figura2.3.

%3 <[%|-]9] + vxyev.
3.%-y=0 < %=0 sau y = O sau unghiul( %, *):E .
TEOREMA 2.2. Produsul scalar are urmatoarele proprietati :

y.

xi

1. 5’(' ] Vi,yeva

<!
I

2. (X+y) 2=%-2+V-2 , VX V,2€V;

+
<
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3. (A%)y=2(X-y), VX yeVsi 1cR;
>0 VXeV: %-%=0o %=0.

Demonstratie . Prima si ultima proprietate rezulta imediat din Definitia 2.6. Pentru

celeldte folosim Observatia 2.2.1. si Teorema 2.1. Pentru proprietatea 2 :
—daca 7z =0, proprietatea de distributivitate (2) este verificata ;
—daci 2# O, avem:
(%+y)-2=[2]- pr,(x+¥)=[Z-(pr,x+ pr,y)
si, cum in multimea numerelor reale are loc distributivitatea Tnmultirii fatd de adunare,
obtinem
(%+y)-z2=|Z|pr,x+|Zpr,y=%-2+y-2.
Pentru proprietatea 3 :
—daca y =0, proprietatea este verificata ;
—daca y= O, avem:
(1%)- 5= |5l pry (2 %)= |52 pryx =2 [3]pr,%.
deci
(2%)-y=2 (x-9). 0
DEFINITIA 2.7. Doi vectori X,y €V sunt ortogonali daca X-y=0. Se spune ca un

vector este normat daca

df=1.

Observatia 2.3. Daci %,y eV\{ O}, atunci X-y = 0= unghiul(X, ) = % si

vectorii X,y sunt ortogonali in sensul obisnuit al geometriel euclidiene. Dar X- y=0 si in
cazul cand X sau y este nul. Deci, vectorul nul a carui directie este nedetermina-ta, este

ortogonal oricarui vector din V si este ortogonal si lui TNSUsi.
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DEFINITIA 2.8. Un sistem de vectori {V,,V,,V, }cV este ortogonal daca vectorii

sunt ortogonali cate doi. Un sistem ortogonal format numai din versori se nu-meste

ortonormat.

Observatii 2.4. 1.Sistemul { v,,V,,V, }cV este ortonormat daca si numai daca
0, i# ] .
vV V. =6 :{ ) _J vi,j=1,2,3,

unde §;; este simbolul lui Kronecker.

2.0rice sistem ortonormeat { U,,U,,U, }cV este 0 baza a spatiului V.

3.Baza ortonormati din V se noteaza B={1, j,k }.

TEOREMA 2.3. FieB={U,,U,,U, /0 baza in V si doi vectori arbitrari
X = X', + X°0, + X’0; |
y=y'l, +y20, + y°u,.
Produsul scalar se poate scrie sub forma
X-y=x'y'+x°y? +x3y® |, VX yeV,

daca si numai daca B este o baza ortonormatd.

Demonstratie . Oricare ar fi baza B,

i=1

Reciproc, daci egalitatea din enunt este verificata vV X, ¥ €V atunci
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3 3
_ZXi-yj(ﬁi-ﬁj):ZXiyi , vX', y' eR.

i,j=1 i=1
Pentru x* = y* =1 (k fiind unul dinindicii 1,2,3) si X =y' =0, Vi #k egalitatea
sereducela G, -G, =1.Pentru x“=1, y"=1 kzm si x =0, VizKk,

y' =0, Vizm, egditaeadinenunt devine T, -G, =0. Deci

m

=0,

U -u km

m

adica baza B este ortonormata. O
Consecinte 2.1. (1) Daca a=a'i +a?] +a°k esteraportat lao bazi ortonor-mata,

avem||z§j|2 =a-a, deci

Jal =lat) + (@) + (&)
(2)Daci doi vectori a0, b= O sunt raportati la o baza ortonormata, atunci
a-b _ a'b' +a’b® + a’b®
8l J6] (et + @2 + @A + 02 + ()

2.3.Produsul vectorial

cos(é, 5) =

Reamintim ca directia unui plan n este clasa de echivalenta a lui  in raport cu
relatia de paralelism (inceputul sectiunii 2.1.).

Directiei unui plan 7 i Se poate asocia in mod unic directia unei drepte d per-
pendiculara pe planul &t si reciproc, directiei unei drepte d i se poate asocia in mod unic
directia unui plan © perpendicular pe d. n
‘1‘?\,

= 4
a

Exista doi vectori normati (versori) care

au directia dreptei d, perpendiculara

pe planul ©. Fie acestia i si—ni.

-

Figura2.4.
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DEFINITIA 2.9. Perechea (7, ni) formata cu un plan r si un versor i perpen-
dicular pe 7, se numeste plan orientat.
Evident, unui plan = 1i corespund doua plane orientate : (7, i) si (7w, —N).

Vom spune ca (mt, n) si(w, —A) au orientari opuse.

Intr-un plan orientat (=, fi) se poate defini un sens pozitiv de parcurgere pen-tru
orice curba simpla inchisa C — . Curba C (de exemplu un cerc sau un poligon convex)
determina in planul © un domeniu marginit D avand frontiera C (fig.2.4.). Un observator
asezat intr-un punct M eD si avand pozitia lui i, distinge doua sensuri in care poate fi
parcursa curba C :

— sensul trigonometric pe care il vom numi Sens pozitiv in planul orientat ;
— sensul contrar pe care il vom numi sens negativ in (w, i).

Evident, sensul negativ in planul (t, fi) coincide cu sensul pozitiv in (7,— ).

Reciproc, daci intr-un plan © s-a stabilit un sens de parcurgere pentru o curba simpla
inchisa C, planul orientat (w, i) in care acest sens de parcurgere este pozitiv, va fi complet
determinat.

DEFINITIA 2.10. Se numeste produs vectorial o aplicatie definita pe VxV cu
valori in V prin care unel perechi (X, y)eVxV ii corespunde un vector din V notat Xxy,

dat prin relafia:

el el g oy = e
%xy =[] yi-sinx,9) - 3 .
unde i este orientarea planului 7 determinat de ‘w’ - '\
reprezentanyii claselor lui X si y Cu Originea comund, ? o~ S5, D
> il

plan in care sensul pozitiv de parcurgere al parale- O\ -
logramului este dat de primul vector x al perechii \E - /
(%, ¥)- _

Figura2.5.
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Observatia 2.5. Daci X =OA si y=0B :>||)?>< )7” este egala cu aria

paralelogramului de laturi OA si OB.
TEOREMA 2.4. Produsul vectorial are urmatoarele proprietdti

Demonstratie . 1.Din definitia produsului vectorial rezulta imediat ca Xx Y si

y x X au normele egale si sensurile opuse.

2.Fie OcEj3 un punct fix si OA, OB, 0C , reprezentantii cu originea in O ai vectorilor X, Y,
respectiv zZ.
Se observi ci dacd AA'|OC, atunci OAx OC = OAXOC.

Fie it planul care trece prin O si este perpendicular pe OC (fig.2.5’.). Luam punctul

A’=pr,A, deci OA'= X' este proiectia vectorului OA pe planul 7 si

XX Z=X%XZ .

My
S, ..

x

A !
% S AL
= Figura2.5”.

Att
Figura2.5’.
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Orientarea vectorului OA' = X'xZ = Xx Z se obtine rotind in planul & vectorul X'= OA'
cu un unghi egal cu % in sens invers sensului trigonometric fatd de Z. Norma vectorului
OA' este
oA =[xz = [%-|] -

deoarece X'si 7 sunt perpendiculari. Deci produsul vectorial Xx Z = OA" se obtine din
% = OA prin urmitorul procedeu : se proiecteaza vectorul X = OA pe planul 7, proiectia sa
X' = OA'se roteste in planul 7 cu un unghi egal cu % radiani in sens negativ fata de Z si se
inmulteste vectorul obtinut cu ||2|| :

Vectorul yx 7 =OB" seobtine din y = OB in acelasi mod (fig.2.5".).

Fie X+ Y = OD . Acdlessi procedee vor duce OD in OD"=( X+y )xZ.
Proiectia pe planul &t a paralelogramului OADB este paralelogramul OA’D’B’, deci
OD'= OA+OB'.

Celelalte doua procedee transforma paralelogramul OA'D’B' tot in paralelogram
OA"D"B", deci

OD"=OA'+OB".
Prin urmare
(X+Y)xZ=XxZ+§xZ.
3. Daca A =0, egditatea este evidenta.

Daci 4 >0, vectorul A X aresensul lui X, (1 X)x yare sensul lui Xx ¥, casi
membrul drept A(Xx Y ).
Daca 1 <0, A X aresensopuslui X, deci (& X)xy aresensopuslui Xxy , casi

A (xxy).
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In ambele cazuri vectorii (ﬂ )"()x ysi A ()? X )7) au acelasi sens.Cei doi vectori au si

aceeasi norma :
[ %b<5] = |2 7] Islsno =|al-[<-[ssine.
2 &< ) =14 -[%> ¥ =|2]-[X]-|9]-sine,
unde 6 = unghiul( X, y). O

Consecinte 2.2. 1.Xx(y+2)=Xxy+XxZ, VX, y,Z€V.
2. %x(u y)=p (Xxy) , VX, VeV, VueR.

DEFINITIA 2.11. Vom spune Ca trei vectori necoplanari &, b,¢,cu reprezentanyi
OA, OB, OC, formeazi in aceastdi ordine un sistem drept (direct) dacd, notdnd
OD =axb, punctele Csi D sunt de aceeasi parte fati de planul determinat de punctele
O, Asi B (fig.2.6.(a)). In cazul cand C si D sunt in pdrti opuse, vom spune cd vectorii
a,b,¢ formeazi un sistem stang (indirect) (fig.2.6.(b)).

AD 4D

-—
arb’

Npléw ,,
YA VAN '

@ L7

Figura2.6.(a) C Figura 2.6.(b)
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Observatii 2.6. 1.Se constata ca daci (4&,b, ¢ ) este un sistem drept, lafel sunt si
sistemele (b, €, 4), (&, 4,b) obtinute prin permutiri circulare. Sistemele (&, ¢,b), (b, d,¢)
si(C,b,a) obtinute prin permutarea a doi vectori intre ei , sunt sisteme stangi.

2.Daca B=(T, |,k ) este 0 baza ortonormata dreapta, atunci

TEOREMA 2.5. Daca X, y €V sunt exprimayi intr-0 baza ortonormata dreapta

(i, ],k), adica
X=x9 +x2]+x%k, V=v4i +y2]+ VK,
atunci produsul vectorial se scrie sub forma
Xx :(xzy3 - x3y2) i +(x3yl - x1y3) i +(x1y2 -~ xzyl) k
Demonstratie . Tinand seama de proprietatile produsului vectorial, efectuam

dezvoltarea

= (xzy3 —x3y2) i x I2+(x3yl - x1y3) IZxT+(xly2 —xzyl) x ] =
_ (X2y3 . x3y2) T+(x3y1 _les) T+(le2 . Xzyl) kK o
Observatia 2.7. Coordonatele produsului vectorial Xx y, in raport cu baza

ortonormata dreapta (i, j, k), sepot obtine din determinantul simbolic

J

k
xxy=| x* x* x* |,
yl 2 y3
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dezvoltat dupa prima linie. Acest determinant simbolic nu are toate proprietatile deter-

minantilor. De exemplu, nu are sens sd adunam la elementele primei linii, elementele liniei
adoua.
TEOREMA 2.6. (Identitatea lui Lagrange)

|axb|" =|a|b] -(@-b) v a,b ev.

Demonstratie . [axb|” =[a]’[6]" sin*(a.b)-i = & -[b| L-sin?(a.b)). o

2.4.Produsul mixt

DEFINITIA 2.12. Produsul scalar format cu un vector U si un produs vecto-rial

Vx W, notat G(VxW), se numeste produs mixt.
Cu trel vectori U, V, W se pot forma sase produse mixte
(Vxw) -, v(wxd) , w(dxv) |,

a(Wxv) , v(dxw) , wWvxd) |,

cl

care, dupa cum vom vedea, nu sunt toate distincte.

TEOREMA 2.7. Fie O ¢E3 fixat si U,V,W trei vectori necoplanari a caror re-
prezentanyi sunt OA, OB, respectiv OC .

Dacd (T, V, W) este un Sistem drept, atunci produsul mixt G(V x W) este egal cu
volumul paraléipipedului de laturi OA, OB, OC.

Dacg, (U,V, W) este un sistem stang, atunci U(\7 X \Tv) <0 si volumul paralelipi-

pedului de laturi OA, OB, OC este egal cu —{i(V x ).
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Demonstratie . In primul caz, G si VxW sunt reprezentati prin segmente ori-entate

Situate de aceessi parte a planului determinat de O, B, C (fig.2.7.a).

fch
—3
W\ 7-'
01 ¢ ) S ——
I\«
i\/
Figura2.7.a A

. ) T Figura2.7.b
Unghiul 6 format de G cu v xw este ascutit, 6<[0, E).

In al doilea caz (fig.2.7.b), 96(%, ).

In ambele cazuri avem
G(V x W) =||d] - [V x W] - cos @ = |V x Wi - pry, G -
Luam ca baza a paralelipipedului de munchii OA, OB, OC,paraelogramul de laturi OB si
OC. Fie S, ariabazd, si h, inaltimea paralelipipedului, corespunzatoare acestei baze.
Evident,
[oxw|=S , pr,a=sh.
luand semnul plus pentru cazul cand (U, V, W) este un sistem drept, si semnul minus, in
cazul cand (U, V, W) este un sistem stang. Notand cu V volumul paralelipipedului de laturi
OA, OB, OC avem
GV x W)=+ V. 0
Observatii 2.8. 1.Daca U, Vv, w sunt coplanari, U si VxwW sunt ortogonali si

U(\7 X \Tv): 0. In acest caz volumul paralelipipedului este nul.

2. O conditie necesara si suficienta ca U,V, W $a fie coplanari este
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G(Vxw)= 0.

TEOREMA 2.8. (1) Produsul mixt este invariant la o permutare circulara a

factorilor

(1) G(V x W) = V(Wx T) = W(dx V).

(2) Daca se permutd doi factori intre ei, produsul mixt igi schimba semnul
) G(Vrx V) = V(Ui x W) = WV x G)) = ~G(V x W).

Demonstratie . Daca U, V, W sunt coplanari, toate aceste produse mixte sunt nule si
egalitatile din enunt sunt satisfacute.
In cazul in care G, V, W nu sunt coplanari si (U, V, W) este un sistem drept, sistemele
(V,w,u), (W,U,V), obtinute prin permutari circulare, sunt de asemenea drepte si, deci,

G(V x W) = V(Wx G) = W(lx V)=V,

unde V este volumul paralelipipedului construit pe cei trei vectori, reprezentati prin
segmente orientate cu originea in acelasi punct O.

Daca (U, V, W) este un sistem stang, aceeasi proprietate o au si sistemele obti-nute
prin permutari circulare si cele trei produse mixte sunt egale cu —V.

Deoarece V x W= —WxV , rezulta G(Vx W)= —G(Wx V). Pentru motive analoage au
loc si celelalte egalitati din (2). 0

Observatia 2.9. Egdlitatea

G(Vx W) = (G xV )

poate fi interpretata formal astfel : intr-un produs mixt, semnul de inmultire scalara si
semnul de inmultire vectoriala pot fi schimbate intre ele.

Datorita acestei proprietati, se obisnuieste sa se noteze valoarea comuna a celor doua

produse mixte cu tvw, adica
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in care produsul vectorial se scrie totdeauna intr-o paranteza.
TEOREMA 2.9. Daca G, V, W €V sunt raportayi la o bazd ortonormati B=(T, |, k ),
G=ul +u?]+u’k , V=vi+v2]+Vv3k , Ww=wi +w?j+wk,

produsul lor mixt se poate scrie sub forma

ut u? Ul
gvw=|vt v? V3.
wow?ow?

Demonstratie . Din Teorema 2.5. si Teorema 2.3. deducem
0w =0(V x W) = (U +u?J + u’k) l(vzvv3 VW) T+ (W —viw? )] + (Vw2 —viwt) IZJ
Uvw = ul(vzw3 —V3W2)+ uz(v3vvl —vlw3)+ ue‘(vlw2 —vzvvl),

care este dezvoltarea determinantului din enunt dupa prima linie. [

2.5.Dublul produs vectorial. Alte produse

DEFINITIA 2.13. Un produs de forma Gix (V x W) sau (T xV)x W, format din trei

vectori arbitrari G,v,w eV , se numeste dublu produs vectorial.
TEOREMA 2.10. Dublul produs vectorial se poate dezvolta sub forma
3) 0 x (V x W) = (GW) v - (0v) w
4) (0> V)x W= (GW) V- (VW) G
Demongtratie .in (3), daca V si W sunt coliniari, VxW=0 si Gx(VxW)=0.
Membrul drept alui (3) este de asemenea nul. intr-adevir, eliminand cazurile banale V = O

, W= Osipresupunand V= O , 31 eR astfel incat W= A V si avem
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(GW) v —(av) W= 4 (av) v—(av)(2 v)=0.
Asadar, daca vV si W sunt coliniari, egalitatea (3) este verificata.

In cazul in care V si Wnu sunt coliniari, putem alege o baza ortonormata dreapta

(7, 7,Kk), astfel incat V=V, W=wh +w?],
G =ul +u?] +u®k. Vectorii i, | suntin planul de-
terminat de v si W, reprezentati prin segmente orient-

tate cu originea in acelasi punct O. Am ales i colini- N
\

arcuv, jLi sik=0x](cainfig.2.8.). Avem

Figura2.8.

VxW=vwk,
(0 P U
Expresia din membrul drept este
(OW)Y — (00 ) = (U’ + uPw? T — U W+ w?T) =
= uiv'wA —utviw?y .

Vectorii celor doi membrii ai egalititii (3) au aceleasi coordonate in raport cu baza (i, j, k),

deci sunt egali.
Dublul produs vectorial din (4) se poate reduce la (3) astfel
(OxV)xW=Wx(Vx0d)=(aW) V- (VW) . O
Observatia 2.10. Dublul produs vectorial este o combinatie liniara formata din

vectorii produsului vectorial din paranteza.
Observatia 2.11.In general, dublul produs vectorial nu este asociativ,

) #

Observatia 2.12. TGx(Vx W)= (lxV)xWe Gsi W sunt coliniari.

|

—_

Ux(\7>< GxV)x\Tv.
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Intr-adevir, din Teorema 2.10. deducem ca aceasti egalitate este echivalentd cu
(5) (Gv)- W= (VW) .
Pentru ca aceasta egalitate sa existe, este necesar ca U si WSA fie coliniari.
Reciproc, eliminand cazul banal W= O, rezultd ca 3 AeR astfel incat W= Al . Egditatea
(5) este satisfacuta,
(@v)-(2 G)=4 (vG)-G , VG,VeVsi VieR.

Precizari : Cudoi vectori U si vV, se pot formadoua feluri de produse : produsul

scalar Gv si produsul vectorial GxV .

Folosind numai produsul scalar si produsul vectorial, singurele produse care se pot

formacu trei vectori sunt produsul mixt si dublul produs vectorial.

produsul scalar a doua produse vectoriale si produsul vectorial a doua produse vectori-ale.
Produsul scalar a doua produse vectoriale se poate scrie succesiv:

® (@< %) = wx (0x9)] = [(9) 0 (x0) v] w =

uw U
VW V

(6" (GxV)-(Wx X)= -

Produsul vectorial a doua produse vectoriale se scrie sub oricare din formele
(7) (G x V)x (Wx X) = (0 x V)X ]w—[(Tx V)W]%,
(8) (G xV)x (Wx %) = —(Wx X)x (Gx V) = [(Wx X)id v - [(Wx XV ]a.

TEOREMA 2.11. Daca B=(U,V, W) este 0 bazi in V, atunci orice vector X eV se

poate exprima prin
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© . >:<-(\7><w) #+>:<-(wxu)v+f<-(u
u u
Demonstratie . Din (7) si (8) rezulta

% [(axv) w|=|(wx%) v] a-[wx %) 6] v+ [@xv) x| w.
Folosind Teorema 2.8., avem forma echivalenta :

% [0 (Uxw)|=[x @xw)| d+[x (Wx

0)] v+[x (@xv)] w,
din care se obtine relatia (9). 0
VX W wWx U UxV
Notatii . ——=(* , ————:=V* | _—
P Goxw) T dew) Y axw)

Observatia 2.13. Vectorii

<l

*, V*, w* formeaza o baza a lui V, pe care 0 notam
B*.

DEFINITIA 2.14. Vectorii G*, Vv*, W* Se numesc vectori reciproci ai vec-torilor
4, V, respectiv w iar B* se numeste bazi reciproca a bazei B.

Observatia 2.14. Cu gutorul vectorilor reciproci, relatia (9) se scrie sub forma

X=(G*%) G+(V*X) V+(W*X) W.
2.6.Probleme rezolvate

1.54 se demonstreze ca cele trei indltimi ale unui

triunghi sunt concurente (fig.2.9.).
Rezolvare .Fie O punctul de intersectie al inalti-
milor coborate din varfurile A si B. Notaim OA= X, 0B =y,

OC =7 siavem

a=72-y , b=%X-2 , C=y-X. Figura 2.9.
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Conditia de ortogonalitate dintre OA si BC, respectiv OB si CA este:

X-d=%X-(2-y)=%-2-%-y=0

y-b=y(x-2)=y-x-y-2=0.

NI
I

Adunand cele doua relatii obtinem X-z2—y-Z2=0 < (X-y)-Z2=0 < -¢-2=0, adici

OC este perpendicular pe AB si deci punctul O este situat pe iniltimea care porneste din
punctul C.

2.Sedau vectorii  a=7+24]-(1-12) k,
b=(3-2) T+ +3k .
Se cere:
a)valoarealui A pentrucare a 1L b ;
b)marimea algebrica a proiectiei vectorului a pe vectorul a+ b,cualb;

c)expresia andlitica a versorului perpendicular simultan pe & sipe b .

3-1
Rezolvare.a) 4L b« a-b=0< (1,21,1-1)|1 =0 <
3

< FAR2M3-3A=0 & A=3.
b)Pentru a Lb=>A=3= a=i+6]-2k, b=]+3k, d+b=i+7]+k.
Pentru determinarea marimii algebrice a proiectiei vectorului a pe vectorul
a+b,adica pr, . (é), se foloseste proprietatea produsului scalar a doi vectori, adica
@+b)-a=pr, ;@) a+b|.

din care rezulta
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¢) Din definitia produsului vectorial a doi vectori, rezulta ca vectorul cautat este

i ] Kk
axb=|1 6 -2=20i —-3]+k .
01 3

3.Fie vectorii OA=j -3k, AC =4i +7] ,BC =4i +8] -8k.
Se cere:
a)vectorul de pozitie al punctului B, respectiv C ; A
b)lungimea inaltimii triunghiului ABC coborata din A;
c)expresia andlitica a unui vector V eyOz astfel incat B
v 1 BC si [v]=|BC]. o)
Rezolvare. &) Din figuraaliturata, vectorii cautati sunt 7 (B)=0B si
F (C) =OC . Folosind regula triunghiului pentru adunarea vectorilor, obtinem pe rand :
OC=0A+AC =4 +8] -3k,
OB =OC +CB = OC - BC = 47 +8] — 3K — (4 +8] — 8K ) =5k .
b)Din interpretarea geometrica a produsului vectorial, avem :

A(arBC)=|BAx BC| = |BC|-d(A BC),

unde d(A, BC) este inaltimea triunghiului ABC coborata din A. Se obtine
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L FT K
d(A, BC)—HT;;F ||:HE316 ” 2 i - =1—12\\56?—32T—4|2H=121/22_9,
unde BA= BC +CA=BC - AC =47 +8] -8k — (47 +7])= ] -8k.
Deci d(A, BC) =+/29.
c)Luand pe rand datele problemei avem :
VeyOz=V=y-J+z-K , cuy,zeR - necunoscute;
v LBE=V-BE=0=(y-T+y-K)-(47 +8] -8K)=0=8y-82=0,

V] =[BC| < y*+2* =16+ 64+ 64 =144

y-z=0

o>y =72 +64/2
y2+22:l44 {Zy =144 v y=

din care obtinem sistemul{

Deci vectorul v areforma

2j+6v2k.

4.Sedauvectori a=2 +j-k ,b=3+2]+k ,c=—]+2k.Secere:

1)volumul paralelipipedului construit pe segmentele reprezentative, cu origine comuna ale

vectorilor 3,b,¢C :

2)expresia andlitica a vectorilor reciproci &', b', € ;

3)volumul paralelipipedului construit pe vectorii reciproci &',b',c' ;
4)sa se arate ca ax (5 X 6)¢ (ﬁx B)X C, pentru vectorii dati mai sus.
Rezolvare. 1)Volumul cerut este

2 1 -

Vel Bxe) 3 2 12 (@+1)-13.2-1.0)+ (-1fa-1-0.7] |-

0O -1 2
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2)Avem pe rand vectorii reciproci :

. i J k
bx¢c 1(~ 1 -
d=—"Fr—==(ox¢)==|3 2 1|==(51-6]+3k
a m 7( XC) 70 o (I ]+ )
i ] k
-, Cxa 21 1 _ _1C B
b—m_7(c><a)_7g 11 _2 (I+4j Zk)
. i J Ok
axb 1 -\ 1 1(- - -
g=— " ==(axb)==]2 1 -1==(3-5]+k].
RIS SR N
3)Volumul este
5 -6 3
V. a'-(B'xé) |= 7—13—1 4 - |=7—13\5(4—10)+ 6(—1+6)+3(5-12) |:4—Z.
3 -5 1

4)Pentru aarita ca ax (5 x 6) - (ﬁx B)x ¢, vom lua fiecare membru in parte si-l vom aduce

laoforma simpla :

=[2:0+1(-1)+(-1)-2] b-[2-3+1-2+(-1)1] ¢ =

337 + 2 +K)- 7 T+ 2K) =9 + T-17K,

=9 —-6] —3k.

Se observi ca —Oi +]—17k = -9 —6] -3k g.ed.
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5.54 se determine volumul paralelipipedului construit pe segmentele reprezen-tative

ale vectorilor a,b,C dati prin relatiile :

a=m-2n+p, b=3mM+5n-4p, c=2m+7n-3p,
stiind ca Hm |=3, Hﬁ |=2, Hf) |=1, unghiul (7, p):%, iar unghiul format de vectorul
m si planul determinat de vectorii i si p are misura .

Rezolvare . ab¢ = - (b x &)= &-[(3M+ 57 — 4p)x (2m -+ 77— 3p)| = (M- 27 + p)-

|

- (6Mx M+ 21Mx i — 9Mx P+ 107 x M+ 357 x i —15f x P —8Px m 28p
(Mx p)+11

xR +12px p)=
= (M- 27+ p)- (LMx i —mMx p+13fix p)=13m-(fix p)+ 2ii- p-(Mxi)=

+1
mx

—_

=13m-(fix p)+ 2m-(px A)+11m-(fix p) = 22m-(fix p) =

=22 | i< B -cos”, = 332 | -sin"_ =33 .

2.7.Probleme propuse

1. Daca D, E, F sunt mijloacele laturilor BC, CA, AB ale triunghiului ABC, sa se arate ca
avem relatia vectoriala :

OD-BC+OE-CA+OF -AB=0 , V OcEs.
2. Sa se calculeze expresia E = db + 2b¢ + 3¢a , stiind ca

d=3M-f, b=m+3i , E=m-ii , M>=9, ﬁ2=3§iunghiul(rﬁ,ﬁ):%.

3. Fie vectorii = 3mM-2fi si b=m+2f, cu || =1, ii| = 2si unghiul

(m,fi) :% . SA se gaseasca :
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i)lungimea diagonalelor paralelogramului construit pe vectorii & si b ;
ijunghiul dintre diagonalele paralelogramului
4.S4 se calculeze aria paralelogramului construit pe vectorii p=4m-3i si §=m+n,
stiind ca m si A sunt vectori unitari perpendiculari intre ei.
5.Se considera triunghiul ABC pentru care vectorii de pozitie sunt :
OA=2+6]+7k , OB=-3-2] , OC=i+j+2k .
Secere:
a) masura unghiului ABC ;
b) perimetrul triunghiului ABC ;
c) ariatriunghiului ABC ;
d) lungimea inaltimii BB’ .
6. Sedau vectorii a=-2 + +Kk,b=7+2] -k ,c =7 — ] + 2k . Se cere:
i)volumul paralelipipedului construit pe segmentele reprezentative ale lui &,b, ¢, cu
originea comuna;
ii)expresia analitica a vectorilor reciproci a*, b *, ¢ *;
iil)volumul paralelipipedului construit pe segmentele reprezentative ae lui a*, b*, ¢*.
7. Sedau vectorii a=27 —3j+4k, b=i+oj -2k, €=3—j+5k,cu a eR. Si se
determine scalarul o astfel incét vectorii &,b, ¢ si fie coplanari.

8. Sa se verifice identitatile :

9. Se dau vectorii OA=i +], OB=]+k, OC =k +i .Sa se calculeze :

i) volumul tetraedrului construit pe vectorii OA, OB, OC ;
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i) inaltimea tetraedrului coborata din O pe planul ABC.

10. Se dau vectorii a,b,¢ si d. Sa se verifice identitatile :

) (axb)[ax(6xc)]=—(ab) [albxc];
iy ax|bx(exd=(bd) (axc)-(bc) (@xd);
iiiy (d-a) (6-c)+(d-b) (c-a)+(d-c) @-b)=0.

11. Fievectorii a=1, b=

+k, € =k-T .S se determine:

i) vectorii &,,b,,€, astfel incét ei sa formeze un reper triortogonal;

i) orientarea si versorii noului reper.

12. Dacid dxb=Cxd si AxE=bxd, atunci a—d si b— & sunt coliniari.

13. Si se rezolve ecuatia vectoriali Vxa=Vxb, unde a si b sunt doi vectori cunoscuti .

14. Sa se rezolve sistemul de ecuatii vectoriale < X , unde &,b,¢ sunt trei vectori

cunoscuti.

15. Muchiile OA si OB ale unui cub pornesc din origine si sunt date punctele
A(6,7,6), B(2,6,-9). Sa se determine:

i) coordonatele celorlalte varfuri ale cubului ;

i) volumul cubului ;

iii) unghiul dintre muchia OA si diagonala cubului care pleaca din O ;

iv) proiectia vectorului OA pe diagonala care pleaca din O.

16. Dandu-se vectorii a=4i —7] —4k si b=-3 +6] + 6k , si se determine vectorul

bisectoarel unghiului format de cei doi vectori.
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3.PLANUL IN SPATIU

In geometria elementard, punctul, dreapta si planul sunt notiuni fundamentale. De

aceea, definitiile date pentru punct, dreapta si plan sunt definitii intuitive.

Fie Es spatiul punctual tridimensional al geometriei elementare, V spatiul vec-
torilor liberi si {O; (T, i, IZ)} un reper ortonormat drept ciruia ii corespunde triedrul Oxyz.

DEFINITIA 3.1.Vom spune ca o ecuatie F(X,y,2)=0 este ecuatia unei suprafete S
in raport cu Oxyz daca

S= (P(xy,2) Es| F(xy,2=0}.

Deci, oricare ar fi punctul PeS, coordonatele sale verifica ecuatia F(x,y,z)=0 si
oricare ar fi PeE3\ S, coordonatele sale carteziene nu o verifica.

DEFINITIA 3.2. (intuitiva a planului) Se numeste plan suprafata © care contine,
odata cu doua puncte oarecare ale sale, dreapta care trece prin aceste puncte.

Un plan in spatiu este determinat de conditii geometrice ca: trei puncte necoliniare,
doua drepte concurente, doua drepte paralele, o dreapta si un punct exterior dreptei, un

punct si un vector normal la plan.

~

Ne propunem si stabilim ecuatia planului sub formd vectoriald sau carteziana,

impunand anumite conditii geometrice care-| determina.
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3.1. Planul determinat de un punct si de un vector normal nenul

TEOREMA 3.1. Daca se di un punct Po(CY°.2) a planului 7 si directia normalei
determinatd de vectorul N = Al + Bj + Ck , ecuafia planului = este:
(1) A(x—x°)+ B(y—y°)+C(z—z°):O

Demonstratie. Un punct PeEz apartine planului  determinat de Py si N daca

si numai daca P,P L N, conditie care se poate scrie sub forma

-

2 N-P,P=0
Fie 1, = F(PO) siF= F(P), vectorii de pozitie ai punctelor Po(x°,y°,2%) si P(x,y,z) fatd de

originea O atriedrului Oxyz (fig.3.1.). Rezulta

PP=F-T, :(x—xo)-r+(y—y°)-T+(z—z°)-k

si conditia de ortogonalitate devine

2) N-(F-F,)=0
sau inca, folosind coordonatele,
A(x—x°)+B(y—y°)+C(z—z°):O : O
Denumiri. N se numeste vectorul normal al
planului. Punctul P care poate genera planul il vom nu-

mi punct curent. Ecuatia (2’) se numeste ecuatia vec- 4°\, P
toriali a planului 7. Daci notim AX’+By’+CZ2= - D, .

od
\
\

i

ecuatia (1) devine
3 Ax+By+Cz+D =0.

(2]
Q-
\
Oz

% Figura3.1.

Dacd notam r,, - N = o, ecuatia (2”) devine

(27 F-N-a=0
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TEOREMA 3.2. Orice ecuarie de forma
3 Ax+By+Cz+D=0.
cu A, B, C nutori nuli, este ecuatia unui plan.

Demonstratie. A, B, C nu pot fi toti nuli (ar rezulta D =0 si ecuatia (3) s-ar
reduce la o identitate). Daca tripletul (XO, y°, ZO) este 0 solutie a ecuatiei (3), atunci
AX° +By’+Cz°+D=0 ne di D=-Ax"-By’-Cz° si reinlocuind in (3) obtinem
A(X - x° )+ B(y - y°)+ C(Z -2° ) =0, care reprezinta ecuatia unui plan care contine punctul
P, (XO, y°, ZO) si este perpendicular pe vectorul nenul (A, B, C). O

DEFINITIA 3.3. Ecuafia (3), pentru care A*+B*+C?0 , se numeste ecuatia
carteziandg generald a unui plan. Se noteazi (). Ax+By+Cz+ D=0.
Observatia 3.1. Un plan in spatiu este nucleul unei transformari liniare
3: R®°> R deforma
3(X,y,2=Ax+By+Cz+D.
Plane particulare. 1) Daca D=0 in ecuatia (3), planul trece prin originea O a
triedrului Oxyz.
2) Daca unul dintre coeficientii A, B, C este nul, planul este paralel cu una dintre axele de
coordonate. De exemplu, daca C=0 avem
Ax+By+ D=0,

care reprezinti ecuatia unui plan paralel cu axa Oz, deoarece N =Ai +Bj este

perpendicular pe versorul k al axei Oz
3) Daca doi dintre coeficientii A, B, C sunt nuli, planul este perpendicular pe una dintre
axele de coordonate. Astfel ,daca B=C=0, (3) sereduce la

Ax+ D=0,

care este ecuatia unui plan perpendicular pe axa Ox, deoarece N = Al este paralel cu Ox.
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3.2. Planul determinat de trei puncte necoliniare

TEOREMA 3.3. Ecuatia planului determinat de trei puncte necoliniare Po(OC Y, 2),
P, Y7, Po(4 Y, 7) se scrie sub forma

x vy z 1
x° y® 2% 1
(4) Y% Tl=0.
x vy z 1
x> y* 7% 1

Demonstratie. Se stie ca trei puncte necoliniare Po, Py, P, determina un plan .

Un vector normal la planul w este N = ﬁ x RyP, (fig. 3.2.).0 conditie necesara si

suficienta ca punctul Per este ca @5 N =0, adici

ﬁ “le
|

=3

Figura 3.2.

Figura 3.3.

—_—

) @-(POPlXPOPZ):O -

—_— — — _—

Folosind vectorii de pozitie ai acestor puncte, I =OP,i, =0OR,,i; =0R, 1,=0PR,, (5)
devine

() (F_Fo)[(al_#o)x(rz _Fo)]zo -
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Daca raportam vectorii la reperul {O; (T, i, IZ)} si scriem produsul mixt sub forma de
determinant, obtinem

x-x°  y-y® z-7°
(57) x'-x° yt-y® z*-2°=0.

x?-x° y*-y® z22-7°
Aceasta ecuatie este echivalenta cu (4), deoarece trecerea de la (4) la (5”) se face scazand
linia a doua a determinantului din toate celelalte linii. O

DEFINITIA 3.4. Ecuafia (5°) se numeste ecuatia planului r sub forma vectoriala.
Ecuatia (4) (sau(5”)) se numeste ecuatia carteziand a planului r.

Caz particular (ecuatia planului prin tiieturi).Daca cele trei puncte care
determina planul © sunt Situate fiecare pe cate una din axele de coordonate si nici unul nu
coincide cu O (fig. 3.3.), fie acestea P1(a,0,0), P»(0,b,0), Ps(0,0,c), cu abcx0, ecuatia
planului & este

@) X Yz a-0
a b c
(care se obtine usor nu numai din (4), ci si direct din (3), punand conditia ca planul de

ecuatie Ax+By+Cz+ D=0 si contina pe fiecare din cele trei puncte).

3.3. Planul determinat de un punct si de doi vectori necoliniari

TEOREMA 3.4. Fie Py, P4, P2, trel puncte necoliniare ale unui plan z si notatiile

v, =R,P ,V,=RP,, I} =O—P(; , F =0P, undeP esteun punct arbitrar din Es.
Pentru orice pereche (4,.) eR?, punctul P, care are vectorul de pozitie

(6) Fr=f+AV,+uVv,,
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aparfine planului 7 . Reciproc, pentru orice Per, existd perechea (A1) eR? , astfel incat sd
fie verificata egalitatea (6).

Demonstratie. Deoarece 1 -1, = oP- O_P(; = PTO+ OP = @5 , egalitatea (6) se
scrie sub forma
(6") PP=AY, +uV,.

Pentru orice (A,u)€R?, vectorii Vlzﬁ,vz =PP, si @5 dat de (6°), sunt

coplanari (fig. 3.4.), deci punctul Per.

. __ Y
Reciproc, VPem, vectorii v,,V, v A e P
. _ 2/ 6
si PP sunt coplanari si cum V,,V, sunt €
] A
o 4

necoliniari, vectorul P,P admite o des- P P

compunere de forma (6°) , cu (4,u) eR% _
Figura3.4.

[
DEFINITIA 3.5. Aplicasia f:R 2, definita de (6), respectiv (6°) se numeste
reprezentare parametrica a planului 7. Se mai spune ca (6), respectiv (6°), cu
(A1) eR?, este 0 ecuatie parametricd vectoriald a planului .
Evident, f este o bijectie.
Observatia 3.2. Dacid notim cu (X, y, 2) coordonatele lui P si cu (X, y°, 2)
coordonatele lui Ps, s=0,1,2, avem

F=xi+y-j+zk, fo=x3-T+y%-J+z°k , =012
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Egalitatea (6) este echivalenta cu sistemul

x=x"+1a'+u a’
(7) y=y°+ADb"+u b? , (L) eR?
z=2°+Ac' +pu c?

sau
x=x"+1 (xl—x°)+y (xz—xo)
(™) y=y 4 (y =y )+ u (Y2 -y°) .
z:z°+l(zl—z°)+y (zz—zo)

Eliminand A si p intre ecuatiile (7”), se obtine ecuatia planului © sub forma (57).

In (7) si (7°) avem alte forme ale egalititii (6) care determina bijectia f: R%>n. Din
aceastd cauza avem
DEFINITIA 3.6. Se spune ca ecuatiile (7), respectiv (7°), sunt ecuatiile para-

metrice ale planului 7.

3.4.Ecuatia normala a planului

Si considerim un vector V cu origineain punctul O al reperului {O; (r, i, IZ)}
Q extremitatea sa si cosinusurile directoare cose, cosp, cosy, adica
V=q-cosa-i +q-cosf-]+q-cosy-k, [vV]=q.
Daca P(x, y, 2 este un punct curent a planului w,perpendicular pe v in Q, avem
urmatoarea
TEOREMA 3.5. Ecuatia planului = perpendicular pe V in Q este

8) X-COSa+Yy-cosf+z-cosy—q=0 .

Demonstratie. Tindnd cont de Figura 3.5, avem @-\7 =0, insd
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QP =F(P)-(Q)=r -V =(x-qgcosa)- +(y—qcos §)- | +(z- qcosy)-k,
deci

@5-\7 = X(COSa + Yqcos S + quOSy—q2 =0

XCoSa +Yycos S+ zcosy —q=0. 0

!

,Q H FI/ "
s P ?
b4 7 ), _ //;
0 > Ve T~ M.
b 0 .
x &
Figura 3.5.
Figura 3.6.
DEFINITIA 3.7. Ecuatia (8) se numeste ecuatia normald a planului © L vV in Q.
Observatia 3.3. Lungimea vectorului v este chiar distanta de la originea O la
planul 7, adica

||\7|| =Q= d(O, 7r) si Q=pr;O.
Observatia 3.4. Ecuatia carteziana generald a unui plan Ax+By+Cz+D=0 se scrie

sub forma normala impartind-0 cu =+ A* + B> +C? , deci
A B C

CoSa = ,COS 3 = ,COSy = :
++A? +B*+C? +y A% +B*+C? +VA®>+B*+C?
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D

_q: .
+4 A% +B?+C?

3.5. Distanta de la un punct la un plan. Distanta dintre plane pa-

ralele

TEOREMA 3.6. Distanta de la un punct Moy de 7, = x°1 + y°] + z°k laplanul 7 de

ecuasie -N—a =0 estedatd de relatia

PN
d(MO’ﬁ)_W

Demonstratie. Fie Mo’=pr-(Mo) si P(F') un punct curent din = (fig. 3.6.), atunci

\(r—ro)-N\:\r-N—ro-N\

d(Mo,n):d(Mo,M(}):‘prNMOP =|pro(r-r,) = HNH HNH
sicum - N =a (pentruci Pen), rezulta
d(MO,ﬁ):M. O
IN|

Observatia 3.5. Daca planul © este dat prin ecuatia carteziana generald (3), atunci
Ax° +By° +Cz° + D‘
JAziB2iC?

Consecinta 3.1. Distanta dintre doud plane paralele (m;) : 7-N—-a' =0, cui=1,2,

d(MO,ﬂ')Z‘

este data de relatia

d(ﬁl,ﬂ'z)ZM.
N
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Demonstratie. Fie doua puncte arbitrare .
P(r,)e, si P,(r,)er,.Consideram N/‘
P'=pr, (R) cainfig.3.7. e g
Atunci distanta dintre plane este g ‘P '

d(”liﬂz): d(P1' Pll):‘pr,quz»

(FZ_Fl)'N‘ ‘al—az‘ 3 () R
:‘pr-(r” —F)‘z‘ — =1 Y4
NN T "
Observatia 3.6. Daca planele paralele m;
sunt date prin ecuatia generala Ax+ By+ Cz+ D'=0, Figura3.7.

o*-o7

i=1,2 atunci d(z,,7,)= :
VA +B*+C?

3.6. Plan orientat. Semisparii. Unghiul dintre doud plane orientate

Referitor la un plan in spatiu sunt evidente urmatoarele afirmatii :

1) planul are doua fete ;
2) elementul de baza in studiul planului in raport cu spatiul este normala ;
3) alegerea unui sens pe normala este echivalenta cu alegerea unei fete a planului ;
4) alegerea unui sens de rotatie in plan este echivalenta cu alegerea unui sens pe nor-
mala .
DEFINITIA 3.8. Un plan z impreund cu alegerea unui sens pe normala se
numesze plan orientat.

Evident, este natural si alegem acel sens pe normala care sa ne conduca la o
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orientare a planului coerentd cu orientarea spatiului. In continuare vom subintelege o
asemenea orientare.

In aplicatii, fata care corespunde sensului ales pe normald se noteaza cu (+), iar fata
opusi cu (-) (cain fig. 3.8.).

Evident, planele de coordonate xOy, yOz, zOx sunt plane orientate.

N#8,C)

(J'I') -tA - /

Zi
N —

\]

|

) A

AY
AY o)
-~

(=) [ 0

x Y

Figura 3.9.

Figura 3.8.

TEOREMA 3.7. (a semispatiilor). Fie in spatiul E3 planul de ecuafie
(n): f(F)=(F-7,)-N=0, cuP,(;)er.
Acest plan separa spatiul Es in doud submultimi convexe
7. ={P([F)eE|f(F)20}, x ={P{F)eElf()<0},
T.N\r_=x , n, JIrn_ =Ea

Demonstratie. Consideram =+ si pentru orice punct Pen, avem f(F) >0, care este

echivalenta cu
@H‘Nucos(@ N)Z 0= COS(PO—P, N)Z 0= u(ﬁs, N)e [O%} (unde p  inseamna

masura in radiani a unghiului), adica punctul P este situat in submultimea Spre care este

orientat vectorul N .
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Analog se arati ci m. este formata din punctele dinspre care este orientat N . Problema
convexitatii o lasam ca tema pentru cititor, reamintind ca o multime C este convexa daca,
odata cu doua puncte oarecare ale multimii C, este continut in intregime in C si segmentul
care le uneste. O

DEFINITIA 3.9. Submulimile 7, si 7_ Se numesc semisparii inchise.

DEFINITIA 3.10. Se numeste unghi diedru dintre planele orientate (nl, Nl) si

(7;2, Nz), unghiul dintre vectorii normali N, si N, determinat prin

NN, = NaoNe
Co{l j NN

Daci Ng = A% +B®] +C%k, s=1,2, atunci
_ _ 1a2 1p2 1C2
COS(N:L’NZ): 2 AZA +ZB B +2C 2 2 )
JAY + B +C¥ A +B? +C2

Cazuri particulare. 1. m;Ln, < N, -N, = 0= A'A*+B'B*+C'C*=0.
21| mee NyxN, =0, & N, =1 N,, cuieR\{0} si D'#D*

3. m=m< N,=1N,, culeR\{0} si D'=D?.
3.7.Probleme rezolvate
1.54 se scrie ecuatia planului care trece prin punctul Mi(0, -1, 3) si este per-

pendicular pe vectorul N = M, M, , unde M5(4, 3, 1).

Rezolvare. Fie 7 planul determinat, a carui ecuatie (conform cu (2)) este

_—

N-M,P=0sMM,- 0,

P=
1
unde P(x, y, 2) este punctul curent al lui «.Punand M, (;), M, (F,) si P(F), avem
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(-5 =1)= 0 (i 47 -2K) [T+ (y+1) T+ (-3 K] -0
< 4x+4y-2z+10=0.

2.S4 se scrie ecuatia planului care trece prin punctul Mo(X’, ¥°, 2°) si determina pe
axele Ox, Oy segmentele a, respectiv b.
Rezolvare . Folosind (4’) avem

(m) :§+X+E—1:O,

a b c

unde c trebuie determinat prin conditia ca  Sa treaca prin Mo. Obtinem

0 0 0
X—+y—+z——1:0,
a b c
0 0 0
de unde c:z—o. Deci (m): 5+X+ 1_x__y_ io—lzo.
1_L0_L a b a bz
a b

3.$4 se scrie ecuatia generald a planului care are reprezentarea parametrica
X=-2+3u—-4v
y=1-2u-v , (u,v) eR?.
z=1+u+v
Rezolvare. Eliminam intre aceste trei relatii parametrii u §i v. Pentru aceasta consideram

sistemul in necunoscutele u si v si exprimam conditia de compatibilitate a sistemului prin

3 -4 X+ 2
2 1 —(y-1|=0,
1 1 z-1

care reprezinta ecuatia planului cautat in coordonate carteziene. Dezvoltand determinantul,
obtinem

(7) : x+7y+112-16=0.
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4.S3 se scrie ecuatiile planelor bisectoare ale diedrului format de doua plane (7)) :
Alx+Bly+C'z+D'=0, (1) : A%+ B?y+C%z+D?*=0.
Rezolvare. Planele bisectoare reprezinta locul geometric al punctelor egal departate de
cele doua plane 7, si mo. Daca P(I") este punctul situat intr-unul din planele bisectoare, vom
avea
d(P, 7t;)=d(P, m2) < (conform cu Observatia 3.5.)

|A'x+B'y+C'z+D?| |A’x+B’y+C?z+D’|

VAT +BY +C¥ JAZ 1 BZ 47
deci ecuatiile celor doua plane bisectoare la planele date sunt
A'x + B'y + C'z+ D* ., A’x+ B%y+C?z+D?
VA" 1B  +c® AT 4B?4CT

5. @ Sa se scrie ecuatia planului care trece prin originea O a triedrului Oxyz, prin
punctul M1(X*, y*, ZY) si este perpendicular pe planul () : ax+by+cz+d=0.
b) Sa se determine care din punctele A(1, 3, 2), B(-1, 2, 1), C(0, 1, -1),
D(2, O, -1) se gasesc de aceeasi parte cu originea axelor de coordonate fata de
planul (') : 2x+y-z-1=0.
Rezolvare . @) Fie n planul cautat. Determinam coeficientii A, B, C, D din ecuatia (3) prin
conditiile :
Oer < D=0,
Mier < AX'+By'+CZ'=0.
nln’ < Aat+Bb+Cc=0.

Din acest sistem de ecuatii liniare si omogene, cu necunoscutele A, B, C, D deducem
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D=0 s 1A B _C

-c b

Rezulta ca ecuatia planului 7 este :
(cy*-bZ")x+ (az'-oxt)y+ (bx*-ayt) z=0.
b)Consideram (conform cu Teorema 3.7. in coordonate carteziene)
(7)) Ay, 2=2x+ y - z1=0
si, prin calcul, obtinem urmatoarele valori pentru f :
f(O)=-1, f(A)=2, f(B)=-2 , f(C)=1, f(D)=4 .
Se observa ca numai punctul B se afla in acelasi semispatiu cu originea deoarece

f(B)= -2<-1=f(0)<0.

3.8. Probleme propuse

1. Se dau punctele A(1, 3, -2) si B(7, -4, 4). Sa se afle ecuatia planului care contine punctul

B si este perpendicular pe directia AB.

2. Sa se scrie in coordonate carteziene ecuatia planului a carui ecuatie sub forma vectoriala

este (47 +7] - 4K) 7 =9,

3. $4 se scrie ecuatiile sub forma vectoriald ale planelor de coordonate si ale axelor de

coordonate din triedrul Oxyz

4. Sa se scrie ecuatia planului care trece prin Oz si contine punctele M(2,2,0) si N(4,0,0).

5. S4 se scrie ecuatia planului determinat de punctele M1(3,-2,1), M2(5,4,1), M3(-1,-2,3).

6. Din punctul M( 5, 16, 12) se duc doua plane, din care unul contine axa OX, iar celalalt

axa Oy. Sa se calculeze unghiul dintre aceste plane.
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7. S4 se scrie ecuatia planului care determind pe axele de coordonate Ox, Oy, Oz tdieturile

a=-1, b=3, c=-2
8. S4 se determine taieturile pe axele de coordonate ale planului 3x-4y+6z-24=0.

9. Si se scrie ecuatia planului care trece prin punctul Mi(1, 2, 3) si este paralel cu vectorii

V=i +]+ksiV,=3+2]+4k .

10. Sa se scrie ecuatia planului care are in punctul P(4,3,5) piciorul perpendicularel din
origine pe plan.

11. Sa se scrie ecuatia planului echidistant fata de planele 2x+y+3z=0 si 2x+y+3z+6=0.

12. S4 se calculeze :

i) distanta de la punctul M(1, 2, 3) la planul (x) : 16x+32y-5z+3=0;

i) distanta de la punctul N(2, 0, —%) laplanul (1) : 4x-4y+2z+17=0.

13. Sa se calculeze inaltimea h a piramidei SABC stiind ca S(0,6,4), A(3,5,3), B(-2,11,-5),
C(1,-1,4).

14. S3 se calculeze unghiurile urmatoarelor perechi de plane :

)} X+2y-7z+17=0 si 9x+3y-62+4=0,;

i) 4x-5y+3z-1=0 si x-4y-z+9=0,;

iy F(oF-67+10k)=17 si (3 -9] +15K)=32.

15. S3 se determine valorile parametrilor reali A si m astfel incat urmatoarele perechi de
€ecuatii sa reprezinte plane paralele :

a) 2x+ Ay+3z-5=0, mMx-6y-6z+2=0 ;

b) mx+iy+z-1=0 , x-2y-3z=0.
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4. DREAPTA IN SPATIU

DEFINITIA 4.1. (intuitiva a dreptei) Se numeste dreapta drumul unui punct mobil
determinat intre doua puncte fixe, distincte din spatiu, fara sa-si schimbe directia (altfel
spus, urmdnd drumul cel mai scurt dintre cele doud puncte fixe).

DEFINITIA 4.2. (intuitivd a punctului) Se numeste punct intersectia a doua
drepte.

La o examinare mai atenta, se observa ca nu exista definitii pentru notiunile de plan,
dreapta si punct. Legaturile dintre aceste elemente geometrice sunt reglementate de axiome.

O dreapta in spatiu poate fi determinata de :

(i) un punct si un vector nenul;
(i) dedoua puncte distincte ;

(iii) intersectia a doua plane secante.

4.1.Dreapta determinatd de un punct si un vector director

%
A
TEOREMA 4.1. Fie punctul fixat
e o P -
P, ¥°, 2), F, = x°T + y°j + z°k vecto- : a
) e 2 3
rul de poztie al punctului Py fata de trie- o/ 2 P d)
drul Oxyz si &(1, m,n) un vector nenul din
0 -
V. = 3

Figura4.1.
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1.Ecuatia vectoriald a dreptei d care trece prin P si este paralela cu a este:
Q) r=r,+Aa,AeR.

2.Ecuatiile parametrice ale dreptei d se obtin prin proiectia relatiei (1) pe axele
triedrului Oxyz

2) x=xX+Al , y=y+im, z=2+in, 1eR.

3.Ecuatiile carteziene ale dreptei d se obtin din (2) prin eliminarea parametrului A, adica

x-x° y-y° z-2°

| m n

3

Demonstratie. 1. Din fig. 4.1.se observa ca punctul curent P(x, y, z) apartine dreptei

_—

d daci si numai dacd vectorii P,P § a sunt pardeli < P,P=438, AeR <7 -7, =4
<(2).
2. Daci F=xX +yj+2K,a=Ii +m +nk, obtinem (2) prin egalarea coeficientilor lui

K.

—

i,
3. Se obtine simplu prin eliminarea parametrului A in ecuatiile (2). 0
Denumiri. Vectorul &(l,m,n)=0Q,, care da directia dreptei d se numeste vector

director, iar coordonatele sale |, m, n se numesc parametrii directori ai dreptei. Evident

orice vector ka, k = 0 joaca acelasirol ca a.

Legitura dintre parametrii directori si cosinusurile directoare ale dreptei. Scriind

vectorul director a a dreptel in functie de vectorul unitate, avem a= ||§l||€lo, unde
d, =cosa-i +cosfB-j+cosy-k, cu cos’a+cos®f+cos’y=1 si , identificand
coeficientii lui i, j, k in cei doi membri, obtinem

| =cosa-+I?+m?+n?,

m=cosS-vI? +m?+n?

n=cosy-yI*+m?+n?.
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Observatii 4.1. Deoarece &(l,m,n)= O, , inseamna ci se pot anula cel mult doud

dintre numerelel, m, n.

1) Daca I=0, mn=0, atunci ecuatiile carteziene sunt echivalente cu
0 0
- z-z
x=x° | y-y _
m n

si reprezinta o dreapta paralela cu planul yOz
2) Daca I=m=0, n=0, atunci ecuatiile carteziene se reduc la
X= XO , y = yO

si reprezinta o dreaptd paralela cu Oz.

4.2. Dreapta determinatd de doud puncte distincte

Consecinta 4.1. Doua puncte distincte M1, yh ZY) si Mo, VP, 7) determind o
dreapta d si numai una.

Intr-adevir, folosind Teorema 4.1,
vom considera dregpta d cafiind determi-

nata de punctul M; si de vectorul director

a reprezentat de vectorul MM, (fig. 4.2.).

Din conditia de coliniaritate a vectorilor

M,P si M M, rezulti M,P =4 M,M,, x Figurad.2. ¥
cu 1eR, adica

(4) (F-r)x(r,-1)=0, &

4) F=n+A4(f,-1) 1eR.

I

Din conditia de coliniaritate a vectorilor M P si PM, avem
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F_Fl+l r,

4” _’__':/1 r —r 479’
4) fT-f=A(f-7)e (47) ")

, CULeR\{-1}.

Fiecare din relatiile (4)-(4°") reprezinta 0 ecuatie vectoriala a dreptei d .

In (4°) considerand F = xi + yj + Zk , vectorul de pozitie al punctului curent P,

Fs = x5T +y®] +z°k,s=1,2, vectorii de pozitie ai punctelor My, respectiv M si,

eliminand parametrul A, obtinem
x—x* -yt z-z
©) iy
X“=X" y'-y z°-z

1

care reprezinta ecuatiile carteziene ale dreptei d.
Prin proiectia ecuatiei vectoriale parametrice (4””) pe axele de coordonate OX, Oy,

respectiv Oz, obtinem

Xt + Ax?
X=—
o
(5) yo LW AR\
1+ 4

7 +17°
1+ 4

care reprezinta ecuatiile parametrice ale dreptei d in coordonate carteziene.

4.3. Dreapta determinatd de doud plane secante

Orice dreapta deE3 poate fi considerata ca o intersectie a doua plane distincte 71 si
mo. In general, orice curba din E3 poate fi privita ca intersectia a doud suprafete care contin
acea curba si care nu mai au alte puncte comune. De exemplu: orice cerc este intersectia

unei sfere S cu un plan &, distanta de la centrul sferei la planul = fiind strict mai mica decat
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raza sferei; orice elipsa poate fi privita ca intersectia unui cilindru circular cu un plan care

nu este paralel sau perpendicular pe generatoarele cilindrului.

DEFINITIA 4.3. Vom spune ca sistemul de ecuatii

{F(x, y,2)=0

G(x,y,2)=0
este un sistem asociat multimii AcEs, daca
A= {P(xy,2) eE3 / F(x,y,2=0, G(x,y,2=0,.
Din cele ce urmeaza va rezulta ca sistemul asociat unel multimi A €Eg, in gene-

ral nu este unic. Cu toate acestea, prin abuz de limbgj, se obisnuieste sa se spuna ca

multimea A are ecuatiile F(x,y,z)=0, G(x,y,z)=0.

TEOREMA 4.2. Oricarei drepte deE3 | se poate asocia un sistem de ecuatii de
forma
©) {Alx+ B'y+C'z+D*'=0 |

A’x+B?y+C?z+D? =0
cu N, xN, =0, ,unde N, = A +B'J+C%, N, =A% +B?j+C.

Reciproc, orice sistem de ecuayii de forma (6), cu N, x N, = O, , este un sistem de
ecuayii asociat unei drepte d eEs.

Demonstratie. Fiind data o dreaptd deEs, exista doua plane n; si mp distincte, care
contin dreapta d. Evident, perechea (n1,m2) cu proprietatea 7, Nz, =d nu este unica. Fie

(n1): Ax+By+C'z+D'=0 |, (n2): A’+B%y+C%z+D?*=0
ecuatiile celor doua plane.

Deoarece d =7, nr,, d este multimea punctelor P(X,y,2) eE3 cu proprietatea ca
(xy,2) verifica cele doua ecuatii, deci dreapta d poate fi reprezentata printr-un sistem de

ecuatii de forma (6). Cum cele doua plane nu sunt paralele, N, x N, = O, .
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Reciproc, fiind date ecuatiile (6), prima este ecuatia unui plan 71, a doua este ecuatia
unui plan m,. Datorita conditiei N, x N, # O, , cele doud plane nu sunt paralele si
intersectia lor, d =7, Nz, (multimea punctelor P ale caror coordonate verifica ambele
ecuatii (6)) este o dreapta. O

TEOREMA 4.3. Daca sistemul asociat unei drepte d este

A'x+B'y+C'z+D'=0
{A2x+ B2y+C2?z+D?=0
notand Ng = A5 + BS] +C 3k, s=12, atunci vectorul Vv = N, x N, este un vector director
al dreptei d, iar
A' B!
A> B?

ct A
C2 A2

B' C*!
BZ C2

(7) a=

formeazi un sistem de parametri directori ai acestei drepte.

Demonstratie. Dreapta d este intersectia a doud plane w1 si mz, vectorul N, este
normal planului 3, N, este normal planului 7o, deci N, si N, sunt perpendiculari pe d.
Produsul lor vectorial V=N, xN,, fiind perpendicular si pe N, si pe N,, are directia
dreptei d, deci V este un vector director a dreptei d. Evident, N, x N, = O, ; in caz

contrar, cele doua plane ar fi sau paralele si distincte, sau confundate si atunci cele doua

€ecuatii nu ar mai reprezenta o dreapta.
Numerele a, b, ¢ sunt coordonatele vectorului director v = N, x N, in raport cu baza
(T, i, IZ) deci formeaza un sistem de parametri directori ai dreptei d. 0
TEOREMA 4.4. Fietrei plane m, 7, 73 de ecuayii:
Alx+B'y+C'z+D'=0 ,
A%+ B%y+C?z+D?*=0 ,
A¥x+B%+C3z+D%=0
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cu Ng=AST+B%j+C%k,s=123, vectorii normali la fiecare dintre ee. O condiie

necesard si suficientd pentru ca cele trei plane sa aiba un punct comun, unic, este

) N, (N, x N, )= 0
sau, echivalent cu aceasta,
At B C!
(8) A> B? C?=#0.
A B®* C®

Demonstratie. Dacid cele trei plane au un punct comun §i numai unul singur,

intersectia a doua dintre ele, d, =7, N7, , este 0 dreapta si intersectia acesteia cu 1z este un
punct P, =d, "z, =7, Nz, 7, Rezulticdi V=N,xN, =0, si V nueste parale cu
n3, deci nu este ortogonal lui N, adica (Nl x NZ)NS # 0. Deci conditia este

necesara.

auficiensa. N,N,N, #0= N, xN, =V =0O, si VN, #0. Deci 7, "7, =d este o dreapta
si aceastd dreapta nu este paraleld cu =,. Intersectia 7, "7, "7, =dNz, =P, este un
punct. Determinantul din (8’) este transcrierea produsului mixt N 1N ) NS folosind

coordonatele celor trei vectori in raport cu baza canonici (T, i, E), deci conditia (8) este

echivalenta cu (8’). 0

4.4. Unghiul a doud drepte in spatiu. Aria unui triunghi din spatiu

Fie d; si d» doua drepte orientate prin vectorii directori & si b.
DEFINITIA 4.4. Prin unghiul dintre dreptele d; §i d> vom intelege unghiul dintre

a si b adica unghiul definit prin
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_le-8l

sau gn(dl,dz)_m, u (d;,d,)e(0,z].

od,,d,)- 2P
T ]

Consecinte 4.2. (i) dild; < ab = 0;
(i) di| d» &  daxb=0,.
Fie un triunghi ABC din spatiu dat prin vectorii de pozitie ai varfurilor
F(A), F(B), F(C) in raport cu triedrul Oxyz.
DEFINITIA 4.5. Aria triunghiului ABC este data de

o(4BO=|(7(8)-F(A)<(F(C)- F(A)]

4.5. Probleme rezolvate

1.S4 se scrie ecuatiile dreptei d care trece prin punctul Po(2,-5,3) si este paraleld cu

x-1 y-2 z+3
dreapta di) : = = .
€ap (d1) 2 6 9

4 se determine apoi cosinusurile directoare pentru d.
Rezolvare. Dreapta d; are vectorul director & (4,-6,9). Dreapta d are vectorul director

a H a,, deci a=41 4a;, cu AeR*. Ecuatiile carteziene ale dreptei d sunt (conform cu relatia

(3):
X—2 _ y+5 z-3

4 6 9
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Pentru determinarea cosinusurilor directoare avem &,

||an ¥

d, =cosa-i +cosf-j+cosy-k=0=

—cosa-i +Cos -] +cosy -k = 47 - 6] +9K N
cosa = ,cos 3 6 cosy =+ 9
V1 \/133’ 133

2. Se considera dreapta determinata de punctele A(1, 2, 3) si B(-2, 1, 4). Sa se

gaseasca punctele ei de intersectie cu planele de coordonate.

. . X+2 -1 z-4 .
Rezolvare. Ecuatiile dreptei AB sunt e yl = 1 (conform cu relatia (5)). Notand
cu t valoarea comuna a rapoartelor, avem X=-2+3t, y=1+t, z=4-t. Punctul de

intersectie a dreptei cu planul XOy are z=0. Deducem t=4. Deci coordonatele acestui punct

sunt (10, 5, 0). in continuare, printr-un calcul analog, gasim ci dreapta intersecteaza planul

yOz in punctul [Og 1—;) , iar planul xOz in punctul (-5,0,5).

X—-3y+5z+6=0

, S se scrie ecuatiile ei punandu-se
2X+5z-3=0

3. Dandu-se dreapta (d): {

in evidenta un punct al dreptei.

Rezolvare. Directia dreptei d este data de vectorul &= N, x N, unde

N, =i —3j+5k, N, =2i +5k. Deci

P K
a=|1 -3 5/=-15 +5] +6k.
2 5
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Alegem pe dreapta d un punct oarecare, dand o valoare arbitrara uneia din coordonate, de

exemplu y=0. Obtinem sistemul

X+5z2+6=0 . . .. .
, care are solutia x=9, z=-3, deci punctul Py(9, O, -3). Ecuatiile dreptei d,
2X+5z-3=0
tinand seama de relatia (3), este x-9_y_z+3
-15 5 6

4. Sa se determine unghiul dintre dreptele
X=p X=az+b

(dl):{y:q si (dz):{yzcz+d,cu P, g, ab,c deR.

Rezolvare. Dreapta (d;) este paralela cu Oz, deci un vector director a e este 8, = k. Pentru

() : x;b:y;dzz’ obtinem &, = ai +¢j +k. Deci
a (o 1
cos(d,,d, ) = :al 'af = ! .
&) -1a.]  vaz +c? +1

5. Se considera ccuatia vectoriald T =27 —3j+ 24 (67 +2]) AeR. Care dintre
afirmatiile urmatoare sunt adevarate si care sunt false ? Justificare.
Ecuatia data reprezinta
1° o dreapti oarecare in spatiu;
2° un punct in plan;
3° 0 dreapti situata intr-un plan;
4° un plan;
5° o curba.
Rezolvare. Sunt adevirate afirmatiile 3° si 5°, deoarece ecuatia datd este de forma (1), care
caracterizeaza o dreaptd (adica cea mai simpla curbd). Este o dreapta situatd in plan

deoarece fiecare vector considerat are proiectii numai pe doud axe de coordonate. Afirmatia
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2° este falsi, deoarece un punct este caracterizat (in plan) printr-0 pereche ordonati de
numere, nu de o ecuatie depinzand de un parametru. De asemenea si 4° este falsi, deoarece
vectorul © a unui punct curent de pe figura este functie numai de un parametru A si nu de

doi parametri (ceea ce ar caracteriza o suprafata).

4.6.Probleme propuse

1. Se considera dreapta care trece prin punctul A(1, 1, 1) si este paralela cu dreapta care
trece prin punctele B(1, 2, 5) si C(-1, 0, 3). Sa se scrie ecuatiile carteziene ale acestei drepte
si sd se arate ca este paraleld cu planul xOy.

2. S4 se scrie ecuatiile dreptei care trece prin punctul A(1, -5, 3) si formeaza cu axele de
coordonate unghiuri respectiv egale cu 60°, 45°, 120°.

3. Si se scrie ecuatiile dreptei care trece prin punctul Mi(x', y*, ZV) si este perpendiculard pe
una din axele de coordonate ale triedrului Oxyz.

4. Sa se scrie ecuatiile dreptei care trece prin punctul Mi(x, y', Z) si este paralela cu Ox
(respectiv Oy, O2).

5. Sa se determine cosinusurile directoare ae dreptelor

] x-1 y-5 z+2, ) X y-7 z+3
(dl) = = ' (dz) - = — =
4 -3 12 12 9 20
6. @) Sa se scrie ecuatiile parametrice ale urmatoarelor drepte
X=2 y+1 z-5 5X+y+z=0
(dl)' = = ’ (dz): A
3 4 -3 2x+3y—-2z+5=0

b) Sa se scrie ecuatiile carteziene ale dreptelor

X=2t+5
(d,):qy=-t+2 , teR.

z=t-7

2x+3y-z-4=0
(d,): -0
3X-5y+2z+1=0
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7. Fie dreapta AB cu A(1, 2, 3) si B(-2, 1, 4). Sa se determine punctele ei de intersectie cu
planele de coordonate.

8. Sa se scrie ecuatiile dreptei AB, unde A(2, -1, 0), B(-1, 1, 2\/§) si apoi sd 1 se calculeze
cosinusurile directoare.

9. SA se scrie ecuatiile parametrice ale dreptei care uneste centrul de greutate al triunghiului
ABC cu mijlocul segmentului AB, unde A(1,2,3), B(-1,-2,0) si C(0,2,4).

10. Sa se scrie ecuatiile parametrice ale inaltimii duse din A in triunghiul ABC ale carui
varfuri sunt A(2, 3, 6), B(1, 1, 2), C(-1, 3, 4) si sa se gaseasca cosinusurile directoare ale
directiei respective.

11. Se considera triunghiul ABC cu A(2, -3, -1), B(1, 4, 0) si C(-3, 2, -5). Sa se dea o

reprezentare parametrica a dreptei care uneste centrul de greutate al triunghiului ABC cu
. . . 3
punctul M, care imparte segmentul orientat AB in raportul k = PY

12. Sedau punctele A(2, 1, 0), B(0, 1, 5) si C(1, -1, 1). Sa se determine:
a) ecuatiile vectoriale, parametrice si carteziene ale dreptelor AB si AC;
b) locul geometric a punctelor egal departate de punctele A si B.

13. Sa se determine directia dreptei (d): {51;;:322_—?::?) :

14. S se dea o reprezentare carteziand a dreptei care trece prin punctul A(2,1,1) si este
paraéla cu planele (mt;): X-y+z+2=0si (72): X+y+22-1=0.

15. SA se scrie ecuatia unei drepte care trece prin punctul A(2, 1, 1) si este perpendiculara

pe planele x+ 2y-z+ 1=0 si 2x+Yy-z=0.
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5. PROBLEME ASUPRA PLANELOR

5.1. Poztiile relative ale planelor

Fie doua plane 7, si 7, date sub forma vectoriald
(z7,) : T"N,-a'=0 , (z,) : T-N,—a?=0 ,
sau in coordonate carteziene
(7,) : Ax+B'y+C'z+D*'=0 , (7,) : A’x+B’y+C?2+D’=0
TEOREMA 5.1. Doua plane =, si 7, pot avea intre ele urmatoarele pozitii :

— . Al Bl Cl Dl

I_. T, =7, = N]_:/I N2, al=la2, /Iio = ?:?:F:F:l,
A #0.

N . Al Bl Cl Dl

Y| 1 2
. 7Z'lH7Z'2 = lelNz, o ¢10£, A0 & ?Zgzgiﬁ.

. 7z, 20 << N, #zAN,, A=0.

N, & NxN,-0,

Demonstratie. Necesitatea 1. Din 7, =z, = N,

= N,=AN,, 1#20. Fie R(f,)er, si P(,)er,, cu P #P,. Atunc
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Relatiile Nl =1 Nz siat=21a’, A=0,tinand seama de legitura dintre forma
vectoriala si forma carteziana a planelor devin

A B
A B C D

ct D!

N, = N,=AN,, 2#0.CuR(f)enr, siP(i,)er, avem

Fl'leal N AN, =a
‘N : AT, N, =21a?

2\

= A -F,) N,=a'—1a’. Deoarece

(F-7,)-N,20, = a'-1a’°%20 = a*#ia’si

Al Bl Cl Dl
A B c? D

. z,nm,#0 = N xN,20, = N;#AN,, 1=#0.

Suficienta este imediata in toate situatiile. m

Fietrei plane z,, =, si 7, date sub formagenerala
(z,) : A'x+B'y+C'z+D*'=0, (z,) : A’x+B’y+C?2+D?=0,
(z,) : A*+B3y+C%z2+D?=0.

TEOREMA 5.2. Trel plane pot avea intre ele urmatoarele pozitii:
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i) Planele sunt concurente intr-un punct cand

Al Bl Cl
A=|A> B®* C?=#0.
AS BS C3

i) Planele au o dreapta comunda cand A = 0, iar unul dintre determinanyii de
At B!

ordinul al doilea format din coeficientii necunoscutelor, de exemplu 5 = A 2

si determinantul

Al B D!
A, =|A> B? D?=0.
A* B* D°

iii) Planele nu au nici un punct comun, ele sunt paralele cu o dreapta sau se taie

dupa trei drepte paralele, fomand o prisma, cand

Al B!
A=0 ; A2 B2 0 ; A, #0
iv) Planele sunt paralele cind A = 0, tofi minorii de ordinul al 11 —leaai lui A

sunt nuli si, presupundnd A" =0, determinanii caractAeristici sunt nenuli

A" D'
A* D°

A D'

%1% p2 pe

#0, 0,= # 0.

V) Planele sunt confundate cind sunt indeplinite conditiile A = 0 ,t0ti minorii de

ordinul al doilea ai lui 4 i determinantii caracteristici 01 si d» sunt nuli.

Demonstratie. i) Ecuatiile celor trei plane formeaza un sistem de trei ecuatii liniare

Cu trel necunoscute x, Yy, z. Sistemul are solutie unica daca
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Al Bl Cl
A=|A> B® C?=%0
AS BS CS

In acest caz, valorile lui X, y, z, gasite prin rezolvarea sistemului folosind regula lui

Cramer, sunt coordonatele unui punct care verifica toate cele trei ecuatii ale planelor, deci

planele sunt concurente intr-un singur punct.

i) Pentru a arata ca planele au o dreaptd comuna, facem o discutie asupra sis-
temului determinat de ecuatiile planelor, utilizind teorema lui Rouché. Consideram

matricea formata din coeficientii necunoscutelor

Al B C!
A=| A> B? C?
Al B C®

Daca determinantul A = det A= 0, presupunem ca cel putin un minor de ordinul a doilea
a matricei A este diferit de zero, de exemplu 6 = 0, pe care il putem lua ca determinant
principal a sistemului. Conditia ca sistemul sa fie compatibil este ca determinantul

caracteristic A, si fie nul. In acest caz, sistemul este simplu nedeterminat si, prin urmare,
planele trec prin aceeasi dreapta de intersectie a planelor 7, si 7, .

iii) Daca A=0, A, =0, atunci sistemul este incompetibil, deci cele trei plane nu
au puncte comune. Cum & = 0, rezulta ca cele trei plane se intersecteaza numai cate doua,
dupa drepte paralele, deci cele trei plane formeaza o prisma nelimitata.

iv) Daci A = 0 si toti minorii de ordinul al I —leaai lui A sunt nuli, presupunand
A" =0, determinantul principal a matricei A este de ordinul I . Consideram determinantii

caracteristici J,, J, si daca acestia sunt nenuli, atunci sistemul este in-compatibil. Rezulta
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ca cele trei plane luate cate doua nu au nici un punct comun si, prin urmare, cele trei plane

sunt paraele.

v) Daca A=0, toti minorii de ordinul a Il —lea a lui A sunt nuli, iar

0, =0, =0, atunci sistemul este compatibil dublu nedeterminat, ecuatiile se reduc la una

singura si planele sunt confundate.

O

TEOREMA 5.3. (Alta forma a condifiei ca trei plane sa se intersecteze dupd o
dreaptd ) Trei plane de ecuatii (simbolice) =, =0, n,=0, 7, =0 trec prin aceeasi

dreaptd cdnd existd trei numere reale A', A*, A°, nu toate nule

( (/11)2+( 2)2+( 3)2 #0 ) at.
(1) A+ Am,+ 2my = 0.

Demonstratie. Conditia (1) conduce la un polinom de gradul intai, cu trei ne-
cunoscute (X, Y, Z), care trebuie s fie identic nul, adica toti coeficientii nuli
DA+ A+ 22N =0
) AB'+A*B*+A°B° =0

ACr+22C?+ 2°%Cc =0
D+ A°D?*+ 2°D* =0

Obtinem astfel un sistem de patru ecuatii cu trei necunoscute (ﬂl, A2, f’), liniar si o-

1 2

mogen, care, conform teoremei lui Rouché ( presupunand # 0), are conditiile de

B' B?

compatibilitate
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AAA AN A
A'=|B' B* B° =0 si A =|B" B* B® =0,
ct c* c® D' D* D°

pentru a avea solutii, nu toate nule. Acestea sunt aceleasi cu conditiile din teorema 5.2 ii), in
care s-au luat determinantii matricelor transpuse.
Prin urmare, daca sunt indeplinite conditiile A'=0 si A", =0, atunci

sstemul(2) este compatibil, deci putem determina trei numere A, A%, A° eR, cu

(21)2 + (22)2 + (/13)2 # 0, care s verifice relatia (1) si astfel cele trei plane au o dreapta

comuna. O

TEOREMA 5.4. Conditia necesara si suficienta ca patru plane date prin ecuariile
(z,) : Ax+B'y+C'z+D'=0 , i=1 2 3 4,
& fie concurente este

A' B* C' D' A B
A* B®* C? D?
D= =0 i detA=|A’ B? C?=#0.
A* B* C® D°
A B® C°
A4 B 4 C 4 D 4
Demonstratie. Cele patru ecuatii ale planelor formeaza un sistem de ecuatii liniare
Ccu trei necunoscute. Pentru ca cele patru plane si fie concurente, trebuie sa existe un punct
ale carui coordonate (x, Y, Z) sa verifice sistemul format de ecuatiile plane-lor. Conform
teoremel lui Rouché, conditia necesara si suficienta ca un astfel de sistem sa fie compatibil

determinat este ca determinantul caracteristic sa fie nul ( D=0 ) si determinantul principal

det A=0. O
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5.2. Fascicol de plane. Stea de plane

DEFINITII 5.1. Multimea tuturor planelor, care trec prin dreapta d de inter-SecCtie

adoua plane date, formeaza un fascicol de plane.
Dreapta d se numesze axa fascicolului, iar planele date se numesc plane de bazi.

TEOREMA 5.5. Fiind date doua plane
(7,) : A'x+B'y+C'z+D*'=0 ,
(z,) : A’x+B’y+C?2+D?=0 ,

cu condizia N, (A*,B!,C*)x N,(A?,B?,C?)=G,, atunci orice plan care trece prin dreapta

deintersectie a planelor r, si ., are ecuatia

©) a(A1x+ B'y+C'z+ D1)+,B(A2x+ B’y+C?z+ Dz):O
sau, ssimboalic,
(3) ar,+ pr,=0,cua feR.

Reciproc. Ecuatia (3) reprezinta toate planele care trec prin dreapta

=0
(d) : i , deci ecuaria (3°) este ecuatia fascicolului de plane.
7,=0

Demonstratie. Fie 7, = 0 un plan care trece prin dreapta de intersectie a pla-nelor

date r, si x,. Conform teoremei 5.3., avem
a'm,+a’n,+a’n, =0

de unde, presupunand o # 0,
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_a a’
T4 _a3 T, 772
. at a’
Insd 7, =0, deci avem oz, + fr, =0, unde a = —— si f=—-—.
(04 (04

Reciproc. Ecuatia ar, + S, =0 reprezintda multimea tuturor planelor care trec prin

dreapta d deoarece:
a) este 0 ecudtie liniara in X, Yy, z, deci reprezinta un plan pentru « si § dati;

b) coordonatele punctelor de pe dreapta d verifica atat ecuatia planului 7, cat si
ecuatia planului 7, , deci verifica si ecuatia ar, + Sz, = 0. Rezultd ca planul dat de ecuatia

(3) trece prin dreapta d . O

Observatia 5.1. Presupunand « = 0, ecuatia fascicolului de plane se mai scrie
(3 Ao+ A7, =0 (unde 2 =2, cuieRr.
a

Observatii 5.2. (i) Dand lui « si g din ecuatia (3) diferite valori, vom obtine

diferite plane care trec prin dreapta d. Pentru fiecare pereche de valori neproportionale

datelui o si f , vom avea cate un plan din fascicol si reciproc.

Planele de baza 7, si 7, fac si ele parte din fascicolul de plane pentru S =0,
respectiv a = 0 sau, scriind ecuatia fascicolului sub forma (3*), pentru 4 = 0 obtinem

planul 7, sipentru A — oo obtinem planul 7, .

(ii) Teorema este valabili si in cazul cand planele de baza 7, si 7, sunt paraele. in
acest caz, ecuatia fascicolului reprezinta totalitatea planelor paralele cu planele 7, si 7,
avand coeficientii lui X, Yy, z proportionali cu cei ai planelor 7, si 7, . ( Ecuatia

fascicolului sescriesmplu 7, + u=0, peR).
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(iii) Daca printre coeficientii A, B, C, D ai unui plan exista functii liniare de un

parametru (1), adica
AA)x+B(A)y+C(1)z+ D(A) =0,

atunci aceasta ecuatie reprezinta un fascicol de plane.

Intr-adevir, acest lucru se vede imediat scriind ecuatia fascicolului

A'x+B'y+C'z+ D'+ 1 (A2x+ B°y+C?z+ DZ): 0
sub forma
(Al +A Az)x+ (Bl +A Bz)ij(Cl +A Cz)z+ (Dl +2 DZ): 0.

(iv) Pentru a gasi ecuatia unui anumit plan din fascicol, trebuie sa avem o conditie
geometrica suplimentara, cu ajutorul careia vom determina valorile corespunzatoare ale lui

a si [, respectiv 4.

DEFINITIA 5.2. Se numeste stea de plane, determinaté de punctul P,(T,) e Es,

multimea tuturor planelor din Es care contin punctul P, .

TEOREMA 5.6. Fiind date trei plane

(z,) : F-N,—a*=0 , (7,) : F-N,-a®’=0 , (z,) : T-N;—a®=0 ,

cu condifia N, -(N2 x N3)¢ 0, atunci orice plan care trece prin punctul de intersectie al

celor trei plane are ecuasia
@AF N, —at)+ 2N, —a?)+ 2Ny —a®)=0, cu (&f +(2f +(2f =o0.

Reciproc. Ecuatia (4) reprezinta toate planele care trec prin punctul de intersectie

al planelor z,, 7,, 7, i, ca urmare, este ecuatia stelei de plane.
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Demonstratie. Fie (z) : - N —a =0 un plan oarecare din steaua de plane, cu N
si @ necunoscuti. Deoarece Nl-(Nzx N3)¢ 0, tripletul (Nl, N,, NS) poate fi considerat
baza in Es si atunci 3 4,2, 2° eR, cu (£ + (2 + () =0, astfel incat

N = AN A N , + ASI\]S (*) . Aceasta, inlocuita in ecuatia planului 7, ne da

Consideram ca 7, N7, N7, = {P,(,)} si, prin urmare, T, satisface ecuatiile celor

trei plane si ecuatia planului 7 , astfel ca obtinem

ATy N+ 2%, N, + %, Ny =a o Ao+ A%’ +Pa’=a (x%)

fnlocuind N si o date de relatiile (*) si (**) in ecuatia planului 7z , avem tocmai
ecuatia (4).

Reciproc. Analog cain teorema 5.5.

Observatii 5.3. (i) Daca se considera ecuatiile simbolice ale celor trei plane

(z,) : 7,=0 , (z,) : 7,=0 , (7,) : ;=0 ,

atunci ecuatia stelei de plane (4) se scrie sub forma
@) Ary+ Py + By =0, cu (Bf+(2f+(2f =o0.
(ii) Presupunind ci A" # 0, ecuatia stelei de plane se mai scrie

A2 5
(4%) mota w,+ B my=0 (undea:?, p="5)
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5.3. Ecuatia planului determinat de o dreaptdi si de un punct nesituat

pe dreapta. Distanta de la un punct |a o dreapta

TEOREMA 5.7. Ecuatia planului determinat de o dreapta

Demonstratie. Dreapta d contine

punctul M, (F,) si are vectorul director &.

—y
L3
Pentru a stabili ecuatia planului 7 determi- 0 Z
B 3
nat de aceasta dreapti si punctu M, (7,) e d, .
ducem din punctul M, vectorul director a
Figura. 5.1.

al dreptei d si consideram un punct curent

M (F) a planului 7 .

Vectorii MyM, M,;M, si a fiind coplanari, produsul lor mixt este nul
MM -(MlMO xa)zo
Ecuatia planului 7 determinat de dreapta d si punctul M, este deci

() : (

Daci =1 i +m ] +n k, atunci ecuatia planului sub forma carteziana este

=
|
O-‘1
N—
Ly |
=
o
|
i
N—
X
Qy
e
Il
o



GEOMETRIE ANALITICA 217

TEOREMA 5.8. Distanta de la punctul M (F,) la dreapta

(d): (F-7,)xda=0, estedatd de formula

MM, x| (&)

CI.

d(M,,d)=

Demonstratie. Pentru a gasi distanta de
lapunctul M, ladreaptad, ducem prin M, un
plan 7 * perpendicular pe d si notam cu E punc-
tul unde dreapta d inteapa planul 7 * . Lungimea

Figura5.2.
segmentului M ,E este distanta de la punctulM

la dreaptad si se noteazi cu d(M,,d). Din formula care da aria paralelogramului construit

pe reprezentantii vectorilor a si M,M, ( fig. 5.1. si fig. 5.2.), obtinem

HMlMoxé‘

CI.

d(M,,d)=
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5.4.Probleme rezolvate

1. S4 se stabileasca pozitia relativa a planelor 2X+y—-z=5, -x+3y+2z=1,

3x+5y=11.
2 1 -1 2 1 -1 5
Rezolvare. Considerim matricele A=| -1 3 2 |si A=|-1 3 2 1 |.Avem
3 5 0 3 5 0 11
» 1 2 1 5
‘A‘zosi #0, decirangA=2.Deoarece |-1 3 1 |=0, avemsi
- 3 5 11

rang A= 2. Planele considerate fac parte din acelasi fascicol de plane neparalele.

2. Sa se scrie ecuatiile planelor duse prin intersectia a doua plane si sunt, respectiv,

perpendiculare pe fiecare din ele.

Caz particular. Cele doua plane au ecuatiile 3X+4y+2z-1=0, x—-y+2z+5=0.

Rezolvare. Fieplanele (7) : ASx+B°y+C%z+D®=0, s=1 2.Ecuatia fascicolului

determinat de aceste plane este

ll(A1x+ B'y+C'z+ D1)+ /12(A2x+ B?y+C?z+ D2) 0
(BA + 22 A x+ (1B + A%B? )y + (2'C* + 2°C?)z+ A'D* + 2°D? = 0.
Planul fascicolului perpendicular pe planul 7, este caracterizat de conditia ca normala sa s

fie perpendiculara pe normala la planul 7, adica sa avem
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A2 A+ 22A%)+ BY (2B + 42B% )+ CH(A'Ct + 4%C2) =0

(A + (B +(c i + (a'A? + BB + CiC2 22 o0,

(A +(8Y) +(c*f

Obtinem A% = —
’ A'A% + B'B? + C'C?

A, cu A'A* + B'B® + C'C? = 0, adici planele
date si nu fie perpendiculare intre ele. Inlocuind pe A° astfel obtinut in ecuatia fascicolului
determinat de 7, si 7,, Obtinem ecuatia planului cautat (AlA2 +B'B* + ClCz)

(Alx+ B'y+C'z+ Dl)— ((A1)2 + (81)2 + (Cl)ZXA2x+ B’y+C?z+ DZ): 0.

In mod similar se obtine pentru planul din fascicol, perpendicular pe planul 7, ,
ecuatia ((A2 )2 + (82)2 +(C2)2 XAlx+ B'y+C'z+ Dl)—(AlA2 +B'B? +C1C2XA2X+
+B’y+C%z+ DZ): 0.

Pentru cazul particular, avem Nl(S, 4, l) , N 2(1, -1 2) si ecuatia fascicolului
A(3x+4y+z-1)+ A2(x—y+2z+5)=0 sau (32 + 2%+ (421 - 2% Jy+ (2 +
+22%)z— A*+54% =0. Trebuie si avem indeplinitd conditia 332" + A2 )+ 444" -

— 2%)+ (2 +242)=0. Obtinem 4? = —26" si ccuatia planului cerut este 23x— 30y +

+51z+131=0. In mod similar se obtine al doilea plan cautat 17x + 25y + 4z—11=0.
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Caz particular. Sa se determine ecuatia planului care trece prin punctul Pl(—l 1, 2) si

x-1 vy z+1
dreapta ——==-=——.
P 3 2 -1

Rezolvare. Notam cu 1, si I; vectorii de pozitie ai punctelor date P, (XO, y°, Zo)e d si

Pl(xl, v, zl) din planul ciutat, iar cu ' vectorul de pozitie al unui punct curent

P(x, y, z) din acest plan. Exprimim conditia cé vectorii P,P, PyP, si a ( vectorul di-

rector al dreptei d ) sunt coplanari, adica avem produsul mixt (F —F,)-[(F, —F,)x@]=0

sau
x-x> y-y® z-2°
Xt — x° yl_yO A_7=0.
I m n
x-1 vy z+1
Pentru cazul particular obtinem | -2 1 3 |=0sau x—-y+z=0.
3 2 -1

4. Sa se gaseasca distanta de la punctul P(ZL 2, —1) la dreapta (d): X=y=2.
Rezolvare. Consideram prin P planul perpendicular ped si avem (x—1)+(y —2)+
+ (Z+ 1) = 0. Cautam intersectia dreptei d cu acest plan rezolvand sistemul x=y =z,

X+ Y+ z—2=0. Gasim punctul P{% % %j . Cdlculam distanta dintre punctele P si P,

-G (3 35

i
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5. Sa se determine proiectia ortogonala a punctului P(—l, -1, 2) pe dreapta d a carei

reprezentare parametrica este x=t+2, y=2t-1 z=3t+1 teR.

X-2 y+1 z-1
2

Rezolvare. Ecuatiile dreptei d se pot scrie sub forma . Ecuatia
planului determinat de punctul P si perpendicular pe aceasta dreapta este (X +1)+
+2(y+1)+3(z-2)=0. Rezolvim sistemul x=t+2, y=2t-1 z=3t+1 x+2y+

+3z-3=0 siobtinem t = 0. Deci punctul cautat este Pl(2 -1, 1).

5.5. Probleme propuse

1. Sa se stabileasca pozitia relativa a planelor:

a) X+y+2z=4, x+2y-z-2=0, 2x—-y—-z=0si X+y+2z-3=0;

b) x+y+z-6=0, 2x-y+z-3=0, x+2y-z-2=0.
2. Sedauplande: (z,) : 2x-y-z-2=0,  (7,) : x+2y+2z+1=0,
(773) I X+7y+7z+a =0, aeR sipunctul A(l, -2, 5). Secere:

a) expresia analitica a versorului directiei dreptei d =7, N 7,;

b) distanta de la punctul A laplanul =, ;

¢) smetricul punctului A fata de planul 7z, ;

d) valoarealui o astfel caplanele z,, 7,, 7, S se taie dupa o dreapta.
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Yy z

+ + —-1=0, unde 1 este
A—-a A-b A-c

3. Se congidera familia de plane data prin ecuatia

un parametru red, iar a, b, ¢ sunt constante diferite intre cle.

1) Sa se arate ca prin oricare punct M a spatiului trec trei plane ale familiei. Sa se cal-
culeze coordonatele punctului M in functie de A', A%, A, valorilelui 1 corespunzitoare

celor trei plane prin M ;
i) Unde se &fla punctul M , pentru cadoua dintre aceste trei plane sa fie confundate ?
i) Unde se afla punctul M , pentru ca cele trei plane sa fie confundate ?

4. Sa se determine ecuatia planului paralel cu planul X+ y+ 2z =0 si care trece prin punctul

de intersectie al planelor
2Xx+y—-2-2=0, x-3y+2+1=0, x+y+2z-3=0.

5. $4 se scrie ecuatia unui plan paralel cu planul X+ y+ 2z =0 si care trece prin
punctul de intersectie al planelor

X+2y—-2-2=0, 2x-y-2=0, Xx+y+2z-3=0
fara a determina coordonatele punctului de intersectie al celor trei plane.
6. Sa se determine A R, astfel incat planele x—y+z=0, 3x—-y—-z=0 si
4x—-y—-2z+ A =0 < se intersecteze dupa o dreapta.
7. Sa se afle ecuatia planului din fascicolul a(3x -4y + z+6)+ B(2x—3y+2z+2)=0,
echidistant fata de punctele Pl(3 —4, —6) si P, (ZL 2, 2).
8. S4 se determine valorile parametrilor reali | si m, astfel ca planul

5X+1ly+4z+m=0
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sa apartind fascicolului de plane de ecuatie
a (3x-7y+2z-3)+p (x-9y-2z+3)=0, a, BeR.
9. S4 se scrie ecuatia planului dus prin B, (ZL 2, —1) si prin dreapta de ecuatii
2x—-2z2+1=0, 3y+2z-2=0.

10. Si se determine ecuatia unui plan care trece prin punctul F’l(r”l =2i +5] - SIZ) si prin
dreapta de intersectie a planelor(ﬂl) : F(BT +]- E): 5si (7:2) : F(T + ZIZ): 0.
11. Si se scrie ecuatia unui plan care trece prin dreapta de ecuatii 2X+ y+2z2=0,
X+5y—z=2 sicare
1) este paralel cu axa Ox;
il) este perpendicular pe planul x+ y+2z-5=0;
iii) trece prin punctul Pl(2, 5, —3).
12. Sa se calculeze distanta de la punctul Pl(Fl =2 - I) la dreapta
(3 + 47 + 2K ) =107 ~15] + 25K .
13. SA se determine vectorul de pozitie al piciorului perpendicularei coborate din originea
triedrului Oxyz pedreapta F x (ZT +]- 3E)= 5 + 2] + 4k .

14. S3 se determine proiectia ortogonald a punctului PO(XO, y°, ZO) pe dreapta

X-=2 y-1 z-3
3 2 4

Cazparticular. P,(5, 0, -2) (d) :
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15. Si se giseasca proiectia ortogonald a punctului M O(XO, y°, ZO) pe dregpta A
caracterizati de ecuatiile A'x+ B'y+C'z+D"=0, A’x+B’y+C?z+D*=0.

Caz particular. M,(x°, y°, z°), (A) : x—2y+z-2=0, 2x-6y+2z-1=0
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6. PROBLEME ASUPRA DREPTELOR

6.1. I ntersectia unei drepte cu un plan

TEOREMA 6.1. Fiind data dreapta

si planul
() : Ax+By+Cz+D=0,

coordonatele punctului de intersectie dintre dintre dreapta si plan sunt date de solutia

sistemului format de ecuariile dreptei d si ecuatia planului 7 .

Demonstratie. Din ecuatiile dreptei d avem punctul PO(XO, y°, Zo)e dsi
vectorul director é(l, m, n), iar din ecuatia planului avem vectorul normal
N(A, B, C).

A intersectadreaptad cu planul 7 inseamna a rezolva sistemul format din e-cuatiile

dreptei si ecuatia planului. Pentru aceasta, egalam rapoartele din ecuatiile luid cu A4

deunde, x=x"+Al, y=y°+Am, z=2"+An siobtinem sistemul
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x=x"+11
=y’+Am
1) y=Yy

z=2°+2An
Ax+By+Cz+D=0

Substituim primele trei ecuatii in ultima
AX° + A IA+By° + A mB+Cz2°+AnC+D=0
si obtinem

0 0 0
Q= DX HBY +CZ+D A mBANC 0.
IA+ mB+nC

Inlocuind valoarealui A astfel determinati in ecuatiile parametrice ale dreptei d (pri-mele

trei ecuatii din (1)), gasim coordonatele punctului de intersectie al dreptei d cu planul 7 :

X_XO_Ax°+By°+Cz°+D.I
[A+ mB+nC
Ax° + By° °+D
(2 y=y’ - I; yB+CZC+ m, cu IA+mB+nC=0. O
+mB+n
o AX+By°*+CZ°+D .
[A+ mB+nC

Observatia 6.1. Din discutia solutiilor (2) reies pozitiile relative ale dreptei d fata

deplanul 7:
| daci
IA+mB+nC#0 < a-N=z0,

sistemul (1) este compatibil determinat si dreapta intersecteaza planul intr-un

punct ;

| daca
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{IA+mB+nC:O {a-N:o
=

Ax° +By° +Cz°+D #0 Pen

sistemul (1) este incompatibil, deci dreapta nu are puncte comune cu planul la dis-tanta
finita si dreapta este paraléela cu planul ;

Il daca

{IA+mB+nC:O {a-N:o
=

AX° +By°+Cz°+D=0 Pen

sistemul (1) este compatibil nedeterminat si admite o infinitate de solutii, deci toate

punctele dreptel d sunt situate in planul 7 , adica dreapta este continuta in plan.

6.2. Unghiul unei drepte cu un plan

DEFINITIA 6.1. Se numeste unghi al unei drepte cu un plan cel mai mic dintre
unghiurile formate de dreapta cu proiectia ei pe plan.

TEOREMA 6.2. Unghiul dreptei d cu planul 7, date prin ecuariile

(d) : 22X =YY 272 (7). Ax+By+Cz+D=0 ,
I m n
este dat derelafia (d)
-
N
. [A+mB+nC
sm(d, 7r)= : E-
VIZ+m2 +n2 A/ A2 + B2 +C2 AT
tf
Demonstratie. Considerand unghiul P
7

%—(o dintre vectorul N(A, B, C) normal / Figura 6.1.
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laplanul 7 (fig. 6.1) si vectorul director &(l, m, n) al dreptei d, avem

co{z - (pj = H KT‘I‘ F” , de unde rezulta relatia ceruta pentru ¢ = (d, 7z). m
-la

6.3. Pozitiile relative a doud drepte in spatiu

TEOREMA 6.3. Fiedreptele d, si d, date prin ecuayiile

X-x" y-y- z-7' X—x> y-y* z-7°
(dl) 1 T 1 , (dz) 2 2 2
I m n I m n
Daca facem notatia
x2oxt oyEoyt 2
A=l I' m noo,
|2 m? n’

atunci poztiile relative a doua drepte in spatiu sunt :

1 .Daca A+0,dreptele d, si d, nusunt Situate in acelasi plan.

Il . Daci A =0 gi vectorii directori él(ll, m', nl) §i éz(l 2, m?, nz) nu sunt coliniari,

atunci dreptele sunt concurente.

11l . Dacd A =0, vectorii directori él(ll, m', nl)gi éz(lz, m?, nz) sunt coliniari, insa

vectorul M, M, (x* —x*, y*—-y', z®-Z') nuestecoliniar cu vectorii directori &, si a,,
1Vl y -y a,

atunci dreptele sunt paralele.



GEOMETRIE ANALITICA 229

[

IV Daci A = 0 si vectorii él(ll,ml,nl), éz(l Z,mz,nz), M, M 2(X2 -xty* -y z* - Zl)

sunt coliniari , atunci dreptele coincid.
Demonstr atie. I . Din ecuatiile dreptelor

d, si d, avem punctele Ml(xl, y, zl)e d,,

Mz(xz, y?, zz)e d, , vectorul

M. M, :(x2 —xl) T+(y2 —yl)f+(zz—zl) K si

vectorii directori él(ll, m', nl) pentru dreapta

4 iz (2 , 2) Figura 6.2.
. st &,1°, m%, n%) pentru dreapta d,. Cum

[

A # 0, vectorii MM, , & si @, nusunt coplanari, deci dreptele nu sunt situate in acelasi

plan (fig. 6.2).

[

. A=0 = vectorii M;M,, & si &,sunt coplanari, deci dreptele sunt situate in acelasi

plansi, cum &, si &, nu sunt coliniari, rezulta ca d, si d, sunt concurente (fig.6.3).

Il. A=0, vectorii & si &, coliniari si M;M, , cu origineain punctul M, a dreptei d, si

extremitatea in punctul M, a dreptel d,, nu este coliniar cu vectorii & si &,, atunci

[

M,M,, & si a,sunt coplanari, iar dreptele sunt situate in acelasi plan si sunt paralele

(fig. 6.4.).

Figura 6.3. Figura 6.4. Figura 6.5.
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[

E. A =0, vectorii MM, , & si &, coliniari, atunci dreptele coincid (fig. 6.5). ©

Observatia 6.2. Conditiile de concurenta a doua drepte din spatiu date prin e-

cuatiile

(d,)

A'x+B'y+C'z+D'=0 . (d,) A’x+B%y+C?z+D?*=0
si :
A'x+B*'y+C"z+D"=0 ? A’x+B?y+C?z+D?=0

At B* Cc* D'

Al Bl Cl All Bll Cll Dll
sunt |A* B* C" |#0 si N B o’ D =0.
AZ BZ CZ

A|2 B|2 Cl2 Dl2

Aceste conditii sunt aceleasi cu conditiile de concurenta a patru plane, determinate

lateorema5.4.

6.4. Perpendiculara comund a doud drepte in spatiu

DEFINITIA 6.2. Se numeste perpendiculara comunda a doud drepte date orice

dreapta care este perpendiculara simultan pe ambele drepte.

Observatia 6.3. Din definitie rezulta ca exista o infinitate de drepte perpendiculare
pe doua drepte date, toate paralele intre ele. Printre acestea, exista una singura care se
sprijind pe ambele drepte date. In cele ce urmeazi, vom considera ca perpendiculara

comuna, perpendiculara care se sprijind pe ambele drepte.



GEOMETRIE ANALITICA 231

Constructia perpendicularei comune
adoua drepte d, si d,. Dintr-un punct oare- QL;
care Q a dreptei d,, ducem dreapta d', |d, si
consideram planul 7 determinat de d, si d',

(fig. 6.6). Ducem planul z* L 7 si care contine

dreapta d, . Planul z* seinter-

secteaza cu dreapta d; in M . Figura 6.6.

Perpendiculara MN (din M pe d, ) este dreapta cautata. Intr-adevar, pentru ca 7 L 7 *,
MNcz*, MN Ld,, rezulta MN L 7, deci MN L d", deci MN L d,. Din

constructie MN L d,.

TEOREMA 6.4. Ecuatiile perpendicularei comune a doud drepte date d, si d,,

definite prin ecuatiile

Demonstratie. Notdm cu d dreapta care intersecteaza ambele drepte d, si d, sub
un unghi drept (fig. 6.6). Aceasta dreapta d, fiind perpendiculara pe ambele drepte d, si
d,, are cavector director &, egal cu vectorul produs vectoria &, x &, al vecto-rilor
directori ai dreptelor date. Dreapta d este definita ca dreapta de intersectie a pla-nului

determinat de punctul P, sidreptele d, si d, cu planul 7, , determinat de punctul P, si
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dreptele d, si d. Pentru planul 7, din conditia de coplanaritate a vec-torilor PP,

a, avem ecuatia
(m) = (F-1,)[a,x(ax&,)]=0.
In mod analog se obtine ecuatia planului 7, (din coplanaritatea vectorilor @5 a,sid)

(z,) = (F-1,)-[a,x(& xa,)]=0.

Perpendiculara comuna d pe dreptele date are ecuatiile

(@) : {0 ;

7,=0
6.5. Distanta dintre doua drepte in spatiu

DEFINITIA 6.3. Distanta dintre douda drepte este lungimea perpendicularei

comune, Cuprinsa intre cele doud drepte date.

TEOREMA 6.5. Fiind date doua drepte de ecuatii

care nu seintersecteazi (A # 0 in teorema 6.3), atunci distanya dintre ele este

ﬁsz (él x azX
&, =

d(dlldz):

unde & (I*,m',n*) si &,1(l%,m*,n*) sunt vectorii directori ai dreptelor.
Ch 2

'_QJl
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Demonstratie. Distanta cautata este chiar lungimea segmentului MN din fig. 6.6. si
reprezinta indltimea paralelipipedului construit pe vectorii P,P,, 8, si &, consderati cu
originea.comuna in P,, avind ca baza paralelogramul construit pe vectorii & si &, cu

origineain P,. Rezultd

PP xa,) [AP-(Exa,)
d(dlldz):MN: = = = — . O
|8 > & |8 > &

Observatii 6.4. (1) Distanta dintre cele doua drepte este egala cu distanta de la

punctul Pl(xl, yh Zl) a dreptei d, laplanul 7, care contine dreapta d, si este paralel cu

dreapta d, (fig. 6.6).
repta d, (ig. 66) @)P 3
(2) Distanta dintre doui drepte paralele \
\ P

d,, d, devector director a (fig. 6.7) este \

&) R\

?Pz) x é‘
d(dl, dz):WZd ) Figura6.7.
a

- A w

care reprezinta inaltimea paraleleogramului construit pe vectorii PP, si & considerati cu

origineacomuna in punctul P, (unde P, ed, si P, €d,).

6.6. Probleme rezolvate

1. Se considera dreapta care trece prin punctul A(1, 1, 1) si este paralela cu dreapta
care trece prin punctele B(1, 2, 3) si C(-1, 0, 3). Sa se dea o reprezentare ana-

litica a acestei drepte si sa se arate ca este paralela cu planul xOy .
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Rezolvare. Fie d dreapta care trece prin punctul A si este paralela cu dreapta BC de e-

X; 1 % = %3 . Vectorii directori a si d,. al acestor drepte sunt in relatia

Cuatie

-1 y-1 z-1

~ ~ . < L X
a=Ads, A#0.Rezulta ca dreapta d este data de ecuatiile > 5

sau

x=1Y, z=1. Dreaptad fiind Situata in planul z =1, rezulta ca este paralela cu planul

XOy .

Observatie. Paraelismul dreptei d cu planul xOy rezultd si din ng. =0, unde

Nge = Pro,8pe (CU age =gl + Mo | +Ngck).

2. Sa se scrie ecuatia vectoriala a dreptei care trece prin punctele M l(ZL 2, 3) si

M 2(— 2,1 4). Care este unghiul format de dreapta cu planul xOy ?

Rezolvare. Folosind relatia M,;M =1 M,M, ,cu 2eR, avem 7 =i +2j+3k +

+1 (— 3 -+ IZ). Deoarece vectorul normal laplanul xOy este E(O, 0, 1) si vectorul

director & dreptei M M, este &= -3 — j +k , tindnd seama de teorema 6.2 , avem

1

Ak _ 1
fal- ] 12

sin(Mle, xOy):cos(Mle, Oz):
Rezulta 1 (M,M,, xOy)=17°.

3. Sa se determine pozitiile relative ale dreptelor date prin

i (d,) : FX(ZT_?TWL?E):%H?TTZE’
(d,) : Fx(7—]+2K)=—2 +3] +K;
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" d,) .: P x 2T 2 +4k)_—4T+2IZ;
i @) P —7+K)=-
) Fx(T+I E) —i +]+5
) (d,) : Fx( i—-]-k ) +k
(dz) Fx( I) i+]- Iz

Rezolvare. Folosind ecuatiile vectoriale de formaF xd="b pentru dreptele d, si d,, avem

perand :
i)a, =2 —2]+4k, a,=7 -] +2k, iar b, =—4i +6]+2k, b, =-2 +3] +k . Re-
zulta & =2a, si b, = 2b,, adici d, = d,.

i) &, =24, si b, = 2b,, adica d,|d, .

iii) Obtinem &, x &, = O, si 8,-b, +&, -b, =0, adica d, nd, = {P,(F,)} , cu

. bx

g =§(3T—2i+|2).

(=]

|

=

iv) 4,x4,#0, si d,-b,+4,-b =—2+0,decid, nd, =g si d, neparaleli cu d,.

4. Sa se afle distanta dintre dreptele

ox=1_y_ z+1 ] x+1_y—1:z—2
(dl)' 1 3 §1 (dz)- o 1 3
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Rezolvare. Se observa ca vectorii directori ai celor doua drepte sunt

d,=2+]+3k=48,, deci d,d,. Tot din ecuaiile dreptelor avem P, ed,, cu

Pl(ZL 0, —1), si P,ed,, cu Pz(—ZL 1 2). Distanta cerutd este (conform cu (5))

[ -r)xa] |-127+4k| 4
d(d.,d, )= = =—4/35.
(Gd) = m

5. Sa se afle distanta dintre dreptele

x-1 y+1 z .
d,) : —=—"=== i
( 1) 2 3 1 $
Rezolvare. Din ecuatiile date obtinem vectorii directori & = 2i + 3] + k si, respectiv,
&, =37 +4] + 3K, precumsi punctele P,(I, 1, 0)ed, si P,(-1 0, 1)e d,. Consideram

planul 7 determinat de punctul P, sivectorii 8,, &, , Care are ecuatia

x-1 y+1 z
2 3 1|=0.
3 4 3

Calculam distanta de la punctul P, laplanul 7 si avem d(Pz, 7r)= d(dl, dz)z ,/% :
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6.7. Probleme propuse

1. Care sunt valorile lui A si D pentru care dreapta x =3+ 4t, y=1-4t, z=-3+t, cu

t e R, apartine planului Ax+2y—-4z+D =0.

2. &) Sa se scrie ecuatiile dreptei care trece prin punctul M (2, 3, 5), este perpendicula-ra pe

axa Oy si intersecteaza una din axele reperului Oxyz .
b) Sa se scrie ecuatiile proiectiei dreptei de la punctul a) pe planul X+ y—-z+5=0.

X—=2 y+2 z-3
-1

3. SA se arate ca dreapta este Situata in planul 2x+ 2y —z+3=0.

4. Sa se scrie ecuatia planului care trece prin dreapta X+ Y+ 2z2=0, 2X—y+3z=0 si este

paralel cu dreapta x =2y =3z.

5. $4 se calculeze unghiul dintre :

3) dreptele 7 x (7 + 2] — K )= —217 +167 +11K si 7 x (- 77 + 2] +3K)=T -16] +13K;
b) dreapta de ecuatii X+ y+z+3=0, 2Xx—y+z+5=0 si planul F-(T+ZT+3E):O.

6. SA se determine proiectia dreptei X; ! = % = ZT_l pe planul 1 - (I

—T+3l2)+8:0.

7. Sa se afle proiectia dreptei x=1+2y, z=3y-1 peplanul x+y+2z=0.

8. Si se scrie ecuatiile dreptei care trece prin punctul Pl(xl, v, Zl) si este perpendi-culari

pe una din axele reperului Oxyz.

9. Sa se scrie ecuatiile dreptei care trece prin punctul P (x*, y*, Z') si este paraleld cu axa
{ P prin p 1 y $ P

Ox (respectiv cu Oy, Oz).
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10. Sa se stabileasca conditia ca dreptele

(d A'x+B'y+C'z+D'=0 . (d A’x+B’y+C%z+D*=0
. si .
' A’x+B?’y+C?z+D*=0 ? A*x+B'y+C*z+D*=0

A fie secante.

11. Sa se determine parametrul real A astfel incat dreptele

si fie coplanare. Sa se afle coordonatele punctului lor de intersectie.

12. S3 se calculeze distanta dintre dreptele

(d,) : Fx(ZT+4T+3E):—29F+7T+1OIZ,
(d,) : (5 —]+2K)=3 -5] —10k.

13. SA se gaseasca simetricul punctului P(Z, 3, 5):

a) fata de planul x+2y+3z+4=0;

b) fata de dreapta (F —4i + BT)x (57 +2] + E): C3V :

14. S3 se determine proiectia punctului M (2, 0, —1) pe

Xx+1 y-1

a) dreapta de ecuatii 3 ;

b) planul de ecuatie 7 - (7 + +K)=0.

15. S4 se afle ecuatiile dreptei care trece prin punctul P, (ZL 0, 1) si se sprijina pe drep-tele

|x=-y+z=0
- () '{X—Zy—z—1:0'
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7. SFERA

Fie E3 spatiul punctual tridimensional, (Ox, Oy, Oz) un sistem de axe ortogona-le

avand ca versori i, ],k , bazaortonormata { i, j,k } fiind considerati dreapta.

7.1. Definitie. Ecuatii. Reprezentari

DEFINITIA 7.1. Fie punctul C(F,) € Es si un numdr real R €[0, ). Se numes-te
sfera de centru C si raza R, suprafata determinatda de multimea tuturor punctelor din spatiu
care se afla la distanta R fata de punctul C, adica

S(C,R)={ PeE, | d(C,P)=R}

TEOREMA 7.1. Ecuatia unei sfere S(C,R) care are centrul Ci® VP, 2) si raza R

este

(1) (x—x°)2+(y—y°)2+(z—z°)2:R2.

Demonstratie. Egalitatea d(C,P)=R care caracterizeaza multimea S(C,R) este
echivalenta cu
) d?*(C,P)=R?,
deoarece distanta este pozitiva. Cu C(C, y°, 2°) si P(x, v, Z) aceasta se traduce prin ecuatia
(2). O

Denumire. Ecuatia (1) se numeste ecuatia scalara in coordonate carteziene a
sferel (sau ecuatia carteziana implicita).

Observatia 7.1. Daci notim 7 = F(P)=OP, T, =F(C)=0C, egalitatea (2)
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semai scrie | —EC”Z = R?. Cu conventia de notatie X-X = X, aceasti ecuatie este e-
chivalenta cu
©) (F-r) =R’
care se numeste forma vectoriala a ecuatiei sferei S(C,R).
TEOREMA 7.2. Orice ecuatie de forma

(4) x> +y*+2° —2ax-2by—-2cz+65 =0,

in care 5 <a® +b® +c?, este ecuatia unei sfere cu centrul in C(a, b, c) si raza

R=+va’+b?+c?-45.
Demonstratie. Ecuatia (4) se poate aduce la forma
(x—a)’ +(y-b)’+(z-c)’=a’+b*+c* -5 .
In cazul cand a? +b? + ¢? — 5 >0, aceasti ecuatie este echivalenti cu egalitatea

d?(C,P)=a’+b?+c? -5 ,

care caracterizeaza multimea S(C,R) cu R=+/a® + b’ +¢® -5 . O

Denumire. Ecuatia (4) se numeste ecuatia carteziana generala a sferei.

Observatia 7.2. Daci & = a” +b® +c?, atunci R=0 si sfera se reduce la multimea

{C} formata cu un singur punct, centrul sferei.
Observatia 7.3. Orice ecuatie de

forma

(5) A(x2 +y 4 zz)+ Bx+Cy+Dz+E =0,

cu A= 0, prin impartire cu A ia

forma (4). Daca inegalitatea din enuntul

teoremel este verificata, (5) este

de asemenea ecuatia unei sfere.
TEOREMA 7.3. Fie SC,R),

o sfera de centru C(a, b, c) si raza R. _
Figura7.1.
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Consideram un sistem de axe (Cx’, Cy’,Cz’) avand aceleasi orientari ca Ox, Oy, Oz
(fig.7.1.). Daca notam cu (r’, 6, @) coordonatele polare ale unui punct PeEs, fata de
sistemul de axe (Cx’, Cy’, Cz’), atunci coordonatele carteziene ale punctului P al sferei,

faga de sistemul de axe (Ox, Oy, Oz), sunt

Xx=a+ Rsinéd cos¢
(6) y=b+Rsinfdsng , Oel0,x] , @el0,2r).
y =C+ Rcosé

Demonstratie. Observam ca r’=R. De asemenea, coordonatele carteziene ale unui
punct PeSC,R) fata de sistemul de axe (Cx’, Cy’,Cz’) sunt

X'=Rsin @ cosg
@) y'=Rsnfsng |, 0e[0,m] , ©e[0,2m).
Z'= Rcosé

Axele Cx’, Cy’, Cz’si Ox, Oy, Oz au aceiasi versori i, |,k , deci

F'=CP=xT+Y]+Zk.
Deoarece

F=OP=X +Vj+2k ,

F.=OC=ai +bj +ck ,
egalitatea =1, + 1" este echivalenta cu sistemul

X=a+X, y=b+y, z=Cc+ 7.
Inlocuind X', y',Z' cu expresilelor din (7), obtinem (6). O
Observatia 7.4. Fie domeniul A =0, z|x[0, 2z). Aplicaiaf : A— SC,R) definita

prinf(6, ¢) = P(X, Yy, 2), cuX, Y, zdati de (6) , este surjectiva dar nu este injectiva. Punctele

P; si P, de pe sfera situate pe axa Cz’ corespund lui €= 0, respectiv
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6 = mdar au unghiul ¢ nedeterminat, f(0, @) = P1, f(x, ) = P2, V ¢€/0,27). Eliminand
aceste doua puncte, restrictia f; aaplicatici f la A'= [0, 7|x [0, 27) este bijectiva i
f1(4°)=S(C,R)\ {P1, P2}

Denumiri. Aplicatia f se numeste reprezentarea parametrica a sferei S(C,R), iar

ecuatiile (6), cu (0,p) [0, ©]x[0, 2r), Se numesc ecuatiile parametrice ale sferei S(C,R).

7.2. Pozitia unei drepte fatd de o sferd

FiesferaS(CR) : (F —T,)* = R? sidreapta (d): (F -T,)xa@=0,.
TEOREMA 7.4. Dreapta d intersecteazi sfera S in puncte ale caror coordona-te

sunt date de solutiile sistemului

7P 2: 2
®) M=) =R iR
r=r+ia

Demonstratie. Pentru ca un punct oarecare P(X, y, 2) din E3 sa fie un punct de
intersectie al dreptei d cu sfera S, trebuie sd avem
pa+-r)f -RE=0
sau

9) a’2?+2(r,-r,) ar+(f,-r) -R*=0.

Naturaradacinilor ecuatiei (9) este data de semnul discriminantului A care are expresia

a=[-r) af -&[-r) - R
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Tinand cont de identitatea lui Lagrange si de expresia distantei de la centrul C, al sfe-rei S,

ladreaptad

obtinem

A=32[R? —d?(C,d)} .

Avem urmatoarele situatii :

o 1w .

AL a? si aceasta inseamna ca dreapta d intersecteaza sfera in doud puncte diferite M (F) si
M"(f")cur'=r,+2'a, =T +A%a.

inseamna ca dreaptad are un singur punct comun cu sfera S, dreapta este in acest caz
tangenta sferei in punctul T cu F(T)=T, + 1°&, unde A° este radacina dubla a ecuatiei (9).
c) Daca A <0< d(C,d) > R, ecuatia (9) are radacini complexe, ceea ce inseamna ca d nu
are puncte reale comune cu sfera . Dreapta d este exterioara sferei. In acest caz spu-nem ci

dreapta d "intersecteaza” sferain doud puncte imaginare. 0

7.3. Pozitia unui plan fatd de o sferd

TEOREMA 7.5. Intersectia unei sfere /M /
’ . e

cu un plan este un cerc ale carui ecuatii sunt

(10) X*+y®+2°—2ax-2by—-2cz+5=0
Ax+By+Cz+D=0

Demonstratie. Orice punct comun
M(X, vy, 2) (fig.7.3.), dintre sfera S de cen-

Figura7.3.
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tru C(a, b, c) si planul = de vector normal N(A, B,C), trebuie s verifice simultan atét

ecuatia sferei cat si a planului, adica sa satisfaca sistemul (10). Avand in vedere ca
distanta ML, de la un punct M al intersectiei pana la L, piciorul perpendicularei du-
sd din centrul C al sferei pe plan, este datd de

ML? =MC?-CL?

(Aa+Bb+Cc+ D)

ML? =R?*-
A’ +B? +C?

unde R=+a’+b? +c2 -5 esterazasferal date, rezulti ci intersectia este un cerc, de

ecuatii (10) , a carui raza este

I’=1/R2—d2(C,7r). O

Observatii 7.5. i) Daci |Aa+ Bb+ Cc+ D|<RvV A? + B? + C?, atunci razar este

reald ; intersectia dintre sfera si plan este un cerc real.

i) Daci

Aa+ Bb+Cc+ D|=RVA?+ B?+C?, atunci r = O si intersectia se reduce la un
punct. Se spune ca planul dat este tangent sferei.

i) Daca |Aa + Bb+ Cc+ D| >Ry A? + B? + C? , numirul r este complex iar curba de

intersectie dintre sfera si plan este imaginara.

7.4. Probleme de tangenta

TEOREMA 7.6. (Plan tangent la o sfera intr-un punct dat). Ecuatia planului
tangent la sfera

X?+y*+2°—2ax-2by—-2cz+5=0,

intr-un punct Mo(x°, \°, ) de pe sferd, este
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(11) xx°+yy°+zz°—a(x+x°)—b(y+ y°)—c(z+ z°)+5:0.
Demonstratie. Fie T, vectorul de pozitie al punctului Mo(x’, ¥°, 2°), F.. vectorul de
pozitie a centrului C(a, b, c) al sferei si 1 vectorul de pozitie al unui punct curent din

planul 7z, tangent sferel. Daca tinem seama de proprietatea, cunoscutd din geometria

euclidiana, ca planul tangent la sfera intr-un punct dat este perpendicular pe raza sferei dusa
in punctul de contact, atunci ecuatia lui vectoriala este

(F_Fo)'(ro _FC):O
sau in coordonate carteziene

(x— xo)- (xO - a)+ (y— yo)- (y° - b)+ (z— zo)- (z0 — c): 0.
Adunand la ambii membri ai acestei egalitati relatia

X% +y% + 2% —2ax® - 2by°® — 2cz° + 5 =0,
care exprima faptul ca Mo(C, y°, ) se fla pe sferd, obtinem

xx°® + yy° + zz° - a(x+ xo)— b(y+ y°)—c(z+ z°)+ 5 =0,
care este ecuatia planului tangent dedusa prin dedublarea ecuatiei sferei in punctul Mg
r+

RURPURA - L I,
(adica facandu-se transformérile 7* — iyf, T — 5 2.

TEOREMA 7.7. (Plan tangent la sfera paralel cu un plan dat). Ecuartia planului

|

tangent la sfera
X? +y*+2°—2ax—-2by—-2cz+5=0,
paralel cu planul
(n) : Ax+By+Cz+D=0 ,
este
(12) A(x-a)+ B(y—-b)+C(z-c)=eRVA2 + B2 +C? |

unde ¢= #1, iar Resteraza sferel.
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Demonstratie. Daci notim cu Po(X’, y°, Z) coordonatele punctului de contact al
planului tangent, ecuatia sa va fi data de (11). Scriem ca planul tangent este paralel cu

planul Ax+ By + Cz+ D =0 si obtinem relatiile

x°—a_y°—b_zo—c_\/(xo—a)z+(y°—b)2+(z°—c)2_ +R
A B c +yJA? +B?+C? VA? +B? +C?
0o e AR Y b= ¢ BR R N ¢ CR ’
sau VA’ +B?+C? VA’ +B® +C? VA’ +B® +C?

cu e¢==+1.
Substituind aceste expresii in (11), obtinem relatiile cautate (12), care reprezinta doua plane

tangente sferei paraele cu planul . O

7.5. Intersectia a doud sfere. Unghiul dintre doua sfere

TEOREMA 7.8. Intersectia a doua sfere, ale caror ecuatii sunt
S=x*+y*+27z*-2ax—2by—-2cz+6 =0,
S=x’+y*+z°-2a'x-2b'y-2c'z+5'=0,

este formata din cercul de ecuatii

(13) {x2+y2+22—2ax—2by—202+5:0

2a-a)x+2(b-b)y+2(c-c)z+5-5'=0
Demonstratie. Orice punct comun M(X, Y, 2) dintre cele doua sfere trebuie sa
verifice sistemul de ecuatii S=0si S'=0, care este echivalent cu sistemul S=0si
S-S'=0, carereprezinta o sfera si respectiv un plan. Deci, intersectia dintre cele doua
sfere este un cerc care are ecuatiile (13). O
Observatii 7.6. In cele ce urmeazi considerim sferele S(C,R), S(C’,R”) cu razele

R>R’.
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i) Daci

EH =|F(C") - F(C)|>R+ R', atunci sferele sunt exterioare si cercul lor de

intersectie este imaginar.

i) Daci

F(C')-F(C)|=R+ R, atunci sferele sunt tangente exterioare si cercul lor de
intersectie se reduce la un punct.
iii) Daci R- R'<|f(C") - F(C)| < R+ R, sferele sunt secante si cercul de intersectie
real.
iv) Daci |f(C')-F(C)|= R-R', sferele sunt tangente interioare si cercul de inter-
sectie se reduce la un punct.

v) Daca

F(C')-T(C)|< R- R, sferele sunt interioare, nesecante si cercul de inter-
Sectie este imaginar.

vi) Daca

F(C')-T(C)|=0, atunci sferele sunt concentrice.

DEFINITIA 7.2. Unghiul dintre doua sfere este unghiul format de planele tangente

celor doua sfere in unul din punctele comune sferelor.

Daca punctul M (') € S(C, R) n S(C',R"), atunci planele tangente in punctul M la

cele doua sfere au vectorii normali CM si C'M si unghiul dintre sfere este dat de

cosCMC'=

A

jov] ] a

7.6. Puterea unui punct faza de o sferda

DEFINITIA 7.3. Puterea unui punct MoOC, ¥°, 20), fard de sfera

CM CM__(F-F(C)-(F-F(C) R +R*(F(C)-F(C)f
R
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(S) :x*+y*+2*-2ax-2by—-2cz+5=0
Se numeste expresia
pPs(M)=(x")?+(y°)? +(2°)% — 2ax® — 2by® — 2¢z° + 5 .

TEOREMA 7.9. Produsul M ,A- M ,B al segmentelor pe care le determing sfera S
pe 0 secanta oarecare, care trece prin punctul Mo(XO, y0 v ), este constant si egal cu
puterea punctului Mo (fig 7.4.).

Demonstratie. Daca prin Mo ducem o dreapta d, care este inclinata cu unghiurile «, 5, ¥
fata de axele Ox, Oy, respectiv Oz, si daca notam cu p distanta de la Mgla un punct curent
P(x, y, 2) d dreptei d, atunci pentru d avem
ecuatiile

x=X° + pcosa

(d): y=y° + pcosp.
z=2° + pcosy

Pentru ca punctul P sa fie un punct de in- .
Figura 7.4.

tersectie al dreptei d cu sfera S, trebuie sd avem

(x° + pcosa ) +(y° + pcos B)f +(z° + pcosy ) - 2a(x° + pcosa)— 20(y° + pcosp)-
—2d(z° + pcosy)+ =0
apoi, ordonand dupa puterile descrescatoare ale lui p si tindnd seama de Definitia 7.3.,

obtinem

p?+2|(x° —a)cosa + (y° —b)cos B +(2° - c)cosy Jo + ps(M,) = 0.
Folosind relatiile intre radacini si coeficienti pentru ecuatia de gradul al E-Ieain p, avem
produsul radicinilor p'-p? = p(M,) <= M,A-MB=ps(M,). [

Observatii 7.6. i) Puterea p (M) se obtine inlocuind X, y, z din polinomul

x% + y? + 22 — 2ax—2by — 2cz+ & cu coordonatele xX°, y°, 2 ale punctului Mo.
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ii) Dacd p<(M,)> 0, radicinile p* si p* sunt de acelasi semn si, prin urmare, punctul Mo
este Situat in afara sferei.
iii) Daca puterea p(M,)< 0, ridicinile p* si p* sunt de semne contrare, ceea ce
inseamna ca My este Situat intre A si B, adica Mg este Situat 1n interiorul sferei.
iv) Daca ps (M) =0, punctul Mg se &fla pe sfera.

TEOREMA 7.10. Locul geometric al punctelor care au aceeasi putere fata de doud
sfere este un plan numit plan radical.

Demonstratie. Fie doua sfere S si S’ de ecuatii:

S(X,Y,2)=X* +y*+2° - 2ax—2by - 2cz+ 5 =0,
S(Xx,Yy,2)=x*+y*+27°-2a'x-2b'y-2c'z+5'=0.

Daca Mo(X’, y°, 2) este un punct al locului atunci (conform Observatiei 7.6.1))
S(x°,y°,2%) =S (x%y°%,2°) « 2(a-a)x + 2(b'-b)y + 2(c—c)z+ 5 — 5'=0 careeste un
plan. 0

Observatii 7.7. i) Planul radical, cu normalala plan de parametri directori
(a'-a,b'-b,c'-c), este perpendicular pe dreapta determinata de centrele C(a,b,c) si
C'(a',b',c') dedferelor.
i) Ecuatia planului radical se obtine scazand ecuatiile sferelor dupa ce acestea au fost puse
sub formain care X2, y?, 7 au coeficientii egali cu 1.
iii) Planul de intersectie a doua sfere secante coincide cu planul radical al sferelor.

TEOREMA 7.11. (1). Planeleradicale atrei sfere, luate cdte doua, care au centrele
necoliniare, setaie dupd o dreapta numita axa radicala.
(2). Planele radicale a patru sfere, luate cdte doud, a caror centre sunt necoplanare se
intersecteaza intr-un punct numit centrul radical al celor patru sfere.

Demonstratie. (1). Fie S=0, S'=0, S"=0, ecuatiile a trei sfere ale caror
centre nu sunt pe o aceeasi dreapta. Planele radicale ale sferelor luate cate doud au ecuatiile

S-S=0, S-S'=0, S—S"=0 (sepresupune ci x? Yy?, z° au coeficientii egali cu 1 ).
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Deoarece S—S"'=(S—S)+(S-S"), rezulti ca planul de ecuatie S— S"'=0 trece

prin intersectia celor doud, care exista pentru ca am presupus centrele sferelor necoli-

niare. In cazul cand cele trei sfere au centrele pe o aceeasi dreaptd, atunci planele radicale
fiind perpendiculare pe linia centrelor sunt paralele intre ele, deci se intersecteaza dupa o
dreapta de la infinit.

(2). Sa consideram acum patru sfere ale caror ecuatii sunt S=0, S=0, S'=0, S"'=0 si
ale ciror centre sunt vérfurile unui tetraedru. In acest caz, oricare trei sfere nu au centrele pe
aceeasi dreaptd. Planele radicale ale sferelor S, S°, S°” se intersecteaza dupa o dreapta A, iar
planul radical a sferelor S, S’ va tdia dreapta A intr-un punct Q. Acest punct, numit
centrul radical, are puteri egale fatd de cele patru sfere; prin urmare, oricare din cele sase
plane radicale ale celor patru sfere contine punctul Q, ceea ce demonstreaza teorema.

0

7.7. Probleme rezolvate

1. Sa se scrie ecuatia sferei care trece prin patru puncte necoplanare Mi(X, y, 2),
i=1,2,3,4.Caz particular: M1(1, 0, 0), M»(0, 1, 0), M5(0, 0O, 1), O(0, 0, 0).
Rezolvare. Daca scriem ca tripletul Xy, 2),i=1,2,3,4 verifica ecuatia sferei
X?+y*+2°—2ax—-2by—-2cz+5=0,
obtinem impreuna cu insasi ecuatia sferei un sistem de 5 ecuatii cu 4 necunoscute a, b, c, o.

Acest sistem este compatibil daca avem

X +y*+7° x y z 1
XCay' et X oyt 21
(14) x> +y¥+27 x* y? 22 1|=0
¥ +y¥ ez Xy 21
¥yt ez oxt oyt 21
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=
=
=

< <K <

X
. . X
Se observa c¢a numarul A=
X
X

N

4 4

y
este coeficientul lui x* + y* + z*, deci trebuie ca A= 0, adici punctele My, M, M3, M4 si

nu fie coplanare. Daca A=0, atunci ecuatia (14) reprezinta un plan. Pentru cazul particular

ecuatia sferei este

X*+y*+2°-x-y-z=0.

2. Sa se determine punctele de intersectie ale dreptei

(d)' 2x—-3y—-z+2=0
|x+2y+3z2-6=0

cusfera (S):x* +y? + 2% —4x—-2y+2z+1=0.
Rezolvare. Sferaare centrul C(2, 1, -1) siraza R= /5. Cautim doua puncte ale dreptei d:

- consideram y =0 si obtinem x=0 si z=2, adica M1(0, O, 2) ;

- luam z=0 siobtinem x=2 si y=2, adica Mx(2, 2, 0).
Scriind ecuatia dreptei d determinata de punctele M1 si M2 obtinem vectorul director &
dreptei a=i + ] -k si, prin urmare, (d): r=r+1a,eR, adica
(d):F = 2K+ 4 7 + ] - K). Scriind ecuatia (9), obtinem A% — 44 +3=0 cu radacinile
At =15si4% =3, redesi distincte. Asadar dreapta este secanti sferei, intersectand-o0 in
punctele A si B de vectori de pozitie T(A)=F, + A'd=1 + ] + k si
F(B)=F, + A2a=31 + 3] —k, deci A(1, 1, 1) 5i B(3, 3, -1).

3. Sa se gaseasca centrul si raza cercului de intersectie a sferei de ecuatie

X? +y?+2° - 2x+4y+6z=2 cuplanul (7):x—y+2z=3.
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Rezolvare. Ecuatia sferei se mai scrie (X —1)2 + (y + 2)2 + (Z + 3)2 =16. Distanta de la
centrul C(1,-2,-3) a sferei la plan este
1+2-3-
L2sg
V1+1+1

Raza sferei este R= 4, deci planul & intersecteaza sfera dupa un cerc de raza

r=yR?-d?(C,7)=13.

Centrul cercului de intersectie se gaseste la intersectia normalei la planul 7, dusa prin

d(C,7) =

X-1 y+2 z+3

centrul sferel, cu planul . Ecuatia normalei este I

. Intersectia normalei

cu planul & duce larezolvarea sistemului de ecuatii

X-1 y+2 z+3

1 -1 1
X—Yy+2z=3

acarui solutie (2, -3, 2) reprezinta coordonatele centrului cercului de intersectie.

A

4. Sa se scrie ecuatia vectoriald a planului tangent la sfera (S): f?-R*=01n
punctul P(f;)e S..
Rezolvare. Se observa ca sfera S are centrul in originea reperului. Deoarece punctul P, este
pe sfera, rezulta Flz — R* =0. Planul tangent fiind perpendicular pe raza sferei dusa in
punctul de contact, rezulta (F —1,)-f, =0 sau 7 -T, —F,> =0, adica 7 -7, - R* =0, care

reprezinta ecuatia planului cerut.

5. Sa se verifice vectorial ca planul radical este perpendicular pe linia centrelor
sferelor.

Rezolvare. Fie ecuatiile celor doud sfere 2 — 2f,F + m =0 si F'* — 2F,F + m, =0 si planul

lor radical 2(F, —F,)-F +m, —m, =0. Consideram doua puncte arbitrare M, (V,) si M, (V,)
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situate pe planul radical si avem 2(f, — 7, )-V, +m, —m, =0, respectiv

2(F, —T;)-V, + m —m, =0. Scizand aceste relatii obtinem (i, —T;)-(V, —V,)=0, ceeace
exprima ca dreapta care trece prin centrele sferelor C, (1) si C,(r,) este perpendiculara pe
dreapta care trece prin punctele arbitrare M, (V,), M, (V, ) ale planului radical. Rezulta, deci,

ca dreapta C,C, este perpendiculara pe planul radical.

7.8. Probleme propuse

1. S4 se scrie ecuatia sferei in urmatoarele cazuri:
i) centrul C(1, -2, 3) siraza R=3;
i) centrul C(2, -1, 3) si contine punctul M(-2, 0, 1);
iii) centrul C(1, 2, 3) si este tangenta planului 6x+ 7y-6z+31=0 ;
iv) centrul C(5, 3, -2) si este tangenta axei OX.
2. Si se determine coordonatele centrului si raza sferei F2 — (i +2] —3k)-F —2=0.
3. SA se scrie ecuatia carteziana a sferei a carei ecuatie vectoriald este
r2 (3 —-2k)-F-3=0,
unde i este vectorul de pozitie al unui punct curent al sferei.
4.1) Sa se gaseasca ecuatia sferei care admite ca diametru segmentul AB, cu
A(1, 2,-3) si B(-3, 4, 5).
il) Sa se arate ca punctele A(1, -1, 0), B(1, 1, 2), C(-1, -1, 2), D(3, -1, 2) si E(1, -3, 2) sunt
pe o sfera.
5. Sa se determine elementele comune sferei x°+ y?+ Z2-4x-2y-6z+ 1=0 cu
i) planul x+2y-z-3=0;
ii) dreaptax=y=z
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6. Sa se scrie ecuatia unei sfere care trece prin punctul P(O, 3, 1) si intersecteaza planul XOy

.| x*+y*=16
dupa cercul de ecuatii { Ty :
z=0
7. Sa se afle locul geometric al centrelor cercurilor de sectiune pe care le determina
plandle x—2y—-z+1=0, cu 1 R, pesfera x* + y* + z —4x+8y-1=0.
_7)2 Y 2 _
8. Sa se scrie ecuatia unei sfere care trece prin cercul (X 3) - (y 4) +27 =36
4x+y—-2z-9=0

si prin punctul P(7, -3, 1).

9. Sa se determine ecuatia sferei tangente la dreapta (dl): X; ! = y; 2 _Z ; 3 in punctul
P1(-1, 2, 3) si la dreapta (dz): X+3 Yt 2 _Z -1 in punctul Py(-3, -2, 1).

1 2 -3

10. Sa se determine parametrul A eR astfel incat planul X+ y+ z= A1 < fietangent la sfera
X? +y® + 2® + 2x— 4y + 2=0 si sa se afle coordonatele punctului de contact.

11. Si se giseasci centrul C si raza r de sectiune a sferelor X + y* +z* =1 si

X? +y?+2°+4x-2y+2z=0.

12. Sa se scrie ecuatia sferei S cu centrul in punctul C(4, 5, -2), stiind ca sfera

(S): x* + y* + 2% — 4x—12y + 36 =0, este tangenti interioara lui S.

13. S4 se scrie pe cale vectoriald puterea unui punct Pl(F 1) fata de o sfera.

X-1 y+2 z+1

14. O sfera are centrul pe dreapta (d): 1

, este tangenta planului

(7z): 2X—2y+ z—-1=0 siare raza 2. Sa se scrie ecuatia sferei si ecuatia planului tangent
paralel cu .

2 2 2 2
. . . . . | X+z°=25 | |[x"+2z°=16
15. S3 se scrie ecuatia sferei care contine cercurile { ) si { 3 :
y= y=
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16. Fiesfera (S): x* + y® + 2% + 2x— 6y + 42— 15=0, planele
(7,):4x—y+32-13=0, (7,):4x—y+3z-39=0 sidreapta
(d):8x-11y+8z-30=0,x—y—-2z=0.

1) Se cere centrul si raza cercului ' =S 7 ;

i) Sa se scrie ecuatia sferei simetrice sferei S fata de planul 7,;

Iii) Sa se arate ca prin dreapta d se pot duce doua plane tangente sferei S.
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8. STUDIUL CUADRICELOR PE ECUATII
REDUSE (CANONICE)

8.1. Cuadrice. Definitie. Generalitati

DEFINITIA 8.1. Se numeste suprafaga multimea punctelor din spatiul E3 ale

caror coordonate carteziene (X, Y, Z) satisface o ecuatie de forma

F(x, Y, z):O,

Observatii 8.1. (1.) O conditie esentiald poate fi de exemplu faptul ca functia
F (X, 2 z) este continui in toate variabilele.
(2.) In functie de conditiile impuse, suprafetele au diferite forme.

Exemplu. Daca functia F(x, Y, z) este o functie liniard in X, y, z de forma
Ax+ By+Cz+ D, in care coeficientii A, B, C nu se anuleaza simultan, atunci ecuatia
F (X, 2 z) = 0 reprezinta un plan.

DEFINITIA 8.2. Se numeste suprafata de gradul al 11 —lea sau cuadrica
multimea punctelor ale caror coordonate carteziene satisfac o ecuatie algebrica de
gradul al Il —lea, adicd o ecuatie de forma
ax? +a®y’ +a®z? + 2a¥xy + 2a”xz+ 2a®yz+ 2a"'x + 2a®y+2a*z+a* =0,

in care primii sase coeficienti nu sunt simultan egali cu zero.
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Printr-o transformare liniara a coordonatelor ( translatie, rotatie sau diferitele
lor compuneri ), 0 ecuatic algebrica de gradul al 11 —leain x, y, z cu coeficientii a**
pani la a* vatrece tot intr-0 ecuatie algebrici de gradul al E —lea in x*, y*, z* cu
coeficientii a'* pani la a* dar, cu unii dintre ei egali cu zero. Conform unor studii,

s-agjunslaconcluziaca orice ecuatie de gradul al 11 —lea se poate reduce la una din

cele 17 ecuatii speciale formate din cel mult patru termeni, numite ecuatiile sub for-
ma redusi Sau canonici a cuadricelor. Acestea se impart in cuadrice nedegenerate
( care contin cinci tipuri: elipsoidul, hiperboloizii si paraboloizii ) si cuadrice degene-

rate ( care contin 12 tipuri si variantele ).

8.2. Elipsoidul

DEFINITII 8.3. Se numeste elipsoid cuadrica de ecuayie

X N

Xy
(E): ¥+F+C—2—1= 0,

unde a>b>c>0. Numereea, b, c se numesc semiaxele elipsoidului.

TEOREMA 8.1. 1) Planele de coordonate sunt plane de simetrie ale elipsoidu-
lui.

2) Axele de coordonate sunt axe de simetrie ale elipsoidului.

3) Punctul O(0, 0, 0) este centru de simetrie al elipsoidului.

Demongtr atie. Inlocuind pe x cu — x, ecuatia elipsoidului nu se schimba, ceea

ceinseamna ca planul yOz este plan de simetrie d eipsoidului, etc. ©

Datorita acestor proprietati rezulta urmatoarele definitii.

DEFINIT1I 8.4. Planele de coordonate se numesc plane principal e ale elipso-
idului. Axele de coordonate si originea O a triedrului Oxyz se numesc axele, respectiv
centrul eipsoidului. Punctele in care axele inteapa suprafata se numesc varfuri.

PROPRI ETff,TI 8.1. (i) Intersectiile elipsoidului cu planele de simetrie sunt e-

lipsereale.
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(ii) Intersectiile elpsoidului cu planele paralele cu planele de simetrie sunt elipse.

2 2 2
Z
_+y_+_2_1=

Demondratie.(i) Sistemul { a®> b? ne da elipsa

z=0

XZ yZ
—+—=-1=0

(D:1a* b

z=0
In mod analog obtinem elipsele
XZ ZZ yZ 2
2:1a2 & , @): b & (fig. 8.1).

i) Sistemul < g2 p? ¢ este echivalent cu a? p? c? sa
z z
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2 2
>~ h2 + y h2 :1
(4 : az[l—czj bz[l_czj : hel-c ¢f,
z=h

care este 0 elipsi reald dacd h? < ¢?, unpunct dacid h® = ¢ si o elipsi imaginari da-
ci h* >c?, etc. O
PROPRIETATEA 8.2. O reprezentare parametrica a elipsoidului este
X =asind cose
(E): {y=bsindsing , cu 06[0, 71'] , (pe[O, 271').
Zz=ccosf
Observatia 8.2. 1) Daca a=b atunci elipsoidul se numeste elipsoid derota-
tie in jurul axei Oz
2) Daca a=b = c dipsoidul devine sfera.
TEOREMA 8.2. (Dreapta tangentd la elipsoid). Dreapta d de parametri di-
rectori |, m, n este tangentd in punctul MO(XO, y°, z°)e E la elipsoid dacd

0 0 0

W

J’_
a> b* c?

Demonsgtr atie. Fie o dreapta sub forma parametrica

d) x=x"+21 , y=y"+Am, z=2+An , 1 eR.

Inlocuind pe x, y, z in ecuatia elipsoidului, obtinem

L3 S P T AN . .4
a C

a’ b? c? s
ecuatie de gradul al doilea in A, de unde rezulta ca o dreapta taie elipsoidul in doua
puncte daca discriminantul A > 0.

Daca punctul M O(XO, y°, zo)e E si cerem ca dreapta d sa fie tangenta la e-

lipsoid, ecuatia in A trebuie sa admita o radacind dubla, adica discriminantul A =0.

2 2 2
Deoarece ():)2) + ({)02) + (Z;) —1=0, rezulti ca trebuie sd avem
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0 0

+—2=0. O

Ix°  my
2 + 2
a b C

TEOREMA 8.3. (Generarea elipsoidului). O dipsa variabila, care se defor-

meazi §i se deplaseaza paralel cu ea insasi

XZ yZ
—+—==1
(%1,,4): a> b ,cu A,ueR
z=u
i care se sprijina pe elipsa fixa
2 2
N EASL I
(J)) a c 1
y=0
2 2 2
genereazi elipsoidul (E) : %+§+%—1=0.

Demonstr atie. Pentru ca eipsa variabila sa se sprijine pe elipsa fixa, trebuie ca

sstemul format din ecuatiile lor

si fie compatibil. Rezolvand primele trei ecuatii din acest sistem obtinem x* =a’1,
y =0, z= u, care, inlocuite 1n ultima ecuatie a sistemului, dau conditia de compatibi-

litate

2

A+t ——1-0.
C

Eliminand parametrii A si ¢ intre ecuatiile elipsei generatoare si conditia de compa-
2 2 2

- . . . . . X V4
tibilitate obtinem ecuatia elipsoidului —- + % +—-1=0. m
a c
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8.3. Hiperboloidul cu o panza

DEFINITII 8.4. Se numeste hiperboloid cu 0 pdnza multimea punctelor

M (X, Y, Z) e E3 ale caror coordonate satisfac ecuatia

X2y
(H) : Z+75-

b

Q

Numerele reale si pozitive a, b, ¢ senu-
mesc semiaxele hiperboloidului.
TEOREMA 8.4. Hiperboloidul cu o
panza are planele, axele si originea sistemu-
lui de coordonate ca plane, axe si, respectiv,
centru de simetrie.
Demonstratie. Se observa ca, in ecu-
atia hiperboloidului, z este laputereaa Il —a,
deci planul xOy este un plan de simetrie.
In mod analog yOz si zOx sunt plane de si-
metrie.
Hiperboloidul cu o panza are trei axe de sime-

trie deoarece planele de coordonate se inter-

ZZ
Z -1-0.

(@}

Figura8.2.

secteaza cate doua dupa axele de coordonate care devin axe de simetrie.

Celetrei plane de simetrie se intersecteaza in origine, deci O este centru de simetrie. o
PROPRIETATI 8.3. (i) Planele de simetrie intersecteazi hiperboloidul cu o

pdnza dupa o €lipsi reala si doua hiperbole.

(ii) Sectiunile facute intr-un hiperboloid cu 0 pdanza cu plane paralele cu plane-

le de simetrie sunt elipse sau hiperbole.

2

X
_ — 4+
Demonsgtratie. (i) Sistemul < a? b
z=0

y2
2

ZZ
— =

c? ne da elipsa
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XZ yZ
W: + e 1=0
z=0
XZ ZZ yZ ZZ
< . . —-—-1=0 —-—-1=0
fn mod analog obtinem hiperbolele (2):{ a2 ¢2 , (3): b> ¢?
y=0 x=0

(ii) Intersectia hiperboloidului cu o panzi cu un plan z = h' parald cu planul xOy

este datd de sistemul

X y
+ -1=0
XZ yz 22 ~ hlz h12
2 e T s (4): a2{1+(cz) >’ 1Jr(cz) ’
z=h'
z=h'

care reprezinti o elipsi reald pentru fiecare h* e R.
Intersectia hiperboloidului cu o panzi cu un plan y = h? paralel cu planul xOz

este dat de sistemul

NG z°

2 2 2 - -1=0

L [102))} {101)} |

b2

y=h’
care reprezinti o hiperbold daca h* e (— b, b).
In mod analog se arati ca intersectia hiperboloidului cu o panzi cu un plan

x=h® paradd cu yOz este o hiperbola, ale cirei ecuatii sunt

DEFINITIA 8.5. Punctele A(a,0,0), A(-a00), B(0,b,0), B'(0,-b0) se

numesc védrfurile hiperboloidului.
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PROPRIETATEA 8.4. O reprezentare parametrica a hiperboloidului cu o

panza este
X = acosé - cht
y=bsng.-cht , cu 6elo, 2r) teR
Z=cCc-sht
t -t t ot
(unde cht = € +2e , sht= €-¢ , ch’t—sh’t=1).

Observatia 8.3. Daca a=b obtinem hiperboloidul de rotatie in jurul axei Oz.

Observatia 8.4. Ecuatiile

. X2 y2 ZZ ) . X2 y2 ZZ
(Hl).g—gﬁ-—z—l: 0 $1 (HZ) —?-FF-FC—Z—].: 0
definesc tot cate un hiperboloid cu o panza de axa netransversa Oy, respectiv Ox.
TEOREMA 8.5. (Generarea hiperboloidului cu o pdnza). O elipsd variabila,

care se deformeazi si se deplaseaza paralel cu ea insasi
2 2
X
L h=a
(yi.): 1@ b ,cu AucR,

Z=pu

s§i care se sprijind pe hiperbola fixa

2 2
N BN S Y
(y ) a Cc '
y=0
X2 y2 ZZ
genereazi hiperboloidul cu o panza (H ) : ?JFF_? -1=0.

Demonstratie. Analog calateorema8.3.
Observatia 8.5. Dacd intersectam hiperboloidul cu o panza cu ecuatia in coor-
donate omogene scrisa sub forma

2 2 2
XY 2 o
a b C

cu planul T =0, obtinem curba
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Xz vy* z?
—+—5-——>5=0
a®* b* ¢? ,
T=0
XZ yZ ZZ
care este aceessi cu curba de intersectie a conului (K ): = + PO 0 cu planul de

QD
O

lainfinit T =0.

2 2

DEFINI7IA 8.6. Cuadrica de ecuagie -+ -
a

ZZ
v

c

=0 senumeste conul a-

smptot al hiperboloidului cu o pdnza.

DEFINITIA 8.7. Se numeste suprafata riglatd, o suprafasa generata prin mis-
carea une drepte care respecta o anumita lege. Dreptele, cu care coincide succesiv
dreapta variabila, atunci cind genereaza suprafata riglatda, se numesc generatoare
ale suprafetei.

Observatia 8.6. Hiperboloidul cu o panza este o suprafata riglata. Ecuatialui

e g)d)

DEFINITIA 8.8. Dreptele variabile

L scrie

e (i
c
(Gl): a ¢ , 1 eR* | (GZ): a , U eR*,
5+z=1( _zJ 5_521(1_1j
a c A b a c u b

definesc doua familii de generatoare rectilinii pe suprafaza.
TEOREMA 8.6. Prin fiecare punct al hiperboloidului cu o pdnzi

2 2 2
z

LoX Y
(H) . g-i-?—c—z—l:o
trece cate o generatoare rectilinie din familiile (Gy) si (G2).

Demonstratie. Se observa ca toate dreptele familiilor (G1) si (G2) sunt pe hi-

perboloid. Pentru a determina generatoarele care trec prin punctul M 0(x°, y°, z°)e H

este suficient si determindm pe A4 si u. Avem
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N x°+z0
_a _¢c _a ¢

A——_y;) , ,u——_yi0 . O
b b

Consecinta 8.1. Doua generatoare din acelasi sistem nu se intalnesc.

TEOREMA 8.7. Orice generatoare din sistemul G, intdlneste toate generatoa-

rele din sistemul Gy i reciproc.
Demonstratie. Pentru ca o generatoare oarecare a sistemului G; si intalneasca

toate generatoarele sistemului G;, trebuie ca sistemul

1_5_1( _zj

a c b
Lzzﬁ@zj

a c¢ b

X z y)
— 4 — = —Z

a c¢ #( bj

X z y
[ 1+_

a c y( bj

s fie compatibil, oricare ar fi A, u e R*. Acest lucru este indeplinit deoarece sistemul

format din patru ecuatii cu trei necunoscute X, Yy, z, liniar si neomogen, este compa-

tibil. Conditia de compatibilitate este ca determinantul format din coeficientii necunos-

. ey . n X . Z <
cutelor si termenii liberi sa fie nul. Luand ca necunoscute pe —, % si —, searatda usor
a C

Ca aceste determinant este nul, V A, u € R*. m]

8.4. Hiperboloidul cu doud pédnze

DEFINITII 8.9. Se numeste hiperboloid cu doud pdanze multimea punctelor

M (X, 2 z) e E3 ale caror coordonate satisfac ecuatia
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Numerelereale si pozitive a, b, ¢ se numesc semiaxele hiperboloidului.

Hiperboloidul cu doua panze are forma din figura 8.3.

TEOREMA 8.8. Hiperboloidul cu doua pdnze are planele de coordonate plane
de simetrie, axele de coordonate axe de simetrie si originea O a reperului centru de si-
metrie.

Demonsdratie. Analoga cu teore-
ma8.4.

PROPRIETATI 8.5. (i) Planele de
smetrie intersecteazi hiperboloidul cu do-
Ua pdnze dupa o elipsda imaginara si doud

hiperbole.

(i) Sectiunile facute intr-un hiperboloid cu |
doua pdnze cu plane paralele cu planele de /

| Cl
smetrie sunt elipse sau hiperbole.

Demondratie. (i) Intersectia hiper-

<\

boloidului cu doua panze cu planul xOy

este data de sistemul Figura8.3.
X2 yZ ZZ XZ y2
a®> b* ¢° , echivalentcu { a? b2 , deci 0 elipsi imaginara.
z=0 z=0
XZ ZZ yZ ZZ
fn mod analog obtinem hiperbolele (1):1 a®> ¢? si (2):9p?  ¢? .
y=0 x=0

ii) Fie z=h! ecuatia unui plan paralel cu xOy . Ecuatiile curbei de intersectic a
[ planp y [ !

hiperboloidului cu doua panze cu acest plan sunt date de sistemul

2 2

X y

-1=0
X2 yz 72 ~ 1)2 + 1)\2
@b e s a{(“)—lj b{“‘)—l] ,
z=h' ° ’

z=ht
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care reprezinta elipsi reald pentru h' € (—o0,—¢)U (c,+).
Intersectia hiperboloidului cu doua panze cu un plan paralel cu planul yOz es-

te datd de sistemul

yz 72
- 1=0
X2 yz 72 ~ 2 2 +
P A RTI [ I L ,
h? a a
X =
x=h?

care reprezinti o hiperbold pentru h” eR.

In mod analog, intersectia cu planul y = h® paralel cu xOz este dat de
L y

2 2
S L +1=0
a’ —(h ) +1| c? —(h ) +1 :
b2 b2 , Care reprezinti o hiperbola pentru h® eR.
y=h’

DEFINITIA 8.10. Punctele C(0, 0, ¢)si C'(0, 0, —c) se numesc vérfurile
hiperboloidului cu doud pédnze.
PROPRIETATEA 8.6. O reprezentare parametrica a hiperboloidului cu doud
panze este
X = acos@ - sht
y=bsing-sht , cu 6¢elo, 2z) , teR.
z=c-cht
Observatia 8.7. Dacd a= Db, obtinem hiperboloidul de rotatie cu doud panze

2

a—lz(x2 + yz)—%+120 :

cu axa derotatie Oz.

Observatia 8.8. Ecuatiile

2 2 2 2 2 2

(Hl*) : —%+§+z—2+1=0 si (H;) : %—§+%+1=0

definesc tot cate un hiperboloid cu doua panze de axe transverse OXx, respectiv Oy .
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Observatia 8.9. Daci intersectam hiperboloidul cu doud panze, cu ecuatia in
coordonate omogene scrisa sub forma

X vzt

4+ —=
az b2 Cz

cu planul delainfinit T = 0, obtinem curba

X2 vy z?
EANIEL -
a? b? c?
T=0

care este aceeasi cu curba de intersectie a conului

X2 z
(K) . ¥+§——2=0

O

cu planul de lainfinit.
DEFINITIA 8.11. Conul dat de ecuatia (K) se numeste conul asimptot al hi-
perboloidului cu doud pdnze.

Observatii 8.10. 1. Hiperboloidul cu o panza si hiperboloidul cu doud panze

au acelasi con asimptot.

2. Hiperboloidul cu doua panze nu are generatoare rectilinii.

8.5. Paraboloidul eliptic

DEFINITII 8.11. Se numeste paraboloid eliptic mulfimea punctelor

M(X, 2 z)e Es, ale caror coordonate satisfac

ecuasia
|
2 2 SRS,
Xy L s 7 ot
(P) : ¥+F=22 O L s

Numerele reale si pozitive a si b Se numesc H

semiaxele paraboloidului eiptic. p 0 v
Paraboloidul eliptic are formadinfig.8.4. ><,~"

Figura 8.4.
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TEOREMA 8.9. Paraboloidul diptic are doua plane de simetrie yOzsi xOz
si 0 axd de simetrie Oz.

Demonsdtratie. Analoga cu teorema 8.4.

Observatii 8.11. 1. Ecuatia paraboloidului eliptic nu are termen liber, deci su-
prafata trece prin origine.

2. Membrul stang al ecuatiei paraboloidului eliptic fiind format dintr-o suma
de patrate este totdeauna pozitiv. Rezulta ca suprafata nu exista decat pentru z> 0,
deci cuadrica este Situatd deasupra planului xOy .

PROPRIETATI 8.7. (i) Planele de simetrie intersecteazi paraboloidul dupa
doua parabole.

(i) Sectiunile facute intr-un paraboloid diptic cu plane paralele cu planele de
coordonate sunt elipse si parabole.

Demonsgtr atie. (i) Intersectia paraboloidului eliptic cu planul yOz este data de

2 2 2
X
—+ y—z =2z y—z =2z _
dstemul <a° b , echivalent cu 1 b , care reprezinta o parabola a carei
x=0 x=0

axa de simetrie este axa Oz.

In mod analog, intersectia paraboloidului eliptic cu planul xOz este dati de

2 2 2
X X
] — + y— =27 — = 2z ]
dstemul <a° b & qa , care este tot parabola cu axa de simetrie Oz.
y=0 y=0

(i) Intersectiile paraboloidului eliptic cu plane paralele cu planul xOy sunt

2 2 2 2
X—2+y—2=22 X—2+y—2=2hl
date de sistemul {&° b su.a b , Care reprezinta elipse reale
z=h z=h'

pentru h* > 0.
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Intersectiile paraboloidului eliptic cu plane paralele cu planul XOz sunt date

2 2 2 2)2
deja b sau q@a b® | carereprezinti parabole cu axa de simetrie
y=h* y=h?

pardea cu axa Oz.
In mod analog, intersectiile paraboloidului eliptic cu planele paralele cu planul
2 h3 2
yOz sunt date de sistemul % -2 Lazl , adica parabole cu axa de simetrie para-
x=h®
lela cu axa Oz.

DEFINITIA 8.12. Punctul O(O, 0} O) se numeste Varful paraboloidului elip-
tic.

PROPRIETATEA 8.8. O reprezentare parametrica a paraboloidului eliptic

X = au+/2 cosv
y:bu\/isinv , cu UE[O, 00) §i VG[Q 2”)-

z=u?

Observatia 8.12. Daci a = b, ecuatia X* + y* = 2a°z reprezinti un parabolo-
id eliptic de rotatie in jurul axei Oz.
Observatia 8.13. Ecuatiile

22
2

2 2 2
(PE*): %+z—2=2y si (PE**): y—2+

= 2X

(o
O

definesc tot cate un paraboloid eliptic de axa de simetrie Oy, respectiv Ox .

TEOREMA 8.10. (Generarea paraboloidului diptic). O elipsi variabila, care

se deformeazi si se deplaseaza paralel cu ea insagi

XZ yZ
S e
(yi,u)- a ,cu AueR,

Z=pu
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§i care se sprijind pe parabola fixd

XZ

—2222
() &

y=0

2 2
genereazi paraboloidul eliptic (PE) : X—Z + % =2z.
a

Demonstratie. Se face usor ca exercitiu (in mod analog cu teorema 8.3).

8.6. Paraboloidul hiperbolic

DEFINITII 8.13. Se numeste paraboloid hiperbolic sau sa multimea punctelor

M (X, Y, Z) eE3 alecaror coordonate satisfac ecuatia

XZ 2
(P,) : —2—§=22.

Q

Numerele poztive a, b se numesc semiaxele paraboloidului hiperbolic (fig. 8.5.).

TEOREMA 8.11. Para- l

boloidul hiperbolic are doua pla-

z

ne de simetrie xOz, yOzsi o axd

de smetrie, Oz. P

Demonstratie. Exercitiu.
PROPRIETATI 8.9.(i)Pla-

nele de simetrie intersecteazi pa-

raboloidul hiperbolic dupa doua
parabole. Figura 8.5.
(i) Sectiunile facute intr-un para-
boloid hiperbolic cu planele paralele cu axel e de coordonate sunt hiperbole si parabo-
le

Demonstr atie. (i) Intersectia paraboloidului hiperbolic cu planul yOz este da-
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ta de sistemul

2 2 2
X—Z —y—z =2z y—z =-2z
a’ b , echivalentcu { b ,
x=0 x=0

care este 0 parabola cu axa Oz caaxa de simetrie.

In mod analog, intersectia paraboloidului hiperbolic cu planul xOz este data de

2 2 2
X X
dstemul 1 a° b o1 , Care este tot 0 paraboli cu axa de simetrie Oz.
y=0 y=0

(ii) Sectiunile facute in paraboloidul hiperbolic cu plane paralele cu planul xOy

XY, XY oy
sunt date de sistemul de ecuatii 1@~ b su Ja b , carereprezinta
z=h' z=h'

hiperbole.
Sectiunile facute in paraboloidul hiperbolic cu plane paralele cu planul xOz
X2 2 2 2\2
S-dr=2z > =22+ (LZL .
sunt date de sistemul 1@~ b sau {a b® | carereprezinti parabole.
y = h2 y = h2
In mod analog, sectiunile ficute in paraboloidul hiperbolic cu plane paralele cu

X—i—y—j=22 y ——22+(h—3i

planul yOz sunt date desistemul <@~ b suib® a® | adici tot
x=h® x =h®
parabole.
DEFINITIA 8.14. Punctul O(0, 0, 0) se numeste Vérful paraboloidului hi-
perboalic.
PROPRIETATEA 8.10. O reprezentare parametricd a paraboloidului
hiperbolic este data de sistemul
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x=a\/§u-cht
y=b\/§u-sht, cu UE[O, oo) si teR.

z=u?
Observatia 8.14. Ecuatiile

Ny oz C () 28X
(PH) . F—C—ZZZX S1 (PH ) . ?—?22%
definesc tot cate un paraboloid hiperbolic de axe de simetrie Ox , respectiv Oy .

Observatia 8.15. Paraboloidul hiperbolic este o suprafata riglata. Ecuatia lui

(Y ey

DEFINITIA 8.15. Dreptele variabile

L sorie

X
(G,) : i‘ , U AeR G.) ¢ 1, y 2 U HER
X, Y_=, 2 Y_2.,
a b 2 a b u

definesc doua familii de generatoare rectilinii pe paraboloidul hiperbolic P, .
TEOREMA 8.12. Prin fiecare punc al suprafetei
X 2

2
(P,) : —Z—Z—=22

trece cdte o generatoare rectilinie din familiile (G,) si (G,).

Q

Demongtratie. Se observi ci toate dreptele familiilor (G, ) si (G,) se gasesc
pe paraboloid. Pentru a gasi generatoarele care trec prin punctul M 0(XO, y°,2° ) e P,

este suficient si determinam pe A si u. Avem

0 0 0 0
PRRLSS AR S i -

a b a b
Consecinta 8.2. Doua generatoare din acelasi sistem nu se intalnesc.

TEOREMA 8.13. Oricare dintre generatoarele sistemului G, intdlneste toate

generatoarele din sistemul G, si reciproc.
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Demonstratie. Se procedeaza la fel ca la teorema 8.7, adica se arata ca siste-
mul de 4 ecuatii format din ecuatiile lui G, si G, este compatibil, VA, u € R*.
Observatia 8.16. Pentru toate cuadricel e nedegenerate (studiate in §8.2 - §8.6),

ecuatia planului tangent intr-un punct al cuadricei se scrie prin dedublare (prin analo-

giecu Teorema7.6. de la sferd).

8.7. Cuadrice degenerate

Acestea se mai humesc cuadrice singular e sau supr afete singulare de ordi-

nul al doilea si sunt in numar de noua :
X2 y2 ZZ
1) — +-5—— =0, suprafata conici de gradul al doilea a carei

a® b’ c
intersectie cu planele perpendiculare pe axa Oz
reprezinta elipse (pentru a = b) sau cercuri
(daca a=Db), (fig. 8.6.).
x> y? e e
2) — +F =1, suprafata cilindrica
eliptica a carei intersectie cu planele perpendi-

culare pe axa Oz reprezinta elipse, paralele si

X2 y2
congruente cu elipsa — +F =1 din planul

a
XOy (fig. 8.7.8). Daca a=b, atunci eledevin Figura 8.6
cercuri.

O

2 2
X e 1 oo C s s .
3 — —y—z =1, suprafata cilindrica hiperbolica acarei intersectie cu plane
a

perpendiculare pe axa Oz reprezinta hiperbole paralele si congruente cu hiperbola

XZ y2
_Z_b_ =1 din planul xOy (fig. 8.7.b).

Q



GEOMETRIE ANALITICA 275

4) x*®-2py =0, suprafata cilindrici parabolici acirei intersectie cu plane

perpendiculare pe axa Oz reprezinta parabole paralele si congruente cu parabola
x*> —2py =0 din planul xOy (fig. 8.7.c).

a) b) C)
Figura 8.7

X

2 2
x_ ¥y
2 2

b

5) =0, doua plane care intersecteaza perpendicular planul xOy

QD

dupa dreptele y = iE X.
a

2

6) —; =1, doui plane paralele cu planul yOz ladistanta x = *a.
a
X2
7)  — =0, unplan, planul yOz.
a
2 2
X° y <
8) >+~ =0, odreaptd, axa Oz.
a~ b
x> y* Zz? .
9) _2+F+_2 =0, un punct, punctul origine O(O, 0} O).
a c

Observatia 8.17. Laecuatiile 1.- 8. se pot adauga si formele similare ale aces-
tora care se obtin prin permutarile circulare ale variabilelor.



276 ELEMENTE DE ALGEBRA LINIARA SI GEOMETRIE

Incheiem prezentarea celor 17 ecuatii speciale formate din cel mult patru

termeni cu cele care se caracterizeaza multimea vida :

2 2

1 XY 1 Z 1.0, cuabc0, elipsoidul imaginar :
¥+F+_2+1: , cu abc # 0, elipsoidul imaginar ;
2 2
0 X_2+§+1:0, cu ab = 0, cilindrul elipticimaginar ;
a

X’ .
3 — +1=0, cu a= 0, plane paraleleimaginare.
a

8.8. Probleme rezolvate

2 2 2

1. Sa se scrie ecuatiile planelor tangente la elipsoidul(E) : " + y? + % -1=0,

pardele cu planul (z):3x—2y+5z+1=0.
Rezolvare. Ecuatia planului tangent va fi de forma (scriind fascicolul de plane parale-
le)
(z,) : 3x-2y+5z+41=0 , AeR.
Notand cu M 0(x°, y°, z") punctul de contact, ecuatia planului tangent Ia E inM , este

0 0 0

(”TMO) L WL Z 0.

4 9 8

Identificand ecuatiile lui 7, si 7y, rezulta 3x—2y+5z+72=0.

2. Sedau dreptele

x—a=0 x+a=0

(d,): si (d,): L ou Ogikr+l | keZy.
X—2z-tg6 =0 y+2z-19f0 =0 2

4 se arate ca locul geometric al punctelor, ale caror distante la dreptele date

sunt intr-un raport constant, este un hiperboloid cu o panza.

Rezolvare. Vectorii directori ai celor doua drepte sunt
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ij k i J k
3,=N,xN,=[1 0 O |=tgf-jsida,=N,xN,=[1 0 0O |=-tgd j+k
1 0 -tgo 0 1 tgo

Fie punctele M, (a, 0, a-ctgd)ed,, M,(-a, 0, 0)ed, si Plz, B, y)un

punct al locului geometric cerut. Avem

MlPxélu M,Pxa,

dP, d,)=2d(P, d,), 1eR <« ] =2 il 1eR <
2
. i i K . i i kK
& —a—a p y-adtgl |=A-——=ja+a B y | <
tadl | tgg 0 VI+90 | 5 _igp 1

o % [T(actg@ —7)+ k(- a)]z A |cos6) [T(ﬂ +11g0) - j(a+a)— k(e + a)tg@].
Pentru simplificarea calculelor ridicam la patrat si avem
(y —actgd)’ +(a —a)’ = A2 [(ﬂ cosd +ysind)’ + (o + a)ZJ
Inlocuind pe (a, B, 7/) cu (X, Y, z), obtinem

(12 —1)x2 +2A%cos’ 6 -y + (}f sin’@ —l)z2 + 2a(1+ A2 )x+ 2actgé - z+

+22°sin@cosl - yz+ A*a® —a’ — =0 =N

sin?o

2

2 2 2 2 2 .
(/12—1{x2+2a1+'1 +a2(’1 +1J ]—az-(’1 1 +/1200326’(y2+zzsm 9,

22 -1 22 -1 22 -1 cos® 6

+2 —Smegosej—(zz—2a~ctg9cz+azct929)+azct929—a2 12 +Xa°=0 <
cos’ 0 sn”¢

2 2 :
(22 -1 x+a}L2Jrl +Azc0529(y+sn9
-1 cosé

2
: zj ~(z-a-ctgo)’ +%(cosz—l)+

2
+123_2 :a2 M

-1
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A2 cosé 22 -1

2 2 . 9.2
(ﬁz—l{XJral +ﬂ +12c0529(y+ Sme~Zj—(z—a«ct99)2=46”L )

4a2)?

Pentru 1°>1 = pE > 0 si In membrul stang un singur patrat este cu

coeficientul negativ, deci suprafata obtinuta este un hiperboloid cu o panza.

4a*x? . T y
Pentru A* <1 avem pE < 0 siIn ecuatia scrisd in felul urmator

2 2 1 2 242
(1- 2 x+a}“2Jr1 — A*cos’ 0 y+sm9«z +(z—a~ctg@)2=4a }“2
A7 -1 cosd 1-2
4a*x?
avem .
1-4

> 0. $iin acest caz avem n membrul stang tot un singur patrat cu coefi-

cientul negativ, prin urmare si in acest caz locul geometric este un hiperboloid cu o

panza.

3. Sa se determine sectiunile circulare 1n hiperboloidul cu o panza

2 ZZ

2
H) : X—2+g——c—2—1=0, cu b>a.

Q

Rezolvare. Intersectam hiperboloidul H cu sfera (S) : x* + y® + 2> = b?, ceeace

revine larezolvarea sistemul ui

X* oy oz
PO
x> +y*+272°=b®

Acest sistem este echivalent cu sistemele

2 2 2
X2 +y? +2* =b? _x2+_y2 _2_2:1
. . . ja® b® ¢
(@: 41 1), (1 1), si (B):
> 13 X — —2+—2 z2=0 1 _ 1 2 1 1 2_0
a- b b* ¢ 2 b X FJF? z =

Sau
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x> +y?+2°=b’ LA A |

. . . b
(a): c [pi-az s (B): el
Z=%— |5 "X _,c|b’-a
a\b“+c Z——g 7 X
2 .2
unde z= 131 / EZ 8.2 - X reprezinta plane reale.
a +C

Sistemul (o) reprezinta cercuri, deci si sistemul ('), lafel, reprezinta cercuri.

Prin urmare, in hiperboloid se obtin cercuri daca il sectionam cu planele de ecuatii

c [b*-a’
) : Z:ig b2+c2‘x

si cu plane paralele cu planele y .

4. Sa se scrie ecuatia planelor tangente ale dreptei X =y =2z cu

2 2

i) paraboloidul eliptic )‘7+y7 - 9z;

2 2

ii) paraboloidul hiperbolic X?—VT -9z,

Rezolvare. i) Punctele de intersectie ale dreptei cu paraboloidul eliptic sunt O(0,0,0)
si M0(12, 12, 12), deci planele tangente 7, si 74, n punctele O si M, au respec-
tiv ecuatiile

(7o) 1 2=0

( TMO) : 1§x+1iy=9' z+12

& 4x+2y-3z2-36=0.

ii) Punctele de intersectie ale dreptei cu paraboloidul hiperbolic sunt O(O, 0, O) si
R, (36, 36, 36) (care se gasesc rezolvand sistemul format de ecuatia dreptei si ecuatia

paraboloidului hiperbolic). Planele tangente au ecuatiile

(7o) : 2=0
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( TMO) : 32x_32y=9.z+36

< 4x-2y-z=36.

5. Sa se determine ecuatia suprafetei generate de o dreapta d , care se sprijina
pe dreptele
y-8 z+4

X_Yy-o_z+=
3 2 -2
si este paraleld cu planul
(z) : 2x+3y-5=0.

A se scrie apoi generatoarele rectilinii ale suprafetelor obtinute, care sunt paralele cu
planul

(z*) : 3x+2y—-4z=0.
Rezolvare. Consideram dreapta d de ecuatie

(d) : x—a:y—b:z—c.
A U 1

Faptul ca dreapta care trece prin punctele M (a, b, C) ed si Pl(6, 0} 1) ed,
este perpendiculara pe normala la planul determinat de d, si d este echivalent cu
conditia

a-6 b c-1
3 2 1 (=0 & A(b-2c+2)+u (3c-3-a+6)+2a-3p-12=0.
A u 1

In mod analog, conditia ci d serezeami pe d, sescrie

a b-8 c+4
3 2 -2|=0 < 2i(4-b-c)+u (2a+3c+12)+2a-30+24=0.
A u 1

Paraelismul dreptei d cu planul 7 conduce la conditia 24 + 3 = 0. Eliminand
pe A si u dinaceste 3 conditii si schimband notatia de la (a, b, c) la (x, Y, z), ob-

tinem ecuatia suprafetei generate de dreapta d
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(Z) : 4x®-9y® =144z,

care este un paraboloid hiperbolic cu generatoarele date de

2X+3y=a 2x-3y=p
G ): ,cu R* si (G,) : , R*.
©.) 2x—3y=%~z acR i (6,) 2x+3y=%-z upe
a

Pentru G, conditia de paralelism cu planul 7 * neda

3 2 -4 2x+3y =15
2 3 0 |=0 = a=15 dedi (G)) : 48 .
2x-3y=—-2
2 -3 -1 Y7
(24

Pentru G, conditia de paralelism cu planul 7 * neda

3 2 -4 2x -3y =-39

2 -3 0 |=0 = p=-39, dedi (G,) : 48 .
2X+3y=——--2

2 3 % T

8.9. Probleme propuse

1. Sa se recunoasca urmatoarele cuadrice :
i) 2x*—8y* +2*+16=0 ; ii) 9x*+16y* +97° -144=0 ;
iii) 4x*+9y® =14z Div) X2 +2y*+32°=0
2. Sa se determine un elipsoid, definit de ecuatia sa redusa, care trece prin punctele
M. 2, 0), M, (1, 0, 1) si M,(0, 2, 3).
3. Sa se determine punctele de intersectie ale elipsoidului

2 2 2
z

(E) : XY Z 1.0
16 12 4

cudrespta (d) : x=4+2t, y=-6-3t, z=-2-2t, teR.
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2 2 2
4. Si se determine curbele de intersectie ale elipsoidului (E): 7 + y? + ;—6 -1=0
cu planele de coordonate.
2 y2 ZZ
5. Sé se determine sectiunile circulare ale elipsoidului (E): > + Y + Vi 1=0.

6. Si se giseasca punctele de intersectie ale dreptei (d): x-3=y-1= %6 Cu cua

drica:

X, 7 D G
i) —+y"—-1=0 ; 1i) —+y*"—+1=0
) 7Y ) 7Y

7. Sa se scrie ecuatia planului tangent la hiperboloidul

2 2 2
) -2 +Y 1% 1.0, in punctul MO(Z, 1, EJ;

4 9 17 3
D G & .
i) 7+y —€+l:O, in punctul P0(4, —\/15, 10).

8. Sa se determine locul geometric generat de dreptele :

(d )_{ZX—Bay+6z—6a=O 2x+3py+62-68=0

,CuaeRsi(dﬁ)Z ,cu Be R.
20X+ 3y —60z-6=0 2px-3y-6pz-6=0

9. Sa se scrie ecuatiile dreptelor care trec prin punctul M 0(6, 2, 8) si se afld pe hiper-

boloidul (H) : 16x* +36y® —9z° 144 =0.

2 2

10. Sa se determine sectiunile circulare in hiperboloidul cu o panza — + ;—5 -7z -1=0.

11. Si se proiecteze curba de intersectie dintre cuadrica x* + 4y® =8z si planul y =§

pe planele xOz si yOz.

12. Sa se scrie ecuatia planelor tangente la

2 2

i) paraboloidul eliptic X?H’? -z,

2

ii) paraboloidul hiperbolic x* —yT =3z,
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pardee cu planul x—3y+2z-1=0.

2 2

y

13. Sa se determine ecuatiile generatoarelor rectilinii ale paraboloidului % 4 =2z,

care sunt paraele cu planul 3x+2y—-4z=0.

14. Sa se determine, cu ajutorul ecuatiei reduse, paraboloidul hiperbolic care trece prin
punctul PO(L 1, 1) si care taie planul xOy dupa doud drepte, dintre care una este
2x-3y=0.

15. Sa se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii ale paraboloidului hiperbolic

4x> —9y?* = 36z caretrece prin punctul M (3\/5 2, 1).
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9. STUDIUL CUADRICELOR PE
ECUATII GENERALE

9.1. Ecuaria cuadricel, definitie, proprietati

Sestie, din tema precedentd, ca o cuadrica este o suprafatd algebrica de gradul
a doilea, adica polinomul din ecuatia suprafetei este de gradul al doilea in variabilele
X, Y, Z si, inraport cu triedrul Oxyz, are forma
(1) a'x* +a®?y? +a®z* + 2axy + 2a”xz+ 2a®yz+ 2a**x + 2a*y + 2a*z+a* =0

Sub forma matriceald, aceasta se mai scrie

11 12 13
a

a X X
(2) (x, Y, z)- a® a®” a®||y +2(a14, a®, a34)- y|+a*=0.
aSl a32 a33 Z 7

Introducand notatiile:
o T=xi+y+zk=8[],,cuB=(, ], kK)baziinV, r =F(P),cu P un

punct curent a cuadricei,

11 12 13
a a

e A=|a” a” a®|,cu a'eR, Vi,j=1 2 3 si A=A,

aSl a32 a33

e b=a“T+a*]+a%k=8lp),,
ecuatia cuadricei (2) se mai scrie
®  [FLAFL+2pLFL +a*=0.
Observatia 9.1. Ecuatia cuadricei

este 0 suma dintre o forma patratica, o

forma liniara si o constanta. Figura9.1.
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Ecuatia cuadricei in cazul unei translatii.
Trecand de la reperul R= {O; (T, i, IZ)} lareperul R'= {O'; (r i IZ)} in care0'0O =T,
T'|| i, I|| I , IZ‘|| k,avem i'= I, +T siecuatia (3), scrisd in I, devine

[F, + FIL Al + 7], + 2b LR, + 7], +a* =o0.
Efectuand calculele obtinem

L AL + 61 Al + FI AR ], + [FIs AlFls + 2[R ], + 2BL[Fls +a =0

[P AL + 2L A+ B il + [T Al + 2B [ . + 2% <o,

care exprima urmatoarea proprietate:
PROPRIETATEA 9.1. Forma pdtratica A, din ecuatia cuadricei, este

invariantd la o translatie a axelor de coordonate.

9.2. Poztia unei drepte fata de o cuadrica

Fie o cuadrica X data prin ecuatia matriceala (3) si o dreapta d sub forma vec-
torial parametrica I =7, + Aa, A eR.

Intersectand dreapta cu cuadrica (considerand sistemul dat de ecuatiile cuadricei si
dreptei si efectuand un calcul analog ca in proprietatea 9.1, substituind pe ' cuid) ob-

tinem ecuatia

@ (&l Aal )2+ [T A+ b a2+ [T AL + 2Bl [ +a®
Cu notatiile

(%) o= [é]tB A[é']B , B= [[Fo ]tB A+ [6]‘8 J[a]s V= [Fo ]tB A[FO]B + 2[6]‘8 [FO]B )

ecuatia (4) devine

4) al’ +2PpA+y =0.

0.
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Daca o # 0, atunci (4’) este o ecuatie de gradul al doilea in A cu discriminan-

tul A= B%—ay siavem urmitoarele cazuri :
A>0 = dnX= {Pl, P, ‘ P # PZ}, dregpta este secanta cuadricei ;
A=0 = dnZX= {Pl, P, ‘ P = PZ}, dregpta este tangenta cuadrice ;

A<0 = dnZX=g@, dreaptanu intersecteaza cuadrica.

DEFINITIA 9.1. Directiile @ pentru care o = 0 se numesc directii asimptoti-
cein raport cu cuadrica.

Observatii9.2.1.Daci  =0si f#0 = dnX={P} faria fi tangente
(dreapta inteapa cuadrica intr-un Sngur punct).

2.Daci =0, =0, y#0 (cu P,(F,) ¢ £) = ecuatia (4°) este incompatibi-
la, este cazul asimptotelor la hiperbole.

3.Daci «=0, =0, y=0 (P,(F,)e £) = ecuatia (4’) este compatibil ne-
determinati, verificata pentru orice 4 €R si cum Py(F,)e X inseamnici d N =d,

adica d este generatoare rectilinie a cuadricei.

9.3. Centrul cuadricei. Planul diametral si diametrul cuadricei

Exigta cuadrice care admit un centru de simetrie numit centrul cuadricei (de
exemplu elipsoidul §8.2).

Fiecuadrica £ data de ecuatia %( F;)
matriceaa (3).

TEOREMA 9.1. Daca punctul

P,(F,) este centrul cuadricei =, atunci

Rl =A™l .
[ro ]B |. JB F"ﬁ:)
Demonstratie. Fie P,(F, ), centrul

. , . . Figura9.2.
desmetried cuadricei . Atunci dreapta gura
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(d) : F=f,+4a , AeR.
intersecteazi cuadrica in doua puncte P,(f;) si P,(F,) (fig. 9.2. unde este prezentati o
sectiune in cuadrica cu un plan care contine centrul P, si dreapta d ). Avem relatia

N A P A e . - . .
f, =—-—2,1n care, punand T, =, + 1'a si [, =T, + A°a, obtinem A'+ A*> = 0. Ti-
2

nand seama de ecuatia (4’), cu a # 0, rezulta g =0, adica [FO]tBA+ [6]'8 =0 <

A, = —|_6JB. Daci matricea A este nesingulari, atunci [, |, = —A'l|_6JB, adica
avem o cuadrica cu centru . m
Observatia 9.2. Cuadrica cu centru este caracterizata prin det A= 0.

TEOREMA 9.2. Locul geometric al mijloacelor coardelor cuadricei X,

paralele cu directia @+ O, , este 0 portiune din planul = de ecuatie

© () : [ Arl + [kl -o.

Demonsgtratie. Daci punctul Py(F;)
este mijlocul coardel de vector director &, t /)
atunci extremitatile P,(F;, )si P, (F, ) de coar-
dei, situate pe cuadrica, se afla la distante
egale de P, in sensuri opuse. Prin urmare %
A2 =7 adica At + A7 = 0(fig. 9.3).

2

Tinand seama de ecuatia (4’), avem £ =0

< ([Fo s A+ [5]‘3)[5\]3 =0, cu vectorul
- y . Figura9.3.
director & dat. Punctul P, fiind arbitrar, 'gura

consideram punctul curent P(F) a locului geometric care satisface ecuatia
([F]‘B A+ [B}B][Q]B =0, care prin transpunere devine [a], A ], +[a], [BJB =0. O

DEFINITIA 9.2. Planul 7 dat de ecuasia (6) se numeste planul diametral al

lui X conjugat directiei a.
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Consecinta 9.1. Matricea A transforma vectorul director & al coardelor in vec-
tor normal a planului diametral lui X conjugat directiei a.
DEFINITIA 9.3. Intersectia a doud plane diametrale ale lui ¥ conjugate cu

doua directii @, sid, necoliniare, se numeste diametru.

9.4. Planul de smetrie i directiile principale ale cuadricei. Planul

tangent la o cuadrica intr-un punct al cuadricei

Planul de simetrie a cuadricei este planul diametral perpendicular pe directia
coardelor. Astfel, daca a este vectorul director a coardelor conjugate cu planul de si-

metrie, vectorul normal la planul de simetrie trebuie sa fie coliniar cu vectorula, adica

A[a]B =4 [a]B J
ceea ce inseamna ca vectorul normal la planul de simetrie al cuadricei este vector
propriu a matricel A.
DEFINITIA4 9.4. Directiile perpendiculare pe planele de simetrie ale cuadri-

cel se numesc directiile principale ale cuadricei.

TEOREMA 9.3. Fie cuadrica () : [Fls AlF], + 2B} [Fls +a* =0 siun
punct P,(F,) e X . Atunci planul tangent in P,(F,) la cuadricd are forma
) (o) = [GL AL+l + 1) +a* =0,

Demonstratie. Consideram dreapta (d) : 7 =F,+18, AeR,caetrece
prin punctul P,. Din P,(F,)e = rezulta ca vectorul de pozitie F, satisface ecuatia cua-
dricei si avem [FO]‘B A[FO]B + 2[6}8 IF, ]B +a* = 0. Comparand aceasti ecuatie cu mri-
mile introduse prin intersectia dreptei (d) : F=f,+44d, AeR,cucuadricaZz,
obtinem y =0 si ecuatia (4”) devine

ad> +2BL =0,
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careare o riadicind A' = 0. Pentru cadreapta d si fie tangenti cuadricei T, trebuie ca

A= 22 =0, adici f=0 o ([Q]‘BA+[6L‘][3]B=0 SiF-T,=13 =

(1 A+ B I - L =0, adicalr, ). Al - [ AR, + B 7). - L1, =0
Din aceasta, folosind faptul ca P,(F,)e X (scris sub forma analiticd), rezulta
] AT, + 2Bl ) +a* +[pL [l - B ] -0 =
[FO]Bt A[F]B + [E)’]Bt [F + FO]B +a" =0
Rezulta ca aceastd ecuatie reprezinta locul geometric al dreptelor tangentela cua-
drica in punctul P,. Cum aceastd ecuatie reprezinta un plan, inseamna ca locul geo-

metric al dreptelor tangente la cuadrica este planul tangent la cuadrica in punctul P,

si are forma dedublatd a ecuatiei cuadricei. o

9.5. Reducerea ecuatiei cuadricei la forma canonica

Fie cuadrica £ data prin ecuatia generala

(2):a"x® + a?y? +a®z% + 2a%xy + 2axz + 2a®yz + 2ax + 2a¥y + 2a*z+a* = 0
Pentru stabilirea ecuatiei canonice a cuadricei X se poate proceda astfel :

(I) Daci a” = a"” =a” =0, seface o trandatie.

B, a® ese nenul, atunci tipul cuadricei

ﬁ) Daci cel putin unul din numerele a*, a
Y este determinat de expresiatermenilor de gradul al doilea, adica de forma patratica
a'x® +a®?y® +a®z? + 2axy + 2a®xz+ 2a®yz.
Matriceal aceasta forma patratica se scrie, cum am vazut deja, sub forma (x, Y, Z)A(x, 2 z)t

sau [Pl Alf],, cu A = A,
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Pentru matricea A se determina valorile proprii A*, A*, A° si vectorii proprii
corespunzatori care sunt ortogonali. Prin normare obtinem versorii €, &,, &. Seno-
teaza cu R matricea formata de coordonatele versorilor €, €,, €, in baza canonica
B= (T, T, IZ), asezate in coloane; avand in vedere posibilitatea inlocuirii unuia dintre
versorii €, &,, &, prinopusul siu sau posibilitatea renumerotarii valorilor proprii,

putem presupune det R = +1. Rotatia

reduce forma pitratica la forma diagonald A'x?+A%y”?+4%z%.
Directiile noilor axe de coordonate sunt date de directiile versorilor proprii € ,
€,, respectiv €,.

In final, daca este cazul se face o translatie.

9.6. Probleme rezolvate

1. Cuadrica X contine punctele A(l -1 1), B(O, 2, 2), trece prin axa Oz si
prin cercul T din planul xOy de raza egala cu unitatea si tangent axei Oy in origine.

$4 se scrie ecuatia cuadricel ¥ si coordonatele centrului sau.

Rezolvare. Ecuatiile cercului I sunt

z=0

x> +y*—2x=0
Ecuatia cuadricei T este deforma x* + y® — 2x+ z(ax + fy + yz+ ) =0, deoarece in-
tersectia acestei suprafete cu planul xOy este cercul T.

Suprafata ¥ contine axa Oz, deci ecuatia ei devine identitate pentru X =0,

y=0.Rezultd y =0, 6§ =0.



GEOMETRIE ANALITICA 291

Din conditiile A, B e X rezulta sistemul  — g =0, 1+ =0, cu solutia
a=-1 f=-1.

Deci (£) : X*+y’—xz—-yz—-2x=0

sau, matriceal
1 0 1
2
[l o 1 —Z|Fb+2-10 0}l -o.
11
2 2

cu det A= 1 # 0. Deci cuadrica este cu centru si folosind Teorema 9.1 avem

T 1
14 41 % -1 12
. Z_A_l 6 =_2 — - — - 0 = — .
i1 1
2 2

2. Sa se gaseasca punctele de intersectie ale cuadricei (Z): x>+ Xy—yz—4x=0

X y-1 z-2
cudreapta (d): ==21—==""=,
L
Rezolvare. Punﬁndgzy—_llzz;lzzﬁ,avem

Xx=21 , y=1-4 , z=2+1.

Rezolvand sistemul format de ecuatia cuadricei X si de ecuatiile parametrice ale drep-

tei d, obtinem 34* -51-2=0, deunde 1A' = —% si A2 = 2. Inlocuind aceste vaori

in ecuatiile lui d , obtinem punctele Ml(—é, g, gj si M2(4, -1, 4).
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3. Fiind data cuadrica X prin ecuatia generald, sa se scrie ecuatiile planelor di-
ametra conjugate axelor de coordonate.
Rezolvare. Folosind versorul director i al axei Ox si aplicand formula (6), planul

diametral conjugat axei Ox este

(z) : [ 0 0AF],+@ 0 o], =0

sau, explicitand termenii,

a.ll a.12 a13 X 14

Q

(z): 1,00} a* a® a®||y|+{ 0 0)}a*|=0 <
aSl a32 a33 Z a34
(z,) : a"x+a”y+a*z+a"=0.

In mod analog, planul diametral conjugat axei Oy este
(z,) : a*x+a®y+a®z+a* =0,
iar planul diametral conjugat axei Oz este

(75) : a*x+a%y+a®z+a* =0.

4. Sa se gaseasca locul geometric a tangentelor duse din origine la cuadrica
(Z) : x2+2y*+22° +2xy—2x—4y—4z+2=0.
Rezolvare. Orice dreapta care trece prin origine are ecuatiile
(d) : {X:a 2w afeR
y=pg1z2
Rezolvand sistemul format din ecuatiile Iui £ si d obtinem
(@®+28%+2+20B)2> - 2a + 2B+ 2)z+2=0

si egale, de unde rezulta

—a’+4a+8B=0.
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Consderand sistemul de ecuatii format din aceasta conditie si ecuatiile dreptei d si e-
liminand pe , B , obtinem X* —4xz—-8yz=0 < (x—2z)*—4(y+z)°-4y*=0

care este 0 suprafata conica.

5. Sa se gaseasca ecuatia redusa a cuadricei
() : Ax2+y?+2%)-2xy+xz+y2)+ 2Ax+y+2)+5=0 , SeR.
Discutie.

Rezolvare. Matricea formei patratice 3(x? + y? + 2% ) 2(xy + xz+ yz) este

3 -1 -1
A=|-1 3 -1|,cudetA=16=#0 = 3 edteo cuadrici cu centru C(F,), unde
-1 -1 3
1 2 1 1)/(1 -1
[ro]B_—A-l[”]B:—Z 1 2 1[|1[=|-1|.
11 2 -1

Vdorile proprii ale matricei A sunt solutiile ecuatiei

3-4 -1 -1
-1 3-4 -1 |=0
-1 -1 3-2

Obtinem valorile proprii reale ' =1, A*=1°=4.
Coordonatele (u, v, W) aevectorului propriu corespuzator valorii proprii A4,

sunt solutiile sistemului
3-24 -1 -1)\(u 0
-1 3-12 -1 ||v|=|0].
-1 -1 3-2){w) O

Pentru A' =1, sistemul aresolutia U=a , V=a , W=a , acR;norma

o . 1 1 1)
lizdm si obtinem versorul propriu € =B —=, —=, —=| .

NERVERINE

Pentru A*> = 2 = 4 ssemul devine

B
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-1 -1 -1\ (u 0 u -1 -1
-1 -1 -1|-|v|=|0|,cusolutia X=B| v|=Ba| 1 | +Bp 0| , cuaeR,
-1 -1 -1){w) |0 w 0, 1),
-1 -1
peR.Consideram X, =B 1 |si X, =B O |, careprin normalizare devin
0 1

A et o b,

Cu baza B:(T, i, E),obginem baza B'= (g, &,, és),cu matricea de trecere
11
¥3 V2 42
1 1
M|B, B')=| = — 0
N
V3 V2
Prin transformarea
1
1 1
=M|\B, B'l|y'| < == — 0 | e
y ( yl y '\/§ '\/E yl
4 4 4 1 0 1 4
V3 V2
X—ix'_iy'_iz
V3© V27 V2
y—ix‘_i_iy
V37 2 ’
z—ix‘+iz'
NERP,

ecuatia carteziana devine
X2 +4y2 1472 123/3x'+5 = 0.

Completam patratele in X' si obtinem
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(x'+\/§)2 +4y?+47°-3+6=0.

X'=—/3+X"
Efectuam translatia | y'=y" si avem ecuatia redusa
Z': zl

X'24+4y'21+47'2-3+5 =0.
Obtinem urmatoarele cazuri :
I pentru 6 <3 , eipsoid red ;
Il pentru 5§ =3, conimaginar ;

[l pentru 6 >3, eipsoid imaginar .

9.7. Probleme propuse

1. Sa se discute natura cuadricelor reprezentate de ecuatia

X2 +y?+ 22 +5(xy+yz+2x)=0 , SeR.
2. Sa se determine locul geometric al punctelor din spatiu pentru care suma coordona-
telor lor si a distantei lor la origine sa fie constanta si egald cu 2a, cu a eR fixat.
3. Cuadrica £ contine punctele P(—L 2, 3), Q(L 1 —1), trece prin axa Oy si prin
cercul I' care are centrul in punctul C(O, 0, 3) si este tangent axei OX 1n origine. Sa
Se scrie ecuatia cuadricei X si coordonatele centrului sau.
4. Sa se stabileasca natura cuadricelor de ecuatie
9x*(1+5)-16y°(5 —3)+36(6 — 2)z° ~18(1+ 5 )x— 64(5 —3)y - 556 +57 =0, & eR.

5. Se considerd cuadrica (£): x? —4y?+2z* —6xy+13yz-12=0 si punctele

Ml( 1 lj, MZ(E, 5 Ej_
2’ 2 24 4

Sa se determine punctele de intersectie ale dreptei M;M, cu cuadrica X .



296 ELEMENTE DE ALGEBRA LINIARA SI GEOMETRIE

6. Sa se determine punctele de pe cuadrica
(Z): 2x*+y? +4xz+2yz-4x—y-4=0,
ae caror normale (la suprafatd) sunt normale si pentru planul
() : 4x+3y+6z-7=0.
7. Sa se determine locul geometric al centrelor cuadricelor de ecuatie
x* +2ayz+bz® —4ax+2by+1=0, acR, beR.
8. Sa se afle locul geometric al centrelor cuadricelor de ecuatie
xy+6y(y+2z)+ux(z+x)=0, 5eR, ueR.
9. Sa se gaseasca locul geometric al dreptelor paralele cu axaOzsi tangente la cuadrica
X2 +2y* +22° +2xy - 2x—4y—4z+2=0.
10. Si se studieze natura cuadricei (£): 2(x+ y)x+z)+(y—-z)*+1=0.
11. SA se giseascd ecuatia redusd a cuadricei (2) : z(x—y)=x+y.
12. S4 se reduca la forma canonicd si sa Se recunoasca urmatoarele cuadrice:
i) 36X°+y®>+4z° +72x+6y—40z+109=0 |,
i) 5x*-8y*+5z°-6xz+8=0 |,
iii) x*+3y*’+4yz—6x+8y+8=0 |,
iv) 2y®+4xy-8xz—4yz+6x-5=0
13. S4 se reduca la forma canonicd si s se recunoasca urmatoarele cuadrice:
i) x*-16y*-4z° -32y+16z-16=0 |,
i) 2y*-7z°+112x-16y-14z-87=0
i) xy+z°-2=0
iv) X®-y®+2z*-2xy-2yz—2xz-5x-1=0
V) X*+y®+52° —6xy+2x2—2yz— 4x+8y-127+14=0
14. Sa se gaseasca generatoarele rectilinii ale cuadricei
Xy+yz-3xz-8=0.

15. S se arate ca ecuatia
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x*(y-2)+ y*(z-x)+ 2*(x-y)=0
reprezinta trei plane care trec prin aceeasi dreapta.

4 se scrie ecuatiile dreptei.
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lll. GEOMETRIE DIFERENTIALA

In aceasta ultimd parte a cursului se studiaza proprietatile diferentiale ale curbelor
si suprafetelor din spatiul obisnuit (al geometriei elementare).

Obiective care decurg din studiul acestui capitol sunt ca studentii:

- &4 defineasca functia diferentiala, matricea jacobian, curba n spatiul euclidian,
ecuatia curbei, vectorul viteza, tangenta si planul normal intr-un punct al curbei, campuri
vectoriadle pe o curba, planul osculator si planul rectificant, curbura si torsiunea unel
curbe, ecuatiile suprafetei, curbe coordonate pe o suprafata, plan tangent la o suprafata,
elementul de arc a unei curbe, prima forma patratica fundamentala a suprafetei, unghiul
doua curbe situate pe aceeasi suprafatd, elementul de arie al suprafetei, a doua forma
patratica fundamentala a suprafetei;

- &4 calculeze curbura si torsiunea unei curbe, prima si a doua forma patratica
fundamentala a suprafetei, lungimea unui arc de curba, aria unei portiuni de suprafata;

- S deduca eementele triedrului Frenet, formulele Frenet, planul tangent la o
suprafata.

1. TRIEDRUL LUI FRENET

1.1. Curbein spatiu
In cele ce urmeazi, vom presupune ca functiile care intervin sunt continue si au

derivate (sau derivate partiale) continue pani la un ordin cerut p, adica sunt de clasaC”.

Se varecunoaste destul de usor clasa de indice minim impusa de context.

DEFINITIA 1.1. Se numeste functie diferentiald o functie de clasa C”.
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DEFINITIA 1.2. Fieo functie de tipul f :R" —R™, cum,n € N". Functiile
f.=y of:R"—>R,unde y, suntfunctiile coordonate ale lui R™, se numesc coor-
donate euclidiene alelui f i se scriu f =(f,, f,,...,f.).
Funcia f =(f,,f,,.., f ) estedferensiabila daca si numai daca f, sunt diferentiabile,

i=1,....m. Une functii diferentiabile f i se asociaza matricea jacobian

A
oxt ox? ox"
J(f)=
o of of
oo T X"

Daca n=m, atunci determinantul detJ(f) se numeste jacobianul lui f si se noteaza cu
D(f,,., fy)

L

D(x,....x")’

Functia f =(f,, f,,..., f.,) senumeste regulata daca rang J(f) = min(m,n).

Daca functia f =(f,, f,,..., f) nuesteregulata intr-un punct P, atunci P se nu-
meste punct singular sau punct critic, iar f(P) se numeste valoare singulara sau valoa-
recritica.

In spatiul euclidian canonic cu trei dimensiuni R® consideram Ox, Oy, Oz un sis-
tem trirectangular. Notam cu I un interval deschisdin R.

DEFINITIA 1.3. O functie diferentiabild a .1 — R®, cul < R se numeste curbd
Si Se noteazd cu o .

Observatia 1.1. Uneori, numai imaginea «(1 ) se numeste curbi. in acest caz

Se numeste parametrizare, iar t e | se numeste parametru. Vom folos ambele ac-

ceptiuni ale cuvantului ,,curba”, semnificatia dorita decurgand din context.
1 b b H
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Observatia 1.2. Ne fixam studiul pe compunerea marcata in fig. 1.1, unde 7,

este izomorfismul canonic. Rezulta ca lui @ putem si-i atasam o functie si numai una de

tipul @ : 1> T, (R3), unde T, (R3) este spatiul tangent in punctul O la R®, ceeace ne

P=aft) Pealt)

LN T
[ 22 TRY) T——) O

Figural.l Figural.2.

permite si consideram multimea &(I) cafiind descrisa de extremitatea unui vector varia-
bil & cu originea fixata in originea O a reperului lui R*(fig.1.2).
Observatia 1.3. Din definitia lui a(I) rezulta
a(l):{P eR®|3Jtelai P =a(t)}

Daci raportam pe R*labaza canonici , atunci functiile o si ¢ sunt caracterizate

prin coordonatele lor euclidiene:
alt)= (x(®), y(0),21) | tel
at) = x(t)e + y(t)8, + z(t)g, , tel
Intr-un context in care numai imaginea a(I) este numita curba, relatiile x = X(t) ,
y= y(t), z= z(t) Se numesc ecuatiile parametrice ale curbel, iar @ = a(t) se numeste
ecuatia vectoriala a curbei.

DEFINITIA 1.4. Unpunct P al lui a(I) se numeste smplu dacd existd o singurd
valoare tel astfel incat P = a(t). Daca exista mai multe valori distincte t astfel incat

P =aft) , atunci punctul P se numeyze

multiplu. Q Q
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Exemplul 1. Daca exista nu-
merele t; # t, si numai acestea din |
pentru care a(t,) = alt,) = Q, atunci
punctul Q se numeste dublu (fig.1.3). Fiqurals. Figura 1.4

Exemplul 2. Daca exista trei
numere distincte t,,t,,t, si numai acestea din |, pentru care a(t,)=alt,)=a(t;)=Q,
atunci punctul Q se numeste triplu(fig.1.4).

In general avem

DEFINITIA 1.5. Cardinalul mulimii o *(P)
se numeste multiplicitatea punctului P.

Daca toate punctele unei curbe « (1) sunt simple,

atunci dupa definitiile anterioare aplicatia o

este injectiva. Deci, putem admite urmatoarea

DEFINITIE 1.6. O functie diferentiabila si injectiva Figura 1.5.
a 1 — R®senumeste curba simpld.
DEFINITIA 1.7. O functie diferentiabild a :[ab] - R?, cu a(a)=a(b), s

numeste curbd inchisa (fig.1.5).

1.2. Tangenta si planul normal. Curbd orientatdi

Fiea : | - R® ocurbi. Notim cu t vari- Q
abiladinl si a(t)=P, a(t+h)=Q, t+hel < 1t)
(fig. 1.6.). Construim derivata ‘ >
fen)-al) P . -
oy pealt+h)=alt) . PQ
“(t)—mf"&]T' / 0
Figura 1.6.

DEFINITIA 1.8. Vectorul G'(t), cu
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originea in a(t)=P, apare ca podiie limiti a vectorului PQ, cind Q  a(l) se apropie
de P si se numeste vector vitezi. Dacd raportam R®labaza canonicd, atunci
a'(t) =x ()& + y(1)e, + Z(1)&;.
Observatia 1.4. @'(t)e T, (R®).

DEFINITII 1.9. Un punct P=(t) al curbei o in care @'(t)# 0, se numeste

punct regulat. Daca &'(t)¢ 6 , Vt eI, atunci curba se numestze regulata.

Observatia 1.5. Daca P este un punct regulat, atunci punctul P si vectorul &'(t)
determina o dreapta care apare ca limita dreptei PQ, cand P = a(t) este fix, iar Q tinde
catre P de-alungul curbel.

DEFINITIA 1.10. FieP, un punct regulat al curbei . Dreapta caretrece prin P
si are ca vector director pe &'(t) Se numeste tangenta la curba « in P. Planul care trece
prin P si are ca vector normal pe @'(t) se numeste plan normal la curba o in P (fig.1. 7
i 1.8).

Pentru marimile definite avem urmatoarele ecuatii:

CX=x() _y-y) _ z-z(t)
Toxm o oym o zZo
T o (X=x@)-X(@)+(y—-y) y'@)+(z-zt)-z(t)=0 ,

cu M(X, y, 2) un punct curent al marimii respective.

Normala e

/ sy
% M P «'E)

————< —:——"—'
o
(d'TP): P T‘-““fi"’"}“ /\\

Figural.7. Figura 1.8.
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Un punct a unei curbe poate si nu fie regulat. De aceea admitem

DEFINITIA 1.11. Un punct a(t)=Pea(l), corespunzitor unei valori a lui t pen-
tru care @'(t)= 0, se numesze punct singular.

Observatia 1.6. Daci @'(t)=0,VteJc | ,aunci @ =¢,V te J siastfel
restrictia luir la J se reduce laun punct. in consecinta, daci « admite puncte singulare

si nu se reduce la constante pe portiuni, atunci aceste puncte sunt in general izolate.
DEFINITIA 1.12. Daci Im>1, meN, astfel ca @'(t) = a@"'(t) =...=a ™Y (t) = 0
si @™ (t) = 0, atunci punctul P corespunzitor se numeste punct singular de ordinul m.

In vecinitatea unui punct singular de ordinul m, formulalui Taylor da
G(t+h) =a() +h—|[07(m)(t) +#(h)], t+ hel , cu limé(h)=0.
m —>
Notand P = a(t) siQ= a(t + h), avem

imm&t)=al) o PO a™(t).

0 h" o h

Vectorii &(t),d(t +h) au origineain O, iar vectorii @'(t),a"(t), ...,a@"™(t) , au origineain
extremitatea lui &(t).

DEFINITIA 1.13. Vectorul &™(t) se numeste vector tangent la curba o in
punctul P singular de ordinul m.

Punctul P si vectorul @™ (t)def inesc o dreapta care este limita dreptei PQ atunci
cand P = af(t) estefix, iar Q tinde citre P de-alungul curbei.

DEFINITN 1.14. Fie P un punct singular de ordinul m. Dreapta determinata de

punctul P si vectorul & (m) (t) Se numeste tangenta curbei in punctul P.
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Planul caretrece prin P si are ca vector normal pe a'™ (t) se numeste planul

normal la curba « in punctul P.

Se deduce usor ca marimile introduse au urmatoarele ecuatii

X=xX(M) _y-y) _ z-z(t)
Toxmey vy 2@

T o (X=x®)- X" @)+ (y - yt)- y™t) + (z— z(t))- 2™ (t) = 0.

Pe o curba data a(l ) presupusd multime convexa, se pot stabili doud $i numai

doua sensuri de parcurs (ordinea punctelor curbei care corespunde ordinii din I) pe care
convenim s le notam cu semnul + gi - .

DEFINITIA 1.15. Ocurba o impreuna cu alegerea unui sens de parcurs
pea(l) se numeste curbi orientatd.

Fie o 0 curba regulata. Daca @'(t) este vectorul tangent la  in «(t), atunci este
evident si consideram drept pozitiv acel sens de parcurs pe a(l ) care s fie coerent cu
sensul lui a'(t) si, deci, cu sensul pozitiv pe tangenta (analog cu orientarea unei drepte).

Convenim sa precizam orientarea unei

curbe si a tangentei sale prin sageti dT
(fig. 1.9).

Daca o poseda puncte singulare, dr
atunci exista situatii cand nu este Fiqura 1.9. Fiqura 1.10

posibila alegerea pe curba a unui sens de parcurs coerent cu cel de pe tangenta (fig.1.10).
Clasificare. Curbele din spatiu se impart in doua categorii: curbe plane si curbe
strambe.

DEFINITIA 1.16. O curba din spatiu se numeste curba plana daca V tel,
3 a,b,c,d € R, adfel casi aibd loc relatia ax(t)+by(t)+cz(t)+d = 0.
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1.3. Campuri vectoriale pe o curba
Notiunea de camp vectorial pe 0 curba este o varianta a notiunii generale de camp
vectorial.

Fiea : | cR—R%0curbisi P=af(t), tel, unpunct arbitrar a siu.

DEFINITIA 1.17. O functie Y, care asociazi fiecdrui t € | un vector Y(t) tan-

A

gent la R® in punctul oft), se numeste camp vectorial pe curba o (fig. 1.11).

Exemplu. Viteza @' este un camp vectorial pe curba o . Acest cAmp se mai nu-
meste si CAmp tangent la curba o (fig. 1.12).

Observatia 1.7. Spre deosebirede @', campurile vectoriale arbitrare pe o pot s

contind sau nu vectori al caror suport sa fie tangent la curba (fig. 1.11).

P=att) YI)

Yt)
P=dlt)

Figural.12 Figura1.13.

Figural.11

tru campul Y(t) avem

Y(t)=y, 08 @)+, 08 (@) + .07 (),
unde functiile y; :I - R se numesc coordonatele euclidiene ale lui Y.
Functiile compuse él(a (t)), &, (a (t)), éa(a (t)) sunt campuri vectoriale pe « . Aces-
te cAmpuri vor fi notate prescurtat € ,€,,€;.
DEFINITIA 1.18. Se admit prin definitie urmatoarele operatii pentru campuri:
(Y +Z)t) = Y (t) + Z(1),
(/7 k= )Y (),
(¥V-Zkn =Y (1) Z(),
(¥ xZ)t) = Y () x Z(t).
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Observatia 1.8. Aceste operatii de campuri se traduc prin operatiile corespunza-

toare asupra coordonatelor campurilor.

DEFINITIA 1.19. Fie a o curba regulata si Y , un cimp vectorial pe . Daci
(Y,&'): 0,atunci Y senumeste cimp normal la o .

Observatii 1.9. 1.Deoarece Y(t)=Yy,(t)& + Y, (t)€, + y,(t)&,, deducem ci orice
camp Y este echivalent cu o aplicatie de tipul F : 1— R*. De aceea apare evidenta defini-
tia 1 Y se numeste difer entiabil daca toate coordonatele sale sunt diferentiabile.

2.Derivataunui cimp Y estetot un cimp pe curba o :

Y':%_’ +%é2 +%_'
dt dt dt

3. In particular, derivata @' acimpului vitez ¢' asociat lui & di cAmpul accele-
ratie, care in general nu este dirijata dupa tangenta la curba.

Avem

(a¥ +bZ) '=aV'+bZ' , abeR,

4. Penultima formula arata ca daca ( Z) =const.= (Y',Z)+(‘)?,Z') =0. In particu-
lar, daca Y are o lungime constanta, atunci Y si Y ’ sunt ortogonali in orice punct (fig.
1.13). Intr-adevar, relatia HYH Y Y) const., implica (')?,Y'): 0. De aceea, daca ne

imaginam ca o este traiectoria unui punct material care se deplaseaza cu o viteza de mo-
dul constant, atunci acceleratia este un camp normal la o (dirijat dupa normala la curba).
DEFINITIA 1.20. Uncimp Y senumeste paralel dacd toate coordonatele sale

sunt constante.
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TEOREMA 1.1. Fiecurba a : | —R?®, undel cR este uninterval deschis.
1) Curba o este constanta (se reduce la un punct) daca si numai daca campul viteza o'
este identic nul.
2) Curba neconstanta o este o dreapta daca si numai daca campul acceleratie este i-

dentic nul (campul viteza este paralel).
3)Uncimp Y pe a esteparale daci si numai dacd Y =O.
Demonstratie. 1) Fie curbad(t) = x(t)& + y(t)&, + z(t)&,. Daca x(t)=a, y(t) = b,
zlt)=c, V tel si ab,ceR, atunci d(t) = ag +be, +c&, si @'(t)=(0,00), ¥V tel .
Reciproc, din ¢'(t) =0, V tel ,rezulti a'(t) =0, y'(t)=0, Z(t)=0, V tel
si, deci, X(t)=a, y(t)=b, z({t)=c (fig. 1.14).
2) Fie @(t) = (a* + a’t g, + (b* + bt g, + (c* + c’t )6, . Gasim &' (t) = a%, +b%6, + ¢%&, si
a"(t) =(0,0,0).
Reciproc, din X'(t)=0, y"(t)=0, z'(t)=0, Vtel,rezulta x(t)=a'+a’t,
y(t) =b" +b’, z(t) =c' +c’t (fig. 1.15).
3) Fie Y = ag +bé, +c&,. Rezulta Y'=(0,0,0).

%:O, %:O, Vtel,sauy =a,

dt dt

%:Ol
t

Reciproc, din Y'= 0, rezulta

y, =Db, y, =c(fig. 1.16).

-
=0 -

Figura 1.14. Figura 1.15. Figura 1.16.
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1.4. Curbe definite prin ecuatii carteziene implicite

DEFINITII 1.21. Curbele din R® mai pot fi introduse si pornind de la functii

diferentiabile de tipul Fz(f, g) - R®* 5 R?, F(x, 2 z):(f(x, 2 z), g(x, Y, z))

Deoarece
a A o
| ox oy oz
WF)=log o9 g’
oXx oy oz

punctele critice ale lui F se afla, prin definitie, rezolvind sistemul

D(f.g)_, D(f.g)_, D(f.9)_,
D(y. 2) |

' D(zx) " D(xvy)
Punctele in care cel putin unul dintre acesti determinanti este diferit de zero sunt

puncte regulate. Multimea

C=F*(ab)= {(x y,z)(x, y,2)eR% f(x,y,z)=a,9(x,y,z)=b,cu abeR fixati}
se numeste mulfime de ecuatii carteziene implicite f(x,y,z)=a, g(x,y,z)=b.

O multime de forma f *(a)= {(x Y,2) ‘ (x,y,z2)eR® f(x,y,z)=a, acR fixat}

se numeste multime de nivel constant a sau multime de ecuatie carteziand implicita
f(x,y, 2=a.
Revenind la multimea C, aceasta este de fapt intersectia a doua multimi de nivel constant.

Ea poate sa contind atat puncte regulate, cat si puncte critice ale lui F.

Fe (XO, y°, Zo)e C. Multimea tuturor punctelor din C, a caror distanta fata de
( 0,0 0) PRI A = o i (L0 \,0 50
X",y ,Z" ) estemai mica decat un numar ¢ > 0, Se numeste vecinatate alui |xX",y",z

in C.
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TEOREMA 1.2. Daca (xo, y°, z°) este un punct regulat din C, atunci existd o ve-

Cinatate a acestui punct in care ecuatiile
f(xy,z)=a, g(xy,z)=b
definesc o curba simpla si regulata.

Demonstratie. Deoarece ecuatiile f(x,y,z)=a, g(x,y,z)=b reprezints, res-
pectiv, multimi de nivel constant diferite, multimea C apare ca fiind intersectia acestor
multimi.

D(f,
D(y.2)
mul f(x,y,z)=a, g(x y,z)=b defineste doua functii x - y(x), x— z(x), in vecina-

D(f,q) D(f,9)
dy D(zx) dz_ D(xy)

tatea | apunctului x°, pentru care & D(f.g)’ o Dif.g)
D(y,z D(y. 2)

Astfel, portiunca din C din jurul punctului (x°, y°,2°) poate fi gandit in mai

«
~—

(X0 WYY, 20)7& 0, teorema functiilor implicite asigura ca siste-

In ipoteza

multe feluri (fig. 1.17):

- intersectia a doua suprafete,

- graficul aplicatiei h: 1 —>R?,
(x) = (y(). ().

- imaginealui | prin aplicatia oz x=t, y = y(t),

z=12t).

De aceea, aceasta portiune este o curba simpla si

regulata. Figura1.17
Observatia 1.10. In ipoteza teoremei 1.2, multimea C este reuniunea imaginilor

unor curbe simple si regulate si se numeste curba de ecuatii carteziene implicite

f (X, \2 Z) =a, g(x, Y, Z) =Db. Aceasta denumire se pastreaza uneori chiar daca C contine

si puncte critice.
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Dacaf si g sunt polinoame, atunci C se numeste curba algebrica.
Observatia 1.11. Fie P(xo, y°,z°), un punct regulat al lui C. Conform definitii-

lor 1.10. si a teoremeil.2, deducem ca tangenta la C in P are ecuatiile

x—Xx° —y° z-2°
(dTP): Y- _ -

D(f,9) ~ D(f.g) ~ D(f,g) '
D(yo,zo) D(zo,xo) D(xo,yo)

iar planul normal corespunzator are ecuatia

() : (x—xo)aDM)+(y—y°) D(f.9) +(z-2°) D(f.9) =0.

0 50

v,z D(2°, x°) D(x°,y°)
Exemple. 1) Dreapta. Ecuatiile carteziene implicite ale unei drepte din spatiu
(intersectie de plane) sunt

a'x+b'y+clz+d* =0 at bt ¢
(d): -, ) ., ., rang =2,
a‘x+b°y+c°z+d° =0 a c
iar ecuatiile ei parametrice sunt
(@) : x=x"+It , y=y°+mt, z=2"+nt , teR.

2) Conicele. In general, intersectia dintre un plan si o cuadrica este o conici :

(C):{f(x,y,z)zo

ax+by+cz+d=0 '

unde f(x,Y,z) este un polinom de gradul a doileain x,y si z.

1.5. Formulele Frenet pentru curbe de vitezi unu

Pentru inceput vom face cateva observatii in legatura cu studiul formei unei curbe
din spatiu in vecinatatea unui punct de-al Sau.
O mai buna aproximare a formei unei curbe din spatiu se poate obtine utilizand

trei derivate liniar independente. De exemplu, presupunem ca P este un punct regulat si
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ca @'(t), a"(t), @"(t) determini o baza in T ,(R*). Folosind formula lui Taylor de or-
dinul trei

h* . h?’&---(t)ﬂgg(h) , limé(h)=0,

h—0

2 3
ajungem la concluzia ca, pentru | suficient de mic, tripletul (h7fj di cu aproxi-

matie coordonatele lui PQ in bazaaleasa . Cand h trece prin zero, prima si ultima coor-

donata isi schimba semnul, iar cea din mijloc
si-l pastreaza. Astfel, in vecinatatea punctului P,

arcul se afla in acelasi semispatiu cu @ (t),

traverseaza pe &'(t), a (t) si planul determinat

deP,a'(t) si a@"(t)(fig. 1.18).

Figura1.18.

DEFINITIA 1.22. Planul determinat de P,a'(t) si @"'(t) se numesze plan

osculator.
Astfel, in vecinatatea punctului P, curba considerata are o abatere de la tangenta
(curbare) si o abatere de la planul osculator (torsionare).

Ne propunem si gasim elementele matematice care masoara curbarea si torsiona-

reaune curbe regulate din R °.

Reperul Frenet. Fie g :J —> R*®, 0 curba cu viteza unu, adica HB(SX‘ =1Vsel.
Campul T = ' se numeste cAmp tangent unitar a lui 8. Derivand pe §-8'=1,
deducem " B'=0 sideci T'= 8", B"L B'. Curba B seincovoaie in acelasi sens cu
T'= ,E "'. Pe misura ce H BH creste, incovoierea lui B creste. in acest fel, T'= ,E " contro-
leaza curbarea lui A, iar lungimealui T' dd o masurd numerica a acestei curbari.

P

— )
Ps) Tis)=36)

-'
N®)

‘,"
p®
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Deaceea T', se numeste CAmp curburi, iar
functia
k:J —[0,00) , k(s)= HT"'(s)ﬂ

se numeste curburalui g (fig. 1.19). Figura1.19

Campul vectorial N :%f' , cu k>0, se numeste cAimp normal principal al lui . Cam-

pul N indici in fiecare punct sensul in care se curbeaza 3. Evident, T(s) si N(s) de-
termina planul osculator al curbei . Pentru controlul abaterii curbei de la planul oscu-
lator (torsionare), in vecinatatea punctului S (S) se utilizeaza versorul normal al acestui
plan.De aceea se introduce campul unitar B=T x N, care se numeste cimp normal pe 3 .
Evident, cimpurile vectoriale T,N, B, definite pe 4 sunt ortonormate. Ansam-
blul T,N, B se numeste cimpul reperului Frenet pe j, iar ansamblul T (s),N(s), B(s)
se numeste reper Frenet atasat punctului 3(s) de pe curbi. Acest reper determina un

triedru Frenet mobil, ale carui muchii se numesc tangenta, normala principala si binor-
mala.

Planele de coordonate ale acestui reper se numesc, respectiv, plan normal, plan
rectificant si plan osculator (fig. 1.20).

Utilitatea campului reperului Frenet in be) L%
studiul unei curbe regulate B consta in faptul rlf- _f; o
ca dd mai multe informatii despre curba decét = NG) e
ar dafolosirea oricirui alt cAmp de repere. Tts) P(’) P
|deea de baza in acest sens consta in posibi- f’l' os¢.
litatea exprimarii derivatelor T N',B' cu gu- Fiqura 1.20

torul lui T,N,B.

Stim ca T'=kN (din definitia curburii k).
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Sa ardtam ca B' este coliniar cu N . Pentru aceasta este suficient si dovedim ca
B'B=0 si B'T =0. Primarelatie este adevirata deoarece B(s) este un versor. Pen-tru a
demonstra a douarelatie, derivim pe B-T =0 si avem

BT+B-T'=0 su BT =B (kN)=0.
DEFINITIA 1.23. Functia reala
7:J >R, definitd pe B'=—N ,
Se numeste torsiunea curbel (semnul minus este pus prin conventie). 7(S) poate fi un nu-
Mar negativ, nul sau pozitiv.

S exprimdm acum pe N' in functie de T,N,B. Avem

Din N(s) versor, rezulta NN

Prin derivarea lui N - T =0, in raport cu s , gisim

Am obtinut astfel
N'= —kT + B
si am demonstrat
TEOREMA 1.3.(formulele lui Frenet). Daci 8 : J — R® este o curba cu
viteza unu, de curbura k>0 si torsiune t, atunci
T'= kN
N'=-kT +7B

o]}
Il
4
Z
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1.6. Formulele Frenet pentru curbe de vitezi oarecare

Fiea : | >R® > a(t), 0 curba regulata care nu are viteza unu si

B J >R’ s—> B(s), reprezentareasanormald. Daci s : | — J este abstisa

curbilinie, atunci o) T

viel, al)=p(st) AN

) Lo & A

Dacd k, >0,7,,T;,N, si B, sunt 6
elementele Frenet pentru £, atunci pentru -
a definim: m

y” — —
-functia curburd k =k, o s, stt)
Figura1.21.

-functia torsiune r=7,05s ,

-campul tangent unitar T= Tyos,
-campul normal principal N=N 5°S,
-cAmpul binormal B = L5>ﬂ °S

si astfel obtinem elementele Frenet pentru o curba cu viteza oarecare (fig. 1.21).
TEOREMA 1.4. (formulele Frenet pentru o curbdé de viteza oarecare). Daca
a : | >R esteocurba regulata de viteza v si curbura k>0, atunci
T'= kvN
N'=-kvT +7vB
B'= -2vN
Demonstratie. Fie S, reprezentarea normala a lui . Prin definitie

T(t) :fﬁ (s(t)), tel siprin derivare gasim
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T'(t)=s'(t)-T,'(s(t)).
Pe de alta parte teorema 1.3 da
T,'(9) =k, (9N, (S).
Prin inlocuirea lui S cu S(t) in ultima relatie si revenind laT'(t), avem
T'(t) = S (t)k, (s(1)- N5 (s(t)) = VDK ON (D)
Lafel se demonstreaza si celelalte formule. O

LEMA 1.1. Daca v este o curba regulata cu viteza v, atunci campurile viteza si

acceleratie ale lui @ sunt date de

= av = T T
a'=vl , @"=—T +kv*N . at
d T \

Demonstratie. Deoarece d = (s), /:C o
gasim / NY "
o 3 ST =T ?-
&= (1) F(s) = V(U)T, (s() = VO T (). i

) ) Figural1.22
Derivand incd o data obtinem (fig. 1.22)
&"(t):ﬂhvf':ﬂhkvzﬂ. 0
dt dt

A

Observatia 1.12. Prin definitie, o' este variatia vitezei ' in unitatea de timp si,
in general, se schimba atat lungimea lui &' cat si directia. De aceea formula care da acce-

leratia este mai complicatd decat formula care da viteza.

DEFINITIA 1.24. Componenta tangentiali %T alui @" indica variatia lun-

gimii lui @', iar componenta normal@ kv2N indica variatia directiei lui &' .
Sa dam acum formulele explicite pentru determinarea elementelor Frenet.
TEOREMA 1.5. Daci  : | —R® este o curbd regulata, atunci

a'xa' B ”&'XO?'” (axa") 7'

|o=a Jaf? ey

- 104 -
=TS N=B
o]

xT , B=
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1

unde semnul ,,' ” inseamnd derivata in raport cu t.

a

|

Demonstratie. Deoarece v =|a/ >0, formula T =-— este echivalenti cu

a'=Vr.
Dinlema 1.1 gasim
d'xa''=kv’B

Deoarece HEHzl , k>0siv>0, obtinem

o =]

Aceadta relatie arata ca pentru curbele regulate conditia k>0 este echivalenta cu

|le'xa'i| > 0. De aceea, pentru k>0, vectorii ' si @' sunt liniar independenti si determi-

nd planul osculator in fiecare punct ca T si N . Rezultd

axa'" a'xa

B T axa

Pentru obtinerea produsului mixt (@'xa'",a") este suficient i exprimam pe '

cu gjutorul lui T,N, B. Avem

&"':[%T+kvzﬁj'= B+

unde ceilalti termeni nu ne intereseaza, deoarece B-T =0, B- N =0.
Rezulta

(@'xa")-a"'=k°1

si, cum kv® = ||&'><07"||, gasim formula pentru t. 0
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1.7. Aplicatii la calcularea curburii si torsiunii

Pe baza rezultatelor din § 1.5 si § 1.6 este suficient sa facem rationamente numai
pentru curbele cu viteza unu (in loc de curbe regulate) si le preferam deoarece sunt mai
smple.

TEOREMA 1.6. O curbd cu viteza unu B : J —R® este 0 partea unei drepte
daca si numai daca k=0.

Demonsgtratie. Deoarece k(s) = H Jii (s)ﬂ , relatia k>0 este echivalenta cu 8''(s)=0,

vV seld.
TEOREMA 1.7. Fie § : J = R®, ocurbd cu viteza unu, cu k>0. Curba S

este plana daca si numai daca t=0. 2 Bl
_ L ® s
Demonstratie. Fieplanul (r—r,)-a=0. No

Daci 3 seafli in acest plan, atunci (S — r,)-a=0.

Derivand, avem f'd= f"a=0.Rezultica a
Figura1.23
-, adici B'=0 si, prin urmare,

este perpendicular pe T = ' si N = 'B? Astfd B=+

‘sm

o

1=0.
Invers, presupunem t=0. Din teorema 1.3 rezultd B'=0 si deci B = a,. Vom ara-
taca f seafla in planul care trece prin ,B(O) si este perpendicular pe B (fig. 1.23). Pen-

tru aceasta consideram functia

f 1 J—>R, f(s)=(B(s)- B(0))-B.

Avem — = "B =0 sideci f(s)=const.Cum f(0)=0, rezulti f(s)=0.

(B(9)-B(0))-B=0, V seJ. e

—
- -J'_(_‘, )

~

d——*—’ﬂ“" )
Nis) /

,/’
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TEOREMA 18. Fie f:J —»>R
o curba cu viteza unu care are curbura

k>0 si torsiunea 7. Curba f esteo

. 1 ..
parte a unui cerc deraza M daca si

) Figura1.24.
numai daca k=const.si =0.
Demonstratie. Fie t=0, adica o curba plana.
o I - T O I
Consideram curba 6 = +EN .Avem ¢'= ﬁ+EN = T+F(_ kT)z 0.

Astfel, curba § sereduce laun punct, adica

v seld ,E(s)+%N(s):C - HB(s)—éH:”—%N”:%.

Rezulta ca S se&fla pe cercul cu centrul in C si de raza % (fig. 1.24).

Invers, fie f o parteaunui cerc deraza r . Deoarece cercul este o curba plana, a-
vem A(s) = C — rN(s) si 1=0. De aici si din teorema 1.3 rezulta 4'(s) = —rN'(s) = rkT(s),

adica rk =1 sau k=~ 0
r

In continuare ne vom ocupa de elici circulare.

DEFINITIA 1.25. O curbd regulatd a = 3 —R’, t— aft) al carei vector
tangent unitar T (t) face in fiecare punct un unghi constant cu un vector U dat, adica
T(t)-G=cosd, Vtel, se numeste elice circulara.

Observatia 1.12. Conditia impusa nu este afectata de reparametrizare. De aceea

ne vom ocupa de eliceacilindrici 8 : J - R®, care are viteza unu.
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Observatia 1.13. Fie § o curba de viteza unu, pentru care T -U =cosé . Luand
pe (0) caorigine, functia h(s)= (5 (s) - £(0))-U arati cum se ridica A(s) in directia
lui G (fig. 1.25). Pe de alta parte

@zﬁ'-ﬁzf-ﬁzcose :
ds

din care
h(s) = scos@ .

Observatia 1.14. Daca prin fiecare punct al lui S Se duce o dreapta paralela cu
U, atunci se obtine o suprafata cilindrica pe care se afla . Considerentele de mai sus &

rata ca pentru orice elice cilindrica £ exista o curba y astfel incat

B(s)=y(s)+scobu ,
unde abscisa curbilinie s este masurata, de exemplu, de la zero. Curba y Se numeste
curba sectiunii transversale a suprafetei cilindrice pe care se afla f . Ease afla in pla-
nul determinat de punctul ,8(0) si de vectorul normal G (fig. 1.26). De asemenea, daca

curburalui g este k, atunci, printr-un calcul Ssmplu, se obtine ca functia curbura a lui y

ete K WTT‘D
sin?@ | %
7!’>\‘5(:‘>) ‘ 1\7‘ \\'\‘;7
/ALLLQJ&J\

/ 30) h

%)

Figura 1.26.

Figura1.25.
Observatia 1.15. Pentru o parametrizare oarecare avem

a(t)=7(t)+ slt)cos@ a,
unde s = s(t) este abscisa curbilinie.
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TEOREMA 1.9. Fie # : J = R®, ocurbd cu viteza unu, care are curbura k>0

. . . - .o . . . . T
si torsiunea 7. Curba £ este o elice cilindricad daca si numai daca E =congt.

Demonstratie. Daci 3 este o elice cilindrica cu T - ti=cos, atunci
0=(T-6) =T =(kN)-G= N-G=0.
Astfel, V se J, U seafldin planul lui T(s) si B(s). Deoarece i este un versor, avem
G =TcosH+Bsno siprin derivare gasim

0=(kcosd —zsing)N = izctge = const .

Invers, fie ¥~ const. Alegem pe ¢ astfel incat % = ctgé si construim campul

U =T cosf + Bsing . Deoarece U'= (kcosd —zsin@)N =0, rezulta ca U este un camp
de vectori paraléli si, deci, el se reprezinta prin vectorul G astfel incat T -Gi=cosd . De
aceeacurba g este o elice cilindrica.

Caz particular: eliceacirculara. In acest caz suprafata cilindrica este un cilindru

)
. . : 5 sin“ 60
circular drept iar sectiunea transversala este un cerc cu raza <

1.8. Probleme rezolvate

1. Sa se arate ca
(C): 7= a(sintcost i +sin?t ] +cost IZ) , teR
este 0 curbi sferici si apoi sa se afle cosinusurile directoare ale tangentei la curba (C).

Rezolvare. Eliminand parametrul t intre ecuatiile

x=asintcost , y=asn’t , z=acost |,
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obtinem x* + y® + z*> = a®, adici o sferd cu centrul in originea reperului Oxyz si de razi
a.

Deoarece curba (C), data prin ecuatia vectoriald I =F(t), cu t € R, este 0 curba
regulata, versorul tangentei la curba (C) intr-un punct P(F(t)) este
_I—_' T (t)

el

Prin calcul, avem

F'(t):%:a(cosﬂ i +sin2t j—sint E) ,

[F*(t)] = avcos? 2t + sin? 2t +sin?t = ay/1+sin’t

vJ1+sin?t

T= — (cosZt i +sin2t J—sint IZ) .
1+sin“t
Rezulta
1+sin?t Vi1+sin?t . J1+sin?t .
cosq =———,—C0s2t ; cosfp=————Sn2t ; cosy=-——_,—sint.
1+sin“t 1+sin“t 1+sin“t

2.Fiecurba x=1+t> |, y=t*>+t> , z=5>+2t>+2 , teR.
1) Sa se arate ca este o curba simpla, plana si sa se gaseasca planul curbei.
2) Sa se determine punctul singular al curbei, tangenta si planul normal in acest punct.

Rezolvare. 1) Ecuatia vectoriala a curbei este
F:(l+t3) T+(t2+t3)T+(5t3+2tz+2)I2 , teR,
care este o functie diferentiabila si injectiva, deci (conform definitiei 1.6) reprezinta o

curba simpla.

Calculam torsiunea 7 =

e

si avem
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3 2+ 4t+15t7 (3t 2 4t
(Fxr, F")=|6t  2+6t 4+30t|=66t 2 4 |=0,
6 6 30 1 0 0

deoarece coloanele 2 si 3 sunt proportionale. Prin urmare 7 = 0 si curba este plana (con-
form teoremei 1.5).

Pentru a gasi planul curbei (conform definitiei 1.16), trebuie ca s determindm nu-
mereleredle a,b,c,d, astfel ca ax(t)+by(t)+cz(t)+d =0, VteR.Inlocuind x,y si 2

cu ecuatiile parametrice ale curbei si folosind metoda coeficientilor nedeterminati, obti-

nem solutia

(&, b, c d)=—=d(3 2 -1 -1),cu deR,
adica, planul curbei este de ecuatie 3x+2y—-z—-1=0.
2) Folosind definitia 1.11, avem ©'(t)= 0 pentru t = 0. Deci, punctul singular este punc-
tul M, (L 0, 2) de pe curba dati. Din definitiile 1.12 obtinem ci M, este un punct sin-
gular de ordinul al doilea, pentru ca 7'(0)=0, si F"(0)=2] + 4k = 0, . Utilizand defini-
tiille 1.14, obtinem marimile cerute. Astfel, tangenta curbei in punctul M, este

. x=x0) _y-y(0) _ z-Z40) o X-1_y_z-2
™o x(0)  y'(0)  z(0) 0 2 4

iar planul normal la curba in punctul M, este

T, © (x=x(0)x'(0)+(y-y(0))y"(0)+(z- 20))2'(0)=0 < y+2z-4=0.

3. Fie curba
(F) =t T+—j+%l2 , teRsipunctele Ml(tl), Mz(tz)ef.

1) Sa se scrie ecuatiile planelor osculatoare la curba in cele doua puncte.
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i) Sa se arate cd aceste plane sunt ortogonale in punctele M,, M, €I", pentru care pro-
dusul absciselor este egal cu -2.

Rezolvare. i) Din definitia 1.22 rezultd ca planul osculator in punctul Ms(ts), cu

s=1 2, are ecuatia

e, b, b

x—x(ts) y—y(ts) z—z(ts) i (ts)z6
(7[05) ox(®) yl) z(t®) =0 o 1 t° 5 =0,
() vle) 2l o

2 3

(71'05) ; gt—szl-x—ts-yjtz—ﬁt—salzo , CU s=1, 2.

ii) Din Ml(tl), M z(tz)e " si produsul absciselor egal cu -2, rezult ci x'x* = -2, adici
t'-t? = —2. Conditia ca planele osculatoare s fie ortogonale este ca N, - N, = 0, unde
vectorul N este normal planului 70, cu s=1, 2. Calculand produsul scalar obtinem

2
2 2
N,-N, = ) , —th 1] —t? :@+tlt2+1:0. g.ed.

1
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4. Fiecurba (T) : {y=t ,CU t e R*.
z=2t*-1

Sa se determine punctele curbei ale céror binormale sunt perpendiculare pe dreapta

(@) : {x+ y=0

4x-z=0"
Rezolvare. Se observa ca dreapta d este data prin intersectia a doud plane de vectori
normali N,(1, 1, 0) si, respectiv, N, (4, 0, —1). Prin urmare, vectorul director al dreptei
d estea=N,xN, =— +]-4k.
Ecuatia vectoriala a curbel este
(r) : &:%T+t j+(@2-1k , teR*

Deoarece aceasta este 0 curba regulata, expresia binormalei (conform teoremei 1.5) este

x|
unde
i i k
. 1 - 12. 2 -
axXo = _t_2 1 4t |=4 +t—21—t—3k
2
5 04
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de carei solutii sunt t, =t, =—1, t;, =2. Deci punctele cautate sunt Ml(—ZL -1 1) si
M5 2.7)
2

5. S4 se scrie ecuatiile axelor si planelor triedrului Frenet in punctul M 0(— 1, 0O, 1)
lacurba I de ecuatic & = (2t -1 +t°] +(1-t? K, cu teR.
Rezolvare. Cum M, seafla pe curba I', coordonatele acestuia satisfac ecuatiile parame-

trice ale curbei, adica
2t-1=-1
t2=0  sirczulti t=0 (pentru M, = My(-1 0, 1)=M,(a@(0)) ).
1-t* =1

Pentru obtinerea marimilor cerute calculam
a't)=2 +3t*j -2tk = a'(0)=21
@)= 6j-2k = a(0)=-2k si a@(0)xa"(0)=47].

Ecuatia tangentei in M, de versor director T (coliniar cu @'(0)) este

(d ); x=x(0) _ y-y(0) _ z-Z0) o Xtl_y_z-1
™ x'(0) y'(0) 7(0) 2 0 0

=0
(dTM0 ) : {y , 0 dreapta situata in planul xOz, paralela cu axa Oz.

Ecuatia normalei principale in M, de versor N (coliniar cu @"(0)) este

() 2 XEEY 2L PO

0 0 -2 y=0

Ecuatia binormalei in M ,, de versor director B (coliniar cu @'(0)xa"(0)) este

Ay ) : XHL_Y 21 {m:o

0 4 0 z-1=0"
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Planele triedrului Frenet sunt :

- planul normal (cu vectorul normal T)

(”NMO) : (x+1)-2=0 < X+1=0, careeste un plan paraéd cu yOz;

- planul rectificant (cu vectorul normal N )

(7ZRMO) : (Z—l)-(—Z):O < z-1=0, carereprezinta un plan paralel cu xOy;

- planul osculator (de vector normal B)

(”omo)i y-4=0 < y=0, careestechiar planul xOz.

6. SA se afle raza de curbura si raza de torsiune a curbei

d=(t-sint)i +(1-cost)j +4sin£2|2, cuteR.

Rezolvare. Inversa curburii se numeste raza de curburi si este data (conf. T. 1.5) de

—3
o 1 o
k |axa|
Caculam
o?':(1—cost)f+sintf+2cos%l2,
# VR PR t t
||a'||:\/4S|n4—+4S|n2—COSZ—+4COSZ—=2,
2 2 2 2
—n . - = . t_’
a"=8ni + costj —smEk,
i i k
o U t st ot A B T
axa"=| 29n“— dgnt 2cos— |=-2c08°—i +2sin—|1+cos”— |] —2sn
2 2 2 2 2
sint cost —sin—

N~

R ’
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|axa]|=2,/1+sin? <
2

1 4

1/1+sin21
2

Inversatorsiunii se numeste raza de torsiune si este data (conf. T.1.5) de

si obtinem

R =

—1 =2
1 faxa
Tz laxa", a™
Calculam
a"=cost | —sint T—lcosllz ,
2 2
ot on = t . ot
(@'xa", @")=—-cos—|2+sin?~
2 2
si avem

t .
—cos1 2+sin21 COS— cosl 2+sin21
2 2 2 2 2

1+sin21
1 2 4 4
= = +
T

1.9. Probleme propuse

1. S se reprezinte curba
(C) : x=t , y=t* , z=€ , teR , condantakeR fixat ,
caintersectie a doud suprafete.

2. a) Sa se determine proiectia pe planul XOy acurbei de intersectie a paraboloidului hi-
perbolic z=x* —y* cuplanul x+y-z-1=0.

b) Sa se arate ca proiectia elicei
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F=acost i +asint j+bt k,cuteR,

pe planul xOz este 0 sinusoida.
3. Sa se arate ca urmatoarele curbe sunt sferice :
(i) F = asintcost i +asin®t j+acost k , teR;
(ii) F =2sin2t i +(1-cos2t)j +2cost k , teR;
(iii) F=sin®t | +sintcost j +(1-cost)k , teR.
4. S se determine functia f : (0,00)— R astfel incat curba

(C) : x=t*> , y=-Int , z=f{t) , t>0 ,
sa fie o curba pland. Sa se determine curbura curbei In punctul in care aceasta taie planul

xOz.

5. $4 se scrie ecuatia tangentei la curba stramba

(C) : x=u , y=u® , z=U® , cu ueR,
in punctul corespunzator lui u =1. Orientand tangenta in sensul pozitiv al curbei, sa se
obtina punctul a carui abscisa este -2.

6. SA se gdseasca ecuatiile tangentei si planului normal la curba
x=2>+1 , y=t-1 , z=3t® , teR,
in punctul unde aceasta intalneste planul xOz.

7. Pentru curbele de mai jos s se scrie ecuatia planului osculator in cate un punct oareca-

re al fiecarei curbe :

C): y?’=x , x*=z , cu xelo, »);

r) : x=¢'" , y=e' , z=tJ2 , cu teR.
8. Sa se gaseasca ecuatiile normalei principale si binormalei la curba :

(C) : x=y> , z=x* , inpunctul M(1, 1, 1) ;

2 2 4
(r) : x=1 y:ZL Cz=L , in punctul ol 2 1)
2 2 3 2
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9.Seddcurba x=cost , y=sint , z=-Injcost , cu teR.Secere:

(1) sa se calculeze versorii normalei principale si ai binormalei ;
(i1) sa se scrie ecuatiile binormalei si a planului rectificant in punctul t =0;
(ii1) sa se calculeze curbura intr-un punct oarecare a curbel.
10. Sa se gaseasca intr-un punct oarecare al elicel
x=acosd , y=asnd , z=kf , cu feR si keR’ fixat,
triedrul lui Frenet. Si se demonstreze cad intr-un punct oarecare a elicei, normala

principala intalneste axa cilindrului intr-un punct I.
11. Fiecurba 7 = 3t% +6t% +t k,cuteR. Sise scrie expresiile analitice ale versorilor

si planele triedrului mobil atagat curbei.

12. Sedd curba 7 =t 7 +(1—t?)] +§t3|2 ,cuteR. Secere

(i) sa se calculeze versorii fundamentali in punctul t =1;
(if) A se scrie ecuatiile carteziene si vectoriale ale normalei principale si ale planului
osculator ;
(iii) sa se calculeze torsiunea in acelasi punct.
13. Sa se arate ca :
(i) laeliceacilindrica (data in problemele 2 si 10) curbura si torsiunea sunt constante ;
(ii) la elicea conica
x=tcost , y=tsint , z=at , cu teR si aeR’ fixat,

2

curburain origine este k = 5
l1+a

14. Sa se demonstreze ca la curba

x=achtcost , y=achtsint , z=at ,cu teR si aeR’ fixat,
segmentul de normala, cuprins intre punctul de pe curba si axa Oz, este egal cu raza de
torsiune a curbei.

15. S4 se calculeze curbura si torsiunea curbelor de ecuatie :
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(i) F=acos’t i +asin®t j+cos2tk , teR, a>0 ;

(ii) F:a(t—sint)f+a(1—cost)j+4acos%|2 , teR , a>0 ;

(iiiy F=e'costi +e'sint j+e'k , teR.
16. Sa se calculeze razele de curbura ale curbelor :
a) F=-cos2ti+(2t—sin2t)j +4tcost k , teR;
b) F=sin2ti+(1-cos2t)j+2costk , teR;
o F=ei+ej+v2tk , teR.
17. Se da elicea cilindro-conica
x=ae"cost , y=ae"snt , z=be" , teR si a,he(0,x).
$4 se arate ca raportul curburilor in punctele consecutive, pentru care t variaza in progre-

Sie aritmetica, este constant.
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2. ELEMENTE DE GEOMETRIE DIFERENTIALA A
SUPRAFETELOR

2.1.Ecuatiile suprafetelor

Fie D un domeniu dreptunghiular din E,, adica

D:{ M (u,v) | (u,v)e[ab]x[c,d] }
Consideram o aplicatie continua a lui D 1n E3
r: D— Es
09) > (F(uv), o) hu)

f, g, h fiind functii continue pe D .
DEFINITII 2.1. Multimea

£={ P(F(uv)) | (uv)eD}=F(D)

se numeste suprafatd.

Ecuasia
1) (£) : r=r(uv), cu (uv)eD
se numeste ecuatia vectoriala a suprafetei, care este echivalenta cu
1) F(u,v)= f(u,v)7 +g(u,v)j+h(u,v)k,
iar ecuariile
x=f(u,v)
) () : sy=9d(uyv) , (uv)eD

z=h(u,v)

Se numesc ecuatiile parametrice ale suprafefei .

Denumire. u si v se numesc coordonatele curbilinii ale punctului P si vom
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nota P(u,v).
Presupunem ca functiile f, g si h sunt diferentiabile si au derivate partiale con-
tinue intr-0 vecinatate a punctului M, (u0 , VO) , Iar determinantii functionali

D(f.g)  D(g.h)  D(hf)

(3) D(uv) ' Duv) ' D(uv)

nu sunt toti nuli. Astfel, intr-o vecinatate U alui M, se pot elimina u si v din ecuatiile
parametrice si suprafata poate fi reprezentata sub forma ( carteziana ) implicita

F(x, Y, z) =0.
Daca una din derivatele partiale ale functiei F este nenuld in punctul M ,, de exemplu

oF
ox |

X=X

# 0, atunci suprafata se defineste intr-0 vecinatate a punctului M, sub forma

expliciti z=w(x,y).
Un sistem de doua ecuatii reprezinta in general o curba

) {F(x, y,2)=0

G(x,y,2)=0
Definitia suprafetei are la baza ideea ca orice regiune suficient de mica dintr-0 suprafata
Y trebuie s semene cu 0 regiune din plan . Astfel, proprietatea suprafetei ¥ de afi nete-
da este asigurata de regularitatea functiei 1 = F(u,v), adica de conditia ca cel putin unul
din jacobieni si fie nenul.
Proprietatealui ¥ : 7 = F(u,v) de anu setiia pe ea insasi este asigurata de in-
jectivitatea functiei 1 .

Exemplu. Fie S(C,R) cu C(a,b,c) dati prin formulele echivalente:

(S) : 7=(a+Rcosusinv) i +(b+Rsinusinv)j+(c+Rcosv) k (vectoriali),
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X =a+ Rcosusinv

(S) : {y=b+Rsinusinv (u,v)e[0,27)x[0,7) (parametrica),
z=c+ Rcosv
(S) : (x-a)’ +(y-b)*+(z-c)*=R (implicita).
Conditia de regularitate a functiei
F(u,v)=x(uv)7 +y(uv)j+z(uv)k (uv)eDcR? ,

poate fi exprimata cu ajutorul derivatelor partiale
Lo_or (u,v) _ 8x(u,v)qur ay(u,v) ‘., oz(u,v) ‘

b ou ou ou ou
o 8F(8L\J/,V) _ 8x(at\1/,v)r+ 8y(at\1/,v) Ty 8z(at\1/v) _
sub forma
F xF, #0,
adica
R T
X Yo %, |#0,
X, Y Z

pentru ca jacobienii sunt nenuli, unde X, =— , X,
ou oV

2.2.Curbe coordonate. Plan tangent

DEFINITIA 2.2. Se numeste curbid pe suprafafa () :

(u,v)e D c Ep, o mulfime T de puncte de pe = care verifici o ecuatie de forma
(r) : F=Flut) vt) , telcR,

unde u(t) si v(t) sunt funcii diferentiabile.

T =7(uv),

Ccu



334 ELEMENTE DE ALGEBRA LINIARA SI GEOMETRIE

DEFINITIA 2.3. Se numeste curbd coordonata de tip u pe suprafata
(£) : r=r(uv), cu (uv)eDcE,

curba
(4) (T,) : K= F(u,vo) , (u,vo)e D
Deci [, c T si (T,) 1 v=V°.

DEFINITIA 2.4. Se numeste curbda coordonata de tip v pe suprafaza X, curba
(5) (T,) : F(uo,v) , (UO,V)GD
Deci I, == si(T,) : u=u’.

Pe suprafata X = (D) se gisesc doua familii de curbe coordonate T, T, care
sunt imaginile prin r ale dreptelor v =v,, respectiv, u =u, din planul uOv . Prin orice
punct regulat a suprafetei X trece cate o singura curba din fiecare din familiile (u) si (V)

(vezi fig. 2.1). Vectorii viteza in punctul regulat P,(u,,V,)e = lacurbele T, si T, care

trec prin acest punct, sunt necoliniari (ceea ce am aritat prin , xF, = 0, ) .

Figura2.1.
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TEOREMA 2.1. Fie o suprafata regulata ¥ data prin ecuatia (1). Daca punctul
M O(XO, y°, Zo)e ¥, atunci prin punctul M, trece o singura curba coordonata T, .
Demonstratie. Fie curbele coordonate T, si I', date de (4) si (5) care trec prin
punctul M, adici M, e I', NI, sicoordonatele punctului M, verifica sistemul
f (u0 ,vo)

g(uo,vo) .
h(uo,vo)

%0
0

y

20

Presupunem ca prin punctul M, ar trece si curbele coordonate I'; si I, date prin

(F:) ; F:F(u,vf)si (Fj) ; F:F(uf,v),

X% = f(uf,vf)
adici M, eI" NI"] si coordonatele punctului M, verifica sistemul < y° = g(uf,vf) :
Z2° = h(uf VP )
x = f(u,v)
Cum suprafata > este regulata, functiile < y = g(u,v) stabilesc o corespondenta biunivo-
z=h(u,v)

ca intre punctele M € X si perechile ordonate (u,v), adica punctului M, ii corespunde o

singuri pereche (uo,vo), si reciproc. Deci

adica I, =T,, I} =T,.
Asadar, prin M, trece 0 singura curba coordonata I, si o singura curba coordo-
nata I, (fig. 2.1). O

Observatii 2.1. (i) Daca I',, I, sunt curbele coordonate care trec prin M , atunci
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or _ or

vectorii viteza 1, = —, , =— sunt tangenti, t
ou ov z 3,
respectiv, lacurbele I, T, , in punctul M M %
/ &

fig. 2.2). <
( g ) ,('\0" r,,. Z
Intr-adevar, din M e I, NI, rezulti ca : 0 .

. d

e M eI, vaaveavectorul de pozitie =,
Figura2.2.

r= F(u,vo) si, conform definitiilor 1.8

si 1.10, derivata r, estetangentd la curba I';, in punctul M .

e M eI, in mod analog, derivata T, este tangenta la curba I', in M .
(i) Vectorii viteza 1, si I, nusunt coliniari.

Intr-adevar, din

P 7k
or or |of oag oh | D(g,h)- D(hf)- D(f,g):
—X—=— = — |= I+ ]+ k,
ou ov |ou ou ou | D(uv) D(uv)  D(u,v)

ot ag o

ov oV oV

si din regularitatea functiei I = F(u,v), adica cel putin unul din jacobieni sa fie nenul, re-
zulti F, xF, = Q, .

TEOREMA 2.2. Fie ¥ o suprafata regulata data prin (Z) Cr= F(u,v) §i un
punct M (F(u,v)) eX. Daca (F)M este multimea tuturor curbelor T’ Situate pe suprafaya

¥ caretrec prin punctul M , atunci multimea tuturor tangentelor la curbele T in punc-

tul M sunt situate intr-un plan 7, .
Demonstratie. Fie I € (F)M 0 curba arbitrara de pe suprafata X care trece prin

punctul M , data de ecuatia vectoriala

(1) : 7 =rul)).
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Vectorul
dr _of du or dv
dt ou dt ov dt

. : Lar
este tangent curbel I" in punctul M . Aceasta relatie arata ca vectorii e r, sir, sunt

coplanari. Conform observatiel 2.1(i), vectorii T, si I, sunt tangenti la curbele coordona-
te I, , respectiv, I, care trec prin punctul M . Cum prin punctul M trece o singura pe-

rechedecurbe, I',, I',, rezulta ca vectorii [, , I, determina un plan unic =, . Deoarece

. : .odr TN
curbal € (F)M afost luata arbitrar, rezulta ca toti vectorii o vor fi situati in planul 7, ,

adica toate tangentele la curbele I', caretrec prin M , sunt Situate in planulz,, . ©
DEFINITIA 2.5. ( Plan tangent ) Fie X o suprafaza si fie M € £ un punct regu-

lat. Se numeste plan tangent la suprafata X in punctul M (notat 7., ) locul geometric

al tangentelor la toate curbele I" caretrec prin punctul M §i sunt situate pe suprafata X .

Observatia 2.2. Daca M (7 (u,v))e =, conform teoremei 2.2, planul tangent 7.,

estedeterminat de 1, T, calculati in punctul M (fig. 2.3), astfd :

u?! "v?

(i) daca X este data prin ecuatia vectoriala (1), atunci

(6) (”TM) : (F—F(U,V))-(FUXFV)ZO )

(i) daca X este data prin ecuatiile parametrice (2), atunci

x—f(uv) y-g(u,v) z-h(u,v)
of o9 oh
7 : — — — =0.
@ (7w ) " P =
of g oh
oV ov ov

intr-adevir, dacd Q(x, y, z) este un punct curent al planului 7., , vectorul MQ

e

este Situat in planul 7, si, prin urmare, vectorii MQ, 1, T, sunt coplanari, adica
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MQ- (7, x7,)=0. £
. [ Hrm
Cum MQ =7 —7(u,v), avem (6). [
“" S~
Transcriind andlitic pe (6) obtinem (7). - -2 i X
v
Exemplu. Fie suprafata 7 z
X=U+V o ‘.}a’
(£) : {y=u-v. "
Z=uv Figura2.3.

Sa se scrie ecuatia planului tangent 7, lasuprafata X in punctul M (u =2,V= 1).
Avem

x,=1, vy, =1, z,=Vv

x,=1, vy, =-1, z,=u
Luand u =2, v=1 siinlocuind in ecuatia planului tangent (7), obtinem

x-3 y-1 z-2
(7)) 1 | 1 1 1 |=0
1 -1 2

(7qy ) @ 3x—y—-2z-4=0.
Observatia 2.3. Din ecuatia vectoriala (6) a planului tangent 7-,, , Se deduce ca
vectorul normal este N =, xT,.

u \Z

2.3. Elementul de arc. Prima formé patratica fundamentali a

suprafetei

Fie o suprafati (£) : r=r(uv) , (uv)eDcEysio curba X,

(F) D= F(u(t), V(t)), tel <R, T fiind presupusa regulata de clasa c'.
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DEFINITIA 2.6. Elementul de arc al curbei T in punctul curent P T, P(F(t)),
este dat de
dr

dt
TEOREMA 2.3. Elementul de arc ds in punctul P eT" depe X estedat de
ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

def
ds = |ar| = |9) ot

unde
®) E=r,-n =" . F=r. . G=n-1 ="

Demonstratie. Avem

dr :ﬁdujtﬂdv:(r”u %+ Fvﬂjdt
ou ov dt dt
(ds)* = dF -dF = (F, - F, (du)® + 2(F, - T, )dudv + (F, - F, )(dv)°.

Folosind notatiile pentru E, F, G obtinem expresia patratului elementului de

arc. a

Observatia 2.4. Elementul de arc al curbei coordonate I', — X este ds= JEdu,

iar al lui T, este ds=+/Gav.
DEFINITIA 2.7. Se numeste prima forma pdtraticd fundamentald a suprafetei
¥ intr-un punct P(u,v) al €, expresia
®,(P)= Edu? + 2Fdu- dv + Gav?,
unde E, F, G sunt numerereale date derelatiile (8).
Denumiri. E, F, G senumesc coeficientii formei pitratice @, .

Prima formi fundamentald ds* se mai numeste si metrica suprafetei = .
TEOREMA 2.4. [ntr-un punct regulat P € X, vectorul normal la X are norma
data de

[N|=vEG-F=.
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Demonstratie. [N|" = [, <7, = |F,|*-[F)|* - (7, -7, =EG-F? = qed.

DEFINITIA 2.8. Unghiul @ dintre doud curbe I si I’ este unghiul 6 dintre tan-
gentele la curbe duse printr-un punct comun curbelor.
TEOREMA 2.5. Fiedoud puncte T',T"'e Z,unpunct Pe ' nI"", dr,du,dvel gi

o ,0u,6v eI, Atunci unghiul @ dintre cele doud curbe este

Edudu + F(dusv + dvéu )+ Gdvév

cosf = )
VEdU? + 2Fdudv + Gdv? - ESU? + 2FSusv + Gov2

Demonstratie. Fie & =unghiul dintre I" si I'" in punctul comun P . 6 este un-
ghiul dintre drepteletangentein P la T si I, deci
0 =0 (dr,or)
cu

dr-or

dr =r,du+rdv, ofr =r,0u+r,ov = €0sf = ————,
ar] o

cu ||df]|=ds= /@, , iar |[oF|=05=/®y 1n P.
Efectuand produsul scalar dr - o si tinand seama de (8) din T. 2.3 = qg.e.d.

Consecinte 2.1. (i) Pentru curbele coordonate I',,I', e X = dv =0, respectiv,

u=0 = cos(l“u,l“v)zL

=
(ii) Curbele de coordonate sunt ortogonaledaca F =0.

Observatia 2.5. GeometriapeX derivata din prima forma fundamentala a supra-
fetei £ este 0 geometrie intrinseca, care consta din acele proprietati ale suprafetei care
sunt invariante la o schimbare a axelor de coordonate (roto-trandatie). Continutul acestei
geometrii rezulta din faptul ca functia @, permite calcularea lungimii unui arc de curba

de pe X, aunghiului dintre doua tangente la X, aariei unel portiuni din suprafata X etc.

De exemplu, daci « : [a,b] > = este o curba regulati, atunci lungimea lui o este
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I(a):jb da

—|dt.
all dt

Presupunem ca ¥ este 0 suprafata conexa si notam cu o# multimea curbelor re-
gulate & : [a,b] > = care unesc punctele P = a(a) si Q = a(b).
DEFINITIA 2.9. Distanta dela P la Q se defineste prin
d(P,Q)= inf | (a) , cu I(a)=lungimealui c .
Observatia 2.6. Aceasta expresie defineste o distanta (metrici) pe X si, prin ur-

mare, 0 suprafata conexa este un exemplu de spatiu metric.

DEFINITIA 2.10. Daci o : | — Ezeste 0 curbd pe suprafata < si [a,b]c |,

atunci restrictia o : [a,b] > X se numeste segment de curbd.

DEFINITIA 2.11. Se numeste suprafatd cone-
Xd, 0 suprafara ¥ care are proprietatea ca pentru ori- A D «
care doud puncte P,Q € X, exista un segment de curba
dat de functia « : [a, b] — X cd putin continua, astfel
incat a(a)=Psi a(b)=Q, adici imagineaa([a,b])c = Figura2.4.
si unegste punctele P si Q (fig. 2.4).

TEOREMA 2.6. (Lungimea unui arc de curbd pe o suprafata). Daca pe supra-
fara

=) : r=r(uv) , (uv)eD ,
se considerd curba de ecuatie
(r) : F=Flu), vt)) , tel cR

si doud puncte M,M, e " corespunzitoare valorilor lui t =t si t =t,, atunci lungi-

mea arcului s=M,M, estedata de relatia
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t, 2 2
s:'[ E[%j +2F%-Q+G[Qj dt.
X dt dt dt dt

Demonstratie. Avem

T.23 t, 2 2
s= [ds = | E[%j +2F%-@+G[@j dt .
i dt dt ot \dt

t

O

2.4. Aria unei portiuni de suprafatdi

Fie X o suprafata, D, undreptunghi inchis, D =int D,, functia r : D, > X sio
0 portiune din suprafata X reprezentatd de r adica 6= F(DO).

Presupunem ca functia 7 : D — X este diferentiabila, regulata si injectiva. Vom
defini arialui 6, unde (6): 7 =7(u,v), (u,v)e D,.

Curbele coordonate impart pe G in patrulatere curbilinii, dintre care consideram

patrulaterul marginit de curbele (u), (v), (u+Au), (v+Av)- fig. 2.5.

L 1
el ~
v
¥
' L
1 [l >
0 A medAM

Figura2.5.

Construim paralelogramul rectiliniu PQ'R'S' in planul tangent 7, in P la Z,
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astfel ca PQ' = 7,Au si PS' =T,Av. Se aproximeazi aria lui PQRS cu arialui PQ'R'S'
astfel :

Aria PQRS = ||, Aux F,AV| = [, x T, [Au- Av,

Ariac=ZAriaPQRS = 3|, x T, [Au- Av,
unde semnul de sumare X serefera la toate ariile patrulaterelor curbilinii in care a fost di-
vizata suprafata 6. Pe baza acestel relatii putem defini elementul de arie si aria unei porti-
uni de suprafata.

DEFINITII 2.12. i) Se numeste element de arie al suprafefei o forma diferentiala

do=||F, x T, |dudv.
i) Aria suprafefei o este data de integrala A= ””Fu X FV” dudv.
D
Observatii 2.7. (i) Daca suprafata X este datd in reprezentare vectoriala
=) : r=r(uv) , (uv)eD ,

atunci

do=+VEG-F?-du-dv.
r,xT,|=|N|=VEG-F*.

(i1) Daca suprafata X este data prin ecuatiile parametrice

Intr-adevar, conform teoremei 2.4,

x = x(u,v)

=) : {y=y(uv) ,
z=27(u,v)

atunci elementul de arie are expresia

do=+ A? + B>+ C%dudv |,

unde
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X Y

Z, %
X Y

4 X

Yo 4
Yo 4

A= B=

Intr-adevir, din

—]

k
z, |=A +B[+Ck = |, xT,[|=vA*+B*+C?.
z,

roxr, = X, VY,
XY
(iif) Daca suprafata X este data sub forma carteziana explicita

) : z=12zxy),

atunci elementul de arie are expresia

do=+/1+ p*> +q°dxdy,

unde
o

P=ax 1 oy
Intr-adevar, suprafata £ poate fi exprimata parametric prin
X=Uu

) : {y=v ,
z=27(u,v)

de unde rezulta

x, =1, X,=0 ,

¥.=0 y.=1,
0z o0z
%—a—p ) ZV—E—Q ,

deci

adica do=+/1+ p® +q°dudv.
(iv) Daca suprafata £ este data sub forma carteziana implicita
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() : F(xy,2)=0,

REEOEE)

atunci

aF -dudv.
0z
Intr-adevar, considerand
oF oF
2 ey
Pex T ok Ty TR
0z 0z

si introducandu-le in expresia elementului de arie din (iii), obtinem expresia dorita
(din (iv)).
Observatia 2.8. Fie X 0 suprafata si

cicX,cui=1...,n,unnumir finit de ima-

gini detipul r,(D,, ) care au in comun fronti-

erele (fig. 2.6). Prin definitie avem

. Figura 2.6.
Aria(oluczu...ucn):Z”dc :

i=1 D,

2.5. A doua forma patraticd fundamentala a suprafetei

Fiesuprafata () : F=F(uv), (uv)eD, FeCh .
DEFINITIA 2.13. Se numeste a doua formda pdtratica fundamentali a suprafe-
tei T intr-un punct P(u,v) expresia
®,(P)=nd*r ,

unde n este versorul normale la suprafata X in punctul P.
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TEOREMA 2.7. 1) Dacd 2:F =7(u,v), cu (u,v) e D c R atunci

@, (P) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv?

unde
L= (L xT,) T M_(Fuxrv)'ruv N_(ﬁlxrv)'Fw
[Fxn IF, <% IF, <7,
x = x(u,v)
2)Daci X:{y=y(uv),cu(uv)eDcR?
z=27(u,v)
atunci coeficienii formei @ ,(P) sunt dai de
1 X W 4 1 X YN 4
L=———= | x vy z M=—=——1|x V gz
v/ _F? / 2
EG F XUU yUU ZJU EG F XUV yUV ZUV
X Y 4
Ne———| X, v, %
EG-F Xv Yo 4w

Demonstratie. 1) Vectorul director al normalei la X in punctul regulat P € X

este N =T, x T, deci versorul normalei este

Diferentiind df =7, du+7,dv = d?f =7, (du)’ +2F, dudv +F, (dv)’ + F,d?u+7,d?v
sicum nlr, , nlr, = n-r,=0 st n-r,=0,
deci

®,(P)=fd?r = (A-,, )(du)® + 2(ii - F,, )dudv + (7i - 7, )(dv)?
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!
IPal

<

in care, inlocuind N = si adoptand notatiile din enunt, obtinem expresia ceruta

|

-

u X \
7. > 7]
pentru @, (P).

2) Daca ¥ este datd parametric, trecand la coordonate in L, M, N dinl) si inlocuind
|F, xF,[| =VEG-F? seobtin expresiile cerute pentru L, M, N. o

Observatia 2.9. Daca suprafata £ este data sub forma carteziana explicita

) : z=2zxy) ,
atunci
®,(P)= ;(rdxz + 2saxdy + tdyz) ,
J1+p®+0q°
unde
ooz
ox oy
2 2 2
r :8—22 , S= 0z , t:E}_Zz (notatiile lui Monge) .
OX oxoy oy
Intr-adevar, suprafata ¥ poate fi exprimata parametric astfel
X=U
) : {y=v ,
z=27(u,v)
de unde
=1 y=0 z-=p
x=0 y=1 2z-=q
XUU = 0 yUU = ZUU = r
XUV = 0 yUV = ZUV = S

Deci
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2.6. Probleme rezolvate

1. Fiesuprafata ©=uT +wj+(au+v?)k, cu u,v,aeR (u,v parametri).
Secere:
I) ecuatia carteziana a suprafetei ;
il) s se afle coordonatele punctelor A(u =2,V= 1) si B(u =1lv= 2) )
iii) si se verifice daca punctele M(4,2,3) si N(3,2,1) apartin suprafetei, pentru a=1.
Rezolvare. i) Scriem ecuatiile parametrice ale suprafetei
X=u®> , y=u , z=au+Vv’
si elimindnd pe U si V intre aceste ecuatii, obtinem
(xz— y2)2 =a’x’.
i) A(422a+1) , B(L2a+4).
iii) Punctul M apartine suprafetei, daca sistemul
u‘=4
uv=2
u+v? =3
este compatibil.
Inmultind prima cu a treia ecuatie, obtinem u® +u?v® =12 si tinand seama de
primele doua ecuatii, avem +8+ 4 =12, care este satisfacuta pentru u= 2.

Similar, se constata ca N nu apartine suprafetei.
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2. Se consdidera suprafata X=U”+V, y=u’-Vv, Z=uUv, cu u,veR.
a) Sa se scrie ecuatiile carteziene ale familiei de curbe U = constant si sa se arate ca aces-
te curbe sunt drepte.
b) Sa se scrie ecuatiile carteziene ale familiei de curbe v =constant si sa se arate ca aces-
tea sunt curbe plane.
C) Sa se scrie ecuatiile carteziene ale curbei vV =U si sa se arate ca este curba plana.
Rezolvare. a) Ecuatiile parametrice ale curbei u = k sunt

x=k*+v , y= k*-v , z=kv ,

din care rezulta ecuatiile carteziene ale curbei u=k, cu k =0,

X+y=2k? |, x:k2+E

Curba fiind exprimata prin intersectia a doua plane Inseamna ca este o dreapta.
b) Pentru v=k*, obtinem curba X =u®+k*, y=u®—-k*, z=k*u, de unde rezulti e-

cuatiile carteziene ale curbei v=k*, cu k* =0,

ZZ

k*?

X—y=2k* |, x= +k* .

Prima ecuatie ne indica faptul ca v =k* este Situata intr-un plan.
C) Pentru curba v = u, ecuatiile parametrice sunt
X=u’4+u , y=u’-u , z=u?.

Rezulta ecuatiile carteziene

2
X+y=2z , z:(x_yj ,

carenearata ca u =V este Situata intr-un plan.

3. S4 se calculeze lungimea arcului curbel u = 0 pe suprafata

X=Uu’4+V , y=u+Vv® , zZ=u+VvV , cu uVveR,
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intre punctele P, (u =0,v= O) si Pl(u =0,v= 1).

Rezolvare. Pentru u=0, du=0,

1
ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv? = Gdv? = s= I@dv ,
0

2 2 2
oot (3 (2] (3w

1
%+v2+%ln(v+ %+V2J] :gﬂn\/ﬁ J3.
0

4. Fie elicoidul drept dat de ecuatiile parametrice

X = U COSV
(Z) : Jy=usinv, cu uveR, a>0,
z=av

cu metrica
ds? = du? +(u2 +a2)dv2 ,

si fie curbele I'},T,,I; c X date prin ecuatiile

S4 se determine unghiurile 6,, 6,, 6, alecurbelor I';, I',, I'; luate cate doud
0,=0 (T,T,) .
0, =l (FZ,FS) :
0,=0 (T,,T,) .

Rezolvare. Pecurbele I';, T',, T'; avem urmatoarele diferentiale:
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- pecurba T, dv=0,
-pecurba T, , du = avdv
- pecurba T, , du = —avdv .

Conform teoremel 2.5 avem

dudu + (u2 +a’ )dv5v
cosd = ,
Jdu? + (U +a%Jdv? - Jsu? +(u? +a? Jsv?
de unde
cosh. — avdusv :— av } 2
' Vdu? -\Ja?vev? +(u? + a? Jsv? u-ta | Vaiv?+u? +a? Ju-ta 3’
v=1 v=1
—a%vidvo ( 2 Z)d S | 2,,2 2 2
cosd, = a®viavév + u? + v Jdvov :{—av +u +v} .
\/(azvz+u2+a2)dv-\/(a2v2+u2+a2)5v_5:g a’v®+u’+a’ Juo
cosf. = — avdvéu :{ —av } _ 2
’ \/(a2v2+u2+a2)dv2-\/5u2 u-La Jaiv? +u?+a’ w-ta 3
v=1 V=
5. Fie dicoidul
X = UCOSV
(£) : {y=usinv , cu (uv)eR?

z=av
sicurbele '), T',, T', pesuprafata X, date de ecuatiile
([,): u=av,
(r,): u=-av,
(r,): v=1.
$4 se calculeze aria triunghiului curbiliniu determinat pe suprafata £ de intersectia celor

trel curbe.
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Rezolvare. Conform observatiei 2.7.1), aria ceruta este

A= [[[, xF,|dudv = [[VEG - F*dudv,,
D D

unde D este triunghiul curbiliniu M,M,M, cu {M,}=T, "T,, {M,}=T, T},
{M 3} =I, NI, iar E, F, G sunt coeficientii primei forme patratice fundamentale a su-

prafetei £ dati prin

E=1, F=0 , G=u>+a’. MU YN LY
_ M M (. ™M
u=av 2
Avem M, : { = M, (u=0,v=0) , : | 3
u=-av
ARIN
u=-av >
M, : {v:l = M,(u=-av=1) M, n
v=1 .
M, U—av M(u=av=1) . Figura2.7.

care, in reperul plan Ouv , formeaza triunghiul M,M,M,; cain fig. 2.7, simetric in raport

cu Ov . Deci

A=2 J'J\/u2 —a’dudv .

M;M,M;

Domeniul D'=M ;M", M, este cuprinsintre axa Ov, dreapta v =1 si dreapta M,M, de

. u , o .
ecuatie v=—. Cum D' este un domeniu ssimplu in raport cu ambele axe de coordonate
a

(orice paralela la una din axe intersecteaza domeniul dupa un interval), avem
vu=2 . v,u=1, cu ueloa.
a
Obtinem

A= Zjlxlu2 —azdujl'dv= 2ja'\/u2 +a’ [1—§jdu =
0 u 0

a
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:2.[\/u2+a2du—g.[u\/u2+a2du :2|1—§|2 :
0

a'O
unde :
Ilzimdu:i%du+azi%:
:iu(m)'du+azln(u+m]::
e atinfu o e | - [t
0
adica
:%[um+azln(u+m)t
si
Z:Tumdu:ff(u2+a2);-(u2+a2)'-d—;::—13(u2+a2)3a
0 0 0
Deci
A=2l, ——I =a?yJ2+a? In(a+a\/_) a Ina—§ %{(Za )3 3}=

—a {§—£+In(l+\/_)}

2.7. Probleme propuse

1. S4 se gdseasca ecuatia carteziand a suprafetei datd prin :

a) ecuatia vectoriald ¥ = u?T +uv ] +(au+Vv2)k , cu (U, v)eR?;
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b) ecuatiile parametrice X =u+sinv, y=u+cosv, z=u+a, cu (u,v)eR?® si a fixat
in R.
2. Sa se dea o reprezentare parametricd a paraboloidului hiperbolic

2 2
X —
Z= y , CU aeR*.
2a

3. Sa se demonstreze ca suprafetele

(=) : 7 :% , cu (u,v)eR?,

(z,) : F=ucosvi +usinvj+u®k , cu (u,v)eR?,
sunt identice .
4. Se da suprafata

x=u?+v+l , y=u’-v+1l , z=w+2 , cu (uv)eR?
si punctul M (u =1,v = -1) pe suprafata.
Sa se scrie ecuatiile carteziene ale curbelor u = const. si v =const. care trec prin
punctul M .
5. Sa se gaseascd elemental de arc al suprafetei
x=u , y=v , z=w , cu (uv)eR®.
6. Se da suprafata
F(u,v)=(Bu+3w? —u®) +(Bu+3u>v—v¥)] +3u’ -v?)K , cu (uv)eR?.
Si se determine raportul dintre patratul elementului de arc si du® + dv?.
7. Se considera
ds® = du® +(u2 + az)dv2

elementul liniar a unei suprafete. Sa se gaseasca perimetrul triunghiului curbiliniu format

prin intersectia curbelor

U=tlay? siv=1.
2
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8. S4 se calculeze unghiul dintre curbele
v=u+1 s v=3-u
de pe suprafata de rotatie
F=ucosvi +usnvj+u’k , cu (uv)eR?.

9. Sa se gaseasca pe suprafata

X=ucosv , y=usnv , z:aln‘um/uz—a2 , cau (uv)e R% aceR,

curbele care intersecteaza liniile v =constant sub un unghi constant (curbele loxodromi-
ce).
10. Sa se gaseascd unghiul format de liniile coordonate pe suprafetele al caror element
liniar este
ds? = v/2v2du? + 2uvdudv +/2udv?.
11. Sa se determine elementul de arie al paraboloidului de rotatie definit de ecuatia
z=Xx*+Yy°.
12. Pe suprafata
x=ucosv , y=usinv , z=v , cu (uv)eR?
se considera triunghiul curbiliniu determinat de curbele
u=0 , v=0 , u+v=1.
Sa se calculeze : aria S, perimetrul & si unghiurile triunghiului .
13. Se da torul de ecuatie
F = (a+bcosu)cosvi +(a+bcosu)sinvj +bsnuk , cu (uv)eR?
a,beR, unde r este vectorul de pozitie al unui punct curent al torului.
1) Sa se arate ca suprafata are curbele u =const. si v =const. ortogonale .
2) Sa se calculeze elementul de arie al torului.
14. Fiind data sfera de centru O siraza R prin ecuatiile ei parametrice,

1) s se calculeze prima si a doua forma patratica fundamentala ;
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i) s se arate ca doud curbe U =const., v =const. oarecare sunt ortogonale.

15. Sa se gaseascd a doua forma patratica fundamentald a suprafetei

2 2 2
) 1 x=—TV | y=ui+l, z=" +1

> o o (uv)eR?.
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