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#12, Sea F un campo vectorial tridimensional suave, Si +14, Demuestre el Teorema 2 en el caso especial de que €,

B, 5 . s la superficie de la caja —a <x < a, sea la circunferencia en el plano xy cuya
—b<y<h, —c<z<ec connormal hacia el parametrizacién es x = ecosf, y = esen#,
exterior N, demuestre que (0 < 6 < 2n). En este caso N = k, Sugerencia:
desarrolle F(x, y, z) mediante un desarrollo en serie de
lim — FeNdS=VsF(@,0 0 Taylor vectorial alrededor del origen, como en la
abe—0+ Babe J]s, , . demostracién del Teorema 1, y calcule la circulacién
#13. Sea F un campo vectorial bidimensional suave. Si €, sobre €, de los términos individuales.

es una circunferencia de radio e centrada en el origen,
y N es la normal unitaria hacia el exterior de ¢,
demuestre que

1
lim —J F « Nds = div F(0, 0)
e=0+ ’T.EE e,

I %W Algunas identidades con el gradiente, la divergencia y el rotacional

Existen numerosas identidades con las funciones

of . _of . of

gradfbr,y.z}=?f(x,y.z}=gl+51+Ek
E g _oR  oR, | oFy
div F(x, y, z) = VeFlx, y, z) = 5x+ & + 28
i j kK
6 8 @
rot F(x, y, z2) = VxF(x, y, z) = 5 @ =

Fy, F, Fi

y el operador Laplaciana, V* = V ¢V, definido para un campo escalar ¢ como

Fo o &F
V2¢=V-V¢=divgrad¢=£+$+a_zg’

y para un campo vectorial F = Fii + Fj + Fak como
ViF = (VPF)i + (VPF)j + (VPFa)k

El operador Laplaciana, V* = (8%/8x") + (8°/&y") + (8*/2°), se indica como A en algunos textos,
Recuérdese que una funcién ¢ se denomina arménica en un dominio D si V?¢ = 0 en dicho
dominio D (véase la Seccion 12.4),

Reuniremos las identidades mas importantes en el teorema que sigue. La mayoria de ellas
son diversas formas de la Regla del Producto. Demostraremos algunas para ilustrar las técnicas
que se utilizan (la mayoria de las veces calculo directo) y dejaremos el resto como ejercicios.
Nétese que en dos de las identidades intervienen magnitudes como (G e V)F; esto representa el
vector que se obtiene aplicando el operador diferencial escalar G » V al campo vectorial F:

dF dF oF
(G'V}F—@a‘f'(;za*'(;sa
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TEOREMA o Identidades diferenciales vectoriales

Sean ¢ y  campos escalares, y F y G campos vectoriales, y supongamos que todos son
suficientemente suaves, de forma que todas las derivadas parciales en las identidades son
continuas. Entonces, se cumple lo siguiente:

(@) Vigy) = ¢V + Ve
(b) Ve(dF)=(Vep)eF + ¢(VeF)
() Vx(¢F) = (V@) xF + ¢(VxF)
(d Ve([FxG)= (VxF)eG —Fe(VxG)
() VX(FxG)=(VeG)F + (GeV)F— (VeF)G — (Fe V)G
(f) V(FeG)=Fx(VXG)+Gx(VxF) + (FeV)G+ (GeV)F
(88 Ve(VXF)=0  (divrot=0)
(h) Vx(Vg)=10 (rot grad = 0)
(i) Vx(VxF)=V(VeF) - V°F
(rot rot = grad div — Laplaciana)

Las identidades (a)-(f) son versiones de la Regla del Producto y son identidades de primer
orden en las que sélo interviene una aplicacién de V. Las identidades (g)-(i) son identida-
des de segundo orden. Las identidades (g) y (h) son equivalentes a la igualdad de las deri-
vadas parciales mixtas y son especialmente importantes en la comprensién de div y rot.

DEMOSTRACION Demostraremos s6lo las identidades (c), (e) y (g). Las demostracio-
nes restantes son similares a éstas,

(c) La primera componente (componente i) de Vx (¢F) es

0 ¢ i) d¢ 0F; oF;

5 (OF) — 5 BRI =3 Fim T+ 90— 6
Los dos primeros términos de la derecha forman la primera componente de (V¢) x F, y
los dos (ltimos términos forman la primera componente de @(V x F). Por tanto, las pri-
meras componentes de los dos miembros de identidad (c) son iguales. La igualdad de
los otros componentes se deduce de forma similar.

(e) De nuevo, es suficiente demostrar que las primeras componentes de los vectores de am-
bos miembros de la identidad son iguales. Para calcular la primera componente de
V x (F x G), necesitamos las componentes segunda y tercera de Fx G, que son

(FxG),=F3G, -~ FiG; y (FxG)3=FG,— FG,
La primera componente de V x (F x G) es, por tanto,

0 0
a} (F\G, — FoGy) — P (F,G, — F\Gy)
R 0GR 9GO
o 'Sy oy O 2 " & O
0G,  OF, 0Gs
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Las primeras componentes de los cuatro términos del miembro derecho de la igualdad

(e) son
(VeG)F), = F, ff +F, 6; > a;;
(GevB, =006, + @g 6+,
~ (Ve F)G), = _%Gl“%ﬁ—%el
~(FeV)G), = — F, @gl _r, agl i a;l

Cuando sumamos todos los términos de esas cuatro expresiones, algunos se cancelan y
%Sedan los mismos términos en la primera componente de V x (Fx G).
(g) Este es un cdlculo directo en el que interviene la igualdad de las derivadas parciales

Vv (VXF}_E %_@ +i @ aFS
® o ay 0z ay \ 0z ax

L0 (R _OF
dz\ dx oy
_¥F, PR % O°F,  OF i FF,  0°F

T Oxdy xdz  Qpdz  Opox  0zox  Ozdy
=0

—

Observacion Las identidades del producto triple de vectores se presentaron previamente en
los Ejercicios 18 y 23 de la Secci6n 10.3:

ae(bxc)=be(ecxa) =ce(axb)
ax(bxe) = (aec)h — (aeh)c

Aunque se trata de identidades titiles, no se pueden utilizar para proporcionar demostraciones
méas simples de las identidades del Teorema 3 sustituyendo alguno de los vectores por V (;por
qué?).

Potencial escalar y potencial vector

Se utilizan dos términos especiales para describir campos vectoriales en los que o bien la diver-
gencia o bien el rotacional son nulos.

DEFINICION 2 Campos vectoriales solenoidales e irrotacionales

Un campo vectorial F se denomina solenoidal en un dominio D si div F = 0 en dicho do-
minio,

Un campo vectorial F se denomina irrotacional en un dominio D si ret F = 0 en dicho
dominio.
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El apartado (h) del Teorema 3 dice que F = grad¢ = rot F = 0, Por tanto,
Todo campo vectorial conservativo es irrotacional

El apartado (g) del Teorema 3 dice que F =rot G = div F = 0, Por tanto,

El rotacional de todo campo vectorial es solenoidal

Las afirmaciones contrarias de las anteriores son verdaderas si el dominio de F cumple ciertas
condiciones.

TEOREMAo SiF es un campo vectorial irrotacional y suave en un dominio simplemente conexo D, en-

tonces F = V¢ para alguna funcién potencial escalar definida en D, por lo que F es conser-
vativo.

.

TEOREMA o Si F es un campo vectorial solenoidal y suave en un dominio D, con la propiedad de que
toda superficie cerrada en dicho dominio contiene a un dominio contenido a su vez en D,
entonces F = rot G para algin campo vectorial G definido en D, Dicho campo vectorial G
se denomina potencial vector del campo vectorial F.

_.

En este momento no podemos demostrar estos resultados de forma completamente general. Sin
embargo, ambos teoremas tienen demostraciones simples en el caso especial de que el dominio
D sea de tipo estrella, Un dominio tipo estrella es aquel en el que existe un punto P, tal que el
segmento que va desde P, hasta cualquier punto P de dicho dominio estd contenido completa-
mente en D (véase la Figura 16.4). Ambas demostraciones son constructivas en el sentido de que
indican c6mo calcular un potencial.

Figura 16.4 El segmento que va desde Py a todo punto de D estd contenido en D,

Demostracion del Teorema 4 para dominios tipo estrella Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que P, es el origen, Si P = (x, y, z) es cualquier punto del dominio D, enton-
ces el segmento recto

r() = i+ tyj + 2k, D<)

desde P, hasta P estd en D. Definamos la funcién ¢ en el dominio D como
1

dr
Plx, y, 2) = J‘U F(r(1)) .E dt

1
= L WFy (& m, §) +yFa(, n, {) + 2Fa(E, m, ) at
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con ¢ = tx, § =ty y { = tz. Calculemos d¢p/0x utilizando el hecho de que rot F = 0, para susti-
tuir (6/0)F(&, n, {) por (6/emFi(&, n, ) y (9/08F5(E, u, {) por (9/00)F(E, n, {):

_ | GO,
_[ o OR OF:
rlldI
:_gd_r(IFI(é’ n, {) dt
1
= (tFy(tx, ty, ) = Filx » 2)

De forma similar, d¢/dy = F; y d¢/dz= F5. Por tanto, V¢ = F.
e

Los detalles de la demostracién del Teorema 5 para dominios tipo estrella son similares a los del
Teorema 4, y dejaremos la demostracién para el Ejercicio 18 posterior.

Noétese que los potenciales vector, cuando existen, no son en absoluto Unicos. Como rot
grad ¢ es idénticamente nulo (Teorema 3(h)), se puede sumar a G cualquier campo conservati-
vo arbitrario sin cambiar el valor de rot G. El ejemplo siguiente ilustra la libertad que tenemos
para hacer hip6tesis simplificadoras al calcular un potencial vector.

w Demuestre que el campo vectorial F = (F + y2)i — 2p(x + 2)j + (xp + 2% k es solenoidal
en R y calcule un potencial vector para dicho campo,

Soluciéon Como div F = 2x — 2(x + 2) + 2z = 0 en R®, F es solenoidal, Un potencial vector G para F
debe cumplir rot G = F, es decir,

G, G,

- az—x + yz
G, 0Gs

N R S s —ig
= B 2 A
G, 0G,

e e + 2

Las tres componentes de G tienen nueve derivadas parciales primeras independientes, por lo que hay nueve
«grados de libertad» en su determinaci6n. Las tres ecuaciones anteriores usan tres de esos nueve grados de
libertad. Esto deja seis. Intentaremos calcular una solucién G en la que G, = 0. Esto significa que las tres
derivadas parciales primeras de G; son cero, por lo que hemos utilizado otros tres gradas de libertad al rea-
lizar esta hip6tesis. Nos quedan tres. La primera ecuacién implica ahora que

GS=J.(x2 +yz)dy=fy+%fz + M(x, 2)

Como estamos integrando con respecto a y, la constante de integracién puede depender todavia de x y z.
Realizaremos una segunda hipétesis simplificadora: que M(x, z) = 0. Esto utiliza dos grados més de liber-
tad, dejando uno. De la segunda ecuaci6n tenemos

0G, 090Gy
P xy — 2yz =2xy — 2xy — 2yz vz
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por lo que
G = —2 Jﬁd2= —y2* + N, y)

No podemos suponer que N{x, y) = 0, porque eso requeriria dos grados de libertad y solamente tenemos
uno. Sin embargo, la tercera ecuacién implica que

Asi, (8/dv)N(x, ¥) = —xy; obsérvese que los términos en los que interviene z se cancelan. Esto sucede por-
que div F = 0, S1 F no hublera sido solenoidal, no podriamos haber determinado N como funcién de xe y a
partir s6lo de la ecuacién anterior. Sin embargo, como lo es, tenemos que

1
N, y) = —Jw@= = 513’? + P{x)
Podemas utilizar nuestro tiltimo grado de libertad para escoger P(x) idénticamente nula y obtener, por tanto,
2 2
G=- (yzz +%)i + (xzy+};)k

como el potencial vector de F pedido. Podemos comprobar que rot G = F, Por supuesto, otras hipétesis
simplificadoras pueden conducir a funciones G muy diferentes, que serfan igualmente correctas, .

Calculos con Maple

El paquete VectorCalculus de Maple define rutinas para crear un campo vectorial, y para calcu-
lar el gradiente de un campo escalar y las divergencias y el rotacional de un campo vectorial,
También calcula la Laplaciana de un campo escalar o vectorial, y permite utilizar el operador
«del» (grad) en productos escalares y vectoriales. Algunas de estas funcionalidades estan restrin-
gidas a campos vectoriales tridimensionales. Empecemos por cargar el paquete y declarar el tipo
de sistema de coordenadas que utilizaremos, y los nombres de las coordenadas:

> with({VectorCalculus) :
> BSetCoordinates('cartesian' [x, y, z]} ;

cartesian, , .

Al establecer las coordenadas al principio no tendremos que hacerlo cada vez que llamemos a
uno de los procedimientos para manejar campos vectoriales, como el procedimiento Gradient,
que se ilustra al final de la Seccién 12.7. Para calcular el gradiente de una expresi6n escalar en
las variables x, y y z, basta con introducir

> f:=x2+x*y-2"3; G := Gradient (f) ;
fi=F+x-2
G:= (2x + y)e, + xé, — 3%,
Maple muestra que el resultado G es un campo vectorial en vez de simplemente un vector, po-
niendo barras sobre los vectores de la base. Maple trata los campos vectoriales y los vectores
como tipos de objetos diferentes; por ejemplo, se pueden sumar dos campos vectoriales o dos
vectores, pero no se puede sumar un vector a un campo vectorial, Un campo vectorial es una
funcién de una variable vectorial que toma valores vectoriales. Para calcular el valor de un cam-
po vectorial en un vector particular, se utiliza el procedimiento evalvr:
> evalVF(G, <1, 1, 1>) ;
3e, + e, — 3¢,
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Se puede definir un campo vectorial F mediante el procedimiento vectorField:
> F :=VectorField(<x*y, 2*%*y*z, 3*x*z>) ;
F:= xye, + 2yze, + 3xze,

Después podemos calcular la divergencia o el rotacional de F utilizando los procedimientos
Divergence O Curl, o bien mediante productos escalares o vectoriales con el operador Del:

> Divergence(F) ; Del.F;
yp2z+ 3
y+2z4+ 3
> Curl (F) ; Del &x F;
— 2ye, — 3ze, — xe,
—2ye. — dze, — e,
Podemos verificar las identidades del Teorema 3 utilizando campos vectoriales y escalares
arbitrarios:
> H :=VectorField(<u(x, v, z), v(x, ¥, 2), wix, y, 2)>) ;
H:=ulx, y, z)e, + vlx, y, z)e, + wix, y, z)e,
> Divergence (Curl(H)) ; Curl (Gradient(u(x, y, 2)) ;
0
Oe,
Oe, es la forma de indicar en VectorCalculus el campo vectorial cero.
> Curl (Curl (H)) - Gradient (Divergence (H)) + Laplacian(H) ;
Oe,
VectorCalculus tiene también procedimientos para calcular el potencial escalar de un campo
vectorial irrotacional y el potencial vector de un campo vectorial solenoidal:

> ScalarPotential (VectorField(<x, y, z>)) ;
%ﬁ+%f+%£
> VectorPotential (VectorField(<x 2, -x*y, —-x*z>)) ;
—xy2e, — 378,
Ningin procedimiento generard ninguna salida si no se le introduce un campo vectorial que
cumpla la condicién apropiada (frrotacional o solenoidal).

Finalmente, notese que VectorCalculus trabaja muy bien con sistemas de coordenadas dife-
rentes de 'cartesian' [x, y, z]. Por ejemplo,

> SetCoordinates('cylindrical' [r, theta, z]) ;
cylindrical, g .

> Laplacian(u(r, theta, z)) ;

— ulr, 0, z)

2 7 2
(% ulr, 0, z}) +r(§—r2 ulr, 0, z}) +69f + r(g—zz ulr, 0, z})

e
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cuya expresién no es tan simple como nos gustaria, pero es correcta. De forma similar, podemos
utilizar los sistemas de coordenadas 'spherical' [rho, phi, theta] en el espacio tridimen-
sional y también 'polar'[r, theta] en el plano.

Ejercicios 16.2

1. Demuestre el apartado (a) del Teorema 3,
2. Demuestre el apartado (b) del Teorema 3.
3. Demuestre el apartado (d) del Teorema 3.
4. Demuestre el apartado (f) del Teorema 3,
5. Demuestre el apartado (h) del Tearema 3.
6. Demuestre el apartado (i) del Teorema 3.

= 7. Sabiendo que las lineas de campo del campo vectorial
F(x, y, z) son rectas paralelas, jse puede concluir algo
respecto a div F y rot F?

8. Sear =xi + yj + zk y sea ¢ un vector constante,
Demuestre que Ve (cxr) =0, Vx(exr) =2¢cy
Vicer) =c

9. Sear=xi+yj+zkysear=|r| Sl fesuna
funcién diferenciable de una variable, demuestre que

Velflr)r)=rfr)+3f)
Calcule f(r) si f({)r es solenoidal para r # 0.

10. Si el campo vectorial suave F es irrotacional y
solenoidal en R® demuestre que sus tres componentes
y su potencial escalar son funciones arménicas en R,

11, Sir=xi+yj + zk y F es suave, demuestre que
Vx(Fxr)=F — (VeF)r + V(Fer) — rx (VxF)
En particular, si VeF = 0y VxF = 0, entonces
Vx(Fxr) =F + V(F or)

12. Si ¢ y  son funciones arménicas, demuestre que
¢V — V¢ es solenoidal.

13. Si ¢ y  son campos escalares suaves, demuestre que
Vx (V) = —Vx(yV¢) = VoxVy

16.3
El Teorema Fundamental del Célculo,

a

14. Verifique la identidad
Ve (f(VgxVh)) =Vfe(VgxVh)
para campos escalares suaves f, g y k.

15. Si los campas vectoriales F y G son suaves y
conservativos, demuestre que FxG es solenoidal.
Calcule un potencial vector de Fx G,

16. Calcule un potencial vector de F = —yi + xj.

17. Demuestre que F = xe”i + ye”j — ek es un campo
vectorial solenoidal, y calcule un potencial vector del
mismo,

+18. Suponga que div F = 0 en un dominio D en el que
todo punto P perteneciente al mismo se puede unir al
origen con un segmento recto incluldo completamente
enD. Sear=mi+ tyj+zk (0<1< 1), una
parametrizacién del segmento desde el origen a
(x, y,z) en D, 51

Glx, y, 2) =J

demuestre que rot G = F en D. Sugerencia: Es
suficiente comprobar las primeras componentes de rot
G y F. Proceda de forma similar a la demostracion
del Teorema 4.

19. Utilice el paquete VectorCalculus de Maple para (O3
verificar las identidades (a)-(f) del Teorema 3, =
Sugerencia: En las expresiones de la forma (F « V)G
habra que utilizar

> F[l]1*diff (G, x)+F[2]1*diff (G, y)
> +F[3]1*diff (G, z)

1
(F(r(d) xg d

1]

porque Del no se puede aplicar a un campo vectorial
excepto via un producto escalar o vectorial.

El Teorema de Green en el plano

o
J af(x}dx=f[b} - fla)

expresa la integral, tomada sobre el intervalo [a, b], de la derivada de una funci6én de una varia-
ble, £, como una suma de los valores de esa funcién en la frontera orientada del intervalo [a, b],
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es decir, en los dos extremos a y b, donde el primero proporciona una contribucién negativa y el
segundo una pesitiva. La integral sobre una curva € de un campo vectorial conservativo desde 4
hasta B,

j Véedr = $(B) — ¢(4)

tiene una interpretacién similar; V¢ es una derivada, y la curva €, aunque esta en un espacio bi-
dimensional o tridimensional, es intrinsecamente un objeto unidimensional, y los puntos 4 y B
constituyen su frontera.

El Teorema de Green es una versién bidimensional del Teorema Fundamental del Calculo.
Expresa la integral doble de una cierta clase derivada de un campo vectorial bidimensional
F(x, ), concretamente, la componente k de rot F, sobre una regién R del plano xy como una
integral (es decir, una «suma») sobre una curva € que es la frontera orientada de R, de la compo-

nente tangencial de F:
Jj rot Fekdd = § Fedr
R e
o, de forma més explicita,
oF, EiFl) §
— —— |dxdy =@ Filx, y)dx + Fylx,
J.J‘R ( ax a‘v d.v 2 l(x .V} 2': J’} dy

Para que esta formula se cumpla, € debe ser la frontera orientada de R considerada como una

superficie con una orientacién proporcionada por N = k. Asi, € est4 orientada con R a su izquier-
da cuando nos movemos por € en la direccién de su orientacién, Diremos en este caso que la
curva esta orientada positivamente con respecto a R. En particular, si € es una curva simple ce-
rrada que limita a R, entonces € est4 orientada en sentido contrario al de las agujas del reloj. Por
supuesto, R puede tener huecos, y las fronteras de los huecos estarén orientadas en el sentido de
las agujas del reloj. En cualquier caso, la tangente unitaria T y la normal exterior unitaria N (que
apunta hacia el exterior de R) sobre ¢ cumplen N = T xk. Véase la Figura 16.5.

+ Figura 16.5 Un dominio en el plano con frontera orientada positivamente.

TEDHEMAo g I

Sea R una regi6n cerrada y regular en el plano xy cuya frontera, ¢, estd formada por una o
maés curvas cerradas, suaves por tramos, y que no se cortan a s mismas, positivamente
orientadas con respecto a R. Si F = F(x, y)i + F,(x, y)j es un campo vectorial suave en R,

entonces
F. F
if Filx, y) dx + Fylx, y) dy = ” (Q = %)dzi
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DEMOSTRACION Recuérdese que una region regular se puede dividir en subregiones
no solapadas que son simples en x y simples en y (véase la Seccién 14.2). Cuando dos de
esas regiones comparten una curva frontera comin, inducen orientaciones opuestas sobre
dicha curva, por lo que la suma de las integrales sobre las fronteras de las subregiones es
simplemente la integral sobre la frontera de la regién completa (véase la Figura 16.6). Las
integrales dobles sobre las subregiones también se suman para dar la integral doble sobre la
regién completa. Por tanto, es suficiente demostrar que la férmula se cumple para una re-
gién R que sea simple en x y simple en y.

Como R es simple en y, estd especificada por inecuaciones de la forma a < x < b,
fx) €y <glx), con la frontera inferior y = f(x) orlentada de izquierda a derecha y la
frontera superior y = g(x) orientada de derecha a izquierda (véase la Figura 16.7). Entonces,

OF J‘b r‘x’ 0F,
——dxdp== dx =
J J a Sfix) dy

h
. J’ (= Fy(x g(¥) +Fx, £0)))dx

x “ b X

z il g
Figura 16.6 El Teorema de Green se cumple para Figura 16.7 § Fodx= J] ey para esia region R
la unién de R, y R; sl se cumple para cada una de esas e

regiones,

simple en y.

Por otra parte, como dx = 0 en los lados verticales de R, y la frontera superior se recorre
desde b hasta g, tenemos

b
§F1&,y]dx=j wltx,f(x}}—mgwndx=ﬂ —%m

dF.
De forma similar, como R es simple en x, EF Fody = jj a—xz dx dy, por lo que
e R

iﬂ(x, Ydx + Fylx, y)dy = HR (% —%)dd
—

m (Area encerrada por una curva cerrada simple) Para los tres campos vectoriales

1
F = xj, F=—yi vy F=E{—yi+xj)
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se cumple que (9Fz/dx) — (@F/¢y) = 1. Si € es una curva cerrada simple, suave por tramos y orientada po-
sitivamente que delimita una regién R del plano, entonces, por el Teorema de Green,

%x@=—jgydt=%j§x@—y¢:=-”. 1dd = dreade R
= 2 2 R

m Calculef—ﬁ;[ — ) dx + (* + x) dy, siendo € la frontera orientada positivamente del
cuarto de disco Q: 0 € 2 +12 <al, x2 0,92 0.

Solucion Utilizaremos el Teorema de Green para calcular I:

=[] G0+ £ w5 Jas
=3J'J.Q(x2+yz]fid=3J.:Rdﬂ-|.:r3dr=gm‘

Sea € una curva cerrada simple, orlentada positivamente en el plano xy, que delimita una
regién R y que no pasa por el origen. Demuestre que

. X+ 2rn sl el origen estd fuera de R
Solucién Primero, si (x, y) # (0, 0), entonces, por calculo directo,

% (77) 5 ()=

Si el origen no est4 en R, entonces el Teorema de Green implica que

—pdxtady ([ |04 & ) O —p Al
T plox\F+¥) oy \F+y~ 4
Supongamos ahora que el origen esta en R. Como se supone que la curva € no pasa por el origen, éste debe
ser un punto interior de R. El interior de R es abierto, por lo que existe un e > 0 tal que la circunferencia
€. de radio € y centrada en el origen, est en el interior de R. Sea €, una circunferencia orientada negati-

vamente (en el sentido de las agujas del reloj). Por célculo directo (véase el Ejercicio 22(a) de la Sec-
ci6n 15.4), se demuestra facilmente que

—ydx +xdy {U si el origen estd en R

M__zﬂ
e X+

€ y €, forman en conjunto la frontera orientada positivamente de una regién R, que excluye al origen (véase
la Figura 16.8). Por tanto, por el Teorema de Green,

—ydx+xa):+ —ydx+xaj:
e ,!|:2+y2 e x+y

de donde se deduce el resultado deseado:

—ydx +xdy —ydx + xdy _

G T B (T T A
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-T

an
U

Figura 16.8

El Teorema de la Divergencia en dos dimensiones

El siguiente teorema es una formulacion alternativa del Teorema Fundamental del Calculo, En
este caso expresaremos la integral doble de div F (una derivada de F) sobre R como una integral
simple de la componente normal hacia el exterior de F sobre la frontera € de R.

TEOREMA (@J) EI Teorema de la Divergencia en el plano

Sea R una regi6n regular y cerrada en el plano xy, cuya frontera € esté formada por una o
més curvas cerradas, que no se cortan a si mismas y suaves por tramos, Sea N la normal
unitaria hacia fuera (desde R) sobre €. Si F = F,(x, y}i + F,(x, »)j es un campo vectorial

suave en R, entonces
H div F dA =<f F o N ds
R e

DEMOSTRACION Como se coment6 en el segundo parrafo de esta seccién, N= T xk,
donde T es el campo tangente unitario en la direccién positiva de €, Si T = Ti + Tpj, en-
tonces N = Tyi — T'j (véase la Figura 16.9), Sea ahora G el campo vectorial cuyas compo-
nentes son G, = —F, y G, = F,. Entonces G « T = Fe Ny, por el Teorema de Green,

[, e
-[l.G %)

=EFG-dr= ff G-ids=if F o« Nds
[ [ [

Figura 169 N = Txk.

X
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Ejercicios 16.3

. Calcule enx + 3 dx + (2x —e” , slendo € 6. Hemos ido el Teoremas de la Divergencia en
Calcul (s ) ( ) dy do ¢ la H deducido el T de la Divergy dos

: dimensiones a partir del Teorema de Green. Invierta el
frontera del semidisco x° +* < &, y > 0, orientada en argumento y utilice el Teorema de la Divergencia en dos
sentido contrario al de las agujas del rela. dimensiones para demostrar el Teorema de Green,

. Caleule § &2 — ) dx + (y —yz:l dy, en el sentido de 7. leuje la curva plana € r =senti + sen 2¢j,

[ s s
las agujas del reloj por el triangulo cuyos vértices son (0 < #< 2n). Calcule iﬁ Fedr, con F = ye*i + X*¢’j.
(0,0, (1, 1) y (2, 0).

8. Sices la frontera orfentada positivamente de una regién
Calcule § (rsen () — ) dx + (Bycos (09 + %) dy, plana R que tiene 4rea 4 y centroide (¥, 7), interprete

[
siendo ¢ la frontera en sentido contrario al de las agujas grmARIgAI e ot ral. soleira g i B,
?fl relﬁj (?l;l tlt;ape?aﬂ% cuyos vértices son (0, —2), con {a) F=x%, (b) F=xpiy(c) F=5%+ Myj.

: ALY Vel +9, (Valores medios de funciones arménicas) Si u(x, y)

. Calcule ¢ xy dx — x3” dy, siendo € la frontera en el
e
sentido de las agujas del reloj de la regién

0y /99—

5. Utilice una integral sobre una curva para calcular el 4rea

plana encerrada por la curva r = acos®ti + bsen’tj,
(0<1<2n).

es arménica en un dominio que contiene a un disco de
radio r con frontera C,, entonces el valor medio de u
sobre la circunferencia es el valor de u en su centro.
Pruebe esto demostrando que la derivada del valor
medio con respecto a r es cero (utilice el Tearema de
la Divergencia y el hecho de que u es armdnica) y que
el limite del valor medio cuando » — 0 es el valor de u
en el centro.

El Teorema de la Divergencia en el espacio tridimensional

El Teorema de la Divergencia (denominado también Teorema de Gauss) es una de las dos
versiones del Teorema Fundamental del Calculo en R® (la otra es el Teorema de Stokes, que se
presenta en la seccién siguiente).

En el Teorema de la Divergencia, la integral de la derivada div F = V ¢ F sobre un dominio
en el espacio tridimensional se expresa como el flujo de F hacia el exterior de la superficie de
ese dominio. Esto se parece mucho a la versién bidimensional, Teorema 7, presentada en la sec-
cién anterior, Fl teorema se cumple para una clase general de dominios en R* limitados por su-
perficies cerradas suaves por tramos. Sin embargo, restringiremos nuestro planteamiento y de-
mostraci6én a dominios de un tipo especial. Ampliando el concepto de dominio simple en x en el
plano definido en la Seccién 14.2, se dice que un dominio tridimensional D es simple en x si
esta limitado por una superficie suave por tramos ¥ y si toda recta paralela al eje x que pase por
un punto interior de D corta a ¥ exactamente en dos puntos. Se pueden dar definiciones seme-
jantes para los casos de simple en y, y de simple en z. Diremos que un dominio D es regular si
es una unién finita de subdominios no solapados, todos los cuales son simples enx, en y y en z.

TEOREMA o El Teorema de la Divergencia (Teorema de Gauss)

Sea D un dominio regular, tridimensional, cuya frontera ¥ es una superficie cerrada y
orientada con campo normal unitario N que apunta hacia el exterior de D. Si F es un cam-
po vectorial suave definido sobre D, entonces

(1], avpar= was



1018 cALcuLo

DEMOSTRACION Como el dominio D es una uni6n finita de dominios no solapados
que son simples en x, simples en y y simples en z, es suficiente con demostrar el teorema
para un subdominio D con esta propiedad. Para ver que esto es asf supongamos, por ejem-
plo, que D y & estan divididos en dos partes, D, y Dp, y ¥, y &3, por una superficie #*
(véase 1a Figura 16.10). &* pertenece a la frontera de D, y D,, pero las normales hacia el
exterior, N; y N, de los dos subdominios apuntan en direcciones opuestas a cada lado de
&*. 51 la férmula del teorema se cumple en ambos subdominios,

div FdV = .

J.J‘J'Dl ﬁfﬂu&"* FeN,dS

J” div FdV = (ﬁ; FeN,dS
D, CAVED

entonces, sumando ambas ecuaciones, se obtiene

.f” dideV=ﬁ FoNdS=ﬁ FeNdS

Las contribuciones de $* se anulan entre si porque sobre esa superficie N, = — N,

Para el resto de la demostracién supondremos, por tanto, que D es simple en x, y y z.
Como D es simple en z, estard entre las graficas de dos funciones definidas en una regién R
del plano xy; si (x, y, z) pertenece a D, entonces (x, y) estaen R y flx, y) <z < glx, y)
(véase 1a Figura 16.11). Tenemos

.3 oo f,%
ar=|| ady 2
D 32 R FLERY) 32

= H (F3lx, v, glx, 1) — Falx, y, f(x, ) dxdy

Asf pues,
ﬁ FeNdS = ﬁ; (FiieN + FojeN + Fok e N) dS
¥ ¥
& %o
]-;'Il ﬂ|
fil ¥ Dy

Figura 16.10 Uni6n de dominios colindantes. Figura 16.11 Dominio simple en z.
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F interviene sélo en el tltimo término, y se puede descomponer en tres integrales, sobre la
superficie superior, z = g(x, y), sobre la superficie inferior, z = f(x, y), y sobre la pared
vertical que estd por encima de la frontera de R:

ﬁ Fylx, z}koﬁdgz(Jj +H +” )Fg(x,y, JkeNds
& tope fonda pared

Sobre la pared lateral, k e N = 0, por lo que la integral es cero. En la superficie superior,
z = glx, ), y el vector elemento de érea es

o %, 9%
NdS—( = ayﬁk)dxaw

De acuerdo con esto,

H Fax, y, z)keNdS = ” Fylx, p, glx, ) dedy
tope R

De forma similar, tenemos

J‘J‘ Fi(x, y, z}k-ﬂdS i J] Falx, y, flx, y)) dxdy
fondo R

donde el signo negativo se produce porque en la parte inferior N apunta hacia abajo en vez
de hacia arriba. Hemos demostrado, por tanto, que

I, g e
—dV= F.keNdS
p 0z ¥
De forma anéloga, como D es también simple en x y simple en y,
” e ﬁ;r Nds
el i's
J b & s
([ oF; ﬂ;
—dv=() FjeNds
,”D dy g

Sumando los tres resultados obtenemas

” div de=ﬁi FeNdS
" D ¥

.

El Teorema de la Divergencia se puede utilizar en ambos sentidos para simplificar célculos ex-
plicitos de integrales de superficie o volimenes. Presentaremos ejemplos de cada caso.

m Sea F = bxy’i + bx*yj + (! + y*)Z°k, y sea & la superficie cerrada que limita al cilindro

sdlido R definido por x* + )* < a”, y 0 <z < b. Calcule (] FedS.
JJF

Solucién Por el Tearema de la Divergencia,

#QF..:S = ”L div FdV = JJR o + )b + 2z)dV

b 2 a
=J [b+22]a‘z-|. dﬂJ rrdr
1] 1] L]

= (b* + b)2nla*/4) = na'h*
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¥

/

m Calcule @ (x* + %) dS, slendo & la esfera x* + y* + 2# = 4. Utilice el Teorema de la
¥

Divergencia,

Solucién En & tenemos
R = r xityjt+zk
a a

Es conveniente escoger F de forma que FeN = x* + 3% Obsérvese que F = a(xi + yj) sirve. Si B es la
bola limitada por &, entonces

#&v (? +57)dS = @y FeNdsS = ”L div FdV

4 8
= 2 V= (2a) — 3= _ 4
JJJB ad (a]sm Sm:x

Utilizando el Teorema de la Divergencia con F = xi + yj + zk, calcule el volumen de un
cono con 4rea de base 4 y altura 4. La base puede ser cualquier regién plana limitada suavemente.
Solucion Supongamos que el vértice del cono esta en el origen y que la base es el plano z = &, como se
muestra en la Figura 16,12, La superficie del cono sélido C consta de dos partes: la pared cénica & y la
region de la base D, cuya 4rea es 4, Como F(x, y, z) apunta directamente en direccién contraria al origen en
todo punto (x, y, 2) # (0, 0, 0), tenemos que Fe N =0 en &, Sobre D, tenemos N =k y z = A, por lo que
FeN =2z=h en la base del cono, Como div Flx, y, 2) =1 + 1 + 1 =3, tenemos, por el Teorema de la

Divergencia,
3V=J1U dideV=J:|. F-ﬁd’HH FeNdsS
C ¥ D
=D+Iz-|:|. ds = Ah
D
1

Por consiguiente, ¥ = 5 4h, la férmula conocida del volumen de un cono,

S TGN Sea & la superficie de un dominio arbitrario regular D en el espacio tridimensional que
contiene al origen en su interior. Calcule
@ FeNdS
&

siendo F(r) = mr/|r]>, y N la normal unitaria hacia el exterior sobre & (véase la Figura 16.13).

P

Figura 16.12 Un cono con forma de su base arbitraria, Figura 16.13 Un dominio sélido con una cavidad esférica.
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Solucion Como F y, por tanto, div F no estdn definidos en el origen, no podemos aplicar directamente
el Teorema de la Divergencia. Para solucionar este problema utilizaremos un pequefio truco. Sea ¥* una
pequena esfera centrada en el origen que limita a una bola contenida completamente en D (véase la Figura
16.13). Sea N* la normal unitaria sobre $* que apunta hacia el interior de la esfera, y sea D* la parte de D
que esta fuera de ¥*, Como se demuestra en el Ejemplo 3 de la Seccién 16.1, div F = 0 sobre D* Ade-

mMAS,
@ FeN*dS= —4nm

es el flujo de F hacia el interior a través de la esfera $* (véase el Ejemplo 1 de la Seccién 15.6). Por tanto,

0=_|H di-.erV=Eg) F-ﬁa‘.5‘+@ FeN*ds
Faid &F -

=ﬁ) FeNdS — 4nm
¥

por lo que@ FeNdS = 4nm,
i u

Calcule el flujo de F = xi + »°j + zk hacia arriba a través de la parte del primer octante
& de la superficie cilindrica x* + 2 =a*, 0 <y < b.

Solucién ¥ es una de las cinco superficies que forman la frontera de la regi6n sélida D que se muestra
en la Figura 16,14, Las otras cuatro superficies son planas: ¥, estd en el plano z = 0, ¥ esta en el plano
x=0, ¥ estd en el plano y =0 y ¥, estd en el plano y = b. Orlentemos todas estas superficies con su
normal N apuntando hacia el exterior de D. Sobre ¥, tenemos N = —k, por lo que F ¢ N = —z = 0 sobre
¢,. De forma similar, FeN = 0 sobre &, y ¥s. Sobre ¥4, y=b y N =j;, por lo que FeN = 3% = b7 all,
Si &%, indica la frontera total de D, entonces

@ F.ﬂdS=” F.ﬂds+o+o+u+” FeNdS
ot ¥ ¥,

= J.J. F0ﬂd5+ﬂ
¥ 4

Y Figura 16.14 La frontera del dominio D tiene cinco caras, una de ellas curva

y las ofras cuatro planas,

Por otra parte, por el Teorema de la Divergencia,

EQS F-ﬁdS=J:|.J. di-.-FdV=ﬂJ (2 + 2y)dV = 2V + 2Vy
Fre D o

siendo ¥ = na’b/4 el volumen de D, e = b/2 la coordenada y del centroide de D. Combinando estas re-
sultados, el flujo de F hacla arriba a través de & es

@ F.ﬂds=2mzb(l+§)_m2bz=@
¥

4 2 4 2
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Entre los ejemplos anteriores, el Ejemplo 4 es el mas significativo y el que mejor representa
como se usa en la practica el Teorema de la Divergencia. Se trata en general de una herramienta
teérica, mas que una herramienta de célculo. En la Seccién 16.6 presentaremos algunas aplica-
ciones,

Variantes del Teorema de la Divergencia

Se pueden obtener otras versiones del Teorema Fundamental del Célculo partiendo del Teorema
de la Divergencia. Dos de ellas se presentan en el siguiente teorema:

TeEoREMA )

Si D satisface las condiciones del Teorema de la Divergencia y su superficie es &, F es un
campo vectorial suave y ¢ es un campo escalar suave, entonces

(@) H rot FdV = —ﬁ FxNds
D g

(b) ” grad ¢dv=ﬁ dNdS
D L

DEMOSTRACION Obsérvese que ambas férmulas son ecuaciones de vectores. Se obtie-
nen aplicando el Teorema de la Divergencia a F x¢ y ¢e, respectivamente, siendo ¢ un
vector constante arbitrario, Daremos los detalles de la férmula (a) y dejaremos la (b) como
ejercicio,
Utilizando el Teorema 3(d), calculamos
Ve(Fx¢)=(VxF)ec—Fe(Vxc) = (VxF)oc

Ademds, utilizando la identidad del producto escalar triple (véase el Ejercicio 18 de la Sec-
cién 10.3),

(Fxc)eN=(NxF)ec= —(FxN)ec

(J. rothV-i—Eﬁ FXNdS)ﬂ:
Hj (VXF) ecdV — ﬁ(pxc ) e NdS
=m divmxc}dv—ﬁ? (Fxq)eRds=0

Como ¢ es arbitraria, el vector del interior de los paréntesis grandes debe ser nulo
(si c ea = 0 para todo vector ¢, entonces a = 0). Esto nos lleva a la férmula (a).

.

Por tanto,



CAPITULO 16. Calculo vectorial 1023

Ejercicios 16.4

En los Ejercicios 1-4, utilice el Teorema de la Divergencia
para calcular el flujo de los campos vectoriales dados hacia
el exterior de la esfera & cuya ecuacién es
Z+yP+22=a% cona>0.

L F =xi— 2yj +4zk
L.F=0"+19)i+ P -Dj+zk
4. F=xi+3H7j+ (Hz+x)k

En los Ejercicios 5-8, calcule el flujo de F =x%i+)%j+Zk
hacia el exterior a través de la frontera de las regiones
sélidas dadas.

5. Labola(x— 22+ + (z—3)° <9

6. El elipsoide solido x* + y* + 4(z — 1)* < 4

7. Eltetraedrox +y +2<3,x20,y20,z20
8. Fl cilindro »* + y* <

9, Sea A e 4rea de la regién D que forma parte de la
superficie de una esfera de radio R centrada en el
arigen, y sea ¥ el volumen del cono sélido € formado
por todos los puntos de los segmentos que unen el
centro de la esfera con los puntos de D. Demuestre que

2. F = yefi + x%¢j + ok

2y, 0gz<4

1% IAR
I

aplicando el Teorema de la Divergencia a
F=xi+yj+:zk

10. Sea ¢(x, y, 2 =xy + z°, Calcule el flujo de V¢ hacia

arriba a través de la superficie plana triangular & cuyos
vértices son (g, 0, 0), (0, ,0) y (0, 0, ¢).

11. Un dominio cénico cuyo vértice es (0, 0, b) y cuyo eje
coincide con el eje z tiene como base un disco de radio
a en el plano xy, Calcule el flujo de

F=x+y)i+ @K +y —)j+z+ Dk

hacia arriba través de la parte conica de la superficie
del dominio.

12. Calcule el flujo de F=(y +x2)i+ (y+)2)j— (&x+ )k
hacia arriba a través de la parte del primer octante de
la esfera »* + y* + 22 = d°,

13. Sea Dlaregion x® +y* + Z < 4a”, ¥ + ¥ > d°. La
superficle ¥ de D esta formada por una parte cilindrica,
&1, y una parte esférica, &¥,. Calcule el flujo de

F={x+yz2i+(y—x9j+(z—eseny)k

hacia el exterior de D a través de (a) la superficie
completa &, (b) la superficie &, y I[c) la superficie &5,

4. Calcule ééwgﬁ — xj — yk) « N dS, slendo & la

parte del cilindro y* + z* = 1 que est4 en el primer
octante y entre los planos x =0y x =1,

15. Una regién sélida R tiene volumen ¥ y su centroide
estd en el punto (x, y, 2). Calcule el flyjo de

F=0(2—x—2))i+ (' +3y—2)j— (Z -4z +n)k
hacia el exterior de R através de esta superficie,

16, Elplanox + y + z=0divide al cubo —1<x < 1,
—1<y<1, —1<z< 1endos partes, SeaDla
parte inferior (uno de cuyos vértices es el punto
(—1, —1, —1)). Dibuje D. Nétese que tiene siete
caras, y una de ellas es hexagonal, Calcule el flyjo de
F = xi + yj + zk hacla el exterior de D a través de
cada una de sus caras.

17. SeaF=(Z +y+2+2i+ (& +y9)j+ 3+ Dk
Seag >0ysea¥ laparte de la superﬂcie esférica
x”’+yz+zz 2az + 3a* que est4 por encima del plano
xy. Calcule el flyjo de F hacia el exterior a través de &.

18. Una pila de arena hiimeda cuyo volumen total es de 5z
cubre el disco ¥* + ¥ < 1, z= 0, El momento del
vapor de agua esta dado por F = grad ¢ + urot G,
slendo ¢ = x* — y* + z* la concentracién de agua,
1 (—=»*i +x'j + 2’K) y u una constante. Calcule
el ﬂujo de F hacla arriba a través de la superficie
superior de la pila de arena.

En los Ejercicios 19-29, D es un dominio tridimensional
que satisface las condiciones del Teorema de la
Divergencia, y ¥ es su superficle, N es el campo normal
unitario hacia fuera (desde D) sobre ¥. Las funciones ¢y
i son campos escalares suaves sobre D, Ademas, d¢/dn
indica la derivada direccional primera de ¢ en la direccién
de N en cualquier punto de &:

a—_Vt,'b ﬂ

19. Demuestre que () rot F ¢ NdS =0, siendo F un

&
campo vectorial arbifrario suave,
20. Demuestre que el volumen ¥ de D est4 dado por

1
V=—3Eﬁ (xi + yj +zk) e N dS
3 I

21. Si el volumen de D es ¥, demuestre que

=—§}S (% + % + )N dS

es el vector de posicién del centro de gravedad de D,



1024 cALcuLo

22. Demuestre que @ VoxNds =0,
¥

23. Si F es un campo vectorial suave sobre D, demuestre que

H ¢ﬁdeV+JJJ v¢-FdV=Eﬂ> ¢F e NdS
D 4] ¥

Sugerencia: Utilice el Teorema 3(b) de la Seccidén 16.2,

Propiedades del operador Laplaciana

14“

25,

16.5

SiVE¢=0enDy ¢lx,y, 2 = 0en ¥, demuestre que
¢(x, ¥, z) = 0 en D. Sugerencia: Haga F = V¢ en el
Ejercicio 23,

(Unicidad del problema de Dirichlet) El problema de

Dirichlet para el operador Laplaciana es el problema de
condiciones de contorno

{Viu{x. v, z)=flx,» z) enD
ulx, y, 2) =glx, . 2z) en &

slendo f y g funciones dadas definidas sobre Dy &,
respectivamente, Demuestre que este problema puede
tener como mucho una solucién u{x, y, z). Sugerencia:
Suponga que existen dos soluciones, u y v, y aplique el
Ejercicio 24 a su diferencia ¢ = u — v.

(El problema de Neumann) Si V’¢=0en Dy
d¢/on = 0 sobre ¥, demuestre que Vo (x, y, 2) = 0
sobre D, El problema de Neumann para el operador
Laplaciana es el problema de condiciones de contorno

Viulx, y, 2) =f(x, . z) enD

0
5“&' »2) =gk y.2) en¥

El Teorema de Stokes

27,

H‘.

29,

siendo f y g funciones dadas definidas sobre D y &,
respectivamente. Demuestre que, si D es conexo,
entonces dos soluciones cualesquiera del problema de
Neumann en D sélo se pueden diferenciar en una
constante.,

Verifique que JJI Vepay = ﬁ; o ds
D ¥ On
Verifique que
H (VY —yVig) aV
D

- (22

Aplicando el Teorema de la Divergencia a F = ¢,
slendo ¢ un vector constante arbitrario, demuestre que

([ sowr-f o

*30. Sea P, un punto fijo y para todo € > 0 sea D, un

dominio cuya frontera &, satisface las condiciones del
Teorema de la Divergencia, Suponga que la maxima
distancia desde P, a puntos P de D, tiende a cero
cuando e— 0™, 51 D, tiene volumen vol (D,),
demuestre que

1
IE]._”ll;l]'l+ \-'OI—[JD,) @Q‘F.ﬂﬁ— div F[:Pg]
Esto generaliza el Teorema 1 de la Seccién 16,1,

Si vemos una regién R en el plano xy como una superficie en el espacio tridimensional con cam-
po normal N = k, la férmula del Teorema de Green se puede expresar de la forma

fFF-dr:J.j‘ rot Fe N dS
e R

El Teorema de Stokes, que se presenta a continuaci6n, generaliza esta idea a superficies no

planas.

TEOREMA @ Teoren de Stokes

Sea ¥ una superficie en el espacio tridimensional orientada y suave por tramos, con cam-
po normal unitario N y frontera ¢, formada por una o més curvas cerradas, suaves por tra-
mos, y con orientacién heredada de &. Si F es un campo vectorial suave definido en un
conjunto abierto que contiene a ¥, entonces

fFF.dr=j rot FeN dS
e &F
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DEMOSTRACION Un argumento similar a los presentados en las demostraciones del
Teorema de Green y del Teorema de la Divergencia permite demostrar que, si & se des-
compone en un nimero finito de subsuperficies no solapadas, entonces es suficiente de-
mostrar que la férmula anterior se cumple en cada una de ellas (si las subsuperficies &, y
¥, tienen como frontera comtin la curva ¢*, entonces ¢* hereda orientaciones opuestas co-
mo parte de las fronteras de &, y &,, por lo que las integrales sobre €* se cancelan entre
si; véase la Figura 16.15(a)). Podemos subdividir & en suficientes subsuperficies suaves
de forma que cada una de ellas tenga una proyeccién normal uno a uno sobre un plano
coordenado. Plantearemos la férmula para una de estas subsuperficies, que denomi-
naremos .

Sin pérdida de generalidad, supongamos que & tiene una proyeccién normal uno a uno
sobre el plano xy, y que su campo normal N apunta hacia arriba, Por tanto, sobre &, z es
una funcién suave de x e y, por ejemplo z = g(x, ), definida para (x, y) perteneciente a
una regién R del plano xy. Las fronteras € de ¥ y €* de R estdn ambas orientadas en sen-
tido contrario al de las agujas del reloj vistas desde un punto situado sobre el eje z positi-
vo (véase la Figura 16.15(b)). El campo normal sobre & es

y el elemento de érea de superficie sobre & se expresa en funcién del elemento de area
dA = dxdy en el plano xy como
6g)2
+{ | a4
5

e

Figura 16.15

(a) El Teorema de Stokes se
cumple en una superficie
compuesta de subsuperficies
no solapadas si se cumple en

y cada una de éstas,

{b) Una superficie con una
proyeccién uno a uno sobre
el plano xy.

(a)

Por tanto,

[ et ] [C2- 5)(-2)- (2-2)(-2)
(-2
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Como z = g(x, y) sobre ¢, tenemos que dz = a—i dx + % dy. Por tanto,

=gy
ffF-dr=Ef [Fltx,y, de+ Fyle, 3,9 by
& a2

il é

+ Fy(x, 3, 2) (a;idx+a—iaj;)]

= ff ([Fl(x, ¥ 2) + Filx, ¥, z}% dx
il

+ |:F2(JC, ¥ z) + FBL‘:- Y 2) a_i]dy)

Aplicamos ahora el Teorema de Green en el plano xy para obtener

il é
iF-dr = J‘j‘ﬂ (§ [Fg(;c, ¥, 2) + Falx, , 2) §:|

] )
% [Fl(x, ¥ 2) + Flx, y, 2) ﬁ_i])dd

_ oF, OF,0g O0F:0g OFsdgdg . 0%
_Ijn(@x+6z By ay S

OF, 0F 0g 0F30g 0F;0g0g o’g ) i

" &y o &oym o

Obsérvese que cuatro términos del integrando final se cancelan, y los restantes términos

son iguales a los términos de la expresién de [fy rot F e NdS calculados anteriormente,
Por tanto, la demostracién esta completa.

—

Observacion Si ret F = 0 sobre un dominio D con la propiedad de que toda curva cerrada,
suave por tramos, y que no se cruza consigo misma en D es la frontera de una superficie suave
por tramos en D, entonces el Teorema de Stokes nos asegura que § F edr = 0 para foda curva
de ese tipo ¢ por tanto, F debe ser conservativo. Un dominio D simplemente conexo tiene la
propiedad especificada anteriormente. No daremos aqui una prueba formal de este hecho topols-
gico, pero debe parecernos verosimil si recordamos la definicién de conectividad simple. Una
curva cerrada € en un dominio simplemente conexo D se debe poder reducir hasta un punto en D
sin salirse fuera de D. Al reducirse, traza una superficie en D. Esta es la raz6n por la que el Teo-
rema 4 de la Seccién 16.2 es valido para dominios simplemente conexos.

Calcule §. Fedr, slendo F = —y'i + x°j — 2’k y € la curva de interseccién del cilindro
+y“ =1 conel plano 2x + 2y + z = 3, orientada de forma que tiene una proyeccién en sentido contra-
rio al de las agujas del reloj sobre el plano xy.

Solucidn ¢ es la frontera orientada de un disco eliptico ¥ que esta en el plano 2x + 2y +z =3, y su
proyeccion sobre el plano xy es el disco circular R: »* + 3* < 1 (véase la Figura 16,16). Sobre & tenemos

NdS = (2i+ 2j+ K dvdy
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y  Figura 16.16
Ademas,
i j k
d @ @
rot F = a a a’ —3[.1.‘2'1'_1)2}‘(
SN R R

Entonces, por el Teorema de Stokes,

§Fodr= ﬂ rot FeNdS
e ¥

1 3
- ﬂ 3(x? +y2]¢cdy=2nj Srzrdr=?ﬁ
R [i] l

Como en el caso del Teorema de la Divergencia, la importancia principal del Teorema de Stokes
es como herramienta teérica, Sin embargo, se puede utilizar también para simplificar el calculo
de integrales de circulacién como la del ejemplo anterior. No es dificil imaginar integrales que
serian imposibles de calcular sin el uso del Teorema de Stokes o del Teorema de la Divergencia.
En el ejemplo que sigue utilizaremos el Teorema de Stokes dos veces, pero el resultado se po-
dria haber obtenido también facilmente utilizando el Teorema de la Divergencia.

Calcule I = [[y rot F ¢ Nds, donde & es la parte de la esfera x” + ) + (z — 2)* =8 que
esta por encima del plano xy, N es el campo unitario normal hacia fuera sobre &, y

F =" cosxzi + x¥’¢"j —e ™"k

Solucién La frontera € de & es la circunferencia x* + y* = 4 en el plano xy, orlentada en sentido con-
trario al de las agujas del reloj vista desde el eje z positivo (véase la Figura 16.17). Esta curva es también la
frontera orientada del disco plano D: x* +* < 4, z=0, con campo normal N = k. Por tanto, aplicando
dos veces el Teorema de Stokes se obtiene

:=” mtr.ﬂds=§ F-dr=-|.-|. rot F ek dd
@ [ D

rot Fek = (% (e —a—i []JZCCEH))L
=3 — 2

Sobre D tenemos

=0
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¥ Figura 16.17 Parte de una esfera y un disco con la misma frontera,

Por simetria, [f,yd4 = 0, por lo que
2
:=3” x%dd =3J mszﬂdﬂrrsdr=12n
D (1] (1]

Observacion Una superficie ¥ que cumpla las condiciones del Teorema de Stokes puede de-
jar de cumplirlas si se elimina un simple punto de ella. Un punto frontera aislado en una superfi-
cie no es una curva orientada, y por tanto el Teorema de Stokes puede fallar en este caso. Consi-
deremos, por ejemplo, el campo vectorial

6 y ..y .
T A

que estd definido en el disco perforado D que cumple 0 < ¥* + y* < a* (véase el Ejemplo 3 de
la Secci6n 16.3). Si D esta orientada con normal k hacia arriba, entonces su frontera esta for-

mada por la curva cerrada suave y orientada € dada por x = acosf, y = asenf), (0 <0 < 2n), y
el punto aislado (0, 0). Tenemos

2 s __
Eflhdr= I ( il T casej)o(—asenﬁi + acos 0j) do

0 a a

2n
= I (sen’ @ + cos®0) dl = 2n

0

Sin embargo,

wr-[3(r55)5 ()

idénticamente sobre D, Por consiguiente,

Jl[ rot FeNdS=0
Fal

y la conclusién del Teorema de Stokes no se cumple en este caso.
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Ejercicios 16.5

4. Calcule

1. Calcule fF xydx + yzdy + zxdz por el tridngulo de

[
vértices (1, 0, 0), (0, 1, 0) ¥ (0, 0, 1), con orientacién
en el sentido de las agujas del reloj vista desde el
punto (1, 1, 1).
2. Calcule f ydx — xdy + 2" dz por la curva € que es la

[
interseccién de los cilindros z = y* y x* + 3% = 4, con
orientaci6n en sentido contrario al de las agujas del reloj
desde un punto situado en el lado positivo del eje z.
3. Calcule J rot F « NdS, siendo & el hemisferio

F

x* +y* + 2 = 4% z > 0 con normal hacia fuera, y
F =3yi— 2xzj + (** — y)k
rot F ¢ NdS, slendo & la superficie

¥F
2+ +2z—1)?=6,2z20, Nes lanormal unitaria
hacia fuera (alejndose del origen) sobre &, y

F = (xz — y*cos2)i + x’¢’j +xyz€'ﬂ+"’+z&k

5. Utilice el Teorema de Stokes para demastrar que

jgydx+za)r+xdz=ﬁna2

slendo ¢ la interseccidn orientada adecuadamente de las
superficies x* + Y + 2 =a’yx+y+2z=0,

6. Calcule j; F e dr por la curva
[

r=cosfi+sensj +sen2rk, 0<tr<2n)

slendo

F=(—y)i+@@+x)j+k
Sugerencia: Demuestre que € estd sobre la superficie
z = 2xy.
7. Calcule la circulacién de F = —yi + °j + zk por la
frontera orientada de la parte del paraboloide

z =9 —x* — * que est4 por encima del plano xy y
tiene un campo normal apuntando hacia arriba,

8. Calcule j; F e dr, siendo

e

F=yéi+ (& +e)j+ ek

10.

11.

12.

13.

y €la curva
r()) = (1L +cosf)i+ (1l +sens)j+ (L —cost—senhk

para 0 < ¢ < 2z, Sugerencia: Utilice el Teorema de
Stokes, observando que € esta en un cierto plano y
tiene una circunferencia como proyeccién sobre el
plano xy. La integral también se puede calcular
utilizando las técnicas de la Seccién 15.4,

Sea ¢, la recta que une el punto (—1, 0, 0) con el
punto (1, 0, 0), y sea €, la semicircunferencia

¥ +)y#=12=0,y2>0 Sea ¥ una superficie suave
que une €, con G, con normal hacia arriba, y sea

F = (o’ —2)i+ (o +y +2j + 5+ Dk
Calcule los valores de o y f§ para los que

I= F ¢ d8 es independiente de la eleccién de &, y

¥
calcule el valor de I para estos valores de o y f.
Seaclacurva (x — )2+ 47 =18, 2x +y + z= 3,
orientada en sentido contrario al de las agujas del reloj

cuando se observa desde un punto situado en la parte
positiva del eje z. Sea

F=(Z+)* +senxDi+ @xy+2)j+ (z+ 2)2)k

Fedr.

[

Calcule §

Si€ es la frontera orientada de la superficie ¢, y ¢y W
son campos escalares suaves arbifrarios, demuestre que

ii; Vi edr = — ﬂ; YyVegedr

=JL Véx V) o R dS

(Es V¢ x Vi solenoidal? Calcule un vector potencial
de este campo,

Sea € una curva plana suave por tramos, cerrada y que
no se corta a s misma, que esta en un plano con
normal unitaria N = ai + bj + ck y cuya orientacién
estd heredada de la del plano. Demuestre que el 4rea
plana encerrada por € es
1
Eﬂ; (bz — ¢y) dx + (ex — az)dy + (ay — bx) dz
e
Utilice el Teorema de Stokes para demostrar el
Teorema 2 de la Seccién 16,1,
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16.6

Algunas aplicaciones en Fisica del calculo vectorial

En esta seccién mostraremos como se puede utilizar la teorfa desarrollada en este capitulo para
modelar problemas concretos de matematica aplicada. Consideraremos dos areas de aplicacién:
dinimica de fluidos y electromagnetismo, y desarrollaremos algunas de las ecuaciones vectoria-
les fundamentales de estas disciplinas. Nuestro propésito es ilustrar las técnicas de calculo vecto-
rial en contextos aplicados, y no proporcionar introducciones completas, ni tan siquiera coheren-
tes, a las propias disciplinas.

Dindmica de fluidos

Supongamos que una regién del espacio tridimensional estd llena con un fluido (liquido o gas)
en movimiento, Se pueden utilizar dos enfoques para describir el movimiento, Podriamos inten-
tar determinar la posicién r = r(g, b, ¢, #) en cualquier instante ¢, de una «particula» de fluido
localizada en el punto (a, b, ¢) en el instante ¢ = 0. Este es el enfoque de Lagrange, También,
podriamos intentar determinar la velocidad, v(x, y, z, 9, la densidad, é(x, y, z, #) y otras variables
fisicas como la presién, p(x, y, z, #), en cualquier instante ¢ y en todo punto (x, y, z) de la regién
ocupada por el fluido. Este es el enfoque de Euler.

Examinaremos el dltimo método y describiremos cémo se puede utilizar el Teorema de la
Divergencia para transformar algunas leyes fisicas fundamentales en ecuaciones matematicas
equivalentes. Supondremos que la velocidad, 1a densidad y la presién varfan de forma suave en
todas sus variables y que el fluido es un fluido ideal, es decir, no viscoso (no se pega consigo
mismo), homogéneo e isotr6pico (tiene las mismas propiedades en todos los puntos y en todas
las direcciones). Estas propiedades no son siempre las de los fluidos reales, por lo que estamos
considerando un modelo matematico simplificado, que no siempre se corresponde exactamente
con el comportamiento de los fluidos reales.

Consideremos una superficie cerrada imaginaria ¥ en el fluido, que limita a un dominio D.
Podemos decir que ¥ es «imaginaria» porque no es una barrera que impida de modo alguno el
flujo del fluido; es s6lo una manera de centrar nuestra atencién en una parte particular del fluido.
Fsta fija en el espacio y no se mueve con el fluido. Supongamos que el fluido no se crea ni se
destruye en ninglin sitio (en particular, no hay fuentes ni sumideros), por lo que la ley de con-
servacion de masas nos indica que la velocidad de cambio de la masa de fluido en D es igual a
la velocidad a la que entra fluido a través de &.

La masa de fluido en el elemento de volumen d¥ localizado en la posicién (x, y, z) en el
instante ¢ es 8(x, y, z, ) dV, por lo que la masa en D en el instante ¢ es ||, dV. Esta masa cam-

bia con una velocidad
] ki)
a—rj‘”ﬂﬁdlf— H R

Como indicamos en la Seccién 15.6, el volumen de fluido que sale de D a través del elemento
de 4rea dS situado en la posicién (x, y, z) en el intervalo temporal que va desde ¢ hasta ¢ + dt
estd dado por v(x, y, z, f) ¢« NdSdt, siendo N la normal unitaria en (x, y, z) sobre ¥ que apunta
hacia el exterior de D, Por tanto, la masa que cruza 4 hacia el exterior en ese intervalo temporal
es &v e NdSdt y la velocidad a 1a que fluye la masa hacia el exterior desde D a través de & en el

instante r es
ﬁ SveNdS
¥

La velocidad a la que fluye la masa hacia el interior de D es el negativo de la magnitud anterior.
Como la masa se conserva, debe cumplirse

H %v:-ﬁ av.ﬂds=—m div (6v) ¥
n Ot & D
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donde hemos utilizado el Teorema de la Divergencia para sustituir la integral de superficie por
una integral de volumen, Entonces,

(1] 2+ avioo)ar-

Esta ecuacién debe cumplirse para todo dominio D en el fluido.

Si una funcién continua f cumple _flj;jﬂ f(P)dV = 0 para todo dominio D, entonces f(P) = 0
en todos los puntos P, porque si hubiera un punto P, en el que f(Py #0 (por ejemplo,
f(Pp) > 0), entonces, por continuidad, f serfa positiva en todos los puntos de alguna bola sufi-
cientemente pequefia B centrada en Py, y [{fs f(P) dV seria mayor que 0. Aplicando este prin-
cipio, debemos tener

6'5 L e
% + div(dv) =0

a través del fluido. Esta ecuacion se denomina ecuacién de continuidad del fluido. Es equiva-
lente a la ley de conservacién de masas. Obsérvese que, si el fluido es incompresible, entonces
d es constante, independientemente del tiempo y de la posicién espacial. En este caso, 86/t = 0
y div (év) = é divv. Por tanto, la ecuacién de continuidad en el caso de un fluido incompresible
es simplemente

divv =0

El movimiento del fluido esta gobernado por la Segunda Ley de Newton, que indica que la velo-
cidad de cambio del momento de cualquier parte del fluido es igual a la suma de las fuerzas que
se aplican a dicha parte. Consideremos de nuevo la parte del fluido contenida en un dominio D.
En cualquier instante # su momento es [{[, dvdV y esta cambiando con una velocidad

d
11,2 omar

Este cambio es debido parcialmente al momento que cruza & hacia el interior o el exterior de D
(el momento del fluido que atraviesa &), parcialmente a la presion ejercida sobre el fluido que
hay en D por el fluido exterior, y parcialmente a fuerzas externas (como las fuerzas gravitatorias
o electromagnéticas) que actian sobre el fluido. Examinemos sucesivamente cada una de estas
causas.

El momento se transfiere a D a través de ¥ con velocidad

- ﬁ v(év eN)dS
¥

La presién sobre el fluido en D es ejercida a través de & en la direccién de la normal hacia el
interior — N, Por tanto, esta parte de la fuerza sobre el fluido en D es

—Eﬁ; pNds
¥

Las fuerzas externas que actiian se expresan mejor utilizando la densidad de fuerza (fuerza por
unidad de masa), F. El total de las fuerzas externas sobre el fluido es, por tanto,

I, v
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Ahora, la Segunda Ley de Newton implica que

m E(év}dV= —ﬁ v[ﬁv-ﬁ]dg—ﬁ pﬁdﬁ-%-jjj SFdV
n Ot ¥ ¥ b

De nuevo, es conveniente transformar las integrales de superficie en integrales triples sobre D, Si
utilizamos los resultados del Ejercicio 29 de la Seccién 16.4 y del Ejercicio 2 posterior, tenemos

e [

ﬁ v(ioveN) dS = j"”‘ (6(veV)v + vdiv (6v)) dV
o D

De acuerdo con esto,
.”‘ (§—+ Vo + vdiv (dv) + d(veV)v + Vp — éF)dV 0

Los términos segundo y tercero del integrando se cancelan en virtud de la ecuacién de continui-
dad. Como D es arbitrario, debemos tener, por tanto,

6%+6(¥c?}v= — Vp + 6F

Fsta es la ecuacién del movimiento del fluido, Obsérvese que no es una ecuacién diferencial
lineal en derivadas parciales, ya que el segundo término de la izquierda no es lineal en v.

Electromagnetismo

En el espacio tridimensional se definen dos campos vectoriales que determinan las fuerzas eléc-
tricas y magnéticas experimentadas por una carga unidad en un punto concreto si dicha carga
se mueve con velocidad unidad. Estos campos vectoriales se encuentran determinados por las
cargas y corrientes eléctricas presentes en el espacio. Una carga ¢, en la posicién
r = xi + yj + zk que se mueve con velocidad v, experimenta una fuerza eléctrica g,E(r),
siendo E el campo eléctrico, y una fuerza magnética pygqvy* H(r), siendo H el campo magné-
tico y po & 1.26 x 10™% N/amperio® una constante fisica denominada permeabilidad del espa-
cio libre. Examinaremos brevemente estos campos, aunque inicialmente sélo consideraremos si-
tuaciones estdticas. Los campos eléctricos producidos por distribuciones estaticas de carga y los
campos magnéticos producidos por corrientes eléctricas estaticas no dependen del tiempo. Poste-
riormente consideraremos la interaccién entre los dos campos cuando varian con el tiempo,

Electrostatica

La evidencia experimental muestra que el valor del campo eléctrico en un punto r es el vector
suma de Jos campos causados por los elementos de carga situados en el espacio tridimensional.
Una «carga puntual» ¢ situada en la posicién s = £i + #j + (k genera el campo eléctrico

= g b
E(r) e =i (Ley de Coulomb)
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siendo € & 8.85 x 10™'2 culombios?/N .m” una constante fisica denominada permisividad del
espacio libre. Este es exactamente el campo debido a una fuente puntual de fuerza g/4ne, situa-
da en s. Excepto en r = s, el campo es conservativo, y su potencial es

q 1
4ng |r — s|

¢(r) =

por lo que parar # s tenemos rot E = 0. Ademds div E = 0, excepto en r = s, donde es infini-
ta; en términos de la distribuciéon de Dirac, div E = (g/e)d(x — E)é(y — n)d(z — {) (véase la
Seccién 16.1). El flujo de E hacia el exterior a través de la superficie & de cualquier regién R

que contenga a g es
Eﬁ EeNdS = 4
¥ €

por analogia con el Ejemplo 4 de la Secci6n 16.4,

Dada una distribucién de carga de densidad p(&, #, {) en el espacio tridimensional (de forma
que la carga en el elemento de volumen dV = dé dnd{ en s es dg = pdV), el flujo de E hacia el
exterior de & debido a la carga en R es

g o a2 o

Si aplicamos el Teorema de la Divergencia a la integral de superficie, obtenemos

L o Jor-s

y como R es una region arbitraria,

divE = L
€p

Esta es la forma diferencial de la Ley de Gauss (véase el Ejercicio 3 posterior).
El potencial debido a la distribucién de carga de densidad p(s) en la regién R es

__ 1 pls)
b0 =~ jjﬂlr_sldV

et j J‘ P n Qdgdnd
tney e S - P+ G-V + - 0
Si p es continua y se anula en el exterior de una regi6n acotada, la integral triple converge en

todas partes (véase el Ejercicio 4 posterior), por lo que E = V¢ es conservativo en el espacio
tridimensional. Por tanto, en todos los puntos,

rot E=0
Como div E = div V¢ = V2, el potencial ¢ satisface la Ecuacién de Poisson.

4
Vo=
¢6n

En particular, ¢ es arménico en las regiones del espacio donde no haya distribuciones de carga.



1034 cALcuLo

Magnetostatica

Los campos magnéticos estdn producidos por cargas en movimiento, es decir, por corrientes. Su-
pongamos que una corriente eléctrica constante, I, fluye por un filamento siguiendo la curva 5.
Se ha determinado experimentalmente que los campos magnéticos producidos en la posicién
r = xi + yj + zk por los elementos de corriente df = Ids a lo largo del filamento se suman vec-
torialmente y que un elemento situado en la posicién s = &i + nj + {k produce el campo

) — w (Ley de Biot-Savart)
47 |r —s|

siendo ds = T'ds, y T la tangente unitaria a 5 en la direccién de la corriente, Partiendo del su-
puesto razonable de que la carga no se crea ni se destruye en ninguna parte, el filamento ¥ debe
formar un circuito cerrado, y el campo magnético total en r debido a la corriente que circula por
el circuito es

H=—
A Ir — s’

I ii;aé'sx[r—s}

Sea A el campo vectorial definido por

I ds
A=
(x) 4n (ﬁ; |r — s|

para todo r no perteneciente al filamento 5. Si utilizamos el hecho de que

v 1 _ r—s
r—s|/  |r—sf

y la identidad vectorial Vx (¢F) = (V@) xF + ¢ (Vx F) (siendo F el vector ds, que no depende
de r), podemos calcular el rotacional de A:

VxA=—¢ v[——)xas=—d - "%« = HE)
“dn |, \r—s “An |, r—sf =R

Por tanto, A es un potencial vector de H, y div H = 0 en los puntos que no pertenecen al fila-
mento, También podemos verificar esto calculando que rot H = 0 en el exterior del filamento
(véanse los Ejercicios 9-11 posteriores).

Imaginemos un circuito formado por un filamento recto a lo largo del eje z que se extiende
una distancia infinita. El campo H en un punto finito serd entonces el debido a la corriente que
circula por el eje z, donde podemos suponer que dicha corriente I fluye en la direccién de k. Las
corrientes de todos los elementos ds producen, en r, campos en la misma direccién, normales
al plano que contiene a r y al eje z (véase la Figura 16.18). Por tanto, la intensidad del campo
H = |H| a una distancia a del eje z se obtiene integrando los elementos

I senfd I adl

B GZ+ (-2 H@+C-7
Tenemos

In (™ de

=£J @+ P tTrmamd

r 2 I
—mf_m S DAl e
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0.0.¢)

Figura 16.18

Las lineas de campo de H son evidentemente circunferencias horizontales centradas en el eje z.
Si €, es una de estas circunferencias de radio a, entonces la circulacién de H por €, es

ff Hofimsl g7

e, 2ma

Obsérvese que la circulacién calculada anteriormente es independiente de a. De hecho, si € es
cualquier curva cerrada que encierre una sola vez al eje z, en sentido contrario al de las agujas
del reloj (vista desde arriba), entonces € y —¢, forman la frontera orientada de una superficie
con forma de anillo ¥ con un hueco por el que pasa el filamento. Como rot H = 0 sobre ¥, el

Teorema de Stokes garantiza que
§ H-dr=EF Hedr=1
€ €&

Ademés, cuando € es muy pequefia (y, por tanto, muy cercana al filamento), la mayor parte de la
contribucién a la circulacién de H por la curva proviene de la parte del filamento que estd muy
cercana a € No importa, por tanto, si el filamento es recto ni infinitamente largo. En cualquier
filamento que forme un circuito cerrado por el que circule una corriente, la circulacién del cam-
po magnético por la frontera orientada de una superficie a través de la cual pase el filamento es
igual a la corriente que fluye por el circuito. Esta es la Ley Circuital de Ampére, La superficie
estd orientada de forma que su normal apunta en el sentido en el que circula la corriente.
Sustituyamos ahora el filamento por una corriente mas general especificada por un vector
densidad J. Esto significa que en cualquier punto s la corriente fluye en la direccion J(s), y que
la corriente que atraviesa un elemento de area dS con normal unitaria N es J ¢ N ds. La circula-
cién de H por la frontera € de la superficie & es igual a la corriente total que circula a través de

&; por tanto,
ff Hedr = H JeNds
e ¥

Utilizando el Teorema de Stokes, podemos sustituir la integral sobre la curva por otra integral de
superficie, y obtener asf

J‘J. (rot H — J) e NdS=10
¥

Como ¥ es arbitraria, debemos tener, en todos los puntos,

rot H=1J
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que es la versién de puntos de la Ley Circuital de Ampére. Se puede comprobar facilmente

que si
1 JI(s)
Al = in J]]; [r — sIdV

entonces H =rot A (de forma que A es un vector potencial del campo magnético H). En este
caso, R es la region del espacio tridimensional donde J es distinto de cero. Si J es continuo y se
anula en el exterior de un conjunto acotado, entonces la integral triple converge para todo r
(véase el Ejercicio 4 posterior), y H es solenoidal en todas partes:

divH=0

Ecuaciones de Maxwell
Las cuatro ecuaciones obtenidas anteriormente para campos eléctricos y magnéticos estéticos,
div E = p/¢, divH=0
rot E=10 rot H=1J
requieren alguna modificacién si los campos E y H varfan con el tiempo. La Ley de Gauss
div E = p/e sigue siendo valida, y también div H = 0, que expresa el hecho de que no hay
fuentes ni sumideros magnéticos conocidos (es decir, monopolos magnéticos). Las lineas de cam-
po de H deben ser curvas cerradas.

Michael Faraday observé que la circulacién de un campo eléctrico por una curva cerrada
simple € corresponde a un cambio en el flujo magnético

m=” HeNdS
&£

a través de cualquier superficie orientada a & con frontera €, de acuerdo con la férmula

d® lffEd
—_— e — .r
dt Mo Je

Aplicando el Teorema de Stokes a la integral sobre la curva, se obtiene

d H
ij1§-ﬂdS= feE.-ih': —'yﬂa j‘J‘yH.NdS= - Ug J‘J‘EE.N{IS

Como & es arbitraria, se obtiene la forma diferencial de la Ley de Faraday:

dH
rot E = _#na

El campo eléctrico es irrotacional sélo si el campo magnético es constante con el tiempo,

La forma diferencial de la Ley de Ampére, rot H = J, también requiere modificacién. Si el
campo eléctrico depende del tiempo, entonces también lo hara la densidad de corriente J. Supo-
niendo conservacion de la carga (es decir que las cargas no se producen ni se destruyen), pode-
mos demostrar, mediante un argumento idéntico al utilizado anteriormente en esta seccién para
obtener la ecuacién de continuidad del movimiento de fluidos, que la velocidad de cambio de la
densidad de carga cumple

dp

E= —div J
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Véase el Ejercicio 5 posterior. Esto es incongruente con la Ley de Ampére porque div rot H = 0,
mientras que div J # 0 cuando p depende del tiempo. Nétese, sin embargo, que p = €div E im-

plica que

ap JE

—div] = = gdiv -

ot ot

por lo que div (J + €0E/67) = 0. Esto sugiere que, en el caso no estitico, la ley de Ampére se

convierte en

JE
rotH=J+q]E

que indica (tal como descubrié Maxwell) que los campos magnéticos no sélo son producidos por
corrientes, sino también por campos eléctricos variantes,

El conjunto de las cuatro ecuaciones
div E = p/g

cH
I‘OtE= —HOE

divH=20

JE
th:J.FEUE

se conoce con el nombre de ecuaciones de Maxwell. Gobiernan la forma en que la presencia de
cargas y corrientes en el espacio tridimensional produce campos eléctricos y magnéticos.

Ejercicios 16.6

1. (Principio de Arquimedes) Un sélido que ocupa una

regién R con superficie & se sumerge en un liquido de
densidad constante &, La presion del liquido a una
profundidad k es égh, por lo que la presién cumple
Vp = dg, siendo g la aceleracién (vector) constante
ante la gravedad. La presién del fluido ejerce en cada
elemento de superficie dS de ¥ una fuerza —pNdS
sobre el sélido.

(a) Demuestre que la «fuerza de flotabilidad» sobre el

solido es
B=— H P
R

Por tanto, la fuerza de flotabilidad tiene el mismo
médulo, y direccién opuesta, que el peso del
liquido desplazado por el sélido. Este es el
principio de Arquimedes.

(b) Amplie el resultado anterior al caso en que el

s6lido esta sélo parcialmente sumergido en el
fluido.

. Descomponiendo el vector F(G e N) en sus
componentes y aplicando el Teorema de la
Divergencia a cada una de ellas por separado,
demuestre que

@ F[G-ﬂ]d$=JJj (FdivG + (GeV)F)dV
& D

siendo N la normal unitaria hacia el exterior de la
superficie ¥ del dominio D,

3. (Ley de Gauss) Demuestre que el flujo del campo

eléctrico E hacia el exterior a través de una superficie
cerrada & en el espacio tridimensional es 1/¢,
multiplicado por la carga total encerrada por &.

.Sis=¢i+nj+{ky f(& n ) es continuo en R, y

se anula en el exterior de una regién acotada,
demuestre que, para todo r fijo,

e |r—si

Esto demuestra que los potenciales de los campos
eléctricos y magnéticos correspondientes a densidades
de carga y corriente continua que se anulan en el
exterior de regiones acotadas existen en todos los
puntos de R®, Sugerencia: Se puede suponer sin
pérdida de generalidad que r = 0, y utilizar
coordenadas esféricas.

. La densidad de carga eléctrica, p, en el espacio

tridimensional depende del tiempo y de la posicién si
la carga estd en movimiento. Dicho movimiento se
describe mediante la densidad de corriente J. Obtenga
la ecuacién de continuidad

op

E——d.l\'J

a partir del hecho de que la carga se conserva,
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6. Si b es un vector constante, demuestre que

x 1 _ r—b
Ir—b|)

“r—bP

7. Si ay b son vectores constantes, demuestre que, para 14,
r#b,
aiv(ax 12 ) =0
X—— | =
L
Sugerencia: Utilice las identidades (d) y (h) del 1.

Teaorema 3 de la Seccidn 16.2.

8. Utilice el resultado del Ejercicio 7 para ofrecer una
demostracién alternativa de que

dsx(r—s)
: paxAr =8
m“i r—sF

Noétese que div se refiere a la variable r.
9. Siay b son vectores constantes, demuestre que, para
r—h

r#b,
r—b
b4 _— L ]
rot| a |"_h|3 (a V]Ir_hla

Sugerencia; Utilice la identidad (e) del Teorema 3 de
la Seccidn 18,2,

10. SiF es cualquier campo vectorial suave, demuestre que

i; ([ds*V)F(s) =0

por cualquier curva cerrada a 7. Sugerencia: Los
gradientes de las componentes de F son conservativos,

11. Verifique que si r no estd en 7, entonces
dsx(r —s)
ot —————=10
%ﬁ' P sls
En este caso, rot se toma con respecto a la variable r,

12. Verifique la férmula rot A = H, siendo A el potencial
vector magnético definido en funcién de la densidad de
corriente en estado estacionario J.

13. Si A es el potencial vector del campo magnético

producido por una densidad de corriente estacionaria
en un filamento cerrado, demuestre que en el exterior
del filamento div A = 0,

S1 A es el potencial vector del campo magnético
producido por una densidad de corriente continua en
estado estacionario, demuestre que div A = 0 en todas
partes. A partir de aqui, demuestre que A cumple la
ecuacion vectorial de Poisson V2A = —1J,

Demuestre que en una region del espacio que no
contenga cargas (p = 0) y sin corrientes (J = 0), tanto
U = E como U = H satisfacen la ecuacién de onda

U
ot
1/(&p) = 3 % 10° mfs,

= VU

slendo ¢ =

#16. (Flujo de calor en el espacio tridimensional) El

calor contenido en un elemento de volumen d¥ dentro
de un s6lido homogéneo es dcTdV, slendo d y ¢
constantes (la densidad y el calor especifico del
material sélido), y T= T(x, y, z, §) la temperatura en
el instante ¢ en la posicién (x, y, z) en el sélido. El
calor stempre fluye en la direccién del gradiente de
temperatura negativo, con una velocidad proporcional
al tamafio de dicho gradiente. Por tanto, la velocidad
de flujo de la energia calorifica a través del elemento
de superficie dS con normal N es —4VTeNdS,
slendo & también una constante que depende del
material del sélido (el coeficiente de conductividad
térmica). Utilice «la conservaci6n de la energia
calorifica» para demostrar que para cualquier regién
R con superficie & dentro del sélido

5:_” Ed?=k@ VTeNdsS
r Ot ¥

siendo N la normal unitaria hacia el exterior sobre &,
A partir de aqui, demuestre que el flujo de calor
dentro del sélido esta gobernado por la ecuacién
diferencial en derivadas parciales

oT Kk k (azr o’r &

SR L, v (I P T
ot se ic\ad o o

‘T Coordenadas curvilineas ortogonales
En esta secci6én opcional, obtendremos férmulas del gradiente de un campo escalar y de la diver-
gencia y el rotacional de un campo vectorial en términos de sistemas de coordenadas mas gene-
rales que el sistema de coordenadas cartesianas utilizado en las secciones anteriores de este capi-
tulo, En particular, expresaremos estas magnitudes en términos de los sistemas de coordenadas
cilindricas y esféricas presentados en la Seccién 14.6.



