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/ Vectores y geometria

de coordenadas
en el espacio
tridimensional

Lord Ronald no dijo nada; sali6 de la habitacién, se aba-
lanzé sobre su caballo y galop6 alocadamente en todas
las direcciones...

.Y quién es este alto joven que se acerca a Gertrude
con cada movimiento del caballo?...

Los dos estaban destinados a conocerse. Se acercaban
mas y més. Y todavia mas. Entonces se encontraron por
un breve instante. Gertrude levant6 la cabeza y se dirigié
hacia los ojos del joven noble con una gran intensidad en
su expresién, mientras Lord Ronald se dirigia hacia el
ocupante del carruaje con la mirada tan fija que nada ex-
cepto una gacela, o un conducto de gas, podria haber
igualado su intensidad.

Stephen Leacock (1869-1944)
de Gertrude the Governess: or, Simple Seventeen

Introduccion Un programa completo de cdlculo de variable real comprende el
estudio de

(i) Funciones reales de una sola variable real,
(i) Funciones vectoriales de una sola variable real.
(iii) Funciones reales de una variable real vectorial.
(iv) Funciones vectoriales de una variable real vectorial.

Los Capitulos 1-9 se han ocupado del punto (i). Los restantes capitulos consideraran
los puntos (ii), (iii) y (iv). Concretamente, el Capitulo 11 estudiaran las funciones
vectoriales de una sola variable real, Los Capitulos 12-14 se ocuparén de la diferen-
ciacion e integracion de funciones reales de varias variables reales, es decir, de una
variable real vectorial. Los Capitulos 15 y 16 presentardn aspectos del célculo con
funciones cuyos dominios y rangos tienen una dimensién mayor que uno, es decir,
funciones vectoriales de una variable real vectorial. La mayor parte del tiempo limi-
taremos nuestra atencién a funciones vectoriales con dominios y rangos en el plano
o en el espacio tridimensional.
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En este capitulo presentaremos las bases del célculo multivariable y vectorial
ampliando los conceptos de geometria analitica a tres o mas dimensiones y presen-
tando a los vectores como una forma adecuada para tratar a varias variables como
una sola entidad. También presentaremos las matrices, ya que tienen utilidad para
formular algunos conceptos de calculo. No obstante, este capitulo no pretende ser
un curso de dlgebra lineal. S6lo desarrollaremos los aspectos que sean de utilidad en
capitulos posteriores y omitiremos las demostraciones.

Geometria analitica en tres dimensiones

(]

Decimos que el mudo fisico en el que vivimos es tridimensional porque por cualquier punto sélo
pueden pasar tres rectas mminamente perpendiculares y no mas, de forma que cada una de
ellas sea perpendicular a las otras dos. Esto equivale al hecho de que se requieren tres nimeros
para localizar un punto en el espacio con respecto a un punto de referencia (el origen). Una for-
ma de usar tres niimeros para localizar un punto es hacer que representen las distancias (con sig-
no) desde el origen, medidas en la direccién de tres rectas mutuamente perpendiculares que pa-
sen por dicho origen. Esas rectas se denominan sistema de coordenadas cartesianas, y cada una
de las rectas se denomina eje coordenado. Dichos ejes se denominan generalmente eje x, eje y y
eje z con los ejes x e yen un plano horizontal y el eje zvertical. Ademas, el sistema de coorde-
nadas debe estar erientado a la devecha Fsto significa que los dedos pulgar, indice y corazén
de la mano derecha extendidos deben apuntar, respectivamente, en las direcciones positivas de
los ejes x, yy z Para quienes estdn acostumbrados a razonamientos mecénicos, un tornillo dere-
cho avanzaré en la direccién del eje z si se rota en la direccién que va del eje x positivo al eje y
positivo (véase la Figura 10.1(a)).

Con respecto a un sistema cartesiano como éste, las coordenadas de un punto P en el espa-
cio tridimensional son una tripleta ordenada de nimeros reales (x, y, 2. Los nimeros x. yy z
son, respectivamente, las distancias con signo de P hasta el origen, medidas en las direcciones de
los ejes x, ¥ y z (véase la Figura 10.1(b)).

L]

Figura 10.1

{a) El tornillo se mueve hacia
arriba cuando se gira en
sentido contrario al de las
agujas del reloj visto desde

- = "‘..‘ ] .\I a]'nba

¥ _‘-_‘-_lilng\; v, 0) {b‘) Las tres coordenadas de un
* e punto en el espacio
(a) (b) tridimensional,

Sea @ el punto de coordenadas (x, y, 0). Entonces, ¢ esta en el plano xy (el plano que con-
tiene a los ejes x e j), directamente por debajo (o por encima) de P, Se dice que @ es la proyec-
cién vertical de Pen el plano xy. Si res la distancia desde el origen Ohasta Py ses la distancia
desde O a @), entonces, utilizando dos tridngulos rectangulos, tenemos que

f=XF+y} y P=F+F=F+py+7#
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Por tanto, la distancia desde P al origen se expresa como

— e

De forma similar, la distancia rentre los puntos P, = (x;, 1, 21) y P> = (%2, Jb, 2) (véase la Fi-
gura 10.2) es

e \/(xz -+ (— y) + (7 — z)

{x2.¥2.22)

Fza—zil

.ll'[;_l ¥2.21)

Pl g
gl |T2 x|

{xy.

12 |i |‘ _"Il (n.| ¥2.21)

Figura 10.2

Demuestre que el tridngulo cuyos vértices son A= (1, —1, 2), B=(3,3,8 y C= (2,0, 1)
tiene un angulo recto.

Solucion Calculamos las longitudes de las tres lados del tridngulo:
a=|BC|=,/(2— 3%+ (0 —3) 2= /59
=ACl= /- 1+ 0+ 1P+ (1-2°=./3

c=|AB|=V/{3—1]2+{3+1]2+{8— 2% = /5

Por el teorema del coseno, & = I + & — 2bccos A, Eneste caso, & = 59 = 3 + 56 = ¥ + ¢, por lo que
2bccos A debe ser 0. Por tanto, cos4 =0y A = 90°, -

De la misma forma que los ejes xe y dividen al plano xyen cuatro cuadrantes, también los tres
planos coordenados en el espacio tridimensional (el plano xy, el plano xzy el plano yz) dividen
el espacio tridimensional en ocho octamtes. Denominaremos primer octamte aquel en el que
x=0, y=0yz=0. Aldibyjar gréficas en el espacio tridimensional a veces es més facil dibu-
jar s6lo la parte que esté en el primer octante (véase la Figura 10.3).

Figura 10.3 El primer octante,

Una ecuacién o inecuacién en la que intervienen las variables x, y y z define un conjunto de
puntos en el espacio tridimensional cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién o inecuacién, Una
sola ecuacién en general representa una superficie (un objeto bidimensional) en el espacio tridi-
mensional,
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e

X

EETT¥ (Algmas ecuaciones y las superficies que representan)

(a) Laecuacién z= 0 representa a todos las puntos de coordenadas (x, y, 0), es decir, el plano xy. La ecua-
cién z= —2 representa a todas los puntos de coordenadas (x, y, —2), es decir, el plano horizontal que
pasa por el punto (0, 0, —2) en el eje z

(b) La ecuacién x = y representa a todos los puntos de coordenadas (x, x, 2. Se trata de un plano vertical
que contiene a la recta de ecuacién x = y en el plano xy. El plano contiene también al eje z (véase la
Figura 10.4).

(c) La ecuacién x + y + z= 1 representa a todos los puntos tales que la suma de sus coordenadas es 1.
Este conjunto es un plano que pasa por las puntos (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1). Esos puntos no son
colineales (es decir, no estdn en la misma linea recta), por lo que sélo hay un plano que pase por los
tres (véase la Figura 10.5). La ecuacién x + y+ z= 0 representa un plano paralelo al de la ecuacién
x+ y+ z=1 pero que pasa por el origen.

(d) La ecuacién ¥ + y* = 4 representa a todos los puntos del cilindro circular vertical que contiene a la
circunferencia de ecuacion ¥ + y* = 4 en el plano xy. Este cilindro tiene radio 2 y su eje es el eje z
(véase la Figura 10.6).

(e) La ecuacién z = ¥ representa a todos los puntes cuyas coordenadas son (x, y x°). Esta superficie es un
cilindro parabélico tangente al plano xy en el eje y (véase la Figura 10.7).

() Laecuacién ¥ + y* + 2 =25 representa a todos los puntos que estdn a una distancia 5 del origen. Es-
te conjunto de puntos forma una esfera de radio 5 centrada en el origen,

\ 0.1

\ 1.0y

Figura 10.4 La ecuacién x = y define Figura 10.5 El plano de ecuacitn
un plano vertical, r+yt+z=1,

=t

7|
,
o | /

X

Figura 10.6 El cilindro circular Figura 10.7 El cilindro parabélico
de ecuacion x* + y* = 4, de ecuacion z = ¥,
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Obsérvese que las ecuaciones en X, y y zno necesitan que estén presentes las tres variables ex-
plicitamente. Cuando una de las variables no estd en la ecuacion, dicha ecuacién representa una
superficie paralela al eje de la variable que falta. Esa superficie puede ser un plano o un cilin-
dro. Par ejemplo, si en una ecuacién falta la variable z dicha ecuaci6n representa en el espacio
tridimensional a una superficie vertical (es decir, paralela al eje 2 que contiene a la curva con la
misma ecuacién en el plano xy.

A veces, puede ocurrir que una sola ecuacién no represente a un objeto bidimensional (una
superficie), Puede representar a un objeto unidimensional (una recta o curva), a un objeto sin di-
mensiones (uno o méas puntos), o incluso a nada en absoluto.

Identifique las gréficas de las ecuaciones: (a) ¥ + (z— )" =4, (b) ¥ + (z— 1)* =0,
Q) ¥+ y+2=0y{d 2+ y+#=-1,

Solucién

(a) Como falta la variable x, la ecuacién y# + (z— 1)* = 4 representa un objeto paralelo al eje x. En el
plano yz la ecuaci6n representa una circunferencia de radio 2 centrada en el punto (y, 2 = (0, 1), En el
espacio tridimensional representa un cilindro circular horizontal, paralelo al eje x, cuyo eje estd una
unidad por encima de dicho eje x (véase la Figura 10.8).

(b) Como los cuadrados no pueden ser negativos, la ecuacién * + (z— 1) = 0 implica que y=0y z=1,
por lo que representa a los puntos (x, 0, 1). Todos estos puntos estin en una recta paralela al eje xy una
unidad por encima de dicho eje (véase la Figura 10.8).

(c) Como en el apartado (b), ¥ + y* + # = 0 implica que x= 0, y = 0 y z= 0. La ecuacién representa a
un tnico punto, el origen,

(d) Laecuacién ¥ + y* + Z = — 1 no se cumple para ningin nimero real x, y'y z por lo que no represen-
ta a ningin punto en absoluto.

k.

Viiz-—nt=0

v’ +(z—1%=4 Figura 10.8 El cilindro y* + (z— 1)? = 4 y su linea axial * + (z— 1) =0,
[ |

Una sola inecuacion en x, y y z representa generalmente a un conjunto de puntos que estan a un
lado de la superficie representada por la correspondiente ecuacién (junto con los puntos en dicha
superficie si la inecuacién no es estricta).

(a) La inecuacién z > 0 representa a todas los puntos que estén por encima del plano xy.

(b) La inecuacién ¥ + ¥ > 4 dice que el cuadrado de la distancia desde (x, y 2 hasta el punto més cer-
cano (0, 0, 2) en el eje zes como minimo 4. Esta inecuacién representa a todos los puntos que estan
sobre el cilindro del Ejemplo 2(d) o fuera de €.

(c) La inecuacién ¥ + y* + # < 25 expresa que el cuadrado de la distancia desde (x, y, 2) al origen no es
mayor de 25. Representa una bola sélida de radio 5 centrada en el origen, formada por todos los puntos
que estdn en el interior o en la esfera del Ejemplo 2(f). -
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Dos ecuaciones en x, ¥y zrepresentan normalmente a un objeto unidimensional, la recta o curva
interseccién de las dos superficies representadas por las dos ecuaciones. Todo punto cuyas coor-
denadas cumplan las dos ecuaciones debe estar en las dos superficies, y por tanto pertenecer a su
interseccion.

(A qué conjuntos de puntos del espacio tridimensional representan las siguientes parejas
de ecuaciones?

x+y+z=1 f+y+72=1
) {y— 2x=10 ®) {x+y=1

Solucién

(a) La ecuacién x + y+ z= 1 representa al plano oblicuo del Ejemplo 2(c), y la ecuacién y — 2x= 0 re-
presenta un plano vertical que pasa por origen y por el punto (1, 2, 0). En conjunto, estas dos ecuacio-
nes representan a la recta interseccién de los dos planos, Esta recta pasa, por ejemplo, por el punto
0,0, 1)y 20 véaselaFigura 10.9(a)).

(b) La ecuacién )f'El + ¥ + Z = 1 representa una esfera de radio 1 con centro en el origen, y x+ y = 1re-
presenta un plano verrical que pasa por los puntos (1, 0, 0) y (0, 1, 0). Las dos superficies se cortan en
una circunferencia, como se muestra en la Figura 10.9(b). La recta que va desde (1, 0, 0) hasta (0, 1, 0)
es un didmetro de la circunferencia, por lo que el centro de dicha circunferencia es el punto @, 3, 0) y

su radio es ﬁ,’z.

Figura 10.9
(a) Los dos planos se cortan
en una linea recta,
(b) Los dos planos cortan a la
(a) (h) esfera en una circunferencia.

En las Secciones 10.4 y 10.5 presentaremos muchos més ejemplos de objetos geométricos del
espacio tridimensional representados por ecuaciones simples.

x+y=1

Espacio euclideo n-dimensional

Los mateméticos y los usuarios de las mateméticas necesitan frecuentemente considerar un espa-
do n-dimensional siendo n mayor que 3 y pudiendo incluso ser infinito, Es dificil visualizar
geométricamente un espacio de dimension 4 o superior. El secreto para tratar con estos espacios
es considerar los puntos de un espacio n-dimensional como una r-tupla de nimeros reales; es
decir, (x;, %, ..., X;) es un punto en el espacio n-dimensional en vez de ser s6lo las coordenadas
de dicho punto. Ya no consideraremos a los puntos como elementos existentes en un espacio fi-
sico, sino que empezaremos a pensar en ellos como objetos algebraicos. Utilizaremos el simbolo
R" para representar al espacio n-dimensional, indicando asi que los puntos son n-tuplas de nime-
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ros reales, Por tanto, R* y R® indican el plano y el espacio tridimensional, respectivamente, N6-
tese que al pasar de R* a R” hemos cambiado un poco la notacién, En R* denominamos a las
coordenadas x, y y z mientras que en R" las hemos denominado x;, x, ... y x,, para evitar que-
darnos sin letras. Por supuesto, podriamos hablar de coordenadas (x;, Xz, %) en R® y (x;, xp) en el
plano R? pero en estos casos se utiliza tradicionalmente (x, y, 2 y (x, J).

Aunque pensemos en los puntos de R" como ntuplas y no como objetos geométricos, tampo-
co deseamos perder toda la perspectiva de la geometria subyacente. Por analogia con los casos
de 2 y 3 dimensiones, seguiremos considerando que la expresion

\/(Y1_11}2+(}"2*5’2}2"1‘”'“*'(}’5_%]2

representa la distancia entre los puntos de coordenadas (x,, X%, ..., x,) y (v, ¥, ..., V). Ademas
denominaremos hiperplamo al conjunto (2 — 1)-dimensional de puntos de R” que cumplen la
ecuaci6n x, = 0, por analogia con el plano z= 0 en R®,

Descripcion de conjuntos en el plano, el espacio tridimensional
y el espacio ndimensional

Concluiremos esta seccién recopilando algunas definiciones de términos que se utilizan para des-
cribir conjuntos de puntos en R” para n> 2. Estos términos pertenecen a la rama de las matema-
ticas denominada topolegfa, y generalizan las nociones de intervalos abiertos y cerrados y de ex-
tremos, utilizados para describir conjuntos en la recta real R. Aunque daremos las definiciones
para R” en general estaremos més interesados en los casos en que n=2 y n= 3.

Se denomina emtormo de un punto Pen R” a un conjunto de la forma

B(P = {Qe R":distancia de Qa P< 1}

para algin r> 0.

Para n=1, si pe R, entonces B(p) es el intervalo abiexto (p — r, p + 1) centrado en p.

Para n= 2, B(P) es el disco abierto de radio r centrado en el punto P.

Para n =3, B{P) es la bola abierta de radio r centrada en el punto P.

Un conjunto S se denomina abierto en R” si todo punto de S tiene un entorno contenido
en S Todo entorno es en si mismo un conjunto abierto. Otros ejemplos de conjuntos abiertos
en R son los conjuntos de puntos x, y tales que x> 0 o tales que y> ¥ o incluso tales que
y # ¥. Generalmente, los conjuntos definidos por inecuaciones estrictas (utilizando > y <) son
abiertos, Como ejemplos en R® tenemos los conjuntos de puntos (x, y, 2 que cumplen
¥+ yrr>2ol<yr<l

El espacio completo R” es un conjunto abierto en si mismo, Por razones técnicas, el conjunto
vacio (que no contiene puntos) también se considera abierto (ningin punto del conjunto vacio
deja de cumplir la condicién de tener un entorno contenido en el conjunto vacio).

El complemento, S°, de un conjunto Sen R” es el conjunto de todos los puntos de R” que no
pertenecen a S, Por ejemplo, el complemento del conjunto de puntos (x, y) en R? tales que x > 0
es el conjunto de puntos tales que x < 0. Se dice que un conjunto es cerrado si su complemento
es abierto. En general, los conjuntos definidos por inecuaciones no estrictas (utilizando > y <)
son cerrados, Los intervalos cerrados son conjuntos cerrados en R, Como el espacio completo y
el conjunto vacio son ambos abiertos en R” y son complementos uno del otro, también son cerra-
dos. Son los tinicos conjuntos que son a la vez abiertos y cerrados.

Se dice que un punto FPes un pumnto fromtera de un conjunto S'si todo entorno de P contiene
puntos de Sy puntos de S°. La firomtera, fron (S), de un conjunto S es el conjunto de todos los
puntos frontera de S Por ejemplo, la frontera del disco cerrado ¥* + y* < 1 en R? es la circun-
ferencia ¥* + ¥ = 1. Un conjunto cerrado contiene a todos sus puntos frontera, Un conjunto
abierto no contiene a ninguno de sus puntos frontera.
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Un punto P se denomina pumto imterior de un conjunto S'si pertenece a S pero no a su fron-

tera, P es un

pumto exterior de S si pertenece al complemento de S pero no a su frontera, El

interior int (S) y el exterior ext () de Sestan formados por todos los puntos de su interior y de
su exterior, respectivamente, Tanto int (S} como ext (S) son conjuntos abiertos. Si S es abierto,
entonces int (S) = S. Si S es cerrado, entonces ext (S) = S°. Wéase la Figura 10.10.

; ] - PUNLD €D 5c
e -'\fﬁ: punto frontera
- punto en §

punto mnterior

Figura 10.10 Fl disco cerrado .S formado por los puntos (x, ) € R® que cumplen
la inecuacion ¥* + 3 < 1. Notense los entornos sombreados del punto frontera
y el punto interior, Fron () es la circunferencia # + y* = 1; int () es el disco abierto
¥ + y* < I; ext(5) es el conjunto abierto ¥* + j* > 1,

Ejercicios 10.1

Calcule la distancia entre las parejas de puntos de los
Ejercicios 1-4.

1. (0,0,0y(@ —1, -2
2 (-1, -1,-1)y(@11)
2(1,1,0y(2 —2

4 (38 —1)y(—23, —6)

& ;Cudl es 1a minima distancia del punto (x, y, 2) (a) al
plano xy, (b) al eje x?

6. Demuestre que el tridngulo cuyos vértices son (1, 2, 3),
(4, 0, 5) y (3, 6, 4) es un tridngulo rectangulo,

7. Calcule el dngulo A en el tridngulo de vértices
A=(2 -1 -1),B=(01 -2)yC=(1, -3, 1)
& Demuestre que el triangulo cuyos vértices son (1, 2, 3),
(1, 3, 4) y (0, 3, 3) es equilatero,
9. Calcule el 4rea del tridngulo cuyos vértices son
(1,1,0), (1,0, )y (0,1, 1).

10. ;Cuél es la distancia desde el origen hasta el punto
(1,1, .. 1)en R™?

11. ;Cudl es la distancia desde el punto (1, 1, ..., 1) en el
espacio n-dimensional al punto més cercano en el eje x?

En los Ejercicios 12-23, describa (y dibuje si es posible) el
conjunto de puntos de R* que cumplen las ecuaciones o
inecuaciones dadas,

12 z=2 18 y= -1
14 z=x 18 x+ y=1
18 ¥+ ¥+ 7=4

17. (x— )2+ (y+2)° + (z—3)° =4

18 ¥+ y+7=2z
20 L +7=4 2, 7=y

2 oz, E+ ) 28 x+ 2y+3z=6

En los Ejercicios 24-32, describa (y dibuje si es posible) el
conjunto de puntos de R* que cumplen las parejas de
ecuaciones o inecuaciones dadas,

ﬂ{;=1 25-{:1:-_;=1
= 2 =z

18 ¥ + 7 <4

Y+ +7=4 Y+y+7=4
"‘{z=1 ”‘{f+y+i=4x
X+y+2=4 ¥+ =1

Hl{,1'24r22=1 m{z=x
m{y“ m.{ L
ZLy zzy

% {f +y+Fg1

JE+ <€z
En los Ejercicios 33-36, especifique la frontera y el interior
de los conjuntos S del plano cuyos puntas (x, ) cumplen
las condiciones dadas. ;Es S abierto, cerrado o ninguna de
las dos cosas?

VO<F+y<l S x=0 y<0
&\ ox+y=1 M| |4+ |y<1

En las Ejercicios 37-40, especifique la frontera y el interior
de los conjuntos S del espacio tridimensional cuyos puntos
(x, ¥ 2) cumplen las condiciones dadas, ;Es S abierto,
cerrado o ninguna de las dos cosas?

.1t +y+7<4

| (x—2"+(y—2"=0

B x=0 y=>1, z<i
W F+yY<l,y+z>2
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([iWwl Vectores

Un vector es una entidad compuesta por un mdule (tamafio o longitud) y una direcciém. Por
ejemplo, la velocidad de un objeto mévil tiene un valor numérico y una direccién de movimien-
to, por lo que es un vector. Los vectores se representan geométricamente mediante flechas (seg-
mentos dirigidos) y a menudo se identifican realmente con estas flechas. Por ejemplo, el vector
ABes una flecha con origen en el punto A y extremo en el punto B, Los vectores se representan
mediante una letra en negrita,

v=AB

Véase la Figura 10.11, Cuando se escriben a mano, para representar un vector se puede utilizar
una flecha sobre una letra (7 = AB). E1 médulo del vector v es la longitud de la flecha y se indi-
ca como |v| o |AB|.

B
v
Figura 10.11 El vector v = AB,

Aunque los vectores tienen médulo y direccién, en general no tienen paosicidn, es decir, no
estan situados en ningtin punto en particular, Dos vectores, my v, se consideran iguales si tienen
la misma longitud y la misma direccién, aunque sus flechas representativas no coincidan. Las
flechas deben ser paralelas, tener la misma longitud y apuntar en la misma direccién. Por ejem-
plo, en la Figura 10.12, si ABYX es un paralelogramo, entonces AB = XY,

Por el momento, consideraremos vectores en el plano, es decir, vectores cuyas flechas repre-
sentativas estdn en un plano. Si se utiliza un sistema de coordenadas cartesianas en el plano, se
pueden definir las componentes x e y de cualquier vector. Si A= (a, b) y P= (p, g), como se
muestra en la Figura 10,13, entonces las componentes x e y de AP son, respectivamente, p — ay
g — b. Notese que si Oes el origen y Xes el punto (p— a g — b), entonces

1P =./(p- a%+ (g— b’ = |OX|

pendiente de AP = h = pendiente de OX

Por tanto, AP = OX. En general, dos vectores son iguales si y s6lo si tienen las mismas compo-
nentes x e y.

P=ip.g)

X=(p—a,qg—h)

X ] x

Figura 10.12 4B = X7, Figura 10.13 Componentes de un vector,

Hay dos importantes operaciones basicas definidas para vectores: suma y multiplicacién por
un escalar,
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DEFINICION 1 Suma de vectores

Dados dos vectores my v, su suma u + v se define como sigue. Si se sitia una flecha que
representa al vector v con su origen en el extremo de una flecha que representa al vector u,
entonces la flecha que va desde el origen de w hasta el extremo de v representa al vector
u + v. En otras palabras, si my v tienen su origen en el mismo punto, entonces wm + v se
representa por una flecha con su origen en ese punto y su extremo en el vértice opuesto del
paralelogramo generado por m y v. Esto se muestra en la Figura 10.14(a).

DEFINICION 2 Multiplicacién por um escalar

Si w es un vector y f es un nimero real (denominado también escalar), entonces la mmdti-
plicacién por un escalar fv es un vector de modulo | ¢] veces el modulo de v y cuya direc-
cién coincide con la de w si >0 o es contraria a la de v si ¢t< 0. Véase la Figura
10.14(b). Si ¢t= 0, entonces #v tiene longitud cero y, por tanto, no tiene ninguna direccién
en particular. s el vector cere, que se representa por O

—_—
Y
2v ;
-—
—v
—
|
—aF Figura 10.14
(a) Suma de vectores,
(a) (b) (b) Multiplicacién por un escalar,

Supongamos que w tiene componentes a y b y que v tiene componentes x e y. Entonces las
componentes de m~+ vson a+ xy b+ y, y las de tw son tx y ty. Véase la Figura 10.15.

Figura 10.15 Las componentes de

una suma de vectores o del producto
de un escalar por un vector son la
misma suma o multiplicacién de las
correspondientes componentes de los
vectores,

En R? consideraremos dos vectores particulares con especial atenci6én, Son los siguientes:

(i) El vector i desde el origen al punto (1, 0).
(i) El vector j desde el origen al punto (0, 1).
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Es decir, las componentes de i son 1 y 0 y las componentes de j son 0 y 1. Estos vectores se
denominan vectores de Ia base estémdar del plano. Un vector r desde el origen hasta el punto
(x, y) tiene componentes x e ¥, y se puede expresar de la forma

r=<{x p=xi+jj

En la primera forma se especifica el vector indicando sus componentes entre paréntesis angula-
res; en la segunda forma r se escribe como una coambinacién lneal de los vectores de la base
estandar i y j (véasela Figura 10.16). El vector r se denomina vecior de posicidn del punto (x, 3.
Un vector de posicién tiene su origen en el origen de coordenadas y su extremo en el punto cuya

posicién se especifica. La longitud de res |r| = /¥ + %

X Figura 10.16 Todo vector se puede expresar como una combinacion lineal

i v de los vectores de la base,

De forma més general, el vector AP, desde A = (a, b) hasta P= (p, g), en la Figura 10,13, se
puede escribir también en forma de una lista de componentes o una combinacién lineal de los
vectores de la base estdndar:

AP=(p-aqg-b=(p—ai+(g— bj

Las sumas y las multiplicaciones de vectores por un escalar se expresan facilmente en términos
de componentes. Si w= i+ thj y v=0vi+ vy, y si f es un escalar (es decir, un nimero
real}, entonces

ut+tv= (u1 +Ul}i+ (U2'|" ﬂz]j
= (tw) i+ ()

El vector cero es 0= 0i + 0j. Su longitud es cero y no tiene direccién especifica. Para todo vec-
tor w se cumple que Om= @ Un vector umitario es un vector de longitud 1. Los vectores i y j
de la base estandar son vectores unitarios. Dado un vector v distinto de cero, se puede formar un
vector unitario ¥ de la misma direccién que v multiplicindolo por el inverso de su longitud (un

( )

SiA=(2, 1), B=(—1,3)y C= (0, 1), exprese los sigulentes vectores como una com-
binacién lineal de los vectores de la base estandar;

(a) AB (b) BC () AC (d AB+ BC (e) 2AC — 3CB
() Un vector unitario en la direccién de AB.

Solucion

(@) AB=(—1—-2)i+(3—(—1)j=—3i+4j

) BC=0—(—)i+(1-3)j=1-2]

© AC=(0—-2)i+(1—(—-1))j= —2i+2j
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(d AB+BC=AC= —2i+2j
() 2AC—3CB=2(—2i+2§ —3(—i+2) = —1—-2j
() Un vector unitario en ladjreccldndeEeGE= —§l+%_|

| 4B|
N

En el ejemplo anterior estd implicito el hecho de que las operaciones de suma y multiplicacién
por un escalar siguen las reglas algebraicas apropiadas, tales como

ut+tv=v-+u
ma+v)+w=ua+(v+w
u-v=u+(—-1v

ta+v) =ta+ tv

Vectores en el espacio tridimensional

El 4lgebra y la geometria de vectores descritas aqui se pueden extender a espacios de cualquier
nimero de dimensiones, Podemos pensar todavia en vectores representados por flechas, y las su-
mas y los productos escalares se realizan igual que para vectores del plano.

Dado un sistema de coordenadas cartesianas en el espacio tridimensional, se definen tres vee-
tores de Ia base estimdar, i j y k representados por flechas desde el origen a los puntos (1, 0, 0),
(0, 1, 0) y (0, O, 1), respectivamente (véase la Figura 10.17). Todo vector en el espacio tridimen-
sional se puede expresar como una combinacién lineal de esos vectores de la base; por ejemplo,
el vector de posicion del punto (x, y, 2 se expresa como

r=xi+ yj+ 7k

Figura 10.17 Los vectores de la base estandar i j y k

Se dice que las comypomentes de r son x, ¥y z La longitud de r es

v =/ + ¥+ 7

SiP=,nazayk= 2, ) son dos puntos del espacio tridimensional, entonces las
componentes del vector v = desde P, hasta P, son % — x;, o — 1 Y Z — 7, Y, por tanto,
se representan en funcién de los vectores de la base estandar de la siguiente forma:

v=PP=x-x)i+tk-njtkz-2k
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Sim=2i+j—2kyv=31—2j — k calcule m+ v, m— v, 3m— 2v, |m], |¥| y un vec-
tor unitario @en la direccién de wm.

Solucién
wtv=0+3i+(1—-2j+(-2— Dk=5i—j— 3k
u—v=02- i+ 1 +2)j+(—2+ Dk= —i+3j—k
3m—2v=(6—68i+ @3 +4)j+(—6+2)k="7j— 4k

m=/1+1+4=3, |v=/9+4+1=/14
1 2. 1, 2
a=(—|u="1+-J--k
™ 3 30 3

El siguiente ejemplo ilustra la forma en la que se pueden utilizar los vectores para resolver pro-
blemas sobre velocidades relativas, Si A se mueve con velocidad v, 5 relativa a B y B se mue-
ve con velocidad vy, - relativa a C, entonces A se mueve con velocidad v, . relativa a C,

siendo

Varelc= Vil T Vel c

Una aeronave se mueve con una velocidad de 300 km/h, Si la velocidad del viento proce-

dente del este es de 100 km/h, jen qué direccién debe moverse la aeronave para volar en linea recta desde
la ciudad P hasta la ciudad @), que estd a 400 km al nornoreste de P? ;Cuénto duraré el viaje?

Solucion El problema es bidimensional, por lo que utilizaremos vectores en el plano. Escogeremos
nuestro sistema de coordenadas de forma que los ejes x e y apunten al este y al norte, respectivamente, La
Figura 10,18 ilustra las tres velocidades que se deben considerar, La velocidad del aire relativa a la tierra es

Vaire rel tierra = 1004

300{cos 81 + sendj)
67.5°

“—Toni

Figura 10.18 Diagrama de velocidades de la aeronave del Ejemplo 3.

Si la aeronave se dirige en una direccién que forma un angulo @ con la direccién positiva del eje x, enton-
ces la velocidad de la aeronave relativa al aire es

Vooronave relape = 00 €0 61 + 300sen G

Poar tanto, la velocidad de la aeronave relativa a la tierra es

Vaeronave rel ierra = Vaeronave rel aire + Watre rel tierra

= (300cos @ — 100) i + 300sen 7]

Deseamos que esta tltima velocidad esté en la direccidn nornoreste, es decir, en una direccion que forme
un angulo de 37/8 = 67.5° con la direccién positiva del eje x, Por tanto, tenemos que

Vaoronave reltierra = U [(C0S 67.5°) 1 + (5en67.57) ]



646 CALCULO

siendo v la velocidad real de la aeronave, Comparando las dos expresiones de V. onave reltierra 5¢ Obtiene
300cos 8 — 100 = vcosB7.5°
300sen 6 = vsenB7.5°
Eliminando v en esas dos ecuaciones se obtiene
300cos i sen67.5° — 300senf cos 67.5° = 100sen67.5°

3sen (67.5° — 6) = sen67.5°
Por tanto, la aeronave debe dirigirse en una direccién @ dada por

1
6 = 67.5° — arcsen(gsen 67.5”) ~ 49.58°

es decir, 49.56° al norte del este, Su velocidad es
v = 300senf/sen67.5° ~ 247.15 km/h

Por consiguiente, el viaje de 400 km durard aproximadamente 400/247.15 ~ 1.618 horas, o aproximada-
mente 1 hora y 37 minutos, -

Cables y cadenas que cuelgan

Cuando se suspende de sus extremos y cuelga bajo el efecto de la gravedad, un cable pesado o
una cadena toma la forma de la curva denominada catemaria que se corresponde con la grafica
de la funcién coseno hiperb6lico. Vamos a demostrarlo utilizando vectores para representar las
diferentes fuerzas que acttian sobre el cable.

Supongamos que el cable tiene una densidad lineal § (unidades de masa por unidad de longi-
tud) y cuelga tal como se muestra en la Figura 10.19. Escogeremos un sistema de coordenadas
de forma que el punto més bajo L del cable esté en (0, y); el valor de y; se especificard poste-
riormente. Si P = (x, y) es otro punto del cable, hay tres fuerzas que actiian sobre el arco LP del
cable entre L y P. Todas esas fuerzas se pueden representar utilizando componentes horizontales
y verticales,

(i) La tensién horizontal H = — Hi en L. Es la fuerza que ejerce la parte del cable que esta a
la izquierda de L sobre el arco LPen L.
(iff La tensi6n tangencial T = T,i+ T.j. Es la fuerza que ejerce la parte del cable que estd a la
derecha de Psobre el arco LPen P.
(iii) El peso W = —§gsj del arco LP, siendo g la aceleracion de la gravedad y s la longitud del
arco LP.

Como el cable no se mueve, estas tres fuerzas deben equilibrarse; su vector suma debe ser cero:
T+tH+W=0
(Th— B+ (T, - 689§ =0

Por tanto, 7, = Hy T, = 6gs. Como T es tangente al cable en P, la pendiente del cable en ese
punto es

V. 0.
& T, H =

siendo a= §g/H una constante del cable dado. Diferenciando con respecto a x y utilizando el

hecho, procedente de nuestro estudio de la longitud de arco, de que
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Y  Figura 10.19 Un cable que cuelga y las fuerzas
que actiian sobre el arco LP.

se obtiene una ecuacién diferencial de segundo orden,
& ds
LEAR a—r-=a_ [l1+ ﬂ,
dy dx dx

que debe resolverse para obtener la ecuacién de la curva que representa al cable que cuelga. Las
condiciones iniciales apropiadas son y = y; y dy/dx= 0 en x= 0.

Como la ecuacion diferencial depende de dy/dx, en vez de y, sustituimos m(x) = dy/dx para
obtener una ecuacién de primer orden en nr:

dm
a=m

Esta ecuacién es separable; se integra utilizando el cambio m = senh u:
i

jﬁdm= J.adr

[ = [ e e
senh™'m=uy=ax+ C
m= senh (ax + C))

Como m = dy/dx=0en x= 0, tenemos que 0 =senh C;, porloque ¢, =0y

d
=~ = m = senh (a0

dx
Esta ecuacion se integra facilmente para obtener y (si hubiéramos utilizado para m un cambio
por la tangente en vez de un cambio por el coseno hiperbélico hubiéramos encontrado més pro-
blemas).

1
y=;cosh(ax}+Cz
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Si se escoge yp = y{0) = 1/a, entonces, sustituyendo x= 0, se tiene C; = 0. Con esta seleccién
de y; encontramos por tanto que la ecuacién de la curva que representa al cable que cuelga es la
catenaria

1
y=;oosh(6‘1}

Observacion Si un cable que cuelga soporta cargas adicionales a su propio peso, tomara una
forma diferente. Por ejemplo, un cable que da soporte a un puente suspendido cuyo peso por uni-
dad de longitud es mucho mayor que el del cable tomara la forma de una pardbola. Véase el
Ejercicio 34 posterior.

Producto escalar y proyecciones
Existe otra operacién entre vectores de cualquier dimensién mediante la cual se combinan dos
vectores para producir un nimero denominado producto escalar.

DEFINICION 3 Producto escalar de dos vectares

Dados dos vectores m= ui+ tj y v=1v,i + 0,j en R?, se define su producto escalar
uev como la suma de los productos de sus correspondientes componentes:

We V= U1y + Uty

A veces utiliza la expresién producto interno en vez de producto escalar. De forma simi-
lar, dados los vectores w= i + uirj + ek y v=v;i+ v,j + vsken R?,

WeV = U] T LUy + Uty

El producto escalar tiene las siguientes propiedades algebraicas, que se pueden comprobar facil-
mente utilizando la definicién anterior:

Uev=vVeu (propiedad conmutativa)
Ue(V+W —uev+uew (propiedad distributiva)
() ev = (t¥) = e V) (para ¢ real)

ueu = |uf

El significado real del producto escalar se demuestra mediante el siguiente resultado, que se po-
drfa haber utilizado para definir el producto escalar:

TEDREMAo Si @ es el dngulo que forman las direcciones de my v (0 < @ < =), entonces
uev = |u||v|cosd

En particular, me v = 0 si y s6lo si my v son perpendiculares (por supuesto, el vector cero
es perpendicular a todo vector).

DEMOSTRACION Obsérvese la Figura 10,20 y apliquese el Teorema del Coseno al
tridngulo formado por las flechas w vy u — w:
laf® + |v[* = 2Ju| |vjcos = ju— v}’ = @~ v) o (w— V)
=me@— V) — Ve (m— V)
=uell —UeV— Vel T+ VeV
= |af® + |v* — 2uev
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Figura 10.20

Por tanto, |m||v|cos@ = wev, como se queria demostrar.

. |

ST LR Calcule el 4ngulo 6 que forman los vectoresm=2i+j —2kyv=3i—-2j— k
Solucién Despejando @ de la formula me v = |m||v| cas 6 se obtiene

PR, C A ((21(3) + (=2 + (—2)(—1))
jaf[v| 3./14

2
=cos ' — ~ 57.69°

/i

A veces resulta de utilidad proyectar un vector sobre otro, Definiremos la proyeccion escalar y el
vector proyeccién de men la direccién de w

DEFINICION 4 Proyeccién escalar y vector proyeccién
La proyeccién escalar s de un vector m en la direccién de un vector v distinto de cero es
el producto escalar de m por un vector unitario en la direccién de v, Por tanto, es el mimero
eV
s=——=|u|cosf
v
siendo 6 el dngulo formado por my w.

Fl vecior proyecdén u, de u en la direccién de v (véase la Figura 10.21) es la multi-
plicacién por la proyeccién escalar de men la direccién de v de un vector unitario ¥ en la
direccion de v, es decir,

WeV MWeV

vector proyeccién de m sobre v=w, = W v= W v

Figura 10.21 Proyeccién escalar s y vector proyeccién w, de un vector m
sobre el vector v,
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Noétese que | es la longitud del segmento sobre la recta definida por el vector v que resulta de
trazar perpendiculares a esa recta desde el origen y el extremo de w. Ademds, s es negativo si
0> 90°,

Muchas veces es necesario expresar un vector como una suma de otros dos vectores, uno de
ellos paralelo y el otro perpendicular a una direccién dada.

Exprese el vector 31 + j como suma de vectores m + v, siendo w vector paraleloai+jy
v perpendicular a m
Solucion

METODO I (Uso del vector proyeccién) Nitese que m debe ser el vector proyeccion de 3i +j en la di-
reccion de i + j. Por tanto,

_Bit+jeli+] _4 B
._—|l+.]|2 [l+_])—2{l+_])—21+2_]
v=3i+j—ua=1—j
METODO II (Partiendo de principios basicos) Como mes paralelo a i+ j y v es perpendicular a w, tene-

mos que
u=ti+j) y vel+j=0

para algin escalar ¢ Queremos que m+ v = 31+ j. Realizando el producto escalar de esta ecuacion por
i+

ae(it+j) +tve@+=0it+tJeli+)
ti+jei+j+0=4

Por tanto, 2t = 4 y {= 2. Entonces,
u=2i+2j y v=3itj—mu=i—j

Vectores en el espacio ndimensional

Todas las ideas anteriores son aplicables a vectores en espacios de cualquier dimensién. Los vec-
tores en R” se pueden expresar como combinaciones lineales de los n vectores unitarios

@ desde el origen al punto (1, 0, 0, ..., 0)
@ desde el origen al punto (0, 1, 0, ..., 0)

€, desde el origen al punto (0, 0, 0, ..., 1)

Esos vectores forman una base estdndar en R”, Un vector x n-dimensional con componentes x;,
X, ..., X, se puede expresar de la forma

X=X@ + 58+ - + X6

La longitud de x es |x| = /% + % + --- x4, El angulo entre dos vectores x e y es
1 X.y

[x] |yl

B =cos™
siendo
Xey=x) + Xkt - + XV

No haremos mucho uso de vectores n-dimensionales para n> 3, pero todo lo que se ha dicho
hasta ahora para vectores en dos o tres dimensiones se puede aplicar a vectores n-dimensionales.
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Ejercicios 10.2

1. SeaA=(—1,2),B=020),C=(1, —3), D=(0, 4.
Exprese los sigulentes vectores como combinacién
lineal de los vectores de la base estandar iy j en R

(@) AB.  (b) BA, (o) AC (d BD, (e) DA
() AB— BC, (g AC- 2AB+3CD,

AB+ AC+ AD
(h) I T

En los ejercicias 2 y 3, calcule lo siguiente para los
vectores dados my v

(a) m+ W, u—v, 2a— v

(b) Las longitudes |w y |v}.

{c) Los vectores unitarios @ y ¥ en las direcciones de
m y v, respectivamente,

(d) El producto escalar mev.

(e) El angulo que formanmy v.

(f) La proyecci6n escalar de w en la direccién de w.

(g) El vector proyeccién de v sobre m.

Zu=i-jyv=j+2k
2 u=3i+4j - Skyv=3i—4j— 5k

4. Utilice vectores para demostrar que el tridngulo de
vértices (— 1, 1), (2, 5) y (10, —1) es rectangulo.

En los Ejercicios 5-8, demuestre los resultados geométricos
que se plantean utilizando vectares.

3 El segmento que une los puntos medios de das lados de
un tridngulo es paralelo al tercer lado y tiene la mitad
de su longitud.

6 Si P, @), Ry Sson los puntos medios de los lados AB,
BC, CDy DA, respectivamente, del cuadrilatero
ABCD, entonces PQRS es un paralelogramo.

* 7. Las diagonales de todo paralelogramo se cortan en la
mitad unas a otras.

+ 8 Las medianas de un tridngulo se cortan en un punto
comiin (la mediana es la recta que une un vértice con
el punto medio del lado opuesto. El punto comiin se
denomina centroide del tridngulo).

9. Una veleta montada en el techo de un coche que se
mueve al norte con una velocidad de 50 km/h indica
que el viento viene del oeste, Cuando el coche duplica
su velocidad, la veleta indica que el viento proviene
del noroeste. jDe qué direccién procede el viento y
aial es su velocidad?

10. Un rio recto de 500 m de ancho fluye hacia el este con
una velocidad constante de 3 km/h, Si un bote se puede
desplazar en el agua con una velocidad de 5 km/h, jen
qué direccién habra que dirigirlo si se desea remar del

punto A en la orilla sur hasta el punto B en la orilla
norte situado exactamente al norte de A? ;Cudnto
tiempo durard el viaje?

+11. ;En qué direccién habra que dirigirse para cruzar el
rio del Ejercicio 10 si sélo se puede remar a 2 km/h,
y se desea cruzar desde el punto A hasta un punto C
en la orilla norte, situado a k km aguas abajo de 57
(Para qué valores de k no es posible el viaje?

12. Cierta aeronave vuela con una velocidad de 750 km/h.
¢ En qué direccién debera dirigirse para progresar hacia
el este verdadero si el viento es del noreste y tiene una
velocidad de 100 km/h? ;Cuénto tiempo tardara en
viajar a una ciudad situada a 1500 km de su punto de
partida?

13. ;Para qué valor de tes el vector 2+ 4§ — (10 + Nk
perpendicular al vector i + 4§ + k?

14. Calcule el 4ngulo que forman la diagonal del cubo y
uno de sus lados.

15. Calcule el 4ngulo que forman una diagonal del cubo y
una diagonal de una de las caras del cubo. Obtenga
todas las posibles respuestas.

16 (Cosenos directares) Si un vector m de R® forma
angulos @, § y 7 con los ejes coordenados, demuestre
que

@ = cosai + cos fij + cosyk

es un vector unitario en la direccién de w, de forma
que cos® o + cos? B + cos?y = 1, Los niimeros cosa,
cos fi y cosy se denominan cosenos directores de m

17. Calcule un vector unitario que forme angulos iguales
con los tres ejes coordenados.

18 Calcule los tres dngulos de un tridngulo de vértices
(1,0,0), (0,2 0)y (0, 0, 3).

18. Sir, yr, son los vectores de posicién de P, y P, y 4
es un nimero real, demuestre que

r=(1-)r, +ir,

es el vector de posicién de un punto P situado en la
recta que une P, y P,. ;Dénde estd Psi = 1/27 ;Y si
A=2i¥std=—-1?;Ysil=27

20. Sea a un vector distinto de cero, Describa el conjunto
de todos los puntos del espacio tridimensional cuyos
vectores de posicién r cumplen que aer =0,

21. Sea a un vector distinto de cero, y sea b un nimero
real cualquiera, Describa el conjunto de puntos en el
espacio fridimensional cuyos vectores de posicién r
cumplen que aer= b,
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En los Ejercicios 22-24, m=2i+j— 2k v=1i+2j — 2k
yw=2i-2j=k

22, Obtenga dos vectores unitarios tales que los dos sean
perpendiculares simultiéneamente amy v,

£8. Obtenga un vector x que cumpla el sistema de
ecuaciones Xxem =9, Xxev=4 xew=2§,

24 Obtenga dos vectores unitarios tales que cada uno
forme 4ngulos iguales con m, vy W,

25. Obtenga un vector unitario que sea la bisectriz del
angulo entre dos vectares cualesquiera distintos de
Cero, my v.

28. Dados dos vectores no paralelos m y v, describa el
conjunto de puntos tales que sus vectores de posicién r
sean de la forma r = Jm + pv, siendo 1 y g nimeros
reales arbitrarios.

27. (Designaldad del tridngnlo) Sean m y v dos vectores.
(a) Demuestre que [m+ v[° = |uf + 2mev + |v[°.
(b) Demuestre que mev < |m ||v|.
(c) Deduzca a partir de (a) y (b) que [m + v| < |u] + |v].

28 (a) ;Por qué se denomina la desigualdad del Ejercicio
7(c) desigualdad del triangulo?
(b) ¢Qué condiciones sobre m y v implican que
m+v| = || + [v]?
20 (Bases ortonormales) Seanm =i+ 3§, v=21—-1]j
yw=k
(@) Demuestre que [m| = |v|=|w|=1y
uev=mew=vew=[0, m vy wson vectores

unitarios mutuamente perpendiculares y, como

tales, se dice que forman una base ertonormal de
R,
(b) Sir=xi+ yj + 7k demuestre por cilculo directo

r=(reun+ Tev)v+ (Freww

30. Demuestre que si m, v y w son tres vectores unitarios
mutuamente perpendiculares en R’ y
r=aa+ v+ cow entonces a=rewm b=revy
C=TewW

3. (Resdluciin de un vector en direcciones
perpendiculares) Si a es un vector distinto de cero y

10.3

w es un vector cualquiera, obtenga dos vectores my v
tales que w = m + v, m sea paralelo a a y v sea
perpendicular a a

(Expresién de un vectar camo combinacién lineal de
otros dos vectares coplanares con &) Suponga que m,
v y rson los vectores de posicién de los puntos U, Vy
P, respectivamente, que m o es paralelo a v y que P
estd en el mismo plano que contiene al origen, a Uy a
V. Demuestre que existen niimeros 4 y u tales que

r = m+ uv. Sugerencia. Exprese v y r como suma de
vectores paralelos y perpendiculares a w, como se
sugiere en el Ejercicio 31.

+*38 Dadas las constantes 1, sy f,conr# 0y s#0, y
dado un vector aque cumple que |al® > 4rst, resuelva
el sistema de ecuaciones

X+sy=a
Xey=1

obteniendo los vectores desconocidos x e y.

Cables que cuelgan

34 (Un puente en suspensidn) Si un cable que cuelga
soporta un peso con densidad lineal horizontal
constante (de forma que el peso que soporta el arco LP
en la Figura 10,19 es dgx en vez de dgs), demuestre
que el cable toma la forma de una parabola en vez de
una catenaria, Este es probablemente el caso de los
cables de un puente en suspension,

35 En un punto P, separado 10 m horizontalmente
de su punto més bajo L, un cable forma un dngulo (&
de 55° con la horizontal, Calcule la longitud del cahle
entre Ly P,

38. Calcule la longitud s del arco LP del cable colgante de
la Figura 10.19, utilizando la ecuacién

= (1/8) cosh (ax) calculada para dicho cable. A partir
de aqui, verifique que el médulo T= |T| de la tensién
del cable en cualquier punto P= (x, }) es T= dgy.

. Un cable de 100 m de longitud cuelga entre dos
torres separadas 90 m de forma que sus extremos
estan sujetas a la misma altura en las dos torres,

(A qué distancia de esa altura esta el punto mas bajo

del cable?

Producto vectorial en el espacio tridimensional

Se define, tinicamente en el espacio tridimensional, otra clase de producto entre dos vectores de-
nominado producto vectorial, que se expresa como wx v.
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DEFINICION 5

Dados dos vectores m y v en R el producie vectorial ux v es un tinico vector que cum-
ple las tres condiciones siguientes:

(1) uxv)eu=0y (uxv)ev=20
(ii) |mxwv| = |u||v|senf, siendo @ el angulo que forman my w.
(i) w, vy wx v forman un triedro orientado segin la mano derecha.

Simy wson paralelos, la condicién (ii) dice que mx v = @ el vector cero. En otro caso, en cual-
quier punto de R® existe una tinica recta que es perpendicular a my v. La condicion (i) dice que
uxv es paralelo a esta recta, La condicién (iii) determina cudl de las dos direcciones de esta
recta es la direccién de mx v; un tornillo orientado a la derecha avanza en la direccién de mx v si
se rota en la direccién que va de m a v (esto equivale a decir que el pulgar, el indice y el dedo
medio de la mano derecha apuntan en las direcciones de w, v y mx v, respectivamente).

Siwmy vtienen su origen en el punto P, entonces mx v es normal (es decir, perpendicular) al
plano que pasa por Py contiene a los vectores my v y, por la condicién (ii), mx v tiene una
longitud igual al 4rea del paralelogramo generado por m y v (véase la Figura 10.22). Estas pro-
piedades hacen del producto vectorial una herramienta muy til para la descripcién de planos
tangentes y rectas normales a superficies en R,

Figura 10.22 wx v es perpendicular a m y v y su longitud es igual al area
del paralelogramo sombreado.

La definicién de producto vectorial dada anteriormente no requiere ningin sistema de coordena-
das y, por tanto, no muestra directamente las tres componentes del producto vectorial con res-
pecto a una base estdndar. Estas componentes las proporciona el siguiente teorema:

TEOREMA o Camponentes del producio vectorial
Sia= i+ uj+ usky v= v+ vy§ + v:k entonces

uxv = (s — Ui+ (s, — woa)j + (v, — o))k

DEMOSTRACION Observemos en primer lugar que el vector
w= (03 — tgva) i + (tavy — wwa)j + (w2 — )k
es perpendicular a my v, ya que
We v = u(Upvs — Uty + Up(Uhvy — Uwa) + Ua(thvy — pvy) = 0

y de forma similar vew = 0. Por tanto, mx v es paralelo a w. A continuacién, demostrare-
mos que w y ux v tienen la misma longitud. De hecho,
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| = (thvs — tyoy)® + (thoy — w)* + (U — tho))?
= 103 + v} — 2upvs0, + VS + 10
— 2u0, Uy 0s + U5 + BVS — 2u0, b0,

|axv* = |uf*|v|*sen®d
= uf*|vf* (1 - cos 6)
= |uf’ |vf’ - (mev)?
= (f + 1§ + B) ] + v} + 03 — (o, + U, + Wgva)
= v} + o} + o] + o} + v} + B + ot + vp + theh
— Uio} — 1hvh — U35 — 2Uh0 Uy — 2U1D, Uz — 2UpUalily
|w)?

Puesto que w es paralelo a mx v, y tiene su misma longitud, tenemos que mxv=w o
ux v= —w. Queda demostrar que la eleccién correcta es la primera, Para ver que esto es
asi, supongamos que el triedro que forman los vectores w, v y w se rota rigidamente en el
espacio tridimensional de forma que w apunte en la direccién del eje x positivo y v esté en
la mitad superior del plano xy. Entonces m= ujiiy v=vd+ v, siendo v, >0y v, > 0.
Por la «regla de la mano derecha», wx v debe apuntar en la direccién del eje z positivo.
Pero w= uv,k apunta en esa direccion, por lo que mx v = w es la eleccién correcta.

°

La férmula del producto vectorial expresada en funcién de las componentes puede parecer com-
plicada y asimétrica. Sin embargo, como veremos posteriormente, se puede expresar mas facil-
mente utilizando un determinante, Més adelante en esta secci6n estudiaremos los determinantes.

IEETTRN (Clculo de productos vectariales)
@ ixi=0 ixj=k jxi= -k
§xj=0  jxk=i kxj=-i
kxk=0 kxi=j  ixk= -}
(b) (28+J — 3K x(—2j + 5K
= (DG = (=2(=3i+ (=30 — @AENj + ((2(=2) - D)k
= —1-10j - 4k -

El producto vectorial tiene algunas de las propiedades de los productos, pero no todas. Resumi-
remos sus propiedades algebraicas como sigue:

Propiedades del producto vectarial

Sim, vy wson vectores de R® y ¢ es un niimero real (un escalar), entonces
(i) axu=0

(i) mxv= —wvxu (E1 producto vectorial es anticommutativo)

(i) (m+v)xw=uxw-+ vxw

(iv) mx(v+w =uxv+uxw

(V) () xv=mux(iv) = tlmxv)

(vi) me (uxv) =ve(muxv) =0
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Todas estas igualdades se pueden verificar facilmente utilizando las componentes, la definicién
de producto vectorial o las propiedades de los determinantes que se presentan posteriormente, Se
dejan como ejercicios para el lector. Nétese la ausencia de la propiedad asociativa, El producto
vectorial no es asociativo (véase el Ejercicio 21 al final de esta seccién). En general,

ux (Vxw # (uxv)xw

Determinantes

Para simplificar ciertas férmulas, como las de la representacién en componentes del producto
vectorial, presentaremos los determimamdes 2 x 2 y 3 x 3. Los determinantes generales n x nse
estudian normalmente en cursos de algebra lineal. Aparecerdn en la Seccién 10.6. En esta sec-
cién simplemente consideraremos las propiedades de los determinantes, necesarias para utilizar-
las como ayuda en la expresién de férmulas que de otra forma serian complicadas.

Un determinante es una expresion en la que intervienen los elementos de una matriz cuadra-
da de nimeros. El determinante de una matriz de ntimeros 2 x 2

a b
c d

se expresa encerrando la matriz entre barras verticales y su valor es el nimero ad — bc

a b
d

|=ad—bc

Es el producto de los elementos de la diagonal principal de la matriz menos el producto de los
elementos de la diagonal secundaria, como se muestra en la Figura 10,23, Por ejemplo,

|12

3 4|~ 0O - @O =-2

Figura 10.23
De forma similar, el determinante de una matriz de niimeros 3 % 3 se define como

a b c
d e f|= aei+ bfg+ cdh— gec — hfa— idb
g h i

Obsérvese que en cada uno de los seis productos del valor del determinante interviene un ele-
mento de cada fila y un elemento de cada columna. Teniendo esto en cuenta, cada uno de los
términos podria verse como el producto de los elementos de la diagonal de una matriz ampliada,
obtenida repitiendo las dos primeras columnas de la matriz a la derecha de la tercera columna,
como se muestra en la Figura 10.24. El valor del determinante es la suma de los productos co-
rrespondientes a las tres diagonales principales completas menos la suma de los correspondientes
a las tres diagonales secundarias. Con la practica, podemos formar esos productos de las diago-
nales sin necesidad de escribir explicitamente la matriz ampliada.
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Figura 1024 ATENCION: Esie método no funciona para determinanies
de orden 4 % 4 o superior.

Si se agrupan los elementos de la expresién del determinante sacando factor comiin los ele-
mentos de la primera fila, se obtiene

a b c
d e f|=alei— fh)y— bldi — fg) + c(dh— eg
g dar
e f d f d e
=3 - b e
h i |g 1 |g h

Los determinantes 2 x 2 que aparecen aqui (denominados menores del determinante 3 x 3 dado)
se obtienen eliminando la fila y la columna que contienen al elemento correspondiente del deter-
minante 3 x 3 original, Este proceso se denomina desarrollo en menores respecto a la primera
fila del determinante 3 x 3.

Este desarrollo en menores se puede realizar con respecto a cualquier fila o columna. Nétese
que aparece un signo menos en cualquier término cuyo menor se obtenga borrando la fila #ési-
ma y la columna j-ésima, siendo 7+ j un nimero impar. Por ejemplo, podemos desarrollar el
determinante anterior en menores respecto a la segunda columna como sigue:

a b c
d e f
g h i

d f
g I

a C

g 1

a ¢

P

=—b| + e

= —bdi + bfg+ eal — ecg — haf+ hcd

Por supuesto, se obtiene el mismo valor que antes,

1 4 -2
-3 1 a=3|; :§|+1|é :§|
2 2 -3

=3(—-8+1=-23

Hemos desarrollado respecto a la segunda fila; la tercera columna también habria sido una buena
eleccién (gpor qué?). N

Cualquier fila (o columna) de un determinante puede verse como las componentes de un vector.
Entonces el determinante es una funcién lineal de ese vector, Por ejemplo,

a b c ab c a b c
d e f =s5ld e fl+tld e f
sx+t sy+tm sz+tn X y z 1 m n

ya que el determinante es una funcién lineal de su tercera fila. Esta propiedad y otras de los de-
terminantes se desprenden directamente de la definicién. A continuacién se resumen algunas
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otras de sus propiedades. Se definen por filas y para determinantes 3 x 3, pero se pueden plan-
tear definiciones similares por columnas y para determinantes de cualquier orden,

Propiedades de los determinantes

(i) Si se intercambian dos filas de un determinante, entonces el determinante cambia de
signo:

e f a b e

b cl=-|d e f

g h i g h i

(i) Si dos filas de un determinante son iguales, el valor del determinante es 0:

d
a

a b ¢
a b e¢l=0
g h i

(iii) Si se suma un miltiplo de una fila de un determinante a otra fila, el valor del determi-
nante no cambia;

a b c ab c
d+ta e+th f+te|=|d e fF
g h i g h i

El producto vectorial como un determinante

Los elementos de un determinante son en general nimeros que se multiplican para obtener el
valor del determinante. Sin embargo, es posible utilizar vectores como elementos de una fila (o
columna) de un determinante, Cuando se desarrolla en menores respecto a esa fila (o columna),
el menor de cada elemento vector es un niimero que determina el multiplo escalar de dicho vec-
tor, La féormula para el producto vectorial de

u= i+ wj+uwk y v=uvid+ujtok

presentada en el Teorema 2 se puede expresar simbélicamente como un determinante en el que
los vectores de la base estandar forman la primera fila:

i j k
nxv=u1.:&u3=t&ual—u1 t‘53|‘|+':'t‘h“’lt
Uz U3 Uh Us vy Uz
vy Uz U3

La férmula del producto escalar dada en ese teorema coincide con el desarrollo de este determi-
nante en menores respecto a la primera fila.

Calcule el area de un tridngulo cuyos vértices estin en los puntos A=(1, 1, 0), B=(3, 0, 2)
yC=(0, -1, 1),

Soluciéon Dos lados del tridngulo (Figura 10.25) estdn dados por los vectores:
AB=21—-j+2k y AC=-i-2j+k
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C=i0-11)

A=(1110)

B — (3,0,2) Figura 10.25

El 4rea del tridngulo es la mitad del 4rea del paralelogramo generado por ABy AC. Por definicién de pro-
ducto vectorial, el 4rea del triangulo debe ser, por tanto,

. . i j k
ELIB!EI=E| 2 -1 2{|
=1 =2 1

1 1 5 _
=131 4§ 5kp—2,Z9+15+25-2V@imMmmsﬂcwMHMo i}

Un paralelepipedo es el andlogo tridimensional de un paralelogramo. Es un sélido con tres pare-
jas de caras planas paralelas. Cada una de las caras tiene la forma de un paralelogramo. Un ladri-
llo rectangular es un caso especial de paralelepipedo en el cual las caras que no son paralelas se
cortan formando angulos rectos. Se dice que un paralelepipedo estd gemerade por tres vectores
que coinciden con tres de sus ejes que se cruzan en un vértice (véase la Figura 10.26).

Figura 10.26

S LN Calcule el volumen del paralelepipedo generado por m vy w.

Soluciéon El volumen del paralelepipedo es igual al 4rea de una de sus caras, por ejemplo, la cara gene-
rada por v y w, multiplicada por la altura del paralelepipedo medida en la direccién perpendicular a esa
cara, El area de la cara es |vxw|. Como vxw es perpendicular a esa cara, la altura h del paralelepipedo
ser4 el valor absoluto de la proyeccién escalar de msobre wxw. Si 6 es el angulo que forman m y vxw,
entonces el volumen del paralelepipedo se expresa como

Volumen = |m| |vx w||cos #] = [me (vx w)| unidades al cubo

DEFINICION 6

La expresion we (v x w) se denomina producto escalar triple de los vectores w, v y w,
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El producto escalar triple se expresa facilmente mediante un determinante, Siw= wi+ wj + wk
y se utilizan representaciones similares para v y w, entonces

kW v U — Uy Uy n vy U2
W; W W W W W

h th U

=t U2 Uy

W Wy Wi

El volumen del paralelepipedo generado por w, v y w es el valor absoluto de este determinante.
Utilizando las propiedades de los determinantes, se verifica facilmente que (véase el Ejerci-
cio 18 posterior)
e (VXW =vVe (Wxu =we (uxv)
Nétese que w, v y w permanecen en el mismo orden ciclico en esas tres expresiones, Si se invir-
tiera el orden se introduciria un factor de —1:

e (VXW) = —ue (WXV)
Se dice que tres vectores en el espacio tridimensional son coplanares si el paralelepipedo que

generan tiene volumen cero; si sus origenes coinciden, esos tres vectores deben estar en el mis-
mo plano.

w Vv, y wson coplanares <> we(vxw) =0

W U
< |v; vy, v3|=0
Wy W W

Tres vectores son realmente coplanares si cualquiera de ellos es @ o si cualquier pareja de ellos
es paralela, Si no se aplica ninguna de esas dos condiciones degeneradas, s6lo pueden ser copla-
nares sl uno de ellos se puede expresar como combinacién lineal de los otros dos (véase el Ejer-
cicio 20 posterior).

Aplicaciones del producto vectorial

Los productos vectoriales son de considerable importancia en mecénica y en teorfa electromag-
nética, asi como en el estudio del movimiento en general. Por ejemplo:

(@) La velocidad lineal w de una particula de un cuerpo en rotacién situada en la posicién r con
elocidad angular € respecto al origen, se expresa como v= Q xr (para mas detalles, véase
la Seccién 11.2).

(by E1 momento angular de un planeta de masa m que se mueve con velocidad v en érbita alre-
dedor del sol, se expresa como b= rx mw, siendo r el vector de posicién del planeta respec-
to al origen situado en el sol (véase la Seccién 11.6).

(c) Si una particula con carga eléctrica g se mueve con velocidad v en un campo magnético
cuya fuerza y direccién estan dados por un vector B, entonces la fuerza que el campo ejerce
en la particula se expresa como F = gvxB. El rayo de electrones del tubo de una televisién
estd controlado por campos magnéticos que utilizan este principio.

(d) EItorque T de una fuerza F aplicada en el punto P con vector de posicién ¥ con respecto a
otro punto 7, con vector de posicién r; se define como

T=FPxF=@—-r)xF

Este torque mide la efectividad de la fuerza F para causar la rotacién alrededor del punto F.
La direccién de T es la del eje que pasa por P, respecto al que actia F para rotar P.
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Una rueda de automévil tiene su centro en el origen y gira alrededor del eje y. Una de sus
tuercas de retencién esta situada en la posicién B, = (0, 0, 10) (las distanclas se miden en centimetros).
Una llave de neumaticos de 25 cm de longitud e inclinada un 4ngulo de 60° con respecto a la direccién de
su empufiadura, se ajusta a la tuerca como se indica en la Figura 10,27, Si se aplica a la empufiadura de la
llave una fuerza horizontal F = 5001 newtons (N), jcudl es el torque sobre la tuerca? jQué parte {compo-
rente) de este torque es efectiva para girar la tuerca sobre su eje horizontal? ; Cudl es el torque efectivo que

intenta girar la rueda?

en nuestra direccién,

Figura 10.27 La fuerza sobre la empufiadura es de 500 N directamente

Solucién La tuerca esta en la posicién 1y = 10k y la empuniadura de la llave est4 en la posicién
r= 25cos80°j + (10 + 25sen60%)k ~ 12.5§ + 31.65k

El torque de la fuerza F sobre la llave es

T =(r—n)xF
=7 (12.5_] + 21.65k) x 5004 = 10 825] — 6250k

que forma angulos rectos con F y con el brazo de la llave, Sélo la componente horizontal de este torque es
efectiva para girar la tuerca, El médulo de esta componente es de 10 825 N-cm, o 108,25 N-m, Para cal-
cular el torque efectivo sobre la propia rueda, tenemos que sustituir x; por @, la posicién del centro de la

rueda, En este caso el torque horizontal es

31.65k x 5001 &~ 15 825§

es decir, aproximadamente 158,25 N+m.

Ejercicios 10.3

1. Cacule mxvsim=i—-2j+3kyv=3i+j— 4k
2 Cdculemxvsim=j+2kyv=—-i—-j+k

R Calcule el rea del triangulo cuyos vértices son (1, 2, 0),
(1,0,2) y (0, 3, 1).

4. Obtenga un vector unitario perpendicular al plano que
contiene a los puntos (a, 0, 0), (0, b, 0) y (0, 0, o).
;Cul es el 4rea del tridngulo que tiene esos vértices?

3. Obtenga un vector unitario perpendicular a los vectores
i+jyj+ik

6. Obtenga un vector unitario con componente k positiva
que sea perpendicular a los vectores 2i — j — 2k y
2i—-3j+k

Verifique las igualdades de los Ejercicios 7-11, utilizando
la definicién de producto vectorial o las propiedades de los
determinantes,



CAPITULO 10.

7. uxu=10 & uxv= —vxm

9 M+Vxw=uxwW+Vxw
10.
11. me (mxv) = ve (mxv) =0
12. Obtenga la férmula de suma

sen (@ — B) = senacosf — cosasenf
examinando el producto vectorial de los dos vectores
unitarios m = cos i + sen fij y v = cos ol + senaj,
Suponga 0 € & — f < = Sugerencia; Considere my v

como vectores de posicién. ;Cudl es el area del
paralelogramo que generan?

13 Sim+ v + w= 0 demuesire que Bxv=vxW=wxu

14 (Vaumen de un tetraedro) Un tetraedro es una
pirdmide con base triangular y sus ofras tres caras
triangulares, Tiene cuatro vértices y seis aristas, Como
toda pirdmide o cono, su volumen es igual a 3 Ah,
siendo A el 4rea de la base y £ la altura medida
perpendicularmente a la base, Sim, v y w son vectores
que coinciden con las tres aristas de un tetraedro que
Se cruzan en un vértice, demuestre que el volumen del
tetraedro se puede expresar como

xv=ux (V) = tmxv)

1 W Uz i
Volmnen=g|n- (vxw]|=§| v, U g
W Wp Uy

Es decir, el volumen de un tetraedro generado por tres
vectores es 1/6 del volumen del paralelepipedo
generado por los mismos vectores,

15. Calcule el volumen del tetraedro cuyos vértices son
(1,0,0), (1,2 0), (2.2, 2 y (0,3, 2.

16. Calcule el volumen del paralelepipedo generado por las
diagonales de las tres caras de un cubo de lado a que
se cruzan en un vértice del cubo.

17. ;Para qué valor de k los cuatro puntas (1, 1, —1),
(0,3, —2), (—2, 1,0 y (k 0, 2) estdn en un mismo
plana?

18 (Producto escalar triple) Verifique las igualdades

We (VXW) = Ve (Wxu) =We [mxv)

LWl Planos y rectas
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19. Siwme(vxw) £ 0y xes un vector tridimensional
arbitrario, calcule los mimeros 4, u y v tales que

x=a+ v+ w
20. Siwme(vxw) =0 pero vx w # @ demuestre que
existen constantes 4 y u tales que
u=Jv+ uw

Sugerencia. Utilice el resultado del Ejercicio 19
empleando men vez de x y vx w en vez de m.

21. Calcule mx (vxw) y (mxv) xw, sabiendo que
u=i+2j+3kv=2i—3jyw=j— k ;Por qué
no se puede esperar que sean iguales?

22, ;Tiene sentido la notacién mev xw? ;Por qué? ;Y la
notacién mx vx w?

23 (Producto vectarial triple) £l producto mx (vx w) se
denomina vectorial Como es
perpendicular a vx w, debe estar en el plano de v y w.
Demuestre que

ux(vxw) = mew)v— (mev)w
Sugerencia. Esto se puede hacer por célculo directo de
las componentes de los dos miembras de la ecuacion,

pero es mucho més ficil si se escogen ejes de
coordenadas tales que w esté en el eje x y w esté en el

plano xy.

24. Siwm vy wson vectores mutuamente perpendiculares,
demuestre que mx (vxw) = 0. ;Qué es me (vxW) en
este caso?

25. Demuestre que mx (vxw)+vx (wxu) +wx (uxv) =0
26. Calcule todos los vectores x que cumplen la ecuaci6n
(—i+2j+3kxx=0i+5j—3k
£7. Demuestre que la ecuacién
(—i+2j+3kxx=1+ 5j
no tiene solucién en el vector desconocido x

28 ;Qué condiciones deben cumplir los vectores distintas

de cero a 'y b para garantizar que la ecuacién axx=b
tiene solucién en x? ;Es tnica la solucién?

Una unica ecuacién en las tres variables x, y y z constituye una tinica restriccién en la libertad
del punto P = (x, y, 2 para situarse en cualquier parte del espacio tridimensional. Esa restricci6n
produce en general la pérdida de un grado de libertad y, por tanto, fuerza a P a estar en una
superficie bidimensional, Por ejemplo, la ecuacion

Y+y+7£=4

indica que el punto (x, y, 2) estd a una distancia 2 del origen. Todos los puntos que cumplen esta
condicién estdn en una esfiera (es decir, la superficie de una bola) de radio 2 centrada en el ori-
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gen, La ecuacién anterior representa por tanto a dicha esfera, y dicha esfera es la gréfica de la
ecuacioén, En esta seccién investigaremos las graficas de ecuaciones lineales en tres variables.

Planos en el espacio tridimensional

Sea Py = (xp, o, %) un punto en R* con vector de posicién
o= xf + yoj + 2k

Sim= Ai+ Bj + Ck es un vector distinto de cero, entonces existe exactamente un plamo (su-
perficie plana) que pasa por el punto /3 y es perpendicular a m Se dice que mes el vector nor-
mal al plano, El plano estd formado por el conjunto de todos los puntos P que cumplen que F,P
es perpendicular a m (véase la Figura 10.28).

Si P= (x, y, 2 tiene como vector de posicién x, entonces By P = (r — r). Este vector es per-
pendicular a msi y s6lo si me (r — xy) = 0. Esta es la ecuacién del plano en forma vectorial. Pode-
mos escribirla utilizando coordenadas, con lo que obtenemos la correspondiente ecuacién escalar.

Figura 10.28 H plano que pasa por F; con vector normal m
contiene a todos los punios P tales que Py P es perpendicular a m.

.\I

La ecuacién punio-normal de un plano

La ecuacion del plano que tiene un vector normal distinto de cero m= Ai+ Bj+ Ck y
que pasa por el punto Py = (x5, Jp, Z), cuyo vector de posicién es m, es

ne(r—r) =0
en forma vectorial o, en otros términos,

Ax—x)+Bly—yw) +Cz—2)=0
en forma escalar,

La forma escalar se puede expresar de manera més simple en la denominada forma estimdar
Ax + By + Cz= D, siendo D= Ax; + By, + C3,.

Si al menos una de las constantes A, B y C es distinta de cero, entonces la ecuacién lineal
Ax + By + Cz= Drepresenta siempre un plano en R®, Por ejemplo, si A # 0, representa el pla-
no que pasa por el punto (D/A, 0, 0) y cuyo vector normal es m = Ai + Bj + Ck El vector nor-
mal a un plano se puede determinar siempre a partir de los coeficientes de x, y y z Si el término
constante D = 0, entonces el plano debe pasar por origen.

m (Recanocer y escribir ecuaciones de planos)
(a) La ecuacién 2x — 3y — 4z= 0 representa un plano que pasa por el origen y es normal (perpendicular)
al vector m= 2i — 3j — 4k



(b)

()

(d)

)

CAPITULO 10. Vectores y geometria de coordenadas en el espacio tridimensional 663

El plano que pasa por el punto (2, 0, 1) y es perpendicular a la recta que pasa por los puntos (1, 1, 0) y
(4, —1, —2), tlene como vector normal m= (4 — )i+ (-1 —-1)j+ (-2 -0 k=31—-2j— 2k
Por consiguiente su ecuaciéon es 3(x —2) —2(y—0) —2(z— 1) =0 o, de forma més sencilla,
3x— 2y —2z=4,
El plano cuya ecuacién es 2x — y =1 tiene un vector normal 2i — j que es perpendicular al eje z Por
tanto, el plano es paralelo al eje z Nétese que la ecuaci6n es independiente de z En el plano xy, la
ecuacién Zx — y = 1 presenta una recta; en el espacio tridimensional representa un plano que contiene
a esa recta y es paralelo al eje z ;Qué representa la ecuacién y= zen R*? ;Y la ecuacién y = —27?
La ecuacién 2x+ y+ 3z = 6 representa un plano con vector normal m = 2i + j + 3k En este caso las
coordenadas de un punto particular del plano no se pueden leer directamente de su ecuaci6n, pero no es
dificil descubrir algunos puntos. Por ejemplo, si se pone en la ecuacién y = z= 0, se obtiene x = 3, por
lo que (3, 0, 0) es un punto de este plano. Se dice que la conrdenada x en el arigen del plano es 3, ya
que (3, 0, 0) es el punto donde el plano corta al eje x. De forma similar, la coordenada y en el origen es
6 y la coordenada z en el origen es 2, ya que el plano corta a los ejes yy zen (0, 6, 0) y (0, 0, 2),
respectivamente,
En general, si a by cson distintos de cero, la ecuacién de un plano con coordenadas en el origen a, b
y ces

BT B

a b ¢

que se denomina ferma en coordenadas en el arigen de la ecuacion del plano (véase la Figura 10,29).

Figura 10.29 H plano cuyas coordenadas en el origen son a by ¢
|

Calcule la ecuacién del plano que pasa por los puntos P=(1, 1, 0), @=1(0, 2, 1) y

k=32 -1).

Solucion Necesitamos obtener un vector m, normal al plano, Ese vector sera perpendicular a los vectores
PQ=—-i+j+kyPR=2i+j— k Por tanto, podemos usar

ij k
n=PQxPR=|-1 1 1|=-21+j-3k
2 1 -1

Ahora podemas utilizar este vector normal junto con las coordenadas de cualquiera de las tres puntos dados
para expresar la ecuacion del plano, Utilizando el punto P se llega a la ecuacion —2(x — 1) + 1(y — 1) —
—3z—-0 =00

2x—y+3z=1

Se puede comprobar que utilizando los puntos @ o K s llega la misma ecuacién (si el producto vectorial
PQx PR hublera sido el vector cero, jqué se podrfa haber dicho sobre los puntos P, @ y £? ;Podrian haber

determinado un tinico plano?).

m Demuestre que los dos planos

x—y=3 y x+y+z=0

se cortan y obtenga un vector v que sea paralelo a su recta de interseccion.
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Solucién Los vectores normales de los dos planos son
m=i-j y m=i+j+k

respectivamente, Como estos vectores no son paralelos, los planos no son paralelos y, por tanto, se cartan

formando una linea recta que es perpendicular a m; y m,. Esta recta debe ser entonces paralela a

i j k

1 -1 0

1 I t

V=1 Xy = =—i-j+2k

Una familia de planos que se cortan en una recta se denomina haz de plamos (véase la Figu-
ra 10.30). Un haz de planos queda determinado por dos planos cualesquiera no paralelos de ese
haz, ya que tienen una tnica recta de interseccién. Si las ecuaciones de los dos planos paralelos

Ax+By+Cz=D, y Ax+By+ GCGz=D,

Figura 10.30 Un haz de planos,

entonces, para cualquier valor del ndmero real 4, la ecuacién
Ax+ By+ Cz— Dy + Aldyx + Byy+ Coz— D)) =0

representa un plano del haz, Para ver que esto es asi, obsérvese que la ecuacién es lineal, que
representa un plano, y que cualquier punto (x, ¥, 2 que cumpla las ecuaciones de ambos planos
cumple también esta ecuacion para todo valor de A. Todo plano del haz excepto el segundo pla-
no de su definicién, A,x + B,y + C,z= D,, se puede obtener mediante una seleccién adecuada
del valor de 4.

Obtenga la ecuacion de un plano que pase por la recta de interseccién de los planos
x+y—2z=86 y 2x—y+tz=2
¥y que pase también por el punto (-2, 0, 1).
Solucién Para toda constante 4, la ecuaci6n
x+y—2z—8+M2x—y+2z—-2)=0

representa un plano, y por tanto es satisfecha por las coordenadas de todos los puntos de la recta de inter-
seccion de los planos dados. Este plano pasa por el punto (—2, 0, 1) st —2—-2-6+A4(—4+1-2)=0,
es decir, si 1= —2. La ecuacién del plano requerido se puede simplificar, por tanto, como
3x —3y+ 4z+ 2 = 0 (esta solucién no habria funcionado si el punto hubiera estado en un segundo plano,

2x — y+ z= 2, ;Por qué?). -

Rectas en el espacio tridimensional

Como se ha observado anteriormente, dos planos cualesquiera no paralelos en R® determinan una
tnica recta de interseccién, y se puede obtener un vector paralelo a dicha recta calculando el
producto vectorial de los vectores normales a los dos planos.
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Supongamos que ¥, = xi + 3 j + zk es el vector de posicién de un punto Py y que
v = ai + bj + ck es un vector distinto de cero, Existe una tinica recta que pasa por el punto P,
y es paralela a v. Si = xi + yj + Zk es el vector de posici6én de cualquier otro punto P de la
recta, entonces r — i estd en dicha recta y, por tanto, es paralelo a v (véase la Figura 10.31).
Asf, r — x, = tw para algin nimero real ¢, Esta ecuacion generalmente se escribe de la forma

r=r+ v
que se denomina ecuaciém paranétrica vectorial de Ia recta Se pueden obtener todos los pun-

tos de la recta variando el parametro f desde — oo hasta oo, El vector v se denomina vector de
direcdiém de la recta,

_—
—

Descomponiendo la ecuacién paramétrica vectorial en sus componentes se obtienen las ecuadio-
nes paraméiricas escalares de la recta:

¥ Figura 1031 La recta que pasa por el punto F, y es paralela a v,

X=xy + at
{y—yn+bt (—o0 < t< o0)
z=z+ct

Parece que se trata de tres ecuaciones lineales, pero el parametro f se puede eliminar para obte-
ner dos ecuaciones lineales en x, yy z Sia# 0, b # 0y ¢ # 0, entonces se puede despejar ¢ de
las tres ecuaciones escalares y asf obtener

A7 ¥ o 4T 4
a b c

que se denomina forma estdmdar de las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (xg, ¥ %)
y es paralela al vector v, La forma estdndar se debe modificar si cualquiera de las componentes
de v se anula, Por ejemplo, si ¢ = 0, las ecuaciones son

X—%_Y—h . _
a b ' A

Nétese que ninguna de las ecuaciones anteriores de la recta es tinica; todas dependen de la selec-
cién particular del punto (x, Jb, ) de la recta. En general, siempre se pueden utilizar las ecua-
ciones de dos planos no paralelos para representar su recta de interseccion.
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Ejomplo 5 [N

(a) Las ecuaciones

x=2+1
y=3
z= —4f

representan la recta que pasa por el punto (2, 3, 0) y es paralela al vector i — 4k
(b) Larecta que pasa por el punto (1, —2, 3) y es perpendicular al plano x — 2y + 4z= 5 es paralela al
vector normal i — 2§ + 4k de dicho plano, Por tanto, la ecuacién paramétrica vectorial de la recta es

r=i—2j+3k+ ti— 2j + 4K

y sus ecuaciones paramétricas son

x=1-+t
y=-—2-2f
z=3+ 4¢

Sus ecuaciones en forma estandar son
r=1 y+2 z—3
. =g A4

(SN T LRGN Obtenga un vector de direcci6n de la recta de interseccion de los planos
x+y—z=0 y y+2z=8
y exprese las ecuaciones en forma estandar de dicha recta.

Solucién Los vectores normales a los dos planos son, respectivamente, m =i+ j—kym =j + 2k
Por consigulente, la expresién de un vector de direccién de su recta de interseccion es

v=mxm=3H—-2j+k

Necesitamos saber un punto de la recta para escribir sus ecuaciones en forma estindar. Podemos encontrar
dicho punto asignando un valor a una coordenada y calculando las otras dos a partir de las ecuaciones da-
das. Por ejemplo, tomando z= 0 en las dos ecuaciones, se llega a y=6 y x= —8, por lo que (—86, 6, 0)
es un punto de la recta, Entonces, las ecuaciones en forma estindar de la recta son

b b

3 =2
Este resultado no es Gnico; en vez de (—8, 6, 0) se podrfa haber utilizado cualquier otro punto de la recta.

También se podria haber obtenido un vector de direccién v restando las vectores de posicién de dos puntas
diferentes de la recta, -

Distancias

La distamcia entre dos objetos geométricos siempre se refiere a la minima distancia entre dos
puntos, cada uno de ellos perteneciente a uno de los objetos. En el caso de objetos planos, como
rectas y planos definidos por ecuaciones lineales, esas distancias minimas se pueden determinar
en general utilizando argumentos geométricos, sin necesidad de utilizar calculo.

SELL N (Distancia de i punto a un plano)
(a) Calcule la distancia del punto By = (x5, ) %) al plano @ cuya ecuacién es Ax + By + Cz= D,
(b) ¢Cuél es la distancia del punto (2, —1, 3) al plano 2x — 2y — z= 97
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Solucién

(@) Sea m, el vector de posicién de Py, y seam= Al + Bj + Ck el vector normal al plano . Sea P, el
punto del plano ¢ més cercano a Py. Entonces, P, P, es perpendicular a @y, por tanto, paralelo am La
distancia desde B, a # es s = |P, B, St P, cuyo vector de posicién es r, es un punto cualquiera de ¢,
entonces s es la longitud de la proyeccién de PPy =1, —r en la direccién de m (véase la Figura
10.32). Por tanto,

E"-"B () |

|0, — B em| _|rem—rem
|| In|

Como P= (x y. 2) estd en &, tenemos que rem = Ax + By + Cz= D, En términos de las coordenadas
(X3 Yo Zy) de F, podemos representar, por tanto, la distancia desde F, hasta ¢ como

S=IAxa+Byu+C%—DI
JETE+C
(b) La distancia de (2, —1, 3) al plano 2x —2y— z=9 es
_ [2(2) — 2(—1) — 1(3) — 9] _1=8
JE+ (2 + (- )F 3

s=

= 2 unidades

Figura 10.32 [a distancia de F, al plano @ es la longitud
del vector proyeccién de PP, sobre el vector normal m

x ¥ al plano @, siendo P un punto cualquiera de 9.

(Distancia de un punto 2 wa rects)

(a) Calcule la distancia del punto F; ala recta a & que pasa por el punto P, y es paralela al vector v distin-
to de cero,

(b) ¢Cual es la distancia del punto (2, 0, —3) alarectar=1i+ (1 + 39— (3 — 40Kk?
Solucién

(a) Sean my y ry los vectores de posicién de By y P, respectivamente, El punto P, en & méas cercano Fy
debe cumplir que P, F, es perpendicular a ¥, La distancia de F, a £ es

5= |PPy| = |P, Ry|senfl = |rp — ry|senf
slendo @ el 4dngulo que forman 1, — 1y y ¥ (véase la Figura 10.33(a)). Como
|(eg — xy) x| = rp — || ¥|send
tenemos que
sl —m)xv
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(b) Larectar=§+ (1 + 3)j — (3 — 4)k pasa por P, = (1, 1, —3) y es paralela a v = 3j + 4k La dis-
tancia de B, = (2, 0, —3) a esta recta es

[(2 — i+ (0— 1§ + (=3 + YK x (3] + 4K)|
JE L
CJE-Px(Gj+ 4R |- 44+ 3k /A1
N 5 - 5 s

unidades
| .

ST N (Distancia enire dos rectas) Calcule la distancia entre las rectas ¥, que pasa por el
punto P, y es paralela al vector v, y &, que pasa por el punto P, y es paralela al vector v,

Solucién Seanr; y 1, los vectores de posicion de los puntos P, y P, respectivamente, Si Ps y Py (cuyos
vectores de posicién son rs y 1) son los puntas de £, y &5, respectivamente, més cercanos entre sf, enton-
ces P; P es perpendicular a ambas rectas y, por tanto, es paralelo a v, x v, (véase la Figura 10.33(b)). P; P,

es el vector proyeccién de PP, = r, — r, sobre v, xv,. Por consiguiente, la distancia s = | P,P,| entre las
dos rectas se expresa como

[, — 1) o (v, x¥,)|

= | — =
5= |ry— ) [vi x¥s]|
[
S| Figura 10.33
£ ¥q Py & (a) La distancia de P, a la recta
Vi X vz % es s=|F,F|send.
{b) La distancia entre las rectas
/ y /\ ) ¥,y %; es la longitud de la

proyeccién de P, P, sobre el
(a) (b) vector v, X .

Ejercicios 10.4

1. Una tnica ecuacion en las coordenadas (x, y, 2) no 4 Pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralelo al plano
necesita representar siempre una esuperficie» 3x+ y—2z=15

bidimensional en R®. Por ejemplo, ¥ + y* + Z =10
representa un solo punto, el (0, 0, 0), cuya dimensién 3 Pasa por-los tres-puntos 1, 1,0, (2,0,2)y (0,3, 4).

es cero, Proporcione ejemplos de una tinica ecuacién @ Pasa por los tres puntos (—2, 0, 0), (0, 3, 0) y (0, 0, 4).
SNLX, ¥ Y& que representc; 7. Pasa por los puntos (1, 1, 1) y (2, 0, 3) y es

(a) Una recta unidimensional, perpendicular al plano x + 2y — 3z= 0,
(b) El espacio R* completo, 8 Pasa por la recta de intersecci6n de los planos
(c) Ningin punto en absoluto {es decir, el conjunto 25+ %}I_ z=0yx—4y+2z= —5 yptamhién por

vacfo). el punto (—2, 0, —1).

En los Ejercicios 2-9, obtenga las ecuaciones de los planos 9P 1 tax+y=2 yv—z=3
que cumplen las condiciones dadas, SREPED\S TR T B gk n R oy 60

perpendicular al plano 2x+ 3y + 4z= 5.
£ Dasa par 6L punti {1, 2,.—3) y e normal 2 yecidr 10. ;Con qué condicién geométrica tres puntos distintos en
4-j-z2k R® no determinan un plano tinico que pasa por ellos?
3. Pasa por el origen y es normal al vector i — j + 2k (Como se puede expresar correctamente esta condicién
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en funcién de los vectores de posicién iy, x; y 15 de los
tres puntos?

11. Obtenga una condicién sobre los vectores de posicién
de cuatro puntos que garantice que dichos puntos son
coplanares, es decir, que estdn en el mismo plano.

Describa geométricamente las familias de planos
dependientes de un pardmetro de los Ejercicios 12-14 (4 es
un pardmetro real).

12 x+y+z=1]
AR x+Ay+ Az=1

s14 Jx+ J1— y=1

En los Ejercicios 15-19, obtenga las ecuaciones de la recta
especificada en forma paramétrica vectarial y escalar, y
también en forma estandar,

15. Pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralela al vector
2i—3j — 4k

16 Pasa por el punto (—1, 0, 1) es perpendicular al plano
2x— y+ Tz= 12,

17. Pasa por origen y es paralela a la recta de interseccién
de los planos x + 2y — z=2y 2x— y+ 4z= 5,

18 Pasa por el punto (2, —1, —1) y es paralela a los
panoss x+ y=0yx— y+ 2z=0,

19. Pasa por el punto (1, 2, —1) y forma angulos iguales
con las direcciones positivas de los ejes coordenados.

En los Ejercicios 20-22, calcule las ecuaciones de la recta
dada en forma estandar,

2. r=(1-20i+ (@4 +39§+ (9— 49k
x=4—5¢
2L <y=3t
z=17
x—2y+3z=10
2x+3y—4z=14

W@ Superficies cuadraticas

28 Si P = (x, y1. 2) y B = (%, }». %), demuestre que
las ecuaciones
x=x+tx—x)
y=ntty—n
z=2+ Hz— 2)
representan una recta que pasa por las puntos P, y Ps.
24. ;Qué puntos de la recta del Ejercicio 23 corresponden
a los valores del parmetro t= —1, f=12y t=27
Describa sus posiciones,

25. ;/En qué condiciones sobre los vectores de posicién de
cuatro puntos diferentes P), F,, Py y P, la recta que
pasa par los puntas P, y P, cortard en un tnico punto a
la recta que pasa por los puntos P; y Py?

En los Ejercicios 26-29, calcule las distancias requeridas.

28. Desde el origen al plano x + 2y + 3z= 4,

27. Desde el punto (1, 2, 0) al plano 3x — 4y — 5z=2.

28 Desde el origenalarectax+ y+2z=0,
2x— y—dz=1

29. Entre las rectas

x+2y=3 x+y+z=8
+2z=3 x—2z=—5
¥ra. gl

m.Demuestrequelarectax—2=T 2

paralela al plano 2y — z= 1, ;Cudl es la distancia
entre la recta y el plano?

En los Ejercicios 31 y 32, describa la familia de rectas
dependientes de un pardmetro representada por las
ecuaciones dadas (4 es un pardmetro real),
3. (1-Dx—x) =y— ) z= 2.
T—dg K=t
J—z i "
338 ;Por qué la ecuacién de segundo grado factorizada
(Aix+ By + Ciz— D)(Ax+ By + Gz— D)) =0

representa una pareja de planos en vez de una linea
recta?

es

* 32,

La forma més general de una ecuacién de segundo grado en tres variables es
A% + B + C# + Dxy+ Exz+ Fyz+ Gx+ Hy + z=J

No intentaremos realizar la tarea (bastante dificil) de clasificar todas las superficies que dicha
ecuacién puede representar, pero si examinaremos algunos casos especiales de interés. Observe-
mos en primer lugar que si la ecuacién anterior se puede factorizar de la forma

(AIX -+ Bl.}’""' Clz -

Dy)(Apx + By + Coz— 1) =0
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entonces la grafica es, en realidad, una pareja de planos,
Ax+By+Cz=D, y Ax+By+ GCz=D,

o bien uno solo si las dos ecuaciones lineales representan el mismo plano, Esto se considera un
caso degenerado. Cuando esa factorizacién no es posible, la superficie (denominada superficie
cuadratica) no serd plana, aunque, no obstante, todavia puede contener rectas. Las superficies
cuadraticas no degeneradas se pueden dividir en las siguientes seis categorias.

Esferas. La ecuacién ¥ + # + 7 = & representa una esfera de radio a centrada en el origen.
De forma més general,

-2+ @-W'+(z-2'=42
representa una esfera de radio a centrada en el punto (x, ¥, %). Si una ecuacién cuadratica en x,
yy z tiene los mismos coeficientes de ¥, ¥ y # y no tiene otros términos de segundo grado,

entonces, de representar una superficie, serd una esfera. El centro se puede obtener completando
los cuadrados, de la misma forma que en el caso de circunferencias en el plano.

Cilindros. La ecuacién ¥ + ¥ = &, independiente de z representa un cilindro drcular recto

de radio a y cuyo eje es el eje z (véase la Figura 10.34(a)). La interseccion del cilindro con el
plano horizontal z= k es la circunferencia cuyas ecuaciones son

2+ = 2
z=k

Los cilindros definidos por ecuaciones cuadréaticas pueden aparecer con otras formas: elipticos,

parabolicos e hiperbélicos. Por ejemplo, z= ¥ representa un cilindro parab6lico con vértice en

el eje y (véase la Figura 10.34(b)). En general, una ecuacién en dos variables representard un
cilindro en el espacio tridimensional.

B

mmmmr
]
iy

/]

v  Figura 10.34

(a) El cilindro circular

x L+ y¥=4

{a) (b) (b) El cilindro parabélico z= ¥

Camos. |.a ecuacién Z = ¥* + y representa un come circular recto cuyo eje coincide con el eje
z Su superficie se genera rotando alrededor del eje z1a recta z= y en el plano yz Fsta genera-
triz forma un dngulo de 45° con el eje del cono. Las secciones cruzadas del cono en planos para-
lelos al plano xy son circunferencias (véase la Figura 10.35(a)). La ecuacién ¥ + y* = a°7 re-
presenta también un cono circular recto con vértice en el origen y eje coincidente con el eje z
pero cuyo semiangulo con la vertical es a = tan "' 2. Un cono circular tiene secciones planas que
pueden ser elipticas, parabélicas e hiperbélicas. A la inversa, cualquier cono cuadratico no dege-
nerado tiene una direccién tal que las secciones planas perpendiculares a dicha direccién son cir-
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culares, En ese sentido, todo cono cuadrético es un cono circular, aunque puede ser oblicuo en
vez de circular recto, en el sentido de que la recta que une el centro de las secciones cruzadas
circulares no tiene por qué ser perpendicular a dichas secciones circulares (véase el Ejercicio 24),

Figura 10.35
{(a) El cono circular
&2 =¥+ 3.
(b) El elipsoide
Zad ¥y
F F &
Elipsoides. 1.a ecuacion

2 F 72

—+5+==1

a P 7

representa un elipsoide de semiejes a, b y ¢ (véase la Figura 10.35(b)). La superficie es oval y
estd encerrada dentro del paralelepipedo rectangular —a< x<a, —b<y<b —c<z<c Si
a= b= ¢ el elipsoide se convierte en una esfera. En general, todas las secciones planas de los
elipsoides son elipses. Esto es facil de ver en el caso de secciones cruzadas paralelas a los ejes
coordenados, pero es més dificil de ver para otros planos.

Paraboloides. 1.as ecuaciones
X P ¥ ¥
z= - o 7 y z= 2
representan, respectivamente, a un parabolaide diptico y 2 un paraboloide hiperbdlico (véase

la Figura 10.36(a) y (b)). Las secciones cruzadas en planos z = k (siendo 4 una constante positi-

Figura 10.36
{a) El paraboloide eliptico
T ¥

Z= ? + F
(b) El paraboloide hiperbélico
g

Z=——=

&
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va) son elipses (circunferencias si a= b) e hipérbolas, respectivamente. Las antenas parabélicas
tienen la forma de un paraboloide circular, El paraboloide hiperbélico es una superficie reglada
Una superficie reglada es aquella tal que por cada punto de la misma pasa una recta contenida
completamente en la superficie. Los conos y los cilindros son también ejemplos de superficies
regladas. Hay dos familias de rectas dependientes de un pardmetro contenidas en un paraboloide

hiperbélico:
x X £ 7
“a b =T
A a b a b

siendo A y u parametros reales. Todo punto del paraboloide hiperbélico pertenece a una recta de
cada familia.

Hiperboloides. 1.2 ecuacién

£y 72
Ztp 27!
representa una superficie denominada hiperboloide de una hoja (véase 1a Figura 10.37(a)). La
ecuacion
r ¥ £
Z 2!

representa un hiperboloide de dos hojas (véase 1a Figura 10.37(b)). Ambas superficies tienen
secciones cruzadas elipticas en planos horizontales, y secciones cruzadas hiperbélicas en planos
verticales, Ambas son asintéticas con el cono eliptico cuya ecuacién es

£ F_7

& P
ya que se aproximan arbitrariamente a ese cono cuando se alejan arbitrariamente del origen. Co-
mo el paraboloide hiperbélico, el hiperboloide de una hoja es una superficie reglada.

Figura 10.37
{a) El hiperboloide de una hoja
2
£ B &
(b) El hiperboloide de dos hojas
£ 7 7

—§=—1,

(a) (b) PG
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Ejercicios 10.5

Identifique las superficies representadas por las ecuaciones
de los Ejercicios 1-18 y dibuje sus gréaficas.

1. ¥+ 4 +97 =38 2 X+ yF+4F =14
R 24 +2)f+2F —4x+8y—12z+27=0
4 P +4/+97 +4x—8y=28

5 z=x+ 2/ 6 z=x — 2/
.- yp-—7F=4 & —F+yF+F=4
8 z=xy 10 ¥ + 47 =4

. #— 47 =4 12 y=7#

18 x=7F+z 14 ¥ =y + 27

15 (z— )'=@x—2°+ (y—3)°
16 (z— )2=(x—-2%+(y— 30 +4

Describa y dibuje los objetos geométricos representados por
los sistemas de ecuaciones de los Ejercicios 17-20.

z=14+x =1

21. Obtenga dos familias de rectas dependientes de un
pardmetro que estén contenidas en el hiperboloide de

una hoja
By 2
& e
22, Obtenga dos familias de rectas dependientes de un
pardmetro que estén contenidas en el paraboloide
hiperbélico z = xy.

238 La ecuacién 2¥° + )* = 1 representa un cilindro con
secciones cruzadas elfpticas en planos perpendiculares
al eje z Obtenga un vector a tal que las secciones
cruzadas del cilindro perpendiculares a €l sean
circulares.

m{z?=x2+f m{f+2ﬁ+322=5

*24. La ecuacién Z = 2x* + ) representa un cono con

secclones cruzadas elipticas en planas perpendiculares
al eje z Obtenga un vector a tal que las secciones
cruzadas del cono perpendiculares a €l sean

1. {f +¥+7=4 18 {f +y=1 circulares, Sugerencia: Haga primero el Ejercicio 23
x+ytz=1 z=x+ty y utilice el resultado.
([IX @ Un poco de dlgebra lineal

El cdlculo diferencial es esencialmente el estudio de las aproximaciones lineales a funciones. La
recta tangente a la grafica y= f(x) en x = x proporciona la «mejor aproximacién lineal» a la
funcién f(x) en las proximidades de x;. La diferenciacién de funciones de varias variables tam-
bién se puede ver como un proceso de obtener Jas mejores aproximaciones lineales. Por tanto, el
lenguaje del algebra lineal puede ser muy 1til para expresar clertos conceptos en el calculo de
varias variables.

El algebra lineal es una materia muy amplia y generalmente se estudia de forma indepen-
diente del calculo. Esto es desafortunado, porque la comprensién de las relaciones entre las dos
materias puede mejorar grandemente el entendimiento y la apreciacién de cada una de ellas. El
conocimiento del élgebra lineal, y por tanto la familiaridad con el material considerado en esta
seccién, no es esencial para un estudio fructifero del resto de este libro. Sin embargo, comenta-
remos de vez en cuando el significado de algin aspecto del calculo desde el punto de vista del
algebra lineal, Con este fin, necesitamos conocer al menos un poco la terminologia y los conte-
nidos de esta materia, especialmente los aspectos relacionados con el manejo de matrices y de
sistemas de ecuaciones lineales. En el resto de esta seccién presentaremos un resumen de este
material. Algunos estudiantes ya estaran familiarizados con este tema y otros lo estudiarén poste-
riormente, La presentacién no intenta ser completa y, por tanto, referimos a los estudiantes
interesados a los textos estandar de algebra lineal, donde pueden encontrar las demostraciones de
algunas afirmaciones. Los estudiantes que vayan maés alld de este libro y estudien calculo avan-
zado y ecuaciones diferenciales necesitaran seguro un conocimiento mucho mas amplio del alge-
bra lineal.



