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Prefata

Algebra liniara si geometria analitica stau la baza pregatirii matematice universitare, oferind modelari bazate
pe conceptul de liniaritate. Cartea scrisa de noi cuprinde informatia minimala ce reflecta acest concept si
este structurata in urmatoarele capitole: spatii vectoriale, transformari liniare, valori $i vectori proprii, forme
biliniare si patratice, vectori liberi, dreapta si planul, schimbari de repere, conice §i cuadrice.

Limbajul si notatiile folosite sunt simplificate, dar aceasta impune gi ”citirea printre randuri”, deoarece nu-
mai contextul d& sensul corect elementelor omise voit intr-o anumita formula sau propozitie. Cititorul trebuie
sa aiba in vedere ca lingvistica matematica permite combinarea cuvintelor cu imagini si formule, pentru a evita
supraincarcarea si a fluentiza exprimarea.

Conceptele fundamentale ale algebrei liniare, scalari, vectori, transformari liniare si forme biliniare, se
bazeaza in esenta pe ”"adunare gi inmultire”.

Scopul nostru este cvadruplu:

e si dirijam gandirea studentilor spre modelul matematic definitie - teorema - demonstratie - problema;

e sa formam capacitatea cititorului de a manevra concepte matematice, teoretice si calculatorii;

e si oferim idei pertinente de concentrare a informatiei (reprezentarea prin formule, desene etc.);

e si implementam softul specializat MAPLE ce permite simulari sau rezolvari care nu se pot face din varful
creionului.
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MA.1.Spatii vectoriale

Cuvinte cheie: spatiu vectorial, adunarea vectorilor, inmultirea vecto-
rilor cu scalari, subspatiu vectorial, suma directa de subspatii vectoriale,
subspatii suplimentare, familie de generatori.

1.1 Grupuri si campuri

Prin definitii si exemple reamintim notiunile de grup si de corp comutativ (cAmp). Aceste structuri algebrice
sunt prezentate pe larg in manualele de matematica pentru liceu.

Fie G o multime nevida. O functie *x: G X G — G se numeste operatie binara pe G. Valoarea operatiei
binare se noteaza cu g; * g2 si se citegte ”g; compus cu go”.

Definitia 1. O multime G impreuna cu o operatie binara * pe G care satisface conditiile:

1) g1 * (g2 % g3) = (91 * 92) * g3, Vg1,92, 93 € G;
2) de € G, astfel iIncat exg=gxe=g, Vge€G,
3) Vg € G,3¢' € G, astlel incat gxg' = ¢’ *x g = e.

se numeste grup.

Un grup se noteaza fie prin (G, *), fie mai scurt prin G, atunci cand operatia binara se subintelege din
context.

Daca Vg1, g2 € G, avem gy * g2 = ga * g1, atunci grupul G se numeste comutativ (abelian).

Elementul e care satisface axioma 2) este unic gi se numeste element neutru.

Elementul ¢’ care satisface axioma 3) este unic determinat de g si se numeste simetricul lui g.

Urmand grupurile numerice uzuale operatia de grup se noteaza fie aditiv, fie multiplicativ. Din acest punct
de vedere avem doua tipuri de grupuri:

- grupul aditiv, notat (G, +); in acest caz, e se noteazd cu 0 gi numeste zero, iar ¢’ se noteazd cu —g si se
numeste opusul lui g. Diferenta g; — go se defineste ca fiind suma g; + (—g2);

- grupul multiplicativ, notat (G, -); In acest caz, e se noteaza cu 1 si se numegte unitate, iar ¢’ se noteaz cu
g~ ! si se numeste inversul lui g.

Exemple:
Concretizand multimea G si specificand operatia binara, obtinem grupuri particulare si astfel avem:

1) grupul aditiv al numerelor reale, (R, +);
2) grupul multiplicativ al numerelor rationale nenule, (Q \ {0}, -);
3) (G, %), unde G este multimea matricelor:

Con) () () (o )

iar * inmultirea matricelor;
4) multimea bijectiilor definite pe A si cu valori in A formeaza un grup in raport cu
compunerea functiilor.
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Definitia 2. Fie (G, ) un grup. O multime nevidd H a lui G se numeste subgrup al lui G, dacd

Vg1,92 € H, g1xg2' € H.

Interpretand definitia putem spune cd H este un subgrup al grupului (G, *) daca si numai daca H este grup
in raport cu operatia indusa de .

Exemplu. Fie G = R\ {0} si * inmultirea obignuita. In grupul (G, ) se constatd cd submultimea numerelor
rationale formeaza un subgrup, submultimea numerelor reale pozitive formeaza un subgrup si submultimea
numerelor irationale nu formeaza un subgrup.

Definitia 3. Fie (G, ) si (G2, o) doua grupuri. O functie p: G5 — G4 care satisface p(g1*g2) = ¢(g1) o (92),
Vg1, 92 € G1, se numeste morfism. Un morfism bijectiv se numeste izomorfism.

De cele mai multe ori, grupurile izomorfe se identifica. Dacid G; = G4 si * = o, atunci In loc de morfism
spunem endomorfism, iar in loc de izomorfism spunem automorfism.

Exemplu. Grupul Cayley (grup finit cu sase elemente) descris de tabelul

E A B C D F
EFElE A B C D F
AlA EF D F B C
B|B F E D C A
c|Cc D F FEF A B
D|\D C A B F FE
F|F B C A E D

este izomorf cu grupul permutarilor a trei obiecte (grupul simetric S3):
1 2 3 1 2 3 1 2
E_)(12 > A_><132)’ B_><32
1 2 1 2 3 1 2
C_’<21 ) D_’<231)’ F_’(31

si cu grupul urmatoarelor matrice:

w w W

1
e (40 A (a0 e 2
0 0 V31
2 2
1 V3 1VB 1B
o 2 2 |. 5 2 2 | g, 2 2
V31| V31| Vi1
2 2 2 2 2 2

(operatia binard este Inmultirea matricelor). Pe de altd parte existd un morfism de la grupul Cayley la grupul
({—1,1},-) si anume
E A B C D FE

A
1 -1 -1 -1 1 1

Compunand acest morfism cu izomorfismul dintre S3 si grupul Cayley, se obtine morfismul care asociaza
fiecarei permutari signatura sa.
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Definitia 4. O multime K impreuna cu doua aplicatii ale lui K x K in K, numite adunare, respectiv inmultire,
care satisfac conditiile:

a) adunarea determind pe K o structura de grup comutativ;
b) inmultirea determind pe K \ {0} o structura de grup;
¢) inmultirea este distributiva fata de adunare

se numeste corp.

Un corp pentru care gi Inmultirea este comutativd se numeste cdmp (corp comutativ). Un cAmp se noteazd
(K, +,+) sau mai simplu, K.

Exemplu. Tripletele (Q,+,-), (R,+,-) si (C,+,-) sunt cAmpuri. Operatiile de adunare si Inmultire sunt
cele obignuite.

Precizare. In cele ce urmeaza vom folosi in special cAmpul numerelor reale R gi campul numerelor complexe

C.

1.2 Spatii vectoriale

Spatiul vectorial este una dintre cele mai importante structuri algebrice care serveste si disciplinelor aplicate.
Aceasta structura consta dintr-un grup aditiv comutativ V', un camp K si o "inmultire” definita pe K x V cu
valori in V' care satisface patru axiome. Elementele lui V' vor fi notate prin v, w, ..., iar elementele lui K vor fi
notate prin k, /4, ... sau «, 3,... Evident, vom accepta si notatii potrivite contextului.

Definitia 5. Multimea V se numeste spatiu vectorial peste campul K dacd admite:
a) o structurd de grup comutativ, notata aditiv, (v,w) — v + w, operatia corespunzatoare numindu-se
adunarea vectorilor;

b) o functie f: K x V =V, f(k,v) = kv, astfel incat Vk, ¢ € K,Vv,w € V s& avem:
lv=wv; k(lv)=(klv; (E+0v==Fkv+; k(v+w)==kv+kuw,

aceasta operatie numindu-se tnmultirea vectorilor cu scalari.

Un spatiu vectorial se noteaza fie prin tripletul (V, K, f), fie pe scurt prin V. Elementele lui V' se numesc
vectori, elementele lui K se numesc scalari, iar aplicatia f se numeste tnmulfirea cu scalari.

Un spatiu vectorial peste campul numerelor reale R se numeste spatiu vectorial real. Un spatiu vectorial peste
campul numerelor complexe C se numeste spatiu vectorial complex. Acestea sunt cele doua situatii intalnite
mai frecvent in disciplinele aplicate, motiv pentru care noi ne vom referi numai la ele. De aceea, ori de cate ori
scriem simplu ”spatiu vectorial”, subintelegem ca el poate fi real sau complex.

Observatii:

1. De fapt proprietatile impuse inmultirii dintre scalari si vectori reprezinta compatibilitatea acestei operatii
cu operatiile de grup din V' gi operatiile de camp din K.

2. Pentru simplificarea scrierii gi pentru evitarea incarcarii memoriei cu prea multe simboluri, adunarea din
V si adunarea din K s-au notat cu +, iar Inmultirea din K si Inmultirea cu scalari s-au notat prin alaturarea
elementelor Inmultite. Automat zero din V' (vectorul nul) si zero din K (scalarul nul) vor fi notate la fel.

3. Relativ recent s-a demonstrat ca doar sapte dintre cele opt axiome (patru pentru grupul comutativ si
patru pentru inmultirea cu scalari) ce definesc spatiul vectorial sunt independente. Nimeni nu modificd insa
definitia doar pentru a crea complicatii matematice.

Sa prezentam acum cateva consecinte directe ale definitiei spatiului vectorial, consecinte care constituie
punctele de sprijin ale tehnicii calculatorii elementare.



MATEMATICA*M* MA. ALGEBRA LINIARA

Teorema 6. Daca V este un spatiu vectorial peste campul K, atunci Yv € V gi Vk € K au loc urmatoarele
proprietati:
i) 0-v=0; ii) k-0 =0; iil) (=1) - v = —v;

iv) dacd v+ w = v+ u, atunci w=wu; V) dacd kv=~v siv#0, atunci k = ¢.

Demonstratie. Se tine seama de proprietatile adunarii a doi vectori i de proprietatile inmultirii dintre un scalar
si un vector, cu alte cuvinte se aplica definitia 2.1, care consta din axiomele a) si b).

i) Avem v+ 0-v = v (tindnd seama de axioma b)), 1-v+0-v = v (vezi axioma b)3), (1+ 0)v = v (K este
un grup aditiv), 1-v = v (conform axiomei b);). Deoarece V este un grup, elementul neutru este unic, deci
relatia v + 0 - v = v implica 0 - v = 0.

Pornind de la consecintele anterioare se pot justifica si relatiile:

—(kv) = (=k)v = k(—v);

(k=0v=(k+(-0))v=kv+ (—0Ov=kv+ (—fv) = kv — Lv;

k(v —w) =k[v+ (-L)w] = kv + (=k)w = kv + (—kw) = kv — kw,
Vk,l € K gi Yv,w € V. Drept urmare, adunarea si scaderea elementelor din V', precum si inmultirea cu scalari,
au formal proprietatile de la numere reale sau numere complexe. O]

Exemple de spatii vectoriale mai des intalnite:
Precizam multimile V' si K, adunarea din V si inmultirea cu scalari, iar verificarea axiomelor o lasam pe
seama cititorului.

1) Spatiul vectorial K peste campul K. Avem V = K| unde K este cAmp, adunarea din K si inmultirea din
K.

2) Spatiul vectorial C peste campul R. Consideram V' = C (multimea numerelor complexe), K = R (multimea
numerelor reale), adunarea din C gi inmultirea dintre un numér real i un numéar complex.

3) Spatiul vectorial aritmetic cu n dimensiuni. V = K", K camp, adunarea

rTt+y= (xl +ylvw2+y27'~~7xn+yn)v T = ($17x27'~~7$n)7 Yy = (y17y2>"'7yn)

si Inmultirea cu scalari

kx = (kxy, kxo, ... kxy).

4) Spatiul vectorial al vectorilor liberi. V = V3, K = R, adunarea vectorilor liberi prin regula paralelogra-
mului, inmultirea dintre un numar real gi un vector liber.

5) Spatiul vectorial al matricelor de tipul m x n. V.= My,xn(K), K camp, adunarea matricelor, inmultirea
dintre un scalar gi o matrice.

6) Spatiul vectorial al solutiilor unui sistem algebric liniar omogen. V este multimea solutiilor unui sistem
liniar omogen de m ecuatii cu n necunoscute, cu coeficienti din K (unde K este un camp), adunarea din K™,
inmultirea dintre un scalar si un element din K™.

7) Spatiu vectorial de functii.
V= {f | f: S — W, S multime nevidd, W spatiu vectorial peste caAmpul K}7
unde K este camp, adunarea functiilor, inmultirea unei functii cu un scalar.

8) Spatiu vectorial de functii. V este multimea solutiilor unei ecuatii diferentiale ordinare, liniara si omogena,
K =R, adunarea functiilor, inmultirea unei functii cu un scalar.

- 10-
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9) Spatiul vectorial al girurilor reale sau complexe. V este multimea tuturor sirurilor reale sau complexe,
K =R, respectiv C, adunarea

rt+y=(r1+y, T2+ Y2,y Tn+Yn, - ),

inmultirea cu scalari
kx = (kxq,... kxp,...).

10) Spatiul vectorial al functiilor test. O functie reald cu suport compact, adicd anulandu-se in afara unei
multimi compacte care depinde de functia considerata, si indefinit derivabila, se numeste functie test. V este
multimea tuturor functiilor test, K = R, adunarea functiilor test, Inmultirea unui numaér real cu o functie test.

1.3 Subspatii vectoriale

Fie V un spatiu vectorial peste campul K. Ne propunem sa cercetam submultimile lui V' care sunt ele insele
spatii vectoriale in raport cu operatiile induse de cele din V.

Definitia 7. O submultime nevida W a lui V' se numeste subspativ vectorial al lui V' daca:

Dut+veW, VuveW,; 2) kueW, VkeK, YueW.

Aceste conditii pot fi inlocuite prin conditia echivalenta

ku+tlve W, Yu,veW, Vk,le K.

Vectorul w = ku + fv se numeste combinatie liniard a vectorilor u i v.

De asemenea, intrucat adunarea si inmultirea cu scalari sunt restrictii la W ale operatiilor de pe V', perechea
(W, K) satisface toate axiomele spatiului vectorial. Prin urmare, putem da o definitie echivalenta, aceea ca
W este un subspatiu vectorial al lui V' daca si numai daca W este un spatiu vectorial peste K in raport cu
operatiile induse de cele din V. Asa se face ca vectorul 0 € V' apartine necesar oricarui subspatiu vectorial.

Exemple:
1) Fie V un spatiu vectorial peste cAmpul K. Multimile {0} i V sunt subspatii vectoriale ale lui V si se
numesc subspatii improprii. Oricare alt subspatiu al lui V' se numeste propriu.

2) Multimea elementelor de forma (0, z, ..., z,) este un subspatiu vectorial propriu al lui K™.

3) Multimea functiilor impare si multimea functiilor pare sunt subspatii ale spatiului vectorial real al
functiilor reale definite pe (—a,a).

4) Fie V = C[a, b] spatiul vectorial al functiilor reale continue definite pe [a,b]. Submultimea W = {f €
C%a,b]| f(a) = f(b)} este un subspatiu vectorial.

5) Fie V = R?. Dreptele si planele care contin originea sunt subspatii vectoriale ale lui R®.

Contraexemplu. Fie V un spatiu vectorial. Dacd W este o submultime a lui V care nu contine pe 0,
atunci W nu poate fi subspatiu vectorial.

Definitia 8. Fie V un spatiu vectorial peste cdmpul K si S o submultime nevida a sa. Un vector v € V de
forma

p
v=> ki, V€S, k€K,
p=1

se numeste combinatie liniara finita de elemente din S.

- 11-



MATEMATICA*M* MA. ALGEBRA LINIARA

Teorema 9. Daca S este o submulfime nevida a lui V', atunci mulfimea tuturor combinatiilor liniare finite din
S este un subspatiu vectorial al lui V.

Acest subspatiu se numeste subspatiul generat de submulfimea S sau acoperirea liniara a lui S si se noteaza
cu L(S). In acest caz spunem c& familia S generaza pe L(S), sau ca S reprezinta o famzilie de generatori
pentru L(S). Daca S este multimea vida, atunci prin definitie L(S) = {0}.

Demonstratie. Suma a doua combinatii liniare finite de elemente din S este o combinatie liniara finita de
elemente din S. Produsul dintre un scalar k¥ € K si o combinatie liniara finitd de elemente din S este o
combinatie liniara finita de elemente din S. O

Evident, diferite submultimi de vectori din V' pot s& genereze acelasi subspatiu. De exemplu, multimile

t t? tm
2 n. o
{1,t,¢%, ..., 1"} {1,1!,2!,...

"n!

}; {1, —t),1—t)2,...,(1—t)"},

genereaza spatiul vectorial al functiilor polinomiale care au cel mult gradul n, iar multimile

2 n t t2 " 2 n
[Pt} (L o (L= 0,102 (=0,

genereaza spatiul vectorial al tuturor functiilor polinomiale.

Teorema 10. Daca Wi gi Wy sunt doud subspatii ale spatiului vectorial V', atunci:

1) multimea W1 + Wo = {v =v1 + vy |v1 € W, vy € Wa}, numita suma dintre Wy si Ws, este un subspatiu
vectorial al lui V ;

2) intersectia W1 N Wy este un subspatiu vectorial al lui V;

3) reuniunea Wy U W este un subspatiu vectorial al lui V' doar daca Wi C Wy sau Wo C W7

Demonstratie. 1) Fie u,v € Wi+ Ws, adica v = uy +ug, v = v + v, unde uy,v1 € Wi si ug, vy € Wa. Deoarece
up + vy € Wi i ug + vg € Wo, gasim

u+v=(u +v1)+ (ug +vy) € Wy + Wh.

Fie k € K. Deoarece kuy; € W1 si kuy € Ws, rezulta

ku = (kul) + (kUQ) e Wy + Was.

2) Considerand u,v € Wi N Wy, avem u,v € W1 §i u,v € Ws. Pe de altd parte, Wi si Wa sunt subspatii
vectoriale, deci pentru Vk,/ € K, avem ku + fv € W7 si ku + fv € W, adica

ku + lv e Wiy N Wa.

3) Presupunem ci nu au loc incluziunile mentionate. Fie u; € Wy si uy & Wa, va & Wi si vy € Wa. Rezultd
uy +vy & Wi s ug +ve & Wa, deci uy +vo & W1 UWs, adica reuniunea precizata nu este subspatiu vectorial. [

Observatie. Acoperirea liniara a reuniunii W7 U Wy este subspatiul vectorial suma Wy 4+ Wa.
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Exemplu. Fie subspatiile W si U generate de vectorii wy = (1,5), wy = (=1, —10), ws = (3, 15), respectiv
up = (=1,—4), ug = (—1,2), uz = (2,0) din R?. S se construiasca subspatiile W + U i W N U.

Solutie. Subspatiul suma W+ U este acoperirea liniara a vectorilor wy, ws, ws, w1, U §i uz, adica v € W+U
este de forma
v = kiwi + kows + ksws + kauy + ksus + kgus.

Subspatiul W N U contine acei vectori pentru care
arwy + aews + azws = fru + Paug + B3us.
Folosind operatiile cu vectori din R?, obtinem sistemul

ayp — 20 +3a3 = —f1 — P2 + 203
5a1 — 10as + 153 = —451 + 205.

Intrucat rangul matricei sistemului este 1, compatibilitatea este asigurata de anularea determinantului car-
acteristic 81 + 702 — 1083 = 0. Obtinem

/81 = —7>\+10ﬂ7 [))2 :>\7 ﬂ?) 2 AaHGR
Atunci avem in final

(=7TA 4+ 10p)us + Aug + pug = (6A — 8, 30N —40pu) e WNU, A peR.

Teorema 11. Fie Wy st Wy doua subspatii vectoriale st v € Wi + Ws. Descompunerea v = vy + vo este unica
dacd gt numai daca Wy N Wy = {0}.

Demonstratie. Fie v = v1 + vo = v1/ +vo/, cu vy, v’ € Wy si v9, vy’ € Wy, Vectorul u = v1 — vy’ = vy/ — vy
este continut in W7 N Wa. De aceea ipoteza Wi N Wy = {0} implicd v; = vy’ i v = v/, adicd unicitatea
descompunerii.

Reciproc, unicitatea implica W7 N Wy = {0}, deoarece in caz contrar orice vector nenul w € Wy N Wy, ar
avea cel putin doua descompuneri, w = w + 0 =0+ w. O

Definitia 12. Fie W si W5 doud subspatii vectoriale ale lui V. Dacad Wy N Wy = {0}, atunci suma Wy + Wy
se numeste suma directa gi se noteaza cu Wy @ Ws. Daca in plus Wy @& Wy =V, atunci Wy si Ws se numesc
subspatit suplimentare.

Exemplu. Subspatiul functiilor pare si respectiv impare sunt suplimentare in spatiul vectorial real al
functiilor reale definite pe (—a,a) intrucat intersectia contine numai functia zero si

1 1

fz) = §[f(w) + f(=2)] + §[f($) — f(=2)], Vz € (~a,a),

adica orice functie f: (—a,a) — R este suma dintre o functie para si una impara.
Evident notiunile de suma si suma directa se pot extinde la cazul unui numar finit de subspatii vectoriale.

1.4 Exercitii/probleme rezolvate

1.4.1 Enunturi

1. Determinati daca urmatoarele operatii definesc, pe multimile specificate, structuri de spatiu vectorial. In
caz negativ, ce proprietati NU au loc?
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a) V=R% z+y=(v1+y1,22+ |12]), \x = (A\21,0),Vz,y € RZ, VA € R.

b) (RQ’ + 7'R);

c) (Ro[X] = {p € RIX] | gradp <2}, +, -m);

d) ({p € C[X]| gradp = 3}, + ,¢);

e) (C'(—1,1), +, g), unde C*(—1,1) = {f : (—=1,1) — R | f’ exista si este continua in (—1,1)};
f) (M2x3(R), +, r);

g) {fIf: M =R}, +, r), unde M este o multime arbitrara nevida.

2. Determinati daca urmatoarele submultimi reprezinta subspatii vectoriale in spatiile vectoriale indicate:

a) W= {(z1,22) ER? | 21 + 22+ a =0} C R? unde a € R;

b) W = {z|z = Av, A € R} C R", unde v € R"\{0};

d) W=C'-1,1) c C°(—1,1), unde C°(—1,1) = {f : (—1,1) - R | f este continui in (—1,1)};
&) W = {p € BalX] | p(1) + p(~1) = 0} C R[X]:

f)W:{(Cll 2) a,beR}cszz(R);

g) W= {2 = (x1,20,23,74) ER* |2y + 29 = a,7; —23 =b— 1} C R* unde a,b € R.
- Sedau V ={f| f:(-1,1) — R} si submultimile
Wy ={feV|fpara} CV, Wy={feV|fimpara } C V.
a) Verificati dacd Wi 52 C V sunt subspatii vectoriale in V.
b) Aratati ca Wi N Wy = {0}, Wy + W, =V, adicd W1 2 sunt subspatii suplementare in V.

¢) Descompuneti functia exponentiala dupa Wi si Wa.

4. Aratati ca:

a) L({1+t,t,1—t2}) = L({1,t,1*}) = P»;

b) L({1,2,%,...,2}) = L({l — a,x — a,2*> — a,...,z" — a}) = P,, unde a € R\{1}.
1.4.2 Solutii

1. a) 1. Se observa ci adunarea vectorilor este corect definitd: Va,y € R? = z +y € R%

2. Pentru a fi indeplinita proprietatea de asociativitate a adunérii trebuie sa avem:
@+ty)tz=z+y+2) e ((x1+y1)+ 21,25+ 2] + [22]) =
= (21 + (y1 + 21), T2 + [y2 + |22]]) & [y2| + |22] = [y2 + [22]|.
Dar, dintr-o proprietate a modulului, avem:
ly2 + [22]| < [y2| + [22]

iar inegalitatea poate fi strictd. De exemplu, pentru yo = —1,29 = 1 aceasta devine 0 < 2. Atunci spre
exemplu, pentru z = (0,0),y = (0, —1),z = (0,1) obtinem (x +y) + z = (0,2), iar = + (y + z) = (0,0) si deci
(r+y)+ 2z # x+ (y+ z). Deci proprietatea de asociativitate nu are loc.

3. Elementul neutru. Proprietatea de € V a.i. Va € V, x 4+ e = e + & = x se rescrie

(z1+€1,25 + [e2]) = (21, 22) o (e1, le2]) = (0,0) PN ep=ex =0

(e1 4 @1, €5 + |22]) = (21, 72) (e1,€2 + |x2]) = (0,25) 2| = 22
deci este echivalenta cu conditiile

€1 = €2 = 0

Relatiile (1.1) nu au loc pentru orice z € R? (de exemplu, pentru e = (0,0) si z = (0, —1) avem z+e = (0, —1) =
x,dar e+ 2 = (0,1) # ) gi deci proprietatea de existentd a elementului neutru nu are loc.
4. Elementul simetrizabil. Evident, daca nu exista element neutru, nu poate exista nici proprietatea de existenta

a simetricului.
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5. Comutativitatea. = +y = y+ 2 < (1 +y, 22 +[yl) = (1 + 21,92+ [22]) & 22 + 12| = yo + |z2].
Relatia de mai sus nu este adevératd pentru orice © = (x1,22) i orice y = (y1,%2). De exemplu, pentru
xz = (0,—1),y = (0,1) obtinem = +y = (0, — 1),y + 2 = (0,1). Deci proprietatea de comutativitate nu este
indeplinita.

6. Se observa ci inmultirea cu scalari este corect definita: Vk € R,Vz € R?, rezultd k - € R2.

7. 1.2 =124 (21,0) = (v1,72) & x5 = 0, deci egalitatea nu are loc pentru orice z € R?. De exemplu, pentru
x=(0,1), avem 1-x = (0,0) # . Prin urmare proprietatea de inmultire cu elementul unitate nu are loc.

8. (kl)x = k(lz) & ((kl)xz1,0) = (k(lz1),0) < klaxy = klxy, deci proprietatea are loc.
9. (k+ Dz =kxr+lz< ((k+1)x1,0) = (kx1,0) + (lz1,0) < (k + 1)x1 = kxy + lzq, deci proprietatea are loc.

10. k(z +y) = kx + ky < (k(z1 +v1),0) = (kz1,0) + (ky,,0) < k(z1 +y1) = kx1 + ky1, deci proprietatea are
loc.

b) Pe R? se definesc operatiile de adunare si inmultire cu scalari astfel:
T4y = (T1+y1, 22 + y2), kx = (kx1, kzy),

Vo = (z1,72),y = (y1,y2) € R?Vk € R. Evident, aceste operatii definesc pe R? o structura de spatiu vectorial
Tem’a: verifica’ti.

c¢) Pe Ry[X] se definesc operatiile de adunare si inmultire cu scalari astfel:
P+a=po+qo+ (p1+q)X +(p2+q)X?  kp=kpy+kp X + kp, X2,

Vp =po+piX +p2X%q=qo+q@X +q@X? € Ry[X],Vk € R. Aceste operatii definesc pe Ro[X] o structura
de spatiu vectorial Tem’a: verifica’ti.

d) Se observa cd adunarea vectorilor nu este corect definitd: nu orice doud elemente din multime au suma tot
in multime. De exemplu, daci alegem p = X3 gi ¢ = — X2, rezultd grad (p + q) = grad (0) = 0 # 3, deci p + ¢
nu apartine multimii. De asemenea, inmultirea vectorilor cu scalari nu este bine definita. De exemplu, pentru
k=0sip=X?= grad(kp) = grad (0- X?) =0 # 3, deci k - p nu apartine multimii.

e) Pe C*(—1,1) se definesc operatiile de adunare si inmultire cu scalari:

(f+9)(x) = f(z) +9(z), (Kf)(x) = k- f(z),

Vo € (—1,1),Yf, g € C*(—1,1),Vk € R. Operatiile de mai sus definesc o structurs de spatiu vectorial Tem’a.
f) Pe Msy3 se definesc operatiile:

ai; a2 ais n bin b2 bi3 _( ant bin a2 +bi2 a3+ b3
a1 G2 a23 bar  baz  bos a1 +ba1  aza +bay a3z 4 bas
p( aun a2 a3 ) kai1  kaix kags
a1 G2 G23 kaz1 kazp kasos

vA = ( 1 92 4 ,B = b iz big € Msy3(R),Vk € R. Operatiile de mai sus definesc o
ag1 G22 (23 ba1  baa  bos

structurd de spatiu vectorial pe Max3(R) (verificati).

g) Notam V = {f|f : M — R}. Pe multimea V definim operatiile de adunare gi inmultire cu scalari astfel:

(f+9)@)=fl@)+g(x), (kf)(@)=k- f(z),
Ve e MYf,g € V,Vk € R. Operatiile de mai sus definesc o structurd de spatiu vectorial pe V' (verificati).
2. a) Fie v = (21,12),y = (y1,y2) € W, deci z,y € R? satisfac conditjile:

(1.2)

1’1+$2+a:0
y1 +y2 +a=0.

Atunci ax 4+ Sy € W doar daca are loc relatia:

ary + By, +axs + Py, +a =0, Va, B € R.
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Dar din relatia (1.2) rezultd oz + fy1 + axe + Bys + a(a+ ) = 0, deci
ar+PByeW Sala+-1)=0,Vo,3ER & a=0

si deci multimea W este subspatiu vectorial in R? daci si numai dacs a = 0.
b) Fie x,y € R™ astfel incadt = A\jv,y = Av, unde A;, Ay € R. Atunci pentru Vo, 8 € R, rezultd al; + 8\, € R
si deci
ax + fy = (ali + Br)v € W.
Deci W este subspatiu vectorial al lui R”.

¢) Fie p,q € Ry[X]. Atunci p si ¢ sunt polinoame de grad cel mult 1 si au forma p = po+p1X,q¢ = ¢ + @1 X,
unde po, Py, g, ¢; € R. Pentru Va, 5 € R, ap+ Bq = (apo + Bqo) + (ap1 + B¢1) X € Ry1[X], deci Ry [X] formeaza
un subspatiu vectorial in R3[X].

d) Pentru Vo, 8 € R 5i Vf, g € C1(—1,1), folosind proprietitile functiilor continue si ale celor derivate, rezulta
ca af + g € CY(—1,1), deci multimea W este subspatiu vectorial in C°(—1,1).
e) Fie p,q € Ro[X] cu

p(1) +p(=1) =0, g(1)+q(-1)=0. (1.3)

Atunci pentru Vo, 3 € R,

(ap + Bq)(1) + (ap + Bq)(—1) = ap(1) + @q(l) +ap(—1) + Bg(—1) =
— a(p(1) + p(~1)) + Ala(1) + o(~1) = 0.

Deci ap + g € W. Rezulta cd W este subspatiu vectorial al lui R[X].

f) Fie A,B € Msx2(R) de forma A = < 6111 (? ), B = < bll bo ) Atunci pentru Vo, € R, avem
2 2

. aay + Bby 0 VSV a 0
aA—i—ﬁB—( ot s + Bbs >.SeobservacamgeneralaA+5B¢{(1 b>

a+ 6 =1 nu are loc pentru orice a, 3 € R si deci multimea W nu formeaza subspatiu vectorial.

a,be R}, deoarece

g) Fie v = (21, 20,73, 24),y = (y1, Y2, y3,ya) € R* astfel incat
ri+ry=a,x,—23=b—-1 si yi+y2=a,y —ys=0-1. (1.4)

Pentru orice o, 5 € R, ax + By = (ax1 + By, 0y + Pyy, a5 + Pys, 0y + PYy).

Atunci
ar+ By € W & axy + [y, + axs + By, = a si axy + Py, —axs — Pys =b—1

(g)(a—kﬁ)a: asi(@+f)(b—1)=(b~-1),Ya,f€R

ala+p—-1)=0 a=0
@{ (b—1(a+B-1)=0 ’VO"QER@{ b—1=0.

Deci multimea W formeaza subspatiu vectorial < a =0 si b= 1.

3. a) Din oficiu: 1pt. Fie f,¢g:(—1,1) — R, doua functii pare, deci satisficind conditiile

f<_$) = f(CIf), g(_aj) = g(l‘), Vr € (_171> (1‘5)
Atunci pentru orice scalari «, 5 € R, functia af + (g :(—1,1) — R satisface relatiile

(1.5

(af +B9)(~x) = af(~2) + Bg(~2) "= af(x) + fglx) = (af + fg)(x).¥x € (~1,1)

si deci af + (g este o functie pard. Rezulta cd multimea functiilor pare Wj este subspatiu vectorial in V'
(1 pt.) . Analog se arata ca multimea functiilor impare pe (—1,1),

Wo={f:(-1,1) = R[f(-2) = —f(2),Vz € (-1.1)}
formeaza un subspatiu vectorial in V' (1 pt.)
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b) Wi N W, = {0}, deoarece
fEWIQW2 @f(x):f(—x):—f(x),Vare(—l,l)<:>
< f(x) =0Vx € (—1,1), deci f =0.

Rezulta Wi NWy C {0} (2 pt.) . Incluziunea inversa este imediatd, deoarece functia nuld este simultan para

i impara pe (—1,1) (1 pt.) . De asemenea, avem W; + Wy = V deoarece incluziunea Wy + Wy D V este
asigurata de descompunerea
fl@)+ f(=x) | flx) = f(=2)

flz) = 5 + 5 , Vo e (—1,1),

=fi(z) =fa2(z)

iar f1 € Wy, fo € Wy (2 pt.)

c) In particular, pentru functia exponentiala avem:
= cha + shx,ch € Wy, sh € Wy, Vo € (—1,1), (2 pt.) ; Total: 10pt. .

r _ e’4e " + ef—e "
2

2

e
4. a) Evident P, = L({1,t,t*}), deoarece Vp € P», acesta se scrie in mod unic

p(t) = a+ bt +ct? a,b,c € R.
Fie p € L({1+t,t,1 —t%}). Atunci p(t) = a(1+1t) + Bt +v(1 —t?),a, 8,7 € R. Rezultd p(t) = (a+7) +
(a4 B)t + (—)t2, deci p € L({1,t,%}).
Demonstram incluziunea inversi. Fie ¢ = a + 8t + vt2 € L({1,t,t*}), (o, 3,7 € R); atunci ¢ se rescrie

q = a(l+1t)+bt+c(1—1t?). Din identificarea coeficientilor lui 1,¢,t? rezultd a = a +7,b = —a+f—7,¢c = —,
deci g = (y+a)(1 +t)+ (—a+ B =)t + (—y)(1 — t?). Rezultd g € L({1 +t,¢t,1 —*}).

b) Fie p € L({1, x, E—T, ce %}) Atunci p = ag + ayx + Oégg +...+ an% si tinand cont de faptul ca a # 1
obtinem

(ao—l—ala—l—(;fa—l—---—i—a"a an
2!

- n! )(1—a)+a1(x—a)+OQ($2—G)+"'+n!(mn—a)a

decipe LH{l —a,z —a,2® —a,..., 2" —a}).

Demonstram incluziunea inversa: fie ¢ € L({1 — a,x — a,2* —a,...,2" —a}). Atunci ¢ = Bo(1 — a) + B1(z —
a) + Ba(x® —a) + -+ + Bu(2™ — a), de unde rezulti
2 n

0= 8oL —a) = a(By+ By + -+ Bo)] + B + 2y + -+l

si deci ¢ € L({1,z, g, R %})

1.5 Exercitii/probleme propuse spre rezolvare

1. Fie multimea R? pe care definim operatiile:
a) x+y=(x1+y1,02+y2, 273 +ys3), Vr,yeR3
b) kx = (kz1,0,kzs), Vk € R, Vi € R®;
c) kx = (k1 kxa, kx3), VkE€R, Vo € R3.

Formeaza R? un spatiu vectorial real fati de operatiile a) si b)? Dar fati de operatiile a) si ¢)?

2. Sa se arate ca multimea tuturor sirurilor convergente cu elemente din K = C sau K = R, formeaza un spatiu
vectorial peste K 1n raport cu adunarea a doua siruri si inmultirea dintre un numar si un sir.

3. S se stabileascd daci multimea tuturor functiilor reale de clasa C* pe U C R™ este un spatiu vectorial real
in raport cu adunarea functiilor si inmultirea dintre un numar si o functie.

- 17-



MATEMATICA*M* MA. ALGEBRA LINIARA

4. Se cere acelagi lucru pentru multimea functiilor integrabile pe [a, b].
5. Fie V un spatiu vectorial real. Pe V' x V' definim operatiile:
(uvv) + (Iay) - (U+I,U+y);
(a +1ib)(u,v) = (au — bv,bu + av), a+ibe C.

S& se arate cd V x V este un spatiu vectorial peste C (acest spatiu se numeste complezificatul lui V' si il not&m
c
cu “V).

6. Sa se stabileasca daca multimile:

A= {p € Ry[X]|3q € Ra[X], p(x) = gz +1) — q(a), Vo € R};
B = {p € R,[X]|p(x) = plx + 1), Va € R},

sunt subspatii vectoriale ale spatiului vectorial al polinoamelor cu coeficienti reali, de grad cel mult n.
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MA.2.Dependenta liniara. Baza, dimensiune

Cuvinte cheie: independenta liniara, dependenta liniara, acoperire liniara,
baza si dimensiune, coordonatele unui vector relativ la o baza, sistem de
coordonate, matrice de schimbare a bazei, matrice asociata unei familii de
vectori.

2.1 Dependenta si independenta liniara

Fie V un spatiu vectorial peste campul K si S o submultime de elemente din V. Zeroul din V' se noteaza cu 0.
Ne intereseaza unicitatea scrierii vectorului prin combinatii liniare cu elemente din S.

Definitia 13. Multimea S se numeste liniar dependenta daca exista o submultime finita de elemente distincte
»

din S, s& zicem {vi,vs,...,v,}, astfel incat ecuatia E k;v; = 0, in necunoscuta (k1,...,k,) € KP are o
i=1
solutie nebanala.

Multimea S spunem ca este liniar independenta daca nu este liniar dependenta, adica daca pentru fiecare
P

submultime finitad {vi,...,v,} C S ecuatia Zkivi = 0 in necunoscuta (ki,...,k,) € K? are numai solutia
=1

banala (0,...,0).

Facem observatia ca multimea S poate fi o multime finita sau infinita. De asemenea, subliniem si faptul
ca degi liniar dependenta si liniar independenta sunt proprietéti specifice unor multimi de vectori, adeseori se
vorbeste direct despre vectori liniar dependenti, respectiv vectori liniar independenti.

Exemple:
1) Multimea {v}, v € V' \ {0}, este liniar independenta, iar multimea {0} este liniar dependenta.

2) Daca 0 € S, atunci multimea S este liniar dependentd. Dacd in S exista un vector care se poate exprima
ca un multiplu scalar al unui alt vector, atunci S este liniar dependenta.

3) Fie v1(t) = e, va(t) = e~ ! gi v3(t) = sht. Deoarece e! — e~" — 2sht = 0, multimea {v1, v2,v3} este liniar
dependenta.

Teorema 14. Fie S = {vi,v2,...,v,} CV o multime liniar independentd si L(S) acoperirea liniard a lui
S. Orice multime de p+ 1 elemente din L(S) este liniar dependentd.

P
Demonstratie. Fie w; = Zaijvj, i = 1,p+ 1, vectori arbitrari care apartin lui L(S). Relatia kyw; + kows +
j=1

p /p+l
-+ kpriwppr = 0 se transcrie Z <Z k‘iaij> v; = 0 gi Intrucat v;, cu j = 1,p sunt liniar independenti,

j=1 \i=1
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obtinem

kiai; + koag; + -+ + kpyiapr1;, =0, j=1,p.

Acest sistem liniar omogen cu p ecuatii si p + 1 necunoscute k;, i = 1,p + 1, admite si solutii nebanale. Prin
urmare, cei p + 1 vectori w; sunt liniar dependenti. O

2.2 Baza si dimensiune

Fie V un spatiu vectorial peste campul K. Spatiul vectorial V' este intotdeauna generat de o submultime a
sa.

Definitia 15. O multime B de vectori din V' se numeste baza pentru V daca B este liniar independenta si
genereaza pe V.

Utilizand axioma alegerii din teoria multimilor, se poate demonstra ca orice spatiu vectorial diferit de spatiul
nul {0} admite o baza.

Spatiul vectorial V' se numeste finit dimensional daci are o baza finitd sau dacd V' = {0}. In caz contrar, V'
se numeste infinit dimensional.

Teorema 16. Fie V un spatiu vectorial finit dimensional. Oricare doud baze ale lui V' au acelasi numar de
elemente.

Demonstratie. Fie B i B’ doua baze ale lui V. Fie n numarul elementelor din B i n’ numarul elementelor
din B’. Deoarece B este liniar independentd, teorema 14 (orice multime formatd din n + 1 vectori este liniar

dependenta) implicd n’ < n. Acelagi rationament pentru multimea B conduce la n < n’, deci n = n'. O
Numarul
. n daca V are o baza formata din n elemente
dimV = <
0 daca V ={0}

se numeste dimensiunea lui V. Un spatiu vectorial cu dimensiunea n se numeste n-dimensional si se
noteaza cu V,.

Exemple:
1) Fie K™ spatiul vectorial aritmetic. Vectorii

er = (1,0,0,...,0), es = (0,1,0,...,0),...,en = (0,0,0,...,1)

determind o bazi B = {e1,ea,...,en}- Intr-adevir, B este liniar independenta: relatia kyeq +koeo+- - -+ kpe, =
0 este echivalenta cu (kq, ks, ..., k,) = (0,0,...,0), adicd k; = ko = --- = k,, = 0. Pe de altd parte Vo € K™,
avem

x=(r1,2T2,...,Tn) = X161 + Ta€a + -+ + Tpep,

deci B genereaza pe V.

2) Spatiul vectorial K,[X] al tuturor polinoamelor de grad < n are dimensiunea n + 1. intr—adevér,
observam c& B = {1, X, X2 ..., X"} este liniar independentd deoarece identitatea

ko4 k1 X + kX2 4+ +k, X" =0,

implica kg = k1 = kg = --- = k,, = 0 si orice polinom de grad < n este o combinatie liniara finita de elemente
din B.
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3) Spatiul vectorial M, «,(K) al matricelor dreptunghiulare are dimensiunea mn. O bazi este multimea
B={E;, 1<i<m, 1< j<n}, unde E;; este matricea care are elementul 1 la intersectia liniei i cu coloana
j, celelalte elemente fiind nule.

4) Fie V un spatiu vectorial complex. Spatiul vectorial real 'V care coincide cu V' ca grup aditiv si in care
inmultirea cu un numar real este definita ca In V' se numeste trecerea in real a lui V.
In particular, prin trecerea in real a spatiului n-dimensional C" se obtine spatiul real #C" = R?", de

dimensiune 2n. Baza {e1,ea, ..., ey, i€1,i€a, . .., ie, } din FC™ provine din trecerea in real a bazei {e;, ea, ..., e, }
din C".
5) Fie K[X] spatiul vectorial al tuturor polinoamelor in nedeterminata X . Polinoamele 1, X, X2 ... X" ...

constituie o bazd a lui K[X], deci dim K[X] = cc.

Teorema 17. Orice spatiu vectorial n-dimensional V,, are urmdtoarele proprietati:
1) o multime liniar independenta din V,, este o submulfime a unei baze din V,,;

2) orice multime formata din n vectori liniar independenti, este o bazd a lui V.

Demonstratie. 1) Dacd S = {v1,v2,...,v,} este o multime liniar independentd din V,,, atunci L(S) = V,,, deci
S este o bazd sau L(S) este o submultime proprie a lui V,,. In al doilea caz existd v € V,, \ L(S) astfel incat
multimea S U {v} este liniar independenta.

Daca L(S) = V, atunci S’ este o bazd ce contine pe S, iar dacid L(S’) este o submultime proprie a lui
V,, atunci se reia rationamentul facut pentru S. Dupa un numar finit de pasi ajungem la o baza intrucat
dimensiunea spatiului este finita.

In concluzie, multimea S poate fi prelungita sau completata pana la o baza a spatiului vectorial V,.

2) Fie S o submultime liniar independenta care contine n vectori din V,,. Prima parte a teoremei aratd ca

S este o submultime a unei baze B a lui V,,, iar teorema 16 arata ca baza B trebuie sa aiba n elemente, deci
S=5B. O

Spatiile vectoriale finit dimensionale beneficiaza de pe urma prezentei bazelor intrucat in acest caz exista
posibilitatea introducerii si utilizarii coordonatelor fara a se iegi din contextul combinatiilor liniare finite speci-
fice algebrei vectoriale. Precizam insa ca explicitarea teoriei coordonatelor impune in mod necesar ordonarea
elementelor unei baze gi de aceea, in cele ce urmeaza, printr-o bazd intr-un spatiu vectorial finit dimensional, se
va intelege o multime finita, ordonata, liniar independenta, care genereaza spatiul respectiv.

Fie V,, un spatiu vectorial n-dimensional si fie B = {e1, ea,...,¢e,} 0 bazi in acest spatiu.

Teorema 18. Orice vector x € V,, admite o exprimare unica de forma

n
T = E Li€4,
i=1

numita descompunerea lui r dupd vectorii bazei.

Demonstratie. Deoarece V' = L(B), orice vector = € V poate fi scris ca o combinatie liniard de vectorii bazei,

n
adica z = g T;€;.
i=1

n

NE

Presupunem ca vectorul = ar admite si o alta exprimare x = E x;'e;. Prin scidere obtinem 0 = (z; —
i=1 i=1

xi’)ei. Intrucat vectorii e; sunt liniar independenti, rezultd z; —z;’ =0, i=1,nsau z; = x;/, cui=1,n. O
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Numerele z; se numesc coordonatele vectorului x in raport cu baza B, iar bijectia

[V, —= K" f(z)=(x1,29,...,2,)

se numeste sistem de coordonate pe V.

Uneori vom prefera identificirile # = (21, 22,...,2,) sty = (Y1, Y2, - -, Yn). In acest caz

]{I:(k$17kI2,---,k$n) §1 x+y:(zl+y179327+y25"'7xn+yn)-

Teorema 19. Daca W si U sunt doud subspatii ale spatiului vectorial V', atunci

dim W + dim U = dim(W + U) + dim(W N U).

Verificam valabilitatea acestei teoreme pentru subspatiile date in exemplul teoremei 10. Dimensiunea

subspatiului W + U coincide cu rangul matricei

1 -2 3 -1 -1 2
5 =10 15 -4 2 0 )’
de unde obtinem dim(W +U) = 2.
Un vector oarecare din subspatiul W NU s-a gasit ca fiind de forma

(6 — 814,30\ —40p), A\, u€R,
astfel incat dim(W N U) = 1. Intrucat dim W = 1 gi dim U = 2, deducem c& teorema 19 este verificata.

Fie V,, un spatiu vectorial raportat la baza B = {ei,eq,...,e,}. Daca luadm vy, vs,...,v, € V,,, atunci

n n n
v = E aiiel, V2 = E i2€i, ..., Vp = E QipCi-
i=1 i=1 i=1

Vectorilor vy, vs,...,v, li se atageaza matricea
aiq ai12 . A1p
as1 a2 ... a2p
A= . )
an1 ap2 ... Qpp

numita matricea asociata familiei de vectori vy, vs,...,v, relativ la baza ey, es, ..., e,. Evident, vectorii

v1,V2,. .., v, sunt identificati cu coloanele matricei A. De asemenea, se stie cd rang A = rang"A.

Teorema 20. Rangul matricei A este egal cu numarul mazim al vectorilor coloand liniar independent.

.,en} o bazd a lui V,,. Multimea

n
B = {ej' = Zcij€i7 Jj= 1,771}
i=1

Observatia 21. Fie B = {ej,ea,..

este o altd baza a lui V;, daca si numai daca det[c;;] # 0.
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Schimbarea bazei

Fie B ={e1,e2,...,e,} si B’ = {e1’,e2’, ..., e, } doud baze distincte In spatiul vectorial V;,. Notadm cu C' = [¢;4]
matricea patratica ale carei coloane sunt coordonatele vectorilor bazei B’ in raport cu baza B, adica matricea
de trecere de la baza B la baza B’, numita si matricea de schimbare a bazei, unic determinatd de egalitatile:

n
! .
e; = E cijei, qquadj = 1,n.
i=1
Fie Ti si z;/, cu i = 1,n, coordonatele aceluiasi vector = in raport cu baza B, respectiv B’. Prin urmare
n
T = E x;e;, respectiv x = E z;'e;, care este echivalentd cu
i=1 j=1

n n
Tr = l‘] cuez = CijTj €;
i=1

n
gi rezulta x; = Zcijxj’, cu i = 1,n. Aceste relatii descriu transformarea coordonatelor la o schimabre a
j=1
bazei. Matriceal se scrie X = CX’, unde X si X’ sunt matricele coloand cu X = [zq,z,...,x,], respectiv
X' =tz 2!, 2]

Spatii vectoriale izomorfe

Fie V' gi W doua spatii vectoriale peste campul K. O aplicatie 7: V' — W care satisface conditiile

T(x+y) =T(x)+T(y), Yr,ycV;
T (kx) = kT (z), YaxeV,VkekK,

se numeste transformare liniard sau morfism de spatii vectoriale.
Definitia 22. O transformare liniara bijectiva se numeste izomorfism.
Un sistem de coordonate pe V,, este un izomorfism canonic (natural) intre V;, si K™.

Teorema 23. Doud spatii vectoriale V' si W peste campul K, de dimensiuni finite, sunt izomorfe daca si numai
daca au aceeasi dimensiune.

Demonstratie. Presupunem ca V,, si W,,, sunt izomorfe, adica exista o transformare liniara bijectiva 7: V,, —
Wi, cu 7(0) =0. Fie B={ej,es,...,e,} 0 bazd a lui V,,. Multimea

T(B)={T(e1),T(ea),...,T(en)} C Wy,

este liniar independentd, deoarece avem k17 (e1)+koT (e2)+- - +k, 7 (e,) = 0, adicd T (kye1+kaea+- - +kpe,) =
7(0), echivalent cu kie; + kaoes + - - + kpe, = 0, de unde obtinem k; = ky = --- = k,, = 0.
n

Pe de alta parte, pentru orice w € W,,, exista v = Zviei €V, astfel incat 7 (v) = w, de unde rezultd ca
i=1

w = Z v; T (e;), deci T (B) genereaza pe W,,, adicd m = n.
i=1

Re_ciproc, consideram V,, si W,,. Utilizand sistemele de coordonate f:V,, — K" si g: W,, — K", gasim ca
T =g 'of:V, — W, este un izomorfism. O
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2.3 Exercitii/probleme rezolvate

2.3.1 Enunturi

1. Verificati daca urmatorii vectori sunt liniar independent;i. In caz negativ, indicati o relatie de dependenta
liniara.

a) e; = (1,0),ey = (0,1) € R?;

b) v; = (1,2,0),v5 = (1,1,1),v5 = (—1,0,-2) € R?;

c) f1 =ch, fo =sh, f3 =exp € C*(R);

d)m1=<1 g);m2=((1) _01>;m3=(8 S)EMz(R);

e)pr=1+X,py=1-X+X?p;=3+X+X?eRy[X];
£) {cos*(t)|k € N} € C=(R).

2. Verificati ca urmatoarele submultimi reprezinta baze in spatiile vectoriale mentionate:
a) {61 = (1,0),62 = (07 1)} C Rz;
b) {mi1, My, Mgy, Moy} C Mayx2(R), unde

(mz‘j)kl{ L (.7)

c) {1, X, X% X*} C R3[X].
3. Fie By = {e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} baza naturald a spatiului R? si familiile de vectori:

B' = {fl = (17171)’f2 = (Oﬁlvl)mf?) = (17170)};
B" ={g1 =(0,0,1),9, = (0,1,1),95 = (1,2,3)} C R®.

a) Aratati cid B’ si B” sunt baze in R3;
b) Aflati matricile de schimbare de baza Cp,p/,Cp.p,,Cp/pr;
c) Aflati componentele [v] g~ ale vectorului v € R? relativ la baza B” C R?, stiind ci [v]p = (1,1,5).

- Se dau subspatiile

U =L(u = (1,1,1),us = (0,0,0),u3 = (0,1,1),us = (1,2,2)),
V={(x,y,2)|r +y— 22 =0} C R
a) Aflati cate o baza In subspatiile U, V,UNV,U + V.

b) Formeaza U gi V' suma directa? Sunt U si V subspatii suplementare ?
¢) Verificati teorema Grassmann: dimU + dimV = dim(U + V) + dim(U NV).

5. a) Aratati cd F = {p; = 1+ X,py, = X + X2, p; = 1} este bazi in P,.
b) Aflati coordonatele vectorului p =1+ 2X + 3X? € P, relativ la baza F a lui Ps.

2.3.2 Solutii

1. a) Fie k1, k, € R astfel incat kie; + koea = 0. Aceasta relatie se rescrie k1(1,0) + k2(0,1) = (0,0) de
unde rezultd ki = ko = 0 si deci ind {eq, ez}

b) Fie k1, ky, k5 € R astfel incat

kll)l + ]{121)2 + k’g’l}g =0 (21)
Obtinem
k1+k271€3:0 klif()é
2k + ko =0 = ko =2a ,a€R.
k2 — 2/€3 =0 k3 =
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De exemplu, pentru o = 1 # 0 obtinem prin inlocuire in (2.1) urmatoarea relatie de dependenta liniara:
V1 — 209 — w3 = 0 &S vy = 20y + v3.

c) Fie a, 8,7 € R astfel incat
afi+B8f+7f3=0 (2.2)

Relatia se rescrie
e’ +e7 " +ﬁem —e "
o
2 2

o (s48+7) e +(3-8) e =0, vreRr

+ve® =0, Ve e R

a=t
S AR
- ~v=—t, teR.
De exemplu, pentru ¢ = 1, obtinem o = = 1,7 = —1 si inlocuind in (2.2) rezultd relatia de dependenta
liniara f1 + fo — fs3 =0 f3 = f1 + fo
d) Avand in vedere c& mg = 0, rezultd ci cele 3 matrici sunt liniar dependente: este suficient s& ludm k; = ky = 0
si ks =1 # 0 gi avem relatia de dependenta liniara
kimq + komsg + kgmg = 0.

Observatie. In general, orice multime de vectori care contine vectorul nul este liniar dependenta.
e) Fie k1, ko, ks € R astfel incat

k1p1 + kng + kgpg =0. (23)
Aceasta relatie se rescrie
ki+ko+3ks=0 ki1 =2t
ki —ko+k3=0 = ko =1
ko + k3 =0 ks = —t,t € R.
De exemplu, pentru ¢ = 1, obtinem ky = 2,ky = 1, k3 = —1 si inlocuind in (2.3) rezulta relatia de dependenta

liniara:
2p; +p2 —p3 =0 p3 = 2p; +po.

f) Este suficient si aratam ca orice submultime finitd a multimii date este liniar independentd. Demonstram
acest lucru pentru submultimea {1,cost,cos?t,..., cos™ t}, demonstratia pentru o submultime arbitrari de
forma {cosk1t,... cosh» t},0 < k1 < e < kn,m > 1
decurgand analog. Fie ko, k1,k,,...,k, € R astfel incat

ko + kicost + kocos?t + ... 4+ k,cos™t = 0, Vt € R.

Alegem ty,ts,...,t,,; € R astfel Incat costy,cost,,...,cost, , sa fie distincte doud cite doua, de exemplu
=% g, k=Tn+1,(0<tpp1 <tp<---<t;=7F).
Obtinem sistemul liniar omogen cu n + 1 ecuatii si n + 1 necunoscute (ko, . . ., ky):

ko + kicosty + kocos?ty + ...+ kycos™t; =0
ko + kicosty + kocos?ts + ... + kpcosty =0 (2.4)

ko + kycostp1 + kQCOSQtn+1 + ...+ kpcos"t,41 =0.

Determinantul matricii coeficientilor este de tip Vandermonde,

1 costy cos?ty . cos" t1
1 cos to cos?ty - cos” ty
= H (cost; —costj) # 0.
: : : : <
1 t 2t . nt R
coStpir1  COS“tn41 cos” tp41 i i=TnEl
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Deci sistemul omogen (2.4) are doar solutia banald kg = k1 = ko = ...k, = 0 gi in concluzie multimea
{1,cost,cos?t, ..., cos"t} este liniar independents.

2. a) Fie k1, ky € R. Vectorii e, es sunt liniar independenti deoarece: kyeq+koes = 0 < (k1, ko) = (0,0),
de unde rezult’ a k; = ko = 0.
Pe de alta parte, Vo = (z1,7,) € R? avem z = x1e1 + x2e2 € L({e1,ea}), deci R? C L({ey,e2}). Incluziunea
inversd este banald, deoarece V(z,y) € R?, avem (z,y) = ze1 + yey € L(er, e2). Deci {e1, e2} genereaza R?.
Deoarece e1, e; sunt liniar independent;i si formeaza un sistem de generatori pentru R?, rezulta ci multimea
{e1, e} formeaza baza in R

b) Multimea {my1, My, My, , Moy} reprezintd o bazi in Moyo(R). Intr-adevir, multimea este liniar indepen-
denta, deoarece:
ki k 0 0
kimay + komao + k3moy + kymog = 0 & ( ki ki ) = ( 0 0 >7
de unde rezultd k; = ko = k3 = k4 = 0 si orice matrice din spatiul Msy2(R) este o combinatie liniard de
5

3 1 ) € Msy2(R) se poate scrie in mod unic:

matricile myi, My, Mgy, Myy. De exemplu, matricea (

1 5
( 3 1 ) = myq1 + dmi2 + 3ma; — Mmoa.
c) Spatiul vectorial R3[X] = {p € R[X]|gradp < 3} al tuturor polinoamelor de grad cel mult 3, are dimensiunea
3+ 1 = 4. Intr-adevir, observam ci familia de polinoame {1 = X% X! X2 X3} este liniar independenti,
deoarece

ko+ ki X +koX?4+ksX?=0 = ko=ki=koa=ks=0

si orice polinom de grad mai mic sau egal cu 3 este o combinatie liniara finita de monoamele multimii
{1,X, X% X3}, De exemplu, polinomul p = 3 4+ X + 5X? se scrie in mod unic:

p=3-14+1-X40-X2+5-X3.

3. a) Dimensiunea spatiului R? este 3, iar familia B’ are 3 vectori, deci este suficient si demonstrim
ci vectorii fi, fo, f4 sunt liniar independenti (atunci ei vor forma o bazd a lui R3). Dar det[f1, fa, f3] =
1 0 1
1 1 1| =—1%#0, deci avem ind{fy, fy, f3}. In concluzie B’ este o bazi in spatiul R®. Analog se
1 1 0
demonstreaza ca B” formeazi o baza in R3.

b) Matricea de trecere Cp,p de la baza canonicd By la baza B’ = {fi, f,, f3} are pe coloane coeficientii
vectorilor fi, fo, f3 relativ la By.

Avem f; = ley + les + les = [f1]B, = (1,1,1) %; procedand analog pentru fs si f3, obtinem:

=)
O = =

1
Caop = [f1,f2, falg, = | 1
1

Matricea de trecere Cprp, de la baza B"” = {g1, 92,93} la baza By = {e1,ea,e3} are pe coloane coeficientii
vectorilor ey, eg, e3 relativ la B”. Determindm matricea Cprp,. Exprimam e; relativ la baza B”,

e1 = Ag1 + A2ga + Asgs
si obtinem sistemul:
A3 =1
Ao +2X3=0
A+ A2+ 323 =0,

a cdrui solutie este A\; = —1; Ay = —2; Ay = 1, deci [e1]pr = (—1,-2,1)%.
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Analog obtinem componentele lui e; in baza B”,
lea]pr = (~1,1,0)",

ex = p1g1 + paga + H3gs < p1 = —1ipue = Ly ug =0,

[63]3// = (1, 0, O) t.

iar pentru es,
e3 =191 + 7292 + 71393 © 71 = Ly = 0573 =0,
Asezand componentele vectorilor bazei By relativ la B” pe coloane, obtinem matricea de trecere de la B” la
By,
-1 -1 1
Cpip, = le1,ea,eslpr=| =2 1 0
1 0 0

Altfel. In general, avem
[v]B, = Cp.5, [V, = (W], = Cp.p, W5,
{ ’ ’ ’ = CBzBl = ClgllBy

1\ ! 1 -1 1

2 | =2 1 o |.
3 1 0 0

a

la baza B"” = {g1, 94,95} are pe coloane coeficientii

[’U]32 = C1B2B1 [U]Bl

0
deci in cazul nostru obtinem Cp/p, = CEOlB,/ = ( 0
1

— == O

Matricea de trecere Cp g de la baza B = {f1, fo, f5

vectorilor g1, go, g3 relativ la B’'.
Determinam matricea Cgp». Exprimam g¢; relativ la baza B’'.

g1 =Mf1+Xafa+ A3 f3

si obtinem sistemul:
A +A3=0
AL+ Ao+ )\3 =0
AL+ A =1,
a carui solutie solutie este Ay = 13\, = 0; Ay = —1, deci [¢1]p = (1,0, —1)".

Analog obtinem componentele noi ale celorlalti doi vectori
9215 = (0,1,0)", [gs]pr = (2,1,-1)".
Asezand componentele vectorilor bazei B” relativ la B’ pe coloane, obtinem matricea de trecere de la B’ la
1 0 2
CrBr = 91,92, 931 B/={ 1. fo. o} = ( 01 (1) _11 )

"
B,

Altfel. In general, avem
[v]B, = CB,B,[v]B, = CB,B,(CB,B,[v]B;)
{ 1 102 2 102 2D3 3 :> CBlBS _ CBlBQCBZBS’

[U]Bl = C(3133 [U]B?,
deci in cazul nostru obtinem
1o 1\ '"/0o o0 1 1 0 2
CB/B// = CB’B()CB()B” = anlB,CBOBN == 1 1 1 0 1 2 = 0 1 1 .
1 1 0 1 1 3 -1 0 -1
¢) Din formula X = CX' pentru X = [v]p», X’ = [v]ps, unde C este matricea Cpr g/ de trecere de la baza B”

la baza B’, rezultd [v]g» = Cprp/[v]p/, deci

-1 0 -2 1 —11
[IU}B” - OgllB// [U]B/ - —1 1 —1 1 = —5
1 0 1 5 6
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- Din oficiu: 1pt. a) Pentru a afla o baza in subspatiul U este suficient s& gisim o familie maximald de
vectori liniar independenti din sistemul dat de generatori (observam c# in mod necesar cardB < 3 = dim R?).
Pentru aceasta, calculam rangul matricii formate din componentele vectorilor wy,us,us si uy relativ la baza
canonica B = {e1, es,e3} C R® (1 pt.) . Obtinem succesiv:
up = leg 4+ les + leg = [ul]BO = (1, 1, 1)t (1 pt.)
Procedand analog pentru us, ug si ug, obtinem:

rang [uh U2, u3z, u4]Bo = rang

— = =
o O O
=)
DN DN =
Il
\’[\')

deoarece pe coloanele 3, 4 se formeaza un minor maximal nenul (1 pt.)

Rezultd ind{us,us} si uy,us € L(uz,uy), deci U = L(uy,uz,us3,us) = L(us,ug) (1 pt.) . Astfel vectorii
ug, uq formeaza si un sistem de generatori liniar independenti pentru U (1 pt.) . Deci o baza a subspatiului
U este By = {us,us} (1 pt.)

Pentru a gasi o baza in subspatiul V', observam ca notand y = ¢,z = s, ecuatia z + y — 2z = 0 are solutiile
(z,y,2) = (=t + 2s,t,s) =t(—1,1,0) + s(2,0,1). Deci orice vector (x,y,z) € V se poate scrie:

v=(x,y,2) = (=t +2s,t,8) =t(—1,1,0) +5(2,0,1) € L(v1,v2), (1 pt.)
V1 V2
Rezulta V' = L(v; = (—1,1,0),v, = (2,0,1)) (1 pt.)
Pe de alta parte, vectorii vy, v, sunt liniar independenti, deoarece:

kivr + kove = 0 < —k1 42k =0 ki =k, =0, (1 pt.) Total: 10pt.
kl = 0, kz - 0
~1 2 )
Altfel. Avem rang[vy,vo] = rang | 1 0 | =2, deci ind{vy,v2}. In concluzie, By = {v1,v,} formeaza o
0 1

baza in subspatiul V.
Aflam o baza pentru U NV. Avem v € VNU < Ja,b,m,n € R astfel incat

v=a(—1,1,0) + b(2,0,1) =m(0,1,1) + n(1,2,2). (2.5)

Obtinem astfel sistemul in necunoscutele a si b:

—a+2b=n
a=m+2n
b=m + 2n,

care este compatibil (conform teoremei Rouche) doar daca:

-1 2 n
1 0 m+2n |=0&m+n=0&m=—n.
0 1 m+2n

Deci folosind relatia (2.5) rezultd ca v € UNV < v = —n(0,1,1) + n(1,2,2) = n(1,1,1),¥Yn € R si prin
urmare U NV = L(vp), unde vo = (1,1,1). Cum vy # Ogs, avem ind{vy}, deci o baza a subspatiului U NV este
Bynv = {'UO = (17 L 1)}

Pentru a gasi o bazd in U 4+ V, cautam o familie maximala de vectori liniar independenti din By U By, deoarece
U+V =L(By)+ L(Byv) = L(By U By). Pentru aceasta calculam rangul matricei formate din componentele
vectorilor us, u4, v1, V9 relativ la baza canonica,

0O 1 —1 2
rang 1 2 1 0 =3.

1 2 0 1
Coloanele formate cu vectorii usg, vy, vy formeazi un minor nenul, deci uy € L(us,v1,v2) si ind{us,v1,ve}. Cei
trei vectori liniar independenti determind o baza a lui U + V', By 1y = {us,v1, v} si deci dim(U + V) = 3.
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Se observa ca U + V C R? si spatiile U + V si R? au aceeasi dimensiune, deci U + V = R3. Putem astfel
alege echivalent pentru U + V baza canonica a spatiului R?, B’y = {e1, €2, €3}
b) Deoarece o baza in U NV este Byny = {(1,1,1)}, rezulta U NV # {0}. In concluzie, U si V nu formeazi
suma directa si deci nu sunt suplementare.

c¢) Deoarece bazele subspatiilor U, V' au céate doi vectori, iar bazele subspatiilor U NV gi U 4+ V au 1, respectiv
3 vectori, rezultd dimU = dimV =2, dim(UNV) =1, dim(U + V) = 3, deci teorema Grassmann care afirma
ca are loc egalitatea

dimU 4+ dimV = dim(U + V) + dim(U NV)

este verificatd (242 =3+ 1).

5. a) Dimensiunea spatiului P, este 3, deci este suficient si demonstram ca vectoril py,p,,ps sunt liniar
independenti (atunci ei vor forma o bazd).
Fie klv k27 kg astfel incat klpl + kgpg + k3p3 = 0. Rezulta:

ky =0
EoX? 4 (k1 + ko)X + (b1 + k3) =0 ki+ky =0
k1+k3:07

sistem ce are solutia k; = ks = k3 = 0, deci avem ind{p1, p2, p3}.
Altfel. Calculam determinantul matricii formate din componentele vectorilor p1, p,, ps relativ la baza canonica
{1, X, X?} asezate pe coloane,

O = =
= = O

1
0|=1#0.
0

In concluzie avem ind{p1,ps, D3}

b) Pentru a gasi componentele vectorului p in baza F' = {p1,ps, p3}, cAutdm scalarii «, 3,y € R astfel incét:
p = ap; + Bpy +Yps.

Inlocuind in relatie vectorii pi, py, p3, obtinem:

142X +3X% = (a+7) + (a+ B)X + BX?

sau echivalent:

at+v=1 a=-—1
a+p=2 < =3
ﬂ:3 v=2,

deci componentele cautate sunt [p|r = (—1,3,2)".

Altfel. Notand B = {1, X, X?} baza canonici a spatiului P, folosim relatia X = CX’, unde X = [p]p,
X/ = [p]F = ((X,ﬂ,’}/) t7 C = CBF Obt;inem

3 010 o B=3 -1
2 =110 B |el a+pf=2 ,decifplpr=| 3 |.
1 1 0 1 ol a+'y:1 2

2.4 Exercitii/probleme propuse spre rezolvare
1. Sa se cerceteze daca vectorul v = (1,—2,0,3) este o combinatie liniara a vectorilor u; = (3,9, —4, —2),
up = (2,3,0,—1) si uz = (2, -1,2,1).

2. Fiind date subspatiile W gi U generate de vectorii w; = (2,3,11,5), we = (1,1,5,2), ws = (0,1,1,1),
respectiv u; = (2,1,3,2), us = (1,1,3,4) si us = (5,2,6,2), sa se arate cd aceste subspatii sunt suplimentare i
sd gaseasca descompunerea vectorului v = (2,0, 0, 3) pe aceste subspatii.

3. Fie f1, f2,..., fn € C*°(R). Determinantul w = det [f;i_l)], cu i,j = 1,n se numeste wronskianul functiilor
f1, f2,+- ., [n. S& se arate ca:
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a) dacd multimea {fi, fo,..., fn} este liniar dependentd, atunci wronskianul este nul; reciproca nu este
adevarata;

b) dacd wronskianul este nenul, atunci functiile sunt liniar independente. S& se stabileasca care dintre
urmatoarele submultimi:

{1,cos2z,cos?z}, {e®,e % chx}, {e® xze®, ..., z" e},

ale lui C*°(R) sunt liniar dependente, respectiv liniar independente.

4. Fie K[X] spatiul vectorial al tuturor polinoamelor in nedeterminata X. Sa se arate ca
1, X, X%,...,X",...}

este o multime liniar independenta.

5. Sa se gaseasca o baza a sumei si 0 bazad a intersectiei subspatiilor vectoriale W si U generate de vectorii
wy = (1,2,1), wy = (2,3,1), wy = (3,1, 1), respectiv u; = (0,4, 1), us = (1,0, —2) si ug = (1,0, 3).

6. Sa se stabileasca dimensiunea subspatiului A C May3(R), unde

A:{A|A: ( z 0y >, y=u—3v, z,y,u,vER}

u v 0

i sa se gaseasca o baza.
7. S& se determine coordonatele vectorului z = (0,0,1,1) in baza B = {ej,eq,e3,e4}, cu e = (1,1,0,1),
2 =(2,1,3,1), e3 = (1,1,0,0) si eq = (0,1, —1,—1).

8. Fie Vj spatiul vectorial real al polinoamelor in cosz care au cel mult gradul 4. Sa se scrie transfor-
marea de coordonate care permite trecerea de la baza B = {1,008 x,cos? x, cos® I,COS4I} la baza B’ =

{1, €oSs &, €oS 2T, COs 3, COS 4x} sl sa se gaseasca inversa acestei transformari.
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Cuvinte cheie: spatiu vectorial euclidian, produs scalar, norma euclid-
iana, versor, distanta, inegalitatea Cauchy-Schwartz, unghiul format de
doi vectori, ortogonalitate, familie ortogonala, familie ortonormata, baza
ortogonala, baza ortonormata, subspatii ortogonale, proiectie ortogonala.

3.1 Produs scalar

Adaugam la structura de spatiu vectorial o noué notiune, aceea de produs scalar a doi vectori, cu ajutorul careia
putem defini lungimea unui vector, ortogonalitatea a doi vectori, unghiul dintre doi vectori, etc.

Definitia 24. Fie V un spatiu vectorial complex. O functie (,): V x V — C care are proprietatile:

(v, w) = (w,v), (simetrie);

v ) = (u,v) + (u,w), (aditivitate-distributivitate);
(kv,w), (omogenitate);

(v,v) =0 v =0, (pozitivitate),

unde u,v,w € V i k € C, se numeste produs scalar pe V.

Axiomele precedente au urmatoarele consecinte:
(v, kw) = k(v,w);
(u+v,w) = (u,w) + (v,w);
(0,0) = (0,z) = (x,0) =0, (v,v) €R.

Teorema 25. Daca spatiul vectorial complex V' este dotat cu un produs scalar, atunci este satisfacuta inegal-

itatea Cauchy-Schwarz
(v, 0)[* < (v, v){w, w),

cu egalitate daca st numai daca v $t w sunt liniar dependenti.

Demonstratie. Daca v = 0 sau w = 0, relatia este evidenta. Presupunem ca vectorii v gi w sunt nenuli. Daca «
este un numar complex arbitrar, atunci

0 < (v—aw,v—aw) = E(a).

(v, w)f? (v, ) .

pentru o = .
(w, w) (w, w)

Pe de alta parte, E(«) = (v,v) —
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Daca V este un spatiu vectorial real, atunci in definitia precedentd multimea numerelor complexe C se
inlocuiegte cu multimea numerelor reale R, axioma (v,w) = (w,v) se inlocuieste cu (v, w) = (w, v), consecinta
(v, kw) = k{v,w) devine (v, kw) = k(v,w), iar inegalitatea Cauchy-Schwarz se scrie (v, w)? < (v,v){w, w).

Definitia 26. Un spatiu vectorial (real sau complex) pe care s-a definit un produs scalar se numeste spatiu
vectorial euclidian (real sau complex).

Exemple de spatii vectoriale euclidiene canonice:
1) Fie x = (21, 22,...,2,) s1y = (y1,Y2, - .., yn) doi vectori oarecare din spatiul aritmetic R”. Functia reald
definita prin (x,y) = z1y1 + Z2y2 + - - + Tp Y, este un produs scalar pe R".

2) Analog C™ este un spatiu vectorial euclidian in raport cu
(z,y) = 2101 + 222 + -+ + Tnn,

unde ”bara” inseamna conjugarea complexa.
3) Spatiul vectorial real al tuturor functiilor cu valori reale, continue pe un interval [a,b], este un spatiu
euclidian real in raport cu aplicatia definita prin

b
(f.g) = / F(2)g(z)da.

o0
4) Spatiul vectorial real al girurilor reale x = (z1,22,...,Zn,...), cu proprietatea ci Z :ch este convergenta,
i=1
este un spatiu euclidian in raport cu
oo
<LU, y> = Z ZiYi-
i=1
o0
5) Spatiul vectorial complex al sirurilor complexe @ = (z1,22,...,2n,...) cu proprietatea ca Z |z]? este

i=1
convergenta, este un spatiu euclidian in raport cu

e
<$, y> = Z wig%
i=1

unde ”"bara” inseamna conjugarea complexa.
Teorema 27. Fie V un spatiu vectorial euclidian. Functia ||||: V — Ry, ||v]| = \/(v,v), este o norma pe V,
adica satisface relatiile:

[lv]] >0, wv#£0, ||0]| =0, (pozitivitate);
[|kv]| = |&]|]|v]], k scalar, (omogenitate);

[lv+w|| < ]| + [|w]], (inegalitatea Minkowski).

Norma din aceasta teorema se numeste norma euclidianda. Egalitatea din inegalitatea triunghiului se
realizeaza daca si numai daca v gi w sunt coliniari gi de acelagi sens.

Demonstratie. Presupunem ci V este un spatiu vectorial complex. Inegalitatea (v,v) > 0 implica ||v|| > 0, cu
egalitate daca gi numai daca v este vectorul nul. De asemenea, pentru k € C i v € V, gasim

1kv]| = v/ (kv, kv) = \/kk(v, v) = V/k[* (v, 0) = [k]/{v, 0) = [k [Jv]],
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adica gi a doua proprietate este satisfacutd. Proprietatea a treia se demonstreazi tindnd seama de (v,w) +
(v,w) = 2Re(v,w) < 2|(v,w)| si folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz transcrisa in forma [(v,w)| < ||v|] ||w]].

Intr-adevar,

o +wl? = (+w,v+w) = (0,0) + {v,w) + (0, @) + (w,w)
2
< 1ol + 2ol o]l + ]2 = (lfol] + fw]])*.

O

Primele doud proprietiti ale normei asigura ci orice element v din V' poate fi scris sub forma polara v = ||v||e,

unde ||e|| = 1. Vectorul e cu proprietatea |le|| = 1 se numeste versor. Evident, versorul asociat unui vector
1

nenul este unic: e = —-v.
]l

Fie V' un spatiu vectorial euclidian real. Pe submultimea V' \ {0}, inegalitatea Cauchy-Schwarz, |(v, w)| <
[|v]| |w]|, se transcrie
1< M <1.
(o] |wl|

Aceasta dubla inegalitate justificad urmaéatoarea

Definitia 28. Fie V' un spatiu vectorial euclidian real si v, w doi vectori nenuli din V. Numarul 6 € [0, 7],
definit de egalitatea
(v, w)

cosf) = ———
[[o]] [Jw]]”

se numeste unghiul dintre v si w.

Notiunea de unghi se poate introduce si pe spatiile vectoriale complexe, dar pana acum are prea putine
aplicatii practice.

Denumiri. Un spatiu vectorial dotat cu o norma se numeste spatiu vectorial normat. Un spatiu vectorial
normat in care norma provine dintr-un produs scalar se numeste spatiu prehilbertian. Un spatiu prehilbertian
complet (in sensul ca orice gir Cauchy de elemente din spatiu este un gir convergent) se numeste spatiu Hilbert.

Teorema 29. Fie V un spatiu vectorial normat. Functia reald definita prin
d(u,v) = |lu — o]
este o distanta (metrica) pe V, adicd satisface relatiile:
d(u,v) >0, d(u,v)=0% u=muv, (pozitivitate);
d(u,v) = d(v,u), (simetrie);

d(u,v) < d(u,w) + d(w,v), Yu,v,w €V, (inegalitatea triunghiului).

Demonstratia este simpla si o lasam drept tema pentru cititori.

Daca norma este euclidiana, atunci distanta definita cu ajutorul ei se numeste distanta euclidiand. In general,
o multime oarecare Inzestratd cu o functie distantd (metrica) se numeste spatiu metric. Teorema 29 aratd ca
orice spatiu vectorial normat este un spatiu metric.

Exemplu. Fie P, spatiul vectorial real al functiilor polinomiale reale de grad cel mult 2 inzestrat cu produsul
scalar (,): Po X Py — R,

(p,q) = aobo + 2a1b1 + azbe, p(z) =ao+aiz+ asx?, q(z) =bo+ bz + boa?.
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In acest spatiu se considerd vectorii pi(x) = 2+ 2+ 522, po(z) = 2+ 2 — 2% p3(x) = 4 + 2 + 522,
pa(z) = 3+ 32 + 522 i se cere si se giseasci un vector py echidistant acestora. Sa se calculeze aceastd distanta.
Solutie. Fie po(z) = co+ c1z + cox?. Coeficientii ¢, ¢ i 2 se gisesc din egalititile |[p1 — pol| = |[p2 — pol| =

llps — poll = ||pa — pol|, de unde obtinem ¢y = 3, ¢; = 3 si co = 2. Astfel, distanta ceruta este

2
15 3 /41
dz|P1—p0||=\/<]91—p07p1—p0>=\/(2—3)2+2<1—8) +(6-22 =35

3.2 Ortogonalitate

Ortogonalitatea este una dintre cele mai importante relatii dintre vectorii unui spatiu vectorial euclidian real
sau complex. Ea nu se introduce neaparat cu notiunea de unghi, ci cu notiunea de produs scalar.

Definitia 30. Fie V' un spatiu vectorial euclidian. Doi vectori din V' se numesc ortogonali, daca produsul
lor scalar este nul. O submultime S C V' se numeste familie ortogonala daca vectorii sai sunt ortogonali
doi cate doi, adica (v,w) =0, Yo,w C S, cu v # w. O multime ortogonald se numeste familie ortonormata
daca fiecare element al sau are norma egala cu unitatea. O baza care are calitatile de mai sus se va numi baza
ortogonala, respectiv baza ortonormata. Doua subspatii vectoriale Vq, Vo C V ai caror vectori sunt relativ
ortogonali, adica

Yo, € Vi,vp € Vo, (v1,v2) =0,

spunem ca sunt subspatii vectoriale ortogonale.

Teorema 31. Fie V un spatiu vectorial euclidian. Orice submultime ortogonald formata din elemente nenule
este liniar independentda. Daca dim'V = n, atunci orice submulfime ortogonala care contine n elemente nenule
este o baza a lui V.

Demonstratie. Fie S C V'\ {0} o multime ortogonald, iar kijvy + kove + - - - + k,v, 0 combinatie liniara finitd de
elemente din S. Ipoteza kivi + kava + - - - + kpv, = 0 si produsul scalar cu v; implica

ki(vi,v5) + ka(ve,v;) + - - - + kp(vp,v;) =0, j=1,p.
Tinand seama de ortogonalitate, rand pe rand rezulta
]4;1<U1,’U1> = 0, k‘2<1}2,1}2> = 0, celey k‘p<’Up,Up> =0.

Ipoteza v; # 0 implica k; = 0, adica multimea S este liniar independenta.
Demonstrarea ultimei parti a teoremei rezulta imediat din teorema 16, proprietatea 2. O]

Pe spatiile vectoriale euclidiene este comod sa se lucreze cu baze ortonormate. Evident, baza B =
{e1,e2,...,en} CV,, este ortonormata daca

s )L i=y
<ezve.7>—5m_{ 0, i .
Simbolul 6;; se numeste simbolul lui Kronecker.

Exemplu. In spatiul vectorial C°[0,27] al functiilor reale, continue pe intervalul [0,27], pe care definim

2
produsul scalar (f,g) = f(z)g(x)dx, consideram urméatoarea submultime infinitd S = {fo, f1, f2,...} de
0
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functii trigonometrice, unde

folx) =1, fop—1(x) =cosnz, fo,(x)=sinnz, n=12...

Intrucat (fms fn) = 0, cum # n, urmeaza cd S este o multime ortogonala. Datorita ortogonalitatii functiilor
si faptului c& S nu contine elementul nul al spatiului C°[0, 27], urmeaza ci S este liniar independentd. Impértind
fiecare functie prin norma sa,

27 o
[ foll = /{fo. fo) = /0 dr = /2T, ||f2n_1||W\/E,
27
il = s =
0

obtinem multimea ortonormati {¢o, ¥1, @2, ...}, unde

1 coSNT . sin nx

wo(z) = Nor Yan—1(x) = N §i pon(r) = N

Definitia 32. Fie V un spatiu vectorial euclidian si w € V, cu w # 0, un vector fixat. Pentru orice alt vector
(v, w) (v, w)

<w7w> ,/<w7w>

algebrica a proiectiei lui v pe w.

v € V, vectorul w se numeste proiectia vectorului v pe w, iar numarul se numeste marimea

Teorema 33. Fie spatiul vectorial euclidian V,,. Daca B = {e1,ea,...,e,} este o bazd ortogonald a lui V si
n
. <I, €i> 2 . ” . ” 9
B = E xT;e;, atunci r; = < X In particular, daca B este o bazd ortonormatd, atunci x; = (x,e;).
2 €i, €4
i=1

n

Demonstratie. Orice vector x € V,, se scrie unic ca o combinatie liniard de vectorii bazei, adica = = E B@yc

j=1
inmul‘gim scalar cu vectorul e;, cu i = 1, n si rezulta
n
(z,€) = Z-rj<ej7€i> = zi(es, €:),
j=1
deci x; = (@ 1) ) O
<ei7 €i>

Daca baza {e;} este ortonormata, atunci (e;, e;) = 1 si rezultd x; = (z,¢;). In acest caz, orice vector z € V,,
n
admite reprezentarea unica x = E (x,e;)e;. Coordonatele z; = (x,¢e;), i = 1,n, ale vectorului z, sunt proiectii

i=1
pe versorii e; gi se numesc coordonate euclidiene.

Teorema 34. Fie © € V,, un spatiu vectorial euclidian complex si B = {e1,ea,...,en} 0 baza ortonormatd.

n n
Atunci (z,y) = ijgj, unde x; = (x,e;) siy; = (y,e;). In particular, ||z||* = Z |z |2
j=1 j=1

- 35-



MATEMATICA*M* MA. ALGEBRA LINIARA

Demonstratie. Prin ipoteza (e;,e;) = d;jsix = Z Tjej, Yy = Z y;e;. Tindnd seama de proprietatile produsului

j=1 j=1
scalar, deducem
n n n n n n n
T,y) = E zjej, E Yrek E Tk {€;, ex) E E T;Ykdjk = E Y.
g=il 5=l j=1k=1 j=1k=1 Jj=1

Fie V un spatiu vectorial euclidian si S o submultime a sa.

Definitia 35. Un element al lui V' se numeste ortogonal lui S daca este ortogonal pe fiecare element din S.
Multimea tuturor vectorilor ortogonali lui S se numeste S ortogonal si se noteaza cu S-=.

_ Se observa ca S+ este un subspatiu vectorial al lui V, indiferent daca S este sau nu un subspatiu al lui V.
In cazul cand S este un subspatiu vectorial, subspatiul vectorial S+ se numeste complementul ortogonal al lui

S.

Teorema 36. Daca V este un spatiu vectorial euclidian si W, este un subspatiu vectorial n-dimensional al lui
V, atunci V=W, & W;.

n

Demonstratie. Fie B = {ey,ea,...,e,} 0 bazd ortonormata a lui W, si w = Z(v, e;)e; proiectia lui v € V pe
i=1

subspatiul W,,. Punand wt = v — w, rezulti

(wh,w) = (v,w) = (w,w) = (o, Dhy (v, ees) — (T (v, e Ty (v, 5)es)
= S (e — S S (v, ea) (v, e {ens )
S (v en)? = Sy Sy (v, i) (v, )05 = 0,

deci wt € W+. Exprimarea unici v = w + w aratd ca V. =W, @ W. O

Teorema 37. (Pitagora) Fie W,, un subspatiu vectorial al spatiului euclidian n— dimensional V si W= subspatiul
ortogonal al subspatiului W,,. Daciv € V, w € W,,, wt € Wt astfel incgt v = w +w=, atunci este satisfdacutd
relatia

llo]1? = [[w]| + [Jw| .

cunoscuta sub numele teorema lui Pitagora.

Demonstratie. Norma din enuntul teoremei este cea indusa de produsul scalar ( , ) pe V; adica ||v|| = \/{(v, v).
Prin urmare,

1] = (v,0) = (w+wh,w+w) = (w,w) + (w,wh) + (w, w) + (wh,w) = [Jw]|* + [lw| .
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3.3 Exercitii/probleme rezolvate

3.3.1 Enunturi

1. Sunt urmatoarele operatii produse scalare 7

a) (z,y) = 211 + axayz, Vo = (21,22),y = (y1,92) € R
b) (A, B) =Tr(A-B?t), VA, B € Mays(C).

c) (z,y) = 2172, Yo = (21,22),y = (y1,42) € C*.

2. Ariitati cd urmaétoarele operatii definesc produse scalare (numite produse scalare canonice) pe spatiile vec-
toriale specificate:

a) V= Rna <-T,y> =21Y1 T X2Y2 + -+ TnYn, Vo = ($1,$2, oo 7:E7L)7y = (ylay27' e 7yn) € Rn7 pentru n = 3.

b) V=P, ={peR[X]|gradp<n},n>1, (p,q) =pogo~+pi¢i + -+ Pnln,
Vp=po+pi1 X+ +p X", g=q +q@X + -+ ¢, X" € P, pentru n = 2.

) V=P, (g =" p)g(x)dz, ¥p,q€ P,.
d) V =C%a,b], (f.g)= [ f(a)g(x)dz, Vf,g € C°[a,b].

e) V= Muxn(R), (A B)=Tr(A"-B), VA, B € Mpuxn(R), unde T7((cij); j=15;) = c11 + ca2 + -+ + Con,
pentru n = 2.

)V =C" (2,y) =241 + 2P+ + Tpln, VT = (21,22,...20), Y = (Y1, Y2, - .- Yn) € C", pentru n = 2.

3. Folosind produsele scalare canonice corespunzatoare din exercitiul precedent, calculati (u,v),||u||,||v||,

d(u,v),pr,u,pr,v si cu exceptia cazului f), calculati unghiul celor doi vectori de mai jos; determinati dacé
vectorii sunt ortogonali.

a) u=(1,2),v=(-2,1) € R%
b) u=(1,1,1),v = (1,-2,0) € R3;
c) u=1+ X,v = X? € Py, cu produsele scalare de la punctele b) si ¢) din problema precedent;

. u = exp, v=ch € CY0,1];

e)uz(é (1))1):((1) ‘01 ) € Mays(R);
£) u=(i,—i),v = (1 —1i,1+1) € C2

3.3.2 Solutii

1. a) Verificim proprietatile produsului scalar. Fie z = (21, 22), y = (y1,v2), 2 = (21,22) € R?, A € R. Atunci

o (x,y) = (y,x) = z1y1 + axays = Y121 + ayaxo. Egalitatea este adevirati, tindnd cont de comutativitatea
inmultirii numerelor reale.

o (z,y+2) =x1(y1 + 21) + ax2(y2 + 22) = T1y1 + ax2y2 + 121 + ax220 = (x,y) + (¥, 2);
o (\z,y) = Ax1y1 + adrayz = M21y1 + axays) = Mz, y);
o (,2) >0, Va eR? & 2?4+ ax3 >0, Vo €R? & o >0, iar

2
_ 2 2 _ 7 =0
(z,2) =0 & 2{+ax;=0 < { 0z =0

sistem echivalent cu x = (z1, z2) = (0,0) doar daca o > 0.

In concluzie operatia definita in enunt este un produs scalar doar pentru a > 0 .
b) Fie A, B,C € M342(C). Atunci

e (B,A) =Tr(B-At) =Tr(B-At) =Tr(B-AY) =Tr((B-AYH") = Tr(A- B') = (A, B). Am folosit
proprietatea TrA = Tr(A*");
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e (AB+C)=Tr(A-(B+C)")=Tr(A- (B75 +C't)) = Tr(A~Bt) +Tr(A~C‘t) = (A, B)+ (A, C);
e A\, B)=Tr(A-B") = \Tr(A-B') = \(A, B);
(A, A) =Tr(A-A") =a?, +afy + a3, + a3y > 0
[ ]
<A,A> =0« a1l = Q12 = Q21 = A2y = 0.
Fie A= (21 22), z;, € C, i =1,4. Rezulta
Tr(A-AY) =Tr(22)(22) =221+ 20% + 2373 + 2424 =
= |z1]? + |22]® + |23]® + |24 2 0, VA € May2(C);
(A, A =0 & |12+ |z + s+ |uf?=0s

<~ 2122222’3:24:0 = A:OMQXQ(C).

c) Verificam proprietatile produsului scalar. Fie x = (21, 22), ¥y = (y1,¥2), € C2.

(z,y) =(y,2) © 2172 =Yiz2.
Relatia obtinutd nu este adeviratd pentru orice z,y € C2. De exemplu, pentru x = (0,1) si y = (1,1) obtinem

1y = 0 # 1 = yias. In concluzie, operatia definita in enunt nu este un produs scalar, deoarece nu este
satisfacuta proprietatea de hermiticitate.

2. Trebuie sa verificam, in fiecare caz, proprietatile produsului scalar.

a) Fie x = (21,72,73), ¥y = (Y1,y2,¥y3), 2= (21,22,23) € R3, X\ € R. Atunci au loc relatiile:
o (7,y) = T1y1 + Tay2 + T3Yz = Y171 + YaTa + Y313 = (Y, T);
o (z,y+2) =x1(y1 + 21)+w2(ya + 22)+x3(ys + 23) = L1y1 +22ya+a3Ys+r121 F 22222323 = (T, y)+(, 2);
o (Az,y) = (Az1)yr + (Az2)y2 + (Aw3)ys = Mz1y1 + 22y2 + 3y3) = M2, ¥);
o (z,7) =22+ 23+ 23>0, Vo € R3;

(x,2) =0 & 2i+ai+2i=0c oy =a2=23=0 & x=Ogs

b) Fie p = ag + a1x + asx?, ¢ = b + b1z + box®, 7 = co + c17 + c22? € Po si A € R. Atunci avem

® (p,q) = apbo + aiby + azba = boag + biay + baaz = (g, p);

e (p,q+7)=ao(bo+co)+ai(by + c1)+az(b2 + c2) = agbo+a1by +azbz +aoco +aici +azca = (p,q) +(p,7);
o (Ap,q) = (Aag)bo + (Aa1)by + (Aag)by = M agbg + a1by + asba) = Ap, q);

* (pp)=aj+ai+a3>0, Vpe Py

p,p)=0 & a2 +al+a53=0 & ap=a1=a3=0 & p=0.

¢) Fie p, g, r polinoamele definite la punctul b).

e (p,q) =/_1p($)q($)d$=/_ q(z)p(z)dz = (g, p);

1
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1

« (pqtr)= / p()(q + r)(@)dz = / p(z)(q(x) + r())dz =

-1 -1

- / p(z)g(x)de + / p(@)r(@)dz = (p,q) + (p,7);

—1 —1
1

.« Opg) = / () (@)g(z)dz = A / p(@)a(x)dz = Mp,q);

—1 —1

e pozitivitate:

(p,p) = /1 (p(z))?dx = /1 (ag + a1 + aga?)’dr =

-1 —1
1

= / [ag 4 (a17)? + (a22?)? + 2apa12 + 2a0a22® + 2012 - axx®|dr =
-1

1
= a? + 2apa1T + a® + 2a0a9 %+ 2a1a2x3 + a2at)dx =
0 1 2
—1

1
3 4 5
= (a%x + apar2® + (af + 2a0a2) % + a1a2% + a%%)

-1

2
=2a3 + 2(a? + 2aop2) + 2a3 =2 (ap + 3a2)” + Fa3 + 2a? >0, Vp € Py;

Bh=0 @ 2o+ b + S + 33 —0
a0+%a2:0
=4 GQZO @aozalzaazo <:>p:0P2~
CL1:O

d) Prima proprietate a produsului scalar rezultd din comutativitatea Inmultirii numerelor reale, iar celelalte
doua rezulta din proprietatea de liniaritate a integralei. Proprietatea a patra

b
. f) = / 2 (x)dz > 0,
b

are loc deoarece g(z) > 0,Vx € [a,b] # (J implica / g(x)dx > 0 (proprietatea de monotonie a operatorului
a
de integrare definitd).

Ardtdm ca (f, f) =0 < f = 0. Daca f =0, avem (f, f) = f(f 0%dz = 0. Implicatia (f, f) =0 = f =0 este
echivalenta cu implicatia

F#£0<(f,f) #0.

Presupunem cd f # 0. Atunci existd x¢ € [a,b] astfel incat f(zo) # 0. Fie ¢ = |f(z0)|/2. Functia fiind
continud, rezultd cd existd o vecindtate V a lui g astfel incat f(x) € (f(xo) — &, f(zo) + €), deci |f(z)]| €
(e/2,3¢/2) = f%(x) > €2/4,Vx € V. Atunci in multimea V N [a, b] se giseste un interval I = [c,d] # (J astfel

b d 2 2
incat f2(x) > €2/4, Va € [e,d]. Atunci (f, f) :/ () z/ %dm > %(d— ¢) >0, deci (f, f) # 0.
e) Fie A, B,C € Mays(R), A € R.
e (A\B)=Tr(A"-B)=Tr(A"-B)!=Tr(B'- A) = (B, A). Am folosit proprietatea TrA = Tr(A");
e (AB+C)=Tr(A*- (B+C))=Tr(A*B+A'C)=Tr(A* B) +Tr(A* C) =

= (A,B) + (A,C)
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o (AA,B) =Tr((AA)! B) = Tr(AA' - B) = \Tr(At B) = \(A, B);

o (A A)=Tr(At A).

Fie A = < i di > va;; € R, 4,7 =1,2. Rezulta
az Qo

Tr(At-A) = a2, + a3y + a3y + a3y > 0,VA € Moyo(R);

2 2 2 2
<A7A> :O<:>a11+a12+a21 +Cl22 :O<:>CL11 = a12 = a21 :a22:0©A:OM2X2(R).

f) Fie x = (x1,72), ¥y = (y1,2), 2 = (21, 22) € C?, A € C. Atunci au loc relatiile

o (2,y) = 211 + T2l = T1y1 + Taye = Y1T1 + Y22 = (Y, T);

o (x,y+z)=a1(y1 + 21) + 22(Y2 + 22) = T1Y1 + 202 + 121 + 2272 = (2, y) + (2, 2);
o (\z,y) = (A\r1)y1 + (A\22)%2 = Mz171 + 2272) = Mz, y)
o (z,2) = 11T1 + 2273 = |v1]? + [2)* > 0,V2 € C%

(r,2) =0« |x1]=|22] =0 & 21 =22 =0 & = Oc2.

3. Folosind produsele scalare canonice pe spatiile considerate si formulele

we) ()
oy % e V) =

lull = /el pry = 42
obtinem:

a) Pentru u = (1,2),v = (=2,1) € R?, avem (u,v) =1-(-2)+2-1=034i

lull = V{wu) = VEFZ = V5, o] = V2P F 12 = V5
Ao, v) = [Ju— ol = [|(3,1)]| = VB + 12 = VIO

prou= o= 2 (-2,1) = 0,0), R = (o= (1,2) = (0,0)

{u, u)

— (u,v) — o

cos (u,v) = =0 = (u,v)=arccos(0)

]l - ol

2

Deoarece (u,v) = 0 rezultd ortogonalitatea celor doi vectori.

b) Pentru u = (1,1,1),v = (1,-2,0) € R, avem (u,v) =1-1+1-(=2)+1-0=—15i

Jull = @) = VIZF 2512 = V3, |Joll = 0,0} = I+ (=2 = V;
d(u,v) = Ju— ol = [|(0,3,1)]] = VIO

PFu = 2:2; v = %1(1,4,0) - (;20) :
T D R
eos (00) = oy = 7a-vE =~ €
de unde rezulta @ = arccos (—ﬁ) = T — arccos \/% Deoarece (u,v) = —1 # 0, cei doi vectori nu sunt

ortogonali.
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1

¢) Folosind produsul scalar canonic pe Ps, (p,q) = / p(x)q(x)dz , Vp,q € Py, obtinem
—1

(u,v) = /1u( Yo( d:c/l (1+2)x 2d:c<x3+x4>

ol = Vo =/ [ m_\[
lv|l = v v) \// \// 4d:13—\/;;
(uv)—|u—v||—|l+x—m2|—\// 1+ —2?)%de \/%

pr, U = {u, v) v = 2/3 -z §x ;
Prot = (v,v) 2/5 37
_ (v, u) 2/3 1
si cos (u,v) = {u, v) = /3 = V5 € [—1,1], de unde rezultd (u,v) = arccos @. Deoarece (u,v) # 0,

lull ol 4/v15 6

cei doi vectori nu sunt ortogonali.
Folosind cel de-al doilea produs scalar canonic pe P, (p,q) = poqgo + p1g1 + p2g2, unde p = po + p1x 4 po?,
q = qo + 12 + g22* € P, obtinem

(u,0) =0, fJull = VIFT =3, ol = vI=1;
d(,0) = llu— ol = |1 + 2 — 27| = I+ T2+ (1 = V3

pr,u = pr,v =0, cos@ =0¢[-1,1],

de unde rezulta (u,v) = arccos 0 = 7, deci u_Lv. Se observa ca rezultatele obtinute folosind cele doua produse
scalare difera, desi vectorii sunt aceiasi.

. Din oficiu: 1pt. Calculam

1 1 T —x
(u,v) = / u(z)v(z)de = / e’ - idx =
0 0 2
R, ot e
—5/06 d:c—|—§/0 dx—<4+2>
1 1 eQz
(u, ) z/ (u(z))?dz :/ ey = —
0 0 2

de unde rezulta |lul| = /{u,u) =

(v,0) = /01 (v(x))?dx = /01 (ew—;e_l)zdx = i/ol(e% +2+ e %) dx =

! e?—e 244
0 8 ’

0 2 ’

(2 pt.) ; de asemenea, avem

rezultd |jv]| =

1 1
hlishl—1
d(u,v):||u—v|:\// (eg”—chx)zdx:\// shzxdx:\/%.
0 0
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De asemenea, obtinem

241 - 1 B .
=80y = e2—c—§2+4 - < +2@ = 625;24-4( e’ +e") (2 pt.) ;

2
o : . 1
Pryv = éum U= et = 2(662t1) -e” (1 pt.)

)

2
~ R — (u,v — < 4+1 _ €2+1 _
cos (1, v) = Qe = JE Bt e e e =1, 1] JCEeE,
2
¢ 73 e +1 e2+1 . .
unde rezu U, V) = arccos pt.) . iy u,v) = == , VI rii u g v
de unde rezulta (u,v) = arccos NCESC: Y (1 pt.) . Deoarece (u,v) i # 0, vecto S
es — es—e “+

nu sunt ortogonali (1 pt.) . Total: 10pt.

e) Avem

(u,v) = Tr(ut - v) :Tr(

(u,u) = Tr(u’ - u) —Tr(

(v,v) =Tr(vt-v) :Tr<
deci [[ul| = V (u,u) = \/67 [v]| = Y% (v,v) = V2 si

d(u,v) = |Ju —v|| = V/Tr((u —v)t-(u—v)) = Tr(i §>: 24+2=2

o {wvy) 2 (0 -1\ _ (0 -1
pryu = <U,7)> U= 2 1 0 - 1 0 ’
g (w2 10 _ (13 0
Prav=20wy "~ L2 1) 7 Les 13 )
De asemenea, cos (u,v) = {u, ) = = i € [-1,1], deci (u,v) = arccos ‘[ Deoarce (u,v) = 2 # 0,
full - ol vi2 3

vectorii w §i v nu sunt ortogonali.

f) Deoarece

l[ull = V/(u,u) = [vll = /(v,v) = 2;
d(u,v):||ufv|\:H(Zifl,f%fl)“:\/(2171)(2171 )+ (=2 —1)(—2i —1) = V10

(wv) =2 )

1
DU = = ~(1i,1+i)<2+z -

“C
<
N =
l\J\H

T, =

(,0)
<’U,U> _<u7v>.u:_2zfz 1,1
v — (6 =1) = (=4,9).
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3.4 Exercitii/probleme propuse spre rezolvare

1. Fie spatiul vectorial complex n-dimensional C" si fie #C™ trecerea in real a lui C". ’ Stiind c# oricarui

vector z = (ay +iby, as +iba, ..., a, +ib,) din C™ ii corespunde vectorul (ay,as,...,a,,by,bs,...,b,) din FC™
si se stabileasca vectorul din ®C™ care este asociat lui iz.

Daca C™ este inzestrat cu produsul scalar (v, w) = 131 + aafls + -+ + @Oy, unde v = (a1, a9, ..., ) s
w = (B1,Ba,--.,0n), s se stabileasci ce produs scalar se induce in #C".

2. Sa se arate ca aplicatiile (-, - ): R,[X] x R,[X] — R definite prin formulele:

n

() (pa) =D ab;; (%) (p,q) = Y (1) %asb),
j=0

Jj=0

cup= Z anj siq= Z ijj7 sunt produse scalare. S& se calculeze unghiul dintre polinoamele p si ¢, fata
j=0 j=0
de produsul scalar (x), respectiv (), unde p =4 + X2 5i ¢ =2 — 3X — 2X2.
4
3. Fie spatiul vectorial euclidian real C°[0,4] pe care produsul scalar este dat de (f,g) = / f(z)g(x)dx.
0

Sa se scrie inegalitatea lui Cauchy-Schwarz si sa se calculeze d(f, g), ||g]|, unde
B B x, x€]0,2]
o=t ew={,", 07

4. 1In spatiul euclidian canonic R?, fie vectorul v = (14, -3, —6) si submultimea S = {a1,a2,a3}, unde
ar = (—3,0,7), az = (1,4,3) si ag = (2,2, —2). Sa se gaseasca proiectia ortogonald w a lui v pe L(S) si vectorul

wt.
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MA.4.0Ortogonalizare. Ortonormare

Cuvinte cheie: ortogonalizare, ortonormare, procedeul de ortogonalizare
Gram-Schmidt.

4.1 Procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt

Fie V un spatiu vectorial euclidian. Ne propunem sa aratam ca din orice multime liniar independenta de
vectori din V' se poate construi o multime ortonormata (multime ortogonald ale carei elemente au norma 1). In
acest sens, prin demonstratiile teoremelor care urmeaza, vom pune in evidenta procedeul de ortogonalizare
Gram-Schmaidt.

Teorema 38. Daca V' este un spatiu vectorial euclidian cu dimensiunea n, iar {vi,va,...,v,} este o bazd a
i V', atunci existd o bazd ortonormatd {ey,es, ..., ey} astfel incat multimile {vy,va,...,vx} si {e1,ea,... e}
genereazd acelagi subspatiu vectorial Wi, C 'V pentru fiecare k = 1,n.

Demonstratie. Mai intai construim o multime ortogonala si apoi ii normam elementele. Multimea ortogonala
{wi,wa,...,w,} se construiegte din {vy,va,...,v,} in felul urméator:

1) se ia wy = vy;
2) se pune we = v + kwy. Vectorul we nu este zero deoarece vy si vy sunt liniar independenti. Se determina
k din conditia ca ws sa fie ortogonal lui wy, adica

0= <’LU2,U)1> = <UQ + kwl,w1>,

(v2, w1)
(w1, w1)

(v2, w1)

< >w1, adica vectorul ws se obtine scazand din v proiectia
Wy, W1

de unde rezulta k = — , deci wg = vy —
lui vo pe wy;
3) vectorul w3 este definit prin w3 = v + k1w + kaws; €l este nenul ca urmare a faptului cd vy, ve i v3 sunt

liniar independenti. Scalarii k1 si bk sunt determinati din conditiile ca w3 sa fie ortogonal lui w; si lui we, adica

0= (w3, w1) = (v3,w1) + ki{wi,w1) si 0= (ws,ws) = (v3,wa) + ka(wa, wa).

Gasim
By =— (v3, w1) ky = — (v3, w2)
(wy,w1)’ (wa, w2)’
deci
s = Vg — (v, w1) wy — (v, wa) w,

(wi,w) | (w2, wa)

adica w3 se obtine scazand din v3 proiectiile lui vs pe wy §i wo.

Repetdm schema precedentd pand obtinem o multime de n vectori ortogonali {wi,ws,. .., wy,}.
Multimea ortonormata {eq, es, ..., e, } asociatd familiei initiale se gdseste prin normare, adicd definind
Wy .
e, =——, 1=1n.
[ lwil|
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Ortogonalizarea urmata de normare poarta numele de ortonormare.
Pentru final se poate arata ca Wy = L{vy,va,...,vp} = L{e1,e0,... e} O

Exemplu. Se considera spatiul euclidian R? raportat la baza {z; = (1,1,—1),25 = (3,—1,-1), 23 =
(0,—1,1)}. S& se giseascd baza ortonormata asociaté.

Solugie. Utilizind procedeul Gram-Schmidt, construim o multime ortogonald {yi,ys2,ys} formatd din
vectorii nenuli:

Y1 =T = (17 ]-7 _1)a
(r2,91) 3
= T2 — =3,-1,-1)— 2(1,1,-1) = (2,-2,0);
- ’ <y1’y1>y1 ( ) 3( )= )
(3,91) (z3,92) (—2) 2
=3 — — =(0,1,-1) — —=(1,1,—-1) — =(2,—2,0
. ° <yl,y1>y1 <y3,y2>y2 ( ) 3 ( ) 8( )

_(111
- \676'3)°

impér‘gim fiecare vector din baza ortogonalad prin norma sa si obtinem o baza ortonormata
y1:<11_1> y2:(1_10> s _ (V6 V6 VG
lall  \VB' VB V37 el \v2" v27 )7 sl 66" 3

Teorema 38 se generalizeaza in felul urmator:

Teorema 39. Fie V un spatiu vectorial euclidian, fie {vi,va,...,} C V o mulfime finitd sau infinitd si
L(vy,...,vg) subspatiul generat de primii k vectori. Atunci exista o mulfime {wy,ws, ...} CV cu urmdtoarele
proprietati, pentru fiecare k € N:
1) vectorul wy este ortogonal pe L(vy,va, ..., 0k—1);
2) L{ws,...,wg} = L{vy, ..., v };
3) wy,wa,... sunt unic determinati, abstractie facind de un factor scalar.
In loc de demonstratie ne multumim cu un mic comentariu. Vectorii wy,ws,...,wy au expresiile:
— (vy1,w;)
P41, Wi —
w1 = V1; Wr41 = VUp41 — - w;, r=1k-1,
r r ; <U),L,’LU,L> 1

care se dovedesc bune pentru fiecare k € N. Evident, acesti vectori sunt construiti astfel incat w, 1 sa fie

ortogonal cu wy,ws,...,w,, adica vectorul w,,; se obtine scazdnd din v,;; proiectiile lui v, pe vectorii
. . o . . o w1 w2
w1, Wa, ..., wy. Din multimea ortogonala {w,ws,...} se obtine multimea ortonormata Tl Twall S
w1 w2

Exemplu. Fie P spatiul vectorial al tuturor functiilor polinomiale reale definite pe [—1,1], inzestrat cu

1
produsul scalar (v, w) = / v(t)w(t)dt. Baza canonici a acestui spatiu este alcituitd din vectorii v, (t) = t™,

cun=20,1,2,... Ortogona_lizénd aceasta baza cu procedeul Gram-Schmidt, obtinem polinoamele Legendre
1 3 n! d"
) =1,wi(t) =t,wa(t) =t> — =, ws(t) =3 — =t,...,wy(t) = —[2=1)",...
’wo( ) 7w1( ) ’wQ( ) 3,’11)3( ) 5 , W ( ) (271)' dtn [( ) ]7
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4.2 Exercitii/probleme rezolvate

4.2.1 Enunturi
1. Se da familia de vectori S = {v; = (1,0,2),v9 = (—2,1,1)} C R3.

a) Verificati ca familia S este ortogonald;
b) Completati S la o bazi ortogonald a spatiului R3.
2. Se d& subspatiul W = L(v; = (1,0,1,1),v = (1,—1,1,0)) C R*.
a) Determinati W+;
b) Aritati c& W & W = R*;
c) Pentru v = (1,1,1,1), aflati vg = pripv € W si v+ = v — vy € W, verificati teorema lui Pitagora
[10l1? = [lvol I* + [lo 1%
d) Aflati o bazi ortogonald By a subspatiului W;
e) Normati baza By obtinand o baza ortonormatd B = {fi, f2} a subspatiului W;
f) 2Aﬂa‘gi coeficientii Fourier o; = (v, f;),4 = 1,2 ai lui v relativ la B i verificati inegalitatea lui Bessel ||v]|?
Y ad

g) Verificati pentru vy egalitatea Parseval ||vg||? = Z?:l a?;

Y]

h) Ardtati ca functia g(w) = d(v,w),w € W isi atinge minimul in vy, valoarea minima fiind d(v, W) =
min,ew d(v,w) = |[vt]].

3. Ortonormati familiile de vectori:
a) F={v=(1,1,1),v2 = (1,1,0),v3 = (1,0,0)} C R?;
b) F = {ch,id} c C°[0,1];
) F={p=1+X,pp=X+X2%p3=X}CC-1,1].

B w1 = (~.0,1), w5 = (1,4,0), w5 = (0,1,0) € C.

4. Aflati proiectia ortogonald pryyv a vectorului v pe subspatiul W, precum si componenta sa ortogonala
+ relativ la acest subspatiu:

a)v=1+zecRyz], W (p1 L+a2py=1); (pg) = [}, p(t)q(t)dt
b) v=(1,2,1); W =L(v ,0),v0 = (—1,4,1)) € R3;

=2
(e (3 2) 0= (5 ) esn
T, Y,z

d)v=(2,1,-1), W= {(z r+y—22=0} CR3.

4.2.2 Solutii

1. a) Familia S este ortogonald deoarece (vi,v9) =1-(=2)+0-14+2-1=0.
b) Determinim un vector vz € R? v3 = (21,22, 73),v3 # 0 astfel incat sa fie satisfacute conditiile:

(vi,v3) = 0, (va,v3) = 0.

Obtinem sistemul liniar

1+ 223 =0 T =2
1 3=

= -5\ R
{_2x1+x2+$3:0 & Z:)ﬁ JAE

Asadar, putem completa sistemul de vectori la o baza ortogonala intr-o infinitate de moduri. De exemplu, daca
alegem \ = 1, obtinem vz = (=2, —5,1).

Vectorii vy, vg, v3 sunt ortogonali si nenuli, deci sunt liniar independenti. Numarul lor fiind egal cu dimen-
siunea lui R3, rezultd ca ei formeazd o bazi (ortogonald) a lui R3.

2. a) Complementul ortogonal al spatiului W este multimea

L—{yeR* |y Lo,yLlv}
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Pentru a gisi vectorii y € W, este suficient s& punem conditiile (y,v;) = 0, (y,ve) = 0. Notand y =
(y1,Y2,Y3,Ya), aceste conditii sunt echivalente cu sistemul

y1+y3s+ys =0
y1—y2+y3=0

N . o . . 1 0 . . .
in care minorul corespunzator lui y; si yo este T —1 # 0, deci vom considera y; i yo drept
necunoscute principale, iar ys3 si y4 necunoscute secundare. Atunci sistemul are solutiile: y; = —a — b,ys =
—b,y3 = a,y4 = b, unde a,b € R.

Atunci

W+ ={(—a—b,~b,a,b) | a,b € R}
Observam ci (—a — b, —b,a,b) = a(—1,0,1,0) +b(—1,—1,0,1) si deci o baza in W+ este formata din vectorii
up = (—1,0,1,0),us = (—1,—1,0,1).

b) Deoarece determinantul

1 1 -1 -1
o -1 0 -1

det [’Ul,vg,ul,UQ] = 1 1 1 0 = *5#0,
1 0 0 1

rezultd ca vectorii vy, v, U1, us sunt liniar independenti. Numarul lor fiind egal cu dimensiunea spatiului total
R*, rezultd ci ei formeazi o baza in R*, deci L(vy,ve,ur,uz) = R Dar W + W = L(vy,ve) + L(ug,uz) =
L(v1,ve,u1,uz) si deci W + W+ = R%. Deoarece intotdeauna avem W N W+ = {0}, rezultd R* = W @ W.

c) Deoarece are loc relatia W @ W+ = R*, rezultd ci v se scrie in mod unic sub forma v = vy + v+, cu
vg € W si vt € Wh. Din vy € W rezultd ci vy = k1v1 + kava cu ki, ks € R, iar conditia v+ € Wconduce la
<vJ-,v1> =0si (v, v9) = 0. "Tinand cont de faptul ci

UJ— =V — 1 :Ufklvlfkg’l)%

relatiile anterioare devin:
k1 (v1,v1) + k2 (v2,v1) = (v,v1)
k1 (v1,v2) + ko (v2,v2) = (v, v2)

Asadar, kisi ko sunt solutiile sistemului:

3k1 4+ 2k =3 N k'1:7/5
2k 4+ 3ky =1

In concluzie, avem vy = %vl — %’Ug = (%

De asemenea, prin calcul direct obtinem |[v|| = 2,]|vo|| = /18/5, |[vt]| = 1/2/5, deci teorema Pitagora se
verificd: |[v|[? =4 =2+ 2 = [Jvo||> + |Jv*|]

d) Deoarece baza subspatiului W data de By = {v1,v2} nu este o bazd ortogonald, ortogonalizam folosind
procedeul Gram-Schmidt {vq,va} — {wy, wa}.

wy =v1 = (LOalal)

Wz = V2 = Prw, V2 = V2 — %“’1 =
- (1’ -1 170) B %(1’07 1?1) = (%7 -1, %7 _%)

Vectorul (%, -1, %, f%) este paralel cu vectorul (1,—3,1,—2), deci o noud baza ortogonala a lui W este By =
{wr = (1,0,1,1),wy = (1,-3,1,-2)}.

Se observa ca avem

v,w v, W
Vo = Prwv = Pry, U + Pry,V = <§U171;1>> wy + << ~ ?2)

Wo =
wa2,w2)
= %(170,1,1) + %g (17_3717_2) = (%’%’%

w
7
» 5/
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iar componenta ortogonala a vectorului v relativ la W este

4347 121 2
1

=v—pryv=(1,1,1,1 — 2o i) =222, -2).
vr=v-prwv=(L1L11) = (5’5’5’5) (5’5’5’ 5)

e) Normand vectorii {wy, ws }, rezulta baza ortonormata B = { f1, f2} a subspatiului W formata din vectorii:

i 1w<1011)f 1w<1 -3 1 2)
Pl \VBTTVBTVB) T el VIS VIS VIR VB

f) Coeficientii Fourier ai lui v relativ la B sunt oy = (v, f1) = % V3sias = (v, fo) = —\/iﬁ = —\/g. Se
observa ca acesti coeficienti sunt exact componentele proiectiei vg a lui v pe W relativ la baza B a subspatiului

W: [prwvls = [vo]s = ( 3; ) = ( B \/?:/5 ) In plus, are loc inegalitatea Bessel: 22 > v/3 2 4 (—/3/5)2.
g) Egalitatea Parseval se verifica: /18/52 = /32 + (—+/3/5)%
h) Pentru w = g1 f1 + fa2fs € W, avem

d(v,w)? = [Jo — | = [ + (o — w)|* = /(o + (v — w), vt + (v —w)).
Dar v+ € W+ i vy —w € W implica ortogonalitatea celor doi vectori, deci (v, vy — w) = 0. Prin urmare:
d(v,w)* = (v*,vt) + (vo — w,vo — w) = [[ot]|* +[Jvo — w|]* =
= [[oH]? + [[(cr = B1) fr + (a2 — B2) fo|*-
Dar B = {fi, f2} este familie ortonormata, deci
d(v,w)* = [0 + (1 — 1) + (az — B2)*.

Se observa cd atunci cind w variaza in W, deci atunci cand [y, 82 € R variazi, minimul expresiei d(v,w) se
atinge pentru 3; = oy si 2 = ap, deci pentru w = vy = pryyv, minimul avand valoarea d(v,vg) = ||[v]].

3. a) Utilizand procedeul Gram-Schmidt, construim o bazi ortogonald F'* = {uy,us, u3} formata din vectorii

w =v =(1,1,1)
<’U2,U1> 2 11 2
= 1,1,0)—=(1,1, )= (=, =, == 1,1,-2
U2 2 <u1,u1> (7 ) ) 3(1 ) ) 3737 3 H(7 ) )
us =3 — <'U3,'Lbl> _ <’U37U2> Uy =
(ur, 1> (u2, ug)
=(1,0,0) — 3(1,1,1) = §(1,1,-2) = (3, —3,0)[|(1,-1,0).

Impéartim fiecare vector din baza ortogonald prin norma sa si obtinem o baza ortonormatd F”' = {w, wq, w3}
formata din vectorii

— w (1 1 1
W1 = Y]] (\/5 Vel 3)
— ux __ (1L 1 2
W2 = Tuoll = (\/6’ V6 \/€>
— wsz __ (1 _ 1
W3 = Tug] (\/5 270)

Tema. Verificati cd familia de vectori F” este ortonormalé.

€T —T

b) Se verifica faptul ca f; = ch si fo = id sunt vectori liniar independenti, unde fi(z) = ch z = %§i
fa(x) = id(z) = x, pentru orice z € [0,1]. Mai exact, a1 f1 + asfo = 0 & a3 chz + aze = 0,Vz € [0,1]. Dar
a1 = 0
pentru x = 0 si x = 1 rezulta sistemul . cu solutia a1 = oy = 0, deci ind{ fy, f2}.
”%al +ay =0
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1

Folosind produsul scalar canonic din C° [0,1] , (f, g) = / f(x)g(x)dz, Yf,g € C[0,1] si procedeul Gram-

0
Schmidt, construim o bazd ortogonala F' = {g1, g2} formata din vectorii

g1 = f1 =ch
9 =f= Gy =
_ el _
=1 ffOxChdech*zdf L ch =1id — Ble—1) ch
Jy ch2zdz (2 —e"2+4)/8 e(e? +e 2+ 4)

_ _ 8

e1= qg =\ era—ez ch
ey = B — id — ach . 8(e—1) '
e(e2+e244)

\/fol(x - achaf)Qda:,

c) Procedand ca la punctele precedente, ortogonalizam familia {p1 =1+4+az,p=a+2%p3= :c} pentru a

obtine familia ortogonald {q, g2, ¢3} unde:

G=pr=142,q5=ps— (P2, q1) T (p3, q1) g1 — (p3, q2) o
(g1, q1) (q1,q1) (92, 92)
Avem
1 1 8
@)= [ d@ds= [ (+apde =,
—1 —1

si deoarece
! 4

(p2,q1) = /1p2($)Q1(33)dI=/_ (z + 2?)(1 + x)dx =3

1

rezulta ¢qo = —% + %x + 22, Apoi calculim produsele scalare

! L/ 2
(g2, q2) :/ qg(x)dx:/ —— 4+ Zzx+42%) de ==,
1 2 2 5

—1

1
2
) = [ a(l+o)ds =3,

Atunci
i (

1
w=o-(0+2)— 2

1+1 e 1+
-ttt ) =+ s — —xt.
6 6

2 2

Normé&m aceste polinoame si obtinem familia ortonormata {ry, ro, 73}, unde

NGRYG VIO VIO VIO, VI VE 52,
mE T s e e T s = e e

. Din oficiu: 1pt. Ortogonalizam multimea data folosind relatiile:

_ _ _ {wa,uq) _ ~ {wzu), - (ws,u2)
Uy = Wi , U2 = W2 (ul,ul)ul , U3 = W3 (ur,ug)y 41 (uz,uz)

Obtinem succesiv: (wq,u1) = 4, (u1,u1) = 2,us = (%,—i,%)”(l,—%,—i) (2 pt.) si (ws,u1) = 0,

(ws,uz) = —1, (ug,uz) = 3 (3 pt.) ,us= (5,4 —4)(1,4,—i) (1 pt.) . Dupi efectuarea calculelor rezulta

familia ortogonala
up = (—14,0,1) ,ue = (1,—2i, —1),us = (1,4, —i),
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gl prin normare, familia ortonormatd {vy, vy, v3}, unde
v == (-0, &) e = (G- —%) = (G55 —5) (Bpt) | Total: 10pt.

4. a) Prin ortogonalizarea bazei By = {p1 = 1 + 2%, p2 = 1} obtinem w; = p; = 1 + 22,

1 1 —1
w2 =p2—ﬁwlp2=pz—ww1:1—/ (1+t2)dt(/ (1+t2)2dt> cwy =
(w1, wr) -1 -1
8/3 e 2 5,
=1--1"—( ==
565 Y= TR

deci Bw,ortog. = {wl =142%,wy = % - %xQ} Atunci

o (v, wy) (v, ws)
Vg = PTyy, U+ Pry,, 0 = w =
0 TP TP (wy,wr) (wa, wa)
8/3 2/21 5 5, 2 5, _—
= — —_— = — — —_ — = :1 D = — == .
56/15w1+2/21w2 <7—|—7x + - 71: ecl v V—Ug=2a

b) By = {v1 = (2,1,0),v2 = (—1,4,1)} nefiind o baza ortogonald, ortogonalizam folosind procedeul Gram-
Schmidt {’Ul,vg} — {wl,wg}.
w1 = V1 = (2,1,0)

o — o <U2,w1> o
wo —Ugprwl’Ug—Ugfmwlf
b

=(—1,4,1) — 2(2,1,0) = (=2, 28,1) [|(-9,18,5)
si obtinem Boriog, w = { w1 = (2,1,0) ,ws = (—9,18,5)}. Atunci avem:
Vo = DTV = DTy, U 4 DTy, U = %(2, 1,0) + %(—9, 18,5) = <ig, Z—;, jé)
3 _6 27)
43’ 43743)
c) Se observi ci (C, D) = (D, C) = 0, deci baza By = {c ( 0 ) D= (

obtinem
vt 2L O 100 1Y 12
Yo =Prev TPpv =5 o 1 5\ 2 0)/) 41

si vt =v—wvy = 0. Observatie. v- =0 = v € L(C,D). intr—adevér, aC+ D =v=a=1,0 =2, deci
v=C+2D € L(C,D). d) Observim ca W se mai poate scrie:

§ideciUJ—:v—v0:<

N o

) } este ortogonala;

O =

W ={(z,—x+2z,2) |z,ze R } ={2(1,-1,0)+2(0,2,1) | 2,z € R},
——— ——

v1 V2

deci o baza a lui W este
BW = {Ul = (13 _170) y V2 = (0721 1)}
Ortogonalizand By, obtinem baza ortogonala B’y = {w; = (1,—1,0),ws = (1,1,1)}, deci

71 2
Vo :le'l} —|—17w211 = %(1,—170)4' %(1,1,1) = <6,6,3>
71 2 55 5
L=@2,1,-1)— (=== )=(=3-2).
=250 =153 6'6 3
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4.3 Exercitii/probleme propuse spre rezolvare

1. Fie R* spatiul vectorial euclidian canonic cu patru dimensiuni. S& se gaseascé o baza ortonormata pentru
subspatiul generat de vectorii z; = (0,1,1,0), z2 = (0,4,0,1), z3 = (1,—1,1,0) si 4 = (1,3,0, 1).

2. Fie spatiul vectorial euclidian C°[0,4] pe care produsul scalar este definit prin aplicatia (f,g) =

4
/ f(z)g(x)dx. S& se ortonormeze multimea
Jo
{2,2+2,2+2)% (2+2)°}.

3. Sa se arate ca
o]l = [|wl]| < [Jv — w]].

4. Sfera unitate S = {x € V'|||z|| = 1} este subspatiu vectorial al spatiului euclidian V'?
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MA . .5. Transformari liniare

Cuvinte cheie: transformare liniara, nucleul si imaginea unei transformari
liniare, matricea unei transformari liniare, endomorfism, izomorfism, au-
tomorfism.

5.1 Proprietati generale

Fie V' i W doua spatii vectoriale peste campul K.

Definitia 40. O functie 7: V — W cu proprietatile:

T(x+y) =T(2)+7T(y), Yz,yeV;
T (k) = kT (z), Vk e K, Yz €V,

se numeste transformare liniard (operator liniar sau morfism de spatii vectoriale).

Precizare. Uneori, in loc de 7 (z) se scrie 7 x.

Restrictia unei transformari liniare la un subspatiu vectorial al lui V' este tot o transformare liniara, dar
restrictia unei transformari liniare la o submultime a lui V' care nu este subspatiu vectorial nu mai are sens,
deoarece ori suma a doi vectori din acea submultime, ori produsul cu un scalar al unui vector din submultime,
ori ambele pot sa nu mai apartina submultimii. Orice transformare liniara definita pe un subspatiu vectorial al
unui spatiu vectorial V' poate fi prelungita la o transformare liniara definita pe V. Aceste observatii justifica de
ce domeniile de definitie ale transformarilor liniare nu sunt de regula precizate ca submultimi ale unui spatiu
vectorial.

O transformare liniara ¢: V — K (campul K este considerat ca spatiu vectorial aritmetic de dimensiune
unu K) se numeste formd liniard.

Teorema 41. Functia 7:V — W este o transformare liniard dacd si numai dacd

T (kx + by) = kT (x) + T (y), Yk, L€ K, Va,ycV.

Demonstratie. Daca 7:V — W este transformare liniara atunci, conform Definitiei 40, avem
T(kx +ty) =T (kx)+ 7 (ly) = kT (z) + (7 (y),
deci conditia din teorema este satisfacuta.

Reciproc, conditia impusd de teoremd impreund cu ipoteza k = ¢ =1 implicd 7 (z +vy) =7 (x) + 7 (y),
iar impreund cu ipoteza ¢ = 0 implica 7 (kz) = k7 (z). O
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Exemple:
1) Functia 7: R — R, 7 (z) = ax, este liniara.

2) Functia 7: R" — R™, T () = Az, unde A este o matrice de tipul m x n, este transformare liniarii. In
particular, fie aplicatia 7: R? — R3, T (z1,22) = (21,22, 21 + 22). Succesiv avem

T ((z1,32) + (y1,92)) =T (@1 + y1, 22 + y2) = (@1 + Y1, T2 + Y2, 21 + Y1 + T2 + y2)
= (w1, 22,21+ 22) + (Y1, y2, 01 +y2) = T (21, 22) + T (y1,92),

V(x1,12), (y1,y2) € R%. Analog avem

T(k(l’l,zg)) = T(kl‘l, k’xg) = (k’xhkl’g,kJ?l + kl’g) = k(Il,IQ,l‘l + .CCQ)
= kT(ZL‘l,ZL'Q), Vk € R, V((El,(EQ) € Rz,

deci functia 7 este o transformare liniara.

3) Fie V =C(a,b) i W = C%a,b). Functia 7: V — W, T(f) = f' (derivarea) este o transformare liniara.

b
4) Fie V = Ca,b] si W = R. Functia 7(f) = / f(t)dt este o transformare liniara.

Teorema 42. Orice transformare liniara 7 :V — W are proprietatile:
1) 7(0) = 0;
2) daca U este un subspatiu vectorial al lui 'V, atunci T (U) este un subspativ vectorial al lui W ;

3) daca vectorii x1,xa,...,x, €V sunt liniar dependenti, atunci si vectorii T (x1),7 (x2),...,7 (x,) € W
sunt liniar dependenti.

Demonstratie. 1) Relatia 7 (kx) = k7 (x), Vk € K, Va € V, implica

7(0) = 07(0) = 0.

2) Fie u,v € T(U) si k,¢ € K. Existenta elementelor z,y € V astfel incat v = 7 (z), v = 7 (y), impreuna
cu liniaritatea lui 7 implica

ku+ tv = kT (x) + 0T (y) =T (kz + Ly) € T(U).

De aceea, 7 (U) este un subspatiu vectorial al lui W.
3) Tema. O

Fie £(V,W) multimea tuturor transformérilor liniare definite pe V' si cu valori in W. FEgalitatea trans-
formarilor liniare, adunarea si inmultirea cu scalari se definesc ca la functii. Daca S, 7 € L(V, W), atunci:

S=T&Sx)=T(x), YeeV;
(S+T)(x)=8x)+T(z), YreV;
(kS)(x) =kS(x), Vke K, YxeV.
In raport cu aceste operatii, multimea £(V, W) este spatiu vectorial peste cAmpul K.
Elementele lui £(V, V) se numesc endomorfisme ale lui V.
Spatiul vectorial L(V, K) al tuturor formelor liniare definite pe V' si cu valori in K se numeste dualul lui

V. In cazul cAnd V are dimensiune finita, spatiul vectorial £L(V, K) se identificd cu V, cele doud spatii fiind
izomorfe.
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Teorema 43. Fie V,, si W doud spatii vectoriale peste campul K, fie {e1,e2,...,en} 0 bazd a lui V,, iar
W1, Wa, . . ., Wy vectori arbitrari din W. Consideram o transformare liniara 7 : V,, — W care satisface
(%) 7 (e;) = w;, Vi=1,n.

1) Transformarea liniara T este unicd transformare liniara care satisface proprietatea (*).
2) Daca vectorii wy,wa, ..., w, sunt liniar independenti, atunci transformarea liniara T este injectivd.

Demonstratie. 1) Fie x € V,,, adica = Z x;e;. Regula x — T (z) = Z x;w; definesgte o functie 7: V,, — W,
=il =1

cu proprietatea 7 (e;) = w;, cu i = 1,n. S& ar8tdm ca 7 este o transformare liniard. Pentru aceasta observam
n

cadacay eV, y= Z y;€q, atunci
i=1

n

kx+ty = (kzi+Lly)e; €V, Vk (€K
1=1

si

n

T (kx + ty) = Z(k'lz + by )wi =k Z T;w; + EZ yiw; = KT () + LT (y).

i=1 1=1 g=il

Unicitatea lui 7 decurge din unicitatea componentelor x; ale vectorului x.

2) Fie z = inei siy= Zyiei doi vectori oarecare din V,,. Ipotezele T (e;) = w;, i = 1,n, T(z) = T (y)

i=1 i=1
n

implica g (z; — y;)w; = 0. Aceasta, impreund cu liniar independenta vectorilor wy,ws, ..., w,, dau x; = y;,
i=1

adica x = y. O

Compunerea a doud transformari liniare, definitd ca la functii, este numita inmulfire (produs) si are ca
rezultat tot o transformare liniara. Evident, compunerea nu este comutativa, dar este asociativa.
Compunerea poate fi combinata cu operatiile algebrice de adunare si inmultire cu scalari:

1) dacd A, B gi C sunt transformari liniare pentru care au sens A + B, AC si BC, atunci

(kA + (B)C = kAC + (BC, Yk, (€ K;

2) daca A, B si C sunt transformaéri liniare pentru care au sens A + B, CA si CB, atunci

C(kA+(B) = kCA+ (CB, Vk (€ K.

Fie 7 un endomorfism al lui V. Puterile naturale ale lui 7 se definesc inductiv:

7=, T"=T7T""', n=1,2

g Ly e

unde J este identitatea.
Fie 7: U — V o transformare liniara bijectiva (inversabild). Inversa 7 ': V — U este tot o transformare
liniara. Intr-adevér, notand y, = 7Tz si y2 = 7 a9, gasim

T Yays + By2) =T HaTz + fTxs) =T 1T (azy + Pas) = axq + Bas
=aT 'y, + BT 'y,
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In plus, dacd 7: U — V si S: V — W sunt transforméri liniare bijective, atunci S o 7: U — W este o
transformare liniard bijectivi gi (So7)"! =7 108 L

O transformare liniara bijectiva se numeste izomorfism de spatii vectoriale. Un endomorfism bijectiv
poarta numele de automorfism.

5.2 Nucleu si imagine

Fie V ¢i W doua spatii vectoriale peste campul K, iar 7: V — W o transformare liniara. Reamintim ca
7(0) =0.

Ne propunem s aratam cd analizind multimea solutiilor ecuatiei 7 (x) = 0 gi multimea valorilor y = 7 (),
obtinem proprietati relevante ale transformarii liniare 7.

Definitia 44. Multimea
Ker7T ={z|zeV, T(x)=0} CV
se numeste nucleul lui 7. Multimea,

Im7 =7(V)={yeW|3zeV, T(x)=y}CW

se numeste vmaginea lui V prin 7 1.

Fig. 1

Teorema 45. Fie 7 € L(V,W). Avem urmatoarele proprietati:
1) nucleul lui T este un subspatiu vectorial al lui V;
2) imaginea lui V prin T este un subspatiu vectorial al lui W ;

3) solutia generald a ecuatiei T (x) = y este suma dintre solutia generald a ecuatiei T (x) = 0 si o solutie
particulard a ecuatiei T (x) = y.

Demonstratie. 1) Fie x,y € Ker7, adica 7(x) = 0 g1 7(y) = 0. Liniaritatea lui 7 implica 7 (kz + fy) = 0,
Vk,l € K, deci kx + ly € Ker T, Vk, ¢ € K. 2), 3) Tema. O

Exemplu. Pentru 7: R? — R?, T (2, 22) = (21, 2,71 + 2), gisim
Ker 7T = {(z1,22) € R*|(z1, 22,21 + 22) = (0,0,0)} = {(0,0)}

si

Im7 = (Z/17y27y3) eR? | 3(331,.772) € RQa (Jfl,J}Q,JCl +T2) = (y13y27y3)}
(y1,Y2,93) €R® [y1 +y2 = y3}-

Se observa ca 7 este injectiva, dar nu este surjectiva.
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Teorema 46. Daca T:V — W este o transformare liniard, atunci urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) T este injectivd; 2) T:V — T(V) este inversabild; 3) KerT ={0}.

Demonstratie. Echivalenta dintre 1) si 2) este evidentd. De aceea este suficient sa dovedim c& 1) este echivalenta
cu 3).

Fie Ker7 = {0}. Ipoteza T(x) = 7T (y) impreuna cu liniaritatea lui 7 implicd 7(x — y) = 0, adicd
x—y € Ker7. Astfel z —y = 0, altfel spus = = y, deci 7 este injectiva.

Presupunem ca 7 este injectivd. Aceastd ipotez& impreund cu proprietatea generald 7(0) = 0 implica
Ker 7 = {0}. O

Definitia 47. Dimensiunea nucleului lui 7 se numeste defectul lui 7, iar dimensiunea imaginii lui V' prin 7 se
numeste rangul lui 7.

Teorema 48. Daca 7 : V — V este o transformare liniara iar spatiul vectorial V' este finit dimensional, atunci
$i spatiul vectorial Im7T este finit dimensional si are loc egalitatea

dim Ker7 + dimIm7 = dimV.

Demonstratie. Fie n = dimV gi p = dim Ker7. Cazul p = 0 este lasat pentru cititori. Daca p > 1, alegem o

bazd {e1,...,€p,€pt1,...,6,} In V astfel incat {ei,...,e,} sd fie o bazd in Ker 7. Pentru orice y € Im7 existd
n

un r = Z z;e; € V astfel incat
i=1

ymresT (Z xiei) - Zl‘ﬂ—(ei) = Tpt17 (ept1) + -+ + a7 (en),
i=1 i=1

deoarece T (e1) =0,...,7 (e,) = 0. Rezulta cd T (epy1),...,7 (e,) genereaza pe Im7 .

Sa aratam ca acesti vectori sunt liniar independenti. Din relatia

kpt17T (epy1) + -+ + ka7 (en) =0
gasim 7 (kpyiepy1 + -+ + knen) =0, adica kpyiepy1 + - + knen, € Ker 7 sau
kp+16p+1 e oco e knen = k1€1 qFoooF kpep-
Liniar independenta bazei din V implica k1 = --- =k, = kpp1=--- =k, =0. In concluzie, spatiul vectorial

Im7 este finit dimensional si
dimIm7 =dimV — dim Ker7.

O

Teorema 48 se extinde si la cazul in care V este infinit dimensional. In acest caz, cel putin unul dintre
subspatiile Ker7 si Im7 trebuie sa fie infinit dimensional.

Exemple:
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1) Pentru endomorfismul 7 : R? — R3
T(z) = (x1 + 22+ 23,21 + T2+ 23,21 + T2 + x3), = = (21,22, 23),
conditia 7 (x) = 0 se reduce la ecuatia x1 + 22 + 23 = 0. In concluzie, orice vector © € Ker7 are forma
x = (21,29, —x1 — 22) = 21(1,0,—1) + 22(0,1, —1).
Vectorii e; = (1,0, —1) si ea = (0,1, —1) sunt liniar independent;i gi genereazd pe Ker 7 astfel incét ei formeaza
o baza in Ker7. Deci dim Ker7 = 2.

Orice vector din Im7 are coordonatele egale astfel incat orice doi vectori din aceasta multime sunt liniar
dependenti. Astfel, dimIm7 = 1. Evident,

dimIm7 = dimR? — dim Ker7 =3 -2 = 1.

2) Fie V spatiul vectorial al tuturor functiilor reale continue pe [a, b] i endomorfismul

b
T:V-=V, g=T(f), g(x):/ f(t) cos(x —t)dt, x € [a,b].

Sa determinam Ker 7.
Conditia 7 (f) = 0 implicd g(z) = 0, adic&

/b f(t)cos(x —t)dt =0, Vz € [a,b],

care este echivalent cu

b b
</ f(t) Costdt) cosx + (/ f(@) sintdt) sinz =0, Vzé€la,b],

b b
/ f(t)costdt =0 si / f(t)sintdt = 0.

Astfel, Ker7 contine toate functiile f care sunt ortogonale functiilor cos si sin.

de unde obtinem ca

Teorema 49. Presupunem cda 7:V — W este o transformare liniara, iar dimV = n. Atunci urmdtoarele
afirmaiii sunt echivalente:

1) T este injectivd;

2) dacd e, ... e, € V sunt vectori liniar independenti, atunci i
T(er),...,T(ep) €eT(V)C W

sunt vectori liniari independenti;
3) dim7 (V) = n;
4) daca {e1,...,en} este o bazd pentru V., atunci {7 (e1),...,T (e,)} este o bazd pentru T (V).

Demonstratie. Cea mai simpla justificare este dovedirea implicatiilor 1) = 2) = 3) = 4 = 1).
Admitem ca 7 este injectiva, iar e1,...,e, € V sunt vectori liniar independenti. Relatia k17 (e1) + --- +
kyT (ep) = 0 implicd 7 (kie1 + - - - + kpep) = 0, adica

kieir + -+ kpe, € Ker 7T = {0},

deci k1e1 + - -+ + kpe, = 0 si prin urmare ky = --- = k, = 0, astfel 1) = 2).
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Daca 2) este adevaratd Vp < n, iar {e1,...,e,} este o bazd in V, atunci vectorii 7 (e;),...,7 (e,) sunt
liniar independenti, de aceea dim7 (V) > n. Pe de altd parte, teorema 48 aratd ca dim7 (V) < n. Raméne
dim 7 (V) = n, adica 2) = 3).

Fie 3) si {e1,...,e,} 0 bazd in V. Pentru orice y € 7 (V) exista x = inei € V astfel incat y = 7 (x) =
i=1

Zxﬂ'(ei). De aceea {7 (e1),...,7 (en)} genereaza pe 7 (V). Aceasta impreund cu dim7 (V) = n implica
=1

f;ptul cd {7 (e1),...,T (en)} este o bazi a lui 7(V), deci 3) = 4).
Daca 4) este adevaratd, atunci 7 (z) = 0 implicd = = 0, deci Ker7 = {0}, adica 4) = 1). O

Teorema 50. O transformare liniara injectiva 7 : V,, — W, este bijectiva.

Demonstratie. Presupunem cd 7T este injectivd, adicd Ker7Z = {0}. Relatiile dim Ker7 = 0, dimV =
dim Ker 7 + dimIm7 implica dimIm7 = n. Aceasta impreuna cu Im7 C W, implica Im7 = W, adica
T este si surjectiva. O

Exemple:
1) Transformarea liniara 7 : R3 — R?,

T(x) = (x1 + 22 — 223,22, 21 — x3), « = (x1,22,23) € R3,

este bijectiva.
Intr-adeviir, 7 fiind un endomorfism, este suficient s aritdm ci este injectiv. Din 7 (x) = 0 rezultd sistemul
x1 + 29 — 2203 =0
liniar gi omogen o =0 care admite numai solutia banala x1 = x5 = x3 = 0. In concluzie,
r1 — I3 = 0,
Ker 7 = {0}. Pentru a determina transformarea inversi, notam 7 (z) = y, unde y = (y1,y2,y3) € R3. Obtinem
T, + T2 — 2x3 =11
sistemul liniar { x5 = Yo cu solutia x1 = yo — y1 + 2y3, To = Y2 Si 3 = Y2 — Y1 + y3, deci
Ty — &3 = Y3,

T Ha) = (zg — 1 + 23, 79, 29 — 1 + T3).

2) Endomorfismul 7: V' — V, cu proprietatea ca 72 — 7 + J = 0 este inversabil.

Intr-adevar, dacs 7 (z1) = 7 (x2), cu 1,25 € V, avem gi T2(x1) = T2(x2) si atunci, din 72(zy) — 7 (1) +
x1=0si T%(x3) — T (22) + 22 = 0, rezulta x; = 2o, deci 7 este injectiv.

Notand z = y — 7 (y), rezultd 7 (x) = T (y) — T>(y). Din conditia 72 —7 +J =0, avem J = 7 — T2 astfel
incat y = 7 (y) — T2(y). Cele doud egalitati implicd y = 7 (), adicd T (V) = V, ceea ce inseamni ci 7 este
surjectiv. Cum 7 este injectiv si surjectiv, rezulta cd 7 este bijectiv.

5.3 Matricea unei transformari liniare

Fie V,, si W,,, doua spatii vectoriale, de dimensiune n, respectiv m, peste campul K si 7: V,, — W,, o trans-
formare liniard. Dacd {vy,vq,...,v,} este o baza a lui V,,, iar {wq,ws,...,wy} este o bazd a lui W,,, atunci
m

relatiile 7 (v;) = E tijw;, cu j = 1,n, definesc o matrice unica (citim pe linie gi scriem in matrice pe coloana)
i=1

T = [t;;] cu elemente din K, numitd matricea asociata transformarii liniare T relativ la cele doud baze

fixate. Deoarece valorile 7 (v;) € W, determina unic pe 7, matricea T' determina unic pe 7.
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n m
Teorema 51. Daca x = g xjv; are imaginea T (z) =y = g Y; Wi, atuncit
j=1 i=1

n
Yi = E tijxj; z:l,m
=i

Notind X =[xy, m0,...,2,] $i Y = [y1,y2,...,Ym], obtinem expresia matriceald Y =TX a lui 7.

n

Demonstratie. Fie x = Z z;v; € V. Rezulta

j=1
n n m m n
T((E) = Z%‘T(Uj) = Zl‘j <Z t”wl> = Z Ztijl‘j w;j.
Jj=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
n n
Tinind seama de 7 (z) = Z Yiw;, gasim y; = Z tijxi, pentru i = 1, m. O

i=1 j=1

T se numeste matricea asociata transformarii liniare 7 in raport cu perechea de baze considerate. Vom scrie
T = u(7).

Exemplu. Fie endomorfismul 7: V3 — V3, 7 (¢) = ¥ x @, d fixat (vezi Geometria Analiticd). Ne propunem
sa determinam o baza in V3 fatd de care matricea lui 7 sa fie de forma

00 0
T=|(0 0 -l
01 0

Fie {€1, €3, €3} baza ciutatd. Deoarece
T(¢) =0, T(e&)=es, T(c)=—|dl’e,

rezulta cd € € Ker7 i €3, ¢35 € Im7. De aceea putem lua &) = @, €3 € Im7 gi €3 = é3 X d.

Consideram L(V,,, W,,,) multimea tuturor transformarilor liniare de la V,, la W,,, si M, (K) multimea
tuturor matricelor de tipul m x n cu elemente din K. Functia p: £(V,,, W) — My, (K) definita prin 7 — T
(in raport cu baze fixate in V,,, respectiv W,,,) este un izomorfism de spatii vectoriale. De aceea, spatiul vectorial
L(V,, W,,) are dimensiunea mn.

Izomorfismul p are proprietatile:

1) u(ST) = p(S)u(T), daca ST are sens;

2) transformarea liniard S: V,, — V), este inversabild daca si numai dacd matricea u(S) este inversabild si
(S1) = (ulS) L.

Fie V,, un spatiu vectorial n-dimensional peste campul K i 7: V,, — V,, o transformare liniard (endomor-
fism). Fixdm aceeasi baza in spatiul de definitie si de valori. Fixand diferite baze in V,,, lui 7 i se asociaza
matrice patratice diferite.

Teorema 52. Matricele A si B, patratice de ordinul n, cu elemente din K, reprezinta aceeasi transformare
liniard T : V,, — V,, dacd si numai dacd existd o matrice nesingulard C astfel incat B = C~1AC.

Matricea C' este de fapt matricea de trecere de la baza veche la baza noud.
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Demonstratie. Fie {e1,ez,..., e} si {e1’,e2d,...,e,'} doud baze in V,,, iar C' = [¢;;] matricea de trecere de
n

la prima bazd la a doua, adicd e;’ = E cijei, j = 1,n. Fie T:V, — V,, o transformare liniard. Notam cu
i=1

n
A = [a;;] matricea atagatd lui 7 in raport cu prima baza, adicd 7 (¢;) = Zaijei, j =1,nsicuB = [b]
i1

n
matricea atagatd lui 7 in raport cu a doua baza, adica 7 (e;’) = Z bijei’, 7 =1,n. Relatiile

=l
n n n n n
e) =3 e =320 (o) =3 (Seut ) o
=il =il k=1 =l \g=i
si
T(ej’) =9I <Z Cij€i> = ch-jT(ei) = ZCij (Z akl—ek) = (Z akici]) €L
= =il =il k=1 k=1 \i=1
implica
D ckibi; =D anici;
=il =1
sau altfel scris CB = AC, de unde rezultda B = C~1AC. O

Exemplu. Fie endomorfismele 77,75 : R* — R* definite prin
7—1(56) = ({E4,l’2,$3,1’1) §1 7—2(-,17) = (xl +$2+$3+$4,0,0,0)7

unde = = (1, 79, 73, 74) € R*. S& se determine matricea sumei 7 = 7; + 75 in raport cu baza determinati de
vectorii fi = (1,—1,2,3), fo = (2,1,1,0), f3 = (3,—2,0,0) si f1 = (4,0,0,0).

Solutie. Deoarece T () = (71 + To)(x) = (x1 + 22 + a3 + 224, 22, 3,71 ), rezultd cd pentru baza canonicd
er = (1,0,0,0), ez = (0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0), e5 = (0,0,0,1) a lui R*, avem:

T(e1) =(1,0,0,1); 7 (e2)=(1,1,0,0); T(es)=(1,0,1,0); 7 (es)=(2,0,0,0).

Matricea lui 7 = 77 + 75 In aceasta baza este

A:

_o O =
OO = =
O = O =
O O O N

si avand in vedere c& matricea de trecere de la baza canonica la baza formatd de vectorii f;, i = {1,2,3,4},
este

1 2 3 4
-1 1 -2 0
¢= 2 1 0o o0 |’
30 0 0
de unde rezultd ca matricea lui 7 = 77 + 75, In baza formata de vectorii f; este
1 2 4
Z z 1 =
3 3 3
4 1 8
3 3 23
B=C"'AC = )
1 -1 —= =2
2
(A TR
2 4 2
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La acelagi rezultat se ajunge dacéa folosim matricele T si T3 ale lui 77 si respectiv 7.

Definitia 53. Matricele A, B € M, x,(K) se numesc asemenea dacd existd o matrice nesingulard C' €
M5 (K) astfel incat B = C~1AC.

Aseméinarea matricelor este o relatie de echivalentd pe M, (K), fiecare clasd de echivalentd corespunzand
la un endomorfism 7 al lui V,,.
Proprietatile de baza ale matricelor asemenea sunt:

1) deoarece C este nesingularii, matricele B gi A au acelasi rang; acest numaér este de fapt rangul endomor-
fismului T

2) deoarece det B = det(C~!)det Adet C = det A, toate matricele dintr-o clasi de echivalenti au acelasi
determinant. Aceasta observatie permite sa definim determinantul unui endomorfism al lui V,, ca fiind deter-
minantul matricei asociate In raport cu o baza fixata.

5.4 Exercitii/probleme rezolvate

5.4.1 Enunturi

1. Pentru aplicatiile de mai jos, verificati ca T este transformare liniara. Aflati nucleul si imaginea, rangul si
defectul gi aflati matricea lui T relativ la bazele canonice ale domeniului si respectiv codomeniului. Determinati
daci T este injectiva / surjectivd /bijectivi.

a) T(x) = (v1 — 23, 79,221 — 223), Vo = (71,22,23) €ER3, T :R3 — R3;

b) (T(p)(@) = fy p(t)dt +p(1) ~p/(0), Vp Py, T:Pr— Py

C) T(A) =At - QTT(A)IQ,VA S MQXQ(R), T: M2><2(R) — MQXQ(R).

2. Se d& aplicatia T': Ry [X] — Ry [X],

(T(p))(x) = 2 / p(t)dt + p(1/2), ¥p € Ry [X].

a) Ardtati cd T este transformare liniara.
b) Aflati nucleul si imaginea transformarii 7.
c) Este aceastd transformare injectivd/surjectiva ?
d) Verificati teorema dimensiunii pentru 7'
e) Pe baza rangului transformarii determinati daca T este injectiva/surjectiva.
f) Aflati matricea transformarii relativ la baza g1 =1 —2X,¢2 =1+ X.
g) Sunt Ker T si Im T subspatii suplementare in Ry[X] ?
3. Se da transformarea liniara 7' € L(R? R?), care satisface conditiile

T(vy —wvg) =wy, T(va+2v3) =wq, T(—v1)=ws— ws,
unde {v; = (1,1,1),v2 = (0,1,1),v3 = (0,1,0)} = B §i wy; = (0,1),we = (1,1).
a) Verificati ci B este bazd in R3.
b) Aflati matricea transformarii 7.
c) Aflati expresia analiticd a transformarii 7'
d) Este aceasta transformare injectivd/surjectiva ?
4. Se di aplicatia T': C*(0,1) — C9(0,1),

(T(M))(@) = f'(x),Yz € (0,1), f € C(0,1).
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a) Ardtati cd T este transformare liniara.
b) Aflati nucleul si imaginea transformarii 7.
c) Rezolvati ecuatia (T(f))(z) =1 — 22,

d) Este aplicabild teorema dimensiunii ?

5. Se da morfismul de spatii vectoriale T' € L(R;[X], Ro[X]),

(T(p))(z) = xp(x) —p(0), Vp € Ry[X].
a) Determinati o baza ortonormatd in Im T, folosind produsul scalar din C°[—1,1].

b) Calculati T'(1 — 2X).

6. Se da transformarea T € End(R?),

T(z) = (z1 + 22 + 23, 2 + 73, —23), Vo = (71,22, 73) € R3.
a) Aratati ci T este bijectiva si calculati inversa T—! a acesteia;
b) Calculati T'(v), T~ *(v) i (T3 — 2T + Id)(v), unde v = (1,1,1).

5.4.2 Solutii

< . VRV . T
1. a) Pentru ca T si fie liniara trebuie si aratdm ci Vk € R i Vo, y € R3, avem { T x;r Zi

Intr-adevar, obtinem succesiv

T(x+y) = (x1+y1— 23— ys,Ta+ Y2, 201 + 2y1 — 223 — 2y3) =
= ((z1 —23) + (y1 — ¥3), 22 + Y2, (221 — 223) + (241 — 2y3)) =
= (21 — 23,2, 221 — 223) + (Y1 — Y3,92, 291 — 2y3) = T(2) + T(y)
T(kx) = (kxy — kas, kxo, 2kxy — 2kxs) = (k(xy — 3), ko, k(221 — 223)) =

k(l’1 — 3,2, 2561 — 21‘3) = kT( )
Nucleul si imaginea unei transformari liniare 7' : V' — W sunt
Ker T={veV|T{w)=0}, ImT={weW|IvweVal T(v)=uw}

In cazul nostru ecuatia 7'(x) = 0 in necunoscuta x € R3 ne conduce la sistemul

r1 —x3=0 T =a
z9 =0 = zo=0 ,a€eR.
201 —2x3 =0 Tr3=a

Rezultda Ker T = {(a,0,a) | a € R}. O baza pentru Ker T este formatd din vectorul v; = (1,0,1), deci
dim KerT =1 (5.1)

si prin urmare defectul lui 7" este 1. Din relatia (5.1) rezultd cd Ker T # {0}, deci T' nu este injectivi.

Actiunea lui T' pe baza canonicid B = {e; = (1, 0,0), ez = (0,1,0), e3 = (0,0,1)} a spatiului R3, furnizeazi
vectori ai caror coeficienti relativ la baza B constituie coloanele matricii transformaérii 1" relativ la B. Din
relatiile

T(er) = T((1,0,0) = (1—0, 0, 2-1—0) = (1,0,2) = e1 + 2e3
T(e3) =T((0,1,0)) =(0—0, 1, 0—0) = (0,1,0) = ey
T(es) = T((0,0,1)) = (0—1,0, 0—2-1) = (—1, 0, —2) = —e; — 2es,
se obtin [T'(e1)]p = (1,0,2) %, [T(ea)]p = (0,1,0) *, [T(e3)] s = (—1,0,—2) , deci matricea cautata este [T']p =
1 0 -1
0 1 0 |. Daci {e1,e2,e3} este baza canonici a lui R?, atunci vectorii {T'(e1), T (e2), T(e3)} genereaza
2 0 =2
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subspatiul vectorial Im7T. Extragem dintre acestia un sistem maximal de vectori liniar independenti gi vom
obtine in acest fel o baza pentru Im 7. Deoarece matricea transformaérii liniare 7" are pe coloane componentele
vectorilor T'(e1), T(e2), T(es) relativ la baza canonicd, rezultd ca este suficient si calculam rangul acestei
matrice. Aceasta va fi dimensiunea spatiului Im 7, deci rangul lui 7. Deoarece rang A = 2, (de exemplu
10
o
T(e1) = (1, 0, 2) si T(e2) = (0, 1, 0).
Cum dimR? = 3, rezults ca Im7T # R3, deci T nu este surjectiva, si deci nici bijectivi.
b) Fie k € R gi p,q € P,. Atunci

‘ = 1 # 0), rezulta cd rangul transformarii liniare 7" este 2, o bazd in Im 7T fiind formata din vectorii

(Tp+)() ==z / (p+ )@t + (p+ 9)(1) — (p+)'(0) =

= w/o (p(t) + q(t))dt + p(1) +q(1) = p'(0) — ¢'(0) =

v / p(t)dt +p(1) —p'(0) + / a(t)dt + q(1) — ¢'(0) =
0 0

(T(p))(2) + (T(9)(x) = (T(p) + T(q))(z), VzeR,
deci T(p+q) = T(p) +T(q),Vp,q € Ps. De asemenea, avem

1
(T(kp))(x) = 55/0 (kp)(t)dt + (kp)(1) — (kp)'(0) =
= :1:/01 kp(t)dt + kp(1) — kp'(0) =
— (s« [ sto)it-+0(0) =2 0)) = BTG @), Vo e
deci T'(kp) = kT (p),Vp € P»,Vk € R. Fie p = ag + a1 X + as X? € P5. Atunci ecuatia T(p) = 0 revine la

1
x/ (ap + art + ast®)dt +p(1) —p'(0) =0, VxR <&
0

+(ap+a1+az)—a1 =0,V eR<

t? t3
& x<a0t+a12 +a23)
0

a0+ %+ % =

& z(a+%+%)+a+ax=0, VxeR(:){ ao+ g = 0,

cu solutia ag = —a, a1 = %, az = a. Asadar KerT = {a(—1+ X + X?) | @ € R}. O baza pentru KerT

este polinomul pp = —1 + X + X?, deci
dim Ker7 =1 (5.2)

si prin urmare defectul lui T este 1. Din relatia (5.2) rezultd KerT # {0}, deci T nu este injectiva.
Actiunea lui 7' pe baza canonica B = {1, X, X2} a spatiului P este data prin

1
T(l):X/ dt+1-0=X +1,
0
! X
T(X):X/ tdt+1—1:§,
0

+ 1.

! X
T(XQ):X/ t2dt+1—0:§
0

Matricea lui 7" are pe coloane coeficientii polinoamelor 7'(1), T(X), T(X?) relativ la baza {1, X, X?} a codome-
niului P». Atunci

1 0 1
A== 1 1/2 1/3
0 0 0
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Pentru a determina imaginea lui T, procedand ca la punctul a) vom calcula rangul matricii A = [T]p =

[T(1),T(X),T(X?)]p. Deoarece det A = 0, dar existd un minor nenul de ordin 2 al lui A (de exemplu,

1 0

‘ 1 1/2

O bazd in ImT este formata din {T'(1),7(X)}. Cum dim P, = 3, rezultd ImT # P,, deci T nu este
surjectiva. Cum 7" nu este nici injectiva si nici surjectiva rezulta ca T nu este bijectiva.

c) Pentru k, ¢ € R gi A, B € Msy2(R), avem

# 0), rezultd cd rangul matricei A este 2, acesta fiind si rangul transformarii 7.

T(kA+(B) = (kA+(B)! —2Tr (kA + (B)Iy = (kA)* + ((B)* — 2(Tr (kA) + Tr ((B))I, =
=k -A'40.-B! —2kTr (A)L, — 20T (B) - I, = kT(A) + (T(B).

ap a2

Fie A = < ) € Msyo(R). Atunci ecuatia T'(A) = 0 se rescrie

as Qa4

ar a 1 0
( a; az ) —2(a1 + aq) - ( 0 1 ) :OMzX2(R) <

a1—2a1—2a4 as o 0 0
<:>< an a4—2a1—2a4>_<0 0><:>

<:>—a1—2a4:0,a3:0,a2:0,—2a1—a420,

si deci a1 = as = az = a4 = 0. Asadar KerT C {0} si cum incluziunea {0} C KerT este intotdeauna
adevarata, rezultd KerT = {0}, deci T este injectiva si defectul lui T este dim KerT = 0.

Dy

Baza canonica a spatiului Mayo(R) este

1 0 0 1 0 0
B=<{m = 0 0 )™M2=\ ¢ o) ma=\{4 o ) M2=

o O

Din relatiile

1 0 1 0 -1 0
Tlmu) = 0 0 —2-1 01 /)~ 0 _2>m112m22
0 0 10 0 0
Tm2)={ 7 ¢ )=20{ g 1 )= 1 0)=™
0 1 10 0 1
Tma)={ g o )=20 ¢ 1 )={0 o)
0 0 1 0 -2 0
T(ma2) = 0 1 —-2-1 01 )= 0 _1>:—2m11—m22,
se obtine matricea cautata
-1 0 0 -2
0 0 1 0
A=Me=1 9 1 0 o
-2 0 0 -1

Rangul matricii A = [T]g = [T'(m11),T(m12), T (ma1), T(mag)] este 4 (deoarece det A # 0); rezultid c& rangul
transformarii 7" este 4, o bazd in Im T fiind formata din T'(m11), T(m12), T(ma1), T (mez2). Cum dim Moy o(R) =
4, rezulta ca aceastd multime este baza si pentru Moy o(R). Atunci

ImT = L(T(ma1), T(mi2), T(ma1), T(ma22)) = Max2(R),
deci T este surjectivii. In concluzie T rezultd bijectivi.

Altfel. Folosim teorema confprm careia un endomorfism pe un spatiu vectorial finit-dimensional V,, este simultan
injectiv/surjectiv/bijectiv. In cazul nostru dim V,, = dim Msx2(R), n = 4 < oo, iar KerT = {0}, deci T este
injectiva, surjectiva si bijectiva; din surjectivitate rezultd Im 7T = Msx2(R).
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- Din oficiu: 1pt. a) Pentru k,l € R si p,q € Ry[X], avem

(T(kp +1g))(2) =2 / (kp + 1q) (t)dt + (kp + 1q) (;) _

! 1 ! 1
—k (m/ p(t)dt+p ()) i <x/ ()t + g ()) -
0 2 0 2
= (KT(p) +1T(q))(x), Vz €R,
deci T(kp +lq) = kT(p) +1T(q),Vk,l € R,Vp,q € R;[X] (1 pt.)
b) Nucleul transformarii liniare T" este
KerT = {p € Ry[X] | T(p) = 0},

Dar T'(p) = 0 doar dacad (T'(p))(x) =0, Vz € R. Consideram polinomul p = ag + a1 X € Ry[X]. Atunci

1
1
(T(P)(@) =0 « x/ (60 + ant)dt +ap a3 =0
0
<:>l’(ao+a1'%)+(ao+a1-%):0<:>
& (z+1)(ap+ar-3)=0.

Deoarece aceasta egalitate are loc pentru orice z € R, vom obtine
1
aop + ay - 5= 0

cu solutia a1 = —2ag, deci p = ag(1 — 2x), ap € R. Asadar
KerT = {ap(1 — 2X) | ap € R}, (5.3)

deci o bazd in KerT este formatd din polinomul (1 —2X) (1 pt.)
Imaginea trasformarii liniare T este ImT = {¢ € Ry[X] | Ip € Ry[X] a.i. T(p) = q}. Fie ¢ € Ry[X] si
p = ag+ a1 X. Atunci

1
1
Tp)=q < X/ (a0 +art)dt+ao+ar-5=q &
0

& (X +1)(ag + %) = q. Ecuatia T'(p) = ¢ in necunoscuta p € R;[X] are solutie doar pentru ¢ € L(X + 1)
si deci

ImT ={a(l+ X) | a € R} (5.4)
Dar X + 1 # 0 si prin urmare polinomul (1 + X) formeaza o baz in imaginea lui T (1 pt.)
c) Deoarece o baza in Ker T este formata din polinomul (1 — 2X), rezultad Ker T # {0}, deci T nu este injectiva.
Deoarece ImT' # Ry[X], T nu este nici surjectivd (0,5 pt.)
d) Avem dim KerT + dim Im 7' = dim R, [X] (0,5 pt.)

1 1
2

e) Baza canonica a spatiului R;[X] este B = {1, X'}, deci pentru a afla matricea transformarii liniare 7" calculdam

1
T(l):X/ dt+1=X+1
0

! 1 X
T(X):X/O tdt+f=5

n 1
2 2
In concluzie, matricea transformaérii liniare T" este
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A=l =1, 700 = (13 ). (et

iar T este injectiva daca si numai dacd sistemul dat de T(ag + a1 X) =0 & [T]- ( ZO ) = ( 8 ) (scris In
1

1 1/2

forma matriceald) este compatibil determinat. Dar, deoarece sistemul este omogen si det A = ‘ 112

-0

rezulta ca sistemul este compatibil nedeterminat, deci 7' nu este injectiva (0,5 pt.)

Deoarece rangul matricii A este 1, rezulta ca rangul transformarii 7" este 1, deci o baza In Im T este formata
dintr-un singur vector (7'(1) sau T'(X)). Cum dimR;[X] = 2 rezultd Im T # R;[X], deci T nu este surjectivd

(0,5 pt.)
f) Notdm cu B = {1, X} baza canonici a spatiului R;[X] si

B/:{qlzl—QX, QQ:1+X}
Are loc relatia
[T)5" = [B']3'[T]B']5,

o[ 1 1 (1 1)2 o , (0 0
unde [B']p = ( 5 1 )7 T = ( 112 ) de unde rezultd [T)5’ = 0 3/2 (1,5 pt.)
Altfel. Matricea dorita se poate obtine agezind pe coloane coeficientii polinoamelor {T(¢q1),T(g2)} relativ la
noua bazd B’ = {q1,¢2} [(1,5 pt.)
g) Pentru ca imaginea si nucleul lui 7' s& fie subspatii suplementare trebuie s avem KerT N Im7T = {0} si
KerT 4+ ImT =R [X].
Fie p € KerT N ImT. Din relatiile (5.3) si (5.4) rezulta

pzao(l—QX) . o ag =
{p:a(l—l—X) Sag— 200X =a+aX & ag—a
deci ag = a = 0. In concluzie p =0, deci KerT N Im7T C {0} (0,5 pt.) . Cum incluziunea inversa

{0} € KerT' N ImT este banala, avem KerT N Im7T = {0}.
Folosind teorema Grassmann, avem

dim(KerT 4+ Im7T) = dim Ker T + dim Im7 —dim(Ker TN Im7T) =1+ 1—-0=2 = dim Ry [x].

Cum Ker T+ ImT C Ry[X] i subspatiul are aceeasi dimensiune ca spatiul total, rezultd Ker T+ Im T = Ry [X];
deci cele doua subspatii sunt suplementare (1 pt.) Total: 10pt. .
Altfel. Din ind{1 — 2X,1 + X} si KerT 4+ ImT = L(1+X) + L(1 —2X) = L(1+ X,1 —2X) rezultd ca
{1-2X,1+ X} este bazd iIn KerT + Im7T. Dar KerT + ImT C R;y[X], deci KerT + Im7T = Ry[X] si
dim(KerT 4+ ImT) = 2. | (1 pt.)

Am vazut ci se verificd egalitatea dim Ker T+ dim Im T’ = dim R [X]. Atunci folosind teorema Grassmann,

avem
dim(KerTN Im7T) = dim(KerT) + dim(Im7) — dim(Ker7T + ImT) =1+1—-2 =0,

deci KerT'N ImT = {0} si cele doud subspatii sunt suplementare (0,5 pt.) Total: 10pt. .

3. a) Dimensiunea spatiului R3 este 3, deci este suficient si demonstrim ci vectorii vy, v, v3 sunt liniar
independent;i (atunci ei vor forma o baza a lui R?). Dar

:_1#07

o = O

1 0
det[vy,v9,u3] =] 1 1
1 1

deci avem ind{vy,vq, vs}.

b) Inlocuind in relatiile ce definesc aplicatia T vectorii vy, v9, v3, w1 $i wo, obtinem
7((1,0,1)) = (0,1), T((0,3,1)) = (1,1), T'((—-1,-1,-1)) = (=1,0),
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deci
T(e1+e3)=fa, T(Bex+es)=fi+fo, T(—e1—ex—e3)=—fi,
unde B = {e; = (1,0,0), eo = (0,1,0), e3 = (0,0,1)} si B’ = {f1 = (1,0), f2 = (0,1)} reprezintd bazele cano-

nice ale spatiului R?, respectiv R2.
Liniaritatea lui T" permite rescrierea acestor relatii sub forma:

T(e1) 4+ T(e3) = fo 10 -1 0 1 -1
3T(e2) + T(es) = f1 + fo & [T(er), T(e2), T(ex)] | 0 3 —1 | =[f1,f2] ( 11 0 ) '
—T(61) — T(EQ) — T(es) = _fl 1 1 —1

sistem compatibil in necunoscutele T'(e1), T(e2), T(e3), cu solutia

T(e1) =2f1 —3f2, T(e2) = f1 — f2, T(e3) = =2f1 +4f,

deci matricea ciutatd este A = [T|g g = [T'(e1), T(e2), T(es)|s’ = < _23 _11 _42 )

¢) Avem
Z1
201 + 22 — 22
[T(2)]s" = [T]pp | 22 | = ( _3;1 — ;2 +4x33 > ’
T3

deci T(z) = (2x1 + o2 — 223, —311 — 29 + 4w3), Vo = (21,79, 73) € R3.

T 0
d) T este injectivd dacd si numai daca sistemul omogen dat de [T]pp: - Y = 0 este compatibil
z 0

determinat. Se observa ci in acest caz rangul matricei [T|pp fiind strict mai mic decat numarul de coloane
sistemul este compatil nedeterminat, deci 7" nu este injectiva.

Rangul matricii [T] este 2, deci si rangul transformarii 7' este 2, o baz& in Im7T fiind formatd din vectorii
T(e1) = (2,-3)" si T(ez) = (1,—1)". Aceasta este o bazd pentru R?, deci rezultd Im7T = R?, adicd T este
surjectiva.

4. a) Pentru k,l € Rsi f,g € C1(0,1), avem
(T(kf +lg)(x) = (kf+1g)(x)=k-f(x)+1 -g'(z)=
= (T () (@) + (T())(x), Y € (0,1)
si deci T(kf +1g) = kT(f)+1T(g).

b) Nucleul transformarii liniare T' este
KerT = {f € C*(0,1) | T(f) = 0}.

Dar
T(f)=0 < (T(f)(x)=0,Vz e (0,1) < f(x)=0, Vze(0,1).

In concluzie, KerT este multimea functiilor constante pe intervalul (0, 1).
Imaginea transformarii liniare T este

ImT = {g€C®0,1) | 3f € C*(0,1) ai T(f) = g}.
Dar pentru g € C°(0, 1), avem
T(f) =g < T(f)(x) =g(x), Vo € (0,1) & f'(z)=g(x), Yz € (0,1),

adicd f(z) = [g(z)dz + ¢, c € R si deci 3f € C'(0,1) al T(f) = g; rezultd C°(0,1) € Im7. Cum
ImT C C°(0,1), rezultd ImT = C°(0,1).

c) Avem T(f)(z)=1-22 & fl(z)=1-2% & f(:c)::rf%a+c, ce R

d) Teorema dimensiunii nu se poate aplica, deoarece dim Dom T' = dim C'(0, 1) = oo.
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5. a) Deoarece baza canonica a spatiului Ry[X] este B = {1, X}, pentru a afla imaginea lui T' calculam
(TW)@)=z-1, (T(X))(z) =2

Deci ImT = L({X —1,X?}) si deoarece {X — 1, X?} este familie de vectori liniar independenta, rezulta
B'={u; =X —1, up = X?} bazd in Im17T.
Folosind procedeul Gram-Schimdt construim o bazi ortogonala B” = {v,va}

U1:u1:X—1

V= U — Pry,Ug = Ug — % V1.
Calculam
(ug,v1) = / up(z)vr(v)de = / w?(z — 1)dz = 3
1 -1
1 1 ) 3
<v1,v1>=/ vf(x)da;:/ (r—1)"de = =,
. . 3

si obtinem vy = i(éch2 + X —1). Pentru a gasi o baza ortonormata, calculam

loll = Vo) = /3
ol = 5 = T 2~ 0 [

si deci baza ciutatd este B = {ﬁ\l’ Hz—;u} = {\/%(X —1),44/8 - (4X?+ X - 1)}
b) Obtinem T(1 — 2X) = X(1 — 2X) — 1 = —2X2 + X — 1.

6. a) Nucleul gi imaginea unei transformari liniare 7' : V' — W sunt respectiv date de:
KerT={x € V|T(z) =0}, ImT ={y € W|Iz € V ai T(x) =y}.

In cazul nostru ecuatia T(z) = 0, in necunoscuta = € V = R? ne conduce la sistemul

1 +x2 +23 =0 1 =0
To+x3=0 = zo =10
—$3:0 .%‘3:0.

Rezultd KerT = {0}, deci T este injectiva.

Deoarece B = {e; = (1,0,0), ez = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} este o baza (baza canonici) a lui R?, rezulta ci vectorii
T(e1) = (1,0,0),T(e2) = (1,1,0),T(e3) = (1,1, —1) genereaza subspatiul vectorial Im T'. Deoarece

1 1 1
det[T(B)|p = det[T'(e1),T(e2) T(es)]p=|0 1 1 |=-1+#0,
0 0 -1

rezultd c& vectorii T'(ey), T (e2), T(e3) sunt liniar independenti si deci formeaza o baza in ImT'. Acesta este o
baz si pentru R? (deoarece T'(ey), T(e2), T(e3) sunt trei vectori liniar independenti intr-un spatiu de dimensiune
3), deci rezulta Im T = R3, deci T este surjectivi.

Fiind injectiva si surjectiva, rezultd T bijectivi, deci exista 71,

1 -1
Calculdm matricea transformarii liniare 7~ ca fiind inversa matricei [T ; obtinem [T '|p = [T]5' = [ 0 1
0 0
1 -1 0 T 1 — T2
iar [T Y(2)]p=| 0 1 1 ¥ | = | @3+ a3 |, deci expresia analitica a lui 7! este
0 0 -1 I3 —x3

T~Yz) = (z1—x2)e1 + (x2 +x3)ex + (—w3)es =

= (21 — 22,72 + 73, —23),Vx = (21,72, 73) € R3.
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b) T'(v) =T((1,1,1)) = (3,2,—1); T *(v)=T"*((1,1,1)) = (0,2, —1). Pentru a afla valoarea expresiei (T —
2
1

13
0 1 ,
00 -1

Prin  urmare, [(T% — 2T + Id)(v)|s = 13 — 2T + Id)p(1,1,1)* = (1,-1,2)¢
si deci (T2 — 2T + Id)(v) = (1,—1,2).

S
yw
I

2T+  Id)(v), calculam mai intai (T3]3 _
de unde rezulta

0 1
[T3 — 2T + Id)g = [T%|p —2[T|g+ [Idlg=| 0 0 -1
0 0

5.5 Exercitii/probleme propuse spre rezolvare

1.S4 se cerceteze care dintre functiile 7: R?* — R? definite prin:

a) 7(z) =a, acR3 afixat; b) 7(z) =z + a;
¢)T(x)=Xx, NeR; d) T(x) = (21,79,73), x = (71,72,23);
e) T(I) = (I?M'rlv'rQ); f) T(SE) = (z3ax17$2 + k)? k € Ra k 7£ 07

g) T(z) = (x1 + 2x9 — 33, 3w1 — T2 + 3x3,421 + T2o + 823);
sunt transformari liniare.

2. Fie R, [X] spatiul vectorial real al polinoamelor de grad < n. Sa se arate ca functia 7 : R,[X] — R, [X],
(Tp)(z) = p(x + 2) — p(z) este o transformare liniara.

3. Fie spatiul vectorial V = {f: [a,b] — R| f € C°[a,b]}. Sa se arate ca primitiva

P:V -V, g=P(f), g(x):/xf(t)dt, a<z<b,

este liniara.
4. Fie spatiile vectoriale:
V={f:(a,b) = R|feC(ab)}; W ={g: (a,b) — R|g continua}.
Sa se arate cd derivata D: V. — W, g = D(f) = [ este o transformare liniard. S& se determine Ker D.

5. Pe spatiul vectorial real P, al functiilor polinomiale de grad cel mult n se defineste functia

p(z) — T{p(x)) = x/o tp(t)dt, VzeR.

Sa se arate ca 7 este o transformare liniara si sa se determine Ker7 sgi Im7 .

6. In R3 se considers vectorii:

a) Si se arate ci existd o singurd forma liniara £: R? — R, astfel incat £(z) = —8, £(y) = 0 5i £(z) = 6.
b) Sa se determine o baza a subspatiului Ker £.

7. Fie functia 7: V3 — V5, 7(¢) = U x d, unde @ este fixat gi a # 0.

a) Sa se arate ca T este o transformare liniara.

b) Sa se gaseasca Ker7, Im7 si sa se arate cd Ker7 @ Im7 = Vs.
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8. Sa se determine matricea asociata transformarii liniare, in raport cu bazele canonice ale spatiilor, in
cazurile:

a) T:R? — C3, T(x) = (ix1,ixe,ix3); b) T: Mzx3(K) — Mzx3(K), T(A) ="14;

—ir x

¢) T: C — Maxa(C), T(z) = ( v )

9. In spatiul vectorial real al functiilor reale, fiecare dintre multimile
{sinx,cosx}, {€2msin3l‘,€2ICOSSJJ}, {1,1—x,1—x—em}

este liniar independenta si genereaza un subspatiu V finit dimensional. Utilizand multimile date ca baze pentru
V', sa se gaseasca matricea atagata operatorului de derivare D: V — V.

10. Sa se determine matricele transformérilor liniare 7 : R?* — R? in raport cu baza formata din vectorii
fl = (17273)3 f2 = (27173)3 f3 = (17 17 1)5 §t11nd ca:

3 2 0 -1 2 -3 1 -1 2
a) Tl = —1 0 0 ; b) T2 = -2 2 -6 ; C) T3 ES 3 -3 6
0 0 O -2 2 -6 2 =2 4

sunt matricele transformarilor respective in raport cu baza canonica a lui R3.

11. Fie V un spatiu vectorial real, ©V complexificatul sdu si 7: V — V un endomorfism. Functia “7: ¢V —
€V definita prin 7 (u,v) = (Tuﬂ'v) sau altfel scris 7 (u + iv) = Tu + i7Tv, se numeste complexificatul
endomorfismului lui T .

a) Sa se arate ca 7T este o transformare liniars care are proprietatile:

i) C(kT)=k T, keR; i) “(S+7)=S+T;
iii) ¢(8T) =“S°T; iv) (C’T)fl =Y(T)7!, daca 7T este inversabila.
b) Fie {e1,...,e,} 0 bazd a lui V,, si {(e1,0),...,(e,,0)} baza corespunzitoare din “V. Si se verifice ca

matricea ©T atagatd lui ©7 este egald cu matricea T atasats lui 7.

12. Fie 7: C* — C™ o transformare liniard. Prin reprezentarea reald a transformérii 7 intelegem transfor-
marea liniara realsd #7: #C" — BC™ care coincide punctual cu 7, unde C" si ®C™ sunt trecerile in real ale
spatiilor C" gi C™. Se da

T:C% - C?, T(2)(x1 +ize,x1 + 23,073), == (x1,72,23) € C*.

Sa se determine matricea reprezentirii reale a lui 7 in baza #{f,, fa, f3}, daca avem f; = (0,4,1), fo = (0, 1,4)
sifs=(1+41i,-2,2).
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MA.6.Transformari nilpotente. Proiectori

Cuvinte cheie: transformare liniara nilpotenta; involutie; proiectie, struc-
tura produs, structura tangenta, structura complexa, transformarea ad-
juncta, matrice adjuncta, matrice transpusa, endomorfisme simetrice, en-
domorfisme ortogonale, endomorfisme hermitice, endomorfisme unitare,
endomorfisme antisimetrice, endomorfisme antihermitice, matrice simet-
rice, matrice ortogonale, matrice hermitice, matrice unitare.

6.1 Endomorfisme particulare

Fie V un spatiu vectorial peste campul K si £(V, V) multimea tuturor endomorfismelor lui V. Multimea L(V, V)
este:

1) un spatiu vectorial peste cimupl K in raport cu adunarea endomorfismelor si cu inmultirea dintre un
scalar gi un endomorfism;

2) un inel in raport cu adunarea endomorfismelor si cu produsul (compunerea) endomorfismelor.

Definitia 54. Fie V un spatiu vectorial peste campul K. Endomorfismul F: V — V se numeste:
1) automorfism, daca este bijectiv;
2) proiectie, daci F? = F;
3) involutie sau structurd produs daci F2 = J, unde J este transformarea identitate;
4) structurd complexd, dacd F? = —J;
5) endomorfism nilpotent (transformare liniard nilpotentd) de indice p daci F* # 0,Vk € T,p— 1 si

FP = 0, unde p = 2,3,... iar O este transformarea zero. Un endomorfism nilpotent de indice 2 si de rang
maxim posibil se mai numeste structura tangenta.

Un endomorfism 7' : V,, — V,, este automorfism daca si numai daca rangA = n, unde A este matricea
asociata endomorfismului relativ la o baza oarecare a spatiului vectorial V,.

Submultimea lui £(V,V) ale cérei elemente sunt automorfismele lui V' este notatd cu GL(V). Aceasta
submultime nu este subspatiu vectorial al spatiului vectorial £(V, V'), deoarece suma a doud automorfisme poate
s& nu fie un automorfism. In schimb, GL(V) este un grup in raport cu produsul (compunerea) automorfismelor.
Grupul GL(V) se numeste grupul liniar general.

Exemplu. Daci F: V,, — V,, are proprietatea cd 2 = F — I [, atunci F este un automorfism. intr—adevér,
fie A = [a;;] matricea asociatd lui F in raport cu o bazd din V,,. Relatia F2 — F + Z| = 0 este echivalenti cu
egalitatea matriceald —A% + A — I = 0 sau A(I — A) = (I — A)A = I, ceea ce arati ci [ — A este inversa lui A,
deci F este un automorfism.

Teorema 55. Daca F:V — V este o proiectie, atunci V = KerF & ImF.
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Demonstratie. Fiev € V, F(v) € ImF si w =v — F(v) € V. Rezulta
Flw) = F(v - F(v)) = F(v) — F*(v) =0,

adica w € Ker F, deci V C Ker F +ImF. Dar Ker F C V i ImF C V, deci Ker F + ImF C V. Prin urmare
V = Ker F + ImF.

Sa aritam cd Ker F N ImF = {0}. Fie u € Ker F NImF. Apartenenta u € ImF implica existenta lui
v € V astfel incat u = F(v). Apartenenta u € Ker F implica 0 = F(u) = F(F(v)) = F(v) = u. Denumirea de
proiectie provine din interpretarea geometrica a relatiei V = Ker F & ImF.

Fiind dat v € V, exista un singur vector w € Ker F si un singur vector u € ImF, astfel incat v = w + wu,
unde F(w) =0 si F(v) = u.

Geometric (figura 2), F proiecteazd vectorul v € V' pe subspatiul ImF de-a lungul subspatiului Ker F.

_—-—
—_——
-
_—-
——

U= T(V)

Fig. 2

Daca F este o proiectie, atunci si J — F este o proiectie. In plus se poate ariita ci
Ker (J —F)=ImF s Im(J —F)= KerF.

Din aceasta se observa ca restrictia lui F la ImF este identitatea pe ImJF, iar restrictia lui J — F la Ker F
este identitatea pe Ker F. O

Exemplu. Fie endomorfismul F: V' — V. Sa aratam ca endomorfismul F; = 2F — J este o involutie daca
si numai daca F este o proiectie.

Daci F este o proiectie, atunci F2 = F, de unde rezultd 2 = 4F2 — 4F + J = J, ceea ce inseamna ci F;
este o involutie.

Reciproc, relatia 72 = J implica

1 1 1 1

deci F este o proiectie.

Teorema 55 se generalizeaza in felul urmator:

P
Teorema 56. Dacd F;: V — V, i =1,p, sunt proiectii cu proprietatile F;F; = 0, pentru i # j si Z]—} =7,
i=1
atunci V =ImF; @ - -- & ImF,.

Teorema 57. Un spatiu vectorial finit dimensional V' admite o structura complexd daca si numai daca dimen-
stunea sa este pard.

Demonstratie. Presupunem dimV = n = 2m. Fie {e1,ea,...,€m,€mt1,...,€2m} 0 bazi a lui V. Definim o
transformare liniara F prin

Flei) = em+i, Flemyi)=—ei, i=1m.
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Avem F?(ey) = —eq, a = 1,n, deci F2 = —7, adicd F este o structuri complexa.

Reciproc, fie F o structura complexa pe V. Daca alegem un vector nenul z; din V', atunci se poate arata ca
vectorii 21 si F(x1) sunt liniar independenti. De asemenea, ludnd din V' un alt vector x5 cu proprietatea ca 1, xo
si F(z1) sunt liniar independenti, deducem usor c& vectorii z1, o, F(x1) si F(x2) sunt liniar independent;i.
Continuand acest procedeu, obtinem o baza a lui V' care contine un numar par de vectori, adicd dimV =n =
2m. O

Observatie. Matricea atagata structurii complexe F: V5, — Vb, In raport cu baza

0 *Im
este ( I, 0 )

Teorema 58. Daca T € L(V,V) este un endomorfism nilpotent de indice p si xg € V, xg # 0, astfel incdt

{z1,. Ty, F(x1),y o FTm)}

TP~ (z0) # 0, atunci vectorii o, 7T (x¢), ..., TP~ (z¢) sunt liniar independenti.
p—1
Demonstratie. Presupunem ca Zki’fi(xo) =0,k € K,i=0,p—1. Aplicand succesiv pe 7 de p — 1 ori si
i=0
tinand seama cd 7P = 0, iar 7P~ !(z¢) # 0, deducem ko = 0 si intorcAndu-ne, obtinem k; = 0,...,k,—1 = 0.
Astfel, vectorii mentionati sunt liniar independentji. U

Observatie. Daca L(S) este acoperirea liniara a multimii
S = {Io, T(l‘o), . ,Tp_l(ﬂjo)},

atunci existd un subspatiu U C V, invariant fatd de 7, cu V. =U @ L(95).

Teorema 59. Daca 7:V,, — V, este un endomorfism, atunci exista doud subspatii vectoriale U7 W C V,,
mwvariante fata de T, astfel incat:

HV,=UaeW;

2) restrictia T /y este nilpotentd;

3) restrictia T /w este inversabild, daca W # {0}.

Demonstratie. Fie Nj, = Ker (7%) si Ry, = Im(7%), k € N. Sa aratim ci N, si Rj sunt subspatii invariante
fatd de 7 si ca exista un cel mai mic p € N astfel incat

N1CN2C"'CNPZNP+1:'“ si RlDRQD"'DRp:Rp_H:"‘

Intr-adevir, dacs © € Ry si y € V,, astfel incat T*(y) = x, atunci 7 (z) = 7%(T (y)) € Ry, adici T(Ry) C Ry.
Analog, 7(Ng) C Ni—1 C Ny.

In continuare si aritdm ci dacid N, = N, 1, atunci rezultd N, = N, ,, Vg € N. Intr-adevir, daci = € N,
rezultd 7779 (z) = 0 sau 7P (79! (x)) = 0 si ipoteza N, = N1 implicad 77(797(z)) = 0sau 7PT7(z) = 0.

Continuand procedeul, obtinem 77(z) = 0, ceea ce inseamna ca « € N,, deci Ny, C N,,. Aceasta impreund
cu N, C Npyq implica N, = N,44. Analog se trateaza cazul lui R,,. In final, obtinem U = N, si W = R,.

S& ardtdm ca V,, = U @ W. Deoarece dimV,, = dim N, + dim R,,, riméane sa dovedim c& U N W = {0}.
Intr-adevér, dacs € UNW, rezulti z € U si & € W, adics T?(z) = 0 si 2 = T?(y), deci T?(y) = 0 si cum
Nop, = Npip = Ny, rezultd TP(y) = 0, ceea ce implica z = 0.
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S& dovedim in continuare c& 7 /iy este nilpotent de indice p, iar 7/ este inversabil. Deoarece 77(N,) = {0},
rezultd ca 7 /y este nilpotent de indice p. Apartenenta x € W da « = 7P(y), deoarece W = R,,. Relatia
T (z) = 0 implicd 7(7*(y)) = 0, adicd 7P(y) = 0 si # = 0. Rezultd Ker (7 /w) = {0}, adicd T /w este
inversabil. O

Exemple:

1) Functia D: R, [X] — R,[X], D(p) = p’, unde p’ este derivata lui p, este un endomorfism nilpotent de
indice n + 1. Intr-adevar, toate derivatele de ordin cel mult n ale unui polinom de grad n sunt nenule, iar daca
p este un polinom de grad cel mult n, atunci derivata de ordinul n + 1 este identic nula.

2) 7: R? — R3, definit prin matricea

1 1 -1
T=| -3 -3 3|,
2 -2 2

este un endomorfism nilpotent de indice 2. Intr-adevir, se constatd cid 7 # 0 i 72 = 0.

6.2 Transformari liniare pe spatii euclidiene

Fie V gi W doua spatii vectoriale complexe si euclidiene ale caror produse scalare le notam la fel. De
asemenea, normele induse de produsele scalare pe V' si W le vom nota cu acelagi simbol.

Consideram 7 : V — W o transformare liniara. Se poate demonstra ca egalitatea (z,7y) = (7 *z,y), Vo €
W, Yy € V, definegte o transformare liniara unica 7*: W — V.

Definitia 60. Transformarea liniara 7*: W — V, definita prin
(z,Ty) = (T"x,y), Ve eW, VyevV,

se numeste adjuncta lui 7.

Definitia 61. Un endomorfism 7 € £(V, V) se numegte:

1) endomorfism hermitic, dacd T = T*;
2) endomorfism antihermitic, daci T = —T*.

Teorema 62. Un endomorfism T € L(V,V) este hermitic daca i numai dacd produsul scalar (x, Tx) este real,
Ve eV.

Demonstratie. Dacd T = T7*, atunci (z,7x) = (Tx,x) = (z,7x), unde (x,7Tx) este conjugatul complex. Deci
numarul (z,7 x) este real, Vo € V.

Reciproc, daci (x, 7 x) este numar real, atunci (z,7x) = (z,7z) = (T*x,2) = (x,7*z).

Asadar, (z,(T —7")z) =0, Vo € V. Notdm S =7 — 7" si inlocuim pe z cu = + ay, « fiind un numar
complex arbitrar. Rezultd (y,Sz) = 0, Va,y € V. Punind y = Sz, gdsim Sz = 0, Vo € V, adicd S = 0 sau
T=T" O

Exemplu. Functia 7 : C? — C2%, 7 (x) = (21 + ixa, —iz1 + 22), cu x = (21, 22) € C? este un endomorfism
hermitic.
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Intradevar, avem

(Tz,2) = (21 + i22)T7 + (—ixy + 22)T3 = |21|? + 12077 — 12172 + |22|? =

= |21 |* + izoT1 + iw2T1 + |22|?,

care este real, deoarece z + z € R, daca z € C. Astfel, T este un endomorfism hermitic.

Teorema 63. Fie endomorfismele hermitiene T,S € L(V,V) si k € R.
1) Endomorfismul kT + S este hermitic.
2) Dacd endomorfismul T este inversabil, atunci si endomorfismul T 1 este hermitic.
3) Endomorfismul TS este hermitic daca $i numai daca TS = ST .

Demonstratie. Afirmatia 1) este evidentd avand in vedere c& (7 +S)* =7* + S* si (k7)* = kT*.

2) Rezulta din (7 -1)* = (7*)~ L.

3) Presupunem ca endomorfismul 7S este hermitic, adica (7S)* = TS. Pe de altd parte, (78)* = S*T* =
ST, deci TS = ST . Reciproca este evidenta. O

Definitia 64. O transformare liniara 7 : V — W se numeste unitara daca pastreaza produsul scalar, adica
(Tz,Ty) = (z,y),Vz,y € V.

Teorema 65. Transformarea liniara 7:V — W este unitara daca $i numai dacd pdstreazd norma, adicd
|Tz|| = ||z||, Yz € V.

Demonstratie. Dacd 7T este unitard, atunci (Tz,7y) = (x,y), Vo,y € V. In particular, pentru y = x avem
(T2, Tx) = (z,z), adicd [|T=||* = ||z[|, deci [|T=|| = ||=|.

Reciproc, dacd ||7z|| = ||z||, Vo € V, atunci folosind egalitatea
1 . . . .
(@y) = 7 (lle+yll* = lle = ylI* +ille + iyll* - illz — iy|]*),
avern "
(T2, Ty) = 1 (IT@+ " = 1T (@ = y)I* +ill T (@ + )| =il T (@ = y)||*) = (=),
deci 7 este unitara. O

Observatie. Conditia (7x,7y) = (z,y) este echivalentd cu 77" = 7*7T = J, deci putem spune ci 7 este
unitar daca si numai dacd 77 =7*7 = 7.

Teorema 66. Orice transformare unitara T :V — W este injectivd.

Demonstratie. Daca T este unitara, atunci ||[Tz|| = ||z||, adicd (T2z,7z) = (z,z). Din T2z = 0 rezulta
(Tz,Tx) =0, adicd (z,x) = 0, care implicd x = 0. Rezultd Ker 7 = {0}, deci 7 este injectiva. O

- 77-



MATEMATICA*M* MA. ALGEBRA LINIARA

Presupunem ca V' si W sunt n-dimensionale gi ca in fiecare s-a fixat o baza ortonormata. Transformérii
liniare 7: V — W i se atageazi matricea T. Matricea T* = T atasatd lui 7* se numeste adjuncta matricei
T.

Daci T = 'T, atunci matricea patratica 7' se numeste hermiticd. Daci T = —'T, atunci matricea patratica
T se numeste antihermitica. O matrice patratica 1" cu proprietatea TT* = I, unde I este matricea unitate, se
numegte matrice unitard.

Teorema 67. Un endomorfism T : V,, — V,, este hermitic daca si numai dacd matricea lui intr-o baza ortonor-
mata este hermitica.

Demonstratie. Fie {ej, e, ...,e,} C V,, baza ortonormata fata de care matricea lui 7 este T' = [tij]. Prespunem
n

ca endomorfismul 7" este hermitic. Din 7Te; = E txjer, prin inmultire scalard cu e;, obtinem
k=1

Te]vez :<Ztkjek‘ael> Ztkj ekvez :ti]

si analog (7*e;, e;) =t;. Dar
(T ej,ei) = (ej, Tei) = (Teiej) =ti;

Deci tj; = #j; si cam T* = T, rezulta t;; = t;;, adica T ="T.

Reciproc, daci T =! T, avem

n n n n
(x, Tx) <ijej,2xk']’ek> = ZZmek ej, Tep) = ZZxﬂck (Ter,ej) =
=1 k=1 j=1k=1
n n
= Zz%xktﬂg = ijxktk] = ,T >,
j=1k=1 j=1k=1
adica (z,7z) € R, deci T este hermitic. O

Conditia ca baza sa fie ortonormata este esentiala gi vom ilustra acest lucru prin exemplul urmator.

Exemplu. Fie endomorfismul 7: C?> — C? definit prin matricea A = < 7; g ), in baza f1 = (1,0),
fo = (1,1). Deoarece ‘A = ( _é g > # A, matricea A nu este hermitica si totusi endomorfismul 7 este

hermitic. S& gisim matricea lui 7 in baza canonici e; = (1,0), e2 = (0,1) a lui C?, care este o bazi ortonormata.

Avem f1 = ey, fo =e1 +eo, deci C = ( 11

0 1
pe care o notam prin B, este

_ —1 _ 1 2 _tp
B=C AC_<2 1>_ B.

—1
) este matricea de trecere. Matricea lui 7 in baza canonica,

Observatie. Un endomorfism 7 : V,, — V,, este unitar daca si numai dacd matricea lui in raport cu o baza
ortonormata a spatiului este unitara.

Exemplu. Functia 7 : C2 — C?,
T(z) = (z1cosa — xgsine, zq sina + zgcosa), = (x1,22), a € [0, 27],

este un endomorfism unitar deoarece matricea lui 7 in baza canonica ortonormatd e; = (1,0), e2 = (0, 1) este
unitara.
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Intr-adevir avem 7= | ‘0> —80@ ,lar T* = cosa sma , asadar TT* = 10 =1
sin o COS (v —sina  cos« 0 1

In continuare presupunem ca V' gi W sunt doua spatii vectoriale reale si euclidiene ale caror produse scalare
(respectiv norme) le notam la fel. Fie 7: V — W o transformare liniara.

Definitia 68. Tranformarea liniara 7*: W — V definita prin
(,Ty) = (T*z,y), Ve eW, VyeV,

se numeste transpusa lui 7.

Definitia 69. Endomorfismul 7 € £(V, V) se numeste:

1) endomorfism simetric, dacd T = T*;
2) endomorfism antisimetric, dacd T = —T™*.

Definitia 70. Transformarea liniara 7 : V' — W se numeste ortogonala daca pastreaza produsul scalar, adica
(Txz,Ty) = (z,y), Va,y € V. Evident, pastrarea produsului scalar este echivalent cu conservarea normei, adica
|7|| = ||z]||, Yz € V.

Daca admitem V gi W finit dimensionale si ca in fiecare s-a fixat o baza ortonormaté, atunci transformarii
7T i se atageazd matricea T, iar lui 7* matricea 7. Unui endomorfism simetric ii corespunde o matrice
simetrica, iar unui endomorfism antisimetric 1i corespunde o matrice antisimetrica. Unui endomorfism
ortogonal 1i corespunde o matrice ortogonala.

Observatie. Transformarile simetrice, respectiv antisimetrice, au proprietati analoage proprietatilor trans-
formarilor hermitiene, respectiv antihermitiene. Transformarile ortogonale au proprietati analoage proprietatilor
transformarilor unitare.

6.3 Exercitii/probleme rezolvate

6.3.1 Enunturi

1. Daci A este matricea atasati unei transforméri liniare 7" relativ la o bazi ortonormati, aratati ca 7' are
proprietatea indicata.

a) A= ( _12 (Z) ), T € End(C?) - hermitica,

b) A= ( ; Z ) ,a,b € R,z € C, T € End(C?) - hermitici;
c) A= ( i‘; Z:Zb > ,a,b€R,z € C, T € End(C?) - antihermitici;
d) A= < Z —av ) ,u,v € C, [ul? + |v|? = 1, T € End(C?) - unitars;
e) A= ( (1) (1) >7 T € End(R?) (simetria fatd de bisectoarea I) - simetric;
f) A= ( (1) _01 >, T € End(R?) (rotatie de unghi drept in sens trigonometric) - antisimetrica, structura
complexa, ortogonala;
cosa —sina

sinae  cos«

g)A=<

ortogonala;

), T € End(R?) (rotatie plana in jurul originii in sens trigonometric de unghi «) -
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h) A= ( 1?3 %g ), T € End(R?) - proiectie pe subspatiul L(v = (1,1));
0 1 1

iy)A=| 0 0 1 |, T e End(R?) - operator nilpotent de ordinul trei.
0 0 O

2. Aratati ca aplicatia

a) T(A) = A", VA € May2(R), T € End(Max2(R)) este simetrica;

b) T € End(V), T(f) = f',Vf € V. ={f € C®°R) | fF(a) = f*)(b),Vk > 0} este antisimetricd relativ la
produsul scalar din C°([a,b]), unde a,b € R,a < b.

6.3.2 Solutii

- Din oficiu: 1pt. a) Baza canonicd B = {e; = (1,0),e2 = (0,1)} este ortonormata, deci endomorfismul 7'
este transformare hermitic dacé matricea sa A = [T|p satisface relatia A = A’. Aceastd egalitate se verifica
—1

in acest caz deoarece: A! = ( 1 = ) = ( 1o > =A (1 pt.)

1 0 —i 0
b) Deoarece a,b € R, rezulti @ = a si b = b, deci avem A! = ( ; % ) = ( ; z ) =A (1 pt.)
c) Avem A! = ( a :bz ) = < _Zw _;) > = —A, deci endomorfismul 7" este antihermitic (1 pt.)
zZ -
d) Endomorfismul 7' este unitar dacd A - A* = A* - A = I, unde A* = At. Avem A! = _{% g =

u v . T B e T U v ()2 +)? 0 . 1 0\ _
( v u > si deci A - A* = ( — ) ( v w > = ( 0 |U‘2_Hu|2) = ( 01 )" I>. Analog se
verifica egalitatea A* - A =1, (1 pt.)

e) Endomorfismul real 7' se numeste simetric daci matricea sa A = [T relativ la baza ortonormata canonica
B = {e1,ex} C R? satisface relatia A = A®. Evident, in cazul nostru aceasti relatie este satisficuta (1 pt.)

f) Endomorfismul T este antisimetric deoarece A = —A?! (ceea ce se poate verifica ugor). 7T se numeste
0 -1 0 -1 -1 0
< < S A2 7. 2 _ - = —
structurd complexa dacd A® = —I5; avem A ( 10 ) ( 10 > ( 0 -1 ) I5. Deoarece
. 0 -1 0 1 10 . . y

A At = 1 0 1 0)=\o 1 )7 I5 gi analog A" - A = I5. Rezulta T endomorfism ortogonal
(1 pt.)

g) Avem

A.At cosa —sina cosa  sina cos? a + sin” a 0 I
. = . . . = . = 19
sina cosa —sina cosa 0 sin? o 4 cos? a

si analog At A = I, deci T este ortogonal (1 pt.)

1/2 1/2

h) Endomorfismul 7' se numeste proiectie daci A*> = A. Dar A? = ( 12 1/2

) = A, deci T este o proiectie

(1 pt.)

i) T este operator nilpotent de ordinul trei daci A% = Onr55(R), €galitate care se verificd (1 pt.) Total: 10pt. .

2. a) Se foloseste produsul scalar (A, B)=Tr (A- 'B), VA,B € M(R). Dacd endomorfismul real 7' are

proprietatea 7' = 1™, adica (TA,B) = (A, TB), VA, B € M5(R), atunci T se numegte transformare simetrica.
In acest caz, folosind proprietatile urmei Tr(C) = Tr(C*"), Tr(AB) = Tr(BA), avem (T'A, B) = (A", B) =

Tr(At- Bt = Tr(BA)! = Tr(BA) = Tr(AB) = Tr(At - BY)= (A, Bt) = (A, TB), deci T este simetrici

relativ la produsul scalar canonic pe Myy2(R).

b) Se foloseste produsul scalar (f, g) = f: f(@)g(x)dz, Vf,g € COla,b] D V.
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Fie f,g € V. Folosind integrarea prin parti si egalitatile f(a) = f(b), g(a) = g(b), obtinem:

(Tf.9) = [, (T(H@)g@)dz = [} f(@)g(x)de = f(@)g(x)ls — [} f(2)g (x)dx =
= f(B)g(b) - f(a)g(a) — [} f(2)(T(g)(x))dw = 0 (f,Tg) = —(f, Tg),

deci transformarea liniara este antisimetrica relativ la produsul scalar canonic pe C°[a,b] D V.

6.4 Exercitii/probleme propuse spre rezolvare

1.1. S& se arate ca transformarile liniare asociate matricelor

27 18 27 100
o= —21 —14 —21 si v=[0 1 0
12 -8 12 00 0

sunt proiectii.

2. Fie V5 spatiul vectorial al vectorilor legati in originea O, identificat cu mulfimea punctelor din plan si fie
T : Vo — V5 transformarea liniard definitd prin 7 (@) = b si 7 (b) = ¢, unde A(@) si B(b) sunt doud puncte fixe
necoliniare cu O(0), iar C'(¢) un punct din plan. S& se determine C'(¢), astfel incat:

a) T sa fie o proiectie; b) 7 sa fie o involutie.
0 1 0
3. Si se arate ca matricea A= 0 0 1 este o matrice nilpotenta de ordinul 3.
0 0 0

4. Fie T: R?> — R? endomorfismul care transforma vectorii:
vy = (0,0,1); vy = (0,1,1); vy = (1,1,1)
in vectorii:
wy = (172a 1)5 Wa = (35172)7 w3 = (7a_174)

Sa se determine matricea lui 7*, transpusa lui 7, in baza ortonormata e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), e3 = (0,0, 1).

5. Fie 7: C? — C? endomorfismul definit prin matricea

3+2i 2—24
r= ( 1—i 3+4i )

in baza canonica a lui C2. Si se giseasca endomorfismele hermitiene 77 si 75 cu proprietatea 7 = 7 + i75.

- 81-



MATEMATICA*M* MA. ALGEBRA LINIARA

- 82-



MA.7.Izometrii

Cuvinte cheie: izometrii, translatii, transformari ortogonale, rotatii, simetrii,
izometrie pozitiva, izometrie negativa.

Fie V un spatiu vectorial euclidian real. Transformaérile ortogonale pe V au proprietatile ca pastreaza
distanta euclidiana si au drept punct fix originea.
Sa introducem acum o alta functie pe V' care pastreaza distanta euclidiana.

Definitia 71. Functia 7: V — V definitd prin 7 (z) = 2 + a, a € V, unde a este fixat, se numeste translatia
de vector a.

Teorema 72. 1) Daca Ty este translatia de vector ay si Ty este translatia de vector as, atunci Ty 0Ty = To 0Ty
este translatia de vector ay + as.

2) Daca T este translatia de vector a, atunci T ! existd si este translatia de vector —a.

Demonstratie. 1) Fie 77 translatia de vector a; si 75 translatia de vector ay. Produsul 7; o 75 este translatia
de vector a; + as. Analog, 75 o 77 este translatia prin as + a1, deci 73 0 7o = 75 0 77.

2)ToT 1=idpeV. O

Rezultd ci produsul (compunerea) definegte pe multimea tuturor translatiilor lui V' o structurd de grup
comutativ (grupul translatiilor). Acest grup este izomorf cu grupul aditiv comutativ V.

Teorema 73. Translatia pastreaza distanta euclidiand, adicd

AT (2), T(y)) = d(x,y), Ya,yeV.

Demonstratie. Succesiv gasim

AT (x), T(y)) = l(y +a) = (z+a)|| = ly — z|| = d(z,y), Ve,yeV.

Definitia 74. O functie surjectiva F: V — V care pastreaza distanta euclidiana, adica
d(F(z), F(y)) = d(z,y), Vx,yeV,

se numeste tzometrie.
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Orice izometrie este injectiva, deci bijectiva.
Transformarile ortogonale - transformarile liniare F' care conserva produsul scalar, deci care au propri-
etatea
<F(I),F(y)> = <I7y>’ Va,y €V, (71)

precum si translatiile sunt izometrii. De asemenea, se dovedeste ugor ca produsul a doua izometrii este o
izometrie. In cazul finit dimensional, daci F : V — V (dimV = n), este o transformare ortogonald iar A
este matricea lui F relativ la o bazi ortonormata a lui V', din relatia (7.1) rezultd usgor ¢ are loc proprietatea
tAA = I,,, de unde, folosind proprietitile determinantului reziulti

det(*AA) = det I,, < det(*A) det(A) = det(I,) < (det A)?> =1 < deta € {+1}.

Deci determinantul matricei unei transforméri ortogonale relativ la o baza ortonormata poate lua doar valorile
+1 (caz in care 7 spunem ci este rotatie), sau —1 (caz in care 7 spunem ci este simetrie) si scriem det(7) = 1,
respectiv det(7) = —1.

Teorema 75. O izometrie F: V — V cu proprietatea F(0) = 0 este o transformare ortogonald.

Demonstratie. Sa aratam ca F pastreaza norma

||z]| = [|z = 0] = d(0, z) = d(F(0), F(x)) = d(0, F(z)) = [|F(z) - 0| = [[F(2)|l, VzeV.

Utilizand acest rezultat putem dovedi ca F pastreaza produsul scalar. Avem d (.7-' (z), F (y)) =d(z,y), ceea
ce este echivalent cu || F(y) — F(x)|| = ||y — z||, dac& si numai daca (F(y) — F(z), F(y) — F(z)) = (y—z,y — ),
deci

<.7:(w),.7:(y)> = (z,y), Vz,yeV.

Ramane sa dovedim ca orice izometrie care pastreaza produsul scalar este o transformare liniard. Avem

<f($), f(y)> = (z,y), de unde rezulta

(F(kx), Fy)) = (kx,y) = k(z,y) = k(F(z), F(y)) = (kF(z), F(y)),
deci

(F(kz) — kF(z), F(y)) =0, VF(y), Vk € R.

Punem F(y) = F(kz) — kF(z) si din pozitivitatea produsului scalar rezulta ca F(kx) — kF(z) = 0, adicd F
este omogena. Pe de alta parte avem

(Fl+y),F(2) = @ +9,2) = (,2) + (1,2) = (F@), F@)) + (F), F(2)) = (F(2) + F@), 7)),

agadar

(Fl+y) — Fl@) - F(y), F(2)) =0, VF(2),
deci F(z+y) — F(x) — F(y) =0, adicd F este aditiva. O

Teorema 76. Daca F este o izometrie, atunci exista o translatie T si o transformare ortogonala R, astfel
incat F =T oR.

Demonstratie. Fie T translatia prin F(0) si 7! translatia prin —F(0). Functia 7 ! o F este o izometrie care
pastreaza pe 0. Conform teoremei 75, izometria 7 ! o F este o transformare ortogonald R. Deci 7 1o F =R
sau F =7 oR. [
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Compunerea defineste pe multimea tuturor izometriilor lui V' o structura de grup.

Presupunem dim V' = n. Daca {ej,...,e,} este o bazd ortonormata gi R este o transformare ortogonald pe
V, atunci si {R(e1),...,R(e,)} este o bazd ortonormatd. Reciproc, dacd in V' sunt date doua baze ortonormate,
atunci exista o singura transformare ortogonala care ne duce de la o baza la alta.

Fie 7 =7 o R o izometrie pe spatiul n-dimensional V. Daca det R = 1, atunci F se numeste izometrie
pozitiva, iar daca det R = —1, atunci F se numeste izometrie negativa.

Aplicatie. Punctele M(x,y, z) raportate la reperul cartezian Ozyz verifica ecuatia

g(x,y,2) = 2% +3y* +4yz — 6z + 14y + 42 +1 = 0.

Ne propunem s& gisim ecuatia verificatd de coordonatele (2/,y’, z’) ale acestor puncte fata de reperul O’z'y’z’

obtinut din cel initial printr-o translatie in punctul O’(3, —1, —2). Formulele care dau translatia sunt x = 2’ + 3,
y=1vy —1siz=2 —2 Inlocuind pe z, y si z in ecuatia datd, gasim 2/ + 3y'> + 4y'z' — 19 = 0.

Ecuatia g(x,y, z) = 0 reprezinta o cuadrica cu centru. Punctul O’ reprezintd centrul de simetrie al cuadricei.
Ecuatia cuadricei raportata la sistemul translatat O'z'y’z’ s-a simplificat deoarece au disparut termenii liniari,
iar termenul liber a capatat valoarea ¢g(3,—1,—2) = —19.

7.1 Problema rezolvata

Fie V un spatiu euclidian. Se d& translatia T, de vector v, T, : V =V, T,(z) =z +v, Vx € V, unde v € V.

a) Aratati cd T), este liniara doar in cazul v = 0; in acest caz verificati ca T, = Id.
b) Pentru v # 0 ardtati c& T, nu conserva nici produsul scalar, nici norma.
c¢) Verificati cd T, este surjectiva gi conserva distanta (deci este o izometrie).

Din oficiu: 1pt. a) T, este liniard dacd T'(ax + fy) = oT'(z) + 8T (y), Yo,0 € R, Va,y € V.
vem

Ty(ax + By) = ax + By + v, aTy(z) + 6T, (y) = a(z +v) + B(y + v) = ax + Py + av + PBo,

deci T, este liniard daca i numai dacd v = av + fv,Va,f € R & (a+ 8 — 1)v = 0,Va, B € R, conditie
echivalentda cu v = 0 (2 pt.) . Evident, pentru v = 0, obtinem 7T, = Id, unicul caz in care T, este liniara

(1 pt.)
b) Fie v # 0. Se stie c& T = T, conserva produsul scalar dacd Va,y € V avem

(Tz,Ty) = (z,y) < (x+v,y+v)= (z,y) &
& (2, y) + (z,0) + (0,9) + (v,0) = (2, 9) = (2, 0) + (v, ) + (v,0) = 0,
relatie ce trebuie sa aiba loc pentru orice z,y € V' (1 pt.) . Dar pentru x = y = v obtinem
3(v,) =0 3|’ =0< |jv]| =0 v =0,

in contradictie cu presupunerea v # 0; deci 7" nu conserva produsul scalar (1 pt.) . De asemenea, T'= T, nu
conserva norma pentru v # 0, deoarece

1T ()| = [[20]] = 2[|v[| # [[o]],
si deci relatia ||T,(z)|| = ||z||, Vz € V nu are loc (1 pt.)

c) Se observa ci Vy € V, avem T, (y — v) = y, deci T, este surjectivd (1 pt.) . De asemenea, se observi cé
aplicatia T' = T, conservd distanta dacd d(T,(z),T,(y)) = d(z,y),Vz,y € V, unde d(z,y) = ||z — y||,Va,y € V
(1 pt.) . Avem

d(Ty(x), To(y) = [T (z) = TW)| = l(z +v) = (y +v)|| = [lo — y|| = d(z,y),
deci T' = T, conserva distanta indusa de norma data de produsul scalar (1 pt.) Total: 10pt. .

Observatie. Daca || - || este o norma oarecare pe V, se poate ardta analog cd T' = T,, conserva distanta indusa
de [[ - [].
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7.2 Probleme propuse

1. Se di aplictia 7 : R? — R?, T (z,y) = (z + 1,y — 2),V(z,y) € R%
a) Aratati ca 7 este o translatie.
b) Verificti ca 7 este o izometrie si aflati expresia analitica (in coordonate) a aplicatiei 7 1.
c) Sa se scrie 7 ca o compunere de doud simetrii distincte. 2. Fie 7 : R® — R? endomorfismul definit prin
matricea
cosf 0 siné
T= 0 1 0
—sinf 0 cosé

in baza canonici a lui R3.

a) Sa se arate ca endomorfismul 7 este ortogonal si surjectiv.
b) S& se arate cad T este o rotatie.

c¢) Pentru § = /3, s se scrie 7 ca o compunere de doud simetrii distincte.
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MA .8.Valori si vectori proprii

Cuvinte cheie: vector propriu, subspatiu propriu, valoare proprie,
spectrul unui endomorfism, polinom caracteristic, ecuatie caracteristica,
sistem caracteristic.

8.1 Valori si vectori proprii
Fie V un spatiu vectorial peste caimpul K (R sau C) si A: V — V un endomorfism pe V. Reamintim ca
A0)=0, KerA={zeV: Az=0}; ImA={yeV :3z eV astlel incat y = Ax}.

Ne propunem si analizam ecuatia Ax = A\x.

Definitia 77. Un vector z € V' \ {0} se numesgte vector propriu al endomorfismului daca existd A € K astfel
incat Az = Ax. Scalarul A se numeste valoare proprie a lui A corespunzatoare vectorului propriu . Multimea
tuturor valorilor proprii ale endomorfismului 4 poarta numele de spectrul lui A.

Ecuatia Az = Az, cu x # 0, este echivalentd cu x € Ker (A — A7), x # 0, unde J este endomorfismul
identitate. In particular, vectorii nenuli din Ker A4 sunt vectori proprii ai lui A atasati valorii proprii 0. De
asemenea, se observa cd daca x este un vector propriu al lui A, atunci pentru fiecare k € K \ {0}, vectorul kz
este propriu.

Teorema 78. 1) La un vector propriu al lui A i corespunde o singurd valoare proprie.
2) Vectorii proprii corespunzatori la valori proprii distincte sunt liniar independents.
3) Fie A € K o valoare proprie a endomorfismului A. Multimea

S\ ={z| Az =Xz, z €V}

este un subspatiu vectorial al lui V', invariant fata de A, adica A(S) C S.
Subspatiul S(A) poate fi finit sau infinit dimensional si se numeste subspatiul propriu atagat lui .

Demonstratie. 1) Fie x un vector propriu corespunzator valorii proprii A, adicd Az = Az, 2 # 0. Dacd ar exista
N € K astfel incat Ax = Nz, x # 0, atunci Az = Nz, x # 0. De aici gasim (A — X )z =0, x # 0, deci A = \'.

2) Fie x1,...,x, vectorii proprii ai lui A4, corespunzatori la valorile proprii distincte Aq, ..., \,. Proceddm
prin inductie dupa p € N. Pentru p = 1, proprietatea este evidenta deoarece vectorul propriu este diferit de
vectorul nul. Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru p — 1 vectori. Din relatia

kix1 + koxo + - - + k'p_l.’L‘p_l + k‘pl‘p =0,
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rezultd A(ky1z1 +koxo+- - -+ kprp) = 0, deci k1 A1 + kodoxo + - - - + kpA\pz, = 0. Prin multiplicare si diferenta
gasim
k1(A = Ap)z1 + -+ kp_1(Ap—1 — Ap)2p—1 = 0,
care, Impreuna cu ipoteza de inductie, dd ky = ko = --- = kp—1 = 0. Rezulta k,z, = 0, deci k, = 0.
3) Pentru orice z,y € S(A) si k, £ € K, gasim
A(kx + ly) = EA(x) + LA(y) = kAx + Ly = A(ka + Ly),

deci kz + ¢y € S(N), adicd A(S(N)) C S(A). O

Exemplu. Fie spatiul vectorial real V = {f: [-1,1] — R| f € C>}. Endomorfismul
S§:V =V, S(f(2) = [(a® = Df'(x)]', Vael-1,1],
se numeste operatorul Sturm-Liouville. S& aratam ci A\, = n(n+ 1), n € N, sunt valori proprii, iar polinoamele

1 .
r — P,(x) = o Tom [(z*> —=1)"], neN,

sunt vectori proprii. Daci notdm f,(x) = (2% — 1)", avem egalitatea evidentd (22 — 1)f,,)/(z) = 2naf, ().
Derivand de n + 1 ori ambii membri, utilizand formula Leibniz, gasim

(2® = D2 (@) + 2x(n + 1) £ (@) + n(n+ 1) £ () = 2na fH (2) + 2n(n + 1) £ (2),

sau
(@2 — DR (@)]' = n(n + D Pa(e),

deci S(P,(z)) = n(n + 1)P,(x), ceea ce aratd cd N\, = n(n + 1) sunt valori proprii, iar P,(z) sunt vectorii

proprii corespunzatori.

Teorema 79. Subspatiile proprii corespunzdatoare la valori proprii distincte au in comun doar vectorul nul.

Demonstratie. Fie valorile proprii distincte \; si A2, iar S(A1) si S(\2) subspatiile proprii asociate. Daca ar
exista © € S(A1) N S(A2), nenul, ar rezulta Az = Az si Az = Aoz, deci (A1 — Aa)z = 0, adicd A1 = Ag, ceea ce
este absurd. Prin urmare, S(A1) N S(A\2) = {0}. O

8.2 Polinom caracteristic

Fie A = [a;j] o matrice patraticad de ordinul n si X = [x;] o matrice nenuld de tipul n x 1 cu elemente din
campul K (R sau C). Daca existd A € K, astfel incat si avem AX = AX, atunci X se numeste vector propriu,
iar A se numeste valoare proprie pentru matricea A.

Ecuatia matriceald (A — AI)X = 0 este echivalenta cu sistemul liniar i omogen, numit si sistemul carac-
teristic asociat valorii proprii A,

(@11 — N)z1 + areze + -+ + a1pxy, =0
ao121 + (@22 — N)xg + -+ - + agpnty, =0
U121 + ApaTy + -+ (@pp — ATy = 0,

care are solutii nebanale daca gi numai daca

ail — A ai2 e A1n
PN =det(A—Af)=| @ 02==A o am |
Ap1 an2 T Anpn — A
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Definitia 80. Polinomul P(\) = det(A — AI) se numeste polinomul caracteristic al matricei A, iar ecuatia
P(\) =det(A — A) =0, A € K, se numeste ecuatia caracteristicd a matricei A.

Valorile proprii ale matricei A sunt solutiile ecuatiei caracteristice. Fie A o matrice patratica reala de ordinul
n gi P(A\) = det(A — M) = 0 ecuatia ei caracteristicd. Deoarece nu orice ecuatie algebricd admite solutii in
R, dar admite in C, uneori valorile proprii ale lui A se definesc ca fiind elemente din C. In acest caz, vectorii
proprii corespunzatori apartin complexificatului lui R”, notat “R".

Teorema 81. 1) Polinomul caracteristic al matricei A are expresia
POA) = (=1)"(A" = 50" £ 5,072 — ... £ 6,),

cu d1=urma A, 05 = Z (ajjakk — akjajk), ey Op_1 = Z minor a;;, 6, = det A, unde &;, i = 1,n, reprezintd
Jj<k J
suma manorilor principali de ordinul i ai matricei A — \I.
2) Doud matrice asemenea au acelagi polinom caracteristic.
3) Matricele A si *A au acelasi polinom caracteristic.

Demonstratie. 1) Omitem demonstratia generald, fiind prea laborioasa. In cazul matricelor de ordinul 2 sau 3
este suficient un calcul direct, avand:

- A
P\ = i ) =A% - ANurma A) +det A, urma A = a1; + ag;
as1 as — A
a;; — A ai a3
PA)=| an ax—X ax |=-X+)I(uwrmad) — \J + det A,
asi asp  azz— A
unde urma A = ayq + ago + ass si J = ai a2 + ail a3 + a2 @23
az Qo asy ass asz ass

2) Fie A si B doud matrice asemenea, adici B = C~1AC, unde C este o matrice nesingulara. Atunci
det(B — A1) = det(CYAC — AI) = det [C’*I(A — )\I)C’} = det(C™ 1) det(A — M) det C' = det(A — \I).
3) Determinantul unei matrice este egal cu determinantul transpusei. De aceea,
P(\) =det(A — M) = det (A — XI) = det(*A — \I).
O

S& presupunem cd A este o matrice reald (A coincide cu conjugata ei, A) gi simetricad (matricea A coincide
cu transpusa ‘A).

Teorema 82. Valorile proprii ale unei matrice reale si simetrice sunt reale.

Demonstragie. Pornim de la (1), AX = AX si prin conjugarea complexa gisim (2) AX = AX. In (1) inmultim la
stdnga cu ' X, iar in (2) inmultim la stanga cu * X. Relatia A = *A implica ‘X AX =X AX, deci (A-1)'X X = 0.
Deoarece X X # 0, rimane ci A = ), adicd A € R. O
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Exemple:
1) Matricea
1 0o 2 -1
0 1 4 =2
A= 2 -1 0 1
2 -1 -1 2

are polinomul caracteristic P(\) = det(A — AI) = (A — 1)* si valorile proprii Ay = g = A3 = \y = 1.
Din AX = X, cu X =[xy, 19, 73, 74], obtinem sistemul

21‘3—3&‘4:0
21‘1—?EQ—$3+J}4=O,

cu solutia nenuld zo = 2x1 + x3 si x4 = 2x3. Notand x1 = a §i z3 = b, solutia se scrie zo = 2a + b, x4 = 2b si
rezulta

X ="[a,2a +b,b,2b] = a '[1,2,0,0] + b *[0,1,1,2].
Deci valorii proprii A = 1 1i corespund doi vectori proprii liniar independenti, de exemplu

vy =1[1,2,0,0] si vy ="[0,1,1,2].

2) Pentru matricea

4 6 0
A= -3 -5 0
-3 -6 1

se obtine P(A) = —(\ — 1)?(\ + 2). Rezulta valorile proprii \; = Ay = 1, A3 = —2 si vectorii proprii liniar
independenti v; = f[—2,1,0], vo = *[0,0, 1] si v3 = *[1, -1, —1].

Fie V,, un spatiu vectorial finit dimensional peste campul K si A: V,, — V,, un endomorfism. Fie x un vector
propriu al lui A si A valoarea proprie asociata. Acestea satisfac relatia Ax = Ax.

Fixam o baza in V,,. Notam cu A matricea atasatd endomorfismului A i cu X matricea atasata vectorului
z. Relatia Ax = Az este echivalenta cu ecuatia matriceala AX = A\ X.

Fie P(\) = det(A— AI) polinomul caracteristic al matricei A. Consideratiile precedente arata ca daca exista,
valorile proprii ale endomorfismului A sunt radécinile lui P()\) in K, iar vectorii proprii ai lui A sunt solutiile
nenule ale ecuatiei matriceale (A—AI)X = 0. Pe de alta parte, teorema 81 arati ca polinomul P(\) = det(A—\I)
este invariant fatd de o schimbare o bazei din V,, sau altfel spus, coeficientii lui P(\) depind de endomorfismul
A si nu de reprezentarea matriceald particulara A. Desigur, numarul det A se numeste determinantul lui A,
numéarul urma A se numeste urma lui A etc. Aceastea justifica

Definitia 83. Fie A: V,, — V,, un endomorfism gi A matricea asociata in raport cu o baza fixata in V,.
Polinomul P(\) = det(A — AI) se numeste polinomul caracteristic al endomorfismului .A.

Endomorfismul A: V,, — V,, are cel mult n valori proprii distincte. Daca A are exact n valori proprii
distincte, atunci vectorii proprii liniar independenti determind o baza a lui V,, si matricea A atagata lui A in
raport cu aceasta baza este o matrice diagonald avand drept elemente pe diagonala valorile proprii ale lui A.

Fie V,, un spatiu real n-dimensional si A: V,, — V,, un endomorfism. Notam cu v, complexificatul lui
Vi, si cu ©A complexificatul lui A. Deoarece A si ©“ A au aceeasi reprezentare matriceald, valorile proprii ale
lui ¢ A sunt valorile proprii in C ale matricei reale asociata lui A. Avand in vedere acest lucru, uneori © A se
identifica cu A, cautandu-se valorile proprii ale unui endomorfism real direct in C si bineinteles vectorii proprii
in complexificatul spatiului vectorial real.

Exemplu. Pentru endomorfismul A: R? — R? descris de matricea
4 00
A= 0 0 1 |,
0 -1 2

obtinem polinomul caracteristic P(\) = —(A—1)?(A—4), valorile proprii A\; = 4, Ay = A3 = 1 si vectorii proprii
liniar independenti v; = (1,0,0) si v2 = (0,1, 1).
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8.3 Exercitii/probleme rezolvate

8.3.1 Enunturi

- Se d& transformarea T € End(R?) a cirei matrice relativ la baza canonici este

3 00
A= 0 2 1
0 0 2
Aflati vectorii si valorile proprii ale matricei A.

2. Sa se determine valorile proprii gi vectorii proprii ai matricei simetrice reale

A:(Z 2), a,b,c e R.

8.3.2 Solutii

- Din oficiu: 1pt. Corpul scalarilor este R. Calculam polinomul caracteristic
3—A 0 0
PN =det(A-=X)=| 0 2-X 1 |=-X+7\2-16\+12, (1 pt.)
0 0 2—A
Rezolvam ecuatia caracteristica
PA)=0s -\ +7\2 — 16\ +12=0,

deci ecuatia algebrici —(A — 3)(A —2)%2 = 0 (1 pt.) . Valorile proprii ale matricei A sunt radicinile reale
ale acestei ecuatii i deoarece toate radicinile sunt reale, spectrul este o(T) = o(T%) = {3,2,2} (1 pt.)

Deoarece o(T°) C R, rezultd ca T este jordanizabila.
Pentru A = \; = 3 avem sistemul caracteristic asociat

0 0 0 a 0
(A-3lw=0s|0 -1 1 b =1 o0 @{_i’f‘go
0 0 -1 ¢ 0 =0

care are solutiile (a,b,c) = (¢,0,0) = ¢(1,0,0),t € R (2 pt.) . Deci o baza in subspatiul propriu Sy,—3 este
generatorul nenul (deci liniar independent) v; = (1,0,0) (1 pt.)
Pentru A = Ay = 2, sistemul caracteristic asociat este:

1 00 a 0 .
(A-2IHv=0& 1| 0 0 1 b 0 <:>{C_O
0 0 0 c 0 R
si are solutiile v = (a,b,c¢) = (0,¢,0) = ¢(0,1,0),t € R (2 pt.) . In concluzie, o baza in Sy,—3 este vectorul
vy = (0,1,0)* (1 pt.) Total: 10pt. .

2. Polinomul caracteristic al matricei A este
P(\) =det(A—\L) = (a—N)(c— ) — b2 =22~ (a+ )\ + (ac — b?).
Ecuatia caracteristicd P(\) = 0 este de gradul doi, cu disciminantul
A= (a+c)?—4(ac—b*) = (a—c)? +1* > 0.
Prin urmare radacinile complexe ale polinomului caracteristic sunt totdeauna reale. Acestea sunt valorile proprii
ale matricei A:

M- =(a+cEVA)/2.
Daca A > 0 cele doua radacini sunt distincte si obtinem respectiv sistemele caracteristice pentru vectorii
proprii asociati u = (u1,uz) € R%:

{ (a—cFVA)/2-u +b-u2=0
b-uy+ (c—aFVA)/2 uy =0.
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Sistemul este omogen, de rang cel mult 1. Avem urmaitoarele cazuri:

Dacii A # 0, atunci subspatiile proprii sunt respectiv Wi = L({(=b, (a — ¢ F VA)/2)}) si distingem dous
subcazuri remarcabile:

a) dacd b = 0 (si a # ¢), atunci matricea este deja diagonald (A = g ), valorile proprii sunt exact a si
¢, iar subspatiile proprii sunt respectiv Sx—=, = L({(0,1)}), Sx=c = L({(1,0)});
b) dacd a = ¢ (51 b # 0), atunci A = Z Z >, valorile proprii sunt {a &b} iar subspatiile proprii asociate sunt

respectiv Sy = L({(1,+1)}).
Dacda A = 0, atunci @ — ¢ = b = 0, iar matricea data devine A = a - I3, matrice diagonald cu valoarea proprie
dubla a si subspatiul propriu asociat Sy—, = R?.

8.4 Exercitii/probleme propuse spre rezolvare

1. Fie V spatiul vectorial al functiilor reale de clasa C* pe (0,1). S& se gaseascd valorile proprii gi vectorii
proprii ai endomorfismului

AV =V, g=A(f), g(x) =xf'(z), Vxe(0,1).

2. Se considera V;, un spatiu vectorial real. Endomorfismul F: V,, — V,, cu proprietatea F2>+7F = 0 se numeste
F-structurd pe V,,. S se determine valorile proprii ale lui ¢ F: ¢V, — V.

3. S& se determine valorile proprii si vectorii proprii ai endomorfismului A: R?® — R3, dat prin matricea

-3 -7 =5
A= 2 4 3
1 2 2

4. Sa se determine polinomul caracteristic al matricei Frobenius

b1 b2 -+ DPn-1 Dn
e IR
0 o .- 1 0
. . A —AV . ‘
5. Fie A € M, xn(C), U € M14x,(C), V € M,x1(C) si B = _UA UAV ) Presupunand det A = 0, s&

se arate ci polinomul caracteristic al lui B se divide cu A2.

6. Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii ai matricei simetrice

0 0 -1
A= 0 0 -2
-1 -2 0

7. Fie A: R* — R* un endomorfism care satisface relatia A* — A% = 0. S& se determine valorile proprii.
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MA.9.Diagonalizare

Cuvinte cheie: endomorfism diagonalizabil, diagonalizare, multiplicitate
algebrica, multiplicitate geometrica, baza formata din vectori proprii, baza
diagonalizatoare, matrice diagonalizatoare.

9.1 Endomorfisme diagonalizabile

Deoarece matricea oricarui endomorfism A: V,, — V,, depinde de alegerea bazei in V,,, prezintd interes cazul
cand se poate gasi o baza in V,, fata de care matricea endomorfismului sa aiba o forma cat mai simpla. In acest
paragraf, asemenea baze vor fi construite cu ajutorul vectorilor proprii.

Definitia 84. Un endomorfism A: V,, — V,, se numeste diagonalizabil daca existd o baza {e1,...,e,} astfel
incat matricea lui in aceasta baza sa fie o matrice diagonala.

Matricele din clasa de asemanare care 1i corespund endomorfismului diagonalizabil A4 se numesc matrice
diagonalizabile.

Teorema 85. Un endomorfism A:V,, — V,, este diagonalizabil daca si numai dacd exista o baza a spatiului
V. formata din vectori proprii ai endomorfismului (baza diagonalizatoare).

Demonstratie. Dacd A este diagonalizabil, atunci existd o bazd {e1,...,e,} a spatiului fatd de care matricea
lui este diagonala,
a1 0 ©00 0
0 a99 0
A=
0 0 Ann

Deci Ae; = agei, i = 1,n, ceea ce Inseamna cd vectorii e;, ¢ = 1,n, sunt vectori proprii ai endomorfismului A.
Reciproc, daci {vy,va,...,v,} este o bazd in V,,, formatd din vectori proprii ai lui A, adicd Av; = A\,
1 = 1,n, atunci matricea lui A in aceasta baza este

A0 0
0 X 0
D pr—
0 0 An
Evident, unele dintre numerele \; pot fi egale. O]
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Teorema 86. Dimensiunea unui subspatiu propriu al endomorfismului A: V,, — V,, (multiplicitatea geo-
metrica a valorii proprii) este cel mult egald cu ordinul de multiplicitate al valorii proprii corespunzdtoare
subspatiului (multiplicitatea algebrica a valorii proprii).

Demonstratie. Fie A\g o valoare proprie multipla de ordinul m gi S(\g) subspatiul propriu corespunzitor. Not&m
dim S(A\g) = p < n. Fie {e1,e2,...,€,} 0 bazad in subspatiul propriu. Completdm aceastd bazd pand la o bazi
{e1,....ep €pi1,..., €5} In V. Intrucat vectorii e;, 1 = 1,p, sunt vectori proprii corespunzatori la valoarea
proprie \g, avem:

n
A(el) :)\061‘; A(ej) :Za/’fjeka 1= 17p7 J:p+1an
k=1
Matricea endomorfismului A fatd de baza specificata este
)\0 0 ‘e 0 A1p+1 PN QA1n
0 )\() “e 0 a2p41 ce agn
A e ,
0 0 ‘e /\0 App+1 ce Qpn,
0 0o ... 0 Gppt1 --- Gpp

astfel Incat polinomul caracteristic al lui A are forma
P(X) =det(A— M) = (Ao — ANPA(N),

unde A()\) este un determinant de ordinul n — p. R
Pe de altd parte, prin ipoteza avem P(\) = (Ag — A)™Q(N). In concluzie, A(\g) = 0 implica p < m, iar
A(Ng) # 0 implicad p = m, deci p < m. O

Teorema 87. Un endomorfism A:V, — V, este diagonalizabil daca i numai dacd polinomul caracteristic al
lui A are n raddacini in campul peste care este luat V,, si dimensiunea fiecarui subspatiu propriu este egald cu
ordinul de multiplicitate al valorii proprii corespunzatoare.

Demonstratie. Admitem cd A: V,, — V,, este diagonalizabil. Rezulta ca existd o baza {eq, ..., e, } in V,,, formatd
din vectori proprii pentru A, fatd de care matricea lui A este diagonald. Fie

PQA) = (A =2)"™ A= A)™ - (A= Ap)™,

P

adica )\;, i = 1, p, sunt valorile proprii ale lui A de multiplicititi m;, cu Z m; = n. Fara a afecta generalitatea,
i=1
putem admite ca primii m; vectori din baza {eq, ..., e,} corespund lui A;, urmatorii ms lui A\, etc. In concluzie,
vectorii eq, ..., €, apartin subspatiului propriu S(\;) corespunzitor valorii proprii A;, ceea ce inseamna ca
numa-rul lor m; este mai mic sau cel mult egal cu dim S(A);. Pe de altd parte, conform teoremei 86, avem
dim S(\;) < my. In concluzie, m; = dim S()\;). Analog rezulti egalititile dim S()\;) = m;, i = 2, p.
Reciproc, admitem ci dim S(\;) = m;, i = 1,p. Atunci fie

n
B= {615---aemlveml—Ha-~-a€mga~--aemp,1+17~-~7emp}a § m; =n,
i=1

o multime de vectori din V,, astfel incat primii m; vectori si constituie o bazd in S(\1), urmatorii mqy sa
constituie o bazd In S(A2) si asa mai departe. Utilizand inductia asupra lui p, se dovedeste ca B este o baza a

- 94-



MATEMATICA*M* MA. ALGEBRA LINIARA

lui V,,. Fata de aceastd baza, matricea lui A: V,, — V,, este

A0 ... 0
0 N ... O
0
0 0 A1
A= ,

Ap O 0

0 0 A 0

0 0 Ap

adica o matrice diagonala. O

Corolarul 88. Endomorfismul A:V,, — V,, este diagonalizabil daca $i numai daca

V, = S()\l) @S()\Q) D "'@S()\I,).

Practic, pentru diagonalizarea unui endomorfism A: V,, — V,, procedam in felul urmator:
1) fixdm o baza in Vj, si determinam matricea A = [a,;] a lui A in aceasta baza;
2) aflam valorile proprii care sunt solutiile in K ale ecuatiei P(\) = 0;

3) daca exista p (p < n) valori proprii distincte A1,...,Ap, cu ordinele de multiplicitate my, ..., mp, atunci
calculdm rangul fiecirei matrice A — \;I, j = 1,p. Fie m; = dim S()\;) = dim Ker (A — X\;J). Daci rang (A —
A I) =n—mj, j =1,p, este numirul de solutii independente ale sistemului omogen (A — A\;1)X = 0, atunci
(conform teoremei 87) A este diagonalizabil;

4) se rezolvi cele p sisteme omogene (A — \;1)X = 0. Un sistem fundamental de solutii pentru un asemenea
sistem reprezintd coordonatele vectorilor corespunzatori valorii proprii A;;

5) matricea lui A, in raport cu baza formata din vectori proprii ai lui A, are pe diagonald elementele
Aoy Ay ooy Apy oo, Ap, adicd valorile proprii;

6) notdm prin D € M,,«, (K ) matricea diagonald atagatd lui A in raport cu baza formata din vectorii proprii
ai lui A. Daca C' € M,,«,(K) este matricea ale cirei coloane sunt vectori proprii care alcituiesc noua baza a
lui V,, (matricea diagonalizatoare), adica matricea de trecere de la baza initiala din V,, (baza canonica in
R™) la baza formata din vectorii proprii, atunci D = C~1AC.
. . ail a2 . o . . 1w VI .
Observatie. Matricea A = , cu valoare proprie dubla, este diagonalizabila daca §i numai
az1 Q22
daca a11 = a9 §1 19 =— ag1 — 0.

Exemple:
1) Pentru endomorfismul A: R?® — R3, definit prin matricea

-3 -7 -5
A= 2 4 3],
1 2 2
avem polinomul caracteristic P(\) = —(\ — 1), valorile proprii A\; = Ay = A3 = 1, (tripld, m; = 3) si
—4 -7 =5
rang (A —1-1) = rang 2 3 3 |=2#n-m =3-3=0,
1 2 1
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deci endomorfismul 4 nu este diagonalizabil.
2) Fie A: R* — R*, definit prin
A(z) = (z1 + x4, 22,23 — 224,21 — 223 + Dxy), = (x1,T2,T3,24).

In raport cu baza canonica a lui R*, matricea lui A este

10 0 1
0 1 0 0
A= 0 0 1 -2
1 0 -2 5

Rezultd polinomul caracteristic P(A) = det(A — M) = A(1 — X\)?(\ — 6) si valorile proprii A\; = 0, Ay =
A3 = 1, Ay = 6. Ordinele de multiplicitate ale valorilor proprii sunt m; =1, my = 2 i mg = 1. Deoarece
rang (A — A1) =3 =n—my =4 — 1 = 3, prin rezolvarea sistemului omogen (A—0-1)X; = 0, obtinem vectorul
propriu v; = {[-1,0,2,1].

Analog, rang (A—XoI) = 2 =n—mg = 4—2, astfel incat dim S(\y) = 2. Vectorii proprii liniar independenti
sunt v = £[0,1,0,0], v3 = ¥[2,0,1,0], apoi

rang (A — M) =3 =n —ms,

astfel Incat vectorul propriu corespunzitor valorii proprii Ay = 6 este vy = ‘[1,0, -2, 5]. In concluzie, endomor-
fismul A este diagonalizabil cu matricea diagonalizatoare

-1 0 2 1
010 0
C = [v1,v2,v3,04] = 2 01 -2
10 0 5
Obtinem
0 0 0 O
1.4 0100
D=C"AC=1 0 0 1 o
0 0 0 6

9.2 Exercitii/probleme rezolvate

9.2.1 Enunturi

1. Se da transformarea T' € End(R?) a cirei matrice relativ la baza canonica este

2 0 0
A=10 0 1
0 -1 0

a) Calculati polinomul caracteristic P al endomorfismului 7'

b) Rezolvati ecuatia caracteristici P(\) = 0 si aflati spectrul (7). Notand cu o(7C) multimea radacinilor
(complexe) ale polinomului caracteristic, verificati daca o(7¢) € K = R.

¢) Pentru fiecare valoare proprie distinctd A a lui 7', aflati subspatiul propriu Sy, multiplicitatile algebrica
ta(X) si geometrica pg(A) si verificati daca piq (X)) = pg(N).

d) Dacéa endomorfismul T este diagonalizabil, atunci:
e aflati o baza diagonalizatoare B’ C R? format& din vectori proprii ai lui T
e aflati matricea C' = [B’|p, de trecere de la baza canonica la baza diagonalizatoare;
e aflati matricea diagonala D = A’ = C~'AC = [T]p: asociatd endomorfismului 7" relativ la baza B’;
e verificati relatia CD = AC.

2. Aceeasi problema pentru matricele

74 -1
A=) A= 4 7 -1
—4 -4 4
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9.2.2 Solutii

1. a) Calculdm polinomul caracteristic

2-X2 0 0
PA) =det(A—X3)=| 0 =X 1 |==X4+2X2-)+2
0 -1 -\

b) Rezolvim ecuatia caracteristica
PA)=0& -\ +2)* -\ +2=0,

deci ecuatia algebrica — (A% +1)(\ —2) = 0. Radicinile reale ale acestei ecuatii sunt valorile proprii ale matricei
A si formeaza spectrul transformérii T, o(T') = {2}. Deoarece nu toate radacinile polinomului P()) sunt reale,
rezulta ca T nu este jordanizabila, deci nu este nici diagonalizabila.

In acest caz o(T%) = {2, —i,+i} ¢ R.
c¢) Se observa cd pentru A = A\; = 2 avem p,(A 1) = 1, pentru A = —i avem p,(—7) = 1, iar pentru A = i avem
fra (i) = 1.

Pentru A = A\ = 2 sistemul caracteristic asociat este un sistem de ecuatii liniare care are drept solutii
vectorii proprii asociati valorii proprii A\; = 2. Acest sistem este:

0 0 0 a; 0
- =oe (0 2 1 ) [y ) ={ 0 ) 220
0 —1 -2 2 0 y -

gi are solutiile v = (z,y,2) = (¢,0,0) = ¢(1,0,0),¢ € R. Deci Sy, = L(v1) , unde v; = (1,0,0) este nenul, deci
liniar independent, care formeaza astfel baza in subspatiul propriu Sy,, de unde p4(A\) = dim Sy, = 1.

Precizam ca deoarece Ag 3 = £i ¢ R, A2 3 nu sunt valori proprii ale endomorfismului 7. Pentru TC (complexifi-
catul morfismului 7'), deci pentru matricea A = [T'C] € M3.3(C), diagonalizarea poate avea loc.

Pentru A = \y = —i, sistemul caracteristic asociat este:
247 0 O x 0 (2+i)x=0
(A+ilz)v=0< 0 i 1 y |=|0 )< iy+2=0
0 -1 1 z 0 —y+iz=0

gi are solutiile v = (x,y,2) = (0,it,t) = ¢(0,4,1),t € C. Deci Sy, = L(vz) , unde v = (0,4, 1) este nenul, deci
liniar independent, care formeaza astfel baza in subspatiul propriu Sy,, de unde 14(A2) = dim Sy, = 1.

Pentru A = A3 = 4, sistemul caracteristic asociat este:

2—4¢ 0 0 x 0 (2—i)z=0
(A—ilslv=0< 0 —i 1 y |=10 &< —iy+2=0
0 -1 —i z 0 —y—iz=0

si are solutiile v = (z,y, z) = (0, —it,t) = ¢(0,—i,1),t € C. Deci Sy, = L(v3) , unde vz = (0, —i,1) este nenul,
deci liniar independent, care formeaza astfel baza in subspatiul propriu Sy,, de unde j4(A3) = dim S A, = L.

Se observi ci ji,(A\) = p14(A), pentru orice A = A1, A, A3, deci transformarea T este diagonalizabila.

2. i) Calculdm polinomul caracteristic

3-2 0 0
PA)=det(A—X)=| 0 2—-X 1 |=-X4+7\—-16)\+12.
0 0 2-A

Rezolvam ecuatia caracteristica
PA) =0 —X3+ 7\ — 16\ + 12 =0,

deci ecuatia algebrici —(\ — 3)(\ — 2)2 = 0. Valorile proprii ale matricei A sunt riadicinile reale ale acestei
ecuatii si deoarece toate radacinile sunt reale, spectrul este o(7T) = o(T®) = {3,2,2}. Deoarece ¢(T°) C R,
rezulta T' jordanizabila.
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Pentru A = A\ =3 51 A = Ay = 2 avem p,(3) = 1, respectiv pq(2) = 2.
Pentru A = \; = 3, sistemul caracteristic asociat este

0 O 0 a 0
(A-3Iv=0<| 0 -1 1 b l=10 @{:ﬁfc_o
0 0 -1 c 0 o

si are solutiile (a,b,¢) = (¢,0,0) = £(1,0,0),t € R. Deci o baza in subspatiul propriu Sy, este generatorul nenul
(deci liniar independent) vy = (1,0,0), de unde rezulta pg(A1) = dim Sy, =1 = p1q(A\1).
Pentru A = Ay = 2, sistemul caracteristic asociat este:

(A-2Hhv=0«

O O

0 0 a 0 -
01 b |=10]<« { :0
00 c 0 =

gi are solutiile v = (a, b, ¢) = (0,¢,0) = ¢(0,1,0),t € R. In concluzie, o bazi in Sy, este vectorul vy = (0,1,0) ¢,

de unde rezultd py(A2) = dim Sy, = 1.
Deoarece pentru A = Ag avem fiy(A2) = 1 # f14(A2) = 2 rezultd cd endomorfismul 7' nu este diagonalizabil.

. Din oficiu: 1pt. Calculam polinomul caracteristic
7T—A 4 -1
P(X) =det(A— M) = 4 7T—X —1 |=-X4+18)\2 — 81X+ 108, (1 pt.)
—4 -4  4-)
Rezolvam ecuatia caracteristica

P(A) =04 —X\*+18\? — 81\ + 108 = 0,

deci ecuatia algebricad —(\ — 3)%(\ — 12) = 0. Valorile proprii ale matricei A sunt radacinile acestei ecuatii si
deoarece toate sunt reale, spectrul este o(7T) = o(T°) = {12,3,3} (1 pt.) . Deoarece o(T°) C R, rezultd T
jordanizabila.
Pentru A = A1 =12 g1 A = Ay = 3 avem p,(N\1) = 1, respectiv g (A2) = 2.
Pentru A = \; = 12 sistemul caracteristic asociat este

-5 4 -1 a 0 —ba+4b—c=0
(A-12I)Hv=0« 4 -5 -1 b = 0 |&<{ 4a—-5b—c=0
—4 —4 -8 c 0 —4a—4b—8c =10

si are solutiile v = (a,b,¢) = (t,¢t,—t) = t(1,1,—1),t € R (1 pt.) . Deci o baza in subspatiul propriu Sy, este
vectorul v1 = (1,1,—1) (1 pt.) de unde rezultd py(A1) = dim Sy, =1 = pa(A1).

Pentru A = Ay = 3 sistemul caracteristic asociat este

4 4 -1 a 0
(A-3Iw=0& | 4 4 -1 b =10 |cdat+ab—c=0
-4 -4 1 c 0

si are solutiile v = (a, b, ¢) = (a, 8,4+ 48) = a(1,0,4) + $(0,1,4) (1 pt.) . In concluzie, o bazi in S, este
formata din vectorii vy = (1,0,4) si v3 = (0,1,4) (1 pt.) , de unde rezultd py(A2) = dim Sy, = 2 = pa(A2).
Deoarece avem fi(A1) = pg(A1)(= 1) si pa(A2) = pg(A2)(= 2), rezulta ca endomorfismul 7" este diagonalizabil
(1 pt.)

Baza B’ a spatiului R? relativ la care matricea endomorfismului T' este diagonald, este formatd din vectorii
(proprii ai) bazelor de subspatii proprii ale lui T, adicd B’ = {vy, v, v3}.

In concluzie, endomorfismul 7" este diagonalizabil, cu matricea diagonalizatoare si matricea diagonala, respectiv

1 10 12 0 0
C:[’Ul,UQ,Ug]B: 1 0 1 , D= 0 3 0 |, (2pt.)
-1 4 4 0 0 3
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Observatie. Se poate verifica relatia D = C~!AC sub forma CD = AC:

1 10 12 0 0 12 3 0
C-D= 1 0 1 0 3 0 | = 120 3 ;
-1 4 4 0 0 3 —12 12 12
7 4 -1 1 10 123 0
A-C= 4 7T -1 1 0 1 |= 12 0 3 =CD.
-4 -4 4 -1 4 4 —12 12 12

9.3 Exercitii/probleme propuse spre rezolvare

1.5a se diagonalizeze matricea

4 6 0
A= -3 -5 0
-3 -6 1

2. Fie endomorfismul
A:R? = R3 A(z) = (21 + 229 — 43, 201 — 229 — 223, —4x) — 279 + 23),

cuz = (71,72, 73). Si se determine o bazd ortonormat# in R?® fata de care matricea endomorfismului si fie

diagonala.
3. S& se cerceteze daca matricea
1 0 0 1
0 1 0 0
A= 0 0 1 -2
1 0 -2 5

poate fi diagonalizata. In caz afirmativ sa se determine matricea diagonalizatoare C'.
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MA.10.Forma Jordan

Cuvinte cheie: baza formata din vectori proprii si principali, baza jor-
danizatoare, celula Jordan, endomorfism jordanizabil, forma canonica Jor-
dan.

10.1 Endomorfisme jordanizabile

Fie V,, un spatiu vectorial peste cAmpul K (R sau C) si A: V,, — V, un endomorfism. Matricea A a en-
domorfismului A depinde de alegerea bazei in V,,. Uneori aceasta matrice poate fi diagonalizata, alteori nu.
Conditiile in care matricea A se poate diagonaliza au fost date in teoremele de diagonalizare. Una dintre formele
relativ simple si utile, care se poate obtine in unele dintre cazurile cind nu este posibila diagonalizarea, este
forma canonica Jordan. Baza lui V,,, fatd de care endomorfismul A se reprezintd printr-o matrice Jordan,
se construieste din vectori proprii si vectori principali.

Fie A € K. Matricele de tipul:

A 1 0 0
A1 0 0 A 1 0
P‘L <())\ i\)a 0 X1 ) )
0 0 X 0 0 0 1
0 0 A

se numesc celule Jordan atagate scalarului \.

Definitia 89. Endomorfismul A: V,, — V,, se numeste jordanizabil dacd exista o bazd in V,, (numita baza
jordanizatoare) fata de care matricea endomorfismului sa fie de forma

J 0 ... 0

0 Jo 0
J:

0 0 I

(forma canonicd Jordan), unde J; sunt celule Jordan atagate valorilor proprii \;, i = 1, s, ale endomorfis-
mului A.

O celula Jordan de ordinul p atasatd unei valori proprii A multipla de ordinul s > p corespunde vectorilor
liniar independenti e, es, ..., €, astfel incat

Aep = Xey, Aeg =Xea+eq,..., Aep = dep +€p_1.

Vectorul e; este vector propriu, iar vectorii eg, ..., e, se numesc vectori principali.
In reprezentarea matriceald putem scrie (A — A)E, =0, (A= A)Ey = Ey, ..., (A= X)E, = E,_;.
Exista endomorfisme ale spatiilor vectoriale reale care nu pot fi aduse la forma Jordan si anume acelea pentru
care ecuatia caracteristici nu are n radacini in R. Discutia urméatoare pune in evidentd cé endomorfismele
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spatiilor complexe pot fi aduse Intotdeauna la forma Jordan, intrucéat orice ecuatie de gradul n in C are n
radacini.

Observatii:

1) Forma diagonald a unui endomorfism diagonalizabil este un caz particular de forma canonica Jordan si
anume cazul cand toate celulele Jordan sunt de ordinul 1.

2) Forma canonicd Jordan nu este unica, dar numarul celulelor Jordan (egal cu numéarul total de vectori
proprii liniar independenti ai lui A) ca si ordinul celulelor Jordan sunt unice pentru un endomorfism A dat.

3) Ordinea celulelor Jordan pe ”diagonala” formei canonice Jordan depinde de ordinea vectorilor din baza.

Teorema 90. Fie V,, un spatiu vectorial n-dimensional peste campul K (R sau C). Daca A: V,, — V,, este

un endomorfism i A\1,...,\, sunt valorile proprii distincte ale lui A cu multiplicitatile mi, mo, ..., my, care
P
satisfac ka =n, atunci existd p subspatii vectoriale V; C'V, j = 1,p, invariante fata de A, de dimensiuni
k=1

myj, j =1,p, astfel incit V,, = Vi@ Va®--- @V, iar A/v, = Nj+XjTm,, Jj=1,p, unde Nj sunt endomorfisme
nilpotente de diferite ordine.

Demonstratie. Consideram endomorfismele K; = A —\;7, j € {1,2,...,p} fixat, si aplicand teorema de jor-
danizare, se obtin subspatiile V; si R; astfel incat K; /v, este un endomorfism nilpotent, iar IC; /g, este nesingular.
Deoarece V; este invariant fata de K;, el este invariant si fata de endomorfismul IC; + \;J = A.

Fie Ay, si Ag; restrictiile lui A la subspatiile V; si respectiv R;, deci unica valoare proprie a lui Ay, este
Aj, care nu este valoare proprie si pentru Ag; (deoarece A — \;J este nesingular pe Rj, iar det(A — \;J) =
det(A/v, — A\jJ1)det(A/r, — AjJ2)). Rezulta dimV; = m; si V; N Vj, = {0}, pentru j # h, astfel incat

P
Vo=V1@&Va®-- @&V, (stim prin ipoteza ca ka =n).
k=1
In plus, din A = Kj 4+ \J rezultd A/y, = Kj/v, + XjTm; = N;j + AjTm,, unde N; = K/y, este nilpotent
prin constructie. O

Utilizand teorema precedenta se poate demonstra

Teorema 91 (Jordan). Fie V,, un spatiu vectorial n-dimensional peste campul K (R sau C). Daca endomor-
fismul A:V,, — V,, are valori proprii in K si dacd suma multiplicitatilor acestor valori proprii este n, atunci
exista o baza in V, fata de care matricea lui A are forma Jordan.

10.1.1 Algoritm general pentru gasirea unei baze Jordan

1) Fixarea unei baze in V,, i explicitarea matricei A atagatd endomorfismului A: V,, — V,,.

2) Determinarea valorilor proprii distincte A;, respectiv multiple de ordinul m;, j = 1, p, prin rezolvarea
P

ecuatiei caracteristice. Pentru continuarea algoritmului este suficient ca E mj = n.
=1
3) Gésirea vectorilor proprii liniar independenti corespunzatori fiecirei valori proprii.
4) Calcularea numarului de celule Jordan,

dim S(\;) =dimV,, — rang (A — \;I) =n —r,.

5) Rezolvarea sistemului (A — ;7)™ X = 0 pentru fiecare j = 1,p. Pentru j fixat, solutiile nenule genereaza
subspatiul V;.

In cazul matricelor de ordin relativ mic putem ocoli unele dintre etapele precedente, tinand seama de
observatia ca la o celula Jordan corespunde un singur vector propriu.
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10.1.2 Algoritm pentru gasirea unei celule Jordan de ordinul p
corespunzatoare valorii proprii A multipla de ordinul s > p

1) Se determina solutia generald pentru (A — AI)E; = 0.
2) Se impun conditii de compatibilitate si se determina pe rand solutii generale pentru sistemele liniare
(A=A)Ey;=FEy,...,(A-X)E, =E,_1.
3) Se dau valori particulare parametrilor care apar in solutiile de la pagii 2) si 1), tindnd seama de conditiile
de compatibilitate si de conditia Fy # 0.

Algoritmul precedent se repeta pentru fiecare valoare proprie, in final obtindndu-se baza Jordan. Daca
notam prin C' matricea care are pe coloane coordonatele vectorilor din baza Jordan, atunci

J=C"tAC.

Exemplu. Si se giseasca forma canonicd Jordan a endomorfismlui A: R* — R*,
A(x) = (3$1 + xo, —4x| — X2, Tx1 + T + 223 + x4, — 1721 — 629 — xg),

unde © = (21, T2, T3, 24).
Solutia 1. In baza canonici a lui R*, endomorfismul A are matricea

3 1 0 0

-4 -1 0 0

A= 7 1 2 1
-17 -6 -1 0

Ecuatia caracteristica (1 —\)* = 0 are solutia A\; 2 34 = 1 = A\. Deoarece m; = 4 i rang (A — AI) = 2, numérul
celulelor Jordan este egal cu
n— rang (A — M) =dimS(\) =4 -2 =2,

Ele ar putea fi amandoua de tipul 2 x 2 sau una de tipul 1 x 1 gi cealalta de tipul 3 x 3. Pentru a lamuri
situatia, folosim indicele de nilpotenta al restrictiei N7 = A/y, — AJh, iar pentru aceasta trebuie si determindm
pe Vi = Ker (A —\J)%

Deoarece 5
2 1 0 0 00 0 O
_ 9 —4 =2 0 0 . 00 0 O
(A =AD"= 7 1 1 1 o o0 0 0|’
-17 -6 -1 -1 00 0 O
obtinem

S(A) = Ker (A —-\J) C Ker(A—\7)? = Ker(A—\J)? = Ker (A - \J)*
—Vi=V=R%

Rezultd restrictia N1 = A/y, — A\J astfel incat indicele de nilpotentd hq al restrictiei N7 este egal cu 2.

Deoarece dim Ker (A — A\J)? = 4 i dim Ker (A — \J) = dim S()\) = 2, rezultd ci numarul celulelor Jordan de
tip hq1 X h1, cu h; = 2, este egal cu

dim Ker (A — \J)? —dim Ker (A —\J) =4 -2 =2.
In concluzie, forma Jordan este

undeJ1<3 :)l\>§1<]2<8 i\)
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Solutia II. Deoarece rang (A — AI) =2, la A = 1 corespund doi vectori proprii liniar independenti pe care-i
determindm rezolvand sistemul omogen (A — A\I)E; = 0, unde E; = ‘[x1, 2, x3, x4]. Explicit, sistemul

21’1+l’2:0
—41‘1—21’2:0
Tr1+x9+23+24=0
—173?1 —6$2—.’L‘3—$4:0,

a+b | 2(a+10)

este dublu nedeterminat. Notand z3 = a si x4 = b, obtinem x; = — 3 gl xo = - Deci
b 2 b
E1t<a; ,m;),a,b), a#0 sau b#0,

adica exista numai doi vectori proprii liniar independent;i.
Fie Fy = "[u1,us, u3, us] matricea corespunzatoare vectorului principal. Obtinem sistemul neomogen (A —
M) E; = Eq, adica

b
2u1 +ug = _(l+
5
b
g — 2uy = 227

Tui +us =uz +ug =a
—17uy — 6ug —u3z —uy = b.

Notand us = ¢ i uq = d, gasim

By =t (6a+b—5c—5d —17a—7b—|—100—|—10d’67d>.

25 ' 25

Deoarece sistemul neomogen este compatibil oricare ar fi a si b, rezulta ca fiecaruia dintre vectorii proprii

liniar independenti i se atageaza un vector principal. Luand a = 7 si b = —17, deducem vectorul propriu
e1 = (2,—4,7,—17), iar pentru a = 7, b = —17 gi ¢ = d = 0, se obtine vectorul principal es = (1,0,0,0) atasat
lui e;. Pentru a = 1 gi b = —6 se gisegte vectorul propriu ez = (1, -2, 1, _6); iar pentru ¢ = 1, b = —6 i

¢ = d = 0, gasim vectorul principal e, = (0,1,0,0), care se atageazd lui es. In baza Jordan {ej,es,e3,€4},
matricea lui A este

1100
0 1 0 0
7= 0 0 1 1
0 0 01
Matricea de trecere
2 1 1 0
-4 0 -2 1
¢ 70 1 0
-17 0 -6 0
verifich C~1AC = J.
10.2 Exercitii/probleme rezolvate
10.2.1 Enunturi
3 3 3
1| Se da transformarea 7' € End(R?) de matrice A (relativ la baza canonicd), A= | -1 11 6
2 14 -7

a) Calculati polinomul caracteristic P al endomorfismului 7', rezolvati ecuatia caracteristica P(\) = 0 si aflati
spectrul o(T). Notand cu o(TC) multimea radacinilor complexe ale polinomului caracteristic, verificati
daca o(T%) € K = R. Deduceti in consecinti ca T este jordanizabil.
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b) Pentru fiecare valoare proprie distincta A a lui 7', efectuati urmatoarele:
e aflati multiplicitatea algebrica p,(\);
e aflati subspatiul propriu Sy si multiplicitatea geometrica f1,(\);
o dacd pa(A) = pg(A) aflati o baza in Sy;
o daca pa(N) > pg(N) aflati m = p1q(X) — p1g () vectori principali asociati vectorilor proprii si subspatiile
invariante ale valorii proprii.

c¢) Reunind familiile de vectori determinate mai sus, aflati o baza jordanizatoare B’ C R? formata din vectori
proprii si principali ai lui T';

d) aflati matricea C = [B’] g, de trecere de la baza canonicé la baza jordanizatoare;

e) aflati matricea Jordan J = A’ = C~1AC = [T]p/ asociatd endomorfismului 7T relativ la baza B’;

f) verificati relatia C'J = AC.

2. Aceeasi problema pentru matricele:

2 -1 2 —4 -7 =5 0 10
a) A= 5 -3 3 |,b)A= 2 3 3 |,c)A=| -4 4 0
-1 0 =2 1 2 1 0 0 2
2 1 0 0
-4 -2 0 0 -0 0
d) A= . . 1 1 ,e) A= -3 1 1
-3 -1 3

-17 -6 -1 -1

3. Sa se jordanizeze endomorfismul 7" de matrice A folosind metoda girului de nuclee, pentru matricele din
problema anterioara.

10.2.2 Solutii

- Din oficiu: 1pt. a) Calculam polinomul caracteristic
3—-A 3 3
P\ =det(A—\3)=| —1 11—\ 6 = -2 +7\2 -161+12, (0,5 pt.)
2 -4 -7-X
Rezolviam ecuatia caracteristica P(\) = 0 & —A3+7A\2—16A+12, deci ecuatia algebrici —(A—3)(A—2)? = 0.
Réadéacinile reale ale acestei ecuatii sunt valorile proprii ale matricei A si formeaza spectrul transformarii 7,
o(T)={3,2,2} (1 pt.) . Deoarece toate radacinile polinomului P(\) sunt reale, rezulta T' jordanizabila.

b) Se observa cd pentru A = A\; = 3 avem multiplicitatea algebrica p, (A1) = 1, iar pentru A = Ay = 2 avem
pa(A2) = 2.

Pentru A = A\ = 3 sistemul caracteristic asociat este un sistem de ecuatii liniare care are drept solutii
vectorii proprii asociati valorii proprii A\ = 3. Acest sistem este:

0 3 3 x 0 3y+32=0
(A-3Lv=0&| -1 8 6 y |=10 ]| —ax+8y+6z2=0
2 —-14 -10 z 0 20 — 14y — 102 =0

si are solutiile (z,vy, z) = (—2t, —t,t) = t(—2,—1,1),t € R (0,5 pt.) . Deci Sy, = L(vy) unde v; = (—2,—-1,1)
este nenul (deci liniar independent), care formeaza astfel baza in subspatiul propriu Sy, ; rezultd multiplicitatea
geometricad pg(A1) = dim Sy, =1 = pe(A1) (0,56 pt.) . Deci pio(A1) = pg(A1) si o bazd in Sy, este {v; =
(—2,—1,1)'}; familiei v; 1i corespunde celula Jordan J;(3) = (3) (0,5 pt.)

Pentru A = Ay = 2, sistemul caracteristic asociat este

1 3 3 T 0 rz+3y+32=0
(A-2Lv=0< [ -1 9 6 y |=(0 ] —2+9%+62=0
2 —-14 -9 z 0 20 — 14y — 92 =0

si are solutiile v = (z,y,2) = (—3t,—3t,4t) = t(—3,-3,4),t € R (0,5 pt.) . Deci Sy, = L(v2), unde
vy = (—3,—3,4) este nenul (deci liniar independent), care formeazi astfel baza in subspatiul propriu Sy,;
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rezultd pg(A2) = dim Sy, = 1. Deoarece avem pg(A2) = 1 # 2 = py(A2), rezultd ca endomorfismul 7' nu este
diagonalizabil (0,5 pt.)

Numarul de vectori principali necesari este piq(A2) — pg(A2) = 2 —1 = 1. Vectorii proprii au forma v =
(—3t,—3t,4t),t € R; vectorii principali p = (a, b, ¢) asociati 1i determinam rezolvand sistemul

1 3 3 a —3t a+3b+3c= -3t
(A-Xl)p=ve | -1 9 6 b | =1 -3t | &< —a+9+6c=-3t
2 -14 -9 c 4t 2a — 14b — 9c¢ = 4t,
1 3 1 3 =3t
cu minorul principal 1 6 ’ #0 (0,5 pt.) . Conditia de compatibilitate Azer =| =1 6 =3t | =0
2 -9 4

este identic satisfacuta, deci sistemul este compatibil nedeterminat. Considerand b necunoscuta secundara,

notam b = s gi obtinem p = (a,b,c) = (s — t, s, —%s — %t) (0,5 pt.) . Obtinem spre exemplu, pentru ¢t = 1

si s = 1, vectorul propriu v = (—3,—3,4)" si vectorul principal p = (0,1,—2)" (1 pt.) . Familiei {vo,p} 1i

corespunde celula Jordan J2(2) = ( (2) ; ) (1 pt.)

¢) Reunind familiile de vectori determinate mai sus, obtinem baza jordanizatoare B’ = {v; = (=2, —1,1);ve =

(—3,-3,4),p = (0,1,-2)} (0,5 pt.) , careia 1i corespunde matricea Jordan J = diag(J1(3),J2(2))
3 0 0

02 1| (0,5 pt)
0 0 2
-2 -3 0
d) Matricea de trecere de la baza canonica la baza jordanizatoare este C' = [B'|g, = [v1;v2,plp, = | —1 -3 1
1 4 =2
(0,5 pt.)

e) v. pct. ¢). f) Matricea Jordan asociatd endomorfismului 7" relativ la baza B’ satisface relatia J = C~1AC.
Verificam aceasta relatie sub forma C'J = AC:

-2 =3 0 3 00 -6 —6 -3
c-J=| -1 -3 1 021 ]=| -3 -6 -1 |;
1 4 =2 0 0 2 3 8 0
3 3 3 -2 -3 0 -6 -6 -3
A-C=| -1 11 6 -1 -3 1 =l -3 -6 -1 |=C-J
2 14 -7 1 4 =2 3 8 0
DeciC-J=A-C (0,5 pt.) Total: 10pt. .
2. a) Rezolvam ecuatia caracteristica
2—-A -1 2
PA\)=0&det(A—\3) =0« 5 —3-=A 3 =0,
-1 0 —2-A

deci ecuatia algebricd —(\ + 1)? = 0. Rad&cinile reale ale acestei ecuatii sunt valorile proprii ale matricei A si
formeazd spectrul transformarii liniare, o(T) = { — 1,—1, —1}.

Deoarece toate radacinile polinomului caracteristic sunt reale, rezulta T' jordanizabila.

Pentru A = A\; = —1, cu ordinul de multiplicitate algebrica p, (A1) = 3, sistemul caracteristic asociat este
un sistem de ecuatii liniare care are drept solutii nebanale vectorii proprii v = (x,y, z) asociati valorii proprii
A = —1. Acest sistem este

3 -1 2 a 0 3a—b+2c=0
A+ Lv=0«& 5 -2 3 b = 0 = 5a —2b+3c=0
-1 0 -1 0 —a—c=0
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si are solutiile v = (a,b,¢) = (—t,—t,t) = t(—1,—1,1),t € R. Deci Sy = L(vy) unde v; = (—1,—1,1) este
nenul (deci liniar independent) si formeaza astfel o baza in subspatiul propriu Sy,, de unde rezulta j4(\;) =
dim Sy, =1 # 3 = pa(A1).

Numarul de vectori principali necesari este 14 (A1) — ptg(A1) = 3—1 = 2, pe care 1i vom determina rezolvand,
pe rand, sistemele (A + I3)p; = v si (A+ I3)p2 = p1.
Rezolvim (A + I3)p1 = v, cu p1 = (a,b,¢), impunind conditiile de compatibilitate, sistemul fiind neomogen.
Avem

3 -1 2 a —t 3a—b+2c=—t
(A+I)pr=v & 5 -2 3 b | =] -t | < da—2b+3c=—t
-1 0 -1 c t —a—c=1t.

Sistemul este compatibil (A.q,- = 0, verificati!) nedeterminat. Considerand ¢ = s drept necunoscuta secundara,
se obtine p; = (a,b,¢) = (—t — s, —2t — s, 5).
Pentru aflarea celui de-al doilea vector principal p; = (a, b, ¢), rezolvam sistemul

3 -1 2 a —t—s 3a—b+2c=—-t—s
(A+L)pr=p1 & 5 -2 3 b | =] -2t—s | & ¢ ba—2b+3c=—-2t—s (10.1)
-1 0 -1 s —a—c=s.

3 -1 —t-s

Pentru a avea sistem compatibil punem conditia A, =| 5 —2 —2t—s | =0, conditie identic satisfacuta.
-1 0 s
3a—b+2c=0
Astfel, pentru s = —t, sistemul (10.1) devine ¢ 5a —2b+ 3¢ = —t , cu solutiile ps = (a,b,¢) = (—a +t,—a +
—a—c=—t
3t,a),« € R. Obtinem, spre exemplu, pentru ¢ = —1 gi @« = 1 vectorul propriu v = (1,1, —1) si vectorii

principali asociati p1 = (0,1,1) si p2 = (—2,—4,1). Reunind familiile de vectori determinate mai sus, obtinem
baza jordanizatoare
B/ = {U = (1’ 1? _1)7p1 = (01 17 1)7172 = (_21 _47 1)}7
-1 1 0
céreia 1i corespunde celula Jordan J5(—1) = 0 -1 1 =J.
0 0 -1
In concluzie, matricea de trecere de la baza canonici la baza jordanizatoare este C' = [B'lg, = [v,p1,02]B, =
1 0 -2
1 1 —4 |, iar matricea Jordan J asociatd endomorfismului T relativ la baza B’ satisface relatia J =
-1 1 1

C~1AC & CJ = AC. Intr-adevir, avem

1 0 -2 -1 1 0 -1 1 2
Cc-J= 1 1 —4 0o -1 1 = -1 0 5
-1 1 1 0 0 -1 1 -2 0
2 -1 2 1 0 -2 -1 1 2

A-C= 5 -3 3 1 1 -4 )= -1 0 5 |=C-J
-1 0 -2 -1 1 1 1 -2 0

—4-X -7 -5
b) Rezolvam ecuatia caracteristicd P(\) =0 < det(A—A3) =0 < 2 3—-Xx 3 = 0, deci ecuatia
1 2 1-A

algebrica —\3 = 0. Radscinile reale ale acestei ecuatii sunt valorile proprii ale matricei A si formeazs spectrul
transformarii liniare, o(T") = {0,0,0}. Deoarece toate ridacinile polinomului caracteristic sunt reale, rezultd T
jordanizabila.

Pentru A = 0, avem p,(\) = 3; determindm vectorii proprii asociati v = (a, b, c) € Sy,, rezolvand sistemul
caracteristic asociat

—4 -7 =5 a 0 —4a—T7b—5¢c=0
Av=0& 2 3 3 b 1=10]|<< 2a+3b+3c=0
1 2 1 c 0 a+2b+c=0,
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care are solutiile v = (a,b,c¢) = (=3t,t,t) = t(-3,1,1),t € R. In concluzie, o bazd in S\ este formatd din
vectorul vy = (=3, 1, 1), de unde rezulta p4(\) = dim Sy = 1.
Numarul de vectori principali necesari este fi,(A) — ptg(A) = 3 —1 = 2 pe care 1i vom determina rezolvand
pe rand, sistemele A -p; = v si A-py = p1.
Rezolvam A-p; = v cu p1 = (a,b, ¢), impunand conditiile de compatibilitate, sistemul fiind neomogen. Avem

-4 -7 -5 a —3t —4a —T7b — 5c = =3t
App=v& 2 3 3 b | = t S 2a+3b+3c=t
1 2 1 c t a+2b+c=t.

Sistemul este compatibil (A, = 0, verificati!) nedeterminat. Considerand ¢ = s drept necunoscuti secundari,
se obtine p; = (a,b,¢) = (=3s —t, s+ t,s).
Pentru aflarea celui de-al doilea vector principal ps = (a, b, ¢), rezolvam

-4 =7 =5 a —3s5—t —4a —Th—5c=—-3s—t
A-pp=p & 2 3 3 b | = s+t ¢ 2a+3b+3c=5+1 (10.2)
1 2 1 c S a+2b+c=s.
—4 -7 —-3s—t
Pentru a avea sistem compatibil punem conditia A, = | 2 3 s+t =0&0-5s+0-t=0; deci
1 2 S

sistemul este compatibil pentru orice s,¢ € R gi are solutiile ps = (a,b,¢) = (=3a — s+ 2t,a+ s —t,a), a € R.
Obtinem, spre exemplu, pentru ¢t = s = a = 1, vectorul propriu v = (—3,1,1) si vectorii principali asociati

p1 = (—4,2,1) si p2 = (2,1, 1).

Familia celor trei vectori formeaza baza jordanizatoare

B/ = {U = (_37 17 1)ap1 = (_4727 1)ap2 = (_27 17 1)}7

0 1 0
céreia 1i corespunde celula Jordan J3(0) = 0 0 1 |. In concluzie, matricea de trecere de la baza canonici
0 0 O
3 4 -2
la baza jordanizatoare este C' = [B'|p, = [v,p1,p2]B, = 2 1 |, iar matricea Jordan J asociati

are loc; intr-adevar, obtinem:

1
1
0 1 0
endomorfismului T relativ la baza B’ este J = diag (J3(0)) = ( 0 0 1 |.RelatiaJ=C"1AC < CJ=AC
0 0 O

-3 -4 =2 01 0 0 -3 —4
Cc-J= 1 2 1 0 0 1 = 0 1 2
1 1 1 0 0 O 0 1 1
-4 -7 =5 -3 —4 =2 0 -3 —4
A-C= 2 3 3 1 2 1 = 0 1 2 =C-J
1 2 1 1 1 1 0 1 1
- 1 0
¢) Rezolvim ecuatia caracteristicdi P(A\) = 0 < det(A — M\3) = 0 & | =4 4— ) 0 |, deci ecuatia

0 0 2—-A
algebricd —(\ — 2)? = 0. Radicinile reale ale acestei ecuatii sunt valorile proprii ale matricei A si formeaza
spectrul transformaérii liniare, o(T) = {2,2,2}. Deoarece toate ridécinile polinomului caracteristic sunt reale,
rezulta T jordanizabila.
Pentru A = 2, cu ordinul de multiplicitate algebrica p,(A) = 3, sistemul caracteristic asociat este un sistem de
ecuatii liniare care are drept solutii nebanale vectorii proprii v = (a, b, ¢) asociati valorii proprii A = 2. Acest
sistem este

-2 1 0 a 0 —2a+b=0
(A-2I3)v =0« —4 2 0 b = 0 | & —4a+2b=0
0 0 O c 0 0=0
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si are solutiile v = (a,b,c) = (¢,2t,s) = t(1,2,0) + s(0,0,1),s,t € R. In concluzie, o bazi in Sy, este formata
din vectorii v; = (1,2,0) si vo = (0,0,1), de unde rezulta 114(\1) = dim Sy, = 2.

Numarul de vectori principali necesari este 1, (A1) — pg(A1) = 3—2 = 1, pe care 1i vom determina rezolvand,
sistemul (A—213)p = v. Rezolvam acest sistem, impunand conditiile de compatibilitate, sistemul fiind neomogen.
Notand p = (a, b, ¢), sistemul se rescrie

-2 1 0 a t —2a+b=t
(A-2D)p=v & -4 2 0 b = 2t | & —4a + 2b =2t
0 0 O c s 0=s.
. . . 1 t . 1 ¢
Pentru a avea sistem compatibil punem conditiile A.qr, = 9 o | = 0si Acar, = 0 0s | = 0, de unde

rezulta ca trebuie sa avem s = 0.
Considerand a si ¢ necunoscute secundare i notand a = « si ¢ = 3, se obtine p = (a,b,c) = (a, t + 2c, §).
Obtinem, spre exemplu pentrut = 1,5 = 0, « = 1 g1 8 = 2, vectorul propriu v; = (1,2, 0) si vectorul principal
asociat p; = (1,3,2). Al doilea vector propriu va fi ales astfel incat s # 0; spre exemplu pentru ¢t = 1,5 = —1
obtinem ve = (1,2, —1). Reunind familiile de vectori determinate mai sus, obtinem baza jordanizatoare

B' = {v; = (1,2,0),p1 = (1,3,2);v2 = (1,2,-1)},

deci matricea de trecere de la baza canonicd la baza jordanizatoare este C = [B'|g, = [v1,p1;v2]B, =
1 1 1
2 3 2 |.Matricea Jordan J asociatd endomorfismului T relativ la baza B’ este J = diag (J2(2), J1(2)) =
0 2 -1
2 1 0
0 2 0 |.Relatia J =C'AC < CJ = AC are loc; intr-adevar, obtinem
0 0 2
1 1 1 2 1 0 2 3 2
c-J=|2 3 2 0 2 0 |=[4 8 4
0 2 -1 0 0 2 0 4 -2
0 1 0 1 1 2 3
A-C=| -4 4 0 2 3 4 8 4 =C-J
0 0 2 0 2 0 4 -2

d) Subspatiul propriu asociat unicei valori proprii distincte A = 0 (. = 4) este Sx—g = L({f1 = (1, -2,1,—6)%, fo =
(0,0,1,—1)%}). Deci multiplicitatea geometrica este 2 < 4. Determmam cei 4—2 = 2 vectori principali rezolvand
sistemul (A — 014)p = v, unde v = afi + bfs. Alegdnd minorul principal la intersectia liniilor 1 §i 3 cu primele
doua coloane, compatibilitatea ecuatiilor secundare 2 gi 4 este identic satisficuta, iar solutiile sunt de forma
p=(s,a—2s,b—t—>5s,t)!. Pentrus =t =0b=0,a=1rezulti v; = (1,-2,1,—6)%, p; = (0,1,0,0)*, iar pentru
s=t=ua=0,b=1rezultd vy = (0,0,1, 1), ps = (0,0,1,0)!. Celor doui familii de vectori le corespunde
in matricea Jordan J cite o celuld Jordan J5(0). Baza jordanizatoare este deci B’ = {v1,p1; v, p2}, matricea

1 0 0 0
o , 21 0 0|, . . .
jordanizatoare este C' = [B']p = L o0 1 1 |[1armatricea Jordan asociata este J = diag (J2(0), J2(0)).
-6 0 -1 0
e) Cele doua valori proprii distincte sunt o(A) = {A\; = —1, Ay = 2} cu multiplicitatile algebrice u1 = 1, uy = 2
respectiv. Pentru Ay = —1 avem S\, = L(v; = (1,1,1)), deci multiplicititile algebrici si geometricd sunt

egale si avem B; = {v;} bazd in subspatiul propriu Sy,. Pentru Ay = 2, avem S,, = L(vg = (0,1,1)"),
deci multiplicitatea geometrica este 1 < pus = 2. Determinam un vector principal p rezolvand sistemul liniar
(A —2I3)p = v, unde v = (0,¢,1)*. Conditia de compatibilitate a sistemului neomogen este identic satisficuta
si obtinem solutia p = (0,s,s + t)!; alegand ¢t = 1,5 = 0 rezultd familia de vectori By = {vy = (0,1,1)%, py =
(0,0,1)"}, baza in subspatiul invariant asociat valorii proprii Ao = 2. Atunci baza jordanizatoare este B’ =

1 0 0
B; U By = {v31;v9,p2}, matricea jordanizatoare este C = [B'lp = 1 1 0 iar matricea Jordan J =
1 1 1

diag (J1(—1), J2(2)).
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3. Prezentam intai pe scurt algoritmul de jordanizare folosind metoda sirului de nuclee.

e Sc determind radécinile complexe distincte p(A) = {A1,...,\,} ale polinomului caracteristic P(\) =
det(A — AI,,) matricii A a endomorfismului 7' € End(V) (dimg V = n).

Daca p(A) ¢ K, atunci T nu este jordanizabil, stop algoritm. In caz contrar, T' admite form& canonic
Jordan si algoritmul continua.

Pentru fiecare valoare proprie distincta A = \; (¢ = 1,p) avand multiplicitatea algebricd p;, se parcurg
urmatorii pasi:

i) se determind o bazi in subspatiul propriu S; = Ker (T — AId). Dacd dim S; = pu;, atunci se noteaza
aceastd bazd cu B; (careia in matricea Jordan ii corespunde blocul diag (), ..., \;) de dimensiune ;) si
se trece la urmatoarea valoare proprie distincta . In caz contrar, se trece la subpunctul urmator.

ii) notdm 7 = T — A\[d, M = [7] = A— X, si K; = Ker(77). Se determind ordinul maxim al unei
celule Jordan asociatd valorii proprii A (ordinul de nilpotentd) ca fiind num&rul natural s > 2 pentru care
KiCKyC-- CKsy=Kgp1=Kgio=1....

iii) se descompun succesiv bazele 3; ale subspatiilor K; (j = 1, s), dupa cum urmeaza:

/BS == /83—1 U CS
/6571 = ﬁ572 U T(Cs) U Csfl
6372 = 6373 U TQ(CS) U T(CS,1> U Cy_s

Ba = [ UTSjQ(CS) U’TS*S(CS_l) U ... UT(Cg) U Oy
1 :@/ UTS_l(CS) UT‘S_Q(CS_l) U ... UTQ(C3) UT(CQ) Uy
unde C, Cs_1,...C1 sunt multimi de vectori (nu toate vide) construite pentru a completa reuniunile ce

le preced, la bazele [, ... 31 respectiv. Pentru fiecare k € 1, s si fiecare vector pi € Cy, se construieste
familia

k—l( k—2(

{v="1"(p), 7" *(p),...,7(),p},

formata din k vectori (v = vector propriu si k — 1 vectori principali pentru & > 2 gi vectorul propriu
v = p pentru k = 1), creia In matricea Jordan J ii corespunde celula Ji (). Se noteaza cu B; reuniunea
acestor familii. Aceasta este o baza in subspatiul invariant K, (Ks D K; = S1) asociat valorii proprii A;.

Se construieste baza jordanizatoare B’ = B; U --- U B, si matricea de trecere la aceastd bazd, C =
[B']p. Se construieste matricea Jordan J = [T]p asociatd endomorfismului T' asezdnd pe diagonald
blocurile/celulele asociate familiilor care compun B’, in ordinea aparitiei acestor familii in noua bazi B’.

e Se verifica relatia J = C~'AC sub forma echivalents a acesteia, C.J = AC.

a) Pentru unica valoare proprie distinctd A = —1 (u = 3), obtinem M? # 03, M® = 0, deci s = 3 si K3 = R3.

Deoarece Ko = L({(1,0,-2),(0,1,1)} # e3 = (0,0, 1), alegem C5 = {p = e3}. Atunci avem

Bz =P U {p=es}
B2 =P U 7(es) u g
B = U 7%(e3) u .
Familia de vectori
B' =B ={v=M?%;3=(1,1,-1)",p; = Mez = (2,3,—1)",ps = e3 = (0,0,1)}
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este baza a subspatiului invariant K3 = R? si reprezinti o baza jordanizatoare a endomorfismului 7. Ei ii

1 2 0
corespunde matricea de schimbare de baza C = [v,p1, p2]|p = ( 1 3 0 ) si matricea Jordan J = J3(—1).
-1 -1 1

Se observa ci alegand p = (—2,—4,1)" ¢ K>, se obtine baza jordanizatoare

B/ = {U = sz = (la 1771)157]\/11) = (Oa 171)tap = (727 747 l)t}

b) Pentru unica valoare proprie distinctd A\ = 0 obtinem M? # 03, M? = 03, deci s = 3 si K3 = R3. Deoarece
Ky =L({(1,-1,0)*(0,—2,1)"} # e3 = (0,0,1)*, alegem C3 = {p = e3}. Atunci avem

B3 =p2 U {p=es}
Bo =P U 7(e3) u o
51 = @/ U 7'2(63) U @/ .

Familia de vectori B’ = By = {v = M?e3 = (—6,2,2)!, p; = Meg = (—5,3,1)!,pa = e3 = (0,0, 1)} este o baza
a subspatiului invariant K3 = R3, bazi jordanizatoare B’ . Ei ii corespunde matricea de schimbare de baza

-6 -5 0
C = v,p1,p2|p = ( 2 3 0 ) si matricea Jordan J = J3(0). Se observa ca alegand p = (—2,1,1)" ¢ Ko,
2 1 1

se obtine baza jordanizatoare, B’ = {v = M?p = (=3,1,1)!, Mp = (—4,2,1) ., p = (-2,1,1)
c¢) Pentru unica valoare proprie distinctd A = 2 obtinem M? = 0, deci s = 2 5i Ky = R
L({(1,2,0)",e3 = (0,0,1)"} Z ea = (0,1,0), alegem Cy = {p = e2}. Atunci avem

B =P U {e2}
61 :@/ @] T(eg) U {63}.

Familiei de vectori {v; = Mp; = (1,3,2)%,p; = (0,1,0)"} ii va corespunde celula Jordan J5(2), iar vectorului
Ci1 = {vy = ez}, celula Jordan J;(2). O bazd a subspatiului invariant Ky = R? este B’ = {vy,p1;va},

}.

. Deoarece K1 =

1 0 0
baza jordanizatoare. Ei 1i corespunde matricea de schimbare de bazi C' = [vi,p1,v2]p = 2 1 0 si
0 0 1

matricea Jordan J = [T]p = diag(J2(2),J1(2)). Se observa ci alegand p = (1,3,2)" € K; si selectand
C1 = {vy = (1,2,—1)"}, se obtine baza jordanizatoare B’ = {v = Mp = (1,2,0)",p = (1,3,2)"; v = (1,2, —1)*}.
d) Avem o(A) = {\; = 0}, 1 = 4 si pentru unica valoare proprie distincta A = 0 obtinem M = A, M? = 0,
deci s = 2 5i Ky = R* Deoarece K; = L({(0,0,—1,1),(1,-2,1,—6)'} Z p1 = ex = (0,1,0,0)},p2 = e3 =
(0,0,1,0)t, alegem C3 = {e2,e3}. Atunci avem

B2 =P U {ez,e3}
6 = U {7(e2),7(e3)} U .

Familia de vectori B’ = By = {v; = Mey = (1,-2,1,—6)! p; = e2 = (0,1,0,0)%;05 = Meg = (0,0,1,—1)% py =
e3 = (0,0,1,0)!} bazd a subspatiului invariant K, = R*, o bazi jordanizatoare pentru 7. Matricea jordaniza-

1 0 0 O

toare este matricea de schimbare de bazd C = [vy1, p1;va, p2]B = _12 (1) (1) (1) iar matricea Jordan este
-6 0 -1 0

J = diag (J2(0), J2(0)).

e) Pentru \y = —1 avem S; = K; = Ky = ..., deci s = 1 gi rezolvand sistemul (A + I3)v = 03 rezulta

By = U{v; = (1,1,1)'} = {v1 }, bazi a subspatiului propriu, ciruia in matricea Jordan ii corespunde blocul
(celula Jordan) J;(—1). Pentru A = 2 obtinem K; C Ky = K3 = ..., deci s = 2 gl avem Ky = L(ey,ea).
Alegem ps = e3 € K> i obtinem

B =0 U {es}

B = U {r(es)} U .
Familia de vectori By = {vy = Mez = (1,1,1)%,p2 = e3 = (0,0, 1)*} este o bazd a subspatiului invariant Ks. Ei
ii corespunde in matricea J celula Jordan J5(2). Atunci baza jordanizatoare este B’ = B; U By = {v1;v2,p2}.
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10.3 Exercitii/probleme propuse spre rezolvare

1. Sa se determine baza fata de care matricea

0 -1 0
A= 0 0 1
-2 -5 4

are forma canonica Jordan.

2. Fie A: R* — R* endomorfismul definit prin matricea

1 -1 0 0

2 3 -1 0
A= 0 0 1 -1 1’

0 0 2

in raport cu baza canonici a lui R*. Si se determine matricea Jordan pentru © A: “R* — “R* gi si se scrie
matricea corespondents pentru A: R* — R*.

3. Fie matricea
5+5 —14+7 —6—4i
A= —4—-6i 2—2 6+ 47
243 —1+i —3—2

cu elemente din C. Si se determine o matrice unitara 7' astfel incat matricea T~1 AT si fie triunghiulari.
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MA.11.Endomorfisme pe spatii euclidiene

Cuvinte cheie: endomorfisme simetrice, endomorfisme ortogonale, endo-
morfisme hermitice, endomorfisme unitare, endomorfisme antisimetrice,
endomorfisme antihermitice.

11.1 Endomorfisme hermitice. Endomorfisme antihermitice

Fie V' un spatiu euclidian peste cdmpul R sau C, fie A: V — V un endomorfism, A o valoare proprie a lui A si

(Az, x) (Az,y)

) sau mai general, A = ———= pentru orice
x, T

(z,y)
vector y neortogonal cu x. Aceste formule stau la baza demonstratiei pentru

2 un vector atagat lui X\. Aceste date produc formula A =

Teorema 92. Fie V un spativ euclidian complex si fie A: V. — V un endomorfism hermitic.

1) Valorile proprii ale lui A sunt reale.

2) La wvalori proprii distincte ale lui A corespund vectori proprii ortogonali.

3) Daca dim V' = n, atunci endomorfismul hermitic A: V,, — V,, admite exact n vectori proprii ortogonali
doi cate doi (deci este diagonalizabil).

Demonstratie. Prin ipotezd (z, Ay) = (Az,y), Yo,y € V.
= Az, VA Az, ) .
1) Se observa ca A = (ﬂ) = (z, Az) = (Az, ) = ), deci A este un numar real.
(z,2) (z,) (7, )
2) Fie A\y # X valori proprii ale lui A si v1,v5 € V vectori proprii liniar independenti asociati. Daca
(Avl,’l)g) o (’Ul,AUQ) —
= = \o.
(v1,v2) (v1,v2)
3) Fie x un vector propriu al lui A, corespunzitor la valoarea proprie a lui A. Atunci multimea W =
{y e V| (z,y) = 0} este un subspatiu vectorial n — 1 dimensional, cu proprietatea A(W) = W. Intr-adevar,
(x, Ay) = (Az,y) = M=, y) = 0. Deoarece endomorfismul A/y este hermitic, putem aplica inductia asupra lui
n. O

(v1,v2) # 0, atunci Ay =

Observatii:
1) Pentru un endomorfism antihermitic, valorile proprii sunt pur imaginare sau nule. Vectorii proprii
corespunzatori au aceleasi proprietati ca si in cazul hermitic.

2) Pe spatiile euclidiene reale, valorile proprii ale unui endomorfism simetric sunt reale, iar valorile
proprii ale unui endomorfism antisimetric sunt nule. Daca V,, este un spatiu euclidian real n-dimensional,
iar A:V,, — V,, este simetric, atunci A poseda n vectori proprii care constituie o baza ortogonala a lui V,.
Aceasta proprietate nu este adevarata pentru un endomorfism antisimetric.

Exemplu. Fie spatiul euclidian complex C? si A: C* — C? endomorfismul dat prin matricea

3 —1 0
A= ¢ 3 0
0 0 4
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S& aratdm ci A este hermitic si sa determindm o baza in C? fatd de care matricea endomorfismului s& aiba
forma diagonala. Valorile proprii sunt reale, adici \; = 2, Aoy = A3 = 4, iar vectorii proprii e; = (1,4,0),
es = (0,0, 1) corespunzatori valorii A = 4 gi es = (4, 1,0), pentru A = 2, sunt ortogonali doi cate doi, deci A este
hermitic. Normand vectorii proprii, obtinem baza ortonormata:

el < 1 4 0> ( i 1 0)
U = — = —, =, ; Uo = —, =, 3 Uz = €9.
el - \V2 Ve 2= \\V2' V2 BT

Matricea de trecere de la baza canonica la baza {u1,us, us} este

1 )
— — 0
V2 V2
C= L i 0
V2 V2
0 0 1
astfel incat
4 0 0
D=c1tAac=(0 2 0
0 0 4

11.2 Endomorfisme ortogonale. Endomorfisme unitare

Teorema 93. Fie V un spatiu euclidian complex (real) si A:' V. — V un endomorfism unitar (respectiv
ortogonal).

1) Daca existd, valorile proprii ale lui A au modulul egal cu 1.

2) La wvalori proprii distincte ale lui A corespund vectori proprii ortogonali.

3) Daca V' este complex si n-dimensional, atunci A posedd n vectori proprii ortogonali doi cate doi.

Demonstratie. 1) Fie A\ € C valoare proprie pentru endomorfismul unitar A: V — V gi « € V' \ {0} un vector
propriu corespunzator lui A\. Avem

(Az, Az) = Az, Ax) = AM\(z,7) si (Azx, Az) = (z,2),
unde A este conjugatul complex al lui A. Prin scidere, rezultd (AX — 1)(z, z) = 0. Deoarece (z,z) # 0, gisim
A\ —1=0sau |\? =1, adica |\| = 1.
2) Fie valorile proprii A\ # Ao si 21, X2 vectorii proprii corespunzatori. Atunci
(Az1, Azg) = (z1,22) §i (Azy, Azg) = (A1z1, Aom2) = M Aa(z1, 22).
Prin scadere rezulta (A Ay — 1)(z1,22) = 0. Deoarece A\j Ay — 1 # 0, deducem c& (x1,22) = 0, adica z1 si a9
sunt ortogonali.

3) Endomorfismul A: V,, — V,, este injectiv (fiilnd unitar) si surjectiv (deoarece dimensiunea nucleului este
0). Pe de alta parte, dacd in (Az, Ay) = (x,y) inlocuim x cu A~'z, obtinem (z, Ay) = (A~ z,y).
Fie x un vector propriu al lui A corespunzator la valoarea proprie a lui A. Atunci multimea W = {y €

Vo | (z,y) = 0} este un subspatiu vectorial n — 1 dimensional, cu proprietatea A(W) = W. Intr-adevir,
1
(z, Ay) = (A2, y) = X(az, y) = 0. Acum putem aplica inductia asupra lui n. O
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Exemplu. Pe spatiul euclidian canonic R* fie endomorfismul A: R* — R*, dat prin matricea

0 0 -1 0

1 3

3 00 3
A:

0 1 0 0

3 1

2 005

Matricea A este ortogonala, adica A ‘A = I, deci si endomorfismul A este ortogonal. Si verificim daca
valorile proprii ale lui “ A: “R™ — “R™ au modulul egal cu unitatea si daci vectorii proprii corespunzitori sunt

ortogonali.
. .. . C .. - . 1 V15
Valorile proprii ale lui “.A sunt solutiile ecuatiei det(A —AI) =0, adicA \; = —1, Ao =1, A3 = — +1

4 4
1 V15
4

1 15
Ay = Yo . Evident, [A]| = 2] =151 [A3] = [\4] = ”176 + 6= 1. Vectorii proprii, liniari independentj,

11 3 15 15
sunt e; = (_\/§> \/ga_\/§71)7 €2 = (_171717_\/§)7 €3 = ( 17\/;> +Z< e 7070> §1 €4 = €3.

i

4y 47\ 4

11 3), _<x/ﬁ\/ﬁ
siv =

_171’1’5 7,0,O> astfel Incat es = u+iv

si e4 = u — iv. Se verificd imediat relatiile de ortogonalitate: (e1,es) =
(e2,v) =0 si (u,v) = 0.

Vectorilor e3 si e4 1i se atageaza vectorii reali u = (

s (elvu) =0, (61,’[}) =0, <€2’u) =0,

11.3 Problema rezolvata

Aflati o baza diagonalizatoare ortonormata pentru transformarea simetrica de matrice:

3 2 0 -2 1 1
aya=(20 o | a={ 1 -2 1
0 0 -1 1 1 =2
Solutie. a) Rezolvam ecuatia caracteristica:
3—A 2 0
PA)=0&det(A—)N15)=0< 2 0—A 0 =0 —-(A+1)2(\—4)=0.
0 0 —1-A

Radacinile acestei ecuatii fiind reale, sunt valorile proprii ale matricei A si formeaza spectrul transformarii
o (T)={-1,-1,4}.

Deoarece matricea A este simetricd (A = A?), rezulta ca endomorfismul 7" este diagonalizabil si vectorii s&i
proprii din susbpatii proprii distincte sunt ortogonali.

Pentru A = A\ = —1, sistemul caracteristic asociat este
4 2 0 a 0
A+ Lw=0&( 2 1 0 b |=10|<2a+b=0
0 0 0 0

si are solutiile (a, b, ¢) = s(1,—2,0)+t(0,0,1), s,t € R. Deci am obtinut vectorii proprii generatori v; = (1, —2,0)
si va = (0,0, 1). Se observa ca (vq,v2) = 0, deci vy L vs.

Pentru A = A5 = 4, sistemul caracteristic asociat este

-1 2 0 a 0
(A—4w=0s| 2 -4 0 » | = [ o { :g+_23_0
0 0 -5 c 0 c=

si are solutiile (a,b,c¢) =¢(2,1,0),t € R.

Notam vs = (2,1, 0) vectorul propriu generator al subspatiului propriu Sy,. Deoarece vy, va, v3 formeaza o baza
diagonalizatoare ortogonala, baza diagonalizatoare ortonormata este
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_ v v v _ 1 2 1
B={pmp mp v f={(%-%0) 000 (% 50}
. Din oficiu: 1pt. Rezolvam ecuatia caracteristica
—2-A 1 1
PA)=0&det(A-\13) =0« 1 —2—A 1 =0 -A(A+3)2=0, (1pt.)
1 1 —2-A
Réadacinile acestei ecuatii sunt reale, deci formeaza spectrul transformaérii o(7T") = {0, —3, -3} (0,5 pt.)

Deoarece matricea A este simetrici (A = A?), rezultd ca endomorfismul T este diagonalizabil si ci vectorii sii
proprii din susbpatii proprii distincte sunt ortogonali (0,5 pt.)

Pentru A = A1 = 0, sistemul caracteristic asociat este

-2 1 1 a 0 —2a+b+c=0
Av=0& 1 -2 1 b = 0 & a—2b+c¢c=0
1 1 -2 c 0 a+b—2c=0

si are solutiile
v=(a,b,c)=(t,t,t) =1t(1,1,1),t e R (1 pt.)

Deci am obtinut vectorul propriu generator v; = (1,1,1) (0,5 pt.)

Pentru A = Ay = —3, sistemul caractenstlc asociat este
1 1 a 0
(A+3L)v=0% 1 b |=(0|<a+b+c=0 (0,5 pt.)
1 c 0
gi are solutiile v = (a,b,c) = (— t, s,t) =s(-1,1,0) + t(-1,0,1), s,t € R (1 pt.)
Se observa cd vectorii vy = (—1,1,0) si vy = (—1,0, 1) nu sunt ortogonali (0.5 pt.) . Folosind procedeul
Gram-Schmidt obtinem vectorii ortogonali us = (—1,1,0)si ug = ( 5,73 1 1) (1 pt.) . In concluzie, vectorii

vy = (1, 1,1), ug = (—1,1,0) si ug = (f%, f%, 1) formeaza o baza diagonalizatoare ortogonald (0,5 pt.)
deci prin normare obtinem baza diagonalizatoare ortonormata

_ v U U _ 1 1 1 1 1 1 1 2 .
b= {nviuv TusT* Tusl } = {(%%ﬁ) 7(—@@0) v(—%v‘%»%) } Gl ERCIRiNG

)

11.4 Exercitii/probleme propuse spre rezolvare

1. Sa se determine valorile proprii i vectorii proprii gi apoi sa se diagonalizeze (in cazurile in care acest lucru
este posibil) matricea ortogonala
cosf 0 siné
A= 0 1 0
—sinf 0 cosf

2. Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii si apoi sa se diagonalizeze matricea hermitica

1 4+ 0
A= — 1 0
0 0 -2

- 116-



MA.12.Polinoame si functii de matrice

Cuvinte cheie: polinom de matrice, functie de endomorfism, serie de ma-
trice, serie de endomorfism, functie de matrice, functie de endomorfism,
teorema Cayley-Hamilton, exponentiala unei matrice.

12.1 Polinoame de matrice
Fie V,, un spatiu vectorial n-dimensional peste campul K si A: V,, — V,, un endomorfism céruia, in raport cu
o bazd a lui V,,, i se atageaza matricea A = [a;;] € My xn(K).

Oricérui polinom
Q(t) = amtm + af’m—ltmi1 + -+ Cllt + aop,

cu coeficienti din campul K, i se poate ataga polinomul
Q(A) = amA™ + a1 A"+ b ay At ag - 1d,
unde Id : v — V este aplicatia identitate a spatiului vectorial V', sau polinomul
Q(A) = a4 A™ + apy 1 A"+ by At ag - I,
unde I,, este matricea unitate de ordinul n.

Definitia 94. Polinoamele Q(.A) se numesc polinoame de endomorfisme, iar polinoamele Q(A) se numesc
polinoame de matrice.

Evident, pe spatii finit dimensionale, cercetarea polinoamelor de endomorfisme se reduce la cercetarea poli-
noamelor de matrice. In ceea ce priveste calculul matricei Q(A) cand se da matricea A, este recomandabil sa
se foloseasca observatiile urméatoare:

1) dacd A se reduce la o matrice diagonald D, atunci

A=CDC™', A*=cCD*C™!,...,A"=CD™C™Y

2) daca A se reduce la o matrice Jordan J, atunci
A=CcJCc™t, A2=cJC7t,.. .., A" =CcJmCt

Teorema 95 (Cayley-Hamilton). Daca P(\) este polinomul caracteristic al matricei A, atunci P(A) = 0.
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Demonstratie. Dacd C € M, x,(K), atunci (x) C' - CT = (det C)I, unde C* este reciproca lui C. Fie A €
M xn(K) si P(\) = det(A—A\I) polinomul siu caracteristic. Avand in vedere (*), avem (*x) (A—XI)(A—\I)T =
P(NI.

Prin constructie, (A — AI)™ este o matrice de polinoame de grad n — 1, adica

(A= XD)T =B, \" 1+ B, A" 2+... + By,
unde B; € My xn(K), i =0,n—1. Fie P(\) = Zak)\k, cu ag, A € K. Egalitatea (xx) devine
k=0
(A=A (B i A" '+ B oA" 2 4. 4+ BiA+ By) = (@ A" + a1 X" 4 Fag)]
sau
(7Bn_1)>\n + (ABn_l — BH_Q)Anil + .. 4 (ABl — Bo))\ + ABO = (anI))\" + .. 4 (all))\ + aol.
AmplificAnd la stanga cu A", A"~1, ..., A, respectiv I si adunand parte cu parte, obtinem

P(A) = agA" + a1 A" L+ ta, 1A+ and =
—A"B,,_1+ A"B,,_1 — Anian,Q + Anian,Q — -+ ABO + ABO =0.

Corolarul 96. Daca A:V,, — V,, este un endomorfism, iar P(\) este polinomul sdu caracteristic, atunci

P(A) =0.

Exemple:
1) Daca
0 2 0 -1
10 0 O
A= 010 0|’
001 O

sd calculaim matricea P(A) = A* — 242 + I. Polinomul caracteristic al matricei A este
P\ =det(A— M) =\ —1)2 =" —2)\2 +1,
deci in baza teoremei Cayley-Hamilton, avem P(A) = 0.

2) S& calculam A~! pentru matricea nesingulara

A:

N B
N = O
= o O

folosind teorema Cayley-Hamilton. Gasim P(\) = (1 —\)3, deci P(A) = 0, adica (A — I)? = 0 sau A® — 342 +
3A — I = 0. De aici rezulta
A(A? —3A+31) = (A2 —3A+31A =1,

astfel Incat

N = O

1 0
ATl =A*-3A4+43I= -7 0
-10 1

Sa aratam acum ca gradul unui polinom de matrice este cel mult n — 1, unde n este ordinul matricei.
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Teorema 97. Fie n ordinul matricei A. Orice polinom in A, de grad cel putin n, poate fi exprimat printr-un
polinom de gradul n — 1.

Demonstratie. Fie
P = (=1)"(A\" =& A"+ ... £6,)

polinomul caracteristic atagat matricei A. Teorema Cayley-Hamilton implica

A" =5 A" — . x4, 1

Prin recurents rezulta ci puterile AP, p € N, se exprima cu ajutorul puterilor A»~1,... A, I. O

12.2 Functii de matrice

Fie acum o serie de puteri f(¢) E ant™, cu coeficienti din K. Se stie ca aceste serii au sens pe acele spatii

vectoriale pe care putem defini puterea t™ (numere reale, numere complexe, matrice patratice, endomorfisme
etc). Teoria convergentei seriilor de puteri o presupunem cunoscuta de la cursul de Analizd Matematica.

Definitia 98. Fie A: V,, — V,, un endomorfism arbitrar gi A matricea patratica de ordinul n atasata lui A
in raport cu o baza din V,,. Seria ZamAm se numeste serie de endomorfism, iar suma sa se numeste

functie de endomorfism. Seria E am A™ se numeste serie de matrice, iar suma sa se numeste functie

m
de matrice.

Evident, pe spatiile finit dimensionale, studiul seriilor de endomorfisme se reduce la Studiul seriilor de matrice.
Pe de altd parte, teorema 97 (consecinta a teoremei Cayley-Hamilton) asigurd ca f(A Z an, A™ se reduce

la un polinom Q(A) de gradul n — 1 in A, unde n este ordinul matricei A. Daca Zam A™ este convergenta,
m
atunci coeficientii polinomului Q(A) sunt serii convergente.

In cazul cand A admite valori proprii distincte A1, ..., A,, polinomul de gradul n — 1 atasat seriei E amA™
m
se poate scrie In forma Lagrange

(A= XD (A= N D(A = Ny D) - (A= N T)
=2 A =A) - (A = A1) (N — /\;1) (A= An)

fA)

j=1

sau 1n forma

unde matricele Z; € M,,«,,(K) nu depind de functia f, deci pot fi determinate prin particularizarea functiei f.
In cazul valorilor proprii multiple se arata ca

my

) (Ag),

W-53 2

J;M

unde f)(-) sunt valorile derivatei de ordinul j a lui f, iar Zj € Mpxn(K) sunt matrice independente de f.
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In particular se admit umatoarele definitii:

N S A™ ) o0 A2m+1 S A2m
e = Z;)W’ SlnA = Z:O(—l) m, COSA = Z_:O(—l) (Qm)',

aceste serii avand raza de convergenti oo. Dintre acestea, un rol deosebit il joacd matricea exponentiald e,
Deseori, in loc de e se utilizeaza e?, t € R (vezi teoria sistemelor diferentiale liniare cu coeficienti constanti).

Exemplu. Si calculim e”* pentru matricea
1 2 3
A= 0 2 -1
00 3

Deoarece A\; = 1, Ao = 2 si A3 = 3 sunt valori proprii distincte ale lui A, rezulta
f(A) = Z1f(1) + Z2f(2) + Z5f(3). (%)

Matricele Z;, j = 1,2, 3, nu depind de f si de aceea, pentru a le determina, particularizam pe f, succesiv, prin
f(z)=2—1, f(z2) =2+ 14 f(2) = 22, Atunci

FA)y=A-1,  fA)=A+I  f(4)=4°
si din relatia (x) rezulta
fA) =125 4275, f(A) =27, + 372, + 473, flA) =21 +4Z5 + 975,
astfel Incat obtinem sistemul matriceal

To+ 273 =A—1
271 + 37y + 475 = A+ 1
714+ 475+ 975 = A2,

1 1
cu solutia Z; = 5(’42 +5A+61), Zo=—A%+4A 31, Z3 = §(A2 —3A+2I). Pentru f(A) = et gisim

Al = ~[(A%? + 5A+61)e" +2(—A% + 44 — 3T)e* + (A% — 3A + 21)e*).

€

N | =

12.3 Exercitii/probleme rezolvate

12.3.1 Enunturi

1. Se dau matricele
1 2 0 1 2 0
. A= 0o 2 o |iipa=[ o 2 o
-2 -2 -1 -2 -2 1
In fiecare din cele doui cazuri, aflati:

a) inversa A1, folosind teorema Cayley-Hamilton;
b) polinomul Q(A), folosind teorema Cayley-Hamilton, unde Q(t) = t° + 2t* — 2 + 5.

c) matricea .

2. Aflati functia de matrice ctg(A) pentru matricele din problema anterioara.

3. Aplicand teorema Cayley-Hamilton pentru matricea A = < % ? >;

a) aflati A~ 1,
b) calculati Q(A), unde Q(t) = t* — 2t3 + 3t — 4.

4. Calculati e si sin A, pentru A = ( g (2) )
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12.3.2 Solutii

1 2 0
1. . Din oficiu: 1pt. a) Polinomul caracteristic al matricei A = ( 0o 2 0 ) este
-2 =2 1
Pa(\) =det(A—=X) = (=1 =XM1 =XN)(2=X) =-X+2X24+ )1 -2 (0,5 pt.)
Termenul liber al polinomului caracteristic este —2 = det A, nenul, deci matricea A este inversabild (0,5 pt.)
. Folosind teorema Cayley-Hamilton, are loc egalitatea P(A) = 0, adica

P(A) =A% 424 + A2 =0. (12.1)

Relatia se rescrie —A3 4+ 24% + A = 2] < A(—A?+2A+ 1) = 21, de unde, inmultind la stanga cu £ A~}
obtinem 1 (—A? +24+1)=A"" (1 pt.) sideci
1 1 -1 0
Al =——(A2-24-T)=| 0 1/2 0 (0,5 pt.)
2 2 1 -1
b) Aplicand teorema impértirii cu rest in R[¢], obtinem
Q) =t>+2t* — 2+ 5= (12 -4t —9)- P(t) + 19t + ¢t — 13 (0,5 pt.)
Dar P(A) =0, deci

1 6 0 1 2 0
Q(A) =19A2+A-1313=19[ 0 4 o |+| 0 2 o0 |+
0 —6 1 -2 -2 -1
(1 pt.)
—13 0 0 7 116 0
0 0 —13 -2 —116 5
¢) Valorile proprii ale matricei A sunt distincte: \y = —1, 2 = 1,A\3 =2 (1 pt.) . Putem scrie:
f(A) = f(=1)Z1 + f(1)Za + f(2)Z3 (12.2)

unde matricele Z;,j = 1,3 nu depind de f; pentru a le afla particularizim functia f succesiv:
ft)=t—-1 = f(A)=A—-1=-2Z,+23
f)=t+1 = f(A)=A+1=2Z,+3Z;
ft) =t = f(A) =A% =2, + Zy +4Z3,

271+ Z3=A—-1
de unde obtinem sistemul liniar care are drept necunoscute matricele 77, Zs, Z3: 275+ 3Z3=A+1

v+ Zy+ 475 = A2
(0,5 pt.) . Acesta admite solutia

A—T 0 1 -2 0 1 00 0

Zy=|A+I 2 31|/ 0 2 3 _é(A23A+2I)_(0 0 0)
A2 1 4 1 1 4 1 0 1
-2 A-T1 1 -2 0 1 1 -2 0

Zy=| 0 A+1I 3 /‘ 0 2 3(}3(3A2+3A+61)( 0 0 0) (1 pt.)
1 A% 4 1 1 4 -1 2 0
-2 0 A—1I -2 0 1 0 2 0

Zy=| 0 2 A+I|/| 0 2 3 —é(2A2—2I)—(0 1 0)
1 1 A2 1 1 0 -2 0

Atunci, pentru f(2) = Q(2) = 2° + 22* — 22 + 5 in relatia (12.2), obtinem:

(05 pt.) . (12.3)
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Pentru f(A) = e, prin inlocuirea functiei f si a solutiei Z;, Zo, Z3 in relatia (12.3) obtinem:

1
et = Z[e7 (A% — 3A +2I) + e(—3A% + 3A +61) + €*(242 — 21)),

6
e 2e? — 2e 0
si deci e = 0 e? 0 (2 pt.) Total: 10pt. .
el—e 2e—2¢% et
Altfel. Pentru cele trei valori proprii Ay = —1,\2 = 1,A3 = 2 se obtin vectorii proprii generatori pentru

subspatiile proprii corespunzatoare
v1 = (0,0,1),v5 = (—1,0,1),v5 = (2,1, —2),

-1 2

0
deci matricea diagonalizatoare este C' = [v1,v2,v3] = ( 0 0 1 ) (1 pt.) . Atunci e? = CePC~!, unde
1 1 —2

-1 0 0
D= ( 0 1 0 ) este matricea diagonald D = C~'AC asociats lui A. Prin calcul direct, rezulti:
0 2

1 0 1 e 2e? — 2e 0
71 2 0 | = 0 e’ 0 |, (X pt.) Total: 10pt. .
1 0 el—e 2e—2¢2 et

1 2 0

ii) a) Polinomul caracteristic al matricei A = ( 0 2 0 ) este
—92 _

= (

P(\) =det(A—=X)=(1-X?(2—=X)= - > +4X2 -5\ +2
si deci, in baza teoremei Cayley-Hamilton, avem

1
—A3+4A2—5A+QI:O<:>§(A3—4A2+5A):I,

2 -1 1
b) Aplicim teorema impartirii cu rest in R[t]; impartim polinomul Q la P = —3 + 4t — 5t + 2
si obtinem Q(t) = t° +2t* — 2 + 5 = (—t? — 6t — 19) - P(t) + 47t> — 83t + 43, deci tinand cont ca P(A) = 0,

rezulta

1 -1 0
deciA_lzé(A2—4A+5I):<0 1/2 o).

7 116 0
Q(A) = A° +2A* — A? 1 5] = 4TA? — 83A + 431 = 0 65 0 |.
—22 =304 7

¢) Valorile proprii ale matricei A sunt A\; = Ao = 1 i A3 = 2. Deoarece \; = Ao, In acest caz scriem:

fA) = M) Z1 + /(M) Z2 + [(A3)Zs (12.4)

sau echivalent

fA) = f()Z1+ f'(1)Z2 + f(2) Zs, (12.5)
unde matricile Z;,j = 1,3 nu depind de f; pentru a le afla, particularizam functia f succesiv:
f)y=t—1 = fA)=A—-1=2,+Z;
fOy=t+1 = f(A)=A+1=2Z1+ Zy+ 3Z;
ft)y=1¢2 = f(A) = A% = Zy + 27, + 4Z3,
de unde obtinem sistemul liniar compatibil determinat in necunoscute matricele Zy, Zs, Z3

o+ Z3=A—-1
221+ Zo+3Z3=A+1
714275 + 4725 = A2
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sistem a carui solutie este Z; = —A? +2A, 7y = —A? +3A — 21,75 = A?> — 2A + I, deci

1 -2 0 0 0 0 0 2 0
Zi=l0 0 0], Zo= 0 00, Zs=0 1 o0 |.
0 6 1 -2 4 0 0 —6 0

Pentru f(A) = e, prin inlocuirea functiei f si a solutiei 21, 22, 23 in relatia (12.5), obtinem:

et = (A% + 2A)e + (—A? + 34 — 2)e + (A% — 24 + I)e* =

= (=242 + 5A —2D)e+ (A2 —2A + 1)e* =

1 -2 0 0 2 0 e 22 -2 0
=el 0o 0o o)+l 0 1 0 |= 0 e? o |.
-2 10 1 0 -6 0 —2¢ 10e —6e? e

Pentru f(z) = Q(2) = 2° + 22* — 22 + 5 in relatia (12.4), rezulta

0 0 2 0
0 |]+65-[ 0 1 0
0 0 —6 0

QA) =Q()Z1 +Q'(1)Zs +Q(2)Z3 =

1 -2 0 0
=7 0 0 0 |+11- 0
0 6 1 —2

7 116 0
= 0 65 0 |.
—22 =304 7

= O O

1 2 0
2. i) Pentru A = ( 0 2 0 ) si f(A) = ctg A, prin inlocuirea functiei f in relatia (12.2), obtinem:
-2 -2 -1
1
ctgA = 6[(A2 —3A+2)ctg(—1) + (=342 + 3A+6I)ctg 1 + (2A% — 2I) ctg2] =
1
= 6[(—4,42 +6A+4I)ctgl + (24% — 2]) ctg2] =
1 6 -12 0 1 0 12 0
= - 0 0 0 ctgl4+—-1 0 6 0 |ctg2.
6\ 12 12 - 6\ o —12 0
1 2 0
ii) Pentru A = 0 2 0 |sif(A)= ctgA, inlocuind in relatia (12.4), avem
-2 =2 1

ctgA = (—A2+2A4)ctgl + (—A2 + 34 —2I)(—=7) + (A2 =24+ I)ctg2 =

sin? 1

)
1 -2 0 0 0 0 L 0 2 0
=0 o o )ectgl+[ 0 00 |—5+[0 1 0 |ctg2
0 6 1 —9 4 ¢ )sin’l 0 —6 0

3. a) Polinomul caracteristic al matricii A = ( ; ? > este

P(\) =det(A—AX)=(A+1)(A—3)=A* -2\ -3.

Termenul liber —3 al acestui polinom este exact determinantul matricii A, deci A este inversabila. Conform
teoremei Cayley-Hamilton avem

P(A)=A?-24-31=0 A?-2A=3] = A(A-2])=(A—-2[)A =3I
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si inmultind la stanga (respectiv la dreapta) cu %A‘H rezulta

11 _( =1/3 2/3
Alfg(AfQI)f( s _1/3).

b) Aplicim teorema impartirii cu rest in R[¢]; impartim polinomul @ la P = ¢ — 2t — 3 si obtinem
Q) =t* -2t +3t —4 = (> + 3)(t* — 2t — 3) + 9t + 5,

si cum P(A) = A% — 2A — 31 = 0, rezulta

Q(A) = A* — 24 1 34 — 4T = 9A + 5] — ( o )

4. Polinomul caracteristic al matricei A = ( (2) g ) este

P(A) =det(A— ) =X —4=(A-2)(A+2),
deci valorile proprii sunt A\ = —2 gi Ay = 2. Putem scrie
f(A) = f(M)Z1 + f(A2) 22,

deci

f(A) = f(=2)Z1 + f(2) 22, (12.6)

unde matricile Z;, j = 1,3 nu depind de f; pentru a le afla particularizam functia f succesiv:

f(t):t—l :f(A):A—I:—3Z1—|—Zg
FO)=t+1 = f(A)=A+T=—7 +3%,

de unde obtinem sistemul liniar care are matrice drept necunoscute

-3Z1+73=A—-1
—Z1+3Z3=A+1,

care admite solutia

) s 1/ 1 1/2 1/2
21:4(—A+2I>:<—1//2 Y ) 22:4(“2[):(1;2 142)'

Pentru f(t) = €!, prin inlocuirea functiei f si a solutiei Z; gi Z5 in relatia (12.6) obtinem

A_l B 9 1 2 (62+672)/2 (627672)/2
A= (A 20 + (A +20)e 7( ) G )

Pentru f(t) = sint, prin inlocuirea functiei f in relatia (12.6) obtinem

. 1 . 1 . 1, . 0 sin2
sin A = i(—A—l—QI)sm(—Q)—i—Z(A+2I)51n2— §Asm2— ( sn?2 0 )

12.4 Exercitii/probleme propuse spre rezolvare
1. Sa se determine valoarea polinomului de matrice
Q(A) = A* —44% + 6A% —4A + 1,
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pentru matricea

-2 3 -1 4
-4 5 =27
A= -3 3 -2 5
-2 2 -2 3

2. Folosind teorema lui Cayley-Hamilton si se calculeze A~! si A™, pentru matricea

A:

[enBN el \V)
—= = O

0
0
1

3. Fie V un spatiu euclidian complex si A: V — V un endomorfism hermitian. Si se arate ci e**, stiind ca

i2 = —1, reprezints un endomorfism unitar.

4. Sa se calculeze matricea e” pentru

1 0 -2
A= 0 0 0
-2 0 4
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MA.13.Forme biliniare si patratice

Cuvinte cheie: forma liniara, forma biliniara; forma biliniara simetrica,
forma biliniara antisimetrica, matricea formei bilinare, forma patratica,
vectori izotropi, forma patratica degenerata, forma patratica nedegen-
erata, forma patratica pozitiv definita, forma patratica negativ definita,
forma patratica nedefinita, forma patratica pozitiv semidefinita, forma
patratica negativ semidefinita, expresia analitica a unei forme biliniare,
metoda Gauss, metoda Jacobi, metoda valorilor proprii, signatura unei
forme patratice

13.1 Forme biliniare

Fie V un spatiu vectorial peste campul K. O transformare liniard w: V' — K se numeste forma liniard. Acest
concept se extinde 1n felul urmator:

Definitia 99. O functie A: V x V — K se numeste forma biliniara sau tensor covariant de ordinul 2 pe V/,

daca:
Ak + by, z) = kA(z, z) + LA(y, 2);

Az, ky + 02) = kA(z,y) + LA(x,z), Vz,y,z €V, Vk,l € K.

Aceasta definitie spune ca o forma biliniara este o functie de doua variabile vectoriale, liniara in raport cu
fiecare variabila.

Exemplu. Produsul scalar definit pe un spatiu vectorial real este o forma biliniara.

Contraexemplu. Produsul scalar definit pe un spatiu vectorial complex nu este o forma biliniara deoarece

(z, ky + £2) = (z,ky) + (v, 02) = k(z,y) + Uz, 2) # k(z,y) + £(z, 2).

Fie B(V, K) multimea tuturor formelor biliniare pe V. Adunarea formelor biliniare si inmultirea cu scalari
se definesc ca la functii. In raport cu aceste operatii, multimea B(V, K) este un spatiu vectorial peste cAmpul
K.

Definitia 100. Forma biliniara A se numeste simetrica daca A(z,y) = A(y,x), Vo,y € V. Forma biliniara
A se numeste antisimetrica daca A(z,y) = —A(y, z), Vx,y € V.

Fie V,, un spatiu vectorial n-dimensional peste cAmpul K si fie {e1,...,e,} o bazd in acest spatiu. Pentru
n n
'T:Zmieiv y:Zyjejv xvyevn
i=1 j=1
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siA:V, xV, — K o forma biliniara pe V,,, avem
n n n n
Az, y) = A Z%’@i,zyjej = sziyjA(eivej)a
i=1 j=1 i=1 j=1

ceea ce aratd cd forma biliniard A pe V,, este unic determinatd dacd se cunosc cele n? valori ale ei A(e;, e;),

i,j = 1,n, pentru vectorii bazei {e,...,e,}. Notand a;; = A(e;, ;) € K, obtinem expresia
n n
./4(.1', y) = Z Z Qi TiYj,
i=1 j=1

care se numesgte expresia analitica a formei biliniare fatd de baza consideratd (polinom in 2n variabile).

Matricea A = [a;;] € My xn(K) de elemente a;; = A(e;, ej) se numeste matricea formei bilinare A in
raport cu baza {e1,...,e,}. Daca introducem matricele coloand X = [z;] € M, x1(K) siY = [y;] € M1 (K),
atasate vectorilor x, respectiv y, atunci expresia analitica a formei biliniare poate fi scrisa sub forma matriceala
A(z,y) =X AY.

Aplicatia care asociaza fiecarei forme biliniare A: V,, x V,, — K matricea ei in raport cu o baza data a
spatiului V,, este un izomorfism intre spatiul vectorial B(V,,, K) si spatiul vectorial M,, ., (K). In consecinta,
dim B(V,,, K) = dim M, »,,(K) = n?.

Teorema 101. O forma biliniara A: V,, x V;, — K este simetrica (antisimetricd) dacd si numai dacd matricea
formei intr-o baza fixatd a spatiului este simetricd (antisimetricd,).

Demonstratie. Admitem ca A este o forma simetrici. Dacd A = [a;;] este matricea formei intr-o baza
{e1,...,e,} a spatiului, avem a;; = A(e;,e;) = A(ej,e;) = aj;, deci A = 'A. Reciproc, admitem c existd
o baza {e1,...,e,} a spatiului astfel incat matricea A = [a;;] este simetricad. Atunci Vz,y € V, avem

Aly,z) = 'WAX = ('Y AX) =X 'AY = 'XAY = A(z,y).

O]
Teorema 102. Daca C = [¢;j] € Myuxn(K) este matricea de trecere de la baza {e1,...,e,} la baza
{ei,...,ex'} din 'V, dar A = [a;5] si B = [b;;] sunt matricele formei biliniare A: V,, x V,, — K fatd de
cele doud baze, atunci
B="!CAC.

Demonstratie. In raport cu baza {e1/,..., ey} avem

n n

x:inle/, y:Zyj’ej’, x,y € V.
i=1 j=1

Daca X' = [z;'], Y = [y;], iar B = [b;;], unde b;; = A(e;’,e;’), i,j = 1,n, este matricea lui A fata de baza
{e1/,..., e, }, atunci
A(z,y) ='X'BY".

Pe de altd parte, matricele coloand X, Y si X', Y/ ale lui x si y in cele doua baze sunt legate prin egalitatile
X =CX',Y =CY’. De aceea

Alz,y) = 'XAY = {CX')A(CY") = tX'({CAC)Y",
de unde rezulta *X’'BY’ = ' X’(*C AC)Y"’, iar prin identificare gasim B = 'C AC. O
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Definitia 103. Daca matricea A este nesingulara (singulard), atunci forma biliniard A se numeste nedegenerata

(degenerata). Rangul matricei A se numeste rangul formei biliniare A.

Definitia 104. Fie A: V x V — K o forma biliniara simetrica. Multimea
KerA={z eV |A(z,y) =0, Vy e V}

se numeste nucleul formei.
Teorema 105. Ker A este un subspatiu vectorial al lui V.

Demonstratie. Fie u,v € Ker A. Atunci A(u,w) = 0, A(v,w) = 0, Vw € V gi pentru k,¢ € K, avem
EA(u, w) + LA(v,w) = 0 sau A(ku + ¢v,w) = 0, deci ku + fv € Ker A. O

Teorema 106 (Teorema rangului). Dacd A:V,, xV,, — K este o forma biliniara simetrica, atunci

rang A = n — dim( Ker A).

Demonstratie. Fie {e1,...,e,} o bazd a lui V,, si A = [a;;], a;; € K, matricea formei biliniare In raport cu
aceasta baza. Atunci Vz,y € V,, avem

n n n n n n
T = inem Y= Zyjej» Az, y) = Z Zaijmiyj = Z (Z aisz) Y5>
i=1 j=1 i=1j=1 j=1 \i=1

care arata cad x € Ker A daca si numai daca = este o solutie a sistemului liniar i omogen

n
E Ai5Lq = 0, j = I,TL.
=1

Deci Ker A coincide cu multimea solutiilor acestui sistem. Dar rang A = rang[a;;], deci rangul lui A este egal cu
diferenta dintre numarul necunoscutelor sistemului si dimensiunea spatiului vectorial al solutiilor sistemului. [J

13.2 Forme patratice
Fie V un spatiu vectorial peste campul K si A: V xV — K o forma biliniara simetricd. Functia A determina
unic functia @Q: V — K, Q(z) = A(z,x), care se numeste formd pdtraticd. )
Cunoasgterea formei patratice () permite recuperarea formei biliniare simetrice A. Intr-adevar,
Az,y) = Ay, z), Vz,yeV
si
Qz+y) = Alz +y,z+y) = Alz,z) + Alz,y) + Ay, 2) + Ay, y) = Alz,z) + 2A(z, y) + Ay, y)
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implica

Az, y) = 5[Q(x 4+ y) — Qz) — Qy)].

De exemplu, forma péatraticd corespunzitoare produsului scalar real (formé biliniard simetrica) este patratul
normei euclidiene

N | =

Q@) = (z,2) = ||z|*, zeV.

Forma biliniara simetrica A asociata formei patratice @ se numeste forma polara sau forma dedublatd a lui

Presupunem dimV = n. Daci {ej,es,...,e,} este o bazd in spatiul vectorial V,,, atunci pentru fiecare
n

reV,, = g T;e;, avem

i=1
n n
Qx) = Az, z) = Z Z(lijﬂ?ﬂj ='XAX,
i=1 j=1
unde a;; = A(e;,ej), i,j = 1,n, X ="[z1,22,...,2,]. De aici deducem ci matricea si rangul formei pétratice

@ coincid cu matricea, respectiv cu rangul formei biliniare simetrice A asociate lui Q.

Definitia 107. Fie A: V x V — K o forma biliniara simetrica si () forma patratica asociata. Vectorii x,y € V'
se numesc ortogonali in raport cu A (sau Q) daca A(x,y) = 0.

Definitia 108. Fie U C V un subspatiu vectorial al lui V. Multimea
Ut = {yeVI|A(@,y)=0,VzeU}

se numeste complementul ortogonal al lui U in V fata de A.

Teorema 109. Fiec A: V xV — K o forma biliniard simetrica.
1) U+ este subspatiu vectorial al lui V.
2) Daca {u1,us,...,u,} este o baza in U, apartenenta y € U™ este echivalentd cu sistemul

A(ur,y) = A(uz,y) = -+ = A(up,y) = 0.

3) Dacd dimV = n, avem dim U + dim U+ > dim V. Egalitatea are loc dacd A este nedegeneratd.
4) Dacd A/y si AJu+ sunt restrictiile lui A la U, respectiv U+ si dimV = n, atunci U @ U+ =V dacd si
numai dacd Ay este nedegeneratd.

Demonstratie. 1) Fie y1,y2 € UL, adica A(z,y1) = 0 si A(x,y2) = 0. Pentru k,/ € R avem kA(z,y1) +
CA(z,y2) = 0 sau A(z, ky; + Ly2) = 0, deci kyy + fy, € UL,

2) y € UL implicd A(z,y) = 0, Vz € U. In particular A(u;,y) =0, i = 1, p, deoarece u; € U.
P P

Reciproc, folosind ipoteza si x € U, xz = leuz, x; € K, gasim A(z,y) = Zx#l(uh y) =0, adici y € U+.
i=1 i=1
4) Admitem c& restrictia A|y este nedegenerata. Aceasta Inseamnd ca singurul vector din U ortogonal pe toti
vectorii din U este vectorul nul, astfel incat U N U+ = {0}. Cum, pe de alta parte, dim U + dim U+ > dim V/,
avem cu necesitate dimU + dim U+ =dimV si U U+ = V.
Reciproc, daca U & U+ =V, rezulta U N U+ = {0} astfel incat A/y; este nedegenerata. O
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Observatie. Chiar daca o forma biliniara simetricd A (sau forma patratica @Q)) este nedegenerata pe spatiul
V', se poate Intampla ca restrictiile ei la anumite subspatii vectoriale ale lui V' sa fie degenerate. De exemplu,
forma patraticd Q(z) = 1 + 23 — 23 este nedegeneratd pe R?, dar restrictia ei la subspatiul U = {z €
R3| 2o — 23 = O} este degenerata avand rangul egal cu unitatea. Intr-adevir, daci facem schimbarea de
coordonate z1 = y, T2 = Y2 §i x5 — 23 = y3, forma patratica devine Q(y) = y? + 2y2ys — y3. Prin schimbarea
mentionatd, multimea U se scrie U = {y € R*|y3 = 0} si Q/u(y) = yi are, evident, rangul 1. Pentru a
obtine complementul ortogonal U+, consideram o baza in U formati din vectorii u; = (0,1,1), up = (1,1,1) si
impunem conditiile A(uy,y) = 0 si A(us,y) =0, cuy € U*. Rezultd yo — y3 = 0 si y1 +y2 — y3 = 0, cu solutia
generald y; = 0 si yo = y3 = a, deci y = (0,a,a) € U™,

Definitia 110. Un vector x € V se numeste vector izotrop in raport cu o forma biliniara simetrica A: VxV —
K (sau in raport cu forma patratica asociatd @) dacd Q(z) = A(x,x) = 0.

Exemplu. Fie forma biliniard A: C x C — C, A(z,y) = z1y1 + x2y2. Forma patraticd asociatd este
Q(r) = 23 + 23. Din Q(z) = 0 rezultd zo = iz astfel incit vectorii izotropi ai formei sunt (z1,iz1) si
(z1,—ix1), cuxy € C.

Definitia 110 spune ca un vector x € V este izotrop daca si numai daca el este ortogonal lui insusi. Evident,
vectorul nul al spatiului este intotdeauna izotrop deoarece Q(0) = 0.

Definitia 111. Fie A: V, x V;, — K o forma biliniara simetrica. Baza {ej,es,...,e,} € V;, se numegte baza
ortogonald In raport cu forma A (sau in raport cu forma patratica asociatd @) daca A(e;, e;) = 0, pentru i # 7,
i,j = 1,n, adica vectorii ei sunt ortogonali doi cate doi fata de forma A.

In raport cu o baza ortogonala matricea formei este diagonala,

ail 0 0 0
e B
0 0 0 ... ann

si daca notam a;; = a;, i = 1,n, atunci expresiile analitice ale formei biliniare A i formei patratice asociate @
devin expresii canonice,

Alz,y) = Z i ZiYis Qz) = Z a;x?.
i=1 i=1

13.3 Reducerea formelor patratice la expresia canonica

Fie V,, un spatiu peste K (R sau C) si Q(z) = X AX o form& pitratici pe V,, exprimatd prin matricea
simetricd A fatd de o baza fixatd a lui V,,. O schimbare a bazei in V,, corespunde la X = CX’, deci Q(z) =
tX'BX’', unde B = 'CAC este tot o matrice simetricd. Prin urmare B poate fi o matrice diagonals, dar nu
poate fi o matrice Jordan ce contine cel putin o celuld de ordin > 2.

Teorema 112 (Metoda Gauss). Dacd Q:V,, — K este o forma patraticd, atunci existd o bazd in V;, care
este ortogonald in raport cu @ (relativ la aceastd bazd, @ are o expresie canonica).

n n
Demonstratie. Se utilizeaza inductia dupa n. Fie {fi,..., fn} o baza a spatiului V,, si Q(z) = E E D BefRs

i=1 j=1
expresia analitica a formei in aceasta baza. Daca a; = 0, ¢ = 1,n si @ nu este identic nula, exista cel putin un
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element a;; # 0 pentru ¢ # j. Prin transformarea de coordonate

! ! I ! ! s .
T =i +xj, Tj=1T; — Ty, T =1, k#i,j,
n

expresia formei patratice devine Q(z) = E a;;'z;'z;’, In care cel putin unul dintre elementele diagonale a;;’,

i,j=1
i = 1,n, este nenul (deoarece z;x; = x;/> — x;'°).
Notam cu {e;’,...,e,'} baza lui V,, fatd de care coordonatele lui = sunt z;’, i = 1,n. Matricea de trecere
este
1 0 ... 0 0 ... 0
0 1 0 0 0
c,— |00 ... 1 1 ..0 &
00 ... 1 -1 ... 0 —
00 ... O 0o ... 1

Fard a micgora generalitatea, putem admite ca a11’ # 0 astfel incat putem scrie
n n

/.12 § : [ 2 : I

Q(IE) =a11 r1 -+ 2 a1 1 Tk + Qij L5 Ty -
k=2 i,j#1

Adaugam si scidem termenii potriviti pentru a introduce patratul formei liniare
! ! / / /! !
11’1 +a12° T2+t Ain Tn

in expresia lui @, adica

1 n
Q(x) _ ,(all/ifl/ +a12/x2/ +_._+a1n/xn/)2 + Z aiinxi/xj/,

a11 =2
n
unde g a;;"x;'z;" nu contine pe x,’. Fie {e;”,e5”,...,e,"} baza din V,, fata de care coordonatele vectorului
1,j=2
x sa satisfaca egalitatile:
/ ! / i li / / " / .
T =a11 1 +a12 T2 + -+ Aip Ty, Ty =z, Jj=2,n.

In raport cu aceasta baza, expresia formei patratice devine

n
1 2
1 1 1 1
Qz) = —="" + E g i g
a11 —
=2
Matricea de trecere la noua baza este
1 ars’ an’
ayy’ an’ ayy’
Cy = 0 1 ... 0
0 0 ... 1

n

Suma Q(z) = E a;j"x;""x;" este o forma patratica in n—1 variabile astfel incat poate fi tratatd aseméanator.

i,j=2
In concluzie, dupd incd cel mult n — 1 pasi obtinem o baza {ej,...,e,} in V;,, ortogonald fatad de @, forma
patratica reducandu-se la expresia canonica care reprezinta o suma de patrate de p = rang @@ < n forme liniare
independente. O
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Exemple:
1) Pentru forma patratica

3
Q:R° =R, Q(x) = x172 — 2w123 + 2273,
avem a;; = 0, i = {1,2,3}.
Prin schimbarea de coordonate 1 = z1' + x2/, o = 21’ — x2’ si 3 = x3’, obtinem
2 2
Q(:c) = Ill — 2132, — 561/563/ — 3[132’[173/.

Folosind matricea de trecere

1 1 0
=11 -10],
0 0 1
gasim noua baza
! ! !
er =e1t+eg, €2 = €] — €3, e3 = es.
In
2
1 2 1
Qz) =21 — zx3’ ) —xx'" — 3wx'w3" — ~ x5’
2 4
notdm x,"” = x1' — —x3, 23" = x5', x3"” = 3’ i obtinem

2

. 72 72 "o 1,0
Q(x) =a1"" — 22" — 35" a3 —11'3 .

1 . .
Baza corespunzatoare este e;” = e1’, 2" = €5/, e3” = 581/ + e3’, iar matricea de trecere este

o= O
— ON| =

Asemanator,

astfel incat, prin schimbarea de coordonate

3
" " " " " " "
r1 =21, X2 =X + -3, T3 =3

2
avem
m?2 2 m2
Qx) = a1 —x""" + 2237,

care reprezinta expresia canonica a formei patratice. Baza fata de care am obtinut aceasta expresie este formata
in vectorii e1” = ey + eq, 5’ =e1 —egsies’” = —eq es + e3, unde eq, es si ez sunt vectorii bazei canonice.
d t " + , " 3/// + 2 + 3, d , 3 t t b
S-a folosit matricea de trecere
1 0 0
3
Cg = 01 —=
2
0 0
Matriceal, avem legatura

t " " 1 t t t t
[e1”,ex" e = *C1"Cy" Cs'leq, ea, e3].

2) Pentru forma patratica
Q: R® - R, Qx) = Qx% + 6x§ + 6;10% 4+ 12z1x9 — 102123 — 2w013,
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in baza canonica a lui R3, obtinem succesiv

Qr) = £0ry+ 60— 523)° — D03~ B2 4 603 4+ 63— 200y
— é(9x1 + 6z9 — 5963)2 + 2x% — 2x9x3 + 239:155

= $(9x1 + 629 — Hx3)? + %(2@ —x3)% — %1% + %9:5?,)

= $(9x1 + 629 — bx3)% + %(2@ —x3)? + %x%

= éyf + %yg + %y}f,

unde y; = 9x1 + 6z2 — bx3, Y2 = 2x9 — x3 Si Y3 = x3 sunt coordonatele lui x in baza ortogonala fata de @,
formata din vectorii:

1 3 1 2 1
—eq, = ——€1 + <éq, = —e; + -eax +e3.
f191 P! g€l T 5 I3 g1t ge2tes
Teorema 113 (Metoda Jacobi). Fie Q:V, — K o forma patratica si A = [a;;] matricea ei in baza
{e1,...,en} a wiV,. Notim Ay = 1. Daca determinantii:
A1=a11, AQZ VL b ,...,An:detA
21 Q22
sunt nenuli, existd o bazd B={f1,..., fn} ?n V, fatd de care forma patraticd Q are expresia canonicd
n
A1 2
Q(.’L‘) = i .’Ei/ 5
; i
=l
unde z;', 1 = 1,n, sunt coordonatele lui v in baza B.
Demonstratie. Cautam vectorii f1, ..., f, de forma
fi=cunei, fa=coaer+canes,. .., fn=cnie1+cnaea+ -+ cpnén

astfel incat sa avem
A(fiaej)zov A(fi7€i):17 1§j<1§’n,

unde A este polara formei patratice (). Scrise dezvoltat, aceste conditii devin

A(fise1) = cirai1 + cizar2 + -+ - + ¢i5a1; =0
A(fi,e2) = ciraa1 + o2 + - -+ + ¢jia2; =0

A(fi,ei—1) = cin@i—11 + cio@ic1 2+ -+ + ¢iai—1;, =0
A(fi,e:) = ci1ain + cioaio + -+ - + ciia = 1.

Acest sistem are solutie unicé, deoarece prin ipoteza determinantul sistemului este chiar A; # 0. Regula lui
Cramer da

ail e A15—1 0
a;—11 ... @i—1;-1 O
. ;1 000 G 5—1 1 Aifl
i =
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astfel incat baza {f1,..., fn} este perfect determinatd. S& gdsim acum expresia formei patratice in aceasta
bazd. Matricea lui @ in baza {f1,..., f,} este matricea B de elemente

bij = A(fi, ;) = A(fiscjren + - - - + ¢jje5) = cirA(fi, e1) + ¢j2 A(fise2) + - - + ¢ A(fi, €5)-

Deoarece A(f;,e;) = 0 pentru j < ¢ (prin constructie), deducem cé b;; = 0 pentru j < i. Din proprietatea
de simetrie a formei biliniare A rezulta ca b;; = 0 si pentru j > i. In concluzie, b;; = 0 pentru ¢ # j. In plus,
daca j = 7, atunci

bii = A(fi, fi) = A(fi, ciner + - - - + ciies)

= caA(fi,er) +- -+ ciic1A(fisei1) + ciiA(fises) = cis = A , t=1n
Prin urmare, expresia lui @ in baza {f1, fa,..., fn} este
n n A',l )
= bijr;'z; = - e
Q(x) Z 5B 5B A T

i,j=1 i=1

Exemplu. Pentru forma patratica
Q(x) = 5% + 622 + 423 — 4w129 — 4x123, = = (21,72, 73) € R?,
matricea atasatd in baza canonica a lui R? este
5 —2 -2
A= -2 6 0
-2 0 4

Minorii principali A; sunt Ay = a1 = 5, Ay = ' o _2 ’ = 26 si Az = det A = 80. Rezulta expresia

canonica 1 5 13
- 12 2 13 - 12
Qx) = 5331 + 26%‘2 + 40$3 )
1 1 5 3 1 13
in baza formata din vectorii fi = gel, fo= Eel + 2—662 sifyg = 2—061 + %62 + Eeg.

Teorema 114 (Metoda valorilor proprii). Fie V,, un spatiu vectorial real euclidian. Dacd Q: V,, — R este
o forma patratica (reald), atunci exista o baza B = {f1, fa,..., fn} a iV, fata de care expresia canonicd a
formei este

Q(r) = z": Nz’
=

unde A1, A2, ..., A\p sunt valorile proprii ale matricei formei, fiecare valoare proprie fiind scrisa de atatea ori
cat este multiplicitatea sa, tar x;', 1 = 1,n, sunt coordonatele lut x in baza B.

Demonstratie. Fie A matricea asociata lui @) intr-o baza initiald a lui V,,. Ca matrice reala si simetricd, matricea
A are n valori proprii reale \q,...,\, (unele pot fi egale) si se poate diagonaliza. Baza {f1,..., f,} formata
din vectori proprii ai matricei A, ortonormati in raport cu produsul scalar preexistent, determinad matricea
diagonalizatoare C, care este ortogonala (‘C = C~1). Aceasta este o bazi fatid de care () are o expresie
canonica deoarece

MO .0
0 X ... 0
D=C"AC="'CAC =
0 0 An
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O

Comparatia celor trei metode

1) Metoda Gauss da un algoritm elementar de aducere la forma canonici, dar nu se obtine direct noua baza
(care de altfel nu are nigte proprietéti speciale), ci schimbarea de coordonate.

2) Metoda Jacobi este utild cind ne trebuie rapid o forma canonicd (de exemplu in aprecierea naturii
punctelor de extrem ale unei functii reale) fara a fi interesati si de baza corespunzitoare, deoarece aceasta se
obtine destul de greu.

3) Metoda vectorilor proprii este cea mai eficace, ea dand destul de comod si o forma canonica si o baza
canonica ortonormata fata de produsul scalar preexistent.

Exemplu. Fie forma patratica
Q(x) = o3 + w3 + 25 — 81129 — 162103 — S8xow3, T = (T1,79,23) € R,

in baza canonicd a lui R3. In aceastd bazii, matricea formei este

1 -4 -8
A= -4 7 —4
-8 —4 1
si are valorile proprii A\; = —9 si A2 = A3 = 9. Vectorii proprii ortonormati cores-punzatori sunt:

21 2 2 1 5 2 4
fl(:rs’s)’ f?(owwg» f3<3\/5,w5,3\/5>

astfel Incat matricea de trecere la aceasta baza este

2 0 __5_
3 3v5
1 2 2
c=| - ——= —=
3 V5 35
2 1 4
3 NG 35

Prin transformarea X = CX’, obtinem Q(z) = —921"% + 925" + 932

13.4 Signatura unei forme patratice reale

Formele patratice reale care pastreaza semn constant intervin in multe probleme aplicative, motiv pentru care
suntem interesati in detalierea notiunilor ce conduc la stabilirea acestui semn.

Fie V un spatiu vectorial real gi @: V' — R o formé patraticd. Evident, Q(0) = 0. De asemenea, pentru
anumite forme patratice existd x € V, x # 0, cu proprietatea Q(x) = 0.

Definitia 115. O formd patratica Q: V. — R se numeste pozitiv semidefinita (respectiv negativ
semidefinita) daca Q(xz) > 0 (respectiv Q(z) < 0), pentru orice z € V. Forma patraticd () se numeste
pozitiv definita (respectiv negativ definita) dacd Q(x) > 0 (respectiv Q(x) < 0), pentru orice x # 0 din V.

O forma biliniara simetricd A: V x V' — R se numeste pozitiv definita (negativ definitd, pozitiv semidefinitd,
negativ semidefinitd) dacd forma patratica asociatd @) are aceastd proprietate.

Exemplu. Produsul scalar definit pe un spatiu vectorial real este o forma biliniara simetrica si pozitiv
definita.
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Daca exista x1 € V astfel incat Q(z1) > 0 si z2 € V astfel incat Q(x2) < 0, spunem ca forma patratica Q
este nedefinitd.

Reducerea la expresia canonica prin metoda lui Jacobi ne permite sa obtinem o conditie necesara si suficienta
pentru ca o formé patratica Q: V,, — R sa fie pozitiv definita (respectiv negativ definitd).

Teorema 116 (Criteriul lui Sylvester). Forma pdtraticd Q: V,, — R este pozitiv deﬁn}‘td daca si numas
dacd A; > 0, i = 1,n, si este negativ definitd dacd si numai dacd (—1)*Ay > 0, k = 1,n. In particular, sunt
indeplinite conditiile teoremei Jacobi.

Demonstratie. Fie () pozitiv definitd. Admitem prin absurd ca exista p € {1,...,n} astfel incat A, = 0.
Aceasta inseamna ca una dintre liniiile lui A, este o combinatie liniara de celelalte, adica exista numerele
k1,...,kp, nu toate nule, astfel incat

kiai; + koag; + -+ -+ kpap; =0, i=1,p,

sau

klA(el, 61‘) —+ kQA(@Q, ei) + -4 kp.A(ep, €Z') = 0

De aici rezulta

.A(k}1€1 +"'+kp€p,€i) ZO, §= l,p,

deoarece () este o forma biliniara simetricad. Amplificind prin k;, i = 1, p, si adunand relatiile obtinute, gasim

p p p
kl.A <Z kiei, €1> + k‘g.A (Z k‘iei, 62) GFoooF k‘p.A <Z k:iei, 6p> =0
i=1 =il =1

sau

P P

i=1 i=1

p JE—
Rezulta Z kie; = 0, deoarece A este admisa pozitiv definitd. Cum k;, ¢ = 1,p, nu sunt toti nuli, rezulta ca
i=1
vectorii eq, . .., e, sunt liniar dependenti, ceea ce contrazice ipoteza ca {ei1,es,...,e,} este bazd in V,,. Ramane
n
. AV
A, # 0, p = 1,n. Mai mult, conform teoremei 113, existd o bazd a lui V,, fatd de care Q(x) = illxlﬂ si
A i=1 ¢

cum @ este admisa pozitiv definita, rezulta RIS 0, adica A; > 0,i=1,n.

i

Reciproc, daca A; > 0, i = 1, n, rezulta A;l >0,7=1,n gi din
i
n
AV
Qz) = Z A, Ti
=1

deducem Q(z) > 0, avand Q(z) = 0 dacit si numai daci 2’ = 2o’ = --- = x,/ = 0, echivalent cu z = 0. In

concluzie Q(x) > 0, Va # 0.
Daca @ este negativ definita, rezulta ca forma —(@) este pozitiv definita si totul se repeta ca mai sus, avand
in vedere ca matricea lui —() este —A = [—a;;]. O

n
Definitia 117. Fie Q(z) = Z aix? expresia canonica a formei patratice Q: V,, — R in care p coeficienti sunt
i=1
strict pozitivi, ¢ sunt strict negativi, iar d = n — (p + ¢) sunt nuli. Tripletul (p,q,d) se numeste signatura
formet patratice Q).
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Evident, expresia canonicd a unei forme patratice nu este unicad, dar toate expresiile canonice au aceeagi
signatura. Mai precis,

Teorema 118 (Legea de inertie). Signatura unei forme pdatratice este invariantd la trecerea de la o expresie
canonica la alta.

Demonstratie. Fie {e1,...,en}, {e1’,...,e,'} C V,, doud baze in V,, fatd de care forma patraticd Q: V,, — R
are expresiile canonice:

n n n n
2
Qz) = Zaiﬂcf, B = inei, Q(x) = ijxj’ , T= ij’ej’.
i=1 i=1 j=1 j=1

Putem considera cele doud baze astfel incat a; i b;, 4,7 = 1,n, sd fie 1, —1 sau 0. In plus, putem presupune
(eventual printr-o renumerotare) c& primii p coeficienti sunt 1, urméatorii ¢ sunt —1 gi restul nuli, adica Va € V,,
sa avem

P p+q
Q(x) :in— Z z?, in baza {e1,...,en}, (13.1)
k=1 h=p+1
analog
p e P +q 2 R . )
Qz) = ZmT - Z xs'",  Inbaza {ei’,...,e,'}, (13.2)
r=1 s=q'+1

signaturile corespunzatoare fiind (p,q,d) si (p',q’,d’). S& arétdm cad p = p’ ¢i ¢ = ¢/. Sa presupunem ca
p # p’ sl anume p > p’. Fie U subspatiul generat de vectorii ey, e, ..., e, si U’ subspatiul generat de vectorii
ep41’y... ey, deci dimU = p i dimU’ = n — p'. Ipoteza p > p’ implicd dimU + dim U’ = p+n —p’ > n, iar
aceasta aratd cd subspatiile U i U’ nu sunt disjuncte, adicd U N U’ # {0}. Pentru z € UNU’, z # 0, putem
scrie:

T=z161+ -+ Tpep = Tpr+1 + ey’ +o-+xn'en;

7B = @3 9r °°° ap BilCp A 0 e @paq) P e 00 - 0 o @pt

z=0-e'+ - +0-e +xpiiepp1’ + -+ x'e.

Din relatia (13.1) gasim
iar din expresia (13.2) rezulta
Q@) = —py1 =+ — 2, <0,
Aceste inegalitati impun Q(z) = 0, ceea ce implica
Ti=x9=-=2,=0 §i Tpy' =---=z,"=0,

deci z = 0, care contrazice ipoteza x # 0. Singura posibilitate corecta este p = p'. Analog g = ¢/, decisid = d'.
In concluzie, (p,q,d) = (p',q',d"). O

Forma patratica @: V,, — R este pozitiv definita daca si numai daca una dintre urméatoarele conditii este
indeplinita:

i) are signatura (n,0,0);
ii) determinantii A;, i = 1, n, sunt strict pozitivi;

iii) valorile proprii ale matricei A sunt strict pozitive.
Evident, in literatura matematica specializatd (optimizari) sunt prezentate si alte criterii de pozitivitate.
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13.5 Exercitii/probleme rezolvate

13.5.1 Enunturi
1. Se da aplicatia A: V x V — R, V = C°[0,1],

1 1
Alf.g) = [ (ot [ gls. vt.g e V.
0 0
a) Aratati cd A este forma biliniar.
b) Aratati ca A este forma biliniara simetrica.
¢) Determinati forma patraticd @ asociatd lui A.

d) Admite @ vectori izotropi ? In caz afirmativ, exemplificati.

2. Consideram aplicatia
AR xR = R, A(z,y) = 2191 — 22192 — 222y + 322y0, Vo = (21, 22),y = (y1,92) € R%

a) Aratati cd A este forma biliniard simetrica.

b) Determinati forma patraticad @ asociatd lui A.

c) Aflati matricea A asociata lui A si Q relativ la baza naturald B = {e; = (1,0),e5 = (0,1)} C R%

d) Aflati matricea A asociata lui A si Q relativ la baza B’ = {e;’ = (1,1),e2’ = (1, 1)} C R2

3. Se di forma patratica Q : R? — R, Q(z) = 27 — dx129 + 323,Vw = (71,72) € R?. Aflati forma biliniara

simetricd (forma polard) A asociatd lui Q.

4. Verificati dac# aplicatiile urmitoare A : R? x R? — R sunt forme biliniare:
a) A(xay) = T1Y2 — 3337 Vo = (55175132)711 = (ylva) S IR27

b) A(z,y) = 2192 — T2y1, Yo = (21, 22),y = (y1,%2) € R*.

5. Se d& forma biliniard A : R? x R? — R,

A(z,y) = z1y2 — 2201, Vo = (z1,22),y = (y1,2) € R*.

a) Este A form4 biliniara simetrica ?
b) Este A forma biliniard antisimetrica ?

c) Aflati matricea A a lui A relativ la baza canonica. Folosind matricea determinati daci A este forma biliniara
simetrica sau forma biliniara antisimetrica.

d) Aflati matricea A a lui A relativ la baza B’ = {u; = (1,2),u2 = (3,—1)}.
6. Se di forma biliniard A : R? x R3 — R,

A(z,y) = 2z1y1 — 3x1y3 — 3x3y1 + 4ay0, Vo = (21,22, 73),y = (Y1,Y2,y3) € R®.

a) Aratati cd A este forma biliniard simetrica.

b) Aflati matricea lui A relativ la baza canonica, verificati rezultatul folosind relatia A(x,y) = X 'AY, unde X
si Y sunt vectorii coloana asociati respectiv lui x, respectiv y.

c) Aflati Ker A, rang A si verificati teorema dimensiunii: dim Ker A+ rang A = dim R3.

d) Determinati forma patratica ) asociata lui A.

e) Este @ (deci A) degeneratd sau nedegeneratd. Admite @) vectori izotropi nenuli ?

7. Se da aplicatia A: V x V — R, A(p,q) = fol p(t)dt fol q(s)ds,Vp,q e V=Ry[X]si B ={n =1+ X,q2 =
X2 g3 =1} C V obaza a lui V. Raspundeti la cerintele a)-e) ale problemei anterioare.

8. Se da forma patratica Q : R® — R, Q(x) = 22 — x129 + 27913, Vo = (21,79, 73) € R3.

a) Aflati forma biliniara simetrica A asociatd lui @ (forma polara).
b) Aflati matricea lui @ (a lui A) relativ la baza canonica.
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9. Se di forma biliniara simetrica A : R? x R3 — R,

A(z,y) = 22191 — 3713 — 323y1 + d20ya, Vo = (71,29, 23),y = (y1,Y2,y3) € R

a) Aflati UL, unde U = L(v; = (1,1,0),v2 = (0,1,1)).
b) Este adevirata egalitatea U @ U+ = R3 ?
c) Este A (deci Q) nedegenerata ?

1
10. Se da forma patratica () de matrice A = 0 3 . Folosind metoda Gauss aflati expresia canonica
3

a lui Q si baza B’ corespunzitoare.

11. Se da forma patraticd Q : R? — R, Q(x) = 2§ — 4129 + 23,V = (21, 22) € R%. Folosind metoda Jacobi
aflati expresia canonica a lui ) si baza B’ corespunzatoare.

12. Pentru forma patratica din problema anterioara, folosind metoda valorilor proprii aflati expresia canonica
a lui Q si baza B’ corespunzitoare. Verificati ca signatura formei patratice () se conserva.

13. Aplicati cele trei metode (Gauss, a valorilor proprii gi Jacobi) acolo unde este posibil, pentru a obtine
expresia canonica si signatura pentru urmatoarele forme patratice @ date prin matrice A = [Q)] (relativ la baza
canonicd) sau prin expresie analitici:

. Q) = 22 — 8xy — 1622 + Ty? — 8yz + 22, Vv = (x,y,2) € R3;
b) Q(z) = 4z122 — 523, Vo = (z1,22) € R?;

3 -2 —4 11 -1
c)A=| 2 6 -2 |;d)A=| 1 2 0 |;
—4 -2 3 -1 0 3

e) Q(r) = —23 + 6z173 + 23 + dwox3 — 523, Vo = (21, 72, 23) € R3;
0 1 -3 0

1 0 o0 -3 |

-3 0 0 1 ’

0o -3 1 0

5 =2 =2
g)A=| -2 6 0 |.
-2 0 4

Sunt aceste forme patratice pozitiv/negativ definite/semidefinite ?
Sunt acestea degenerate/nedegenerate ?

£) A=

13.5.2 Solutii
1. a) Se verificd aditivitatea gi omogenitatea aplicatiei A in f si g:

1

A + pg h) = / (N F(t) + e g(t)) dt - / B (s)ds =

0 0

1 1 1 1
:)\/0 f(t)dt'/o h(s)ds+u/0 g(t)dt-/o h(s)ds =
= A A(f’h)+u A(g>h)

A(fAg +ph) = / F(tydt - / (\g(s) + uh(s)) ds =
1 1 1 1
:)\/0 f(t)dto/o g(s)deru/O f(t)dt«/o h(s)ds =
=\ A(f,9)+p A R) YVf, g heV, VA, u €R.
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b) Avem
A(f,g) ﬂ) /g@@:

/‘ ds/f Alg. f) Vg€V,

deci A este simetrica.
2

@QU)=AUJ)=(AU@MQ Vfeco,]

d) Vectorii izotropi ai formei patratice @ sunt functiile f € V pentru care Q(f) = 0. Deoarece f € V €
1

C°[0,1], avem / f(t)dt = 0. De exemplu, vectorii izotropi ai formei patratice @ pot fi functii de forma

flt)=t"— n—H ,n € R. (Verificati!)

2. a) Se verifica aditivitatea si omogenitatea in = si y:

Az +pa’,y) = (Azr + per)yn — 2(Azy + pan)y2 — 2(Az2 + pa )y + 3(Aw2 + pas )y =

= Mx1y1 — 221Y2 — 22291 + 372y2) + p(21'y1 — 221"y2 — 222"y1 + 322"y2) =

= M(z,y) + pA(’,y).

Analog

A(z X y+py) =X Alz,y) +p Alz,y) Vo, 2, y,y €R? VA, pn €R.

Aratam ca forma biliniara A este simetrica:
Az, y) = z1y1 — 231y2 — 22291 + 322y2 =
=121 — 2y1%2 — 2y2x1 + 3y2x0 = A(y, ).

b) Q(z) = A(z,x) = 22 — 22109 — 22071 + 322 = 27 — a1 79 + 322

c) Matricea asociata formei patratice @ relativ la B = {ej, e2} este

= [ Aler,er) Alei,e)
A= [A]{SLEQ} - ( A(e2’€1) A(GQ,GQ) ) .

Dar { A(el,el) = 17A(€1,62) = —2

Ales e1) = —2, Ales, e3) = 3, deci matricea asociata lui A (si lui Q) relative la baza naturald este

A:[A]B:< _12 —32 )

d) [A]B’[B/]Bt[A]B[BI]B(i _11>(_12 _zf)(i —11>(—02 _82 )

3. Prin dedublare, deci prin substitutiile

2
x; —

zix; — (i + )
%( TiYi + Yiki) = Tl

efectuate in expresia analitica a formei patratice (), obtinem expresia analitica a formai polare atagate

1
Alz,y) = z131 — 4~ 5(5513/2 + 2oy1) + 322y2 = T1y1 — 221Y2 — 222y1 + 3T2y2.

4. a), b) La ambele subpuncte se verifica aditivitatea si omogenitatea in = si y.

a) Se observa ca

AQa + pa'sy) = (Aey + pa'y) - yo — (Awg + pa's)? #

# Ar1ys + pa'1ys — Arg — pa's? = Nz, y) + pA(2,y),
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deci A nu este forma biliniara.
b) Avem
Az +pa’,y) = Aoy +pxy) - yo — (Ao + ') - y1 =

= AMz1y2 — 22y1) + p(21'y2 — 22'y1) =
= M(z,y) + pA(',y)
A, y+py) =o1(Ay2 +py) — 22y + pyn’) =
= A(z1y2 — z2y1) + p(T1y2" — 2291") =
= M(z,y) + pA(x,y'), Vz, 2’ y,y' € R% VA, u €R.
5. a) gsi b) Avem
Az, y) = 2192 — 2291, Ay, @) = Y122 — yox1 = —T1Y2 + T2y

Se observa ca A(x,y) = —A(y,z) ,Vx,y € R?, deci forma biliniard A este antisimetrica.
¢) Notam B = {e; = (1,0),e2 = (0,1)} baza canonici a lui R?. Calculdm

Aler,e1) =0, Aler,er) =1
A(eg,el) = 71, ./4(62762) = 0,

< 1 - e o . -
de unde rezultd A = [A]p = ( 0 0 ) Deoarece A = —A', rezulti cd forma biliniard A este antisimetrica.

d) [A]B’:[B/]Bt[A]B[B/]B:<:1>) _21 > ( _01 é)(; _31>:<(7) _07>
6. a) Obtinem
Az +pa’yy) =201 + per)yr — 3(Aer + paa') - ys — 3(Aas + pas')yr + 4(\w2 + pa2')y2 =
= A2z1y2 — 3w1ys — 3w3y1 + 4xoy2) + p (221 y1 — 3x1'ys — 3xs'y1 + 4dxay0) =
= M(z,y) + pA(x', y).

Analog
A(z Ay +py) =X Az, y) + pA(z,y) Vo, 2",y €R? VA, u €R.

Aratam ca forma biliniard A este simetrica:
A(z,y) = 22191 — 313 — 323y1 + 420y2 = 20171 — 3y173 — 3y371 + dyaxs = A(y, ) ,Va,y € R3.

b) Notim B = {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} baza canonica a lui R3. Calculaim

Aler,er) =2,  Aler,ea) =0, Aer,ez) =—3

A(GQ ) = 0 A(€2, 62) 4, A(GQ, 63) = 0

A(eg, 61) = —3, .A(eg, 62) = 0, A(eg,eg) = 07

2 0 =3
de unde rezulta A = [A]p = 0 4 0 |. Efectudm verificarea

-3 0 0

2 0 -3 1 2y1 — 3y3
A(I‘,y) = (.I'],.’I}Q,J}g) 0 4 0 Y2 = (1‘1,372,373) 4?!2 =

-3 0 0 Ys =31

= 2x1y1 — 3r1y3 + 4x2y2 — 3T3Y1.
¢) Nucleul unei forme biliniare simetrice este definit prin

KerA={x eV |Alx,y) =0, VyeV}.
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Avem
Alz,y) =0,Yy €V & 2z1y; — 3x1ys — 3z3y1 + daays = 0,Vy = (1,2, y3) <

S r1=20=2x3=0 & = =0gs,
deci Ker A = {0}, de unde rezulta dim Ker.A = 0. Rangul formei biliniare A este egal cu rangul matricii A.
Deoarece det A = —36 # 0, rezultd rang A = rang A = 3. In concluzie, se verifica teorema dimensiunii:
dim Ker A + rang A = dimR?.
—_—— . , N———
0 3 3
d) Q(z) = A(x,z) = 22?7 — 3w123 — 3331 + 423 = 229 — 62123 + 423

e) Deoarece matricea A este nesingulara rezultda ca forma biliniara 4 este nedegenerata.
() admite vectori izotropi nenuli daca si numai daca

Q(z) = 0,2 # 0 & 222 — 6xy23 + 423 = 0, (21,29, 23) # (0,0,0).
2w1+412 o g;l + 2a:2

Presupunand z; # 0, obtinem z3 = =1—2 = 32
deci pentru vectorul nenul z = (1,1, 1) ;é ORg avem Q(z )

De exemplu pentru 1 = 1,25 = 1 rezulta x3 = 1;

7. a) Se procedeaza la fel ca la exercitiul anterior.
b) Calculam [A]p:

an:A(ql,ql):</01(1+t)dt) :[(Htj):r g
a12 = Alg1,q2) = (/01(1+t)dt) (/0152d5> - (H—%)’; (5)]=14
a13:A(QMQB):/01(1+t)dt'/011d82;

2

1
a1 = A12 = %, aze = A(q1,q2) = (/ t2dt> = %
0

1 1
1

azs = A(qz, g3) :/ t2dt / lds = -
0 0 3

1
asy =a13 =3, azs = ags = 3, asz = A(gs, q3) = </ 1d5) =1,
0

9/4 1/2 32
deci A=[Alp = 1/2 1/9 1/3
3/2 1/3 1

c¢) Nucleul formei biliniare A este:
KerA={peV=Rylz] | A(p,q) =0,Vq € Ry [z]}.

Avem

A(p,q) =0,Vq € Ry [2] & /0 p(t)dt - /0 q(s)ds =0,Yqg e Ry 2] & /0 p(t)dt = 0. (13.3)

Consideram polinomul p € Ry [z] de forma p(z) = az? + bz + c. Atunci relatia (13.3) se rescrie

1
=0«
0

1 t3 2
/ (at2+bt+c>dt=0<:> ( § b+Ct)
0

a b _ —__a_ b
<:>§+§+C—O<=>C— 3 5

ca?abe— () a2t !
p(x) = ax” + bx (3+2)a<x 3>+b(m 2),
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deci Ker A = L ({v1 =22 - %71)2 = — 7})§1 deoarece vectorii v; si vy sunt liniar independenti avem B =
{v1,v2} 0 bazd in Ker A = 0. Deci dim Ker A = 2.

Rangul formei biliniare A este egal cu rangul matricii A, care se observa ca este egal cu 1.
Se verifica astfel teorema dimensiunii, dim Ker A4 + rang A = dim Ry[z].
\—2/—’ —— —
1 3

d) Q(p) = A(p,p) = (f, p(t)dt)?

e) Deoarece matricea A este singulara, rezulta c& forma biliniard A este degenerata. @ admite vectori izotropi

1 1

b

nenuli doar dacé/ p(t)dtzO,p#O@/ (at2+bt+c)dt:0<:>c:f§f§.
0 0

8. a) Prin dedublare, deci prin substitutiile

Lid ( xiy; + w]l/t)
x? Y@ + vii) = Ty
efectuate In expresia analitica a formei patratice (), obtinem expresia analitica a formai polare atagate:

1

1 1 1
Az, y) = z1y1 — §(x1y2 +x2y1) +2- (5323/3 + x3Y2) = T1Y1 — §$1y2 - 5352311 + T2y3 + T3y2.

b) Fie B = {e; = (1,0,0),ea = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} baza canonici a spatiului R*. Avem:

\»—l N[

( 1761): A(817€2):_%, A(617€3):0

Alez,e1) = Alez,e2) =0,  Alez,e3) =1

Ales,e1) = Ales,ez) =1,  Ales,es) =0,
1 —1/2 0
deciA=[Alg=|( -1/2 0 1
0 1 0

9. a) Avem Ut = {y = (y1,v2,y3) € R*| A(v1,y) =0, A(v2,y) = 0 }. Formam sistemul de ecuatii

A(vy,y) =0 o 2y1 — 3ys +4y2 =0
A(vz,y) =0 —3y1 +4y2 =0,

ce are solu‘giile y = (y1,92,y3) = (t, it, 3t) t € R. In concluzie, U+ = {t (1, %, %) |t e R} = L(v3), unde
v3 = (1,2,2) # Ops. Deci o baza in U™ este {Ug = (1;3/4;5/3)}.

b) Din teorema Grassmann avem dim(U NU~+) = dimU + dim U+ — dim(U + U+) =2 +1 — 3 = 0, de unde
rezulta

Unut = {0}. (13.4)

Deoarece v; ,v2 si v3 sunt trei vectori liniar independenti in spatiul R de dimensiune 3, rezults ca v, , vy i v3
formeaza o baza in R3, deci
R*=U+U* (13.5)

Din relatiile (13.4) si (13.5) rezulta U @ U+ = R3
c) Deoarece U @ U+ = R3, restrictia A|y este nedegenerats.

10. Folosind relatia @ = X * A X, obtinem expresia analitici a formei patratice Q:

0 1 -2 T
Q(x) = (w1,22,23) 1 0 3 T =
—2 3 0 I3
Z1
= (552 —2$3,x1+3x37—2x1+3x2) To =
x3

= T1T9 — 21’1$3 + x129 + 3%21’3 — 21’11’3 + 31’2$3 =

= 2x12x9 — 4x123 + 6ToT3.
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Deoarece forma patratica ) nu contine nici un patrat, se aplica schimbarea de coordonate:
T1 =Y+ Y2 1 1 1 0 Y1
T2 =Y —Y2 = T2 = 1 -1 0 y2 |-
T3 =ys3 T3 0 0 1 Ys

Qy) =2(y1 + y2)(y1 — y2) — 4(y1 + y2)ys + 6(y1 — y2)ys = 2y7 — 2u3 + 2y1y3 — 10y2y3.

Obtinem

Grupéand termenii pentru a forma patrate obtinem:

Qy) =2y} +2y1y3 — 2y3 — 10y2ys = 5(2y1 +y3)? — 293 — 10y2y3 — 393 =
(2y1 + y3)? + 25 (—2y2 — Bys)* + 25% -% =

(2y1 + y3)? — 2(—2y2 — 5y3)? + 1243,

1
2
1
2

de unde, examinand restrangerile de patrate, rezulta schimbarea de coordonate
z1=2y1 +ys3 2 2 0 1 Y1
29 = —2y2 — 5y3 = z92 = 0 -2 =5 Y2 .
23 =193 23 0 0 1 Y3

Se observa ca in aceste coordonate forma patraticd are expresie canonica. Pentru a obtine baza careia 1i
corespund aceste coordonate, remarcam ca transformarea de coordonate inversa este:

1 1
Y1 = 321 — 373

i /20 —1/2 21
Y3 0 0 1 23

Ys = z3

In final, relatia dintre coordonatele initiale (z1,x2,x3) si cele finale (21, 22, 23) este:

1 1 1 0 /2 0 —1/2 2 1/2 —1/2 -3 2
zwm | =11 -1 0 0 -1/2 -5/2 | = 12 1/2 2 z |,
3 0 0 1 0 0 1 23 0 0 1 23

deci matricea de trecere la baza diagonalizatoare este:

/2 —-1/2 -3
[B’]:M:(l/Z /2 2 )
0 0 1

Matricea a formei patratice relativ la aceasta baza este matricea diagonala

12 0 0
[Q]sz( 0 —1/2 o).

0 0 12

Se observa ca signatura formei patratice @ este (+, —, +) sau inca (ny,n_,ng) = (2, 1,0).

11. Fie A = [A] matricea formei polare
Az, y) = 2191 — 22192 — 22291 + T22

(obtinutd prin dedublare) asociatd formei patratice @ relativ la baza naturald. Avem A = ( L2 )

Aplicand metoda Jacobi, prin calcul direct obtinem minorii

A0:1,A1:1,A2=' B

- 145-



MATEMATICA*M* MA. ALGEBRA LINIARA

si vectorii bazei corespunzatoare:

1 _t 1 _ 1 €1 €2 _ 1 _ 2/3
v = E€1 (0>702—E 1 _2‘——5(—261—62)2(1/3)7

deci matricea de trecere la noua baza B’ si matricea diagonala atasata formei patratice relativ la aceasta baza
sunt respectiv

C=[Bp= ( (1) ig )JQ]B' =' CAC = ( AO(/)Al Al(/)AQ ) = ( (1J —?/3 )’

iar expresia analiticd a formei in noile coordonate [z]p =' (2'1,2'2) este Q(z) = 2/} — $2/3.

12. Spectrul matricii A = ( b2 ) asociate formei patratice @ este o(A) = {—1,3}. Pentru \; = —1

-2 1
aflam un vector propriu generator asociat rezolvand sistemul caracteristic

(A—(—l)I)v:0:>( _22 _22)(;5):(8)@{ 5:; teR.

Solutiile acestui sistem sunt de forma v = (t,¢) = ¢t(1,1),¢ € R, deci un vector propriu asociat este v; = (1,1).
Analog, pentru Ay = 3 avem vectorul propriu asociat vo = (1,—1). Norméand baza ortogonald B = {v1, v}

obtinem o baza ortonormata
I G NV ARVY R WV RN

formatéa din vectori proprii ai matricei A, a carei matricea asociata este

C = [B|p = [wi,ws] = ( ﬂg _11//\65 )

Atunci matricea formei patratice @ relativ la B’ este
w /M 0N (-1 0
Qo =tcac= (4 V) =(3 %)

iar expresia canonica a lui Q va fi Q(z) = —2'% + 32'3, unde am notat [z]p = ( i,l )
2

Signatura formei patratice @ este (—,+), (n4,n_,ng) = (1,1,0).
13. . Din oficiu: 1pt. Metoda Gauss. Grupand termenii pentru a forma patrate conform metodei Gauss,

az? +br = L(az + %)% — ® | obtinem:

o
Q(v) = (2% —8xy — 16x2) + Ty? — 8yz + 22 =
=224+ 22 (—4y —82) + Ty? —8yz + 22 =
= (x —4y —82)% — (4y +82)? + Ty?> — 8yz + 2% =
= (z — 4y — 82)2 — 9y? — T2yz — 6322 =
= (z — 4y — 82)% — $(—9y — 362)% + 14422 — 6322 =
= (z — 4y — 82)% — §(—9y — 362)% + 81z% = 2/? — {y/? + 8122,

1
9
1
9

de unde examinand restrangerile de patrate obtinem schimbarea de coordonate
o =x—4y — 8z
y' = —9y — 36z (1 pt.)
2=z
Se observa ca relativ la aceste coordonate forma patratica are expresia canonica. Pentru a obtine baza careia
1i corespund aceste coordonate, remarcam ca transformarea de coordonate inversa este
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A 4,/ !
r=a" —g5y —8z

x 1 —4/9 -8 @
y=—ly — 4y sy |=(0 -1/9 -4 y | (pt) ,
/ z 0 0 1 2

z2=12z
1 —4/9 -8

deci matricea de trecere la baza diagonalizatoare este C = [B'] = 0 -1/9 -4 (0,5 pt.) . Matricea
0 0 1

diagonala a formei patratice relativ la aceasta baza este

1 0 0
Qlp =CTAC = ( 0 —-1/9 0 ) (0,5 pt.)
0 o0 81

Metoda valorilor proprii. Prin dedublare obtinem forma polara A asociata formei patratice @,

A(v1,v2) = 2122 — 421Yy2 — 4x2y1 — 8x122 — 8xoz1 + Ty1y2 — dy122 — 4yoz1 + 2129,

1 —4 -8
vy = (21,Y1,21),v2 = (x2,y2, 22). Matricea acestei forme relativ la baza naturald este A = [A] = ( -4 7T —4 )

-8 —4 1
(0,5 pt.) , cu spectrul o(A) = {9,9,—-9} (0,5 pt.) . Se determind o baza formatd din vectorii proprii
ortonormati ai matricii (fapt posibil deoarece A este matrice simetricd). Pentru A = 9, obtinem sistemul
caracteristic

a —8a —4b—8c =10
(A=9Hv=0v=| b | &< —4da—2b—4c=0 & b=—2a—2c,
c —8a—4b—8c=0

cu solutiile v = (¢, -2t — 2s,s) = t(1,-2,0) + s(0,—2,1),¢,s € R, deci doi vectori proprii liniar independenti
sunt v; = (1,—2,0), vo = (0, —2,1). Ortogonalizim {vy, vy} cu procedeul Gram-Schmidt gi obtinem
Uy = V1 = (1, —2,0)
_ _ (v2,u1) _
Uy = V2 — Pry, U2 = V2 — U = ) (055 pt.)
<u17 U1>

=(0,-2,1) — 4(1,-2,0) = (—%,-2,1)[/(—4, -2,5)

Aflam al treilea vector propriu. Sistemul caracteristic asociat valorii proprii A = —9 este

10a —4b—8c =0
(A+9NHv=0= —4a + 16b—4c =0
—8a —4b+10c =0

are solutiile v = (2t,¢,2t) = t(2,1,2),t € R, deci obtinem ug = v3 = (2,1,2) (0,5 pt.)
Prin normarea bazei ortogonale formate din vectorii proprii w1, us §i usz, rezultd baza ortonormata cautata cu
1/V/5  —4/3v5 2/3
-2/v/5 —2/3v5 1/3 | (0,5 pt.) . Matricea diagonald atasata formei
0 5/3v5  2/3

matricea de trecere asociata [B'] =

9 0 0

patratice relativ la aceastd bazd este [Q]gr =11 0 9 0 (0,5 pt.)
0 0 -9

Metoda Jacobi. Prin calcul direct, obtinem minorii:

) 1 —4 -8
AO = 1,A1 = I,AQ = ‘ ‘ =7—-16= 797A3 = —4 7 —4 = —-T29 (0,5 pt.)
-4 7
-8 —4 1
si vectorii bazei corespunzatoare:
1 4/9
1 _ _lle e | 1 —
’Ul—Eelz 0 ,UQ—E 1 _4 '——5(—461—62): 1/9 5
0 0
1 el €2 €3 1 —8/81
U3 = Ao 1 -4 -8 |=——-(72e1 +36e; —9¢3)=| —-4/81 |, (0,5 pt.)
3| 4 7 4 729 1/81
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deci matricea de trecere la noua bazi B’ si matricea diagonald atasata formei patratice relativ la aceastd baza

1 4/9 —8/81
sunt respectiv [B’]=| 0 1/9 —4/81 (1 pt.) si

0 0 1/81
Ao/Ar 0 0 10 0
[Qlp =" CAC = 0 A/A: 0 =(o -1/9 0o |, (0,5 pt)
0 0 As/As 0 0 1/81

iar expresia analiticd a formei pétratice @ relativ la noile coordonate (z/,y’, z’) este
QW) =27 -1/9y"? +1/812"%, v = 2'v1 + y'v2 + 2'v3 € R* (0,5 pt.) Total: 10pt. .

Se observa ca oricare ar fi metoda de obtinere a expresiei canonice a formei patratice @), signatura acesteia este
(+7 +, _)7 (n-l-a n—, nO) = (2’ 1, O)

b) Metoda Gauss. Grupand termenii pentru a forma pétrate prin metoda Gauss, deci folosind restrangeri de
2
patrate de tipul az? + bz = L (az + §)? — £ obtinem

a

1., 4
=i+ -us,

x
5) 5

SHES

1
Q(z) = —5z2 + dxy29 = —5(—51'2 +221)% +
de unde rezulta schimbarea de coordonate
Y1 = 2x1 — Sz ol v = 2 -5 o)
Y2 = X1 Y2 1 0 To
Pentru a obtine baza careia 1i corespund aceste coordonate, remarcam ca transformarea de coordonate inversa

este
T Y2 N €1 _ 0 1 Y1
Ty =—% + 2y 2 -1/5 2/5 )\ 2 )

deci matricea de trecere la baza diagonalizatoare, respectiv matricea diagonald a formei patratice relativ la

aceasta baza sunt /
_ ipn 0 1 ot _ —1/5 0
C_[B]_(—1/5 2/5 ) [Q]B'_CAC_( 0 4/5 )

Metoda valorilor proprii. Fie A = [A] matricea formei polare asociate formei patratice @

A(z,y) = =bxays + 22192 + 222y1, ¢ = (w1, 22),y = (y1,y2) € R?

obtinuta prin dedublare. Matricea acesteia relativ la baza naturala este

A== (e Ao = (9 %)

unde e; = (1,0),e2 = (0,1). Spectrul acestei matrice este o(A) = {—2,2}. Se determina o baza formata

din vectori proprii ortonomati ai matricii A (fapt posibil deoarece A este matrice simetricd); aceasta baza
se obtine, de exemplu, prin normarea unei baze ortogonale formate din vectori proprii, de matricea asociata

[B] = ( _11 1 ); dupi normarea acestora, obtinem matricea de trecere la noua bazi B’ si matricea diagonala

atagata formei patratice relativ la aceasta baza,

o= (8 ) e (7 1)

0 2
2 0
minori fiind nul, metoda nu este aplicabild. Se observa ca signatura formei patratice @ este (4, —) sau inca,
(ny,n_,ng) = (1,1,0).

c) Metoda Gauss. Folosind relatia Q = X AX unde A = [Q]g, X = [x]p, obtinem expresia analitici a formei
patratice @,

Metoda Jacobi. Prin calcul direct, obtinem minorii Ag = 1,A; = 0,A, = ’ = —4. Unul dintre

3 -2 —4 X1
Q(x) = (21, m,x;;)( -2 6 =2 ) ( Z2 ) =37 — 4119 — 8x1w3 + 625 — dwows + 375
—4 -2 3 T3
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Grupand termenii pentru a forma patrate, obtinem:

Q(z) =322 —dx w9 — 87123 + 623 — dwozs + 323 =
= 13wy — 2w0 — das)? — Baows — J23 — 18ad + 623 — dwpus + 323 =
= 1(3w1 — 2w0 — dws)? + Yad — Ta3 — Bagzs =
= 1321 — 220 — da3)? + & (Map — Yas)” - & W 03— Tad =
— %(3@ — 2wy — 4x3)% + 3 ( To — %13)2 — 722 = %y% + 14y§ Ty2,

de unde, examinand restrangerile de patrate, rezulta schimbarea de coordonate:

Y1 = 3x1 — 229 — 423 Y1 3 -2 —4 1
Yo = s — Ly S| v | = 0 14/3 —14/3 T2 |.
Y3 = T3 Y3 0 0 1 €3

Pentru a obtine baza careia 1i corespund aceste coordonate, remarcam ca transformarea de coordonate inversa

este . L
Ty =3Y1+ =y2 +2
1= 391 T 7Y2 Y3 - 13 17 2 "
To = %yg + y3 = o) = 0 3/14 1 Y2 s
T3 O 0 1 Y3
T3 = Y3
deci matricea de trecere la baza diagonalizatoare, respectiv matricea diagnala a formei patratice relativ la
aceasta baza, sunt

/3 1/7 2 /3 0 0
C—[Bﬂ—( 0 3/14 1 ), [Q]B/—C’tAC—< 0 3/14 0 )
0o 0 1 o 0 -7

Metoda valorilor proprii. Procedand analog punctului a), obtinem spectrul matricii date o(A) = {-2,7,7}
si vectorii proprii corespunzitori v1 = (2,1,2), va = (1,-2,0), vs3 = (0,—2,1). Fie u3 = v1. Se observa ci
vy L vy, v1 L vg. Ortogonalizand {vs,v3} cu procedeul Gram-Schmidt obtinem

U9 = Vg = (]., —2,0)
ug = vy — pry,vs = (—4/5,—-2/5,1)[|(—4, -2,5).

Prin normarea bazei ortogonale formate din vectorii proprii vy, us,u3 obtinem baza ortonormata cautata cu
2/3  1/v/5  —4/35

matricea asociatd C' = [B'] = | 1/3 -2/v/5 —2/3v/5 |. Matricea diagonald atasatd formei patratice relativ
2/3 0 5/3v5

-2 0 0
la aceastd baza este [Q)pr =C'AC = 0 7 0 |.
0 0 7
Metoda Jacobi. Prin calcul direct, obtinem minorii:
5 o 3 -2 —4
Ag=1,A1 =3,A5 = =14,A3=| -2 6 -2 |=-98
26 -4 -2 3

si vectorii bazei corespunzatoare

1 1/3 1
’U1:A71€15 0 5 UQZE
0

1 el €2 €3 1 —2/7
v3=-—| 3 =2 —4 |=——(28e+ ldey + 1de3) = | —1/7 |,
98 e

e e 1 -1/7
3 _o ‘—14( 2e1 — 3eq) = —3({14 ,
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deci matricea de trecere la noua bazi B’ si matricea diagonald atasata formei patratice relativ la aceastd baza

sunt respectiv:

/3 —1/1  —2/7 1/3 0 0
C=[B]=| 0o =3/14 17 |,[Qp =C'AC=| 0 3/14 0 ,
0 0o —1/7 0o 0 —1/7

iar expresia analiticd a formei in noile coordonate (z/,y’, z’) este:
Q(U') _ lx/2 4 7y/2 _ 12/2 v = Ilvl er/UQ JrZ/U c R3
3 14 77 PET
Se observa ca signatura formei patratice @Q este (+,+,—), (ny,n_,ng) = (2,1,0).

d) Metoda Gauss. Folosind relatia Q =! X AX, unde A = [Q]p, X = [z]p =! (21,22, 23), obtinem expresia

analitica a formei patratice
Q(x) = a7 + 2w129 — 2wy 23 + 205 + 343,

care dupa gruparea termenilor pentru a forma patrate devine Q(z) = (z1 + x9 — x3)% + (22 + 23)% + 3.

Examinand restrangerile de patrate, rezulta schimbarea de coordonate:

Y1 =21+ T2 — T3 Y1 1 1 -1 1
Y2 = T2 + T3 = Y2 = 0 1 1 T2 |,
Yz = I3 Y3 0 O 1 T3

iar transformarea de coordonate inversa este:

T1=y1 — Y2+ 2y3 z1 1 -1 2 U
T2 = Y2 — Y3 < | x |=|0 1 -1 v2 |,
T3 = y3 T3 0 0 1 Y3

deci matricea de trecere la baza diagonalizatoare, respectiv matricea diagonald a formei patratice relativ la

aceasta baza sunt
1 -1 2 1 0 O
C=[Bl=M=(0 1 -1], Qm=CctAC=[0 1 0 |.
0 0 1

0 O 1

Metoda valorilor proprii. Polinomul caracteristic al matricii A este P(\) = —A3 +6A? — 9\ + 1. Rad&cinile
polinomului sunt reale, deoarece A este matrice simetrica, insa fiind irationale, nu pot fi determinate direct.
Prin urmare metoda valorilor proprii nu se poate aplica.
1 1 -1
Metoda Jacobi. Obtinem minorii Jacobi Ag = 1,A1 = 1,As = ’ 1 o ‘ =1,A3=| 1 2 0 |=1sd
0

3
1 el e 1
vy = Tllel = 8 ;U2 = 7A12 ( 11 12 ) =€ - €= —01 )

el ez e3 2
v3=3- 1 1 -1|=2—€e+e=| -1 |,

1 2 0 1

baza asociata

deci matricea de trecere la noua baza B’ si matricea diagonald sunt respectiv:
1 1 2 1 0 0
C=[B]=(0 -1 -1 |,Qm=C'AC={0 1 0 |.
0 O 1 0 0 1
Se observi ci signatura formei pitratice Q este (+,+,+), (ny,n_,ng) = (3,0,0).
e) Metoda Gauss. Grupand termenii pentru a forma pétrate obtinem:
Qz) = ﬁ(fxl + 3w3)? + 23 + dagxs + 43 =
—(@1 +323) + (2 + 223)* = —yi + 3.
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Din relatiile schimbarii de coordonate

Y1 = —21 + 33 Y1 -1 0
Yo = X9 + 2x3 = Y2 = 0 1
0

Yz = T3 Ys

T1 -1 0 3 Y1
T2 = 0 1 -2 Y2 B
T3 0 0 1 Y3

deci matricea noii baze gi matricea diagonala a formei patratice sunt respectiv:

-1 0 3 -1 0 0
C=[B]=| 0 1 -2 |, [Qg=C'AC=( 0o 1 0 |.
0 0 1 0 0 0

Metoda valorilor proprii. Matricea relativ la baza naturala a formei polare A (obtinuta prin dedublarea

obtinem

-1 0 3
formei patratice Q) este A = [Alp = 0 1 2 |, are spectrul o(A) = {-7,2,0} si vectorii pro-
3 2 =5
prii corespunzatori v; = (2,1,—4), v = (1,2,1), v3 = (3,—2,1). Prin normarea bazei ortogonale for-
mate din vectorii proprii vy, vs,v3 obtinem baza ortonormatd ciutatd cu matricea asociatd C' = [B'] =

1/v21  2/v6 —2/V/14
—4/v/21 1/v/6  1/\/14

Matricea diagonald atagata formei patratice relativ la aceasta baza este

( 2/v21  1/v/6 3/@)

-7.0 0
Qg =C'AC=1| 0 2 0 |.
0 0 0

Metoda Jacobi. Prin calcul direct obtinem minorii:

1o -1 0 3
A0:1,A1:—1,A2:’ o 1’_—1,A3: 0 1 2 |=0.
3 -5

Unul din minori fiind nul, metoda nu este aplicabila.

Se observa ca signatura formei patratice @ este (4, —,0) sau (ny,n_,ng) = (1,1,1).

f) Metoda Gauss. Folosind relatia Q(z) = X - A- X, unde A = [Q]p, X = [z]p, obtinem expresia analitici
a formei patratice Q),

Q(z) = 2z129 — 67123 — 62274 + 22374, 7 = (T1, 72,73, 74) € RE

Deoarece forma patratica () nu contine termeni de forma a;;z?, i = 1,4, efectuim schimbarea de coordonate

_ Ty 1 1 0 0 Y1
T =
o =nty ol |1 -1 00 v |
2 B n Z/z_ e | 1o o 1 0 ys |
T3 = Y3, T4 = Ya 24 0 0 0 1 Ya

Notam cu M matricea din membrul drept. Relativ la noile coordonate, avem

Q(z) = 2y} — 2y5 — 6y1y3 — 6Y1y4 — 6Y2y3 + 6Yy2ya + 2y3ya.

Grupand termenii pentru a forma patrate se obtine in final

2
Qly) =32y1 —3ys —3ys) — 2 (—Jys — 3y2 — 2ya)” + 5(2y2 — Jya)? — 295 =

2
1

N N

2,2 1,2 2
— 575 + 525 — 227,
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de unde rezulta transformarea de coordonate

21 = 2y1 — 3y3 — 3ya

_ 0 . z 2 0 -3 -3 o
72 = 79Y2 7 3Ys — 3l el 2 |0 =3 92 -72 Yo
e = gy — 2 z3 0 2 0 —2/3 ys |’
3T AT % 0 0 0 1 i
24 = Y4,
a carel inversa este
Y1 = %zl + %22 - %23
) X U1 1/2 1/3 —1/2 0 2
Y2 =373+ 3% ol w2 0 0o 12 13 2z
—2, 1 _ ys | 0 2/9 -1/3 -1 23
Yz = g<2 23 — 24
Y= s Y o 0 0 1 24
Ya = 24

Notam cu N matricea din membrul drept. Matricea de trecere la baza diagonalizatoare se obtine folosind
relatiile X = MY = MNZ = CZ; obtinem matricea de trecere C si respectiv matricea diagonala a formei
patratice relativ la aceasta baza:

1/2 1/3 0 1/3
/2 1/3 -1 -1/3

— N — —
C=[B]=MN= 0 2/9 -1/3 -1 |’
o 0 0 1
/2 0 0 0
g |0 =29 0 0
@l =CTAC=1 o 57 12 0
0o 0 0 -2

Metoda valorilor proprii. Spectrul matricii A este 0(A4) = {—4, —2,2,4}, iar vectorii proprii corespunzatori
sunt
vy =(1,—1,1,—1),09 = (1,1,1,1),03 = (1,1, —1,1),vs = (—1, —1,1,1).

Prin normarea bazei ortogonale formate din vectorii proprii vy, v, v3 §i v4 obtinem baza ortonormata cautata
cu matricea asociata

/2 1/2 1/2  -1/2

—1/2 1/2 —1/2 —1/2

/2 1/2 —1/2 1/2

—-1/2 1/2 1/2  1/2

C=[B]=

Matricea diagonala atagata formei patratice relativ la aceasta baza este

-4 0 0 0
tam |0 =2 0 0
[Qlp =C AC = 0 0 2 0
0 0 0 4

Metoda Jacobi. Deoarece minorul A; = 0 este nul, metoda nu este aplicabila.

Se observd ci signatura formei patratice Q este (+,+,—, —) sau (n4,n_,ng) = (2,2,0).

g) Metoda Gauss. Procedand analog punctului ¢), obtinem expresia analiticd a formei patratice @,
Q(x) = ba} — dayxo — 4oy 3 + 6235 + 423,

Grupand termenii pentru a forma patrate obtinem:

_ 1 2,22, 16,2 8 _
Q(z) = z(5x1 — 2wy — 2x3)° + 25 + P25 — 21223 =

_ 1 2 5 (26 4 2 40,2 _

= £ (51 — 2wy — 213) +%(?x2—gm3) - 3oy =

_ 1,2, 5,2 40,2

= 5Y1 T 36Y2 — 1393,
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de unde rezulta transformarea inversa de coordonate:
1 1 6
T1 = Y1+ 53Y2 + 73
L= 50T agh2 T agls 1 1/5 1/13 6/13 n
Ty = Y2+ Vs S| oz | = 0o 5/26 2/13 y2 |,
T3 0 0 1 Y3
T3 = Y3

deci matricea de trecere la baza diagonalizatoare, respectiv matricea diagonald a formei patratice relativ la
aceasta baza sunt:

1/5 1/13 6/13 1/5 0 0
C=[B]l=M=| 0 5/26 2/13 |, [Qp=C'AC=| 0 5/26 0 .

0 0 1 0 0 —40/13

Metoda valorilor proprii. Spectrul matricii A este o(A) = {2, 5,8}, iar vectorii proprii corespunzitori sunt
vy =(2,1,2),09 = (1,2,-2),v3 = (—2,2,1).

Prin normarea bazei ortogonale formate din vectorii proprii v1,vs §i v3 obtinem baza ortonormata cautate cu

2/3  1/3 —2/3
matricea asociatd [B'] = [ 1/3  2/3  2/3 |. Matricea diagonala atagata formei patratice relativ la aceasta

2/3 —2/3 1/3

bazd este [Q]p = (

O O N
o ot O
o O O

Metoda Jacobi. Prin calcul direct, obtinem minorii:

5 _9 5 -2 =2
Aozl,A1:5,A2:’ e ’:26,A3: —2 6 0 |=80
—2 0 4

si vectorii bazei corespunzatoare:

1 1/5 1
’U1:A71€15 0 5 UQZKQ
0

. . 1 —-1/13
1 2 _ _ — _
5 _9 ‘ = 26( 261 562) = 5/26 5

0
1] e e e 1 3/20
vz = AL 5 =2 =2 |=—(12¢e1 +4es + 26e3) = 1/20 |,
3 9 6 o0 80 13/40

deci matricea de trecere la noua baza B’ si matricea diagonala atasata formei patratice relativ la aceasta baza
sunt respectiv:

1/5 —1/13  3/20 1/5 0 0
C=[B= ( 0 —5/26 1/20 ) Qg = C'AC = ( 0 5/26 0 )
0 0 13/40 0 0 13/40

Se observa ca signatura formei pdtratice Q este (+,+,4) sau (n4,n_,ng) = (3,0,0).

13.6 Exercitii/probleme propuse spre rezolvare

1. Fie P; spatiul vectorial al functiilor polinomiale reale care au cel mult gradul 3 si fie

1 1
A: Psx Ps =R, Alz,y) = / / x(t)y(s)dtds.
0o Jo

a) Sa se arate cd A este o forma biliniard simetrica.

b) S& se determine matricea formei biliniare A in baza canonica a spatiului si apoi in baza {t>—1,t2—t, 2 t2—#3}.
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2. Se da functia A: P3 x P3 — R,

Az, y) = 1y2 — T2y + T1Y3 — T3Y1 + T1Ya — TaY1 + Tays — T3Y2 + Taya — Tay2 + T3Ya — TaY3.

a) Sa se arate cd A este o forma biliniara.

b) S& se determine matricea corespunzatoare formei biliniare A in raport cu baza f; = (1,1,0,0), fo = (0,1,1,0),
f3 = (07 17Oa 1) §l f4 = (1a0507 1)

3. Fie V un spatiu euclidian complex §i 7: V — V un endomorfism. Definim forma péatraticd Q(z) = (7 (z), x),
Ve eV.

a) Sa se arate ca dacd 7 este hermitian, atunci Q(z) € R, Vo € V, iar dacd 7 este antihermitian, atunci Q(x)
este pur imaginar, Vx € V.

b) Sa se verifice relatiile:

Q(tx) = ttQ(x), Vte C;
Qr+y) = Q)+ Qy) + (T (2),y) + (T(y),x), Ve,yeV.
c¢) Sa se verifice implicatia
VeeV,Qx)=0=T(z)=0
d) S& se arate ca dacd Q(z) este real, Vo € V, atunci 7 este hermitian.

4. Fie forma patratica
Q:R?* = R, Q(z) = 322 + 2115 + 523

Sa se determine valoarea parametrului A € R astfel incat vectorii x = (1,2) si y = (A, —1) sa fie ortogonali in
raport cu forma Q.

5. Se da forma patratica

Q(z) = 3 + 23 + 423 — 4x129 — 42123,
a) Utilizand metoda Gauss, metoda Jacobi si respectiv metoda valorilor proprii, sa se aduca @Q(z) la expresii
canonice.

b) Sa se verifice teorema de inertie.

6. Se da matricea

3 0 11
0 -5 0 0
A= 1 0 0 0
1 0 0 0

a) Sa se scrie forma patraticd corespunzitoare gi si se giseascd doud expresii canonice.

b) S& se verifice teorema de inertie.

7. Sa se arate ca forma péatratica

n

n
ZzlJrL} i xixj, xR,

este pozitiv definita.

8. Sa se reduca forma patratica

Za: —i—Zxa“], x e R"™

1<j

la expresia canonica.

9. Sa se arate cd daca [g;;] si [hi;] sunt matrice pozitiv definite, atunci matricele

[fii (D], fij(t) = (1 —=t)gij +thiz, t€[0,1],

sunt pozitiv definite.
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MA.14.Aplicatii cu soft dedicat

Cuvinte cheie: bibliotecile Maple ”LinearAlgebra” si ”linalg”; comenzile
Maple ”LinearSolve” si ”Linsolve”;
comenzile Maple ” CharacteristicPolynomial”, ” Eigenvalues” si ” Eigenvec-
tors”; comenzile Maple ”charpoly”, ”eigenvalues” si ”eigenvectors”

14.1 Exemple ilustrative. Programe MAPLE"

1. Algebra liniara: ortonormare (procedeul Gram Schmidt si normare)

# Input: trei vectori din R"3;

# Output: vectori ortonormati;

> restart: with(linalg): ul:=vector([3,-1,2]);

> u2:=vector([1,2,1]); u3:=vector([1,1,4]); # ul, u2 si u3

> gs:=GramSchmidt ({ul,u2,u3},normalized); # procedura pentru calc.vect.ortog.
> M:=matrix([gs[1],gs[2],gs[3]]); # M=matricea formata din vect.ortonormati
2. Algebra liniara: formele canonice digonala si Jordan

# Input: matricele A si B;

# Output: formele canonice corespunzatoare (diagonala, respectiv Jordan);

> restart: with(linalg): A:=array([[1,2,3], [2,3,1], [3,1,2]]); # matricea A
> B:=array([[3,1,0,0], [1,2,0,0], [0,0,2,1], [0,0,0,2]11); # matricea B
# forme canonice

> Jl:=jordan(A, ’P1’); Cl:=print(P1); # forma diagonala a matricei A

> J2:=jordan(B, ’P2’); C2:=print(P2); # forma Jordan a matricei B

# verificari: J1=P1°(-1)*A*P1, J2= P2~ (-1)*AxP2

> Ji:=simplify(multiply(inverse(P1), A ,P1));

> J2:=simplify(multiply(inverse(P2), B , P2));

# verificari: A=A"t, matrice simetrica diagonalizabila

> evalm(A-transpose(A));

14.2 Cod MAPLE® pe Internet (selectie orientativi)

[1]***, http://www.maplesoft.com

[ 2]*** http://www.maplesoft.com/support/help/Maple/view.aspx?path=Linear Algebra

[ 3]***, http://www.maplesoft.com/support/help/Maple/view.aspx?path=examples/Linear AlgebraMigration
[4]*** http://www.maplesoft.com/support/help/Maple/view.aspx?path=Linear Algebra

[ 5]*** http://www.maplesoft.com/support/help/Maple /view.aspx?path=examples/Linear AlgebraComputation

[ 6]*** http://www.maplesoft.com /support/help/Maple /view.aspx?path=examples/Linear AlgebraVisualization2
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[ 7]***, http://homepages.math.uic.edu/ hanson/MAPLE/MapleLinearAlgebra.html (Floyd Hanson, Univer-
sity of Illinois at Chicago, hanson@uic.edu)

[ 8]***, http://homepages.math.uic.edu/ hanson/MAPLE/, (Floyd Hanson, University of Illinois at Chicago,
hanson@uic.edu)

[9]***, http://www.youtube.com/watch?v=5Gc8W0qaTpM (Youtube: Using Maple for Linear Algebra part 1:
Matrix entry; Jan Verschelde, University of Illinois at Chicago, E-mail: jan@math.uic.edu or janv@uic.edu)

[10]***, http://www.math.hmc.edu/ ajb/PCMI/maple.html (Some MAPLE Resources, Andrew J. Bernoff,
PCMI, Harvey Mudd College)

[11]***, facultypages.ecc.edu/alsani/students/maplebyexample.pdf (Maple 10 by example, M. Alsani, E-mail:
alsani@ecc.edu)
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MA.15.Autoevaluare

15.1 Modele de subiecte de examen

I.! 1. Forme patratice.

2. S& se verifice daca punctele A(1,2,3), B(1,1,0), C(2,2,2) si D(—1,5,—1) sunt coplanare. S& se calculeze
m(BAC) — m(BAD). Descompunerea vectorului o =7 + 7+ k dupa AB, AC si AD este unica?

3. Sa se cerceteze daca multimile

A={peP|p0)=p1)}; B={peP|p*0) =1}

C = {pe Pn|p(_1)+p(1) :O}

sunt subspatii vectoriale. Sa se determine intersectia si suma subspatiilor vectoriale gasite. Ce dimensiuni au
aceste subspatii?

I1. 1. Metoda valorilor proprii de reducere la expresia canonicé a formelor p#tratice.

x z
2. Se dau D: - = % =1 si P: x—2y+ z=0. Exista un plan echidistant fatda de D si P? Considerand
D si P doui subspatii vectoriale in R3, sa se determine suma, intersectia si baze ortonormate in D, respectiv

P.

3. Fie V = C°°(—o00, ) si / f(t)dt, care existd pentru Va € R. Definim

T:V -V, g=T(f) s g(w):/f f(t)dt.

Analizati injectivitatea gi surjectivitatea endomorfismului 7. Determinati Ker7 , valorile proprii si vectorii
proprii.

IT1. 1. Polinoame de matrice.

2. FieP: z4+2y—2=0si Q: 2x—y+2z = 0. Sa se gaseasca ecuatiile planului echidistant fata de P si Q.
Considerand P si QQ doua subspatii in R?, s& se gaseascd PN Q, P + Q si baze ortonormate in P, Q si PN Q.

2 2
3. Fie¥: z= r + L si P: x —y—z=0. Sa se determine planele paralele cu P care sunt tangente la

12 4
3. S4 se gseascd d(X, P).

IV. 1. Forme biliniare.

2 2
x
2. Sa se gaseasca generatoarele rectilinii ale paraboloidului hiperbolic z = — — L care sunt paralele cu

16 4
planul x + y + z = 0. Sa se determine masura unghiului determinat de aceste generatoare.

LAvand in vedere faptul ci in institutiile de invitidmant tehnic pe parcursul unui semestru se predau atat notiuni de algebrs
liniard, cat si de geometrie analiticd, subiectele propuse contin probleme mixte aferente ambelor discipline.
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3. Fie Py spatiul vectorial al functiilor polinomiale de grad cel mult 3. Sa se gaseasca matricea transformarii
liniare

d dx
T:Py— Py, y="Tuz, y(t) = p7 <(t2 - 1)dt>

1
B = 1,t,§t2—7,§t3—§t .
2 272 2

V. 1. Forma Jordan a unui endomorfism.

in raport cu baza

2. Fie u(t) = cost, v(t) = sint, w(t) = sin 2t i S = L{u,v} in C°[0,27]. Si se giseasci proiectia ortogonala
x(t) a lui w pe S si vectorul z+. Vectorii u, v si 2+ sunt liniar independenti?
1 .
3. Fie D: % = yT = il siP: x—y+2+1=0. In P se considera cercul C de raza 1 cu centrul in
A(1,1,—1). Sa se determine ecuatiile simetricului cercului C' in raport cu dreapta D.

VI. 1. Forma diagonals a unui endomorfism.

2. Se considers sfera S: x2 + y? + 22 — 2z = 0 si planul P: z + 2y + z = 1. S& se calculeze raza cercului
PN S. Sa se determine ecuatia simetricei lui S fata de P.

3. Fie A(z,y) = x1y2—xoy1+x2ys—x3y2. SA se giseasca matricea lui A in raport cu baza {(1, 1,0),(0,1,1),(1,0, 1)}
Sa se determine
{z e R®| A(z,y) =0, Vy € R*}.

VII. 1. Transformari liniare pe spatii euclidiene.

2. Fie Q: R® — R, Q(x) = myw2 + w273 + 2371. S& se determine signatura lui @ si imaginea dreptei
-1 wy  wy
T =13 prin Q.
3. Fie V spatiul vectorial real al tuturor functiilor polinomiale de grad cel mult n. Sa se determine valorile
proprii gi vectorii proprii ai endomorfismului

D:

T:V -V, T(p)=q, qglx) =p(xz+1).

VIII. 1. Nucleu si imagine pentru o transformare liniars.

2. Se da TI': 22 —4ay+4y®> —x =0. Si se reducd la forma canonici. Si se traseze I.

2 -1
3. Se dau dreapta D: z +1 = yT

pe D si tangente la P. Sa se gaseasca sferele cu centrele in P si tangente la D.

= % siplanul P: 2 —y+2+ 2 = 0. Si se giseasca sferele cu centrele

IX. 1. Matricea unei transformari liniare.
2. SedaI': 4ay + 3y> + 8z = 0. Si se determine centrul, axele si asimptotele. Sa se deseneze curba T.

3. Fie V = Ly|—m, 7] §i Vi = L(A1), Vo = L(Asz), unde
A = {l,cost,coth7 e } si Ag = {1,sint,sin2t, e }
Sa se arate cd Aq si Ao sunt liniar independente, iar V; + V5 si V; & Vo sunt izomorfe.

X. 1. Spatii vectoriale euclidiene.

1 1
2. Fie g: P3 x P3 — R, g(z,y) = (/ J:(t)dt) (/ y(s)ds) S& se arate c& ¢ este o forma biliniara
0 0

simetrica, pozitiv semidefinitd. S& se determine matricea lui g in raport cu baza {1,t,t%,¢3}.
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2 2 2
z
3. Sa se determine punctele de pe cuadrica — + L + — — 1 = 0 pentru care normalele intersecteaza axa

1 4 2
Oy. Sa se scrie ecuatia planului tangent intr-unul dintre aceste puncte.

XI. 1. Ortogonalitate. Procedeul Gram-Schmidt.

2. Gasiti punctele de pe cuadrica ¥: 22 4+ 2y% + 22 — 1 = 0 pentru care normalele la ¥ sunt paralele cu
z+2 y+1
3 -1

3. Fie A(z,y) = x1y2—x2y1+x1ys—x3y1. SA se gdseasca matricea asociata in raport cu baza {(1, 1,0), (0,1,1),(1,0,1)}.
Sa se determine transformarile liniare 7 : R® — R3 cu proprietatea A(7x, Ty) = A(x,vy), Va,y € R3.

dreapta D: =7 saucu planul P: z —y+2=0.

XII. 1. Dependenti si independents liniara.

2. SedaI': 4oy + 3y2 + 2 = 0. Si se aduca ecuatia la expresia canonica si sa se traseze I'. Considerand
M, (zn,yn) €T, existd M,, cu x,, marginit si y,, nemarginit?

3.8edaT:R>— R T(x,y,2) = (6x+6y— 152, 2+ 5y — 5z, x + 2y — 22). Si se determine forma canonica.

S5 se calculeze e? .

XIII. 1. Bazs, dimensiune si coordonate.

2. Sa se gaseasca transformarea de coordonate care aduce pe

3
1
_ 2
Q(z) = Z% +3 foz%
i=1 i#£]
la expresia canonici. Si se stabileascd dacd multimea Q~!(1) este compactd sau nu.

3. Sa se determine ecuatiile perpendicularei comune si distanta dintre dreptele

r—1 y+1 =z z+1 y—-1 2-3
1 :_72:* S1 D2: = = .

Dy
! 1 2 1

\]

XIV. 1. Cuadrice: reducere la ecuatia canonica.

2. Sa se gaseasca volumul tetraedului construit pe reprezentantii vectorilor:

a=2u—7+w; b=a—w; ¢=7+w,

_ _ _ . o 7T' o 7T _
cu lfal| =1, [[o]l = 2, |[@]] = 3 si p(u,0) = 5, pu, ) = 3, u(v,) =

1
3. Fie7: P, —» P, Tp(z) = z" tp(t)dt, Vx € R. S& se arate cad 7 este liniard, si se cerceteze

0
bijectivitatea, sa se determine Ker7 si Im7. Calculati valorile proprii i vectorii proprii.

XV. 1. Conice: diametru conjugat cu o directie, axe.

2. Si se arate cd multimea tuturor functiilor z,,(t) = ™, n € N este liniar independent# in L [0, 27]. Sa se
ortonormeze cu procedeul Gram-Schmidt.

3. Se d& transformarea liniard 7 (z) = (1 + x2,x1 — T2, 221 + T2 — x3). Sa se determine baze ortonormate
in Ker7 gi Im7. Care sunt valorile proprii ale lui 77

XVI. 1. Cuadrice: intersectia cu o dreapts, intersectia cu un plan, plan tangent, normala.

2. Fie V spatiul vectorial euclidian real al functiilor polinomiale pe [0, 1]. Cercetati simetria gi antisimetria
transformarilor liniare:

Tf(x)=f(=x);  Tf(z)=[fle)+f(=z);  Tf(x)=flz)-f(-)
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0 -1 0
3. Fie7:R> - R3, T = 0 0 1 |. Sa se determine forma canonica si sa se calculeze sinT'.
-1 -3 3

XVII. 1. Elipsoizi, hiperboloizi si paraboloizi.

2. Fie V spatiul vectorial al tuturor functiilor polinomiale () = t", n € N, inzestrat cu produsul scalar

1
(@)= [ atouo.
Sa se arate ca functiile
w) =1  nt)=v32t—1);  y(t) = V5(6¢° -6t + 1)

formeaza o multime ortonormata care genereazd acelagi subspatiu cu {xg, 1, z2}.

7 4 1
3. FieT:R? - R3 T = 4 7 —1 |. S4 se determine forma canonici si s se calculeze sin T
-4 -4 4

XVIII. 1. Spatii vectoriale. Subspatii vectoriale.

2. Si se determine o bazd ortonormata fatd de care Q(z) = 22179 — 67923 + 23 si aibd o expresie canonica.
Ce sunt multimile de nivel constant ale lui Q7

3. Sedau A(0,—1,2)si D: z+y =0, x—2z—1 = 0. Sa se determine simetricul punctului A fata de dreapta
D si simetrica lui D fata de A.

XIX. 1. Spatiul vectorilor liberi: coliniaritate, coplanaritate.
22 2

2. Sa se determine generatoarele rectilinii ale paraboloidului hiperbolic z = 6 1 care sunt tangente

sferei 22 + y? + 22 = 1.

3. Fie transformarea liniara
27
T:V-=V, y=T(x), yit) = / x(s) cos(t — s)ds,
0

cuV = L{l, Cos 8, €os 28, sin s, sin 25}. Exprimati 7 printr-o matrice si sa se cerceteze daca 7 este injectiva si
surjectiva. Determinati valorile proprii si vectorii proprii.

XX. 1. Spatiul vectorilor liberi: proiectie ortogonald, produs scalar.

4 6 0
2. Fie A:R?* = R3, A=| -3 -5 0 |. Sa se determine baza fatd de care A are forma diagonala si sa
-3 —6 1

se calculeze sin A.

3. SedauT': zy+3y?+162=0,D: z—y+1=0si A(—1,1). Si se afle polara punctului 4 in raport cu
conica I" gi polul dreptei D in raport cu I'.

XXI. 1. Spatiul vectorilor liberi: produs scalar, produs mixt.
2. Fie

s

V=Ly|-mm|, T:V =V, g=T(f) si g(x):/ (1 + cos(z —t)) f(t)dt.

—T

Sa se gaseasca o baza pentru Im7. Sa se determine Ker 7, valorile proprii si vectorii proprii.

3. Fie Q(v) = 129 + xow3 + x371. Si se determine expresia canonicid. Multimea Q~*{1} este compacti
sau nu?
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XXII. 1. Spatiul vectorilor liberi: produs vectorial, dublu produs vectorial.

1 -1 -2
2. Se da matricea A = -1 3 —1 |. S& se determine expresia canonica a formei patratice X AX,
-1 -1 1

precizand matricea de trecere.
3. Sa se gaseasca ecuatia sferei cu centrul C'(—2,6,2) tangenta elipsoidului

$2

1

2,2

DI — =1.
1

2
Y

+=+
2

Care este ecuatia simetricului lui ¥ fata de centrul sferei?

XXIII. 1. Dreapta in spatiu.

2. Se da forma patraticd Q(x) = 2% + x122 + rox3. S& se scrie matriceal si si se determine rangul. Si se
gaseasca expresia canonica si matricea de trecere.

3. Fie V = {{x,} sir real cu Yz2 convergentd }. Si se arate ¢ (z,y) = Sanyn, cu v = {z,} si y = {yn},

1 1
este un produs scalar pe V. S se calculeze (z,vy), pentru x,, = — si y, = paE Vn € N.
n n

XXIV. 1. Conice: centru, intersectia cu o dreapta, asimptote.

2. Sa se determine numerele reale aq, as si az astfel incat V = L{e““‘ , et e“f"’”} sa aiba dimensiunea 2.
S& se fixeze o baza in V si sd se determine matricea lui D: V — V., D(f) = f’.

4 6 0
3. Fie A: R? - R3 A= | -3 —5 0 |. Si se determine forma canonic si s& se calculeze e?.
-3 —6 1

XXV. 1. Conice: reducere la ecuatia canonici.

2. Definim 7: C? — C?, <y1>:<a b
Y2 c d

gaseasca conditiile pe care le satisfac a, b, ¢ i d dacid 7 este autoadjuncta sau unitara.

) ( i_l >, unde a, b, ¢ si d sunt numere complexe. Sa se
2

3. Fie A: R* x R* = R, A(z,y) = 21y — Toy1 + T1y3 — Tay1 + T4ys. S& se determine matricea lui A in
raport cu baza f; = (1,1,0,0), fo = (0,1,1,0), f3 =(0,1,0,1), f4 = (1,0,0,1).

XXVI. 1. Conice: pol, polari.

2. Seda 7T:R> = R? T(z,y,2) = (32 + 2y, 2y + 2,2 — 2y + 3z). S se calculeze matricea lui 72 gi 7. S&
se explice rezultatele prin teorema Cayley-Hamilton.

3. Fie V spatiul vectorial real al functiilor definite pe R. Cercetati dacd multimile {1, ze®} si
{1, cos 2z, sin? x} sunt liniar independente sau nu. Ce dimensiuni au subspatiile vectoriale generate de aceste
submultimi?

XXVII. 1. Izometrii.

2 2
2. Sedau X: 22 = % 7 si P: x+y-+2z=0. Sa se gaseasca proiectia lui P NY pe planul xOy. Exista

generatoare rectilinii ale lui ¥ care sunt perpendiculare pe P? S& se arate ca centrul lui ¥ este un punct de
simetrie pentru P N X.

3. Fie V =L{(1,0,1),(-1,1,—-1)} si W = L{(1,2,3),(3,2,1)}. S se gaseasca ecuatiile carteziene implicite
ale lui V' gi W. Sa se determine baze ortonormate in VW gi V + W.

XXVIII. 1. Dependents si independenta liniara.
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1 -1 2
2. Se da matricea A = -1 3 —1 |. Si se determine expresia canonici a formei patratice X AX,
2 -1 1

precizand matricea de trecere. Ce sunt multimile de nivel constant atagate acestei forme patratice?

2 2 2
3. Fie C(-2,6,2) si X: xT + % + £ — 1. Care este ecuatia simetricei cuadricei ¥ fata de C?7 Sa se

gaseasca ecuatiile normalelor la 3 care trec prin C'. Sa se determine ecuatiile sferelor cu centrul C' gi tangente
la X.

XXIX. 1. Nucleu si imagine pentru o transformare liniars.
2. Se da conica I': 422 — 4xy + 4y — 62 = 0. Si se reduci ecuatia la forma canonici si si se traseze I

Cercetati daci existd subspatii vectoriale in R? tangente la T.

r+2 -1 =z
3. Sedau D: R yT =3 si P: x—2y+ z=0. Sa se determine ecuatiile simetricei dreptei D fata
de planul P. Sa se fixeze o baza ortonormata in planul P. Exista sfere care indeplinesc simultan conditiile: au

raza 1, au centrul pe dreapta P N xOz si sunt tangente la dreapta D?

XXX. 1. Matricea unei transformari liniare.

2. Se da conica I': 42y + 3y% + 162 = 0. Sa se determine centrul si asimptotele. Sa se reduca ecuatia la
forma canonica.

3. Fie V spatiul vectorial al functiilor polinomiale reale de forma

x(t) = at + bt* + ct?

g: VxV =R, glz,y) = </:a:(t)dt) (./Oly(s)ds>.

Sa se arate ca g este o forma biliniara, simetrica, pozitiv semidefinita. Sa se determine matricea lui g in raport
cu baza canonica a lui V.

si

XXXI. 1. Valori si vectori proprii.
2. Fiev=(1,0,—-1), a = (—-1,—-1,0), b= (0,1,1) si S = L{a,b}. S se scrie ecuatia planului determinat de
punctul A(1,1,1) si de vectorii a gi b. S& se giseasca proiectia ortogonald a lui v pe S.

xr+2 y—1

3. Sa se determine ecuatiile dreptei Dy : — = g in raport cu dreapta Do x+y =0, —22z = 0.

1
Exista sfere cu centrul in origine, tangente simultan la cele doua drepte?

XXXII. 1. Teorema Cayley-Hamilton.

2. Si se arate ci {e%,e?*,e3*} este liniar independentd. Sa se ortonormeze in C°[0, 1] cu procedeul Gram-
Schmidst.
22 g2
3. Sa se afle distanta dintre ¥: 2z = 12 + Z siP: v—y—2z=4.

XXXIII. 1. Forme biliniare.

2. Sa se gaseasca generatoarele rectilinii ale paraboloidului hiperbolic

2 2
T .
IE Y

T2
care sunt perpendiculare pe planul P: x + y = 0. Ce masura are unghiul determinat de aceste generatoare?

3. Fie
T:RofX] = Ro[X], T) =X+ X* T1+X)=—-1, TA+X?) =1+ X - X2
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Sa se determine Ker 7, Im7 si forma canonica a lui 7.

XXXIV. 1. Spectrul endomorfismelor pe spatii euclidiene.

2. S& se verifice dacd punctele A(3,2,1), B(4,4,0), C(5,5,5) si D(—1,5, —1) sunt coplanare. S se calculeze
o[ABCD). Vectorul v = 97 + 57 + 9k se poate descompune dupa AB, AC si AD?

3. Fie P, spatiul vectorial real al functiilor polinomiale reale care au cel mult gradul n. Sa se cerceteze daca
multimile:
A={peP,[p(0)+p(1)=0};  B={peP,[p*(0)+1=0};

C={peP,|p(-1)-p(1) =0}

sunt subspatii vectoriale. S& se determine intersectia gi suma subspatiilor vectoriale gasite. Sa se precizeze
gradul minim al functiilor polinomiale din AN BN C.

XXXV. 1. Dreapta in spatiu.

2. Se da forma patraticd Q(x) = 2% + z122 + z3. Si se scrie expresia matriceald i si se determine rangul.
Sa se gaseasca expresia canonica i matricea de trecere. Ce sunt multimile de nivel constant al lui Q7

3. Fie V = {(:17,,,) gir real cu Y2 convergenti } Sa se arate ca (z,y) = ZxpYn, cu x = (z,) sty = (yn),
1

este un produs scalar pe V. Sa se scrie bila cu centrul =g = <>, de raza 1 gi sa se dea exemple de siruri din
n

V' continute in aceasta bila.

XXXVI. 1. Planul in spatiu.

6 6 —15
2. Fie transformarea liniard 7: R® = R3, T= [ 1 51 -5 |. S& se determine forma canonici a lui 7
1 2 -2

si sa se calculeze cos 7.
3. Sa se arate ca (f,g) = / (Inz)f(z)g(x) este un produs scalar pe C°[1,¢]. S& se calculeze || f|| pentru

1
f(x) = /x. Sa se scrie bila cu centrul in fo(x) = 1, de razd 1 gi sa se dea exemple de functii din aceastd bila.

XXXVII. 1. Conice: centru, intersectia cu o dreapt#, asimptote.

2. Fie spatiul vectorial euclidian V = C°[0, 1] si submultimea W = {e*, e** e3*}. Si se arate cd W este

liniar independentd. S& se ortogonalizeze W cu procedeul Gram-Schmidt. Si se proiecteze w(z) = €3¥ pe

subspatiul generat de u(x) = e® i v(x) = e?2.
4 6 0
3. Fie transformarea liniara 7: R3 — R3, T = -3 —5 0 |.Sa se determine Ker7, Im7 si forma
-3 —6 1

canonica a lui 7.

XXXVIIIL 1. Cuadrice: intersectia cu o dreapta, intersectia cu un plan, plan tangent, normali.

2. Fie endomorfismul

2T
TV = Vg=T() o) = [ [+sin—0)f@ar, =< [0.27].

Cine este V7 Sa se determine Ker 7, Im7 si o baza ortonormata in Im7 .

3. Sa se determine suma si intersectia subspatiilor vectoriale
V =L{(-1,1,0),(0,1,1)} si W =L{(-1,2,1),(1,0,1)}.

S4 se determine ecuatiile carteziene ale subspatiilor V si W in R3.
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15.2 Intrebari

1.

Ce diferentiaza nucleul unei transformari liniare de nucleul unei functii oarecare?

2. Ce motive impun introducerea notiunilor de valoare proprie si de vector propriu pentru un endomorfism?

S Tt s W

. La ce tipuri de functii se pot asocia matrice?
. Puteti justifica faptul ci multimea planelor din R? se poate identifica cu R*?
. Puteti justifica faptul c& multimea planelor din R? se poate identifica cu R3?

. Care sunt cuadricele riglate? Exista cuadrice triplu riglate?
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rotatie, 84

scalar, 9

serie de endomorfism, 119
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simetrie, 84

sistem de coordonate, 22
spatiu Hilbert, 33

spatiu metric, 33

spatiu prehilbertian, 33
spatiu vectorial, 9

spatiu vectorial complex, 9
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subspatii suplimentare, 13
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subspatiu impropriu, 11
subspatiu propriu, 11
subspatiu vectorial, 11

suma directa, 13

tensor covariant, 127

transformare liniara, 23
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transformare liniard unitara, 77
translatie, 83

transpusa, 79

unghiul dintre doi vectori, 33

valoare proprie, 87

vector, 9

vector izotrop, 131

vector principal, 101

vector propriu, 87

vectori liniar dependenti, 19
vectori liniar independenti, 19
vectori ortogonali, 34

versor, 33
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